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1 Einleitung

In einem Horsaal wird ein Experiment zur Bestimmung der Erdbeschleunigung g durchgefiihrt. Eine
Kugel wird in einem Magnethalter gehalten. Nach dem Einschalten des Magneten féllt die Kugel und
trifft auf eine Plattform. Fur das Durchfallen der Strecke s bendtigt sie die Zeit t. Durch Messung der
MessgroRen s und t lasst sich die MessgroRe g bestimmen:

2s
1) g=t—2

Die Apparatur sei so gebaut, dass beim Loslassen der Kugel und beim Auftreffen auf die Plattform
jeweils ein Lichtblitz ausgeldst wird. Der Zeit t zwischen den beiden Lichtblitzen wird von den Studie-
renden im Horsaal mit einer Stoppuhr gemessen. Niemand wird erwarten, dass alle die gleiche Zeit mes-
sen. Die einzelnen Messwerte werden voneinander abweichen. Das liegt zum einen an der individuellen
Reaktionsfahigkeit der Studierenden, zum anderen an Gang- oder Kalibrierunterschieden zwischen den
einzelnen Stoppuhren. Ebenso kommt es zu unterschiedlichen Messwerten, wenn mehrere Personen die
Strecke s messen, denn das Anlegen und Ablesen des Malstabs wird individuell unterschiedlich sein.
Hinzu kommt, dass der MaRstab selbst nur eine begrenzte Kalibriergenauigkeit aufweist.

Daraus ergeben sich folgende Fragen:

(1) Welche Werte sollen fiir s und t zur Berechnung von g in GI. (1) eingesetzt werden?

2) Wie beriicksichtigt man die Tatsache, dass die einzelnen Messwerte fiir s und t voneinander
abweichen und dass die Messgeréte nur tber eine begrenzte Genauigkeit verfiigen?

3 Wie verlasslich ist der Wert flir g, den man aus den Messwerten errechnet?

Die Antworten auf diese Fragen lauten:

Zu (1): Aus den einzelnen Messwerten muss nach festgelegten Regeln jeweils ein Messergebnis fur s und
t ausgerechnet werden. Die Messergebnisse fiir s und t werden in GI. (1) eingesetzt und liefern ein
Messergebnis fir g.

Zu (2): Zu den Messergebnissen fur s und t missen nach festgelegten Regeln Messunsicherheiten
ausgerechnet werden. Diese Messunsicherheiten liefern ein statistisches Mal flr die Abweichun-
gen der einzelnen Messwerte voneinander. Sie sind so bemessen, dass eine weitere Messung von
s oder t mit einer definierten Wahrscheinlichkeit ein Ergebnis liefert, das jeweils innerhalb des
Intervalls Messergebnis + Messunsicherheit liegt.
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Zu (3): Aus den Messergebnissen und Messunsicherheiten fiir s und t muss nach festgelegten Regeln eine
Messunsicherheit fir g ausgerechnet werden. Eine weitere Messung von g nach dem gleichen
Messverfahren wird dann mit einer definierten Wahrscheinlichkeit ein Ergebnis liefern, das
innerhalb des Intervalls Messergebnis + Messunsicherheit liegt. Beide GréRen zusammen bilden
schliellich das vollstandige Messergebnis fur die Messung der GroRe g.

Die oben erwéhnten Regeln haben internationale Gultigkeit. Sie sind fur alle denkbaren Anwendungen in
etlichen Normen und Anleitungen sehr ausfihrlich beschrieben (siehe z.B. /1/ - /4/). Darlber hinaus gibt
es eine Reihe von umfangreichen Biichern, die sich diesem Thema widmen (z.B. /5/und /6/). Es wirde
den Rahmen dieser Anleitung sprengen, wenn diese Regeln hier im Detail wieder gegeben wirden. Wir
werden uns deshalb darauf beschrénken, einige Grundlagen darzustellen und das Handwerkszeug bereit-
zustellen, das im Praktikum fur die Berechnung von Messergebnissen und Messunsicherheiten bendétigt
wird.

2 Direkte und indirekte Messung

Im betrachteten Beispiel lassen sich die Messgrdfen s und t direkt messen, ndmlich mit einem Mafstab
und einer Stoppuhr. Man spricht in einem solchen Fall von einem direkten Messverfahren. Die Mess-
groRe g wird in dem Beispiel indirekt gemessen, namlich tber den Umweg der Messung von s und t, aus
deren Messergebnissen ein Messergebnis fiir g gewonnen wird. In einem solchen Fall spricht man von
einem indirekten Messverfahren.

3 Hinweis zur Nomenklatur

Nach /2/ soll im Kontext der Messung einer Messgrofie von Messergebnis und Messunsicherheit gespro-
chen werden. Im physikalischen Alltag hat sich dies jedoch bislang wenig durchgesetzt. Vielmehr wird
statt des Begriffs Messunsicherheit vielfach der Begriff Fehler verwendet. Deshalb ist auch eher von
Fehlerrechnung die Rede, als von Berechnung von Messunsicherheiten. Oder von Fehlerbalken statt von
Balken der Messunsicherheit. Wir werden in diesem Text beide Begriffe, Fehler und Messunsicherheit,
verwenden.

4 Magliche Fehlerarten

4.1  Systematische Fehler

Systematische Fehler entstehen bei einer Messung z.B. durch unvollkommene Messgeréte, durch unver-
meidbare Umwelteinflliisse auf die Messung oder auch durch Wahl eines ungeeigneten Messverfahrens.
Wir wollen dies an einigen Beispielen aus dem Praktikum verdeutlichen:

(1) Unvollkommene Messgeréte: Hierzu zahlen z.B. ein Oszilloskop mit dejustierter Zeitablenkeinheit,
ein Vielfachmessgerat mit Nullpunktfehler, eine dejustierte elektronische Waage, usw. Das Unange-
nehme an diesen Mangeln ist, dass man sie zum Teil wéhrend der Messung nicht erkennt. Im
Gegenteil: der abgelesene Messwert (z.B. 27,5 us, 147 Q, 5,389 g) tauscht die Genauigkeit vor, die
man von Gerdten dieses Typs erwartet. Es besteht also eigentlich kein Grund, das Ergebnis zu
bezweifeln.

(2) Einfluss der Umwelt: Ein Beispiel daflr ist die Temperaturabhéngigkeit von Messgeraten. In der
Regel sind diese Abhdangigkeiten quantitativ bekannt. Man kann sie dann den Gerédtehandbiichern
entnehmen und bei der Auswertung der Messung berticksichtigen.

(3) Ungeeignete Messverfahren: Wenn man die Masse eines Magneten mit einer elektronischen Waage
bestimmen will, merkt man schnell, dass das Messergebnis offensichtlich unsinnig ist. Da das Mag-
netfeld auf die Mechanik der Waage einwirkt, ist das Messverfahren ungeeignet; man muss eine
andere Waage benutzen. Erheblich schwieriger ist es beispielsweise zu beurteilen, ob der innerhalb
einer elektrischen Schaltung gemessene Strom in unzul&ssiger Weise durch die Beschaltung und den
Innenwiderstand des Messgeréats beeinflusst wird. Hier sieht man dem Messergebnis nicht auf den
ersten Blick an, ob es ,richtig® oder ,,falsch“ ist. Man kann sich also i.Allg. nicht darauf verlassen,
dass man schon merkt, wenn man das falsche Messverfahren einsetzt. Vielmehr muss bereits bei der
Planung des Experiments grindlich berlegt werden, welches Messverfahren geeignet ist.

Systematische Fehler lassen sich niemals vollig ausschlieRen. Sie beeinflussen das Messergebnis in einer
ganz bestimmten Art und Weise - hinter den Fehlern steckt ,,System®. Das bedeutet insbesondere, dass
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man den Einfluss dieser Fehler auf das Messergebnis auch durch haufige Wiederholung der Messung
nicht verringern kann. Ist jedoch das Ausmal des systematischen Fehlers bekannt (z.B. der Nullpunkt-
fehler eines Ohmmeters, der Temperaturgang eines Verstarkers oder der Kalibrierfehler eines Drucksen-
sors), kann man ihn bei der Angabe des Messergebnisses berticksichtigen.

4.2  Zuféllige Fehler

Zufallige Fehler beeinflussen das Ergebnis einer Messung auf eine unvorhersehbare und unkontrollier-
bare, eben auf rein zufallige Art und Weise. Ursachen flr zuféllige Fehler, wie sie im Praktikum auftre-
ten, kénnen z.B. sein:

(1) Die Zufélligkeit, mit der ein Naturprozess ablauft, wie z.B. der radioaktive Zerfall oder die Emission
von Photonen aus einer Lichtquelle. Sie fuhrt z.B. dazu, dass die wéhrend einer Messzeit t gemessene
Anzahl von Ereignissen zufallig schwankt.

(2) Die Stoppuhr, die je nach Reaktionszeit mal zu frih, mal zu spat gedriickt wird.

(3) Der Malstab oder der Messschieber, an dem mal ein zu grofRer, mal ein zu kleiner Wert abgelesen
wird.

(4) Das elektronische Rauschen eines Messverstarkers, das zu Schwankungen der Ausgangsspannung
fihrt.

Zufallige Fehler fihren immer dazu, dass das Messergebnis mal in der einen, mal in der anderen Richtung
vom ,,wahren* Wert abweicht (zum Begriff des ,,wahren* Wertes siche Kap. 5). Wird die Messung mehr-
mals wiederholt, halten sich die Abweichungen in beiden Richtungen die Waage. Ware das nicht der Fall,
so waren die beobachteten Fehler nicht rein zufallig.

Die Konsequenzen aus dieser Aussage lassen sich so zusammenfassen: liegen keine Erfahrungen mit
einem bestimmten Messverfahren vor, so sagt ein einziger Messwert im Prinzip gar nichts aus. Der
Messwert kann zuféllig mehr oder weniger stark nach oben oder unten vom ,,wahren“ Wert abweichen.
Erst durch haufige Wiederholung der Messung oder aufgrund zuriickliegender Erfahrungen mit dem
Messverfahren bekommt man ein Gefuhl dafir, um welchen Wert herum einzelne Messwerte schwanken
und man kann beurteilen, welche Aussagekraft in einem solchen Messwert steckt. In den nichsten Kapi-
teln werden diese Zusammenhange quantitativ mit Hilfe von Formeln beschrieben.

5 Die Haufigkeitsverteilung von Messwerten

Wir wollen annehmen, dass eine Messgrole, etwa die Zeit t, die ein Korper braucht, um von A nach B zu
gelangen, N-mal gemessen wurde®. Es liegen also N Messwerte vor, die nach den Gesetzen des Zufalls
voneinander abweichen. Die Frage ist: welche dieser Messwerte kommen dem ,,wahren“ Wert am néchs-
ten?

Um diese Frage zu beantworten, muss man untersuchen, ob bestimmte Messwerte deutlich haufiger vor-
kommen als andere, und wenn ja welche. Denn man darf mit Recht erwarten, dass es diese haufigsten,
d.h. wahrscheinlichsten Messwerte sind, die dem ,,wahren® Wert am nidchsten kommen. Man teilt deshalb
die N Messwerte, die im Bereich zwischen tmi, und ty.x liegen, in j Klassen mit der Klassenbreite At ein
und ordnet der Klasse i (i =1, 2,..., j) den Messwertbereich

@  ty +(i-1)At<st<t, +iAt

zu®. Jeder Klasse i wird eine Zeit t; zugeordnet, die der Mitte des jeweiligen Zeitintervalls entspricht. Nun
wird fur jede Klasse i die Zahl der Messwerte pro At, n(t;), die in dieser Klasse liegen, in Form eines Bal-
kens Uber der zugehdrigen Zeit t; aufgetragen. Man erhalt auf diese Weise ein Balkendiagramm, dem man
entnehmen kann, wie héufig die einzelnen Messwerte vorgekommen sind (Abb. 1).

Die folgenden Uberlegungen gelten gleichermaRen fiir jede physikalische MessgroRe. Die GréRe t (Zeit) dient hier nur als
Beispiel.

Dazu ein Beispiel: Die Messwerte moégen im Bereich zwischen t.;, = 20,4 sund ty. = 22,3 s liegen, die Ablesegenauigkeit
der Uhr betrage 0,1 s. Die Messwerte werden daher in insgesamt j = (22,3 - 20,4)/0,1 = 19 Klassen eingeteilt, die jeweils ein
Zeitintervall von At = 0,1 s Breite reprdsentieren.
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Die Einhillende dieses Diagramms, n(t;), heit H&aufigkeitskurve der Messwerte. Entsprechend ihrer
Definition ist der Flacheninhalt unter der Haufigkeitskurve immer gleich der Gesamtzahl der Messwerte

N.

n(ti)

n()

tl ti t] t t+o t+20 ¢

Abb.1:  Haufigkeitskurve von Messwerten. Die  Abb.2:  Haufigkeitskurve (Dichtefunktion) der GauR-
Breite eines Zeitintervalls (Balkens) ist At. oder Normalverteilung (GauRkurve).

Die Erfahrung lehrt, und die auf CARL FRIEDRICH GAUR (Abb. 3) zurtickgehende Theorie kann das begriin-
den, dass fir N— o und At— 0 (und damit t; —t) die Haufigkeitskurve n(t) fur Messwerte, die
unabh&ngig voneinander gewonnen wurden und die mit zufalligen Fehlern behaftet sind, eine ganz cha-
rakteristische Form hat: Die Form einer Gaufischen Glockenkurve oder kurz GauRRkurve (Abb. 2). Man
spricht dann auch davon, dass die Messwerte gaullverteilt oder normalverteilt seien.

Abb. 3: CARL FRIEDRICH GAUE (1777 - 1855) ©

Der Flacheninhalt unter der GauBkurve ist wiederum gleich der Gesamtzahl der Messwerte N. Es ist
jedoch Ublich, ihn auf den Wert 1 zu normieren. Wie weiter unten noch erlautert wird, bringt man damit
zum Ausdruck, dass die Wahrscheinlichkeit, einen Messwert im gesamten Wertebereich von -co bis +oo

zu finden, gleich 1 ist ".
Der Verlauf der auf den Flacheninhalt 1 normierten GauRkurve ist gegeben durch:

0

1 - 2
e 20 mit n(t)dt =1
oN2r _‘[, ®

® nb)=

wobei T der Mittelwert und o die Standardabweichung der GauRkurve ist. Das Quadrat der Standard-
abweichung, &2, heiRt Varianz. An den Stellent = T + o hat die GauRkurve ihre Wendepunkte. Die Gro-
Ren T und o haben groRe praktische Bedeutung:

- Der Mittelwert T ist der Wert, bei dem n(t) ein Maximum hat. Dieser Wert wiirde also bei einer
Messreihe mit unendlich vielen Einzelmessungen am haufigsten vorkommen. Er stellt somit das wahr-

®  Bildquelle: GELLERT, W. et al. [Eds.]: ,,Kleine Enzyklopédie Mathematik“, VEB Bibliographisches Institut, Leipzig, 1969

" Im betrachteten Beispiel ist die Zeit t die MessgréRe, deren realer Wertebereich nur im Intervall 0 <t< o liegen kann. Formal gesehen
erscheint es dann falsch oder mindestens unsinnig, den Wertebereich bis nach - o« auszudehnen. Jedoch ist in der Praxis der Anteil des
Integrals aus Gl. (3) im Bereich -0 <t<0 so klein (~0), dass er vernachldssigt werden kann. Deshalb werden aus Griinden der
mathematischen Vereinfachung die Grenzen des Wertebereiches auf + oo festgelegt.
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scheinlichste Ergebnis der Messung dar. Mit anderen Worten: eine Messreihe liefert nie einen wahren,
sondern immer nur einen wahrscheinlichsten Wert.

- Die Standardabweichung o ist ein MaR fiir die Streuung der Messwerte um den Mittelwert t . Je gro-
Ber die Streuung, je grofer also o, desto breiter wird die Haufigkeitskurve (bei gleich bleibendem Fl&-
cheninhalt), umso weniger deutlich hebt sich also ein Messwert von den tbrigen ab.

Wir wollen nun so tun, als ob wir unser Experiment so durchgefiihrt hatten, dass die Bedingungen N — oo
und At — 0 annéhernd erfillt waren, dass also die Haufigkeitskurve fiir die Messwerte ndherungsweise
durch eine GaulRkurve gem. Gl. (3) gegeben ist. Dann kann man durch Integration von n(t) ausrechnen

(man muss also nicht zdhlen!), wie viele Messwerte z.B. in dem Zeitintervall [t — o, T + o], also im
Bereich t + o liegen:

Wir wissen, dass alle N Messwerte im Zeitintervall [-o0, +o0] liegen missen. Aufgrund der Normierung
des Flacheninhalts unter der GaulRkurve auf den Wert 1 (s. GI. (3)) bedeutet das:

@ [T7n()dt=1A N A 100% aller Messwerte,

Fiir das gesuchte Intervall [T - o, T + o] ergibt sich:

— - =\2
t+o t+o t-t
1 (t-1)

6 [ n@d= | 20" dt ~0,683= 0,683 = 68,3% aller Messwerte.

€
t-o ffao- 272—
» Wer dies nachrechnen mdchte, sei gewarnt: das Integral Uber die GaulRkurve gem. Gl. (3) l&sst sich
nicht analytisch, sondern nur numerisch lésen!

Ist also die Haufigkeitskurve der Messwerte durch eine GauBkurve gegeben (wovon wir in der Praxis fast
immer ausgehen werden), so liegen immer rund 68,3 % aller Messwerte im Bereich t + o (Abb. 4). Fiir
den Bereich t + 20 erhélt man immer einen Wert von rund 95,5 % (Abb. 4), fiir den Bereich t +3c
immer einen Wert von rund 99,7 %. Im Laborjargon heif3t es dann haufig: 68 % aller Messwerte liegen im
1o-Bereich um den Mittelwert, 95 % im 2c-Bereich und 99 % im 3o-Bereich.

In der Praxis lassen sich die Bedingungen N — o und At — 0 nattrlich nicht einhalten. Dadurch wird der
Bereich groRer, in dem z.B. 68,3 % aller Messwerte liegen. t + o ist in diesem Fall durch t +po zu
ersetzen, wobei der Wert der GroRe p > 1 von N abhéngt und sich mit Hilfe der Statistik berechnen lasst
(zB.p=132firN=3,p=1,15fur N=5, p=1,06 fur N =10 und p — 1 fur N — o0). Flr die Auswer-
tung von Messungen im Praktikum werden wir das jedoch nicht berlicksichtigen.

Flache 0,683

n(?)

Flache 0,955

n(?)

t—20 t t+20 ¢

Abb. 4: Flachenanteile unter einer GauRkurve mit der auf 1 normierten Gesamtflache. Oben: Flichenanteil im Bereich t

+ &, unten: Flachenanteil im Bereich T + 26
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6 Mittelwert und Standardabweichung

Im vorigen Kapitel wurde erldutert, dass man unter den dort genannten Annahmen Uber das Ergebnis
einer einzelnen Messung (einen Messwert) aus einer Messreihe folgende Aussage machen kann:

> Das Ergebnis einer Einzelmessung liegt mit ca. 68 % Wahrscheinlichkeit im Bereich T + o

Fir die Praxis stellt sich nun die Frage, wie man t und o ermittelt. Da man im realen Experiment weder

die Bedingung N — oo noch die Bedingung At — 0 einhalten kann, muss man herausfinden, wie man aus
nur endlich vielen Messwerten (einer so genannten Stichprobe) die besten Schétzwerte, kurz: die Best-

werte, fir T und o ausrechnet. Wir verzichten auf die theoretische Herleitung zur Berechnung der Best-
werte und geben im Folgenden nur die Ergebnisse an.

6.1 Mittelwert

Wird eine MessgroRe, etwa die Zeit t, N-mal gemessen, so ist der Bestwert fir den Mittelwert T, der
sich im Falle N — oo ergeben wiirde, das arithmetische Mittel der Messwerte t;:

R
(6) t—ﬁi;ti

6.2 Standardabweichung der Einzelmessung
Als Bestwert fir die Standardabweichung o der Einzelmessung ergibt sich:

B 1 J =\2
7 o= mé(ti—t)

Dies lasst sich plausibel machen: Die Standardabweichung der Einzelmessung stellt ein MaR fur die
Streuung der Messwerte t; um den Mittelwert T dar. Die Abweichung® eines einzelnen Messwertes t; von
t st durch die Differenz t —T gegeben (siehe Abb. 5). Wiirde man das arithmetische Mittel dieser

Differenzen als MaR fur die Streuung ansetzen, so wirde sich hierfir als direkte Folge aus der Definition
des Mittelwertes immer ein Wert Null ergeben, da sich positive und negative Differenzen gegenseitig
aufheben. Die Information ber die vorhandene Streuung der Messwerte ginge also verloren. Um das zu

verhindern, werden die Differenzen zunachst quadriert: (t, — t_)2

Dadurch werden alle GroR3en positiv. Danach wird das arithmetische Mittel dieser Quadrate gebildet und
schliellich daraus die Wurzel gezogen.

Die Tatsache, dass bei Bildung des arithmetischen Mittels nicht durch N, sondern durch N - 1 geteilt wird,
lasst sich aus einer detaillierten statistischen Analyse begriinden, die insbesondere auf die Unterschiede
zwischen Stichprobe und Grundgesamtheit eingeht. Wir wollen dies hier jedoch nicht weiter vertiefen,
zumal fir grofRes N die Abweichung zwischen 1/N und 1/(N - 1) nur winzig ist.

Die Standardabweichung o der Einzelmessung wird auch als Fehler (Unsicherheit) der Einzelmessung
oder gem. Gl. (7) als mittlerer quadratischer Fehler (engl. rms error, rms = root-mean-square) bezeich-
net.

®  nach /2/ heiRt diese GréRe Messabweichung.
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i
Abb.5:  Zur Veranschaulichung der Standardabweichung. Aufgetragen sind 32 Messwerte t; der Zeit t (iber der Nummer der

Messung i. t st der Mittelwert der ti. Fir i =5 und i = 15 sind die Abweichungen zwischen t; und t exemplarisch
eingezeichnet.

6.3 Standardabweichung des Mittelwertes
In der Praxis ist die Standardabweichung o der Einzelmessung oftmals nicht die wesentliche GroRe. Es
interessiert namlich nicht so sehr, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein einzelner Messwert im Bereich

t + o liegt. Viel wichtiger ist die Frage, wie verlasslich bzw. reproduzierbar der Mittelwert T ist, der
mit einer Messreihe gefunden wurde und der das Messergebnis einer Messung darstellt. Anders ausge-
driickt: mit welcher Wahrscheinlichkeit wirde das Messergebnis einer weiteren Messreihe, also ein
zweiter Mittelwert, in einem vorgegebenen Intervall um den ersten herum liegen? Um diese Frage beant-
worten zu koénnen, benétigt man analog zur Standardabweichung der Einzelmessung eine Angabe Uber

die Standardabweichung des Mittelwertes o .

Nehmen wir an, wir haben eine Messreihe mit N Messwerten insgesamt M-mal wiederholt, so dass
anschlieRend M Mittelwerte t_jvorliegen (G =1, 2,..., M). Man kann nun zeigen, dass fir M — « die

Haufigkeitskurve dieser Mittelwerte der Messreihen wieder eine GauBkurve ist mit der Standardabwei-
chung oy .

In der Praxis wird man die Messreihe nicht M-mal wiederholen wollen, um die Standardabweichung des
Mittelwertes, o, zu ermitteln. Vielmehr ist es das Ziel, aus einer Messreihe mit N Messwerten den Best-

wert fur o zu ermitteln. Dieser ergibt sich zu:

o 1 N )
(®) TN N(N—l)Z(t‘_t)

i=1

Damit kann man Uber den Mittelwert T dieser einen Messreihe, der das Messergebnis darstellt, folgende
Wahrscheinlichkeitsaussage machen:

» Das Messergebnis einer weiteren Messreihe wird mit ca. 68 % Wahrscheinlichkeit im Bereich
t + oy liegen.

Ferner gilt:

> Die Standardabweichung o des Mittelwertes ist die in Kap. 1 genannte Messunsicherheit, die

zusammen mit dem Messergebnis (dem Mittelwert) als vollstindiges Messergebnis einer Messreihe
zur Bestimmung einer MessgroéRe angegeben wird. Sie wird haufig auch als Fehler des Mittelwertes
bezeichnet.
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Man sieht aus Gl. (7), dass mit zunehmender Zahl N der Messwerte die Standardabweichung o der
Einzelmessung nahezu gleich bleibt. Das erkennt man auch in Abb. 5. Durch Hinzufiigen weiterer Mess-
werte in das Diagramm dndert sich nichts an der Streuung der Messwerte um den Mittelwert.

Dagegen lasst sich aus Gl. (8) ablesen, dass die Standardabweichung o; des Mittelwertes, also die

Messunsicherheit, mit zunehmendem N immer kleiner wird: Die Messunsicherheit nimmt mit l/\/ﬁ ab.
Im Prinzip kénnte man sie also beliebig klein machen, wenn nur oft genug gemessen wird. In der Praxis
wird man jedoch nur so oft messen, bis die Messunsicherheit einer vorher festgelegten Genauigkeitsan-
forderung genugt. Dabei muss jedoch immer N > 4 eingehalten werden, da andernfalls keine Standardab-
weichung nach Gl. (7) angegeben werden kann. Dies folgt aus statistischen Uberlegungen, auf die hier
nicht weiter eingegangen werden kann.

Zusammenfassend lasst sich festhalten:

> Das Ergebnis einer Messreihe wird immer in der Form t + o, angegeben.
> Die Messunsicherheit o (der Fehler des Mittelwertes) nimmt mit zunehmender Zahl N der Mess-

werte um den Faktor 1/ \/Wab.

» Solange keine anderen Angaben gemacht werden, wird ein Messergebnis der Art t = (100,6 +1,2) s
immer wie folgt interpretiert: Messergebnis (Mittelwert) 100,6 s, Messunsicherheit (Standardabwei-
chung des Mittelwertes) 1,2 s.

6.4  Absoluter und relativer Fehler

Die GréRe oy stellt den absoluten Fehler des Messergebnisses dar, die GréRe o / T den relativen Feh-

ler, der in der Regel in Prozent angegeben wird. Im Praktikum werden wir uns berwiegend auf die
Angabe absoluter Fehler beschranken.

7 GroRtfehler der Einzelmessung

Oftmals kommt es vor, im Praktikum sehr hdufig, dass der Wert einer Messgrofie a nicht mit Hilfe einer
Messreihe, sondern nur durch eine Einzelmessung bestimmt wird, wie z.B. bei einer L&ngenmessung. In
diesem Fall wird im Praktikum statt des Mittelwertes das Ergebnis der Einzelmessung und statt der Stan-
dardabweichung des Mittelwertes der GroRtfehler Aa angegeben. Dies ist der groBtmoégliche Fehler, der
bei der Einzelmessung der GroRe insgesamt auftreten kann. Er muss nach verniinftigen Uberlegungen
abgeschatzt werden. Wird beispielsweise die Lange einer Strecke mit einem Mal3stab gemessen, so wird
man bei sorgféltiger Messung die Ablesegenauigkeit des Mal3stabs als GroRtfehler annehmen. Sie betragt
z.B. bei einem MetallmaBband 0,5 mm, bei einem Messschieber 0,1 mm oder 0,05 mm und bei einer
Bugelmessschraube 0,01 mm.

8 Genauigkeitsangaben

Die Genauigkeit, mit der ein Messergebnis fur die MessgroRe a angegeben werden kann, d.h. die Anzahl
der signifikanten Stellen, ist durch die Messunsicherheit limitiert, also durch die Standardabweichung o,

des Mittelwertes bzw. durch den GroRtfehler Aa einer Einzelmessung.

o, und Aa werden im Basispraktikum auf maximal zwei signifikante Stellen gerundet!®

Der Mittelwert bzw. der Einzelmesswert ist dann so zu runden, dass seine letzte signifikante Stelle die
gleiche GroRenordnung hat wie die letzte signifikante Stelle von o, bzw. von Aa.

Dazu Beispiele: Eine durch Rechenoperationen oder die Zahl der Stellen einer elektronischen Uhr vorge-
tduschte Genauigkeit der Art t = 90,4671 s ist schlichtweg falsch, wenn der GroRtfehler der Zeitmessung
z.B. 1,1 s betragt. In diesem Fall misste es (gerundet) richtig heilen: t = (90,5 + 1,1) s. Ebenso falsch ist

®  Dies bedeutet, dass die Messunsicherheit mit einer Genauigkeit von ca. 1 % angegeben wird. Eine bessere Genauigkeit ist mit den Geraten
im Praktikum nicht zu erreichen!
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eine Angabe der Art R = (83,62 + 2,624) Q; hier misste es wegen der Beschrankung auf 2 signifikante
Stellen fur die Messunsicherheit heilen R = (83,6 + 2,6) Q.

Die Signifikanz einer Stelle ist unabhangig von ihrer Groenordnung (Stellung in Bezug auf den Dezi-
malpunkt). Folgende Angaben enthalten demnach jeweils zwei signifikante Stellen:

18 18 0,18 0,018 0,0018 usw.

Das erkennt man besonders deutlich, wenn man zur empfohlenen Darstellung mit Zehnerpotenzen Uber-
geht, also fiir die genannten Zahlen schreibt:

1,8x10* 1,8x10° 1,8x10" 1,8x107 1,8x10°,

Beim Runden stellt sich die Frage, wie mit der Ziffer 5 umzugehen ist. Nehmen wir als Beispiel die Zahl
4,135, die auf zwei Stellen hinter dem Komma gerundet werden soll. Méglich ware die Rundung auf 4,13
oder auf 4,14. Es gilt die Regel so zu runden, dass die letzte Ziffer der gerundeten Zahl gerade ist. Im
Beispiel wirde also auf den Wert 4,14 aufgerundet. Dagegen wiirde die Zahl 4,125 auf den Wert 4,12
abgerundet. Hinter dieser Regel steckt die Uberlegung, dass bei einer Division durch 2 gerundete und
ungerundete Zahl den gleichen gerundeten Zahlenwert ergeben. Fir die genannten Beispielen gilt:

4,135:2=2,0675~ 2,07 und ebenso 414:2=2,07
4,125:2=2,0625~ 2,06 und ebenso 412:2=2,06
9 Fehlerfortpflanzung, zusammengesetzte Messgrofien

Es kommt haufig vor, dass bei einem Experiment nicht die gemessene GroRe (direktes Messergebnis)
selbst interessiert, sondern eine hieraus berechnete GroRRe (indirektes Messergebnis, s. Kap. 2). Nehmen
wir als Beispiel noch einmal die Schwerebeschleunigung g nach GI. (1), die von den Messgréfen s und t
abhéngt:

2s
g=t—2

Weitere Beispiele sind die Dichte p eines Korpers, die eine Funktion der Messgrofien Masse m und
Volumen V ist:

©)] P=y

oder die Kapazitat C eines Plattenkondensators im Vakuum, die von den MessgréRen Flache A und
Abstand d der Platten abhangt. Mit der elektrischen Feldkonstanten & gilt:

A
10 C=¢g, —
(10) % |

Fur all diese Beispiele wird deutlich, dass der Fehler der gesuchten GréRe aus den Fehlern der einzelnen
MessgroRen berechnet werden muss. Wie das geht, wird in den folgenden Kapiteln beschrieben.
9.1 Wahrscheinlichster Fehler einer zusammengesetzten Messgroile

Wird das Messergebnis fur eine MessgroRe y aus den Messergebnissen fur mehrere gaulverteilte Mess-
grolen berechnet, fir die Mittelwerte und Standardabweichungen aus Messreihen gewonnen wurden, so
wird der wahrscheinlichste Fehler fiir y mit dem gaufischen Fehlerfortpflanzungsgesetz berechnet, das
wir nun formulieren wollen.

Wir wollen annehmen, dass die gesuchte GroRe y von den Messgrdfen a, b, ¢, usw. abhangt:

(11 y=f(ab,c,..)
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Die Messwerte flr die Messgrofien a, b, c,... seien gaulRverteilt und sollen sich gegenseitig nicht beein-
flussen, d. h. im statistischen Sinne unabhéngig voneinander sein. Flr die MessgréRen mdgen Mittelwerte

a,b,T,... und die Standardabweichungen der Mittelwerte o, 0}, Og, ... Vorliegen. Dann ist der Best-
wert yg'® der gesuchten MessgroBe y derjenige Wert, der sich ergibt, wenn y aus den Mittelwerten
(Bestwerten) @, b, C, ... berechnet wird:

(12) yg=f(a,b,cT,..)

Das ist plausibel. Die Standardabweichung Oy, VOn Ys ist durch das gauRsche Fehlerfortpflanzungsge-
setz (veranschaulicht in Kap. 9.2) gegeben, das lautet:

2 2 2
oy oy ay . 2 2 2
(13) oy, = H_J O-a:| 7{(—] ab} J{[—] ac} +....=\/Aya+Ayb +Aye +...
B Ja )y ab )g ac g

Die Ausdricke &/aa, dyléh, usw. in Gleichung (13) sind die ,,partiellen Ableitungen® von y nach den
GroRen a, b, c,.... Sie geben an, wie sich y dndert, wenn man nur a, oder nur b, oder nur ¢ usw. verandern
und die jeweils anderen GroRen konstant halten wiirde. Mathematisch: Man leitet y jeweils nach einer der
GroRen a, b, c,... ab und betrachtet die anderen GroRen dabei als Konstanten. Der Index B bei den par-
tiellen Ableitungen gibt an, dass man die Zahlenwerte der partiellen Ableitungen jeweils fiir die Best-

werte (Mittelwerte) a, b, T, ... der MessgréRen a, b, ¢, ... berechnen muss.

Als Beispiel fir die Berechnung von partiellen Ableitungen nehmen wir nochmals Gl. (1) fur die
Schwerebeschleunigung g, die von den Gro3en s und t abhdngt. Die partielle Ableitung von g nach s ist:

a_2
os t?
und die partielle Ableitung von g nach t:

a__4s
ot t®

9.2 Veranschaulichung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes

Zur Veranschaulichung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes betrachten wir als Beispiel erneut die Schwere-

beschleunigung g nach Gl. (1). Wir haben es also mit einer Funktion zu tun, die von den zwei Variablen s

und t abhéngt. Gl. (11) lautet dann mity :=g,a:=sund b :=t:

2s
4 g =f(s,t)=t—2
In Abb. 6 ist g als Funktion von s und t in einem 3D-Plot dargestellt, in dem die lineare Abhangigkeit der
Schwerebeschleunigung von s und die reziprok-quadratische Abhéngigkeit von t deutlich wird.

Mit Blick auf Abb. 6 betrachten wir die einzelnen Summanden in Gleichung (13) einmal naher und grei-
fen beispielhaft den zweiten heraus: Die zu bestimmende GroRe y (hier g) hangt unter anderem von der
MessgroRe b (hier t) ab. Andert sich b, so andert sich auch y. Die partielle Ableitung &/ gibt an, wie
grol? diese Anderung ist, d.h. wie grol? die Steigung der Funktion y = f(a, b, c,...) als Funktion von b ist,
wenn man die tbrigen GroRen a, c,... als konstant annimmt. Im betrachteten Beispiel ergibt sich:

wy N2 ds

b

© Der Index B steht fiir Bestwert.
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Da diese Steigung nicht tiberall gleich ist (im Beispiel andert sie sich gem. GI. (15) mit t*), ist es sinnvoll,

sie an der Stelle a,b,C,... (hier §,1) zu berechnen, die auch fiir die Berechnung des Bestwertes yg
(hier gg) maRgeblich ist. Deshalb steht in Gl. (13) der Index B: (y/b)g.

277
Z7IZ ]
7

7107775977,
”l’jﬁfl

Abb. 6: Zur Veranschaulichung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes
Nun muss man fiir den herausgegriffenen Term noch wissen, wie groR die Anderung von yg ist, der durch

den Fehler o hervorgerufen wird. Aus den Grundlagen der Differentialrechnung ist bekannt, dass diese
Anderung durch das Differential

_[2y _ (29 45
(16) Ayb = (%)B oy hier: Agt = (E]B Of =— t_—3 Ot

gegeben ist. Auf gleiche Weise kann man die Fehler

o . 12 2
17 Ay, = (a—sz O3 hier: Agg = (&—(‘ZL o5 = t_—2 Os
_[2Y :
(18) Ay, = [—j Or (hier ohne Belang)
ac )g

usw. bestimmen, die alle zum Gesamtfehler, d.h. zur Standardabweichung Oy, VON Yg beitragen. Es ist

daher einleuchtend, sie zur Berechnung von o, aufzuaddieren. Da jedoch die einzelnen Fehler gem. Gl.

YB
(16) - (18) positiv und negativ sein koénnen, kdnnen sie sich teilweise oder sogar ganz aufheben und damit
einen zu kleinen Gesamtfehler suggerieren. Um das zu vermeiden, ist es verniinftig, die Einzelfehler
zunachst zu quadrieren (dadurch werden alle Beitrage positiv) und anschlieBend aus der Summe der Qua-
drate die Wurzel zu ziehen. Durch diese geometrische (quadratische) Addition der Einzelfehler wird der
Gesamtfehler kleiner als die Summe der Einzelfehler. Damit wird berlcksichtigt, dass sich die Einzel-
fehler der voneinander unabhéngigen Groéfien a, b, ¢ usw. nicht alle gleichsinnig im Endergebnis nieder-
schlagen, sondern sich gegenseitig wenigstens teilweise kompensieren. Man spricht deshalb vom wahr-
scheinlichsten Fehler.

9.3  GroRtfehler einer zusammengesetzten Messgroile

Wir wollen nun den Fall betrachten, dass die GréRen a, b, ¢ usw. z. B. keine zufélligen Fehler aufweisen
oder ihre Fehler zum Teil nicht aus Messreihen gewonnen wurden. Letzteres kommt in der Praxis (auch
im Praktikum) recht haufig vor, wenn ndmlich Messergebnisse fur die MessgréRen a, b, ¢ usw. mindes-
tens zum Teil aus Einzelmessungen gewonnen wurden, fur die nur die jeweiligen GroRtfehler Aa, Ab, Ac
usw. vorliegen.
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In einem solchen Fall wird fiir die zusammengesetzte MessgroRe y statt der Standardabweichung nach Gl.
(13) der Groltfehler Ayg angegeben. Er ergibt sich aus der ungunstigsten, d. h. arithmetischen (linearen)
Addition aller Einzelfehler und ist gegeben durch:

19  Ayg=|2Y| ra+
&aB

ay

ob

oy

Ab+ e AC+... = |AY,| + [Ayp| + Ay | + ...

B

B
Dabei sind fiir die GroRen Aa, Ab, Ac,... die GroRtfehler bzw. Standardabweichungen einzusetzen.
Bis auf die Betragsstriche stellt Gl. (19) das totale Differential von yg dar.

» Wenn nicht ausdricklich ein anderer Hinweis erfolgt, soll im Praktikum fiir zusammengesetzte Mess-
groRen immer der GroRtfehler angegeben werden.

10  Ein konkretes Beispiel

Mit einem so genannten ,,mathematischen Pendel* kann die Erdbeschleunigung g bestimmt werden. Das
mathematische Pendel, das sich in der Praxis nur anndhernd realisieren lasst, besteht im Idealfall aus einer
punktférmigen Masse, die an einem masselosen Faden derart aufgehangt wird, dass sie ohne &ullere Stor-
einfliisse (insbesondere Reibung) pendeln kann. Fiir Pendelausschldge um einen kleinen Winkel « unter
ca.5°ist e =sina ~tana (« im BogenmaR!) und es gilt in guter Naherung folgender Zusammenhang

zwischen der Schwingungsdauer T des Pendels, der Fadenlange | und der Erdbeschleunigung g:

| 47
(200 T=2x |— bzw. g=—7
\E T?

Durch Messung von | und T ist es also mdglich, g zu bestimmen. Schon vor Beginn der Messung kann
man sagen, welche systematischen Fehler auftreten werden:

- Entgegen der Theorie ist die Masse nicht punktférmig und der Faden nicht masselos. Welchen Ein-
fluss dies auf die Messung hat, lasst sich nur schwer angeben. Man muss versuchen, durch Verwen-
dung eines sehr diinnen Fadens und einer Masse mit kleiner raumlicher Ausdehnung dem mathemati-
schen Pendel mdglichst nahe zu kommen und erwartet, dass die verbleibenden Fehler so klein gegen-
uber den Messunsicherheiten der MessgrofRen | und T sind, dass sie vernachléssigt werden konnen.

- Das Pendel kann nicht véllig reibungsfrei aufgehangt werden. Man muss sich deshalb bei der Aufhéan-
gung so viel Mihe geben, dass der Fehler durch Reibung klein gegeniiber den Messunsicherheiten ist.

Bei der Vorbereitung des Experiments muss man darauf achten, dass sowohl die Uhr zur Messung von T
als auch der Malistab zur Messung von | kalibriert sind, um systematische Fehler durch unzul&ngliche
Messgeréte auszuschlielen. AulRerdem muss man die Fadenlange | so groR wahlen, dass die Messung bei
Pendelausschldgen unter ca. 5° erfolgen kann, weil Gleichung (20) nur dann in guter N&herung gilt.

Nach diesen Vorbereitungen kann die Messung beginnen. Es ist bekannt, dass man den Einfluss zufalliger
Fehler auf die Messunsicherheit minimieren kann, wenn mdglichst oft gemessen wird. Gleichzeitig
erkennt man, dass eine mehrmalige Messung der Lange | gar nichts bringt. Denn wenn man den Mafstab
sorgfaltig anlegt und abliest, &ndert sich an dem abgelesenen Wert auch bei mehrmaliger Wiederholung
nichts. Dennoch ist natiirlich auch der abgelesene Wert furr I mit einem Fehler behaftet: Zum einen hat der
MafRstab selbst trotz Kalibrierung nur eine bestimmte Genauigkeit, zum anderen kann man ihn nur mit
einer endlichen Genauigkeit anlegen und ablesen. Das Ergebnis der Langenmessung kann man dann fol-
gendermalien festhalten:

(1) I=L=*AL; zB.  1=(2,5580+0,0020)m

wobei L der abgelesene Wert und AL dessen GroRtfehler ist.

Die Periodendauer T wird mit einer Stoppuhr gemessen, deren Gangungenauigkeit vernachléssigbar klein
sei. Das Starten und Stoppen der Uhr hangt von der Reaktionsfahigkeit der BenutzerIn ab und unterliegt
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damit zuféalligen Schwankungen, deren Einfluss auf die Messunsicherheit des Messergebnisses durch
héufige Messung minimiert werden kann. Nach insgesamt N Messungen, die die Messwerte T; liefern,
lautet das Ergebnis der Zeitmessung:

(2) T=Tzo7; zB.  T=(3210+0,010)s

wobei T der arithmetische Mittelwert der Messwerte T; nach Gl. (6) und damit der Bestwert fur T ist und
oy die Standardabweichung des Mittelwertes nach GI. (8).

Der Bestwert gg fur g ist also gem. Gl. (20):

4z°L N 47 x 2,5580 M
(23) 0= 77 im Beispiel g; =

~M _9,8010
(3,2105) s

Da L nicht aus einer Messreihe ermittelt wurde, wird nicht die Standardabweichung nach Gl. (13) berech-
net, sondern der GroRtfehler Agg nach Gl. (19). Es ergibt sich:

29

oT

@ AL +

24 AQr =
(24) Og a1,

oF
B

Zunéchst werden die Betrdge der partiellen Ableitungen an den Stellen der Bestwerte B ermittelt, hier
also fur die Werte Lund T :

2! 47t2| 472 472

ol LT T2 ‘L,f -FZ (3,210 5)2

(25)

i _8nfl| _8n’L 8n°x2,5580m _
— —

ol Te T (32108)

Gleichung (25) liefert nach Einsetzen der Zahlwerte fur L und T zwei Zahlen, die gemaR Gleichung (24)
mit zwei anderen Zahlen, namlich AL und o, multipliziert und anschlieBend addiert werden missen,

um den gesuchten Wert Agg zu erhalten:

4r? 87°L
AgB = _rz AL + f3 oF
(26)
2 2
_ AT 0,0020m + L X23389Mm 5 7 - 9,069 2
(3,2105) (3,2105) s

Bei der Angabe des Zahlenwertes muss die Rundung auf zwei signifikante Stellen beachtet werden.
Zusammengefasst lautet das vollstandige Messergebnis:

(27)  g=0p+Adp =(9,801+0,069)
S

Da in diesem Beispiel bereits ein Literaturwert fur g vorliegt, der fur die eigene geographische Lage in
geeigneten Tabellenwerken nachschlagen werden kann', muss dieser Wert mit dem Messergebnis ver-

11 Sjehe z.B. http://www.ptb.de/cartoweb3/SISproject.php
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glichen werden. Liegt der Literaturwert fiir g im Bereich gg = Agg, S0 beendet man das Experiment mit
der Feststellung, dass eine ,,gute Ubereinstimmung im Rahmen der Messgenauigkeit* erreicht wurde.
Liegt jedoch der Literaturwert auBerhalb des Bereichs gg + Agg, S0 ist die Wahrscheinlichkeit relativ groR,
dass die Messung durch einen systematischen Fehler verfalscht wurde.

Statt des absoluten Fehlers Agg des Messergebnisses gs kann man auch den relativen Fehler g fur gg
angeben:

(28) &, =298
also:

29 & =_+ZT
(29 &, T

Dieser Gleichung kann man entnehmen, dass sich der relative Fehler von 'r, o5 /'F, doppelt, der rela-

tive Fehler von L, AL/L, jedoch nur einfach im Ergebnis niederschldgt. Soll dies kompensiert werden, so

darf der relative Fehler von T nur halb so groB werden wie der relative Fehler von L. Das lasst sich durch
eine ausreichende Anzahl von Messungen der Periodendauer immer erreichen (s. Gl. (8)) und sollte
bereits bei der Planung des Experiments berticksichtigt werden.

11  Anhang
11.1 Lineare Regression, Ausgleichsgeraden

11.1.1 Ausgleichsgeraden der Form y=ax +b

Es kommt in der Praxis recht haufig vor, dass zwei Groen x und y linear voneinander abhangen, d.h. sie
sind Uber eine Geradengleichung miteinander verknilpft: y = ax + b. Ziel der Messung ist es dann oft-
mals, die Grolken a und b zu ermitteln. Nehmen wir als Beispiel den zeitlichen Verlauf der Geschwin-
digkeit v bei einer gleichmaBig beschleunigten Bewegung: v(t) = at + v, mit a: Beschleunigung, t: Zeit
und vo: Anfangsgeschwindigkeit. Wir messen v(t) (abhéngige Variable) bei bestimmten Vorgabewerten
von t (unabhdngige Variable), um einen Wert fiir die Beschleunigung a und die Anfangsgeschwindigkeit
Vo zu erhalten.

Tragen wir gem. Abb. 7 die Messwerte v(t) Uber t auf, so erwarten wir, dass die eingezeichneten Mess-
punkte auf einer Geraden liegen, deren Steigung dem gesuchten Wert fir a und deren v-Achsabschnitt
dem gesuchten Wert fir v, entspricht. Wollen wir diese Gerade in das Diagramm der Messwerte ein-
zeichnen, so stellen wir fest, dass es mehrere Steigungen und Achsabschnitte gibt, bei denen die Mess-
werte mehr oder weniger gut getroffen werden. Welche Parameter sind aber nun die richtigen? Diese
Frage lasst sich wieder nur im Sinne einer Wahrscheinlichkeitsaussage beantworten. Wir wollen die Ant-
wort im Folgenden geben.

Wir kehren zurtick zu unserer Funktion y = ax + b. Wie in der Praxis haufig der Fall, geben wir N Werte
der GroRe x vor, zu denen wir N Messwerte der GroRe y bestimmen. Die Fehler der Vorgabewerte von x
seien zu vernachléssigen, die Fehler der Messwerte von y seien zufallig verteilt. Wir behaupten, dass die
Bestwerte A und B fur die Parameter a und b der Geradengleichung dann gefunden wurden, wenn die
Summe der Quadrate der vertikalen Abstdnde der Messwerte von der durch A und B bestimmten ,,Aus-
gleichsgeraden® minimal ist, wenn also gilt:

N 2
30) D[ vi—(A%+B)] — Minimum
i1
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Abb. 7: Wo liegt die beste Ausgleichsgerade durch die roten Messwerte?

Mit Hilfe der Differentialrechnung I&sst sich eine Lésung fir die in Gl. (30) dargestellte Forderung relativ
einfach bestimmen. Man findet fur A und B (Summation jeweils von 1 bis N):

NORIDEORIOND)

31 A=

> NO X)) - O x)?

(32) B= ORDORIEORIDIOND
N X)) - (%)

Nattrlich sind auch diese Bestwerte mit Fehlern behaftet, die wir nun suchen. Die fehlerbehafteten Gro-
Ben in Gl. (31) und (32) sind die y;. Fur die Varianz der y; ergibt sich als Bestwert (s. Gl. (7)):

2 1 2
(33) O'y=ﬁ (AXi+B—yi)
wobei die Division durch (N - 2) anstatt durch (N - 1) darauf zurtickzufiihren ist, dass die Bestwerte A und
B in die Berechnung der Groe o 5 einflieBen. Wendet man nun die Fehlerfortpflanzung auf GI. (31)
und (32) an und setzt flr oy Gl. (33) ein, so findet man als Bestwerte flir die Standardabweichungen von
Aund B (D ist eine in Gl. (36) definierte Hilfsgrole):

34 op=VND

(35) op= JDZ X?
mit
oo 1 3 (A +B-y)
N-2NQ %) - x)?
Im Praktikum wird die Software Origin fur diese Berechnungen eingesetzt. Sie liefert die gesuchten

Daten durch ein paar Mausklicks (— Analyse — Anpassen — Linearer Fit). Rechnen Sie die Parameter
von Ausgleichsgeraden niemals ,,zu Full* aus, das wire viel zu zeitaufwéandig!

(36)

11.1.2 Ausgleichsgeraden der Form y = ax + b mit vorgegebenem b

In der Praxis kommt es auch vor, dass Messwerte durch eine lineare Funktion y = ax + b miteinander ver-
knapft sind, fir die der Achsabschnitt b fest vorgegeben ist. Als Beispiel sei das oHMsche Gesetz U =Rl
genannt: misst man die Spannung U als Funktion des Stromes I, so ergibt sich als Ausgleichsgerade durch
die Messwerte eine Gerade durch den Ursprung (b = 0) mit der Steigung R. Die Bedingung fir die Be-
rechnung des Bestwertes A der Steigung a der Ausgleichsgeraden lautet analog zu Gl. (30) in diesem Fall:
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N 2
@7 D[ vi-Ax] — Minimum

i=1
und man findet mit Hilfe der Differentialrechnung fiir A und mit Hilfe der Fehlerfortpflanzung fiir ox:

in Yi
A= Z Xiz
@) o, R0 AK)
A (N=2) D%

Um entsprechende Berechnungen mit Origin durchzufiihren, muss im Fenster Lineare Anpassung der
Haken im Feld Fester Schnittpunkt mit der Y-Achse gesetzt und der Zahlenwert fir b eingetragen werden.

(38)

11.1.3 Ausgleichsgeraden der Form y = ax + b mit vorgegebenem a

Auch der umgekehrte Fall, in dem die Steigung a der Ausgleichsgeraden fest vorgegeben ist und nur der
Achsabschnitt b der Ausgleichsgeraden gesucht wird, kommt gelegentlich vor. Die Bedingung fir die
Berechnung des Bestwertes B von b lautet wieder analog zu Gl. (30):

2

(40) ZN:[ y, —(a +B)| — Minimum

wobei diesmal nur B ein freier Parameter fir die Bestimmung des Minimums ist. Fur B und og ergibt sich
in diesem Fall:

(41) 2N 82X
N

(42) oy :\/mz(axi +B -y )2

Um entsprechende Berechnungen mit Origin durchzufiihren, muss im Fenster Lineare Anpassung der
Haken im Feld Feste Steigung gesetzt und der Zahlenwert fiir a eingetragen werden.

11.2 Linearisierungen

Mit Hilfe recht elementarer mathematischer Umformungen lassen sich oftmals nichtlineare Zusammen-
h&nge von MessgroRen linearisieren, so dass es méglich wird, auch in solchen Féllen die lineare Regres-
sion zur Bestimmung von Bestwerten fiur gesuchte Groflen anzuwenden. So wird z.B. aus einem Potenz-
Zusammenhang der Form:

(43) y=bx*
durch einfaches Logarithmieren der lineare Zusammenhang (Geradengleichung):

(44) logy=Ilogb+alogx also §=b+ax
y b %

Bei solchen logarithmierten Zusammenhdngen muss eines beachtet werden: der Logarithmus einer phy-
sikalischen GroRe y, die durch das Produkt aus Zahlenwert mal Einheit gegeben ist, lasst sich nicht direkt
bilden, da der Logarithmus einer Einheit keinen Sinn macht. Deshalb mussen solche GréRen per Division
durch ihre Einheit zundchst dimensionslos gemacht werden, ehe Umrechnungen der Art Gl. (43) nach Gl.
(44) erfolgen durfen. Dazu ein Beispiel: aus dem ohmschen Widerstand R wird r = R/Q, aus der Span-
nung U wird u = U/V, aus der Stromstérke | wird i = I/A und damit aus dem ohmschen Gesetz R = U/l die
modifizierte Form r = ufi, das in logarithmierter Form lautet: log r = log u — log i.
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Tragen wir gem. Gl. (44) y uber x doppelt-logarithmisch auf (also log y (ber log x), so erhalten wir als
beste Ausgleichskurve durch die Messwerte eine Gerade mit dem Achsabschnitt log b und der Steigung a.
Die Bestwerte fiir a und log b dieser Geraden finden wir mit Hilfe der linearen Regression, die wir in
diesem Fall auf Gl. (44) anwenden missen.

Logarithmieren macht auch aus einem exponentiellen Zusammenhang der Form:
(45) y="he*

einen linearen Zusammenhang:

46) Iny=Inb+axlne=Inb+ax

Tragen wir in diesem Fall y Gber x halb-logarithmisch auf, so erhalten wir auch hier als beste Ausgleichs-
kurve eine Gerade, fiir deren Achsabschnitt In b und Steigung a wir mit Hilfe der jetzt auf GI. (46) ange-
wandten linearen Regression die Bestwerte finden.

Bei Verwendung von Logarithmenpapieren ist zu beachten, dass diese immer fur den dekadischen Loga-
rithmus (log, Basis 10) ausgelegt sind. In GI. (46) haben wir es aber mit dem natlrlichen Logarithmus (In,
Basis €) zu tun. Werden daher GroRen auf grafischem Wege einem Diagramm auf Logarithmenpapier
entnommen oder sollen berechnete GréRen dort eingetragen werden, missen sie geeignet umgerechnet
werden (Erinnerung: log x = In x/In 10; In x = log x/log e).

Im Praktikum wird zur Berechnung der Parameter von Ausgleichgeraden in logarithmierten Diagrammen
die Software Origin eingesetzt. Dazu muss im Fenster Lineare Anpassung der Haken im Feld
Scheinbarer Fit'?gesetzt werden.

Frage 1:
- Das exponentielle Schwéchungsgesetz | (x)= 1, exp(—x x) beschreibt die Schwéachung der Intensitat

| einer Strahlung beim Durchgang durch eine Materieschicht der Dicke x. I ist die Anfangsintensitét
der Strahlung an der Stelle x = 0 und g ein materialabhdngiger Abschwéchungskoeffizient ([x] = 1/m).
Skizzieren Sie I(x) in linearer und halblogarithmischer Darstellung (Abszisse x jeweils linear). Wie
lasst sich aus dem halb-logarithmischen Diagramm der Abschwéchungskoeffizient x gewinnen?

11.3 Korrelation

Gelegentlich, wenngleich im Basispraktikum eher selten, muss untersucht werden, ob ein vermuteter
linearer Zusammenhang zwischen zwei GroRen x und y tatsachlich existiert, ob die beiden GréRen also
miteinander korreliert sind. Nicht immer sieht man es dem Diagramm der Messwerte an, ob die eingetra-
genen Messwerte ,,gut” auf einer Geraden liegen oder nicht. In jedem Fall stellt sich die Frage: wie ,,gut
ist ,,gut genug®, um die Hypothese, x und y seien miteinander korreliert, nicht verwerfen zu miissen? Die
quantitative Antwort auf diese Frage liefert die Berechnung des Korrelationskoeffizienten r. Er ist gege-
ben durch:

D (% =X)(y;i - V)
-2y - )

wobei X und Y die arithmetischen Mittelwerte der Messwerte von x und y sind. Der Korrelationskoeffi-
zient kann nur Werte zwischen -1 und +1 annehmen. Fir die Beurteilung der Frage, ob zwei Groen mit-
einander korreliert sind, ist der Betrag von r ma3gebend. Fir |r| = 1 sind die GréRen perfekt miteinander
korreliert, fiir |r| = 0 sind sie unkorreliert. Fiir alle Werte dazwischen lassen sich Wahrscheinlichkeitsaus-
sagen machen, die zusatzlich von der Zahl N der durchgefuhrten Messungen abhéngen. Fir N = 10 und
r] > 0,8 ist beispielsweise die Wahrscheinlichkeit P, dass die GréRen unkorreliert sind, P = 0,5 %.

@47 r=

2 Der Fit heiBt scheinbar, weil die Daten im Origin-Arbeitshlatt weiterhin in ihrer urspriinglichen, linearen Form vorliegen. Nur im

Diagramm, das dem Fit zu Grunde gelegt wird, erscheinen die Daten logarithmiert, wenn fiir die Skalierung der entsprechenden Achsen als
Art ,logl10%, ,log2* oder ,,In* gewahlt wurde.



