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1  Messungen und Messfehler

1.1 Fehlerrechnung
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Ein Messschieber zur Bestimmung von Langen. Welche Fehler kénnen auftreten?

Grundlagen

Bei jeder physikalischen Messung treten Ungenauigkeiten auf, die sich prinzipiell
nicht vermeiden lassen’. Dies liegt in der Natur des Messens, denn eine physikali-
sche GroRe zu messen bedeutet, sie mit einem willkirlich, aber zweckmaRig fest-
gelegten Malistab zu vergleichen. Aus zwei Griinden kann ein solcher Vergleich
keinen absolut "wahren" Zahlenwert ergeben. Zum einen ist der "wahre" Wert
einer GroRe ein Konstrukt, einfach deswegen, weil sich dieser Wert nie ganz ge-
nau festlegen lasst (wie lang ist ein Seil wirklich, auf einer atomaren Skala beur-
teilt?) Zum zweiten kann man mit einem Zollstock als VergleichsmaRstab nicht
Langenmessung mit einer Genauigkeit im Mikrometer-Bereich durchfiihren, mit
einer Blgelmessschraube nicht im Nanometer-Bereich; es gibt grundsatzlich we-
der absolut genaue Messgerdte noch absolut genaue Messmethoden. Jede Mes-
sung kann nur mit einer endlichen Genauigkeit durchgefiihrt werden; auch mo-
dernste Hochprazisionsexperimente liefern Zahlenwerte, die mit einer - wenn
auch kleinen - Ungenauigkeit behaftet sind (in bestimmten Experimenten kommt
man auf relative Messungenauigkeiten von 10™ und besser). Die Ungenauigkeit
eines Messwertes ist also als Abweichung des Messwertes von dem Konstrukt
eines als "wahr" angenommenen Wertes zu verstehen.

Nun hat sich seit Jahrhunderten eingebirgert, nicht Ungenauigkeit zu sagen, son-
dern Fehler, nicht Messungenauigkeit, sondern Messfehler, nicht Ungenauigkeits-
theorie, sondern Fehlertheorie. Mit dem Wort ‘Fehler’ verbindet man an sich Be-
griffe wie Irrtum, Versehen. Das ist aber nicht gemeint, wenn man vom Messfeh-
ler spricht. Seine Angabe bedeutet nicht, etwas falsch gemacht zu haben, vielmehr
liefert er ein (notwendiges) MaR fiir die Genauigkeit und Zuverlassigkeit der Mes-
sung. Insbesondere hat die Fehlerrechnung nicht den Sinn, am Schreibtisch (d.h.
ohne Wiederholung der Messung) "falsche" Messwerte zu "richtigen" zu machen

Wichtig bei der Fehlerbetrachtung ist zunachst die Berechnung der Messfehler
der einzelnen GréRen und darliber hinaus die Kldarung der Frage, wie diese Fehler
das Gesamtergebnis beeinflussen. Die Berechnung und Angabe der Messfehler
gehort immer und selbstverstandlich ebenso zur Messung wie die Angabe der

! Ausnahme ist natiirlich das Abzahlen kleiner Mengen diskreter Objekte wie Bil-
lardkugeln oder Frosche.
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MessgroRe selbst. Das Ergebnis z.B. einer Massenbestimmung lautet also nicht
"m=4", sondern "m=(4,0%0,1) kg".

Fehlerklassifizierung

Alle auftretenden Messfehler lassen sich wie folgt kategorisieren:

a)

b)

c)

1-4

Grobe Fehler: Solche Fehler werden ausschlielRlich von den Experimentieren-
den begangen. Sie beruhen z.B. auf unsachgemaBer Handhabung oder fal-
scher Ablesung von Messgeraten, auf falscher Anordnung (z.B. Schaltung)
des apparativen Aufbaus, auf Nichtbeachtung physikalischer Nebenbedin-
gungen usw.. Grobe Fehler sind bei einiger Sorgfalt und guter Vorbereitung
prinzipiell vermeidbar; sie sind nicht Gegenstand der Fehlertheorie.

Zwei Beispiele aus diesem Praktikum: 1) Ein Thermometer falsch herum in
eine Flissigkeit stecken und dann folgern, die Temperatur sei liber lange Zeit
konstant gleich der Raumtemperatur. 2) Eine Messschaltung falsch aufbau-
en, die Anzeige des Messgerats fiir den Strom als "Spannung" interpretieren,
auBerdem noch mit einem falschen Skalenfaktor umrechnen - macht gleich
drei grobe Fehler.

Systematische Fehler: Hier liegen die Ursachen meist im Messverfahren bzw.
im Messgerat selbst. So kdnnen z.B. Messgerate auf den zu messenden Vor-
gang zurlckwirken und dadurch Fehler verursachen: Ein Quecksilber-
Thermometer, mit dem die Temperatur einer relativ geringen Flissigkeits-
menge bestimmt werden soll, erwdrmt sich selbst und kiihlt dabei die Flus-
sigkeit ab. Die Temperatur wird also zu niedrig angezeigt.

Dariiber hinaus kénnen Messgerate konstruktiv ungenau oder mangelhaft
kalibriert sein. Beispiele sind zu schnell oder zu langsam gehende Uhren,
Nullpunktfehler, ungleichméaRige Teilung eines Malstabs usw. Kennzeich-
nend fiir das Vorliegen systematischer Fehler ist, dass bei Wiederholung der
Messung die Messwerte immer zu grold oder immer zu klein sind.

Systematische Fehler sind bisweilen schwer erkennbar. Sie lassen sich jedoch
prinzipiell durch Wechsel der Messgerite bzw. durch Anderung der Ver-
suchseinrichtung vermeiden.

Statistische Fehler, Zufallsfehler: Auch bei volliger Vermeidung grober und
systematischer Fehler liefert die mehrfache Messung ein und derselben Gro-
Re kaum jemals genau lbereinstimmende Ergebnisse. Ursache hierfiir kann
z.B. sein, dass bei Ablesung einer Skala Werte zwischen zwei Skalenstrichen
geschéatzt werden missen oder dass bei Eintritt eines bestimmten Ereignisses
die Stoppuhr zu betatigen ist (subjektiv bedingte Zufallsfehler). Sie kénnen
aber auch durch mangelnde Reproduzierbarkeit in einem Messsystem ent-
stehen, z.B. bei Lagerreibung im Messwerk eines Strommessers, Einfluss von
Temperaturdanderungen auf Ldngen- und Volumenmessgerate usw. Darliber
hinaus kann die zu messende GroRe selbst gewissen Schwankungen unterlie-
gen (objektiv bedingte Zufallsfehler). Zufallsfehler sind erkennbar daran, dass
bei einer Reihe gleicher Messungen etwa ebenso viele positive wie negative
Abweichungen vom "wahren" Wert entstehen. Man sagt, dass die unter glei-
chen Bedingungen erhaltenen Messwerte um den "wahren" Wert "streuen".

Unsorgfiltig, nachlissig und/oder mit ungeeigneten Messgeriten
durchgefiihrte Messungen werden durch die Fehlerrechnung
nicht aussagefahiger.
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Fehlerberechnung

Der "wahre" Wert einer physikalischen GroRe lasst sich aus den oben genannten
Grinden nicht feststellen. Ziel einer Fehlerrechnung ist es, aus den Messwerten
einen Bereich zu berechnen, innerhalb dessen der "wahre" Wert wahrscheinlich
anzutreffen ist.

Die Angabe f=(256J_rZ) mm flr die Brennweite einer Linse bedeutet, dass die
wahre Brennweite mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit (ca. 68% bzw. rund 2/3)
im Bereich zwischen 254 mm und 258 mm liegt. Dagegen bedeutet
f=(256,6+0,4)mm, dass mit der gleichen Wahrscheinlichkeit die wahre
Brennweite zwischen 256,2 mm und 257,0 mm zu finden ist. Im letzteren Fall
wurde demnach ein praziseres Messverfahren angewendet.

Die Angabe des Fehlerbereichs zum Messergebnis ldsst daher Rickschlisse auf
die Prazision der Messung zu und ist deshalb bei Dokumentationen (d.h. auch bei
Protokollen) ebenso unentbehrlich wie die Angabe der Maleinheit.

Messresultat = Messwert + Messfehler + (physikalische) MaReinheit

Mittelwert und Standardabweichung

Angenommen, eine Linge |/ werde n-mal unter gleichen Bedingungen gemessen.
Aus den einzelnen Messwerten /; ergibt sich der Mittelwert [ zu

— 1 1 n
/:;(/1+/2+...+/n):;;/, (1)

Der Mittelwert sagt nun noch nichts liber die Qualitat oder die Prazision der Mes-
sung. Ein qualitatives Kriterium hierfir ist die Streuung der Messwerte um den
Mittelwert. In der folgenden Abbildung repradsentiert die zweite Messreihe eine
"bessere", d.h. prazisere Messreihe als die erste, da die einzelnen Messpunkte
ndaher am Mittelwert liegen.
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Um dies quantitativ zu formulieren, kdnnte man die Abweichungen & der
Messwerte vom Mittelwert ohne Berlicksichtigung des Vorzeichens aufaddieren
- -1 Q& 1 <& -
und dann den Mittelwert & bilden: g=—-2|5i|=—-2‘(li—l)|. Diese Formel
n o n o

wird jedoch wegen einiger mathematischer Nachteile im Allgemeinen nicht ver-
wendet.

Die Ubliche Charakterisierung der Streuung beruht auf der Summe der Quadrate
der Abweichungen:

2
O =

=3
N
‘ .
A s

(2)

1
n-14" n-17G

1-5



Physik-Praktikum fiir Studierende der Medizin WS 2014-15

Die so errechnete GroRe o heiRt Varianz der Einzelmessung, die Quadratwurzel
o heillt Standardabweichung der Einzelmessung. Vereinfacht sagt man statt
Standardabweichung auch oft "Standardfehler" oder noch kiirzer einfach "Fehler".

Wegen des Nenners n-1 in der letzten Gleichung ist die Varianz fiir eine Einzel-
messung (d.h. n=1) nicht definiert; erst ab n =2 wird die Berechnung sinnvoll. Flr
den haufig auftretenden Fall genligend groBer n kann man dagegen n-1 ohne gro-
Ren Fehler durch n anndhern.

Bemerkung: Wenn man genigend haufig misst, sollte die Standardabweichung
unabhangig von der Zahl n der Messungen werden. Dies liegt anschaulich daran,
dass mit groRer werdendem n nicht nur der Nenner des Wurzelausdrucks in Glei-
chung (2) wachst, sondern auch der Zahler (Summation liber n Messungen). Fiir
den sehr haufigen Fall normalverteilter Daten (siehe folgenden Abschnitt) folgt
daraus, dass fiir groRe n die Standardabweichung unabhangig von n wird.

Darstellung von Messwerten

Die n Messwerte /,/, .../, lassen sich in einem sogenannten Histogramm gra-
phisch darstellen: Man unterteilt den gesamten Bereich der Messwerte (vom
kleinsten bis zum groRten gemessenen Wert) in gleich grofRe Intervalle, deren
Breite beliebig ist, jedoch in der Regel so, dass in jedem Intervall mindestens ein
Messwert vorkommt. Die Haufigkeit des Auftretens des Messwertes /. wird dann

als Funktion des jeweiligen Intervalls aufgetragen.

‘ Intervallbreite (mm) | Zahl der Werte in
diesem Intervall
I® 9,9-10,1 1
1 ] 10,1-10,3 3
1 10,3-10,5 7
TS ] 10,5 - 10,7 9
T 10,7-10,9 4
- ! - 10,9-11,1 5
99 10,1 10,3 10,5 10,7 10,9 11,1 113 11’1_ 11,3 2

Bei einer sehr groRen Zahl von Messwerten kdnnen die Intervalle sehr klein ge-
wahlt werden; es entsteht dann eine "glatte" Kurve. Haufig sind die Messwerte
gauBverteilt (= normalverteilt); sie liegen dann auf der Gaullschen Verteilungs-
funktion (oder auch wegen ihrer Form Gaufsche Glockenkurve genannt). lhre
mathematische Formulierung lautet:

1 ) R =L
fl)=——=-exp =——-e°
o217 2-0° o\27

Die ersten beiden Ableitungen dieser Funktion liefern folgende Ergebnisse:

» Das Maximum liegt an der Stelle I ; dies ist der bereits errechnete Mit-
telwert aus unserer Messreihe.

» Die Wendepunkte P; und P, der Kurven liegen an den Stellen I +o, wo-
bei o die in Gl. (2) beschriebene Standardabweichung der Einzelmessung
ist.

Die folgende Grafik zeigt die GauBsche Glockenkurve fiir die Werte / =3 und
o=2.
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Die beiden Senkrechten bei | + o begrenzen einen Abschnitt der unter der Ver-
teilungskurve liegenden Flache, der umso breiter wird, je grofRer die Standardab-
weichung o ist. Die Fehlertheorie besagt, dass irgendein aus der Gesamtheit aller
Messwerte willklrlich herausgegriffener Wert mit 68% Wahrscheinlichkeit in
diesen Bereich fillt — anders ausgedriickt: Wiederholt man die Messung unter
gleichen Bedingungen, so fallen zwei von drei Messwerten in den Bereich zwi-

schen | + o . Je kleiner o, desto groRer ist demnach die Prazision der Messung.

Standardabweichung des Mittelwertes einer Messreihe

Mit Gl. (2) ist der Standardfehler einer Einzelmessung definiert. In der Praxis ist
aber haufig die Frage relevant, wie genau der Mittelwert einer Messreihe von n
Messungen ist. Kennzeichnend hierfiir ist der Standardfehler o, des Mittelwertes
einer Messreihe. Es gilt

Zwischen den Standardfehlern des Einzel- und des Mittelwertes bei n Messungen
besteht also die Beziehung

Wahrend o im Wesentlichen von der Prazision der Einzelmessung abhangt, hangt
o, auch von der Anzahl der Messungen ab. Mit anderen Worten: der Mittelwert
einer Messreihe ist um den Faktor x/; genauer als jeder einzelne Messwert.

Darliber hinaus besagt die letzte Gleichung: Wiederholt man nicht nur eine Ein-
zelmessung, sondern eine Messreihe mit n Messungen und berechnet hieraus
einen neuen Mittelwert, so liegt dieser mit der Wahrscheinlichkeit 68% (also

rund 2/3) zwischen den Grenzen l+o,.

Fehlerfortpflanzung

In vielen Fillen kann eine physikalische GréRe f nicht direkt gemessen werden,

sondern muss aus zwei oder mehreren anderen, direkt messbaren GréRen x,y,z...
errechnet werden (zum Beispiel ist der Druck eines Gases eine Funktion von Vo-
lumen und Temperatur). In der Fehlerfortpflanzungsrechnung wird untersucht,

1-7
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welcher Fehler bei der zu errechnenden Grof3e auftritt, wenn die Fehler der direkt
messbaren GréRRen bekannt sind. Die mathematische Formulierung findet sich im
Gaufischen Fehlerfortpflanzungsgesetz.

Bevor wir dieses Gesetz aufschreiben, sollen einige folgende Ausfiihrungen es
vielleicht etwas plausibler machen. Sie erinnern sich (hoffentlich) noch aus der
Schule an die Definition der Ableitung. Wenn eine GroRe f (entspricht unserer
indirekt messbaren GroRe) von der Variablen x (entspricht unserer direkt messba-
ren GroRe) abhangt, dann ist die Ableitung am Punkt x, definiert als

g lim 0o + A =1 xg) _ lim o
dx| Ax—0 AX Ax—0 Ax

X=Xg X=X

flix,)=

Da diese Definition fiir (fast) jeden Punkt x, gilt, Idsst man in der Regel den Index
Null weg und schreibt

£ =Y i JEAA= Sy A

daf
a_m»o Ax AX*)OE (3)

Vielleicht haben Sie nur die Schreibweise f'(x) kennengelernt; sie bedeutet zwar

genau das gleiche wie d—f, ist aber im weiteren viel unpraktischer; wir werden
X

ausschlieBlich j—f verwenden.
X

Anschaulich ist die Ableitung ein MaR dafiir, wie stark sich f dndert, wenn man x
um Ax dndert. Wenn f zum Beispiel konstant ist, dann gilt f(x+Ax) = f(x) und
damit ist die Ableitung Null. Zur Technik des Ableitens finden Sie einige Informati-
onen im Anhang.

'y Tangent

ftx)

’_-—Sekante

focro T Funkiionsgraph

Ot S .

-y
- .
-
-
-
-
-

i -
/ X X+ hx X

Wir wollen nun fir die Zwecke der Fehlerrechnung die exakte Definition der Ablei-
tung etwas "aufweichen", indem wir folgendes sagen: wenn Ax genligend klein
ist, dann kénnen wir den Limes weglassen und erhalten aus Gl. (3) in guter Ndhe-
rung

LU - I

= bzw. Af = —Ax
Ax  dx dx
Das bedeutet, wenn die Anderung Ax von x klein genug ist, dann ist die Anderung
Af von f (annihernd) gegeben durch Af:j—fo. Mit anderen Worten: wenn
X
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wir bei der Bestimmung von x einen Fehler Ax machen, dann ist der Fehler in f
ungefahr durch Af gegeben.
Damit haben wir den Kontakt zur Fehlerrechnung hergestellt. Allerdings interes-

siert uns dort ja im Allgemeinen das Vorzeichen der Fehler nur bedingt; deswegen
gehen wir einen Schritt weiter und nutzen wie in Gleichung (2) Quadrate:

(o =L j (&x) o

dx

Mit Gleichung (4) kdnnen wir also eine Aussage lber den Fehler Af machen,

wenn wir die MessgrofRe x mit dem Fehler Ax messen. Was passiert nun, wenn
f von mehreren Variablen x,y,z ... abhdngt? Anschaulich heilt das, dass sich f

nicht nur bei Anderung von x dndert, sondern auch bei Anderung von y,z .... Mit

df

anderen Worten: statt der einen Ableitung von f nach x, also i gibt es nun
X

mehrere Ableitungen, ndmlich nach x,y,z .... Um das auch in der Schreibweise her-
vorzuheben, verwendet man im Fall mehrerer Variablen ein spezielles rundes 'd'

of of ¢
und schreibt —f g —f ..Man bezeichnet diese Ableitungen als 'partielle Ablei-
ox' oy oz
tungen'.
Zuriick zum GauBschen Fehlerfortpflanzungsgesetz. Die detaillierte Herleitung
dieses Gesetzes ware hier zu aufwendig, aber wenn Sie sich Gleichung (4) an-

schauen, ist es vielleicht einsichtig, dass man die Fehler aufsummiert

7 (2] o 2 oy o L) (e v

0. oy

Wenn wir jetzt noch die von uns salopp 'Fehler' genannten Terme
Ax,Ay,Az,...durch die Standardabweichungen ersetzen, haben wir schliefllich

das GauBsche Fehlerfortpflanzungsgesetz in aller Schénheit. Es besagt: Wenn die
physikalische GroRe f(x,y,z,...) aus den MessgréRen x,y,z ... mit den Stan-

dardabweichungen 0,,0,,0,,..-, berechnet wird, gilt fir den Fehler Af :

A - Jm X@ e
ox oy 0z

Setzt man statt der Standardfehler o, etc. den Messfehler Ax etc. ein, schreibt

sich die letzte Gleichung als

A = J@: ] (ax) +(Z_{J2 (ay) +(gj (Az) ..

Statt dieses absoluten Fehlers wird auch oft der relative Fehler angegeben:

(21532

Dabei werden unter der Wurzel fiir x,y,z ... die Mittelwerte x,y,z,... eingesetzt.

Beispiel: Die Dichte eines homogenen Metallblocks soll gemaR der Definition
p=mlV ermittelt werden. Die Masse wird mit einer Waage bestimmt, das Vo-

lumen Uber die Messung von Lange, Breite und Hohe des Metallblocks,
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V =I[-b-h. lede dieser vier Messungen ist mit einem Fehler behaftetet. Wie grof$
ist der Gesamtfehler bei der Bestimmung der Dichte?
Wir berechnen zuerst die partiellen Ableitungen von p nach den beiden Variab-
len mund V:

o _1 p__m

om V ov V2
Die Fehler bei der Massen- und Volumenbestimmung sind Am und AV ; damit

folgt
Ap - \/(S_Zj (AmY + (2_@ (AV) = \/(éj (AmY + (%) (AV)

Dies ist der absolute Fehler bei der Dichtebestimmung. Der relative Fehler ergibt
sich entsprechend zu:

- (3T e G- (5T

Dabei werden unter der Wurzel fir die GréBen m und V die Mittelwerte einge-
setzt. Am ist der bei der Wagung entstehende Fehler, tiber den allgemein hier
nichts weiter gesagt werden kann. Bei der Volumenbestimmung kénnen bei der
Langen-, Breiten- und Hohenmessung verschieden groRe Fehler auftreten:

(e (e

Mit V =Ibh folgt

Y _ph, Vom Yo
al ob oh

und damit

AV = \J(bhY’ (A1) +(1hY (Ab) +(Ib) (AhY

. . AV (A (AbY (ahY
beziehungsweise — == | = +] =
% / b h

Bemerkung: Bessere Taschenrechner besitzen zur Berechnung des Mittelwertes
und der Standardabweichungen feste Funktionstasten. Priifen Sie jedoch, ob die
einprogrammierten Funktionen mit den hier angegebenen Definitionen lberein-
stimmen.

Angabe des Messergebnisses

Zu jeder Angabe eines Messergebnisses gehort ganz selbstverstandlich die MaR-
einheit, wie eigentlich jede und jeder weil3: "Das kostet 4" — Euro, Cent, Dollar?
oder "Das wiegt 78" — Gramm, Tonnen, Mikrogramm? Ergebnisse ohne Malein-
heit sind sinnleer.

Zur Angabe eines Messergebnisses gehort auerdem immer auch die Angabe des
Messfehlers. Von dieser ehernen Regel gibt es wie gesagt nur ein paar triviale
Ausnahmen — zwei Frosche sind (wenigstens im Allgemeinen) nicht 2+1 Frosche,
sondern eben zwei. Ansonsten aber gilt immer:

Messresultat = Messwert + Messfehler + physikalische MaReinheit

1-10
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Bei manchen Messungen wird man nur einen Wert erhalten, so dass man keinen
Mittelwert bilden kann, beispielsweise beim Ablesen eines Thermometers, eines
Zollstocks oder einer Waage. Hier wird als Fehler die Ablesegenauigkeit angege-
ben; bei einem Zollstock z.B. ca. 0,5 mm. Das Resultat einer Lingenmessung wiir-
de dann lauten: [=34,2 cm £ 0,5 mm oder [=(34,2 £ 0,5) mm.

Bei manchen Messungen erhilt man zwar verschiedene Messwerte, aber den-
noch kann die Angabe eines berechneten Mittelwertes unsinnig sein. Beispiel: Sie
wiegen einen Gegenstand auf einer (ungenauen) Waage und erhalten als Ergebnis
mal 36,6 g, mal 36,7 g und mal 36,5 g. Natiirlich kdnnten Sie jetzt 100 Mal messen
und einen scheinbar phantastisch genauen Wert ermitteln — aber das ware eine
Scheingenauigkeit, denn lhre Waage hat offensichtlich eine Ungenauigkeit von 0,1
g und gibt nun mal nicht mehr her als das Resultat m =36,6 g = 0,1 g. Grundsatz-
lich gilt: man gibt nicht mehr Stellen im Endergebnis an, als man mit den Messge-
raten noch sicher erfassen kann; bei einer Schieblehre sind das z. B. 0,1 mm.

Das bedeutet: auch wenn die Angabe eines berechneten Mittelwertes sinnvoll ist,
darf man nicht einfach den numerisch ermittelten Wert ibernehmen. Jemand
misst z.B. die Schwingungsdauer eines Pendels und findet T,=82,5 s, T,=82,7 s,
T5=82,6 s, T,=82,5 s, T5=82,5's, T,=82,6 s, T,=82,6 s und gibt als Ergebnis den vom
Rechner angegebenen Mittelwert an, T =82,571428571 s. Damit wird suggeriert,
die Messung sei mit einer Genauigkeit von einer milliardstel Sekunde erfolgt, was
offensichtlich Unsinn ist. Wenn die verwendete Stoppuhr auf Hundertstelsekun-
den genau ist, heiRt das Ergebnis vielmehr: T =82,57 s . Die gleichen Uberlegun-
gen gelten natirlich auch bei der Angabe des Fehlers, im Beispiel berechnet zu
AT =240,028571429 s und 'verniinftig' angegeben zu AT =240,03s. Das Ender-
gebnis lautet also T =82,57s+0,03 s (und bei einer auf Zehntelsekunden genau-
en Stoppuhr T =82,65+0,15).

Wie viele Stellen nach dem Komma angegeben werden, hdngt also von der Ge-
nauigkeit der Messung ab: je mehr Stellen, desto genauer, je weniger, desto un-
genauer. Um dieses Prinzip auch bei sehr groRen oder sehr kleinen Zahlen reali-
sieren zu kdnnen, schreibt man das Ergebnis als Produkt einer Zehnerpotenz: Statt
2.B. 1687513 s besser 1,69-10° s, statt 0,00035461 m besser 3,55-10“ m. Auch hier
gilt die Regel: Nicht mehr Stellen nach dem Komma als messtechnisch moglich
sind oder durch die Fehlerangabe sinnvoll sind.

Ahnliches gilt natiirlich auch, wenn man statt des absoluten Fehlers den relativen
(in Prozent) angibt. Rein rechnerisch wird aus der absoluten Fehlerangabe
T =82,57s+0,03s die relative Angabe T =82,57 s+0,03633281%. Auch diese
Angabe spiegelt eine bizarre Genauigkeit vor; die angemessene Angabe lautet
stattdessen T =82,57s+0,05% oder T =82,57s+0,1% (und bei einer auf
Zehntelsekunden genauen Stoppuhr T =82,6 s+1% ). Generell gilt: Im Zweifels-
fall den Fehler lieber etwas hoher als niedriger angeben.

Ein letztes Beispiel: Sie haben vier Kristalle gezilichtet und messen ihre Langen zu
7,4/89/9,6 /10,7 cm. Der Rechner liefert den Mittelwert 9,15 cm und die Vari-
anz 0,69101375 cm. Das Anflihren aller Nachkommastellen wéare hier wieder
Uberkandidelt; sinnvoll ist eine Angabe der Art (9 £ 1) cm (beziehungsweise 9 cm
+ 10%) oder allenfalls (9,2 = 0,7) cm (beziehungsweise 9,2 cm + 8%).

Also: Ubernehmen Sie nicht unkritisch das Ergebnis lhres Rechners (das ist eine
generelle Regel), sondern iiberlegen Sie, wie viele Dezimalen im Messergebnis
tiberhaupt sinnvoll sind.
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1.2 Aufgabe 1: Wurfpfeilexperiment

Dieses Experiment hat nicht die Untersuchung physikalischer Inhalte zum Ziel,
sondern soll der Veranschaulichung der Fehlerrechnung dienen.

Gerdte: Wurfpfeile, Zielscheibe

Die Messwerte irgendeiner hypothetischen GréBe werden dadurch simuliert, dass
Wourfpfeile nach der senkrechten Mittellinie einer Zielscheibe geworfen werden.
Die Mittellinie hat den Wert Null, links davon liegen Streifen mit den Werten —1
bis —10, rechts Streifen mit +1 bis +10. Damit ist die Abweichung von der Nulllinie
gleich der Zahl auf dem getroffenen Streifen. Jede/r Teilnehmer/in hat zwei Serien
zu je funf Wirfen. Versuchen Sie, die schwarze Mittellinie der Scheibe zu treffen,
moglichst ohne sich von der Lage der vorangegangenen Wiirfe beeinflussen zu
lassen.

VORSICHT: Achten Sie darauf, dass sich wahrend des Werfens niemand zwischen
Zielscheibe und Abwurflinie aufhalt!
Spielregeln:
1. Fallt ein Wurfpfeil von der Scheibe, ohne einen Einstich zu hinterlassen,
wird der Wurf wiederholt.
2. Falls ein Pfeil auBerhalb +10 landet, wird die Entfernung des Einstichs zur
schwarzen Mittellinie vermessen und die entsprechende Zahl eingetragen.
3. Trifft ein Pfeil genau auf einer Trennungslinie zwischen zwei Streifen, so
wird die unglinstigere Zahl notiert.
Verwenden Sie die folgenden Tabellen, in die die Ergebnisse Ihrer Zweiergruppe
eingetragen werden. Berechnen Sie

» den Mittelwert der 4 mal 5 Wiirfe lhrer Gruppe,
» die Standardabweichung des einzelnen Wurfs fiir 20 Wiirfe,
» die Standardabweichung des Mittelwertes aller 20 Wiirfe
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Namen: Tutor:

Teilnehmer 1
Erste Serie: Zweite Serie

(x=x)’

x|
x|

Nr. X X — (x—x)* Nr. b% X —

v A W N B
u A W N -

Teilnehmer 2
Erste Serie Zweite Serie

(x—x)’

x|

(x=Xx)? Nr. X X—

x|

Nr. X X—

v b W N -
v A W N -

Zeichnen Sie ein Histogramm fir die 20 Wirfe lhrer Gruppe.

Der Mittelwert und die Standardabweichung der Ergebnisse aller Gruppen sollen
berechnet werden. Vergleichen und bewerten Sie fir diese ca. 100 Wirfe die
Verteilungskurve. Welche Unterschiede zu den Ergebnissen lhrer Zweiergruppe
ergeben sich?
Histogramme:

(bitte beschriften, welche Serie jeweils dargestellt ist)

Platz fur Ihr Protokoll
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Namen: Tutor:

1.3 Aufgabe 2: Messung der Dichte von Festkorpern

Die Dichte ist eine der wichtigsten Materialeigenschaften. Sie hdangt von verschie-
denen materialbedingten Parametern ab wie z.B. Atomgewicht, Atomradius, Kris-
tallstruktur. Ein einfacher Zusammenhang zwischen Stellung im Periodensystem
und Dichte kann deshalb nicht erwartet werden. AuBerdem ist die Dichte eine
Funktion von Temperatur und Druck, da das Volumen — insbesondere bei Gasen —
von diesen beiden GroRen abhéngt (nicht aber bekanntlich die Masse). Zur Anga-
be von Dichten gehort also die gleichzeitige Angabe von Druck und Temperatur;
fehlt sie, muss man Normbedingungen voraussetzen.

Die Dichte p an einem Raumpunkt ist als differenzieller Quotient aus der Masse m
einer Substanz und ihrem Volumen V, d.h. als Ableitung der Masse nach dem Vo-
lumen definiert:

_dm ,
dv

Fir homogene Korper (mit anderen Worten: fiir konstante Dichte) gilt p :g.

Die MaReinheit ist [ o] :k_%' abgeleitete GréRen sind [p] = g3 oder (beson-
m cm
ders bei Gasen verwendet) [p] = dg -
m

Gemal der Definition der Dichte kommt es bei deren experimenteller Bestim-
mung stets auf eine Massen- und eine Volumenbestimmung an. Wahrend die
Masse sich im Allgemeinen durch Wagung recht genau messen lasst, ist die Be-
stimmung des Volumens nur bei Kérpern mit geometrisch regelmaliger Form
(Quader, Kugel etc.) unmittelbar moglich. Bei unregelmaRig geformten Kérpern
|asst sich die Dichte nur indirekt bestimmen, wobei es je nach Form und Aggregat-
zustand der Probesubstanz unterschiedliche Methoden gibt.

Teil 1: Dichte eines regelmifig geformten Korpers

Gerdte: Biigelmessschrauben, Metallblécke, Waage

Mit Hilfe einer Bligelmessschraube soll das Volumen eines quaderférmigen Me-
tallblocks bestimmt werden.

Amboss  Messspindel

Ratsche
Trommel

Bligelmessschraube

2 dm ist nicht das Produkt zweier Terme d und m, sondern ist ein Ausdruck und
bezeichnet ein differenziell kleines Massenelement. Das ist eine Bildung, wie Sie
sie ja mit df /dx schon kennen- ein differenziell kleines Stiick der Funktion f (=

df ) wird durch ein entsprechendes differenziell kleines Stiick der x-Achse (=dx )
geteilt, sprich: f wird nach x abgeleitet.
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Machen Sie sich zunachst mit der Funktionsweise dieses Messgerates vertraut.
Durch das Zusammenwirken der Skalen auf der Trommel und der Spindel kann
eine Messgenauigkeit von 0,01 mm = 10 um erreicht werden.

Beispiel fiir das Ablesen einer Bligelmessschraube:

Bligelmessschraube zeigt d = 5,78 mm

Die oberen Striche der waagrechten Skala zeigen die Millimeter, die unteren Stri-
che sind um einen halben Millimeter versetzt. Damit ergibt sich zunachst ein Mal}
von 5,5 mm plus eine kleine GroRe. Diese kleine GréRRe kann man an der im Bild
vertikalen Skala als notierte 28 ablesen, also als 0,28 mm. Damit ergibt sich insge-
samt d = 5,5 mm + 0,28 mm = 5,78 mm. Bei sorgfdltigem Ablesen ist also eine
Genauigkeit von ca. 0,01 mm durchaus erreichbar.

Prifen Sie auf Nullpunktfehler und bericksichtigen Sie diese bei der Messung.
Betatigen Sie beim Messen die Kupplungsschraube (= Rutschkupplung, Ratsche,
'Geflihlsschraube'); diese verhindert, dass die Mechanik der Messschraube verzo-
gen oder die Probe durch evtl. zu hohen Druck deformiert wird.

Messen Sie je zehnmal die Ldnge /, die Breite b und die Hohe h des Metallblocks
(Messschraube jeweils an anderen Stellen ansetzen). Berechnen Sie die Mittel-
werte der Linge, Breite und Hohe, sowie deren Standardfehler. Bestimmen Sie
den Mittelwert des Volumens sowie dessen Fehler.

Zur Bestimmung der Masse des Metallblocks dient eine Waage, die auf 0,01 g
genau misst. Um den Standardfehler der Masse zu berechnen, ware es unsinnig,
den Metallblock mehrmals auf die Waage zu legen. Es geniigt daher, den Fehler
der Masse mit 0,01 g anzusetzen.

Bestimmen Sie die Dichte p des Metallblocks und den Standardfehler des Mittel-
wertes unter Ansatz des Volumenfehlers und des Massenfehlers.

Platz fur |hr Protokoll
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Namen:

Teil 2: Messung der Dichte eines unregelmifdig geformten Kérpers durch
Auftrieb

Bereits in der Antike (Archimedes: "Heureka!") wurde die Dichte Uber die Auf-
triebskraft bestimmt, die auf einen Korper wirkt, wenn er in eine Flussigkeit be-
kannter Dichte eingetaucht wird. Ursache der Auftriebskraft ist der Druck in Flis-
sigkeiten und Gasen. Der Druck p ist definiert als Kraft F pro Fiéicheneinheit A:

F N kg ;

= — t - = ,
P A m [r] m’ s’m

wobei N=kgm/s* fir das Newton steht. Die MaReinheit N/m* wird als Pa
(= Pascal) abgekiirzt. Der Normaldruck der Atmosphdre auf Meeresniveau ist
101325 Pa = 1013,25 hPa (hPa = Hektopascal). Andere Druckeinheiten sind das
Bar bzw. das Millibar und das Torr. Das Millibar ist zahlenmaRig mit dem hPa iden-
tisch. Das Torr leitet sich aus der Steighche einer Quecksilbersaule in einem vor-
her evakuierten Steigrohr ab (Torricelli-Versuch), die bei Normaldruck 760 mm
betragt, weshalb dann der Druck gleich 760 Torr ist; das Torr ist heute keine ge-
setzlich zuldssige Einheit mehr.

Ein GefaR sei bis zu einer Hohe h mit einer Flissigkeit der Dichte pg gefillt. Auf
jedem Flachenelement A, der Bodenflache lastet dann nach dem allgemeinen
Prinzip "Kraft gleich Masse mal Beschleunigung" das Gewicht F, der gesamten
Flissigkeitssdule (g = Erdbeschleunigung):

Fy =mg =A:hp,g
Der Druck am Boden des GefalSes ist demnach

— i — ABhpFlg =h

A A Prd

B B

Da pr und g im Allgemeinen konstant sind, ist der Druck der Hohe direkt proporti-
onal.

Infolge der freien Verschiebbarkeit der Flussigkeits- und Gasmolekile wirkt der
Druck isotrop, d.h. in alle Richtungen gleich (was Sie merken kénnen, wenn Sie
versuchen, einen nicht ganz prallen Luftballon zusammenzudriicken). Auf die un-
tere Begrenzungsflache A eines in die FlUssigkeit eingetauchten Korpers (dessen
Form der Einfachheit halber als zylindrisch angenommen sei) wirkt der Druck
p, =h,p.g, also die (aufwarts gerichtete) Kraft
F, =—-p,A=-Ahp,g
(negativ, weil h; und F; entgegengesetzt gerichtete GréfRen sind).
Auf die obere Begrenzungsfldche wirkt der Druckp, =h,p,g, also ist die nach
unten gerichtete Kraft
F, =p,A=Ah,p,g

Die Summe beider Krafte ist die Auftriebskraft

F,=F +F =_A(h1 _hz)p/-'/g =-myg (5)

* Diese Definition gilt nur fiir konstanten Druck. Allgemein gilt: Druck = Ableitung

der Kraft nach der Flache, also p= j—: .
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d.h. es wirkt eine aufwarts gerichtete Kraft mgg, die gleich dem Gewicht des ver-
drangten Flissigkeitsvolumens ist (Gesetz des Archimedes). Ist die Dichte pg der
Flissigkeit bekannt, so lasst sich aus der Auftriebskraft das Volumen des Koérpers
bestimmen.

Auf den Korper wirken demnach zwei entgegengesetzt gerichtete Krafte: Das Ge-
wicht F;, =mg und die Auftriebskraft F, =—-m, g . Die resultierende Kraft betragt

F,, =F, +F,=g(m-m,) =mg(1—%) =mg(1—%) (6)

(Das letzte Gleichheitszeichen folgt, weil das Volumen des Korpers gleich grof8 ist
wie das Volumen der verdrangten Flussigkeit.) Ist nun die Dichte des Kérpers p

groRer als die Dichte der Flissigkeit p,,, so ist die letzte Klammer in Gl. (6) positiv;
damit ist F__>0; der Korper sinkt auf den Boden des GefdRes. Ist dagegen

P < Py, 50 ist der letzte Klammerausdruck negativ. Der Kérper steigt zur Flissig-
keitsoberflache und schwimmt. Er taucht soweit ein, dass die verdrangte Fllssig-
keitsmenge ebenso viel wiegt wie der schwimmende Korper. Ist schlielich
P = py, soist die resultierende Kraft Null, der Kérper "schwebt" in der Fliissigkeit.

Gerdite: Waage, Becherglas, Thermometer, Probekérper

Zur Bestimmung der Dichte p eines unregelmafig geformten Korpers fihren wir
zwei Wagungen durch: Der Korper wird — an einem diinnen Faden an der Waage
hdangend — einmal in Luft (Gewichtskraft G;) und einmal in Wasser (Gewichtskraft
G,, Dichte pr) gewogen. Dabei muss darauf geachtet werden, dass der Kérper ganz
von Wasser umgeben ist — auch anhaftende Luftblaschen missen entfernt wer-
den. Bei der Berechnung der Dichte aus den Messergebnissen ist die Temperatur-
abhangigkeit der Dichte des Wassers zu beriicksichtigen. Es gilt:

_ y
P = Pr G, -G,

Leiten Sie die Gleichung schriftlich her.

Platz fur |hr Protokoll
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