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1 Einleitung

Das NEWTONsche Gesetz ,,Kraft proportional Beschleunigung® scheint vielen alltiglichen Erfahrungen zu
widersprechen. Betrachtet man beispielsweise die Bewegung von Kdrpern unter dem Einfluss von Rei-
bung, so trifft die Beschreibung ,,Kraft proportional Geschwindigkeit® eher zu: um etwa beim Radfahren
eine konstante Geschwindigkeit einzuhalten, muss dauernd Kraft aufgewendet werden. Will man dauer-
haft schneller fahren, muss man dauerhaft schneller treten, was dauernd mehr Kraft erfordert.

Tatsachlich lassen sich viele mechanische Abldufe, bei denen Reibung eine Rolle spielt, mit dem Ansatz
,Kraft ~ Geschwindigkeit” befriedigend beschreiben. Das gilt z.B. fiir den Einfluss der Reibung auf das
Fallen von Kugeln in Flussigkeiten oder Gasen. Zwei wichtige Beispiele flr solche Fallvorgénge sind das
Absetzen von Staubteilchen oder Wassertrépfchen (Nebel) aus der Luft und die Bewegung winziger
Oltropfchen, wie sie im MILLIKANschen Versuch zur Bestimmung der Elementarladung zur Anwendung
kommen.

Dieser Versuch hat zum Ziel, aus der Beobachtung solcher Fallvorgdnge und der Stromung von FlUssig-
keiten durch Kapillaren die Viskositat einer Fliissigkeit zu bestimmen. AuRerdem wird der Ubergang von
einer laminaren in eine turbulente Strémung untersucht und die zugehérige REYNOLDSzahl bestimmt.

2 Theorie

2.1 Bestimmung der Viskositat mit der Kugelfallmethode nach Stokes

Wir betrachten gemal Abb. 1 eine Kugel vom Radius r, die mit der Geschwindigkeit v durch eine unend-
lich ausgedehnte Flissigkeit gezogen wird. Um die Kugel zu bewegen, miissen Reibungskrafte tberwun-
den werden. Sie riihren daher, dass die direkt an die Kugel angrenzende Flissigkeitsschicht an der Kugel
haftet und folglich mitbewegt werden muss. Die mitbewegte Schicht reil3t die ihr benachbarte Flissig-
keitsschicht mit, diese reilst wiederum ihre Nachbarschicht mit usw. Im Ergebnis entsteht infolge dieser
Reibung um die Kugel herum eine Flussigkeitsstromung, deren Geschwindigkeit mit groRer werdendem
Abstand quer zur Kugel abnimmt.

Aus den NAVIER-STOKES-Gleichungen®, mit denen Bewegungen von Fliissigkeiten beschrieben werden
kénnen, l&sst sich die Reibungskraft Fg berechnen, die die Fllssigkeit einer Bewegung der Kugel mit der
Geschwindigkeit v entgegensetzt. Da die Vektoren Fr und v langs der gleichen Achse orientiert sind,
reicht

im Folgenden eine Betrachtung ihrer Betrdge Fr und v. Nach einer komplizierten Rechnung, die erst in
hoheren Semestern nachvollzogen werden kann, ergibt sich, dass die Reibungskraft Fr zur
Geschwindigkeit v und zum Kugelradius r proportional ist:

(1) R~V Fr~r

! CLAUDE Louis MARIE HENRI NAVIER (1785 — 1836); GEORGE GABRIEL STOKES (1819 — 1903).
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Abb. 1:  Bewegung einer Kugel durch eine Flussigkeit.

und dass gilt:
(2) F, =6mrnrv

Die Konstante 7 heif3t Viskositéat (auch Koeffizient der inneren Reibung oder dynamische Z&higkeit). Ihre
SI-Einheit ist [7] = kg/(m-s) = N-s/m? = Pa-s. Die alte CGS-Einheit, die noch in vielen Tabellenwerken
gebrauchlich ist, ist das PoISE ? (1 POISE = 1 p = 1 g/(cm-s)).

Gl. (2) ist das so genannte STOKESsche Gesetz. Es beschreibt die Bewegung der Kugel jedoch nur dann
richtig, wenn die durch die Kugelbewegung erzeugte Flussigkeitsstromung laminar ist. Eine laminare
Strémung liegt dann vor, wenn die einzelnen Flussigkeitsschichten glatt Gbereinander gleiten, also nicht
untereinander verwirbeln. Anschaulich bedeutet dies, dass sich glatte, zusammenhangende Stromlinien
um die Kugel herum ausbilden (Abb. 2). Im Gegensatz dazu spricht man von turbulenter Strémung, wenn
die Flussigkeitsschichten untereinander verwirbeln. In diesem Fall ergeben sich verwirbelte Stromlinien
(Abb. 3; siehe auch Abbildungen auf dem Titelblatt dieses Praktikumskriptes) und die aufzuwendende
Kraft wird oft proportional zu v*:

(3) F, ~ V2

Mit Hilfe der dimensionslosen REYNOLDszahl® Re l4sst sich abschétzen, ob eine Strémung laminar oder
turbulent verlduft. Sie ist gegeben durch:

@  Re=2Y!
n

Dabei ist p die Dichte der Flissigkeit und | eine fur den betrachteten Strdmungvorgang charakteristische
Lange. In unserem Fall entspricht I dem Durchmesser der Kugel; im Falle einer Stromung durch ein Rohr
(vgl. Gl. (36)) entspricht | dem Rohrdurchmesser.

Die REYNoLDSzahl hat eine anschauliche physikalische Bedeutung: sie ist proportional zum Quotienten
aus der kinetischen Energie Ey eines Volumenteilchens mit der Kantenldnge | und der Reibungsenergie
Er, die beim Verschieben des Teilchens um die Strecke | ,,verbraucht* wird. Fur das Beispiel eines kugel-
formigen Flissigkeitsteilchens (Masse m, Geschwindigkeit v, Dichte p, Durchmesser 1) ergibt sich als
kinetische Energie:

1 3.2
5 E,==mvi=—pnl®v
(%) k 12/0

Die Reibungsenergie ist das Produkt aus Reibungskraft (Gl. (2) mit r = 1/2) und Strecke I:
(6) Er=3nnv 12

Der Quotient beider Gréf3en ergibt bis auf die Konstante 1/36 die REYNoLDszahl aus Gl. (4).

2 JEAN-LOUIS MARIE POISEUILLE (1799 — 1869).

% OsBORN REYNOLDS (1842 — 1912)
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Abb. 2:  Laminare Strémung um Abb. 3:  Turbulente Strémung um eine Kugel. Links
eine Kugel. schematisch, rechts  Originalaufnahme von
LUDWIG PRANDTL (1875 — 1953)*.

Eine Stromung verlauft laminar bei , kleinen* und turbulent bei ,,groBen* REYNOLDSzahlen®. Dabei sind
die Begriffe ,klein* und ,,gro“ jedoch nur als relative Angaben zu verstehen. Was ,klein* und was
,»grof} ist, ist stark abhingig vom betrachteten Experiment. So verlaufen z.B. Rohrstrdmungen laminar
fiir REYNoLDSzahlen Re < 2.000 - 2.500. Fir fallende Kugeln in Flissigkeiten muss Re < 0,2 sein /3/,
damit die Stromung nicht turbulent wird und das STOKESsche Gesetz gultig bleibt.

P F

G

Abb. 4:  Wirkende Kréfte auf eine fallende Kugel.

Wir betrachten nun das Fallen einer Kugel mit der Masse m, dem Radius r und dem Volumen V in einer
unendlich ausgedehnten Flussigkeit mit der Dichte o= und der Viskositat 7. Auf die Kugel wirken drei
Krafte (Abb. 4), die alle in vertikaler Richtung orientiert sind. Deshalb reicht die Betrachtung ihrer
Betrdge. Die Kréfte sind die nach unten gerichtete Gewichtskraft G = mg (g: Erdbeschleunigung), die
nach oben gerichtete Auftriebskraft Fa = psVg und die ebenfalls nach oben gerichtete Reibungskraft (Gl.
(2)) Fr = 6mnrv. Die resultierende Kraft F ist also:

(n F=G-F,-F,

Diese Kraft F beschleunigt die Kugel nach unten auf zunachst immer gréRer werdende Geschwindigkei-
ten v. Mit v wéchst jedoch auch Fg, so dass F immer kleiner und schlief3lich gleich null wird. Von diesem
Zeitpunkt an gilt:

(8) F=G-F,-F, =0
Die Kugel fallt von nun an mit der konstanten Geschwindigkeit v.

Frage 1:
- Wie bewegt sich eine Gasblase, die am Boden eines Wasserglases freigesetzt wird (z. B. eine CO,-
Blase in einem Glas mit Mineralwasser)?

Setzen wir G, F, und Fr mit v = v, in GI. (8) ein, so erhalten wir:

©) mg — peVg —6mrrvy =0

4 Quelle: PHYSIK JOURNAL 3.10 (2004) 31-37

®  Die Bedingungen fiir laminare oder turbulente Strémungen sind nach neueren Erkenntnissen erheblich komplexer, als in diesem Text und in
géngigen Lehrbiichern dargestellt, siehe z.B. B. HOF et al: ,,Finite lifetime of turbulence in shear flows®, Nature 443 (2006) 59-62. Hierauf
kann im Rahmen des Grundpraktikums jedoch nicht eingegangen werden.
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Wir setzen nun noch m = pV (mit pk : Dichte des Kugelmaterials) sowie V :%nr3 und erhalten damit

aus Gleichung (9):
4 3
(10)  Zar 9(px —pr)—6mnrvg =0
Ldsen wir diese Gleichung nach 7 auf, so erhalten wir

1y y-2rglecre)

9 Vo
Aus Gl. (11) folgt eine einfache Mdglichkeit zur indirekten Messung von 7, wenn p¢ und pr bekannt
sind: Man lasst Kugeln vom Radius r in der zu untersuchenden Flissigkeit fallen und misst ihre Fallge-
schwindigkeit vy nach Erreichen des Zustands F = 0.

Dabei taucht ein Problem auf: In der Regel haben wir es nicht mit unendlich ausgedehnten Flissigkeiten
Zu tun, sondern beispielsweise mit Zylindern vom Radius R, in denen das Fallen der Kugeln beobachtet
wird. In diesen Fallen muss die zusatzliche Reibung der von der Kugel mitgerissenen Flissigkeit an der
Zylinderwand bertcksichtigt werden. Sie fuhrt dazu, dass die gemessene Geschwindigkeit vy, kleiner ist
als die Geschwindigkeit v, im Falle der unendlich ausgedehnten Fliissigkeit. Da die Abweichung zwi-
schen vq und v, vor allem durch das Verhaltnis der Querschnittsflaichen von Kugel und Zylinder bestimmt
ist, kann n&herungsweise gesetzt werden:

2

r

12 v =V, —k| —
12 ¥ =% (Rj

wobei k ein experimentell zu bestimmender Korrekturfaktor ist®. Damit folgt:
r 2

13 vV, =V, +k|—

13 o=, [Rj

2.2  Bestimmung der Viskositat mit einem Kapillarviskosimeter nach UBBELOHDE

Durch eine senkrecht stehende Kapillare vom Radius r, stromt eine Flussigkeit. Die Zeit At, die ein Flis-
sigkeitsvolumen V bendtigt, um durch die Kapillare zu flieRen, wird durch die Viskositét 7 der Fllssig-
keit bestimmt. Je groRRer n, desto groRer At. Nach diesem einfachen Prinzip arbeiten Kapillarviskosimeter.
Abb. 5 zeigt ein solches Kapillarviskosimeter nach UBBELOHDE, das in Kap. 3.2 und im Anhang 4.4 noch
néher beschrieben wird.

Die exakte Herleitung des quantitativen Zusammenhangs zwischen 7 und At erfordert einigen Aufwand.
Die Herleitung ist im Anhang 4.4 dargestellt. Hier geben wir nur das Ergebnis wieder:

(14) =K pAt

Hierbei ist p die Dichte der Flissigkeit und K eine Apparatekonstante des verwendeten Viskosimeters, in
die u.a. das durchgeflossene VVolumen V eingeht (Abb. 5).

Fiir die kinematische Viskositat v = 5/p mit der Einheit [u] = m?/s erhélt man:

(15) v=KAt

& Gl (13) ist ein fiir die verwendete Versuchsanordnung empirisch gefundenes Gesetz. Die vielfach verwendete Korrektur nach LADENBURG

(siehe z.B. /2/) liefert fiir diese Versuchsanordnung deutlich schlechtere Ergebnisse.
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Abb. 5:  Kapillarviskosimeter nach UBBELOHDE. Durch die Kapillare (rot) mit Radius ro und Lénge | stromt
wahrend der Zeit At das Volumen V. Weitere Bezeichnungen siehe Kap. 3.2 und Anhang 4.4.

In Gl. (14) und (15) ist noch eine Korrektur anzubringen. Wenn namlich die Flissigkeit aus dem breiten
Vorratsgefa® B (Abb. 5) des Kapillarviskosimeters in die enge Kapillare eintritt, muss sie nach dem
BERNOULLIschen Gesetz’ beschleunigt werden. Die dazu erforderliche Arbeit filhrt zu einem kleinen
Druckverlust, der eine VergroRerung der Auslaufzeit At bewirkt. Von den gemessenen Zeiten At sind
daher Korrekturzeiten t, abzuziehen (HAGENBACHsche Korrektur), die von den Herstellern der
UBBELOHDE-Viskosimeter als Apparatekonstanten mitgeliefert werden. Die endgiiltige Gleichung zur
Bestimmung der kinematischen Viskositat lautet daher:

(16) v=K(At-t,)

2.3 Laminare und turbulente Rohrstromung

Abb. 6 zeigt eine Anordnung, mit der der Ubergang von einer laminaren in eine turbulente Strémung in
einem zylindrischen Rohr untersucht werden kann®. Ein langes Plexiglasrohr vom Innendurchmesser d
wird von einer Flussigkeit, hier Wasser, durchstromt. Das Wasser flielit aus einem Tank in das Rohr.
Durch einen Zulauf (Wasserhahn) strémt Wasser in den Tank nach. Ein Uberlauf sorgt dafir, dass der
Wasserstand im Tank konstant bleibt, so dass am Einlauf in das Rohr immer der gleiche Druck herrscht.
Ein Vlies sorgt fur eine Beruhigung des Wasserzulaufs. Mit einem Hahn H; am Ende des Rohres kann die
Strémungsgeschwindigkeit v reguliert werden.

Zusétzlich zu dem Wasser aus dem Tank gelangt gleichzeitig ein dunner Strahl mit eingefarbtem Wasser
durch eine Diise mittig in das Rohr. Die Durchflussmenge durch die Dise kann mit einem Hahn H, vari-
iert werden. Der Strahl ist bei kleiner Strémungsgeschwindigkeit v als glatter Stromfaden in dem Rohr zu
sehen. Wird die Stromungsgeschwindigkeit durch Offnen des Hahns H; langsam erhoht, beginnt der
Stromfaden ab einer bestimmten Geschwindigkeit v, zu verwirbeln und zeigt damit den Ubergang von
einer laminaren in eine turbulente Strémung an. Durch Messen der Wasserdurchflussmenge pro Zeit bei
dieser Stellung des Hahns H; kann die Stromungsgeschwindigkeit v; bestimmt und die zugehorige
REYNoOLDSzahl Re berechnet werden:

a7 Re=Putd

Thw

Dabei sind g, und 7, die Dichte und Viskositat des Wassers.

Einzelheiten zur quantitativen Beschreibung der Wasserstromung durch ein Rohr sind im Anhang 4.3
dargestellt.

DANIEL BERNOULLI (1700 — 1782).

& Nach Empfehlung von A. HEIDER, DEUTSCHES ZENTRUM FUR LUFT- UND RAUMFAHRT (DLR), Géttingen.
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Abb. 6:  Anordnung zur Untersuchung des Ubergangs von einer laminaren zu einer turbulenten Strémung in einem
Rohr vom Innendurchmesser d. Einzelheiten siehe Text.

3 Versuchsdurchfiihrung

Zubehor:
6 Glaszylinder mit unterschiedlichen Durchmessern in justierbarem Gestell mit Wasserwaage, Stopfen fiir die Zylinder mit mittig angebrach-
tem Loch, 2 | Behélter mit Glyzerin-Wasser-Gemisch, Stahlkugeln (ca. 100 Stiick mit d ~ 2 mm), Pinzette, Analysenwaage (Genauigkeit
0,001 g), Laborwaage (Genauigkeit 0,01 g), Biigelmessschraube, Messschieber, Stoppuhr, Thermometer (Genauigkeit 0,1 °C), Magnet,
UBBELOHDE-Viskosimeter (K ~ 10® m?/s?) in Halterung und Wasserbad, Saugschlauch, Ethanol, Strémungsrohr (d = (12,10 + 0,05) mm) in
Halterung mit Wassertank, Wasser mit Lebensmittelfarbe, Messzylinder (100 ml und 1000 ml), Eimer, Feudel, Papiertuchrolle.

3.1 Messung der Viskositat eines Glyzerin-Wasser-Gemisches mit der Kugel-
fallmethode

Hinweise:

- Die Mischungsverhéltnisse der Glyzerin-Wasser-Gemische sind bei den einzelnen Versuchsaufbauten nicht
identisch. Da die Viskositat empfindlich vom Mischungsverhéltnis und der Temperatur abhangt (s. Kap. 4.1 und
4.2), muss jede Praktikumsgruppe den gesamten Versuch bei mdglichst konstanter Raumtemperatur mit dem
Gemisch aus einem Vorratsbehélter durchfuhren!

- Der Arbeitsplatz muss sauber verlassen werden!

Mit einer Anordnung gemal? Abb. 7 soll die Fallbewegung von Stahlkugeln (d = 2r ~ 2 mm) in einem
Glyzerin-Wasser-Gemisch mit dem Ziel untersucht werden, die Viskositat des Gemisches nach Gl. (11)
zu bestimmen. Um den Einfluss der Reibungseffekte an der GefaBwand quantifizieren zu konnen (s.
GI.(13)), kommen Glaszylinder mit unterschiedlichen Radien R zum Einsatz.

Zur Vorbereitung des Versuches mussen zundchst folgende GréRen bestimmt werden:

(a) Dichte pr des Gemisches durch Wégung eines mit einem Messzylinder ermittelten VVolumens auf der
Laborwaage.

(b) Mittlerer Radius r der Kugeln durch Messung des Durchmessers von mindestens 10 Kugeln mit der
Biigelmessschraube und anschlieRender Mittelwertbildung.

(c) Dichte px des Kugelmaterials durch Wéagung von n Kugeln (n > 100) auf der Analysenwaage.

(d) Radien R der verwendeten Glaszylinder durch Messung der Innendurchmesser mit dem Messschie-
ber.

(e) Temperatur des Gemisches. Da die Viskositét stark temperaturabhéngig ist, macht die Angabe eines
Messergebnisses nur Sinn bei gleichzeitiger Angabe der Temperatur des Gemisches. Raumtemperatur
wéhrend des Versuchs so konstant wie mdglich halten!

Nach diesen Vorbereitungen wird das Glyzerin-Wasser-Gemisch vorsichtig in sechs Glaszylinder mit
unterschiedlichen Radien R eingefillt (Blasenbildung vermeiden! Flissigkeitspegel muss unter der
Unterkante der Stopfen bleiben!)®’. AnschlieBend werden die Zylinder im Gestell fixiert
(Kunststoffschrauben vorsichtig festdrehen) und die Grundplatte des Gestells wird mit Hilfe einer
integrierten Wasserwaage waagerecht ausgerichtet. Die Zylinder stehen dann senkrecht. Danach lasst man
je 10 Kugeln zentral in die Zylinder fallen; zur Zentrierung wird ein passender, in der Mitte durchbohrter
Stopfen benutzt (Abb. 7). Mit der Stoppuhr bestimmt man die Fallzeit t fur eine Fallstrecke s, die durch
die beiden horizontal angeordneten Haltebleche der Zylinder festgelegt ist (s mit dem Messschieber

® Dieser Arbeitsschritt wurde in der Regel schon von der technischen Assistenz vorab vorbereitet.
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messen). Der Beginn der Fallstrecke (also das obere Halteblech) liegt einige cm unter der
Flissigkeitsoberflache.
- or

Y.
T
o

Abb. 7:  Messanordnung zum Kugelfallversuch in Flussigkeiten. Die Kugeln vom Radius r fallen durch den
oberen durchbohrten Stopfen (grau). Dadurch soll gewahrleistet werden, dass sie mdglichst zentral in die
Flissigkeit (beige) fallen, die sich in einem Zylinder mit dem Innenradius R befindet.

Frage 2:
- Warum darf die Fallstrecke nicht an der Flussigkeitsoberflache beginnen?

Frage 3:
- Warum ist es wichtig, dass die Kugeln zentral in die Zylinder fallen?

Fir jeden Glaszylinder wird die Sinkgeschwindigkeit

(18) v, = g
t
bestimmt, wobei T der Mittelwert der gemessenen Fallzeiten fiir die je 10 Kugeln ist. AnschlieRend wird
vy Uber (r/R)? aufgetragen (mit Fehlerbalken fiir v,;) und eine Ausgleichsgerade durch die Messdaten
gezeichnet. Der Schnittpunkt der Geraden mit der v,,-Achse ergibt die gesuchte Geschwindigkeit v, fiir
eine unendlich ausgedehnte Flissigkeit (R — ).
Mit den experimentell gewonnenen Daten vy, r, o« und pr sowie der Erdbeschleunigung fur Oldenburg
(g = 9,8133 m/s?, Fehler vernachlassigbar'®) wird die Viskositat 7 des Glyzerin-Wasser-Gemisches nach
Gl. (11) bestimmt und mit den Angaben aus Tab. 1 (Kap. 4.1) verglichen.
Nach Ende der Messung wird die Flissigkeit vorsichtig (erneut Blasenbildung vermeiden!) aus den Glas-
zylindern in das Vorratsgefall zurlick gegossen. Gegen Ende werden die Kugeln mit einem Magneten
zuriickgehalten. Dabei wird ein Sieb benutzt um die Kugeln ggf. aufzufangen. Die in den Zylindern
verbleibenden Kugeln werden mit einem Magneten herausgeholt. Die Kugeln werden in Wasser gereinigt
und mit Haushaltspapier gut getrocknet (sonst besteht Rostgefahr!).

3.2 Messung der kinematischen Viskositat mit dem Kapillarviskosimeter

Mit einem Kapillarviskosimeter nach UBBELOHDE soll die kinematische Viskositdt von Ethanol bei
Raumtemperatur bestimmt werden. Das Viskosimeter befindet sich in einem groRen Wasserbad, das fir
die Dauer des Versuchs fiir eine konstante Temperatur (messen!) innerhalb der Kapillare sorgt. Von der
technischen Assistenz wurde das Viskosimeter vor Versuchsbeginn senkrecht ausgerichtet und das Vor-
ratsgefald H tber das Rohr 1 (s. Abb. 5) zu etwa ¥ mit Ethanol gefullt.

Rohr 3 wird mit dem Finger verschlossen. Mit Hilfe eines an Rohr 2 angeschlossenen Saugschlauches
wird die Flussigkeit in Rohr 2 mit einem bereitgestellten Peleus-Ball so weit hoch gesaugt, bis das
Vorlaufgefal® G gefillt ist. AnschlieBend werden Rohr 2 und 3 gedffnet und die Zeit At gemessen, in der
der Flussigkeitsspiegel von der Marke M; bis zur Marke M, absinkt. Anschlielend wird die Messung
dreimal wiederholt. Aus den Messdaten und den bereitliegenden Apparatekonstanten K und t, wird die
kinematische Viskositat v von Ethanol bei der im Wasserbad herrschenden Temperatur bestimmt und mit
dem Literaturwert verglichen.

1 Wert nach http://www.ptb.de/cartoweb3/SISproject.php (15.10.18); der Fehler von 2x10° m/s? wird vernachléssigt.
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3.3 Bestimmung der REYNoLDszahl fiir den Ubergang von laminarer zu
turbulenter Rohrstrémung

Mit einer Anordnung nach Abb. 6 soll die REyNoLDszahl fiir den Ubergang von einer laminaren in eine
turbulente Rohrstromung bestimmt werden. Zunachst wird der Tankzulauf (Wasserhahn) so weit ge6ff-
net, dass der Wasserstand das Niveau der oberen Kante des Uberlaufs wahrend des Versuches gerade
nicht unterschreitet. Der Schlauch am Ablauf des Rohres wird in das Abflussbecken gelegt. Der Hahn H;
am Ende des Rohres wird langsam gedffnet, bis Wasser am Rohrende abfliel3t. Bei kleiner Stromungsge-
schwindigkeit ist die Rohrstromung laminar. Anschliefend wird der Hahn H, so weit getffnet, dass in
dem Rohr ein dinner, glatter Stromfaden sichtbar wird. Danach wird der Hahn H; langsam weiter bis zu
der Stellung getffnet, bei der die laminare in eine turbulente Rohrstrémung umschlagt. Dies erkennt man
daran, dass der Stromfaden zu ,,zittern“ beginnt.

Um die Strdmungsgeschwindigkeit v bei dieser Stellung des Hahnes H; zu messen, wird fiir eine mit der
Stoppuhr zu messende Zeit At ein Messzylinder unter den Abflussschlauch des Rohres gehalten und das
ablaufende Wasser aufgefangen. Aus dem wéhrend der Zeit At aufgefangenen Wasservolumen V, dem
Innendurchmesser d des Rohres sowie der Dichte™ und der Viskositat 77 des Wassers (s. Anhang 4.2) lasst
sich v und damit schlieBlich die gesuchte REYNOLDSzahl Re bestimmen.

4 Anhang

4.1  Viskositat von Glycerin

Glyzerin' (C3HgOs) ist hygroskopisch, d.h. wasseranziehend. Lasst man es langere Zeit offen stehen, so
nimmt es aus der Umgebungsluft Feuchtigkeit auf, d.h. es entsteht ein Gemisch, dessen Wassergehalt im
Laufe der Zeit zunimmt. Dieses Gemisch hat eine andere Viskositat als reines Glyzerin. Zur Orientierung
seien flr eine Temperatur von 20° C einige Daten genannt:

Tab. 1: Viskositat von Glyzerin/Wasser- Gemischen bei 20°C **,

C3H303 Hzo n /
Gew.-% Gew.-% kg m?s™
100 0 1,76
96 4 0,761
92 8 0,354
88 12 0,130
84 16 0,071
80 20 0,048

Dartiber hinaus ist die Viskositat stark temperaturabhdngig. Fir reines Glycerin gilt bei T =20 °C:
n=1,76 kg/(ms) (s.0.) und bei T = 25 °C: 1= 0,934 kg/(ms) **
4.2  Viskositat von Wasser

Abb. 8 zeigt die Viskositét 7 von Wasser als Funktion der Temperatur T. Der Verlauf der Daten I&sst sich
im Temperaturbereich zwischen 10 °C und 35 °C in guter N&herung durch ein Polynom 4. Grades
beschreiben (T in °C) *:

1,77721-0,05798 {T} +0,00125 {T}’ 10 kg

(19) 7=
-1,66039-10°{T1* +9,814-10°{T}" ms

Zur temperaturabhidngigen Dichte von Wasser siehe Versuch ,,Oberflachenspannung....

Weitere gebrduchliche Eigennamen von Glycerin sind Glycerol, Propan-1,2,3-triol u.a. Die Struktur wird durch CsHs(OH); beschrieben.

¥ Daten nach: WEAST, R. C. [Ed.]: ,,CRC Handbook of Chemistry and Physics”, 56" Ed., CRC Press, Boca Raton, 1975 - 1976. Alle Daten
ohne Fehlerangaben.

¥ Lipg, D. R. [Ed.]: "CRC Handbook of Chemistry and Physics on CD-ROM", Taylor & Francis, Boca Raton, FL, 2006. Daten ohne

Fehlerangaben.
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Abb. 8: Viskositat 77 von Wasser als Funktion der Temperatur T.

4.3 Laminare Rohrstromung

In diesem Anhang wird dargestellt, wie die Stromungsgeschwindigkeit v und ihr laterales Profil v(r) in
einem zylindrischen Rohr quantitativ berechnet werden kann.™

Eine ideale Flissigkeit ist inkompressibel und frei von inneren Reibungskraften. Wir betrachten gem.
Abb. 9 eine solche Flussigkeit, die durch ein sich verjiingendes horizontales Rohr stromt. Aus der Inkom-
pressibilitat der Flussigkeit folgt, dass der Volumenstrom Q (durchstrémendes Volumen pro Zeit) an jeder
Stelle des Rohres gleich sein muss. Sind A; die Querschnittsflache des Rohres und v, die Strémungsge-
schwindigkeit im Rohr auf der linken Seite und A, und v, die entsprechenden GroRen auf der rechten
Seite, so bedeutet dies:

(200 Q :% = AV, =A,v,=const.
Gl. (20) heilt Kontinuitatsgleichung.

Um ein Flissigkeitsvolumen AV in der linken Rohrseite um Ax; hach rechts zu bewegen, muss durch den
links herrschenden statischen Druck p; die Arbeit W, verrichtet werden:

(1)  W,=FAx=pAAX =pAV

Die erforderliche Arbeit W, zur Bewegung des gleichen VVolumens AV durch die rechte Rohrseite gegen
den statischen Druck p, ist gegeben durch:

(22) W, =F, Ax, = p, A, AX, = p,AV

Abb. 9: Stromung durch ein sich verjiingendes horizontales Rohr. Bezeichnungen siehe Text.

Aus dem Energieerhaltungssatz folgt, dass die Arbeitsdifferenz W, - W, zu einer Zunahme der kinetischen
Energie der Flussigkeit (Dichte o) im rechten Teil des Rohres fuhren muss. Sind m die Masse und vy, v,
die Geschwindigkeiten der Volumina AV, so folgt:

(23) W, -W,=p, AV —p, AV:%mvg—%mvf:%pAV VZZ—%pAV VP

%5 rist der laterale Abstand von der Langsachse des Rohres.
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Nach Division durch AV und Umsortieren der Terme folgt schlieRlich:

(24) p +%pvf=p2+%pVS = p+%pv2=const.

Dies ist das BERNoOULLIsche Gesetz. Es besagt, dass unter den genannten Annahmen die Summe aus stati-
schem Druck p und Staudruck %ov? an jeder Stelle des Rohres konstant sein muss.

Fur ein senkrecht statt horizontal stehendes Rohr muss der von der Héhe h abhéngige hydrostatische
Druck pgh mit berlicksichtigt werden (g ist die Erdbeschleunigung). Dann lautet das BERNOULLISsche
Gesetz:

(25) p+%pv2+pgh =const.

In einem horizontalen Rohr mit konstantem Durchmesser, das von einer idealen Fllssigkeit durchstromt
wird, sind Druck und Strémungsgeschwindigkeit im gesamten Rohr konstant. Bei einer realen Flissigkeit
mit der Viskositat 7 treten jedoch Reibungskréfte zwischen Flussigkeit und Rohrmantel und zwischen
den benachbarten Flussigkeitsschichten auf. Diese Reibungskréfte bewirken, dass der Druck langs des
Rohres abnimmt und die Stromungsgeschwindigkeit entlang des Rohrquerschnitts, also in lateraler Rich-
tung variiert. Sie muss am Rohrrand null sein (denn dort haftet eine Grenzschicht der Flissigkeit an der
Wand) und in der Mitte ihren maximalen Wert annehmen.

Zur quantitativen Beschreibung des transversalen Geschwindigkeitsprofils einer laminaren Rohrstrémung
betrachten wir gem. Abb. 10 ein zylindrisches Rohr mit der Lange | und dem Radius r,, das in z-Richtung
von einer realen Flissigkeit durchstromt wird. Innerhalb dieser Stromung betrachten wir einen koaxialen
Flussigkeitszylinder mit dem Radius r und der Mantelflache A =2xnrl. Nach dem NEwTONschen Rei-
bungsgesetz ist die Reibungskraft Fr zwischen diesem Flissigkeitszylinder und der angrenzenden Flis-
sigkeitsschicht proportional zur Mantelflache A und zum Geschwindigkeitsgefalle dv/dr; die Propor-
tionalitatskonstante ist die Viskositét 7. Es gilt also:

dv dv
26 Fr=nA—=2nrln—
(26) = A =2l
Im stationadren Fall (zeitlich konstante Stromungsgeschwindigkeit) muss die Reibungskraft Fg fiir einen
Flussigkeitszylinder mit dem Radius r gerade gleich der treibenden Kraft F sein, die durch das Druckge-

falle Ap = p; - p, verursacht wird, also:

o

=

P /
-
Abb. 10: Zylindrisches Rohr mit koaxialem Flussigkeitszylinder vom Radius r. Links herrscht der Druck py, rechts
der Druck p,. Ubrige Bezeichnungen siehe Text.

(7) F=nr’Ap=2nrl nd_v
dr
Daraus erhalten wir

dv_ap
dr 2nl

bzw.

(28)
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29)  dv=2Prqr
2n 1

und schlief8lich durch Integration unter der Randbedingung v(r,) = 0 das gesuchte Geschwindigkeitsprofil

v(r):

(30) v(r)_—(r —rz); 0<r<r,

Das transversale Geschwindigkeitsprofil fur eine laminare Strémung durch ein Rohr ist also parabolisch
(s. Abb. 11).

Zur Berechnung des Volumens V, das innerhalb der Zeit At durch ein Rohr mit dem Radius r, strémt,
betrachten wir zunachst das Volumen dV, das innerhalb von At durch einen Hohlzylinder mit dem Innen-
radius r und dem AuRenradius r + dr (s. Abb. 12) fliet. Dieser Hohlzylinder hat die Grundflache A und
die Lange Al. Der Volumenstrom ist bei kleinem dr demnach gegeben durch:

Gy VAN A
At At At

Da sich die Flussigkeit gleichformig (d.h. ohne Beschleunigung) durch das Rohr bewegt, gilt fir die
Geschwindigkeit:

Al

(32) At

Damit wird aus Gl. (31) unter Verwendung von Gl. (30):

(33) dv — =2nrdrv(r)= 2nr£(r —r?)dr
At 4nl

0,0

0,2
0,4 \ /
0,6

0,8

v(r) / b.E.

NL

-10 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 10

1,0

rir,

Abb. 11: Links: Berechnetes parabolisches Geschwindigkeitsprofil einer laminaren Stromung durch ein
zylindrisches Rohr mit dem Radius r,. Rechts: Visualisierung eines parabolischen Geschwin-
digkeitsprofils in einem zylindrischen Plexiglasrohr (Durchmesser ca. 1 cm) mit Hilfe von eingefarbtem
Kleister.'®

Aus dieser Gleichung lasst sich durch Integration das Gesamtvolumen V berechnen, das innerhalb der Zeit
At durch das Rohr mit dem Radius ry flief3t:

(34) — nApJ'( rz)rdr

6 Bildquelle: T. GREVE: ,,Aufbau und physikalische Betrachtung eines Durchlaufreaktors zur Hydrothermalen Karbonisierung®, Diplomarbeit,

Carl von Ossietzky Universitat Oldenburg, Institut fiir Physik, AG Turbulenz, Windenergie und Stochastik (TWiST), 2009.
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- a0 -

Abb. 12: Zur Definition geometrischer GréRen eines Hohlzylinders.

und damit

ApA
(35) Vzn_ptr04

87l
Dies ist das HAGEN-POISEUILLESche Gesetz' fir laminare Strémungen. Diese liegen vor, wenn die
REYNoOLDSzahl Re, die in diesem Fall durch

V2T, -
(36) Re= rrh (o Dichte der Flissigkeit; V : Mittelwert der Stromungsgeschwindigkeit nach GlI. (30))
n

gegeben ist, Kleiner als ca. 2.000 - 2.500 ist.

4.4  Kapillarviskosimeter
In diesem Anhang wird die Herleitung von GlI. (14) dargestellt.

Mit Hilfe des HAGEN-POISEUILLESchen Gesetzes (Gl. (35)) kann man die Viskositdt von Flissigkeiten
bestimmen. Dazu bedient man sich so genannter Kapillarviskosimeter. Abb. 5 zeigt ein
Kapillarviskosimeter nach UBBELOHDE. Durch eine Kapillare mit dem Radius ro, und der Lange | lasst
man aus einem Vorratsbehalter B, vor dem sich ein Vorlaufgefall G befindet, ein definiertes Fllssigkeits-
volumen V strdmen, das durch das zwischen den Marken M; und M, eingeschlossene Volumen gegeben
ist. Durch Messung der Zeitdifferenz At, in der der Flussigkeitsspiegel von M; nach M, sinkt, lasst sich
dann aus Gl. (35) die Viskositat 7 bestimmen:

APy
37 =———At
@71 n a1V
Die Druckdifferenz Ap ist in diesem Fall gegeben durch den hydrostatischen Druck:

(38) Ap(t)=pgh(t) (o: Dichte der Flussigkeit; g: Erdbeschleunigung)

Dabei ist h(t) die Hohendifferenz zwischen dem momentanen Stand des Flussigkeitsspiegels im
Vorratsgefdl? B und dem unteren Ende der Kapillare. Dass dieses Ende der Kapillare die Referenzhthe
bildet, erreicht man durch einen Trick: das Beliftungsrohr 3 (s. Abb. 5) sorgt dafiir, dass im oben
kugelférmig ausgebildeten Auslaufgefd? D Luftdruck herrscht. Dadurch lauft die Flussigkeit in Form
eines dunnen Films an der Innenwand von D ab.

Infolge der Zeitabhdngigkeit der Hohe h(t) (sinkender Flissigkeitsspiegel) ist auch Ap(t) zeitabhéngig.
Man kann h(t) jedoch durch einen geeigneten Mittelwert ersetzen. Diese mittlere Héhe h ist gegeben
durch:

1 At
(39) h:A—t ! h(t)dt

Damit folgt aus Gl. (37):

Y GOTTHILF HEINRICH LUDWIG HAGEN (1797 — 1884)
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4
(40) Uzm At

8lvV
Die GroRe
nghry
41 =2
(41) 8lv

ist eine Apparatekonstante und auf den Viskosimetern eingraviert ([K] = m?/s?; meistens in mm?%s? ange-
geben). Damit ergibt sich fur die Viskositét die einfache Beziehung aus Gl. (14):

42) =K pAt



