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Lassen sich die Gewichte gleichmafsig (perfekt)
auf 3 Mengen aufteilen?
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Nein !



Das Zahlenaufteilungsp

o N'P-vollstandiges Entscheidungsproblem
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Das Zahlenaufteilungsproble

o N'P-vollstindiges Entscheidungsproblem
o Rechenzeit wichst im ungtinstigsten Fall exponentiell
o einfach, falls Probleminstanz perfekte Partition bestitzt

o Wechsel in algorithmischer Komplexitat
= Phasentibergang

o Untersuchung des typischen Falls mittels statistischer
Mechanik
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Warum ist NPP interessa

Vom CS-Standpunkt:

o NP-vollstindiges Entscheidungsproblem bzw. A/P-hartes
Optimierungsproblem
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Warum ist NPP interessant?

Vom CS-Standpunkt:

o NP-vollstandiges Entscheidungsproblem bzw. A/P-hartes
Optimierungsproblem

o keine gute Heuristik bekannt
Vom physikalischen Standpunkt:
o NPP auf frustrierten Antiferromagneten abbildbar (Spinglas)

» mathematisch viel einfacher als andere Spinglasmodelle,
keine Replica-Methode notwendig

Praktische Anwendungen:

o Scheduling, Chip-Design, Public-Key-Kryptographie
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Das Zahlenaufteilungsproble

Geben seien:
o N zufdllige Gewichte a,a;,...,ay mita; € N und g , Topte”

Aufgabe:

o Verteile die Gewichte aq, 4y, ..., an auf g disjunkte
Teilmengen, so dass die Summen der Gewichte
A1, Ay, ..., Ay in den Teilmengen moglichst gleich grofs sind.
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Das Zahlenaufteilungsproblem

Geben seien:

i

o N zufillige Gewichte aq,ay,...,ay mita; € N und g , Topfe
Aufgabe:

o Verteile die Gewichte aq, 4y, ..., ay auf g disjunkte
Teilmengen, so dass die Summen der Gewichte
A1, Ay, ..., Ay in den Teilmengen moglichst gleich grofs sind.

Problem:
o Wieviele perfekte Partitionen existieren?
. 1 N 1 j<r
perfekte Partition <= A; — | ; ). a;| = .
N i=1 0 j>r

mitr = ) a; mod g
=1



NPP als Problem der sta

o q Teilmengen = g POTTS-Vektoren S, = {¢1,>,...,¢,}
(Symmetrie!)
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NPP als Problem der statistis

o q Teilmengen = g POTTs-Vektoren S, = {¢1,¢>,...,¢,}
(Symmetrie!)

o Partition = walk auf (g7 — 1)-dim. Gitter in g Richtungen
o Schrittweite: Gewicht a;
e Richtung: s; € S, = {¢€1,e>,...,¢;}

» Kostenfunktion = Abstand von Ursprung nach N Schritten

N N N
H(51,52,...,5n) = S;a;| = Si4;a;S ]

i=1 \ j=1i=1

Statistische Mechanik des Zahlenaufteilungsproblems, Heiko Bauke, 2002 — p.7/19



NPP als Problem der statistisch

o q Teilmengen = g POTTs-Vektoren S, = {¢1,¢>,...,¢,}
(Symmetrie!)

o Partition = walk auf (g7 — 1)-dim. Gitter in g Richtungen
o Schrittweite: Gewicht a;
e Richtung: s; € S, = {¢€1,e>,...,¢;}

» Kostenfunktion = Abstand von Ursprung nach N Schritten

N N N
H(§1/ §\2/ R /§N) — §iﬂi — §iéliﬂ]‘§]‘

i=1 \ j=1i=1

o Spin-HAMILTON-Funktion vom MATTIS-Typ, aber:




NPP als Problem der statistische

o q Teilmengen = g POTTs-Vektoren S, = {¢1,¢>,...,¢,}
(Symmetrie!)

o Partition = walk auf (g7 — 1)-dim. Gitter in g Richtungen
o Schrittweite: Gewicht a;
e Richtung: s; € S, = {¢€1,e>,...,¢;}

» Kostenfunktion = Abstand von Ursprung nach N Schritten

N N N
H(§1/ §2/ R /§N) — §iﬂi — §iaiﬂ]’§]‘

i=1 \ j=1i=1

o Spin-HAMILTON-Funktion vom MATTIS-Typ, aber:

o Starke der Wechselwirkung zufdllig, nicht das Vorzeichen =
starke Frustration



,Worterbuch”

NPP

statistische Physik
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NPP

o g Teilmengen:
S; € {1,2,...,q}

statistische Physik

o q POTTS-5Spins:
§i c {51,52, .. .,éh}
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NPP

o g Teilmengen:
s;i€41,2,...,q}

o Gewichte g;

statistische Physik

o q POTTS-5Spins:
S; € {51,52, .. .,éh}
o Spin-Spin-Kopplungen
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NPP

o g Teilmengen:
s;i€41,2,...,q}

o Gewichte g;

o ,Unausgeglichenheit”
e beste Partition der Gewichte

o perfekte Partition existiert

statistische Physik
o q POTTS-5Spins:
Si €1€1,8,...,8;}
o Spin-Spin-Kopplungen
Jij = —a;a;
o Energie der Spinkonfiguration
o Grundzustand

o Grundzustangsenergie = 0
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L, Worterbuch”

NPP
o g Teilmengen:

s;i€41,2,...,q}

o Gewichte g;

o ,Unausgeglichenheit”
e beste Partition der Gewichte
o perfekte Partition existiert

o keine perfekte Partition

statistische Physik
o g POTTS-Spins:
Si €1€1,8,...,8;}
o Spin-Spin-Kopplungen
Jij = —a;a;
o Energie der Spinkonfiguration
o Grundzustand
o Grundzustangsenergie = 0

o Grundzustangsenergie > (



Mikrokanonische Zustandssu
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Mikrokanonische Zustan

QD)= Y 6|D-

(51,52,--,5N)
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Mikrokanonische Zustands

N
(51,52,--,5N) j=1
§i€Sq
— qNP d = 2 = L]N/ p(CT) d9-14
VN v

p( _)) ist (§ — 1)-dimensionale Normalverteilung

o dr
7 1 2@

p(d) = e 1
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Mikrokanonische Zusta

o Zahl der Partionen mit Vektor D normalverteilt

N 1 (-1)D2
q qz e_ 2N<a2>

Q(D) =

(27N (a2) 2
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Mikrokanonische Zustand

o Zahl der Partionen mit Vektor D normalverteilt

N 1 (g—1)D2
q qz e_ 2N<a2>

Q(D) =

(27N (a2) 2

o Zahl der pertekten Partitionen

N
Qperfekt,r - (z) 14
(27N (a?))

9
2

N
r=) a; mod g

-1 7
2 =1

Statistische Mechanik des Zahlenaufteilungsproblems, Heiko Bauke, 2002 — p.11/19



@@@@@@@@

Mikrokanonische Zustandssu

o Zahl der Partionen mit Vektor D normalverteilt

NI

_ (g-1D?
e 2N(a?)

(D) = — 11
(2N (a?)) =

o Zahl der pertekten Partitionen

9
2

N N
QPerfek’c,r — (z) ( 71 1 7 r = a; mod q

27N (a?)) 2 i=1
o Zahl der perfekten Partitionen im Mittel

(2N)7-1

21 —1/,2vq—1
log_ () — N |1+ logq q logq 311 logq 39— {a=)1
&g * “perfekt : N N - — J
Kc K

= N(x; — k)
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Bedeutung des Parame

o Seien die Gewichte gleichverteilte Zufallszahlen aus |1, amax]-
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» Seien die Gewichte gleichverteilte Zufallszahlen aus |1, amax]-

o 1 Amax
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Bedeutung des Paramete

° 1 Amax 1
2 i 2
a = I = —d
< > Amax ; 3 max

o mit amax — qb
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Bedeutung des Parameters

) iR Sy

amax i1

o mit amax — qb

log 37 1(g%yq-1 _
__ log, @)™ (g=1)b
2N N

o x ein Mafs fiir die numerische Auflésung der Gewichte
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Bedeutung des Parameters

) iR Sy

amax i1

o mit amax — qb

log 37 1(g%yq-1 _
__ log, @)™ (g=1)b
2N N

o x ein Mafs fiir die numerische Auflésung der Gewichte

o k <K, = viele perfekte Losungen
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Bedeutung des Parameters x

) iR Sy

amax i1

o mit amax — qb

log 37 1(g%yq-1 _
__ log, @)™ (g=1)b
2N N

o x ein Mafs fiir die numerische Auflésung der Gewichte

o k <K, = viele perfekte Losungen

o Kk >k = keine perfekten Losungen
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Zahl der perfekten Partiti
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Zahl der perfekten Parti
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Kritischer Wert von x

0 0.05 0.1 0.15 0 0.05 0.1 0.15
1/N 1/N

0 0.05 0.1 0.15 0 0.05 0.1 0.15
1/N 1/N
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Phasentibergang
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Greedy-Alorithmus (g

(45,6,7,8)
0,0
45,6,7) / (45,6,7)
8.0 0.8
. / \ .
8,7 15,0
@5) @5) @5) @5)
8,13 14,7 15,6 21,0
(4) (4) (4) (4) (4) (4) (4) (4)
A AN AN AN AN AN ANV AT
0 ) ( 0 ) 0 0 0 0 () () 0 () ) ()

13,17 117,13 12,18 8,22 |14,16| 18,12 |19,11| |23,7 |15,15||19,11|]20,10| [24,6, 219 256] |26,4| |30,0
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Dynamik von Algorithm

Knoten

40
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Dynamik von Algorithm
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Zusammenfassung

o Abbildung des Zahlenaufteilungsproblems auf ein
Spinsystem
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Zusammenfassung

o Abbildung des Zahlenaufteilungsproblems auf ein
Spinsystem

o Spinvariablen sind POTTS-Vektoren
» Beobachtung eines Phasentibergangs

o Ordnungsparameter: Wahrscheinlichkeit eine perfekte
Partition zu finden

o Kontrollparamter: numerische Auflosung der Gewichte

o Phasentibergang beeinflusst Laufzeitverhalten von
Algorithmen

o gute Ubereinstimmung von analytischen und numerischen
Ergebnissen

o signifikante finite-size-Effekte
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