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Motivation: ein elementares Beispiel
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GauBsches Lokationsproblem: X; =0 +¢;, ¢; '~ N(0,1)
Ziel: schatze 0 mittels X;
Kandidaten
Sl(Xl, e 7Xn) = )_<n (MLE)
Sa(x1, - -+, Xn) = median(X;)
S3(X1, 0060 ,X,,) = HubC(X,-)
Zahlenbeispiel: n=3,x; =1, x0=5,x3=9
was passiert, wenn x3 = 20, 90, 900, 90007
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Motivation: ein elementares Beispiel (Forts.) Ausreiler und Umgebungen

» Was macht eine Beobachtung zu einem Ausreier?
betrifft nur wenige Beobachtungen (5%-10%)

v

Some Elementary Example

» unkontrollierbar, aus unbekannter Vtlg, unvorhersehbar
S Je e . - e » meistens: nicht mit Sicherheit von id. Beob. trennbar
o » Ausreilerverteilung variiert von Beob. zu Beob.
8 -1 ® (<) o o L J
» Trotzdem:
X e e e reale Stichprobe sollte nah an der idealen Situation liegen
S He o--e + median » nah in welchem Sinn?
* mean o o
- Hub » im Sinn von Momenten? schlechte Idee!
o — e o o . .
T L T 1 » im Sinn der schwachen Konvergenz /
13 10 50 500 5000 von Zentralem Grenzwertsatz
il OIS » Gross Error: U(F,e) ={G|3H: G =(1—¢)F +cH}

interpretierbar als {L(X”) | X =(1- U)X+ U ‘“},

Problem: wenige Ausreier machen Mittelwert unbrauchbar
wobei U ~ Bin(1,¢), X' ~ F, X% ~ H, und U, X'¢, X% unabh.

Konzepte der robusten Statistik: Funktionale Stabilitatskonzepte der robusten Statistik

Qualitative Robustheit aka Stetigkeit

> parametrische Verfahren meist interpretierbar als Funktionale _ o _ o
T, die Verteilungen in Parameter abbilden » T ist qualitativ robust in F wenn T glm. schwach stetig in n
o _ _ _ ist, i.e. Ve 30, N s.d. VG € Uy (F,8) und ¥n > N
> kanc.J.nlsche Forderung: Fisher-Konsistenz, i.e.; T(Fp) = 0 d(T o /:_n, To Gn) <.
g \S/ZTEJ.Te;;;ts;Er;:u;Ch Ar}l\iv(efr:'nd)ung Vel 1" 805 Gl Bruchpunkt aka nachstgelegene Singularitat
ilungsfunkti =
> Bk ! ! » T hat Bruchpunkt & at F wenn fiir jedes &’ < ¢ gilt

> mean: X, = Tu(Fy) = [ x Fa(dx), ie. To(F) = [ x F(d¥) suPGeu(F.e) | T(G) — 0] < oo

» median: To(F,) = F7(1/2), i.e. To(F) = F~(1/2)

» MLE: 6% Maximum von 9 — > log py(x;) bzw. von
¥ [ log py(x) Fa(dx), i.e.

Ture(F) = argmax, ( J log py(x) F(dx))

Influenzkurve (IC) aka Ableitung

» T hat IC ¢ wenn 9 in Richtung eines Diracmales
Gateaux-diff'bar ist i.e.

P(x) = limeyo 2(T((L = €)F + ely) — T(F))
Biicher: Huber(1981), Hampel et al.(1986), Maronna et al.(2006)



Robustheitsbegriffe im Beispiel

Qualitative Robustheit aka Stetigkeit

» Mittelwert ist nicht (qualitativ) robust.

» Median und Hub sind qualitativ robust.
Bruchpunkt aka nachstgelegene Singularitat

» Mittelwert hat (minimalen) Bruchpunkt 1/n.

» Median und Hub haben (maximalen) Bruchpunkt 1/2.

Influenzkurve (IC) aka Ableitung

ICs for Normal Location

o Mean
e Median
= Hub

(partial) IC
20 <10 0 10 20
I |

-20 -10 o 10 20 30

L,-differenzierbares Modell

P ={Py| 6 €O}, ©CRKoffen

» Beispiel: GauBsche Lokation: P = {N(6,1) | € ©}, © =R

Glattheit: Ly-Differenzierbarkeit

> /Porh = /P (L+ 3A5h) +o(lh])  in Ly

» Fisher-Information Zy := f/\g/\g dPy endlich und regular

Konsequenz:

> Pg+h/\/E und PJ sind benachbart

> logdPy, ,/ =/P§ = % > hTAo(xi) — 3h"Tgh + opn(1)

— Modell ist LAN (lokal asymptotisch normal)

Asymptotik erster Ordnung in robuster Statistik — ein Abriss
Idealer Setup: Lo-differenzierbares Modell
Influenzkurven und asymptotisch lineare Schitzer
Schrumpfende Umgebungen U(Py, r) zu Radius r
Optimal-robuste Schatzer

Influenzkurven (ICs) und ALEs

Influenzkurve (1C)

g € Lé(Pg) s.d. Egvg =0, Eg T,DQ/\Z)- =1 (Eg = Epe)

hier: I1C als mogliche Linearisierung eines Schatzers

Asymptotisch lineare Schatzer (ALE): besitzen eine Entwicklung

Vn (S, —0) = \% Zwe(X;) + ops(n°)
i=1

fiir eine gewisse IC 1y

» (1) < lokal gIm. as. Normalitit/Fisher-Konsistenz
Beispiele

> in P: S, =X, —p(x) =x -6,

> Sn = Median, - vg(x) = /5 sign(x — 0)

(1)



Schrumpfende Umgebungen U(Py, r) zu Radius r

» fiir ALEs wichtige as. Eigenschaften ablesbar an I1C :

» Gross error sensitivity GES ist sup, ||
» as.Var ist Eyy7”
= (as. Cramér-Rao): optimale IC im idealen Modell ist Z~1A

» Skalierung fiir fixen Umgebungsradius &:
— Bias mit O(g) und Varianz mit O(1/n),
d.h. 16 AusreiBer bei n = 100 = 8 (nicht 4) AusreiRer bei n = 25

» also fiir wachsendes n Bias dominant; dann aber auch (as.
fehlerfrei) detektierbar (vgl. P.R.[06])

= Schrumpfen mit e = ¢, = r/\/n

Hohere Ordnungsasymptotik gleichmaRig auf Umgebungen
Grenzen des Erstordnungs-Ansatzes und offene Fragen
verschiedene Konstruktionen zur selben IC
Ein Exkurs zur Genese. . .: Lausanne 2003
Bisherige Ansitze
Gleichgradige Integrierbarkeit
GleichmaBige Entwicklungen des MSE

MSE-optimale IC

» fiir schrumpfende Umgebungen U gilt:
» max.as.Bias auf U ist rsup || und
> max.as.MSE auf U ist asMSE(¢, r) = E[1|? + r? sup [|?
~+ robuste Optimalitat zuriickgefiihrt auf IC;
zweiter (Konstruktions-)Schritt:
finde zu optimaler IC geeigneten ALE

MSE-Problem: finde IC 1, die asMSE auf U minimiert

Thm. 5.5.1, Rieder[94]

Die eindeutige Lésung ist eine IC 1 von Hampel-Form, i.e.;
Y=(AN—2a)w  w=min{l,b/|AN— a|}

wobei A, a, b gewéhrleisten dass  Ev =0, BEJAT = I, und
(MSE)  r?b=E(|JAA—a| - b),

offene Fragen im Erstordnungs-Ansatzes

» Bis jetzt: Asymptotik ist erster Ordnung (ALE + asMSE)
» offene Fragen
(Q1) EinflussgroRen und Geschwindigkeit der Konvergenz?
— wie beeinflussen Radius r, Stichprobenumfang n und Stutzhdhe
b die Approximationsgiite quantitativ?
(Q2) Welche Konstruktion soll man verwenden?

~» Hohere Ordnungsasymptotik glm. auf Umgebungen
(Q3) (1.Ord)-opt. ALEs fiir finites n mit feinerer Asy. verbesserbar?
(Q4) (Wie) Ubetragt sich Pfanzagls Schlagwort [klass. Kontext]:
“First order optimality implies second order optimality’"?
(Q5) Theoretische Evidenz fiir Hampels Vermutung:
“Finitely-optimal IC should be smooth”



zu (Q2): verschiedene Konstruktionen zur selben IC

» Erstordnungs-Asymptotik kann nicht unterscheiden zwischen

» M-Schatzer (hangt nicht ab von 0&0)!):

n

07 sd. g (0F) =0 fiir ga(0) =D vu(Xi),

i=1

» k-Schritt-Schatzer: fur Startschitzer 6)5,0),

), I~
957/() = ng 1) + ; ;’U)’Hikfn(x,')

Ein Exkurs zur Genese Il...: Lausanne 2003

» vorldufige (empirisch ermittelte) Entwicklung: Endergebnis

Satz (fiir beliebiges n) — R.[10(a)]
» fiir den Stichprobenmedian im idealen Modell A/(0, 1)

nl\lSE(Medn,/\s"(O.l)):g[1+(g 2 [-1] )/n}Jro(%)
~—

fiir mittleren Med.
falls n gerade

» glm. Konv. fiir Med,, auf Umgebg. um ideales Modell

n supgre MSE(Med,, F*) = 5(1+ r?)(1 + 2L + o( 7))

Ein Exkurs zur Genese I...: Lausanne 2003

Untersuchung von Fragen (Q1) und (Q2) fiir Median und
M-Schéatzer in P auf Basis von Simulationen

» Ubereinstimmung finit <+ asy. MSE's
> ideales Modell: log-log-Regression ergibt emp. Rate 1/n

> kontam. Modell: emp. Rate 1/4/n
> relative MSE's: auch im kontam. Modell emp. Rate 1/n

» Konvergenz wird langsamer fiir wachsende r, b
> keine groRen Unterschiede bei Konstruktionen

Bisherige Ansitze fiir Fragen (Q1)-(Q5)

» von Mises-(Schatzer-)Entwicklung
(Jureckova und Koautoren, [83-97])
Idee: Fiir zwei Schatzer S,,, S),, entwickle A, = S, — S/, weiter (fiir
glatte 1Cs)
aber Entwicklung muss nicht existieren (z.B. Median);
dann: Bahadur-Kiefer Darstellung fiir das Restglied
— wg. Korrelation: £(A,) geniigt nicht f. Vergl. £(S,), £(S},)

» Verteilungs-Entwicklung (Edgeworth- / Sattelpunktapprox.)
(e.g. Ronchetti und Welsh [02])
» flexibler aber (S.-approx.) keine expliziten analytischen Terme
+ bei glgrd. Integrierbarkeit hinreichend fiir (MSE-)risk

in diesen Ansdtzen: keine glm. Aussagen auf Umgebungen



Gleichgradige Integrierbarkeit

» Verteilungskonvergenz 4 Konvergenz der Momente
» Vitali&Skorohod: glgrd. Int’barkeit <= Konv. d. Momente
» nicht “gratis”:

» Momente des Median konv. nicht wenn F zu “fette” Flanken

» Selbst bei “diinnen” Flanken und 0 < &, — 0 beliebig schnell:
Momente des Median unbeschrankt auf Umgebung

> aber: glgrd. Int'barkeit (in n und (-, 7)) erreichbar
durch Modifikation

» der Umgebungen (M-Schéatzer, Quantile): nur Stichproben
mit weniger als (FS-)Bruchpunkt vielen Kontam.'s zugelassen
» der Schéatzer: Null-Setzung auRerhalb expon. in n
wachsendem Kompaktum;
immer moglich: z.B. Cramér-von-Mises Min-Distanz-Schatzer

» Modifikation exponentiell vernachlassigbar

> Beweismittel: exponentielle Konzentrationsschranken/Héffding

GleichmaRige Entwicklungen des MSE I

Explizite Terme fiir Ay fiir 1-Schritt-Schatzer in einer Dimension
Sei 1)y beschrankt und zwei mal diff'bar in L1(Pp),
o0 =0+ 1 S by (xi) + oLl(u)(nflp) fiir eine beschr. 1C 4y,
Dann
A1 = 2Covy(ty, ’L/N)()) — Vary 1/)5 + bg
+ 2b} % Covg (¢, l/N)g)’tze + 2[35 % Vary wt’t:@

2 ‘ % 7 . 5
+ % Eg wt‘t:@ [bg Varg 1y + 2by C(')Vg(i;‘)g, ’(/)9)}

+r2bgby [2+ by &5 Eg |,
wobei by = sup|bg|, by = limsup sup || I(|1hg| > by — €)
el0

M-Sch. Setze I;g = 1)y (Zusatzbedingungen)

GleichmaRige Entwicklungen des MSE |

Satz (R. [10(a,b,c),11])

Sei 0 — 1)y glatt in L1(Py),
S, ein M- oder ein k-Schritt-Schatzer zur IC 1)y, und

sei der Startschatzer 020) zum k-Schritt-Schatzer

> glm. n*/*°_konsistent auf U/ fiir ein § > 0
» glm. quadrat-integrierbar in n und auf U

Dann maxMSE(S,) = n sup MSE(S,)
QnGU(r)

= A0+ﬁA1+%A2+O(%)

fiir Ag = Eg [1bg|?> + r? sup [1g|> und A1, A> Konstanten, die
abhangen von 1y, r, & f. k-Schritt-Schatzer auch von 0,(70)

ad (Q1): Konv. bei Kontam. um eine n~/2-Potenz langsamer

Spezialfall einer Dimension: Hohere-Ordnungs-Optimalitat
GleichmaRBigkeit unabhingig vom Startschatzer
Kommentare und Beweisskizze
Konsequenz: Zweitordnungsoptimalitit
Vergleich der “Optimalitaten”



GleichmaRige MSE-Entwicklung fiir M-Schatzer und Median
im Lokationsmodell

Satz (R. [10(a,b)])

Sei g beschrinkte, monotone IC s.d. 6 — Ew/}é glatt
Py habe héchstens polynomiale Flanken
SeiS,, ein M-Schatzer zu 1y

Dann maxMSE(S,) = n sup MSE(S,)
Qn€U(r)

= AQJrﬁAlJr%AerO(%)

fiir Ag = v02 + r?b? = Eg [¢g|? + r? sup [¢y|?> und Konstanten
A1, Ao die abhdngen von 1y und r

maxMSE wird bereits erreicht, wenn Kontamination rechts [links| v.

¥, L (sup [vg|) £ by/2log(n)/n konzentriert ist.

Konsequenz: Zweitordnungsoptimalitat

Korollar Sei Py und v symmetrisch:
Dann Ay = 2r2b% + v§ + b?
und (2.0rd.)Max-Risk ist Ri(S,) = FERP B i ﬁ Aq
Also 2.0rd.-optimale IC ist von Hampelgestalt AAmin{1, ¢;/|A|} mit
2.0rd.-opt. Stutzhdhe ¢; gegeben durch

e (1 + r;jt;ﬁ) —E(A| - a1+
» Es gilt stets: ¢1 < ¢, d.h.

1.0rd- Asymptotik ist generell zu optimistisch
» Weil ¢; optimal, verhilt sich Ry lokal wie Parabel mit Scheitel in

c1; Risikoverbesserung wenn ¢ statt ¢y genutzt nur O(1/n)

ad (Q3/4) Pfanzagl gilt klassen- (Hampel-Typ) aber nicht elementweise.
ad (Q5) auch im nicht-symmetr. Fall 2.(/k.)-Ord.optimale IC bestimmbar;
fiihrt i.a. aus Hampel-Klasse heraus; dabei aber stets Stutzung! ~~
keine Evidenz

Kommentare und Beweisskizze

v

ges. Beweis fiir Median nétig, da Cramér-Bedingung verletzt
Cross-Checks: durch Simulationen & num. Auswertungen

viel expliziter als in Sattelpkt.app., c.f. Field & Ronchetti [90]

v

v

v

(ex post) Erklarung f. Approx.-qualitat bei Fraiman et al [01]
Beweisskizze

» Bedingen nach Zahl und Wert der Kontamination
HK<2rﬁ‘2rﬁ§K<n/2‘ K >n/2

[t| < 3b%log(n)/n 0 (N
3b%log(n)/n < |t| < Cn? () ausgeschlossen
[t| > Cn? (IV)

» zeige Vernachlassigbarkeit von (II), (Il1), (V)
» Edgeworth-Entwicklung auf (I) und MAPLE fiir Termverwaltung

Optimale Stutzhdhen ¢ und (numer.) exakter maxMSE

r | n=5 | n=10 | n=30 | n=100 |

01 tats.rad. e, [ 004 [ 003 | 002 [ 001 |
Co 1.948 1.948 1.948 1.948
rel MSES (<o) 8.679% | 4.065% | 1.340% | 0.448%
a1 1.394 1.484 1.611 1.724
relMSE;*(c1) 0.833% | 0.207% | 0.027% | 0.010%
c2 1.309 1.428 1.585 1.713
relMSE;*(c2) 0.332% | 0.066% | 0.008% | 0.006%
Crzy 1.368 1.370 1.610 1.756
relMSE;(crzy) || 0.658% | 0.002% | 0.026% | 0.031%
o 1.167 1.358 1.560 1.704
MSEn(Cex) 1.388 1.239 1.151 1.107

co 1.Ord.opt wie gezeigt (Rieder)

c1 2.0rd.opt: wie gezeigt (P.R.)

c2 3.0rd.: num. Optim. d. MSE unter Hampel-typ ICs

CFZY num. Optimization gem. Vorschlag von Fraiman et al.

@5z num. Optim. d. exakten MSE



Spezialisierung: 1-dim. symmetrische Lokation

Proposition (R.[11])

Vergleich k-Schritt- und M-Schatzer Sei No(—-) =—Ng(-)
Spezialisierung: 1-dim. symmetrische Lokation > 1y (1.0rd)-MSE-optimale IC zu Radius r (mit Stutzhéhe by)
Hoherer-Ordnungs-Vergleich des maxMSE S0 _ A Ay by fir ein 0 < b i
Empirische Ergebnisse: Simulationsdesign > %5 = Agfg min{ ’|A9/\e|} tr-ein U < by < by.
Empirische Ergebnisse: Simulationsergebnisse » Seien S, S entspr. M- und 1-Schritt-Schatzer zu vy,

wobei QS,O) selbst ALE mit IC w(()b") sei
Dann maxMSE(S!) = maxMSE(S,) 4+ o(n~/?)

Bemerkung

Keine allgemeine Aussage zu (Q2):
Fiir (1.0rd-)MSE-suboptimale Hampel-IC kénnen beide Fille
auftreten, maxMSE(S;) $ maxMSE(S,) + o(n=1/2)

Hoherer-Ordnungs-Vergleich des maxMSE Empirische Ergebnisse: Simulationsdesign

Die glm. Entwicklung des MSE erlaubt folgenden Vergleich
Satz (R.[11])

0 +— by sei k mal diff'bar in Li(Py).
S, S| seien entspr. M- und k-Schritt-Schatzer zu 1)y. n = 5,10,30,50,100

Kontaminationsradii: r = 0.1,0.25,0.5,1.0
Kontaminierende Verteilung: Dirac-Vtlg. im Punkt 100
ICs vom Huber-typ zu Stutzhéhen ¢ = 0.5,0.7,1,1.5,2
Schétzer:

» M-Schatzer und
» 1-Schritt-Schatzer mit Stichprobenmedian als Startschatzer

v

ideales Modell: P = N(0,1) at 6 =0
M = 10000 Versuchswiederholungen; Stichprobenumfang:

v

v

Startsch. «9,(70) zu S| sei glm. konsist.+int’bar wie gerade

Dann erlaubt maxMSE von S,,. S| Entwicklungen der Ordg. k und
maxMSE(S!) = maxMSE(S,) + o(n~(k=1)/2)

v

v

v

> n'/3 konsistente 0'”)s wie LMS-Regressions-Schitzer zulissig
> Explizite Terme nur bis Ord. 3 = Anwendung Theoreme fiir k = 3
» nicht-L;-glatte ICs wie Hampel-ICs durch ad-hoc Methoden abgedeckt



Empirische Ergebnisse: Simulationsergebnisse |

Empirischer und asymptotischer maxMSE zu n = 30, ¢ = 0.5

r Simulation Asymptotik

r/\/n M/1Schr maxMSE, [unt;  ob] P np 12 gl
0.00 1Schr 1.270 [1.235;1.306]| 1.263 1.263 1.258
0.00 M 1.272 [1.237;1.307]| 1.263 1.263 1.259
0.25  1Schr 1.553 [1.510;1.596]| 1.369 1.519 1.544
0.05 M 1.545 [1.502;1.588]| 1.369 1.514 1.532
1.00 1Schr 5.357 [5.214;5.500]| 2.967 4.127 4.772
0.18 M 5.362 [5.219;5.505]| 2.967 4.132 4.652

maxMSE,: Mittelwert der emp. Risiken, unt/ob: emp. 95% Konfidenzintervall
Asymptotik gem&B Termen der vorangegangenen Entwicklugen:

Ao [+ m Y2 AL (4 ntAD)]

Zusammenfassung: Antworten auf Fragen (Q1)-(Q5) |

(Q1) EinflussgroBen und Geschwindigkeit der Konvergenz?

(A1) bei r > 0 Konvergenz eine Ordnung langsamer, nachste Terme
in Entwicklung explizit als
Fkt(sup |¢|,r,Momente von ) und deren Ableitungen)

(Q2) Welche Konstruktion soll man verwenden?

(A2) hins. Genauigkeit keine generelle Antwort; M- und
k-Schritt-Schatzer werden mit wachsendem k immer 3hnlicher;
wg. Aufwand k = 1,2, 3-Schatzer zu empfehlen

(Q3) (1.Ord)-opt. ALEs fiir finites n mit feinerer Asy. verbesserbar?

(A3) Ja; durch niedrigere Stutzhdhe; explizite Terme hierfiir; Im
allgemeinen verldsst man Klasse der Hampel-1Cs.

Empirische Ergebnisse: Simulationsergebnisse |

Zahl der lterationen /,, die der M-Schatzer bei n = 30 und ¢ = 0.5,
sowie bei n = 50 und ¢ = 2.0 braucht

[terationen

r n=30und c=0.5 || n=50und c =2.0
I, [unt;  ob] || 1, [unt;  ob]

0.00 700 [ 5 9]|| 556 [ 4 7]
0.10 862 [ 5 12]|| 7.17 [ 4, 10]
0.25 993 [ 5 12]|| 854 [ 55 10]
050 || 1056 [ 7; 12]|| 936 [ 6; 10]
1.00 || 10.70 [ 8; 13]| 974 [ 8 11]

— Mehraufwand im Vgl. zu 1Schr nicht gerechtfertigt

Zusammenfassung: Antworten auf Fragen (Q1)-(Q5) Il

(Q4) (Wie) Ubetrigt sich Pfanzagls Schlagwort [klass. Kontext]:
“First order optimality implies second order optimality’”?

(A4) Die Aussage gilt (im wesentlichen) fiir die Klasse der
Hampel-ICs; allerdings ist das optimale Element
unterschiedlich fiir 1. und 2. Ordnung.

(Q5) Theoretische Evidenz fiir Hampels Vermutung:
“Finitely-optimal IC should be smooth”

(A5) Keine Evidenz. Es muss fiir jede Iterationsstufe gestutzt
werden.



Implementierung: Q@R_Pakete fiir robuste Statistik

mit M. Kohl und, seit 2009, N. Horbenko:

» distr-Paketfamilie

» Verteilungen als Datenstrukturen: distr
» Funktionale fiir Verteilungen: distrEx

» Wahrscheinlichkeitsmodelle
> (glatte) parametrische Modelle (als Datenstruktur): distrMod

» Zufallsvariablen als Abbildungen (als Datenstruktur): RandVar
» RobASt-Paketfamilie

» Datenstrukturen fiir den Ansatz schrumpfender Umgebungen
RobAStBase
» 1.0rd.-MSE-opt IC + andere opt.-rob. Verfahren ROptEst
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