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Ich las im Bett mein Werk
[...] und bin im tiefsten auf-
gewiihlt iiber meine grofle
Kunst. Bei Gott, das ist ein
Werk, das die Jahrhunder-
te iiberdauert. Wer sich dem
Geiste, der dies schuf, wider-
setzt, der hat das Urteil iiber
sich schon gesprochen.

Carl Sternheim (1878-1942) in einem
Brief von 1904

Der Geist ist das Gegenteil des
Geldes: Je weniger man da-
von hat, um so zufriedener ist
man.

Paul Masson



Einfiihrung und Inhalt

Entstehung dieser Arbeit

Der Ansto3 zum Thema dieser Arbeit kam aus den Forschungsinteressen mei-
nes Betreuers, Prof. Dr. Rieder, zur Robustheitstheorie fiir Zeitreihen— und Zu-
standsraummodelle.

Dementsprechend hatte ich mich mit den asymptotischen Grundlagen in
Zeitreihenmodellen bereits in meiner Diplomarbeit (Ruckdeschel (1996)) aus-
einandergesetzt. Auf Fragen der Robustheit war ich wihrend meines Studiums
in zwei Praktika beim Aktiv—/Passivimanagement der Bayerischen Landesbank
Girozentrale in Miinchen und beim Risiko—Controlling der Deutschen Bank in
Frankfurt gestofien. In diesem Bereich verwendete man Gaufische Verteilungsan-
nahmen' in Gestalt einer treibenden Brownschen Bewegung. Bei den Arbeiten
stellte sich heraus, dafl in der Praxis diese Verteilungsannahmen keinen Tests
standhalten; dennoch funktionieren die aus der Theorie abgeleiteten Handels-
strategien im “normalen Tagesgeschift” gut. Hier konnte man vermuten, daf§
es vielleicht Ausreifler sind, die an den anderen Tagen die Modellgiite beein-
trachtigen, und deren EinfluB man mit robusten Verfahren identifizieren und
unter Umstédnden sogar mildern konnte.

In Bayreuth beteiligten sich Prof. Dr. Huber und Prof. Dr. Rieder zuniichst
im Rahmen des DFG—Schwerpunktprojekts “Echtzeit—Optimierung grofler Sy-
steme” 1995-1996 mit dem Kalman-Filter als rekursivem Verfahren.

In der Fortsetzung dieses DFG—Projekts im Projekt DFG Ri 332/8-1 von
Prof. Dr. Rieder im Zeitraum 1997-99, in dessen Rahmen ich zu diesem The-
ma stief, sollten dann vor allem die theoretischen Grundlagen der Robustheit
fiir Zustandsraummodelle gekldrt werden, in Abgrenzung zu einem Ansatz wie
z.B. in der Princeton Studie (Andrews et al. (1972)), der allein mit empirischen
Simulationsstudien argumentiert und der in Bayreuth wohl schon aus Kapa-
zitdtsgriinden schwierig zu verfolgen gewesen wiére.

Vielmehr waren in den bisherigen Minimax—Ansétzen zur AO-Robustifizie-
rung im Zeitbereich von Masreliez und Martin (1977) und Schick (1989) und
Schick und Mitter (1994) die theoretischen Grundlagen teilweise noch klérungs-
bediirftig.

Das Ziel, Robustheit fiir Zustandsraummodelle begrifflich und theoretisch zu
klaren, stellte sich zu Beginn des Vorhabens auch im Hinblick auf die robuste
Variante des Kalman-Filters und —Glétters von Kiinstler (1995) und Fahrmeir

ISelbst in der allgemeineren Definition der Tt6—Prozesse, c.f. Karatzas und Shreve (1991)
benttigt man zumindest endliche zweite Momente des treibenden Prozesses, was aus Sicht der
Robustheit kritisch zu sehen ist.
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und Kiinstler (1999) . Deren Algorithmus, basierend auf dem Posterior-Modus,
erschien als das bislang einzige, zur gewiinschten Behandlung von IO—Ausreiflern
fahige Verfahren, wie in den zitierten Referenzen iiberzeugend in Datenbeispie-
len illustriert. Eine theoretische Absicherung im anvisierten Robustheitskontext
wurde allerdings hierbei nicht verfolgt. Zudem ist dieser Ansatz nur begrenzt
“on—line” —tauglich, da er nicht rekursiv ist, und die Problemdimensionen daher
mit der Zahl der Beobachtungen wachsen.

Diese Arbeit entstand wiahrend meiner Mitarbeit im Projekt DFG Ri 332/8-1
von 1997-99 und meiner Tétigkeit als wissenschaftlicher Assistent am Lehrstuhl
Mathematik VII in Bayreuth seit 1999.

Bei einem Forschungsaufenthalt auf Einladung von Prof. Dr. Hérdle im Ok-
tober 1999 am SFB 373 (“Quantifikation und Simulation Okonomischer Prozes-
se”) der Humboldt Universitét zu Berlin hatte ich die Gelegenheit, die rekursiven
Verfahren dieser Arbeit in das Programmpaket XploRe einzubinden und diese
in Form eines Tutorials in Ruckdeschel (2000b) zu dokumentieren.

Auf Einladung von Prof. Dr. Gather an den SFB 475 (“Komplexitéitsreduktion
in multivariaten Datenstrukturen”) nach Dortmund im November 2000 hatten
Prof. Dr. Rieder und ich Gelegenheit, das On-line Monitoring in der Intensiv-
medizin “live” kennenzulernen, als uns Dr. Imhoff bei einem Besuch der Inten-
sivstation der Stadtischen Kliniken Dortmund dieses vorfiithrte und erléauterte.

Bevor wir nun die neu zu definierenden Verfahren einfiihren, stellt sich zunéchst
die Frage in Abwandlung des SchillerZitats?:

“Was heifit und zu welchem Ende studiert man
[robuste Kalman—Filter]?”

Von einem Nicht—Mathematiker nach dem Inhalt dieser Arbeit gefragt, bietet
es sich an, diesen zunéchst an praktischen Beispielen abzustecken, bei denen
bisherige Verfahren an ihre Grenzen stoflen.

On-line monitoring in der Intensivmedizin

Die vielleicht vitalste Anwendung des Kalman—Filters ergibt sich in Gestalt des
On-line monitoring in der Intensivmedizin.

In der Intensivstation wird der Gesundheitszustand der Patienten mithilfe von
automatisch protokollierten Vitalsignalen, wie verschiedenen Blutdriicken, Herz-
frequenzen, Sauerstoffsittigung des Blutes usw. {iberwacht. Hierbei stellen sich
folgende Forderungen an eine rechner-gestiitzte Uberwachung — vgl. Gather
et al. (2000), Fried et al. (2000)

e schnelle Reaktionszeit bei tatséchlichen (dauerhaften?) Zustandsdnderun-
gen — sowohl auf erwiinschte, etwa nach Medikation, als auch auf unvor-
hergesehene, etwa bei auftretenden Komplikationen

e geringe Zahl an Fehlalarmen

e Konzentration der einstromenden Information — insgesamt bis zu 200 ver-
schiedene Signale in unterschiedlichen Abtastraten — auf wenige Output—
Signale

e Erkennung typischer Muster

2¢.f. Schiller (1962)
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e daneben weitere Ziele aulerhalb der Signalverarbeitung im engeren Sinn,
wie Ausfallsicherheit, Datenschutz fiir die iiberwachten Patienten und Da-
tensicherung zur anschliefenden Rechenschaft

Ein Ansatz, an dieses Problem heranzugehen, ist die Formulierung als ein Zu-
standsraummodell — vgl. Smith und West (1983) und Daumer und Falk (1998),
— und die in diesem Zusammenhang entwickelten Techniken zur Schétzung des
Zustands, v.a. die des Kalman—Filters zu verwenden.

zwei weitere typische Anwendungen

Beim Walzen von Stahl zu Stahlprofilen wird das Rohmaterial zunéchst durch
Walztechniken immer weiter verjiingt und schiefit schliefilich mit Geschwindig-
keiten von bis zu 120m/s aus den Pressen. Dabei kommt Hochprézisionsmef}-
technik mit extrem hohen Abtastraten — bis zu 400s~! zum Einsatz. Trotzdem
ist man am Walzende wegen der hohen Geschwindigkeiten nicht in der La-
ge, spezielle Profilmerkmale vollig zeitsynchron zu messen / kontrollieren, und
es miissen statistische Verfahren verwendet werden, um auf die nicht erfafiten
Profilstrecken zu schliefen. Um grofie Mengen an Ausschufl zu vermeiden, ist es
notig, schnell auf Stérungen auf der Walzstrecke reagieren zu kénnen, wobei aber
keinesfalls viele durch Mefistérungen ausgeloste Produktions—Stopps eingelegt
werden diirfen. In diesem Kontext werden bereits Methoden aus der robusten
Kontrolltheorie mit ihren, von unseren leicht abweichenden Begriffsbildungen
verwendet — vgl. Ringwood (2000).

In der Makro-Okonomie wird bei der Geldmengensteuerung versucht, die
Auswirkungen von Interventionen der Notenbank zu identifizieren und gegebe-
nenfalls zu optimieren. Hierzu werden relativ grofle Zustandsrdume zum Ein-
satz, etwa ein 5-dimensionaler Zustandsraum und ein 3-dimensionaler Beob-
achtungsraum in Brand (1998) eingesetzt, vgl. auch Pecchi (1993).

Waéhrend es sich bei den ersten beiden Anwendungen um sehr zeitkritische
Probleme handelt, zeichnet sich das letzte vor allem dadurch aus, dafl das Sy-
stem, der Zustandsraum, nicht vollsténdig bekannt ist und sogenannte Hyper—
Parameter aus den Daten mitgeschétzt werden miissen. Im zweiten Beispiel ist
die Kenntnis der Hyper—Parameter weniger das Problem als vielmehr die extrem
schnelle Verarbeitung. Im ersten Beispiel schliefllich kommt als Herausforderung
neben einem nicht vollstindig spezifizierten System und der méglichst schnel-
len Reaktion noch hinzu, dafl wir es bei einigen beobachteten Groflen klar mit
nicht—normalverteilten Variablen zu tun haben, weil sie iiber ldngere Zeitraume
(fast) konstant sind, um dann gréfiere Ausschlige zu produzieren.

Interventionsanalyse und robuste Verfahren?

Den Interventionen und unvorhergesehenen Zustandsdnderungen in den vorigen
Beispielen ist gemeinsam, dafl sie nicht die “Regel” sind, es sich also in einem
heuristischen Sinn um Ausreifler von den normalen Bedingungen handelt. Dies
legt nahe, sie auch im mathematischen Sinn als Ausreifler aufzufassen und solche
Verfahren zu verwenden, die bei Ausreiflern stabil bleiben. Es stellt sich also das

3Weitere Ansitze zur Interventionsanalyse finden sich in Box und Tiao (1975), Wei (1990),
Kapitel 9, pp. 184-204 und de Jong und Penzer (1998).
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Problem, robuste Verfahren im Zustandsraummodell zu entwickeln, zu bewerten
und zu realisieren. Dabei ergeben sich folgende wiinschenswerte Ziele

e moglichst genaue Zustandsschétzung

e Unempfindlichkeit gegeniiber systemfremden Storungen

e schnelle Reaktionszeit

e “on-line”-Fahigkeit

e eine fiir den Anwender einfach interpretierbare Form der Zustandsschét-
zung

e exakte Kenntnis des Systems nicht erforderlich
Dem entsprechen auf statistischer Seite

e hohe Effizienz bei der Zustandsschétzung im idealen Modell und akzepta-
ble Effizienz bei Abweichungen

e Unverzerrtheit im idealen Modell

o Unempfindlichkeit gegeniiber AO’s, SO’s*

e schnelle Reaktionszeit bei I0’s, LO’s*

e Rekursivitdt (evtl. m—Rekursivitit)

e leicht interpretierbare/kontrollierbare Form der Zustandsschétzung

e Mitschitzung der Hyper—Parameter ohne Beeintréichtigung der Zustands-
schiitzung — Adaptivitit im Sinn der Semiparametrik / robusten Stati-
stik

Inhalte dieser Arbeit

Wie eingangs angekiindigt, werden wir uns in dieser Arbeit dem Problem von
der theoretischen Seite her ndhern:
Ziel dieser Arbeit ist es, robuste Verfahren aus einem entscheidungstheoreti-
schen Standpunkt heraus im Zustandsraummodell zu entwickeln, die den oben
genannten Anforderungen geniigen.

Wiéhrend wir uns in Teil T der Arbeit — Kapitel 1-8 — mit der Zustands-
schitzung in einem vollsténdig bekannten System beschéftigen, entwickeln wir
in Teil II — Kapitel 9 und 10 — Verfahren zur robusten Schitzung der Hyper—
Parameter in einem zeitinvarianten Zustandsraum. Ein ausfiihrlicher Anhang
vervollstdndigt und vertieft die Darstellung.

In Kapitel 1 werden wir das Zustandsraummodell und die sich darin er-
gebenden Schétzprobleme formal definieren. Dabei werden wir die klassischen
Losungen in Gestalt des Kalman—Filters und —Glétters und ihre Optimalitéts-
eigenschaften erldutern. Anhand eines Beispiels werden die Defizite der klassi-
schen Losung unter Modellabweichungen dargestellt und anschlieend bisherige
Ansiitze zur Robustifizierung skizziert.

In den néchsten drei Kapiteln werden wir mit Analogieschliissen Ansétze, die
sich in anderen Kontexten der robusten Statistik als optimal erwiesen haben,
ins Zustandsraummodell {ibertragen:

4ygl. Abschnitt 1.4
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In Kapitel 2 nehmen wir die Eigenschaft des klassischen Kalman—Filters als be-
stes lineares Verfahren zum Ausgangspunkt einer rekursiven Robustifizierung,
dem rLS—Filter. Duncan und Horn (1972) haben den Kalman-Filter als Losung
eines gewichteten KQ-Problems gewonnen. In dem so entstehenden “Regres-
sionsmodell” mit stochastischem Parameter definieren wir, basierend auf der
robusten Regression wie in Kapitel 7 in Rieder (1994), in Kapitel 3 dieser Ar-
beit ein strikt rekursives — den rIC—Filter — und in Kapitel 4 ein m—Schritt—
rekursives, robustes Verfahren — den mIC-Glatter und —Filter.

In Kapitel 5 vergleichen wir dann die rekursiven, robusten Verfahren rLS— und
rIC-Filter in einer Mini-Studie im ersten Schritt eines Steady—-State Modells
mit weiteren in der Literatur als Robustifizierung vorgeschlagenen Verfahren.
Die statistischen Eigenschaften unserer Verfahren untersuchen wir in Kapiteln 6
und 7; in Kapitel 6 gehen wir dabei den Fragen der Unverzerrtheit, der Ab-
solutstetigkeit sowie der asymptotischen Normalitdt nach und widmen uns in
Kapitel 7 der Frage der (asymptotischen) Stationaritit der Verfahren.

In Kapitel 8 rechtfertigen wir — zumindest numerisch — die mit Analogie-
schliissen hergeleiteten Verfahren durch robuste Optimalitidt im Zustandsraum-
modell. Dazu verwenden wir einen geeigneten Ausreiflertyp, den SO?, und verall-
gemeinern ein Optimalitétsresultat von Birmiwal und Shen (1993). In einem ver-
einfachten Modell untersuchen wir die robuste Optimalitit im Minimax—Ansatz
sowie in einem an das Lemma 5 von Hampel (1968) angelehnten Ansatz sowohl
unter SO’s als auch unter AO’s. Im urspriinglichen Modell weisen wir [numerisch)]
nach, daf§ in einem noch zu definierenden Sinn der rLS-Filter optimal-robust
ist. Fiir den rIC—Filter zeigen wir anhand einer verallgemeinerten Cramér—Rao—
Schranke (fast—)Optimalitit. Eine Optimalitit des mIC—Verfahrens im I0-Fall
wird nicht betrachtet.

Um die Verfahren dieser Arbeit auch in Situationen zugénglich zu machen,
in denen das System erst aus den Daten ermittelt werden muf}; wenden wir uns
in den Kapiteln 9 und 10 der Frage der robusten Hyper—Parameter—Schéitzung
zu. Hierzu legen wir in Kapitel 9 zunéchst die theoretischen Grundlagen, indem
wir erst die lokal-asymptotische Theorie a la Le Cam und Hajek im Kontext
unvollstdndiger Beobachtungen bereitstellen und dann den EM—Algorithmus in
diese Theorie einordnen und robustifizieren.

In Kapitel 10 verallgemeinern wir den Ansatz aus Kapitel 9 auf Modelle mit
Zeitabhingigkeit, um so das Zustandsraummodell erfassen zu konnen. In ei-
nem Exkurs beantworten wir dabei die Frage der Identifizierbarkeit der Hyper—
Parameter mit einem lokal asymptotischen Ansatz. Der Spezialfall des normalen
Zustandsraummodells ist ausfithrlich dargestellt, und in diesem Kontext werden
wir einen klassisch—optimalen und einen robusten EM—Algorithmus entwerfen.

Untermauert werden diese Resultate durch einen ausfiihrlichen Anhang;:

In Anhang A wiederholen wir die wahrscheinlichkeitstheoretischen Begriffe der
schwachen und vagen Konvergenz, der gleichgradigen Integrierbarkeit, sowie der
Stationaritit und Ergodizitéit und geben eine asymptotische Charakterisierung
der Normalverteilung, die wir in Kapitel 6 verwenden. Ebenso stellen wir in
einem Abrif} die wesentlichen Optimalitdtsresultate des lokal-asymptotischen
Ansatzes im unabhéingig identisch verteilten Setup dar.

Fiir die Untersuchung der Glattheit des Zustandsraummodells bei der Schét-
zung der Hyper—Parameter benotigen wir einige multivariate Verallgemeinerun-

5vgl. Abschnitt 8.1.3
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gen der univariaten Theorie, die wir in Anhang B bereitstellen.

Bei der Frage der Stationaritdt unserer Verfahren kénnen wir einige Schliisse
recht einfach aus dem Sylvesterschen Trigheitssatz ableiten, indem wir eine
leicht verallgemeinerte Definition von positiv definit bei Matrizen verwenden.
Dies findet sich ebenso in Anhang C wie ein “Quick—and-Dirty—Algorithmus”
zur globalen Optimierung und ein Lemma zur konvexen Optimierung, welche
wir beide verschiedentlich in der Arbeit verwenden.

Anhang D stellt einige numerische Verfahren zur Bestimmung optimal-robuster
Influenzkurven fiir die Situation zur Verfiigung, daf die klassischen Scores [mul-
tivariat] normalverteilt sind.

In Anhang E schliellich geben wir ein numerisches Verfahren zum Handling
der block—tridiagonalen Matrizen an, wie sie bei der Verwendung einer blockge-
stutzten Variante des mIC—Glétters und —Filters auftreten.

Danksagung

An dieser Stelle gilt es allen zu danken, die mir bei der Erstellung der Arbeit
behilflich waren. Zu allererst ist hier mein Betreuer, Prof. Dr. Rieder, zu nen-
nen, der mir jederzeit mit Rat und Tat zur Seite stand, von dem ich wesentliche
Anregungen zum Inhalt der Arbeit erhielt, und bei dem ich die Begriffe der
asymptotischen und robusten Statistik erlernte. In meiner Zeit als Assistent
gab er mir die Gelegenheit, mit dem Thema verwandte Vorlesungen mit Ubun-
gen zu betreuen. Gerade in der Endphase des Zusammenschreibens hielt er mir
den Riicken frei und liefl mir gentigend Zeit fiir diese Aufgabe. Vor allem aber
sei ihm fiir seine Geduld gedankt — und auch fiir das Einschreiten, als aus dem
Projekt “Doktorarbeit” wegen meiner Vorstellung, ein moglichst umfassendes
Werk abliefern zu wollen, eine enzyklopédische Abhandlung zu werden drohte.
Von diesem Drang war nun auch die Zweitgutachterin, Prof. Dr. Gather, be-
troffen, die unter der eigenwilligen Umwandlung des olympischen Mottos in
“amplius, longius, gravius” zu leiden hatte und bei der ich mich an dieser Stelle
fiir das Koreferat bedanken méchte.

Bei einem Besuch in Dortmund auf ihre Einladung hin konnte ich — nicht
zuletzt auch dank der detaillierten Informationen von Dr. Imhoff eine tiefere
Einsicht in die Notwendigkeit gewinnen, “online”—taugliche robuste Verfahren
zu entwickeln.

Ein herzlicher Dank geht auch nach Miinchen, von wo aus mich Dr. Rita Kiinst-
ler in der Anfangsphase mit Erlduterungen zu ihrer Dissertation unterstiitzte.
Ebenfalls bedanken méchte ich mich bei Prof. Dr. Hérdle, der mir mit einer
Einladung nach Berlin die Gelegenheit gab, zumindest die rekursiven Verfahren
dieser Arbeit einer groBeren Offentlichkeit zuginglich zu machen.

Dank sei auch Dr. habil. Marlene Miiller, die mir neben der Betreuung ihrer
Vorlesung Stochastik I genug Freirdume fiir die Dissertation lief3.

Mein (fast—)Biironachbar Dr. habil. Christian Zillober hat sich dankenswerter-
weise die Zeit genommen, mich bei der numerischen Lésung des diskretisierten
Optimierungsproblems in Abschnitt 8.6.8 zu beraten und hat das Problem mit
den von mir gestellten Daten dann auch gelost.

Im Zusammenhang mit der Charakterisierung der Endlichkeit der multivariaten
Lokations—/Skalen-Fisher-Information in Abschnitt B.2 bedanke ich mich bei
PD. Grunau fiir den Hinweis auf Maz’ya (1985).



viii EINFUHRUNG UND INHALT

Ullrich Deichsel, Kulmbach / Bamberg, verdanke ich das Beispiel aus der Stahl-
industrie in dieser Einleitung, sowie Claus Greiber, Lehrstuhl VWL I in Bay-
reuth, das makro—6konomische Beispiel.

Besonderer Dank geht auch an meinen Kollegen Matthias Kohl, der sich seinen
wohlverdienten Italienurlaub mit dem Gegenlesen dieser Arbeit sicherlich nicht
versiifit hat. Fiir einige Tips zu I ITEX sowie fiir die administrativen “Guide-
Lines” bedanke ich mich bei Hans—Christian von Bothmer.

Auflerhalb der Universitdt mochte ich mich bei meinen Freunden und Ver-
wandten, besonders aber bei meinen Eltern fiir ihre Geduld bedanken, wenn die
eine oder andere Riickmeldung etwas langer auf sich warten liefl oder ich am
Telefon etwas abwesend war.

Abschlielend geht mein Dank aber an Kerstin Hartmann, ohne die ich sicher
nie fertig geworden wire, die sich — als Soziologin — beim Korrekturlesen an
die spezielle Sprache der Mathematik mit ihren vielen fremden Zeichen und For-
meln erst hat gewdhnen miissen und mich nicht nur einmal, als es aufs Ende
dieser Arbeit zuging, nach einer langen Sitzung am Institut erst einmal wieder
hat “erden” miissen. Daf} das alles sicherlich ihrem eigenen Promotionsvorhaben
gelinde gesagt nicht gerade forderlich war, macht meinen Dank nur noch gréfler.

I apologize for not making this thesis available to a broader scientific
public, writing in English, but as is provided for in the examination
regulations of the faculty for Mathematics and Physics at Bayreuth
University a PHD-thesis is to be written in German except for very
special cases.

At this stage I provide the reader with at least an English introduction
starting next page as well as a conclusion starting on p. 236.



Introduction and Contents

Genesis of this work

The motivation for this subject emerged from the research interests of my ad-
visor, Prof. Dr. Rieder, regarding robsutness theory for time series and state
space models.

According to this I had already studied the asymptotic statistics of time
series models in the framework of my diploma thesis (Ruckdeschel (1996)). Ro-
bustness questions first arose to me during practical stages as a student at the
at the Bayerischen Landesbank Girozentrale in Munich and Deutschen Bank in
Frankfurt, where I worked on risk control. The theoretical framework used in
this area is essentially® based on Gaussian distributional assumptions in form
of a driving Brownian motion.

Working with the data it became apparent that in real life — at least in
banking — these distributional assumptions do not withstand any tests. Ne-
vertheless the trading strategies derived from this theory work well in “common
day trading”. This suggests that it might be outliers that at the few exceptional
days lead to a minor model quality. By means of robust statistics it ought to
be possible to quantify the influence and perhaps even attenuate the effects of
these outliers.

At Bayreuth, Prof. Dr. Huber and Prof. Dr. Rieder studied the Kalman filter
as a recursive procedure, initially taking part in the in the DFG Research Center
“Real-Time Optimization of Large Systems” in 1995-1996.

The framework in which I came into contact with this topic was Prof. Dr. Rie-
der’s project DFG Ri 332/8-1 in 1997-99, continuing the studies for the Rese-
arch Center. The aim of this second project was, above all, to settle the theore-
tical basis of robustness in state space models, in contrast to an approach like
the Princeton Robustness Study (Andrews et al. (1972) ), which argues sole-
ly with empirical simulation studies. Such an approach would probably have
proven difficult to realize in Bayreuth considering the available capacities.

Moreover, up to then, in the main contributions to a robust minimax—
approach against AQO’s in the time domain, mainly due to Masreliez and Martin
(1977) and Schick (1989) and Schick and Mitter (1994), the theoretical founda-
tions had still not been settled in a completely satisfactory way.

The aim of settling robustness in the state space model conceptually and
theoretically also arose in the beginning of this project with respect to the ro-

SEven for the definition of the more general Ité—processes, c.f. Karatzas and Shreve (1991),
we at least need second moments; this assumption is to be seen criticically from the point of
view of robustness.

ix
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bust variant of the Kalman filter and smoother of Kiinstler (1995), Fahrmeir and
Kiinstler (1999). Up to then, their algorithm based on the principle of posterior
mode seemed to be the only one, capable of treating IO’s in a desired way, as
illustrated by convincing data examples in the cited references. A theoretical ju-
stification in the envisaged robustness context however was not pursued. As this
approach is not recursive, the dimensions of the problem grow with the number
of observations, and thus the use of this procedure “on—line” is restricted.

This thesis is the result of research begun during my employment at the
DFG-project DFG Ri 332/8-1 from 1997-99 and continued after I became as-
sistant at the chair Mathematics VII at Bayreuth University in 1999.

Invited by Prof. Dr. Hérdle to Berlin to the SFB 373 (“Quantifikation und
Simulation Okonomischer Prozesse”) of Humboldt University in October 1999,
I was given the opportunity to implement the recursive procedures of this the-
sis within the XploRe—package and to document them in form of a tutorial in
Ruckdeschel (2000b), thus making them accessible to a broad public.

Together with Prof. Dr. Rieder, I was invited by Prof. Dr. Gather to the SFB
475 (“Komplexitétsreduktion in multivariaten Datenstrukturen”) at Dortmund
in November 2000. There we were given the possibility of seeing on-site how
on-line monitoring in intensiv care works in praxis, as Dr. Imhoff showed and
explained to us in detail at a visit to the surgical department of Community
Hospital Dortmund.

Before we propose some new procedures in this field, in this slight modifi-
cation of Friedrich Schiller’s” headline for his course on universal history, we
should perhaps first answer the question

“What is and to which end do we study [robust
Kalman filtering]?”

Asked this question regarding the content of this thesis by a non-mathemati-
cian, it should be worthwhile starting with some practical examples showing up
the limitations of procedures used up to now.

On-line monitoring in intensive care

The most vital application of Kalman filtering is probably the task of on-line
monitoring in intensive care:

For this the state of health of a patient is monitored, automatically protocolling
vital signals such as different blood pressures, heart frequencies, pulsoximetry,
etc. In a natural way the following requirements to a computer—based monitoring
arise — c.f. Gather et al. (2000), Fried et al. (2000)

e short response times to actual (lasting) changes of state — as well w.r.t.
desired ones, e.g. after medication, as w.r.t. unforeseeable ones, e.g. after
spontaneous complications

e small number of false alarms

e concentration of incoming information to a few output signals — up to
200 different signals with different sampling rates are used as input

7c.f. Schiller (1962)
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e detection of typical patterns

e further goals beyond the scope of signal processing in a narrow sense
such as failure safety, protection of privacy for the patients monitored
and consistent and complete book—keeping of the records for subsequent
accountance

One approach to comply with these requirements is to formulate the problem
as a state space model — c.f. Smith and West (1983) and Daumer and Falk
(1998), — and to use the techniques for state estimation developed in this
context, especially those of Kalman filtering.

Two more applications

In the process of rolling steel to steel profiles or to wire, the raw material is
progressively thinned out by big rolls, and finally shoots out with a speed of up
to 120m/s at the end of the production line. In this framework high precision
laser measurement equipment is being used with extremely high sample rates —
up to 400s~! to control the process. Nevertheless it is technically not possible to
measure / control particular profile features in a completely time synchronous
manner due to the high speed of the out—coming steel. So statistical procedures
are employed to infer on the unobserved profile range. In order to avoid large
amounts of junk it is necessary to be able to react quickly on malfunctions
in the production line, where by no means many production breaks are to be
incurred due to measurement failures. In this context methods from robust
control theory are being applied already using notions slightly differing from
ours — c.f. Ringwood (2000).

An important task in money supply control in the field of macro—economics is
to identify effects of interventions of the central bank and if possible to optimize
them. In this area relatively large state space models are used, e.g. of dimensions
5 in the state space and 3 in the observation space are proposed in Brand (1998),
also c.f. Pecchi (1993).

While the first two applications are very time—critical problems, the last one
is special because only the dimensions of the assumed state space model and the
observation mechanism are known and so—called hyper parameters have to be
estimated from the data. In the second example knowledge of the hyper parame-
ters is not so much a problem as the speed of processing. In the first example,
we additionally have the challenge of some obviously non—Gaussian variables
among the observed data, being (practically) constant over long periods of time
and then giving rise to some sharp peaks.

Intervention analysis and robust procedures®

The interventions and unforeseen changes of state discussed in the previous
examples have in common that they are not the regular behavior, loosely spoken
they are outliers. This suggests interpreting them as outliers in a mathematical
sense as well and therefore just admitting procedures that remain stable in
the presence of outliers. So we are confronted with the problem of designing,

8Further approaches to intervention analysis may be found in Box and Tiao (1975), Wei
(1990), chapter 9, pp. 184-204 and de Jong and Penzer (1998).
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judging and realizing robust procedures in the framework of state space models.
Desirable goals in this context would be

e state estimation as accurate as possible

e insensitivity w.r.t. system—exogenous disturbances
e short response time

e “on-line”—capability

e a state estimator easily interpretable by the user

e no need of exact knowledge of the system
This corresponds to the following requirements on side of the statistician

e high efficiency for state estimation in the ideal model and acceptable effi-
ciency in the presence of outliers

e unbiasedness in the ideal model

e insensitivity w.r.t. AO’s, SO’s?

o short response times w.r.t. I0’s, LO’s’

e recursiveness (maybe m-recursiveness)

e an easy—to-interpret/control form of the state estimator

e joint estimation of hyper parameters without affecting state estimation —
adaptivity in the sense of semi—parametric / robust statistic

Contents of this thesis

In contrast to the practical applications illustrated above, we will approach the
problem theoretically: This thesis intends to develop robust procedures for the
state space model arising from a decision theoretic point of view that comply
with the above-mentioned requirements.

While in part I of this thesis — chapters 1-8 — we are dealing with state
estimation assuming a completely specified model, in part II — chapters 9 and
10 — we will develop procedures to robustly estimate the hyper parameters in
a time—invariant state space model. A detailed appendix completes and deepens
this elaboration.

In chapter 1 we define the state space model and pose the resulting estima-
tion problems in a rigorous manner. Doing so we will recapitulate the classical
solutions in form of the Kalman filter and smoother and their optimality pro-
perties. By means of an example we illustrate the defects of the classical solution
under model deviances, followed by review of approaches to robustification in
this area so far.

In the subsequent three chapters, we will transfer approaches by analogy to the
state space model framework that have proven optimal in different contexts of
robust statistics:

In chapter 2 we start with the property of the classical Kalman filter to be
optimal among all linear procedures: This property is used to define a recur-
sive robustification, the rLS filter. Duncan and Horn (1972) have shown that
the Kalman filter can be interpreted as the solution to weighted least squares

9¢.f. section 1.4
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problem. In the “regression model” with a stochastic parameter arising in this
approach we design a strictly recursive, robust procedure in chapter 3 — the
rIC filter — and an m-step-recursive robust procedure in chapter 4 — the
mlIC smoother and filter — both based on robust regression as to be found in
chapter 7 in Rieder (1994).

In chapter 5 we conduct a mini—study on the behavior of the rLLS and rIC filters
at the first step of a steady state model. In this study we compare these recur-
sive, robust procedures to further procedures discussed in the literature.

The statistical properties of our procedures are examined in chapters 6 and 7;
in chapter 6 we discuss the questions of unbiasedness, absolute continuity and
asymptotic normality. After that we concentrate on the question of (asympto-
tic) stationarity of our procedures in chapter 7.

In chapter 8 we justify — at least numerically — the procedures within the state
space model, which up to then were just based on formal analogy to robustness
problems in different contexts. To do so we use a suitable type of outlier, SO'°,
and generalize an optimality result by Birmiwal and Shen (1993). In a simpli-
fied model we study robust optimality for both AO’s and SO’s with a minimax
approach as well as with an approach based on Lemma 5 of Hampel (1968). In
the original model we show [numerically], that in a sense yet to be defined the
rLLS filter is robustly optimal. For the rIC filter we show (near) optimality by
means of a generalized Cramér—-Rao—bound. Optimality of the mIC—procedure
for the IO—case is not considered.

In order to make these procedures accessible also in the situation of a system

yet to be estimated from the data, we address the question of robust hyper
parameter estimation in chapters 9 and 10. For this we build up the theoretical
fundament in chapter 9, providind the local-asymptotic theory a la Le Cam and
Hajek in the context of incomplete observations. We then cast the EM algorithm
into the framework of this theory, proposing a robustification.
In chapter 10 we generalize the approach from chapter 9 to models with time—
dependencies, thus covering the state space model. In an excursus we answer the
question of identifiability of the hyper parameters by means of a local asymptotic
approach. The special case of a Gaussian state space model is illustrated in
detail, and in this context we design both a classically-optimal and a robust
EM algorithm.

These results are supported by a detailed appendix:

In appendix A we recapitulate the notions of weak and vague convergence, of
uniform integrability as well as stationarity and ergodicity in probability theory.
We furthermore give an asymptotic characterization of the normal distribution,
that is used in chapter 6. Finally, in a short abridge, we summarize the essential
optimality results of the local-asymptotic approach in the setup of i.i.d. obser-
vations.

For the study of smoothness of the state space model in the estimation of the
hyper parameters, we need some multivariate generalizations of univariate theo-
ry, which are provided in appendix B.

Using Sylvester’s law of inertia we can quite easily draw some conclusions on
stationarity of our procedures, if we work with a slightly generalized notion of
positive definiteness of matrices. This can be found in appendix C as well as
a “quick—and—dirty algorithm” for global optimization and a lemma for convex

10¢ f. section 8.1.3
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optimization, both of which are used at different places within this thesis.
Appendix D contains some numerical procedures for determining optimal-robust
influence curves for the situation that the law of the classical scores is a [multi-
variate] normal distribution.

Eventually, in appendix E we present a numerical procedure for the handling
of block—tridiagonal matrices as occurring in the mIC smoother and filter when
using a blockwise—clipped version.
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s Cov[Aﬁtls]
MFX Kalman—Gain zum Zeitpunkt ¢
Jy Eﬂ?Ftll(E?fm)_l
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bl Clipping-/Stutzhohe
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Kapitel 1

“klassischer” Rahmen

1.1 das Zustandsraummodell

1.1.1 Definition

Der Rahmen der vorliegenden Untersuchung ist das Zustandsraummodell, das
sich ergibt, wenn wir auf einen RP —wertigen Zustand (3; nur indirekt in Form
von R?-wertigen Beobachtungen y; schlieBen kénnen.

Genauer ergibt sich folgendes Modell fiir Matrizen F; € RP*P | Z, € RI*P,

B = Ffi1+twu (1.1)
Y = Zibite (1.2)

mit Imnovationen vy und Beobachtungsfehlern ¢; und einem Anfangszustand
Bo . Dabei sind die Matrizen F;, Z; deterministisch, die Innovationen v; und
die Fehler e, mithin auch die Zustéinde 3; und die Beobachtungen y; zuféllig.

Bemerkung 1.1.1 Synonyme fiir Zustandsraummodelle sind Hidden Markov
Models (HMM) (vgl. Kiinsch (2001)) und Dynamische Lineare Modelle (DLM)
(vgl. Harrison und Stevens (1976), West und Harrison (1989)).

1.1.2 Verteilungsannahmen

Uber die Verteilung dieser Zufallsgrofien im idealen Modell werden wir in den
verschiedenen Abschnitten der Arbeit je nach Anforderungen folgende Annah-
men benutzen:

(V1) Verteilungen mit endlicher Fisher—Information

v R G, G mit endlicher Lokations—/Skalen-Fisher-Information

&t uly H, H mit endlicher Skalen—Fisher-Information

Bo~Go  Bo,{et},{v:} als Prozesse sto. u.,
(1.3)
wobei die Begriffe [Lokations—|/Skalen-Fisher-Information im Sinn von
Abschnitt B.2 zu verstehen sind.
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(V2) treibende Prozesse als unkorrelierte, weile Rauschen

E[Bo] = ao, E[v] =0, Ele] =0,
Cov[Bo] = %o, Cov(ve] = Q1, Covles] = Vi,
Covles, 1) =0Vs #t, Covlvs,v] =0Vs #£t, Covles,v;] =0Vs,t
(1.4)
(V3) Gaufisches Zustandsraummodell
(o Sto'\.’uv Np(07 Qt)? Et Sto'\.’uv Nq (07 ‘/vt)? (15)
Bo ~ Np(ao,X0),  Bo.{et},{vt} als Prozesse sto. u.,
(V4) GauBsches, zeitinvariantes Zustandsraummodell
Ut uAiJVA Np(oa Q)7 Et u..’l\-“V. Nq(oa V)a (16)

Bo ~ Np(ao,X0), Bo,{et}, {vi} als Prozesse sto. u.,

Im ersten Teil der Arbeit gehen wir dabei mindestens von (V2) aus, in weiten
Teilen sogar von (V3) oder (V4).

Dabei nehmen wir stets an, dafl wir die Hyper—Parameter Fy, Z;, Q;, V; ken-
nen, wobei wir in Kapitel 7 die (asymptotische) Stationaritéit unserer Verfahren
in dem Fall untersuchen, daf} die Hyper—Parameter zeitinvariant sind.

Von dieser Zeitinvarianz gehen wir auch im zweiten Teil der Arbeit aus,
nehmen aber nur noch an, dafl wir Z; = Z kennen, daf} die restlichen Hyper—
Parameter aber aus den Daten mitzuschétzen sind. Dazu benutzen wir dann
(V1), vgl. Abschnitt 10.5.

1.1.3 Abgrenzung

Diese Sperzifikation eines Zustandsraummodells ist keinesfalls die einzig mo6g-
liche, und so grenzen wir uns in diesem Abschnitt von weiteren Zustands-
raumdefinitionen ab.

deterministisch / stochastisch

Auch in der Steuerungs—/Kontrolltheorie beschéftigt man sich mit Zustandsriu-
men, wenn auch mit anderer Akzentuierung. Untersuchungsobjekt ist! ein dyna-
misches System [(T;2;Q;U), z, g] mit Zeitbereich T, Zustandsraum ¥, Steu-
erungs—Raum U, mit U einer Menge von Funktionen w : T — €, einem Zu-
stand x(t), der sich mit einer Ubergangsfunktion ¢ als x(t) = ¢(t,u|:1, 2(to))
entwickelt, und einem Beobachtungsmechanismus ¢, der zu einem Zeitpunkt
t € T die Beobachtung y(t) = g(z(t), u(t),t) generiert.

In diesem Zusammenhang stellt man sich beim Problem der der optimalen
Steuerung / Kontrolle die Aufgabe, zu einem Anfangswert (to,z(tg)) € T x X
und einer reellwertigen Verlustfunktion?, die zu einer Steuerung u € U den
Wert J(z(to),to,u,x,t) liefert, diejenige Steuerung @ € U zu finden, die J
minimiert.

Aus dieser Theorie konnen wir viele Begriffe iibernehmen, vgl. Abschnitt 7.2;

Ivgl. Athans und Falb (1966), pp. 165-194
2im Kontext der Kontrolltheorie oft auch Performance-Index
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identifizieren wir 7' ~» Ng, ¥ ~ RP| Q ~ R, z(t) ~ O, u(t) ~ v,
y(t) ~ ZB;, wobel wir g; =0 und

Bt ul(to5, 7(to)) = ve + 22;11 Fiojrive—j + Frafo

mit Fy; = Fs-...- F; setzen, so werden die Zusammenhéinge mit unserer Defi-
nition klar.

Darauf aufbauend hat sich eine stochastische Variante der Kontrolltheorie ent-
wickelt, bei der es zusétzlich zu der Zustandsraummodellierung in (1) und (2)
einen externen Steuerungsprozefl u; gibt, der von y;.;—; abhingen darf, was
sich in einer Modifikation von (1) zu

By = FyfBi—1 4+ vy +uy (1.7)

niederschligt. Dieser Erweiterung entspricht auf der Zeitreihenseite die Verwen-
dung von ARMAX-Modellen — X fiir exogene Variable, vgl. etwa Liitkepohl
(1993), 13.2.1.c, Caines (1988), pp. 97, Hannan und Deistler (1988).

Den aus der deterministischen Kontrolltheorie zur Verfiigung stehenden Begrif-
fen der Beobachtbarkeit, Kontrollierbarkeit und ihre Abschwéichungen, vgl. Ab-
schnitt 7.2, stehen entsprechende Begriffsbildungen der stochastischen Kontroll-
theorie gegeniiber, die wir in Abschnitt 7.3 einfithren und die wir fiir Stationa-
ritdtsiiberlegungen unserer Verfahren nutzen.

Ohne hier auf weitere Literatur aus diesem Bereich einzugehen, verweisen wir
stattdessen auf die entsprechenden Rubriken in der (MSC2000)—Klassifikation.
Man wird hierzu fiindig unter 49-XX, 34HO05, 34K35, 65Kxx, 90Cxx und 93-XX.

Zeit: diskret / kontinuierlich

Wie schon in (1) klar wird, ist der Setup, in dem wir auch wihrend der gesam-
ten Arbeit bleiben werden, zeitdiskret, wihrend in den meisten Lehrbiichern zur
Kontrolltheorie vorrangig der zeitkontinuierliche Fall behandelt wird.

Fiihrt der zeitdiskrete Ansatz zwanglos zu — moglicherweise stochastischen —
Differenzengleichungen, so kommt man im zeitkontinuierlichen Setup unweiger-
lich zu gewohnlichen [stochastischen] Differentialgleichungen.

Ohne Robustheitsaspekte zu beriicksichtigen, wird dieser Ansatz im stochasti-
schen Bereich etwa in den Lehrbiichern von Kushner (1967; 1971) verfolgt, ent-
sprechende Kapitel finden sich auch in Anderson und Moore (1990) und Chen
(1985).

Zustandsraum: diskret / kontinuierlich

Eine weitere Unterscheidung ergibt sich aus der Frage, ob der Zustandsraum
diskret oder — wie im Kontext dieser Arbeit — beliebig ist.

Fiir ersteren kann man — insbesondere, wenn es nur endlich viele Zustdnde
x; gibt, — ohne Mehraufwand alle Zustandsiibergéinge §; — (i1 durch die
Angabe der Ubergangsverteilung p; ; = P(Biy1 = ;|3 = ;) zulassen und
muB sich nicht auf lineare Ubergiinge beschrinken.

Dies fiihrt auf die Theorie der Hidden Markov Models, wie sie sich zum Beispiel
in Elliott et al. (1995) dargestellt findet. Allgemeinere Zustandsrdume werden
dabei zwar erfaf3t, sind aber wesentlich schwieriger zu behandeln, weil man dort
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die Theorie der Markov—Prozesse auf beliebigen Zustandsraumen?® benstigt.
So ist auch ein Theorem iiber die LAN—Eigenschaft von HMM’s auf beliebigen
Zustandsrdumen von Jensen und Petersen (1999) in unserem Kontext nicht
anwendbar, da dort ein kompakter Zustandsraum gefordert wird.

Uberginge: linear / nichtlinear

Wie in (1) und (2) ersichtlich ist, beschréinken wir uns auf lineare Zustandsriu-
me. In der Literatur werden aber — durchaus auch fiir beliebige Zustandsrdume
— auch nichtlineare Ubergiinge und Beobachtungen betrachtet, etwa als physi-
kalisches Modell in Anderson und Moore (1979) , pp. 195-204, bei dem man

By = Ft(ﬂt—l) + vy, Yt = Zt(ﬂt) + &t (1.8)

mit differenzierbaren F,, Z, unter (V3) betrachtet. Fiir diese Modelle ver-

wendet man dann etwa den FExtended Kalman-—Filter, B;’l‘;‘(, in dem man im

Korrekturschritt F; und Z; jeweils an der Stelle ﬁ;ﬁﬁl linearisiert,

Fy~ Filgas s Zy~ Zi|gece
setzt und dann den klassischen Kalman—Filter verwendet, und als Pradiktions-
schritt ﬂjfflt = Ftﬂa‘ﬁl setzt. Weitere Beispiele fiir nichtlineare Erweiterungen
des Zustandsraummodells finden sich in West und Harrison (1989), Kap. 13.

Historischer Abrif3

Urspriinglich kommt die Idee des Filterns laut Anderson und Moore (1979) aus
dem Bereich des Elektro—Ingenieurwesens und war zunéchst primér frequenzori-
entiert. Von statistischer Seite kamen dann wesentliche Ansté3e von Kolmogoroff
(1941), sowie von Wiener (1948; 1949) , allerdings waren diese Ansitze an die
Stationaritéit des Zustandsprozesses gekniipft. Ein entscheidender Durchbruch
auch fiir nichtstationire Zustandsprozesse waren schlieflich die Arbeiten von
Kalman (1960) und Kalman und Bucy (1961). Die dort vorgestellten Verfahren
haben sich in der Folge in mehrerer Hinsicht als optimal herausgestellt, was
Morris (1976) zu der These veranlafit hat, der Kalman-Filter sei ein robuster
Schétzer (c.f. Schick und Mitter (1994)).

In Wahrheit ist der Kalman-Filter allerdings nicht robust — was wir in
dieser Arbeit auch nachweisen werden. Das eigentliche Ziel dieser Arbeit wird
es daher sein, effizient berechenbare, robuste Alternativen zum Kalman-Filter
zu entwickeln.

1.2 Problemstellung und klassische Losung

1.2.1 Filter—/Gliattungs—/Vorhersage—Problem

Wenn wir fiir den Vektor der Beobachtungen

Y1t = (y{77yz-)7 (19)

3vgl. auch Abschnitt 7.3
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schreiben, so stellt sich das Problem, eine Schitzung fiir §; auf Basis y1.; zu
finden. Dabei gehen wir davon aus, dafl wir ag = E[3y] kennen. Je nachdem, ob
s <t, s=t oder s>t ist, sprechen wir vom Vorhersage—, vom Filter— oder
vom Gldttungs—Problem.

Verwenden wir die quadratische Verlustfunktion, so gilt es, den im Sinne des
mittleren quadratischen Fehlers — im folgenden MSE — besten, y;.s —mefibaren
Schétzer f; fiir §; zu finden, also

E[B — fi(y1:s)]* = min!. (1.10)

t

Dieses Problem wird bekanntlich durch den bedingten Erwartungswert gelost:

ft(ylzs) = E[ﬂthﬂ:s] = ﬂt|s~ (1-11)

Dieser ist aber im allgemeinen kaum praktikabel auszuwerten, und so reduziert
man die Schwierigkeit, indem man nur lineare Schétzer zulést. Dies fiithrt auf
kleinste-Quadrate—optimale Verfahren, auf deren Herleitung wir noch néher ein-
gehen.

Zur Ermittlung dieser optimalen, linearen Schétzer gibt es effiziente rekursive
Verfahren, die unter dem Namen Kalman—(Bucy)-Filter bzw. Kalman—Glitter
bekannt sind und auf die Arbeiten von Kalman (1960) und Kalman und Bucy
(1961) zuriickgehen.

1.2.2 der klassische Kalman—Filter und seine Glattungs—
und Vorhersagependants

Kalman—Filter

Der klassische Kalman—Filter ist definiert als

Initialisierung: /6’(‘)(“8 = ao, Eg“(‘) = Qo
Prédiktion: t}‘ﬁil = Ftﬂf'f, Z;‘l‘;l = th?fl‘t,lFfﬁ-Qt
Korrektur: My = X225 27 + Vi)t (1.12)
f\? = ﬁfﬁ(—l + My (ye — Ztﬂﬁ?_ﬂ
E?ﬁ( = i<|}t<—1 - MtKKZtEi}f\}t(—l

Dabei heifit M auch Kalman—-Gain, und X¥¥ | resp. E?I‘t( sind die Kovari-
anzen des Vorhersagefehlers resp. des Filterfehlers

ABES = B, — B, ABES = B — B5L. (1.13)

Fiir die Groflen M{% und E?ﬁ( ergeben sich auch die Darstellungen

=57 = (©5) T+ 2V 2, (1.14)
MES = Sz (1.15)
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Kalman—Vorhersage

Als Vorhersage fiir §6; aufgrund von y;.5, t —s > 1 und deren Fehlerkovarianz
ergeben sich folgende Terme, basierend auf dem Kalman—Filter

B = R8N, w1
SEC = XSS FT +Q

Kalman—Glitter

Der klassische Kalman—Glétter und seine Fehlerkovarianz basieren ebenfalls auf
dem Kalman—Filter und sind fiir ¢t =7T,...,1 definiert als

ﬁ;iKHT = 61{(7}(1\t71 + Jt—l(ﬁfﬁr{” - ﬁiil
Ji_1 = Z?fllt_lF[(Ef‘ff_l)*l (1.17)
Ei{fl\T = E;{Elﬁ—l + Jt*I(ZtKEUT - E:Is?t(q) i1

Wenn aus dem Zusammenhang klar, lassen wir das Superskript KK weg.

1.2.3 Eigenschaften des klassischen Kalman—Filters
zentrale algorithmische Eigenschaften des Kalman—Filters

An dieser Stelle halten wir schlagwortartig einige der unserer Ansicht nach zen-
tralen Punkte des Kalman—Filters fest

e cine einfach verstidndliche Struktur, die in einen Initialisierungs—Schritt,
einen Vorhersage—Schritt und einen Korrektur—Schritt zerfillt

o der Korrektur—Schritt 148t sich als lineare Funktion einfachst auswerten

e die gesamte Information aus der Vergangenheit, die fiir eine Schitzung
eines zukiinftigen Zustandes genutzt wird, ist im Wert von ﬁfﬁ(—l zusam-
mengefafit

e der Korrektur—Schritt ist linear und daher nicht robust, denn y; geht
unbeschrénkt in den Wert von ﬁf‘f ein;

Diese Eigenschaften — bis auf die letzte — wollen wir versuchen, in unseren
robusten Filtern so weit wie moglich beizubehalten.

Optimalitit des Kalman—Filters unter allen linearen Schitzern

Fiir spétere Zwecke wiederholen wir an dieser Stelle die wesentlichen Argumen-
te, die zeigen, dafl der klassische Kalman—Filter optimal unter allen linearen
Verfahren ist, wobei wir (V2) 4 verlangen.

4fiir eine Darstellung bei korrelierten vs, e; siche Anderson und Moore (1979), Kap. 11
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Sei dazu L§ = LE(PwbPd) |k = p ¢ der Hilbertraum der ({y,},{8:})~
mefbaren, R¥ —wertigen Funktionen f mit J1fI?dP < oo, und ling(yy:) der
durch lineare Transformationen der Gestalt

a+ Y5y Ay, Aj R ap €RY, (1.18)

aufgespannte, abgeschlossene Untervektorraum des L5, sowie entsprechend
ling (y1.0) der durch die Konstanten im R¥ erzeugte, abgeschlossene Untervek-
torraum. Dann erhalten wir die orthogonale Zerlegung

ling(y1:¢) = ling(y1.4—1) @ ling (Ay;™), (1.19)

wobei Ay sich als orthogonaler Rest bei der Projektion von y; auf ling(yi.4—1)
ergibt. Schreiben wir nun oP(x|A) fiir die orthogonale Projektion von x auf
ling(A) mit k& der Dimension von z, und setzen bereits voraus, daf} sich ﬁt“‘;‘fl

KK

als oP(B:|y1.+—1) ergibt, so erhalten wir

oP(ytly1:e-1) = Ztﬂfﬁ(—p
denn nach (2) ist y, = Z;6; + ¢, und nach (V2) ¢; L ling(y1.4—1). Daher ist
AyEE =y, — Ztﬁfli‘_l, und die (Ayf¥); bilden ein Orthogonalsystem in Li.
Somit ergibt sich rekursiv

Bojo = oP (B |y1:0) = E[Bo] = ao (1.20)
Biim1 = oP(B " |yie—1) = BB q (1.21)

ﬁf\f&( = oP(B"|y1e) = OP(ﬁtk‘Jl -1) +oP(B:|Ay;) =
= ﬁt|t 1 +oP(B — t|t 11Ay) (1.22)

Gleichung (21) erhélt man dabei, weil nach (1) 8; = Fi8:—1 +v; und nach (V2)
vy L lin, (y1.4—1) ist.
Um oP(AGFX|AysS) zu bestimmen, betrachten wir das lineare Modell

Ay = Z,AB + . (1.23)
Dann ergibt sich oP(ASF¥|Ayf®) mit den Momenten

EAGS =0, EAy<=0, CovAFF =g,

Cov(Ayys, AGFS) = ZiXi_1, Cov Ay = ZBE L Z] + Vi
als Losung des Kleinste-Quadrate-Problems

E|AS — MAy]? = min ! (1.24)
MERPX‘I

Nutzen wir nun die Normalengleichung aus, die durch die Minimalitdt im Lo—
Sinn impliziert wird, erhalten wir:

AB—MAy L MAy VM

ie. E[(AS — MAy)"(MAy) =0  YM (1.25)

& EB[A8-MAy)(Ay)T] =

& M =E[(A5)(Ay)T]E[(Ay)(Ay)T] ™!
=1 Z{ 281 27 + VT (1.26)

Bemerkung 1.2.1 Eine andere Art, den Ausdruck optimal im KQ-Sinn zu
rechtfertigen, ergibt sich aus Lemma 3.1.1.
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weitere Optimalititen unter (V3), (V4)

o Es gilt Bﬁf: = Bis:

Proposition 1.2.2 Im Gaufischen Fall, also unter Verteilungsannahme
(V3) bzw. (V4), ist der so bestimmte Kalman—Filter sogar optimal unter
allen y1.; —mefbaren Verfahren.

BEwEIs: Im Gauflschen Fall ist der bedingte Erwartungswert linear —
vgl. Lemma A.2.1. Y/

° ﬂflf ist Posterior-Modus:

Proposition 1.2.3 Im Gauflschen Fall, also unter Verteilungsannahme
(V3) bzw. (V4), gilt

ﬁflff = argmaxp'@“y“:ygzt (ﬁ;yizt) (1.27)
B

BEwEIS: Im Gauflschen Fall fallen nach Proposition 1.2.2 Kalman—Filter
und bedingter Erwartungswert zusammen. Andererseits ist die Dichte von
ﬁ;“f als Dichte einer Normalverteilung unimodal und symmetrisch um den
(bedingten) Erwartungswert verteilt, so dal dieser mit dem Modalwert
zusammenfillt. Y/

fﬁ‘ ist ML—Schétzer in einem Regressionsmodell

Wie wir in Kapitel 3 zeigen werden, 1483t sich der Kalman—Filter auch als
ML-Schétzer eines gewissen Regressionsmodells gewinnen.

1.3 Charakterisierung der Linearitéit des beding-
ten Erwartungswertes

In Proposition 1.2.2 haben wir gesehen, dafl der klassische Kalman—Filter als
bester linearer Filter im Gauflschen Kontext sogar optimal unter allen ;.. —
meflbaren Verfahren ist, weil der bedingte Erwartungswert E[(A)B|(A)Y] in
diesem Fall linear ist. Diese Eigenschaft wird sich auch als wesentlich fiir die
Optimalitdt des rLS—Filters herausstellen, den wir in Kapitel 2 einfithren wer-
den.

Es stellt sich die Frage, ob diese Linearitiat an die Normalitédt gebunden ist, oder
auch auflerhalb von Normalverteilungsannahmen erreicht werden kann. Hierzu
kann man folgende Antwort geben:

Theorem 1.3.1 Seien X, ¢ unabhingige RP — bzw. R? —wertige Zufallsgrifien,
E[X]=0,EXX"|=%,Ee=0 E[ec"] =V = 0. Wir betrachten Y := ZX +¢
mit 0 # Z € RT”P bekannt, und es gelte tk(ZXZ™ +V) =q.

(a) Ist E[X|Y]= MY mit einem M € RT”P | so gilt

M=%7Z"(Z2Z" 4+ V) ! (1.28)
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(b) Sind die Verteilungen L(e +1t), t € supp(L(ZX)) mit
supp(L(ZX)) == {A€B” : A=A, P(ZX € A)=1}

durch ein translationsinvariantes, o —finites Mafl ps € My(BY) dominiert, d.h.
gibt es ein o —finites Maf§ p1 € M,(B?), so daff VA € B, B € BY

P(X €A YeB)= / La(2) Ip (0)p*(y — Za)p™ (@) (do)pa(dy)  (1.29)

mit einer py —Dichte pX und einer s —Dichte p, und besitzt die charakteristi-
sche Funktion von ¢ keine Nullstellen in R? | so gibt es hochstens eine Verteilung
Fy = Fo(L(e)) von ZX, so dafi der bedingte Erwartungswert linear ist.
Hinreichend fiir die Ezistenz einer solchen Verteilung ist die Existenz einer dif-
ferenzierbaren, positiv semidefiniten Abbildung f : RP — R, so daf§ fiir alle
teR? und i=1,...,p

1 . 0 6 d
;((Hp MZ)"'M);, oy, logp®| = 3o, log f| . (1.30)
Dann kann PX als Verteilung mit charakteristischer Funktion p~ := f gesetzt
werden.

(c) Fiir p=gq =1 ist die Existenz einer Abbildung f mit (30) fir beliebi-
ges ¥ dquivalent mit der Tatsache, daf € ~ PS , PS5  eine unendlich teilbare
Verteilung mit endlicher Varianz, also (vgl. Loéve (1960), p.292)

log pS, (u) = c/(ei“x — 1 —iux) /2% G(dz), (1.31)

wobet PS, die charakteristische Funktion von PS5 ist, 0 < ¢ < oo eine Kon-
stante, G irgendein Wahrscheinlichkeitsmaf auf B .
In diesem Fall muf fiir einen linearen bedingten Erwartungswert X der Vertei-
lung P& mit charakteristischer Funktion p (t) = (55, (t))Z°2/V) folgen.

(d) Gilt e ~ N (0,V), so ist (29) erfillt, und es gilt

E[X|Y] ist linear = ZX ~ Ny (0,2%Z7). (1.32)

Bemerkung 1.3.2  (a) Wir haben nichts iiber die Verteilung von X einge-
schrinkt auf ker Z gesagt. Diese kann auch nicht eindeutig bestimmt sein, denn
Y kann nicht unterscheiden zwischen X; = X; 1+ X2 und Xp = X1+ Xop
mit X, 2 € ker Z, Xy € (ker AR

(b) DaB es tatsiichlich Verteilungen P¢ gibt, die keine linearen Erwartungs-
werte produzieren konnen, zeigt folgendes Beispiel: Sei p=¢=1, Z=V =1
Y = 1/2, ¢ = +1 mit Wahrscheinlichkeit jeweils 1/2. Dann miifite ¢(t) =
pe(t)2 = cos(t)2 positiv semidefinit sein, mit der Folge, daB sich L(e) auffas-
sen lassen miifite als die Verteilung der Summe zweier unabhéngiger, identisch
verteilter Zufallsvariablen 1,5 . Dies kann nicht sein:
Zunichst miiite £(e1) rein diskret sein — sonst pflanzte sich ein zum Zahlmas
singuléirer Teil bei der Faltung fort. Der Triger von L(g1) miifite andererseits
mindestens 2 Punkte umfassen; dann aber erhéht sich die Zahl der Tragerpunk-
te bei einer Faltung um mindestens einen.
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BEWEIS: (a): Wegen der vorausgesetzten Linearitét konnen wir M als Kleinste—
Quadrate-Losung ermitteln, und erhalten wie bei der entsprechenden Herleitung
des klassischen Kalman-Filters das behauptete M als Losung von

E|X - MY = min!.

(b): Wegen der unterschiedlichen Dimensionen von X und Y bendtigen wir
eine verallgemeinerte Faltung:

Seien f:RT - R, g: R - R, f € Li(u2), p € L1(u1). Dann definieren wir die
Funktion h: R? —» R, y — h(y) := [ f(y — Zz)g(xz) \’(dz) als Z-Faltung, in
Zeichen fx,g. Es gilt wie iiblich ein Faltungssatz fiir die Fouriertransformierten,
die wir durch ein * kennzeichnen:

Frog(t) = f(t)§(Z70).

Fiir R” —wertige Funktionen definieren wir entsprechende Z-Faltungen koordi-
natenweise.

Unter den Voraussetzungen des Theorems existiert eine gemeinsame g ® po—
Dichte von X und Y, pXY (2,y) = p*(y — Zz)pX (x), mit p° der ps—, p* der
1 —Dichte von e respektive X . Daher schreibt sich der bedingte Erwartungs-
wert E[X|Y] pa(dy)—fast sicher als

_ ety — Za)p™ (@) (de)
Ty — Za)pX (z)p (dz)

und somit ist die vorausgesetzte Linearitét nichts anderes als

E[X]Y =y

/ (& — My)p(y — Za)ypX (@) (dr) £ 0 [ua(dy)] (1.33)

mit M aus (28). Dies 148t sich auch ua(dy)—fast sicher schreiben als

M / (v — Zo) (y — Za)p™ (@) (de) = (1, — MZ) / 2 (y — Za)p™ () (dz)
(1.34)

Unter den gemachten Voraussetzungen ist dabei stets (vgl. Lemma 7.1.1 (¢))
I, — MZ invertierbar, und es gilt mit ¢* (x) = 2pX(x), ¢°(y) = yp°(y)

() (s) =iG*(s), se€R  (p)(t) =iG(t), teR? (1.35)
Schreiben wir nun (34) mit Z-Faltungen, so erhalten wir

M 5, pX = (I, — MZ)pF #, ¢¥ (1.36)
= (L -M2)T'MEPN(ZT) = (27
= (L, - M2) M) pX(Z7) = () (Z7)
= (I, - MZ)M(logp*) pX(Z7) = (5*)(Z27)  (1.37)

Hierbei diirfen wir wegen p° # 0 in der vorletzten Aquivalenzumformung durch
p° teilen. Halten wir nun eine beliebige Richtung to, Z7¢y # 0 fest, so handelt
es sich um die gewohnliche, homogene lineare Differentialgleichung in s mit
Anfangswert g(0) = p*(0) =1,

{t5 Z(1, — MZ)""M(log ) (t0s)} g(s) = ¢'(s)  Vs.
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Diese hat die eindeutige Losung
P (Z7tgs) = g(s) = exp {/ t0Z(L, — MZ)~ "M (log p°)' (tor) dr} ., (1.38)
0

so daB auf (ker Z)™ maximal eine Losung pj: (Z7tgs) existieren kann. Also
existiert nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Fouriertransformierte héchstens eine
Verteilung von ZX , die zu einem linearen, bedingten Erwartungswert fiihrt.
Héngt die Losung ﬁfg(ZTtos) nur iiber das Argument Z7tgs von ty ab, so
existiert auch eine Losung pgf(Z7-) auf ganz R?. Schreibt man hierzu (38)
mithilfe der Kettenregel um, so erhiilt man Bedingung (30).

(c): Fir p=gq=1ist Z#0, (I, - MZ)"'M = Z%/V, und wir erhalten als
notwendige Gestalt der charakteristischen Funktion von PX

¥ (s) = 9(s/2) = (5°(s)) 7V,

Wegen der Stetigkeit der charakteristischen Funktion und des Stetigkeitssatzes
diirfen wir ohne Einschréinkung davon ausgehen, da d := (Z2%/V) € Q, also
d=dy/dy, di,dy € N, ggT(dy,ds) = 1. DaB aber pX(s) fiir beliebiges d, al-
so beliebiges ds , die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles
auf B ist, ist nichts anderes als die Eigenschaft von P¢, eine unendlich teilbare
Verteilung zu sein; diese besitzt nach Loeve (1960) die Normalform (31), wobei
wir das dort verwendete Mafl von endlicher Variation K als ¢G geschrieben
haben.

(d): Fiir normalverteiltes ¢ wissen wir bereits, daf die charakteristische Funk-
tion zu N,(0,%), pg diese Differentialgleichung fiir jedes to 16st. W

1.4 Nichtrobustheit des klassischen Verfahrens®

Der klassische Kalman—Filter und sein Glattungs—Pendant basieren auf zweiten
Momenten der zugrundegelegten Verteilung. Dies stellt ein Robustheitsproblem
dar, denn kleine Abweichungen von den Modellannahmen — klein im Sinn der
schwachen Topologie der Verteilungskonvergenz — koénnen die Qualitét der Fil-
ter /Gléatter /Vorhersagen stark beeintrichtigen.

Im Unterschied zur “u.i.v.” Situation kénnen Ausreifler sehr unterschiedliche
Effekte haben; in der Terminologie von Fox (1972) unterscheidet man daher
AO- und I0—Ausreifler.

1.4.1 AO-—Ausreifler

Es handelt sich um Ausreifiler in den Beobachtungsfehlern ¢;, die also fiir den
Zustandsprozef keine Auswirkungen haben, so dafl der Beobachtungsprozefl nur
kurzfristig ausgelenkt wird. Ziel einer Behandlung von solchen Ausreifflern muf
es also sein, ihren Einflul zu démpfen.

Als Beispiel denke man sich die Steuerung eines Satelliten. Der Zustand des

5Teile dieses Abschnitts sowie die Graphiken in diesem und den nichsten drei Kapiteln
sind mit finanzieller Unterstiitzung der Deutschen Forschungsgemeinschaft im Rahmen eines
Forschungsaufenthaltes auf Einladung von Prof. Dr. Hirdle im Oktober 1999 am SFB 373
(“Quantifikation und Simulation Okonomischer Prozesse”) an der Humboldt Universitit zu
Berlin entstanden und bereits in Form eines Tutorials in Ruckdeschel (2000b) publiziert.
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Systems seien die 3 Ortskoordinaten des Satelliten im Weltraum; die Kontroll-
station am Boden empfange Messungen iiber die aktuelle Position des Satelliten
in Form eines moglicherweise verrauschten Signals. Ein AO—-Ausreifler konnte
nun durch eine wetterbedingte, kurzzeitige Uberlagerung des Signals mit sy-
stemfremden Rauschen entstehen.

Ein guter Schitzer sollte in diesem Fall den Einflul groler Beobachtungen auf
die Zustandsschéitzung ddmpfen. Zu diesem Zweck werden wir in Kapitel 2 und
Kapitel 3 mit dem rLLS— und dem rIC-Filter robuste Alternativen zum Kalman—
Filter einfiihren.

1.4.2 I0-—Ausreifler

Ganz anders verhalten sich I0—-Ausreifler. Hier wird der Zustandsprozef3 selbst
ausgelenkt, indem die Innovationen wv; kontaminiert werden. Es handelt sich
also um Strukturbriiche, denen so schnell wie moglich gefolgt werden muf.
Um bei unserem Satelliten—Steuerungsbeispiel zu bleiben, stelle man sich vor,
ein kleiner Asteroid treffe unseren Satelliten und lenke ihn damit vom Soll-Kurs
ab. In diesem Fall will man so schnell wie moglich auf den neuen Kurs reagieren
und versuchen, ihn zu kontrollieren.

Offenbar erschwert ein gedampftes Signal ein schnelles Reagieren, so dafl die
simultane Behandlung von 10’s und AQO’s im allgemeinen weniger effizient sein
wird als jede der beiden fiir sich genommen.

AuBlerdem wird man im allgemeinen auch anhand einer Beobachtung plus Zu-
stands—Schéitzung basierend auf den bisherigen Beobachtungen schlecht ent-
scheiden koénnen, ob es sich bei einem grofien Beobachtungssignal um einen
I0 oder einen AO handelt®. Daher empfiehlt es sich, fiir diese Aufgabe auf
die strikte Rekursivitidt zu verzichten in dem Sinn, dafl man sich bei der Zu-
standsschétzung auf die letzten m + 1 Beobachtungen w;,...,y:—my1 und die
geglédtteten/gefilterten /vorhergesagten Zustéinde Bi—ije, © = —1,...,m. stiitzt
und nicht nur auf y; und B;;_;. In diesem Sinn wird in Kapitel 4 der mIC—
Filter und Glétter definiert.

1.4.3 andere Ausreifler—Typen

Die Unterscheidung zwischen AO und IO ist bei weitem nicht die einzig mogli-
che. In der Literatur sind auch schon andere Typen betrachtet worden, wie in
Mustern auftretende “patchy outliers” (PO)7 und substitutive AusreiBer (SO),
auf die wir in Kapitel 9 noch néher eingehen werden. Bei den Robustifizierun-
gen der Glétter in Kapitel 4 werden wir schliefllich noch Level-Ausreifler (LO)
betrachten.

Die wichtigsten Robustheitsprobleme werden aber bereits mit den Typen 10
und AO voll abgedeckt.

1.4.4 Beispiele fiir AO’s und IO’s

Um einen Eindruck zu vermitteln, auf welche Weise AO’s und 10’s Daten im
Zustandsraummodell beeintrichtigen kénnen, haben wir Daten aus einem 10%—
AO/IO-kontaminierten, normalverteilten Zustandsraum simuliert.

6vgl. auch West et al. (1985) p.79, erste Spalte
7vgl. Martin und Yohai (1986)
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Beispiel 1.4.1 (Steady—State Modell) Wir spezifizieren das ideale Modell
auf
pg=1
a=0, Q=0 Q=Q=1 V,=V=1 (1.39)
F,=F=1, Z;=7Z=1

und realisieren AO—kontaminierte Daten, indem wir &; aus einer Konvex—Kon-
taminations—Umgebung mit Radius 7 = 0.1 um N(0,1) simulieren, genauer

et ~ 0.9NM(0,1) + 0.1N(10,0.1),
und fiir die IO—kontaminierten Daten simulieren wir entsprechend
ve ~ 0.9N(0,1) + 0.1N(10,0.1).

Eine graphische Darstellung von Pfaden der §— und y—Prozesse unter den ver-
schiedenen Kontaminationen findet sich in Abbildung 1.1.
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Abbildung 1.1: AO’s und I0’s im Steady State Modell:
Die AO- und die IO-kontaminierte Situation in Beispiel 1.4.1 sind jeweils
unterhalb der entsprechenden idealen Situation dargestellt. Dabei sind
die Zeitpunkte, an denen eine Kontamination stattfindet, durch Kreise
markiert; AO’s verursachen singuldre Peaks, IO’s ziehen ldangeranhaltende
Level-Changes nach sich. Grau gestrichelt sind dabei die Beobachtungen

Yyt , schwarz durchgezogen der Zustand [ .

1.5 Ansitze zur Robustifizierung des Kalman—
Filters

Sind die Verteilungsannahmen (V*) nur anndhernd erfiillt, oder liegen Ausrei-
Ber in den Daten vor, so ist damit zu rechnen, dafl der klassische Kalman—Filter
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sich zu stark auslenken 148t (bei AO’s) oder zu trége auf einen Level-Change
(I0) reagiert.

Dementsprechend kann man folgende Ansétze verfolgen, dieses Problem zu be-
heben®.

1.5.1 Robustheit in der Kontrolltheorie

Innerhalb der Kontrolltheorie ist in den letzten Jahren auch eine Robustheits-
theorie entstanden; entsprechende Arbeiten hierzu finden sich etwa in Bagar und
Bernhard (1991) und Rotea und Khargonekar (1995). Allerdings wird hier Ro-
bustheit nicht als Stabilitit gegen Abweichungen in den Verteilungen definiert
— so diese iiberhaupt spezifiziert werden — , sondern man 143t nur beschrénkte
Steuerungen (Lo, , bzw. Hso ) zu und erhofft sich so eine Stabilitit bei einer
unvollkommen spezifizierten Ubergangsfunktion ¢ .

1.5.2 Robustheit durch “Hard Rejection”

Masreliez und Martin (1977) berichten von der géngigen Praxis in der Flugzeug-
navigation, sich eine Schétzung von Af* = Cov[Ay;* ] zu verschaffen und dann
anhand einer 3,/Af¥ —Regel ausreifler—verdachtige Beobachtungen zu verwer-
fen. Schick und Mitter (1994) nennen in diesem Zusammenhang auch die Arbeit
von Meyr und Spies (1984). Allerdings nutzen diese Verfahren nicht die Infor-
mation aus, in welcher Richtung der Ausreifler zustandegekommen ist, so dafl
man in diesem Zusammenhang sicherlich effizientere Verfahren entwickeln kann,
die ansonsten die gleichen Robustheitseigenschaften besitzen.

1.5.3 Robustheit durch v;, £; mit stirkeren Flanken als
in (V3) oder (V4)

Kiinstler (1995), p. 17, spricht von einem robusten Modell, sofern man “die
Normalverteilung durch eine Verteilung mit breiteren Enden (‘heavy tails’)
[ersetzt]”, also in unserem Kontext das ideale (Zentral-)Modell (V*) durch ein
anderes ersetzt; das Ziel, ein Verfahren zu finden, das gleichméfig iiber einer
geeigneten Familie / Umgebung von Verteilungen um das ideale Modell herum
“gut” ist, wird nicht in der Konstruktion des Verfahrens verwendet, sondern
man hofft durch die Wahl eines entsprechend ungiinstigen Zentralmodells be-
reits Robustheit iiber allen “giinstigeren” Verteilungen zu erreichen. Dem ist
auch so, allerdings um den Preis eines unnotig hohen Effizienzverlustes im idea-
len Modell — vgl. Kapitel 5. Dieser Ansatz wird in verschiedenen Auspragungen
verfolgt:

8Die Literatur zu diesem Thema ist sehr umfangreich — allein im Ubersichtsartikel von
Kassam und Poor (1985) sind bereits 209 Referenzen aufgefiihrt! Wir beschrinken uns da-
her darauf, die verschiedenen Ansitze exemplarisch mit entsprechenden Arbeiten zu belegen.
Fiir weitere Referenzen seien genannt: Ershov und Lipster (1978), Kassam und Poor (1985),
Stockinger und Dutter (1987), Martin und Raftery (1987), Schick und Mitter (1994), Kiinsch
(2001).
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elliptisch—symmetrische Verteilungen

Szablowski (1990) ersetzt die Verteilungsannahmen (V*) durch elliptisch-sym-
metrische Verteilungen mit fettschwénziger Verteilung des Betrages; interes-
santerweise ist bei deren Verwendung der bedingte Erwartungswert linear (c.f.
Abschnitt 5 in Szablowski (1990)), so dal wir auch hier auf den klassischen
Kalman—Filter stolen, wenn wir die entsprechenden Varianzterme im Kalman—
Filter durch Skalenterme ersetzen.

Bayes—scher Ansatz

Hierbei wird versucht, den Posterior—Erwartungswert 3, lings nicht-normaler
Verteilungen L£(3,y1.+) zu ermitteln.

West (1981) schlégt hierzu die Verwendung von Verteilungen L(g;) mit stérke-
ren Flanken vor und spezifiziert diese in West (1984) auf Skalenmischungen
von Normalverteilungen, was in West (1985) laut West et al. (1985) auf nicht—
normale, ideale Modelle verallgemeinert wird.

Meinhold und Singpurwalla (1989) verwenden zur Robustifizierung multivariate
Verallgemeinerungen von t—Verteilungen anstelle von Normalverteilungen, Ers-
hov (1978)?, Ershov und Lipster (1978)°, Shirazi et al. (1988) und Pefia und
Guttman (1988) Konvexkombinationen von Normalverteilungen fiir die Vertei-
lung der &;, von denen eine eine “gréflere” Kovarianz als im idealen, unkonta-
minierten Modell besitzt. Ublicherweise realisiert man solche Konvexkombina-
tionen, indem man einen stochastisch unabhéingigen Auswahlmechanismus Uy
entscheiden 148t, ob Kontamination vorliegt oder nicht.

Ershov und Lipster (1978)? und Ershov (1978)Y unterscheiden sich darin von
Pefia und Guttman (1988) — und auch von Shirazi et al. (1988), dafl erstere
eine Schitzung fiir U; durchfithren und anhand dieser dann entscheiden, aus
welcher der beiden Komponenten der Konvexkombination die Daten stammen,
in diesem Sinn also adaptiv filtern, wihrend Pefia und Guttman (1988) und
Shirazi et al. (1988) tatsichlich £((1 — Uy)er + Uié;) verwenden.

Die Vorgehensweise, Konvexkombinationen zweier Normalverteilungen zu
betrachten, ist ein Spezialfall des Gaussian—Sum—Filters '°, bei dem man Kon-
vexkombinationen endlich vieler Normalverteilungen betrachtet!!, um dadurch
beliebige, absolutstetige, nicht—Gaufische Verteilungen in Totalvariation zu ap-
proximieren. Die Konvexkombinationen kénnen dabei entsprechend mit Mul-
tinomialverteilungen U; ~ mult(1, (p1,...pm—1,1 — >_p;)7) statt Bin(1,p)-
Verteilungen als Auswahlmechanismus realisiert werden. Tanaka und Katayama
(1987) gehen in einem solchen Setup analog zu Ershov (1978) und Shirazi et al.
(1988) vor, indem sie Uy — mithilfe eines Posterior-Modus—Schétzers schitzen.

Numerische Verfahren zur Berechnung dieser nichtlinearen, bedingten Er-
wartungswerte finden sich in Tsai und Kurz (1983), Kitagawa (1987) und Chow
(1994). Kitagawa (1987) verwendet stiickweise lineare Funktionen zur Appro-
ximation einer speziellen nicht—normalen Fehlerverteilung und entscheidet sich
fiir diese Fehlerverteilung aufgrund des AIC—Kriteriums, dessen Verwendung
aber in diesem Kontext nicht theoretisch abgesichert ist. Tsai und Kurz (1983)
hingegen stiitzen sich auf stiickweise polynomiale Approximation. Mit dem Ziel

9laut Schick und Mitter (1994)
10ygl. Anderson und Moore (1979), pp 211-221; weitere Referenzen hierzu siehe dort;
Hwiederum als diskrete Variante der Skalenmischungen von West (1984) interpretierbar
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einer IO-Robustifizierung gibt Chow (1994) in seinem AGSF!? eine effizient
berechenbare Naherung an den Gaussian—Sum—Filter an.

Posterior—Modus

Posterior-Modus-Schiitzer'® werden fiir den unbekannten Zustand bei nicht—
normalverteilten Setups seit langem verwendet — vgl. Sage (1970), Maltz (1972).
Diesen Ansatz greifen Fahrmeir und Kaufmann (1991), Kiinstler (1995),
Fahrmeir und Kiinstler (1999) auf, um durch Verwendung entsprechend fett-
schwinzigerer Fehler— resp. Innovationsverteilungen AO- resp. IO-robuste Glat-
ter und Filter zu erhalten. Als numerische Verfahren zur Lisung des Maxi-
mierungsproblems wird hierbei ein speziell an die Situation angepafiter Gaufi—
Newton Algorithmus mit einer Block—Cholesky—Zerlegung der Fisher—Informa-
tion verwendet — vgl. Abschnitt 4 in Fahrmeir und Kaufmann (1991).
Celebi und Kurz (1996) schlagen unabhiingig von den letztgenannten Arbeiten
verschiedene lokale Ndherungen zur Berechnung des Posterior-Modus vor, wobei
sie zusétzlich auch rein rekursiv definierte Verfahren betrachten.

1.5.4 Robustheit durch Verwenden parallel laufender Fil-
ter

ohne Samplingtechniken

Bei den adaptiven Ansétzen, wie denen von Ershov (1978) und Ershov und
Lipster (1978), Tanaka und Katayama (1987) miissen immer mehrere Filter
parallel betrachtet werden. Ahnlich geht auch Pupeikis (1998) vor, indem er
in jedem Schritt ¢ einen optimalen Filter aus einem solchen Biindel paralleler
Filter wiihlt. Auch beim Auswerten des Filters von Schick (1989) laufen im-
mer n Filter parallel, jedoch ist die Motivation hierfiir eine andere — siehe
weiter unten. Dasselbe gilt fiir die Lésung von Birmiwal und Shen (1993) fiir
das Filterproblem: Indem man die Losungen fiir alle Kontaminationsvergangen-
heiten bestimmen muf, sind in jedem Schritt ¢ auch t verschiedene Filter zu
betrachten. Vor allem der Filter von Birmiwal und Shen (1993) und der exakte
Filter von Schick (1989) sind wegen der wachsenden Zahl parallel zu betrach-
tender Filter keinesfalls “on-line” anwendbar.

mit Samplingtechniken

In Carlin et al. (1992), Carter und Kohn (1994), Kiinstler (1995), Kapitel 5,
Carter und Kohn (1996), Hiirzeler (1998), Kiinsch (2001) werden Sampling-
techniken beschrieben, mit denen man den bedingten Erwartungswert in einer
nicht—Gaufischen Situation ndherungsweise ermitteln kann. Dazu werden mit
Simulationstechniken Daten aus der Verteilung L£(3;|Y71.4[—1]) gezogen.

Carlin et al. (1992), Carter und Kohn (1994) und Kiinstler (1995) verwen-
den hierzu Markov Chain Monte Carlo (MCMC)-Verfahren, genauer den Gibbs
Sampler und setzen dieses Verfahren in kontaminierten Situationen ein. Al-
lerdings ist es nicht rekursiv, denn man braucht hierzu'* eine Stichprobe aus

12 Approximate Gaussian Sum Filter
13oft auch MAP fiir Maximum ¢ Posteriori
Mzumindest fiir 1 <t < T, T der Beobachtungshorizont
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L(Bt|Bt+1,Be—1, Y1:4[—1]) , und ist daher fiir das “on-line”-Filtern ungeeignet.
In Hiirzeler (1998) und Kiinsch (2001) finden sich fiir diesen Zweck rekursive
Verfahren basierend auf dem Particle Filter. Diese verwendet Hiirzeler (1998) in
seinem Beispiel 8.2 fiir eine robuste Zustandsschatzung im AO-kontaminierten
Zustandsraum. Trotzdem handelt es sich auch hierbei um sehr rechenaufwendige
Verfahren, und es ist nicht klar, ob sie “on-line”—tauglich sind.

1.5.5 Robustheit mit robusten Verfahren aus anderen Kon-
texten

Eine ganze Reihe von Arbeiten iibertrigt Robustheitskonzepte aus einem ande-
ren Kontext, wie dem Regressions— oder dem Lokationsmodell in den Kontext
des Zustandsraummodells, ohne aber im Modell selbst die entsprechenden (op-
timalen) Robustheitseigenschaften nachzuweisen. Tatséchlich kann man anhand
von Simulationsstudien in vielen Fillen diese Robustheit belegen, die Frage der
Optimalitét, also der Effizienz unter allen gleich robusten Verfahren bleibt aber
offen'?.

M-Schéitzer im Regressionsmodell

In einer Serie von Arbeiten, Boncelet und Dickinson (1983; 1987), Boncelet
(1985), verwenden die Autoren die formale Darstellung des Zustandsraummo-
dells als Regressionsmodell mit stochastischem Parameter — vgl. auch Kapitel 3
—, um darauf aufbauend dann Techniken aus der robusten Regression zum Fil-
tern / Glitten / Vorhersagen zu verwenden.Unabhingig zu diesen Arbeiten
gehen Cipra und Romera (1991) analog vor, gelangen aber zu einem in einer
unterschiedlichen Norm gestutzten M—Schétzer — vgl. Bemerkung 3.2.1.

L—Schitzer

Die Verwendung von Ordnungsstatistiken beim Glédtten und Filtern geht auf Tu-
key und dessen 3R-Glitter, ein running median, zuriick — vgl. Tukey (1977).
Derartige Filter erfreuen sich vor allem in der Spracherkennung, bei der Bild-
rekonstruktion und bei der Mustererkennung groBer Beliebtheit, vgl. die Uber-
sichtsarbeit von Gabbouj et al. (1992), sowie Arce et al. (1998) und Barner und
Arce (1998).

Im Zustandsraummodell haben Kirlin und Moghaddamjoo (1986) eine Modifi-
kation des Kalman—Filters vorgeschlagen, bei dem sie als “adaptive Biaskorrek-
tur” die Mediane der geschéitzten Beobachtungsfehler und Innovationen e;; und
vy im Korrekturschritt mitverarbeiten. Uber die Robustheit dieses Verfahrens
werden aber keine theoretischen Resultate nachgewiesen.

1.5.6 Minimax—Robustheit

Eines der wichtigsten Konzepte der robusten Statistik besteht darin, Verfahren
zu entwerfen, deren ungiinstigstes Verhalten lings einer Umgebung des idealen
Modells optimal ist.

15 Auch wir werden in Kapiteln 2-4 die Verfahren rLS, rIC, mIC zunichst mit Analogie-
schliissen einfithren, dann aber in Kapitel 8 noch einmal gesondert der Frage der Optimalitét
nachgehen.
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Robustheit iiber reduzierten Umgebungen

Ein erster Ansatz, die Stabilitdt eines Verfahrens unter Abweichungen von den
Modellannahmen zu analysieren, ist es sicher, das Verhalten des Verfahrens
unter reduzierten Umgebungen wie parametrischen Umgebungen oder Umge-
bungen mit einer Varianzschranke zu untersuchen und gegebenenfalls dort das
Verhalten im “worst case” zu optimieren. Bei einer Schranke an die Varianz
erhélt Morris (1976) wieder den Kalman-Filter als minimax—optimal ldngs die-
ser Teilumgebung; daf3 diese offensichtlich nicht den Anforderungen der Praxis
gentigt, belegt Abbildung 1.1 in Beispiel 1.4.1.

Parametrische Abweichungen, also Storungen der Hyperparameter Fy, Z;, Qy,
V4 werden u.a. von Chen und Patton (1996) und Bolzern et al. (1996) betrach-
tet, bleiben aber bei linearen Verfahren und sind daher in unserem Sinn nicht
robust.

Robustheit iiber Umgebungen im Frequenzbereich

Bei stationsiren Zustandsraumen' kénnen wir auch Umgebungen um das ideale
Spektralmaf legen, und Minimax—Losungen auf diesen Umgebungen gewinnen.
Kassam und Poor (1985) fithren Kassam und Lim (1977) als erste Referenz
fiir diesen Ansatz an, Existenzfragen von Sattelpunkten sind in Franke (1985),
Franke und Poor (1984), Abschnitte 2, 3 und Verdd und Poor (1984) bearbeitet.
Fiir weitere Referenzen, sowie eine ganze Reihe von Loésungen zu speziellen
Umgebungen verweisen wir auf Kassam und Poor (1985).

Der Nachteil dieses Ansatzes besteht zum einen in der Annahme einer Schran-
ke an die Varianz, die sich hier als gemeinsame Schranke fiir die Totalmasse
der Spektralmafle in der Umgebung duflert. Nach der Theorie von Wiener und
Kolmogoroff miissen die auf diese Weise gewonnenen Minimax—Verfahren line-
ar sein, sind also auch nicht robust in unserem Sinn. Zum anderen sind von
vornherein nur stationdre Modelle zugelassen, ein Umstand an der Theorie von
Wiener und Kolmogoroff, der zur Entwicklung des Kalman—Filters gefiihrt hat.

Robustheit iiber Umgebungen beliebiger Verteilungen

Die erste Arbeit mit einem Minimax—Resultat im Zeitbereich iiber beliebigen
Verteilungen ist Masreliez und Martin (1977). Der dort hergeleitete Filter wird
in Martin (1979) als ACM-Filter'™ bezeichnet und zum ACM-type-Filter ver-
allgemeinert.

Franke und Poor (1984) behandeln in ihrem Abschnitt 4 die Frage der Existenz
eines Sattelpunktes im Filter— und Vorhersageproblem, untersuchen aber keine
der in dieser Arbeit verwendeten Umgebungen.

Schick (1989) und Schick und Mitter (1994) liefern fiir AO-Kontamination Argu-
mente fiir eine Ndhe von L£(8:|y1.t—1) zu einer Normalverteilung, und Birmiwal
und Shen (1993) und Birmiwal und Papantoni-Kazakos (1994) verwenden —
ohne diese so zu nennen — SO-Umgebungen'® und geben fiir diese explizite
Formeln fiir den Sattelpunkt an.

Alle diese letztgenannten Ansétze werden wir noch detaillierter in Abschnitt 8.1.4
besprechen.

16zeitinvariante Modelle mit p(F') < 1
7fiir approximate conditional mean
18ygl. Abschnitt 8.1.3



Kapitel 2

der rLS—Filter

2.1 Motivation

Beim ersten Ansatz!' zur Robustifizierung setzen wir an der Herleitung des klas-
sischen Kalman—Filters als bestem linearen Verfahren in Abschnitt 1.2.3 an. Wir
nehmen daher stets zumindest (V2) an.

Ziel ist es dabei, ein strikt rekursives Verfahren zu konstruieren, das also die ge-
samte Information aus der Vergangenheit im Wert einer Zufallsgrofie ﬂt'l 41 ZU-
sammenfafit. Dabei beschrinken wir uns auf die Behandlung von AO—Ausreiflern,
da es sich, wie wir in Abschnitt 1.4.2 festgehalten haben, bei I0’s empfiehlt, auf
diese strikte Rekursivitat zu verzichten.

Offenbar ist der Einflufl eines AO—Ausreifiers in den Beobachtungen im Korrek-
turschritt des klassischen Kalman-Filters in der linearen, orthogonalen Projek-
tion

oP(AB™ [Ay ™) = My Ayp™

unbeschréinkt, so daff man hier mit einer Robustifizierung anzusetzen hitte;
beim Pridiktions—Schritt hingegen gehen keine potentiellen AO-Ausreifier ein,
da sich hier die Beobachtungsbasis nicht &ndert und nur der Zustand mithilfe
einer (unkontaminierten) Innovation fortgeschrieben wird. Dies legt folgende
Robustifizierung nahe:

2.2 Robustifizierung

Als Robustifizierung von M Ay;™ bietet es sich an, die aus anderen Zusam-
menhéngen bekannte Form

Hy(MAy) := MAymin{1, (2.1)

-
|M Ayl
zu verwenden und eventuell die euklidische Norm im RP als Verlustfunktion zu
ersetzen durch

|2, 2| < K
pic (@) := { 2K |z| — K? |z > K
1Die Ansitze rLS, rIC, L5 und mIC sind in enger Zusammenarbeit mit H. Rieder und

V. Azmjakov im Rahmen des DFG-Projektes DFG Ri 332/8-1 im Zeitraum 1997-99 ent-
standen.

(2.2)

21
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Man beachte, dafl sich fiir K = oo wieder die euklidische Norm ergibt.

2.2.1 robustes Optimierungsproblem

Als robustes Optimierungsproblem erhalten wir nun

F(M) :=Epx(Af — Hy(MAy)) = min | (2.3)

Die Losung bezeichnen wir mit M™* .

Bemerkung 2.2.1 Fiir normalverteilte €;, v; und b = co hat die Einfithrung
von pg keinen Einflul auf M™*° | genauer gilt

MI'LS |K:O — MrLS |K:oo — MKK — MrLS ‘O<K<cx} .

Hierbei kénnen wir wegen der Linearitit von M Ay koordinatenweise argumen-
tieren, und uns daher auf den Fall p = 1 beschrénken. Dann ist Ay (M) :=

Sipe = B (M) = Bjpm1 — M Zy Sy — X1 Z{ M7+ M(Zy 541 Z] +V,)M™.

Nun ist Epg(ABy) fiir jedes K eine monoton steigende Funktion in X,
so daff das Minimum am minimalen Wert von Y;, also dem Kalman-Filter,
angenommen wird.

2.2.2 der rLS-Filter

Insgesamt ergibt sich, nachdem fiir jedes ¢ die Matrix M;™ gefunden worden
ist, folgender, rekursiv zu berechnender Filter, den wir rLS-Filter fiir robust
Least Squares nennen wollen:

Bojo = ElBo] =ao
wnd fir ¢ >0 B, = FB, (2.4)
Biy = By + Hy(M{=Ay;™®),

wobei AF™® Ay™S analog zu den Groflen AGXX | Ay*¥ definiert sind, nur
daff sich der S;;” ;-Prozess wie in (4) definiert aufbaut. Dieses Vorgehen hitte
folgende Eigenschaften:

2.2.3 algorithmische Eigenschaften des rLS—Filters

e cine einfach verstdndliche Struktur, die in einen Initialisierungs—Schritt,
einen Vorhersage—Schritt und einen Korrektur—Schritt zerfillt

e der Korrektur—Schritt 148t sich als (fast) lineare Funktion schnell auswer-
ten

e die gesamte Information aus der Vergangenheit, die fiir eine Schitzung
eines zukiinftigen Zustandes genutzt wird, ist im Wert von ﬁ;iﬁl zZusam-
mengefaflt

o der Einflul von y; im Korrektur—Schritt ist beschrinkt, AO’s haben also
nur begrenzte Auslenkungsmoglichkeiten
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2.2.4 Wahl von b und K

Wie bei den allgemeinen Influenzkurven vom Hampel-Krasker—Typ stehen wir
vor dem Problem ein Kriterium fiir die Tuning—Parameter b und K anzugeben.
Hierzu schlagen wir vor, die durchschnittliche “Grofle”, genauer die Quadrate
der Ls-Normen zu betrachten:

Wir geben also eine relative Abweichung § > 0 fiir die Spuren der Kovarianz-
matrizen vor:

E[|AS — Hy(M™ Ay)?] = (1 + 6) E[|AS — M¥< Ay|?] (2.5)

Diese Gleichung kann man auch als Anscombe?—Versicherungskriterium lesen:
Wieviel an relativer Effizienzminderung gegeniiber dem klassisch optimalen Ver-
fahren — dem Kalman-Filter — bin ich bereit, im idealen Modell als “Versi-
cherungsprdamie gegen Ausreiffer” zu bezahlen, damit sich das Verfahren auch
unter Abweichungen vom idealen Modell “verniinftig” verhdlt?

Dieser Effizienzverlust im idealen Modell bemifit sich in einer relativen Ver-
schlechterung des erreichbaren MSE.

Was K anlangt, wihlen wir den Effekt, der durch das Herunterwichten mit pg
entsteht, so daf

(14 6) Elpx (X — M**Y)] = B[|X — M* Y]] £ 5,,. (2.6)

2.3 Berechnung der Tuningkonstanten b und K

2.3.1 vereinfachte Bestimmung von b

WEeil die Berechnung des optimalen M nur sehr miithsam zu bewerkstelligen
ist, schlagen wir unter Verteilungsannahmen (V3) bzw. (V4) vor, (5) zu ersetzen
durch

E[|AS — Hy(M* Ay)[?] = (1+0)E[|AS — M¥“Ay[?] = (1+8)Sgs  (27)
bzw. im eindimensionalen
E[|AG — Hy(M*% Ay)[2] = (1 + 6) E[|AG — M Ay|?] = (1 + 6) . (2.8)

Dabei sind M** und Xjjf die GréBen aus dem klassischen Kalman-Filter (12)
, und die “—Groéflen stammen aus dem Kalman—Filter, der beriicksichtigt, dafl
wir mit der Robustifizierung jeweils im Korrekturschritt im idealen Modell eine
héhere Varianz des Filterfehlers in Kauf nehmen. Dies schligt sich in einer

Aufdatierung von EtK‘ff als

NzIf<|It< =1+ 5)(Nfs<|lt<—1 - Nﬂ?—1ZtT(ZtN?|?—1Zg + Vt)%Zt ~?\?—1) (2.9)

nieder.

2vgl. Anscombe (1960)
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2.3.2 numerische Bestimmung der Tuningkonstanten

Verwendet man Néherung (7) bzw. (8), so kann man b und K ohne Kennt-
nis von M™ ermitteln. Fiir die auftretenden Integrale § E[px (X — M¥¥Y)]
und E[|AB — Hy(M*% Ay)|?] schlagen wir je nach Dimension numerische oder
Monte—-Carlo—(MC-) Integration mit hinreichend vielen Stiitzstellen vor, wobei
wir unter (V3) bzw. (V4) — ebenfalls vereinfachend — so tun, als sei

AB ~ N (0, S (S

In den Beispielen in XploRe haben wir fiir Dimension p = 1 im Quantlet
rlsbnorml ein Romberg—Verfahren mit 100 Stiitzstellen und fiir p > 1 in
rlsbnorm MC-Integration mit 10000 Stiitzstellen verwendet.

Die angegebenen Kriterien sind jeweils monoton in b respektive K , so daf} sich
Bisektionsverfahren zu deren Ermittlung anbieten.

2.3.3 Resultat fiir t =1

Fiir den Fall, dal (A8, Ay) linear ist — vgl. auch Theorem 1.3.1 —, also zum
Beispiel unter (V3) bzw. (V4) fiir den rLS-Filter und den spéter noch eingefiihr-
ten rIC—Filter im Zeitpunkt ¢ = 1, I8t sich noch mehr aussagen; dann namlich
gilt folgende Proposition:

Proposition 2.3.1 Fulls E[ASB|Ay] = M Ay, so lost M auch folgendes Pro-
blem

b }?= min ! (2.10)

E|AG — MAymin{l
| ﬂ ymln{ ’|MAy| MERPXa

BEWEIS: Wegen der Projektoreigenschaft des bedingten Erwartungswertes gilt
fiir jedes Ay—mefibare f

E|AS - f[* = E|AS—E[AB|AY)* + E|E[AS|AY] — fI?
E|AB — MAy> + E|MAy — f|2.

Nach Lemma C.2.2 wird das Problem
E[AS - f(Ay)P = min!  NBI|f<b (2.11)

daher durch f = MAymin{1, |M—bAy\} gelost. Umgekehrt ist auch jedes fa =

AAymin{l, ‘A—Zy‘} zuliissig fiir (11), so daB f tatséichlich auch (10) 1dst. sy

2.4 Varianten

Ausgehend vom rLS—Filter in (4) bieten sich folgende Varianten an, die sich von
(4) in der Verwendung anderer Matrizen M und anderer Normen zur Messung
einer “groflen” Beobachtungsinnovation Ay unterscheiden.
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2.4.1 Hybridfilter

Weil die Berechnung von M™S sehr aufwendig ist, bietet es sich an, stattdessen
gleich M*¥ zu verwenden, insbesondere, weil die Resultate im folgenden Ab-
schnitt suggerieren werden, dafl bei Verteilungsannahmen (V3) bzw. (V4) der
“Verlust”, gemessen in einem grofleren MSE, gering ist, wenn man statt M™°
das klassische M*¥ verwendet. Der so entstehende Filter heifit rLS(M*¥ )—
Filter. In den folgenden Kapiteln werden wir stets mit dieser rLS—Variante ar-
beiten.

2.4.2 der Filter von Masreliez/Martin

In Masreliez und Martin (1977) schlagen die Autoren fiir Verteilungsannahmen
(V3) bzw. (V4) im idealen Modell in Theorem 3 folgenden Filter vor:

0%1 = E[po] = ao
13 IM _ M
ud fir e =0 tlt}lvll _ Ft€f71|t71 M AM (2.12)
0 = Bty + IR 2T TV (TR AY™)
U,(z) = =x;min{l, m}

Dabei gewéhrleistet T3, dal
(a) L(T;Ay™) invariant ist unter der Untergruppe der Gruppe der ortho-
gonalen Matrizen O(q), in R?*? die durch die Matrizen

P, :=diag(1,...,1,-1,1,...,1)

mit —1 an der Stelle ¢,7 erzeugt wird, und
(b) dafl sich jede eindimensionale Randverteilung L((T;Ay™)
148t als Konvexkontamination zum Radius r von A(0,1).
Halten wir ¢ fest, so wiirde unter der von Masreliez und Martin (1977) gemach-
ten, aber unzutreffenden Annahme, dal AG™ ~ N,(0,X"M), gelten

;) auffassen

Eld [AﬁMI\A |AyMM] — MMM Ayl\lM

mit
M = E[AB(AY™)T](E[AY™ (Ag™)T]) ! =

— EI\/HVIZT(AMM)fl, (213)

denn nach Proposition 1.2.2 ist der bedingte Erwartungswert linear, und der
beste lineare Filter ergibt sich wie in der Herleitung der optimalen Matrix M**
in Abschnitt 1.2.3. Fiir b = oo ist damit notwendig 7' = U(AM")~2 mit einer
gewissen orthogonalen Matrix U. Diese Wahl ist offenbar auch zuldssig, d.h.
T erfiillt (a) und (b). Wir halten auflerdem fest, daff (13) unabhéngig von der
Normalitdt von e gilt.

Betrachten wir im Huberschen Minimax-Ansatz® fiir die univariate Lokation
die ungiinstigsten Verteilung innerhalb der Konvex-Kontaminationsumgebung
um N(0,1) mit einem Radius rg,

. () vl < k
P(dy) = (1 — TO))\(dy) { g(%) exp(—k’(|y| — k)) |z| >k’

3c.f. Huber (1964)
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ksodaﬁ
20(k) !
20(k) — 1+ 22k = 1

1—7‘0 .

Wenn wir in Abhéngigkeit von b den Radius ro so wiihlen, daf§ wir auf k(ro) = b
stofen, konnen wir P(dy) durch die kontaminierende Verteilung

P(dy) = B288D 0(b) exp(=b([y] — b)) — @(1)] Iy 51y Aldy)

realisieren. Kontaminieren wir nun £((AM¥)~2Ag™) = N(0,1,) zu diesem
Radius 79 mit £(w|s|), wobei? w ~ ufo(w, 1) und unabhingig dazu s ~ P,
so erfiillt ein Y0 mit Y0 ~ (1 —79)N(0,1,) + 7oL (w|s|) Voraussetzungen (a)
und (b), und mit Aj = (A¥¥)2Y0 erhalten wir ein kontaminiertes Ag, das im
Lokationsfall auf das von Masreliez und Martin angegebene W fithren wiirde.

An dieser Stelle kénnen wir aber ebensowenig wie diese Autoren nachweisen,
dafl

LIAY™ ) = LIAB™ ) # (1 = ro)N'(0, V) + roL((A™™)2%))

fiir ein irgendwie verteiltes £°. Allerdings kommt man so zu folgendem Filter

ﬁg‘% = E[ﬂo] = ao
und fiir ¢ >0 Gty = FAN,
Ty N (2.14)
W = min{l, ——2%—1

|(AIM)~ 3 AIM|

Diesen Filter wollen wir MM-Filter nennen. Wie bei der Betrachtung des rLS—
Filters schlagen wir auch hier vor, anstelle der Matrix M™™ die Matrix M*X
zu verwenden. Den entsprechenden Filter nennen wir MM (M*X) —Filter.

2.4.3 optimierter MM-Filter

Aus der Herleitung der optimalen Matrix M*¥ in Abschnitt 1.2.3 wird unmit-
telbar ersichtlich, dal man den MM-Filter in (14) noch verbessern kann, indem
man anstelle von MM den “Fourier-Koeffizienten”,

MMM — E[Aﬁ(Ayl\lNI )TwIVIM](E[AyMM (AyNIM )T(le\A )2])—1 (2.15)

verwendet. Der so entstehende Filter heifle optimierter MM-Filter oder kurz
MM (MM —Filter.

Bemerkung 2.4.1 Es handelt sich weder beim MM- noch beim optimierten
MM-Filter um den ACM-(type-)Filter von Martin (1979); bis auf den eindi-
mensionalen Fall unterscheiden sich die beiden MM-Filter vom ACM-Filter bei
der Verwendung der entsprechenden Matrix M1, Obige Argumentation macht
aber deutlich, dafl bei letzterem die Behandlung des mehrdimensionalen Falls
noch Fragen aufwirft.

4 wy—1 = die Oberfliche g — 1-dimensionalen Einheitssphére
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2.5 Ist M™® wirklich besser als M%X¥?

2.5.1 einige analytische Resultate

Leider koénnen wir im Gegensatz zu Problem (1.24) im allgemeinen nicht hoffen,
dafl die Beziehungen (1.25) bis (1.26) global gelten, sondern bestenfalls lokal.
Genauer muf}, wenn F' differenzierbar in M ist, notwendig a%F (M™s) =0
sein, was dann die mit (1.26) vergleichbare Darstellung liefert.

Wenn wir im folgenden AB mit X und Ay mit Y abkiirzen, sehen wir leicht,
daB der Integrand f(M,X,Y) := pr(X — Hy(MY)), den wir stiickweise auf
den vier Gebieten

Ay = {|MY| <b,|X - MY| < K}
Ay = {|MY| < b,|X - MY| > K}

As = {|MY] > b,|X — b M| < K} (2.16)
A= {IMY] > b,|X — by | > K}

definieren, stetig ist. Was die Ableitung anlangt, so gilt folgendes Theorem, das
wir hier allerdings nicht beweisen:

Proposition 2.5.1 Sei F' definiert wie in (3). Weiter mégen X, Y Lebesgue-
Dichten besitzen. Dann ist F iberall in M differenzierbar und
4
F(M)=> E[ls,(M, X Y)if(M X,Y)]. (2.17)
P i ’ 9 aM ) ’

9
oM

Verwenden wir die Abkiirzung Uy := MY und setzen V := V/|V| fiir einen
Vektor V', so gilt mit H definiert als

HYM,X,Y) = (Uy—X)
HA(M,X)Y) = KUy —X
HOMX,Y) = bt (I, — UnU7y) (500 — X) (2.18)
H®(M,X,Y) oy (L, = UnU,) 00N — X,
dafs
(Lo, =2 F)(M, X, ) = 2Ly, H)(M, X, Y)Y (2.19)
OM; 1, J

und das lokale Analogon zu (26) als notwendige Bedingung fiir ein optimales

MLs -
4

> B[4, HYY7] s =0 (2.20)
1=1

Bemerkung 2.5.2 Beim Nachweis des Theorems geht essentiell die Stetigkeit
von f ein, da dann die Abhéngigkeit der Gebiete von M keine Auswirkung auf
den Wert des Integrals hat. In Dimension ¢ = 1, und unter Normalitédt von ¢,
gilt fiir K = o0
&2 . d o

——F E[ls,Y—H"

dM2 # ; [ A7, dM ]7
wie man in folgendem Theorem zeigen kann, das wir hier ohne Beweis prisen-
tieren.
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Proposition 2.5.3 Seien die Voraussetzungen von Proposition 2.5.1 in Kraft;
auferdem sei K =00, q=1, und fiir Y = ZX +¢, sei e ~ N (0,V). Dann
ist F unendlich oft differenzierbar.

Sei di o= (£ \Ml —ZX)/\NV und mége ® die Verteilungsfunktion von N (0,1)
und @ deren Dichte bezeichnen. Wenn wir dann mit ®; i = 1,2 und d® die
Ausdriicke ®(d;) resp., ®(de) — ®(dy) abkiirzen und analog fir ¢, so gilt:

axigag F(M) = 2B[{(ZX)° + V}d® — K (o1 + 02) = ZXV Vgl
+|M|22E[( - B o) {(XT M), + %A{T +MX™ —3(X"M)MMT}]+
+psoe BI(XTM)dp — b(yy + o) MM™

|M3vV
(2.21)
Insbesondere ist 3M882M, (M) # ZZ 1 E[La, deM,f(M; ], denn
9? Y 4 o -] =

= |]\7[2\+\/V E[(X™M)dp — b(gy + 2)]MM™ 2 0.

2.5.2 Bestimmung der optimalen Matrix M™™*®

Um festzustellen, inwiefern unter (V3) und (V4) Naherungen (7) und (8) ge-
rechtfertigt sind, beziehungsweise inwiefern dann der MM( MMM )— besser als
der MM ( M*¥ )-Filter ist, haben wir fiir verschiedene Modelle die optimalen
Matrizen M™% bzw M™™ numerisch bestimmt.

Weil dazu die Berechnung von Ableitungen 0/0M (E px (AS — Hy(MAy))) nu-
merisch schwierig ist und fiir p, ¢ > 1 hohe Dimensionen involviert — vgl. auch
Abschnitt 2.5.1 —, haben wir zur Bestimmung von M™® Algorithmus C.2.1 mit
Zielfunktion F'(M) aus (3) verwendet. Dabei haben wir den Erwartungswert
definitionsgemifl aus den Prozefivergangenheiten (AG:Y |, Ayits ;) heraus per
Monte—Carlo—-Integration mit Stichprobengréfie 7000 ermittelt. Die Groflen der
M —-Gitter im Algorithmus haben wir dabei auf n; = 200, no = 10 und
ns = 200 gesetzt, wobei wir die Gitterpunkte in Phase 1 als M; = MX¥ 4+ Z(®) |

20 = (28 e 28 VR (0, | M) (2.23)

l:l

gewihlt haben. Die Varlanz in Phase 3 schlieBlich schrumpft mit j—*

wir als Stérungen ZU)/\/7, ZU) wie in (23), verwendet haben.

Im Steady—State Modell aus Beispiel 1.4.1 haben wir dabei die Resultate erhal-
ten, wie sie in Tabelle 2.1 dargestellt sind. Wir haben dabei Pfade bis zu ¢ = 50
erzeugt und an dieser Stelle dann den MSE als F'(M) = MSE(M) ausgewertet.
Die Zeilen entsprechen jeweils verschiedenen Filtern. In der ersten Spalte ist
die verwendete Filter—Vergangenheit abgetragen, in der zweiten das verwendete
Clipping—b an der Stelle ¢t = 50; letzteres wurde jeweils auf § = 15 % geeicht.
In den Abbildungen 2.1 und 2.2 ist die Situation jeweils in unterschiedlichen
Ausschnitten dargestellt.

Das in Abbildung 2.2 sichtbare Auseinanderfallen von MY und M™ ist
moglicherweise auch auf numerische Effekte zuriickzufiihren, denn die Funktion
F(M) verlduft bei rLS(M** ) und rLS(M™* ) um das Minimum herum sehr
flach.

Fiir die in Tabelle 2.2 aufgefiihrten, weiteren Zustandsraummodelle haben wir
die Untersuchung ebenfalls durchgefiihrt und sind — koordinatenweise — zu

, wobei
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ganz dhnlichen Verhalten und Graphiken gekommen, so daf§ wir an dieser Stelle
darauf verzichten, diese im einzelnen darzustellen.

Tabelle 2.1: M8, MMM vs M*¥ im Steady—State Modell
AIgl:t—l — — KK
b M= F(M) | F(M"®) | rel.Abw. | rel. Abw.
Ay argmin(F)| (= F) | (=F% | F:F* |M: M*¥
KK o0 0.61515 0.62484 0.62484 | 0.00000 % 0.00000 %
KK bEks 0.62760 0.71933 0.71943 | 0.01401 % 2.02464 %
rLS(M*¥) bEksS 0.64458 0.78991 0.79066 | 0.09443 %| 4.78512 %
rLS(M™) | b || 0.64458 | 0.78924 | 0.78999 | 0.09569 % 4.78512 %
MM (M*¥) o 0.80190 0.73567 0.79227 | 7.69384 % 30.35918 %
MM (MM™M) Bt 0.78481 0.71600 0.76253 | 6.49800 %| 27.58184 %
Tabelle 2.2: weitere untersuchte Modelle
Lp[a]] F |z | e | v [ oa|
11 1 1 9 9 10
9o 1 03 1 0 0 9 0 20
1 0 -03 1 0 9 0 9 0
05 1 1 0 0
2|1 (1 0) 4
-03 0 0 0 0
9l 0.5 0.3 0.46 0.25 3 0 4 0 0
0.6 0.5 0.55 0.46 0 3 0 4 0
05 03 O 3 20 0
1 -1 0 2 —0.2
312 06 05 O 2 3 0 0
0o 1 1 —-0.2 0.5
0 0 038 0 0 1 0

2.6 Beispiele
Wir unterstellen in allen Beispielen jeweils (V3).

Beispiel 2.6.1 Als erstes Beispiel haben wir die Daten von (Franék (2000))
aus dem Datensatz kalman.dat zusammen mit den dort angegebenen System-
spezifikationen fiir die Hyper—Parameter verwendet, also

ap=10,%30=0, 2y, =Z=1, F,=F=1,V,=V=9 0, =Q=9. (2.24)
Die Beobachtungen ¢t = 50,60,90 wurden anschlieend manipuliert, indem an
diesen Stellen artifizielle Ausreifler eingefiigt wurden.

Der rLS-Filter ist mit 6 = 5% kalibriert. Die entsprechende Graphik ist in Ab-
bildung 2.3 dargestellt: Der rL.S—Filter entdeckt alle tatséchlichen Ausreifler und
stutzt die entsprechenden Agy;"“®. Der Kalman-Filter dagegen reagiert abrupt
auf die Ausreifler.
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F(M), brLS=bMM=1.180, t=50 [delta=15%]
233 r

18.7
F(*,bNIM,MM(KK F(.00KK)
142 *, ,MM(KK))
s
(TR
9.7
F(*,brLS,KK)
5.2
F(*brLS,rLS(rLS))
F(*,brLS,rLS(KK))
0.6 1 , ‘\..
-2.33 -1.15 0.03 121 2.38 3.56

M

Abbildung 2.1: MMM M5 vs M*¥ im Steady—State Modell:
Darstellung von F'(M, b, {Filtervergangenheit}) = MSE(Aﬁt['I]t(M, b)) im
gesamten Bereich; das Risiko beim klassischen Kalman—Filter ist unbe-
schriankt, genauer eine Parabel in M, bei den rLS—Varianten stellt sich
eine waagrechte Asymptote ein, und bei den MM—Varianten ergeben sich

wieder Parabeln.

Beispiel 2.6.2 Auch das zweite Beispiel tibernimmt ein Zustandsraummodell,
das bereits von Franéek (2000) als Beispiel verwendet worden ist, ndmlich

20 0 0
ao_(o , 20‘(0 0>
03 1
zn=7=( 50 1), F,=F=

Qt:Q:(g 8), V,=V =

(2.25)

[N
© o oo

Die Verteilung der &; unterliegt nun einer 10%-AO-Kontamination. Die kon-
taminierende Verteilung P°¢ ist dabei

P NQ(<§(5)> : (0(')9 099>). (2.26)

Geméf diesem Modell haben wir 50 Zusténde und Beobachtungen sowohl im
idealen Modell als auch unter Kontamination simuliert. Der rLS—Filter ist auf
0 = 10% kalibriert. Die graphische Darstellung der Filter findet sich in Abbil-
dung 2.4: In beiden Koordinaten reagiert der Kalman—Filter heftig auf additive
Ausreifler, wihrend sich der rLLS—Filter auch bei Ausreiflern akzeptabel nahe des
zu schitzenden Zustandes bleibt.

Beispiel 2.6.3 Um zu zeigen, dafl die Robustifizierung nicht “gratis” ist, ha-
ben wir den Datensatz kalman2.dat unverdndert zusammen mit den Hyper—
Parameter—Spezifikationen von Franék (2000) {ibernommen. Die Daten stam-
men daher aus einer idealen Situation, und der klassische Kalman-Filter sollte
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F(M), brLS=bMM=1.180, t=50 [delta=15%)]

F(*brLS,rLS(KK)),
080 | F(*brLS,rLS(ILS)) - ——

F(M)

F(-.brLS,KK)
0.70 +

F(*,00,KK)
0.65 [

MKK  MrLS MMM
0.60 ) L . . £ ,
0.58 0.63 0.69 0.74 0.80 0.85

Abbildung 2.2: MM M5 vs M*¥ im Steady—State Modell:
Ausschnitt von F(M, b, {Filtervergangenheit}) = MSE(AB,,(M, b)) im

interessanten Bereich; die Minimalstellen sind markiert;

rLSin Beispiel 1: AO’'sin t=50,60,90

!

y, rLS, Kalman*E2
3
Y
T

Abbildung 2.3: Die tatséichlichen Zustéinde sind fiir den Filter nicht verfiigbar, da-
her stellen wir die tatséchlichen Beobachtungen in einer durchgezo-
genen, schwarzen Linie dar; der klassische Kalman—Filter ist in einer
gestrichelten Linie, der rLS—Filter durch eine gepunktete helle Linie
geplottet; Zeitpunkte, an denen der rLS-Filter die Ay;"® stutzt,
sind durch Kringel unterhalb der Graphik markiert.
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simulated Model under AO -- 1st coord. | ssmulated Model under AO -- 2nd coord.

oooooooooo o0

g<
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X
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10
1

X, rLS, Kalman
30
T T
X, rLS, Kalman
5

Y ‘ X
£ S
e
0

| o

10
1

Abbildung 2.4: Die tatséichlichen Zustéinde sind in einer schwarz durchgezogenen,
der Kalman-Filter in einer gestrichelten, dunklen, und der rLS-—
Filter in einer gepunkteten, hellen Linie geplottet; Zeitpunkte, an
denen der rLS—Filter stutzt, sind durch Kringel unterhalb der Gra-
phik, Zeitpunkte mit AO’s durch Kringel unterhalb der Graphik
markiert.

in diesem Fall bessere Resultate liefern als der rLS—Filter. Die Hyper—Parameter

lauten
0 0 0
w=(5)  ==(o5)

Zi=Z=(10), Ft:F:(O('f3 é) (2.27)
10

Qt:Q=<O 0), Vi=V =4.

Der rLS-Filter ist auf einen Effizienzverlust von § = 5% geeicht.

Weil wir in diesem Beispiel keine Information iiber die tatséichlichen Zusténde
\ = ZBl,, die durch
Kalman—Filter und rLS—Filter erzeugt werden, mit den tatsédchlichen Beobach-
tungen y;. Diese gefilterten Beobachtungen sind dann wie iiblich in Abbil-
dung 2.5 abgetragen: Offenbar ist der Kalman—Filter nicht so trige wie der

rLS—Filter und folgt daher den Beobachtungen enger.

besitzen, untersuchen wir die gefilterten Beobachtungen y

2.7 Bewertung
Mit dem rLS—Filter haben wir ein rekursives Verfahren, das sehr gut mit AO—
Ausreiflern zurecht kommt. Folgende Eigenschaften sind dabei festzuhalten:

Kalibrierung “off-line”, Auswertung “on—line”

Beim Aufbau des Filters ist zu bemerken, daf} in unserem Kontext, also bei be-
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rLS-Beispiel 3im Beobachtungsraum

Y, y-ILS, y-Kaman
0

Abbildung 2.5: Die tatséichlichen Beobachtungen sind in einer schwarz durchgezo-
genen, der Kalman-Filter in einer gestrichelten dunklen, und der
rLS—Filter in einer gepunkteten hellen Linie abgetragen; Zeitpunk-
te, an denen der rLS—Filter clippt, sind durch Kringel markiert.

kannten Systemmatrizen, die rechentechnisch aufwendige Kalibrierung des Fil-
ters, d.h. das Finden von b, K und M , vorneweg erledigt werden kann und dann
beim eigentlichen Auswerten des Filters an den Beobachtungen y; die abgespei-
cherten Werte fiir b, K, und M™% verwendet werden kénnen. Das Auswer-
ten geht dann extrem schnell, da nur der Ausdruck 6#&1 + Hyes (M5 Ay;s)
zu berechnen ist.

Berechnung von by (und M;"®) fiir wenige t

Unserer Erfahrung nach kann man sich im Fall konvergenter E?‘?[,l] bei der
Berechnung von M, auf die Zeitpunkte ¢ beschrinken, bis LXK ] sich nume-

tlt[—1
risch nicht mehr dndert.

kaum Unterschied rLS(M*¥ ) : rLS(M™* ), K < o0 : K = 00

Ebenso macht es nach unserer Erfahrung numerisch keinen Unterschied, ob
man den rLS( M*¥ )— oder den rLS( M™% )-Filter verwendet, und ob man mit
K = oo arbeitet oder mit der modifizierten Verlustfunktion. Es bleibt daher
nur die Aufgabe, ein weniger aufwendige Bisektionsverfahren zur Ermittlung
der Clipping—Schwelle b fiir jedes t — bis zu dessen Stabilisierung in ¢t —
ablaufen zu lassen.

2.8 Verfiigbarkeit

In der XploRe—Quantlib kalman.1lib wurde der rLS-Filter in Form der Quant-
lets rLSfil — der rLS(M** )-Filter zu gegebenem b™° — und calibrLS —
zur Kalibrierung des rLS—Filters auf ein vorgegebenes § — umgesetzt; vgl. auch
Ruckdeschel (2000b) fiir die entsprechenden Eingabe—/Ausgabeparameter.



Kapitel 3

der rIC—Filter

3.1 das Filterproblem als Regressionsproblem

Ein weiterer Ansatz, den Kalman-Filter zu robustifizieren, stammt aus dem
Regressions—Kontext, wo eine umfangreiche Robustheitstheorie zur Verfiigung
steht und wir auf den Begriff der “Influenzkurve” oder “Influenzfunktion” zuriick-
greifen konnen. Den in diesem Abschnitt hergeleiteten Schétzer wollen wir daher
als rIC fiir recursive Influence C'urve bezeichnen.

3.1.1 der klassische Kalman—Filter als KQ—-Regressions—
Schiatzer

Um die Verbindung zur Regressionstheorie herzustellen, verweisen wir auf ein
Lemma, das sich bei Duncan und Horn (1972) und Cipra und Romera (1991)
findet:

Lemma 3.1.1 Der klassische Kalman—Filter (12) 1ift sich als ein gewichteter
Kleinste—Quadrate—Regressions—Schdtzer auffassen.

Weil wir Teile davon spéter noch brauchen, geben wir hier einen Beweis dieser
Aussage.

BEwEIS: Indem wir die Minimalstelle B von
QB) = By — BT T (B = 8) + (e — ZeB) Vi e — Z48) - (3.1)
als Nullstelle der Gleichung

S Bty = B + ZVi (g — Zu8) = 0 (3-2)

tlt—1
berechnen, erhalten wir, dafl

(SHe o+ 20V 206 = ZTV e+ SR

Nun ist wegen M;™ = S | Z7 (ZS5 27 + V)~

My (ZeSEE 20V + 1) = S 27V (3-3)

34
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Verwenden wir das Matrixinversionslemma, Anderson und Moore (1979), Pro-
blem 3.7, so erhalten wir, daf3

(E?\T _11+ZtTVt_1Zt):( t\t 1 — M{EEZ 5 t\t 1)71»

und sehen somit, dafl

B o= (X t\t 1 — My*Zy t|t 1)(22—‘/;571:%5 + EI;I; 1137};71)
= B + M (e — ZeByi—1) = Bye-
"

3.1.2 das Zustandsraummodell als Regressionsmodell

Auf dieses gewichtete KQ—-Problem stoft man im folgenden “Regressionsmodell”

()-(2)we(Pi)

Dabei schreiben wir Regressionsmodell in Anfiithrungszeichen, weil der Parame-
ter dieses Modells nicht deterministisch ist, sondern stochastisch. Pagan (1980)
nennt in diesem Zusammenhang das Buch von Swamy (1971) und die Artikel von
Rosenberg (1973) und Cooley und Prescott (1976) als Referenzen. Modelle die-
ser Art werden im engeren Sinn nicht durch die klassische asymptotische Theo-
rie! erfat, und so kénnen wir vorerst einige Schliisse nur per Analogie ziehen.
In Abschnitt 8.8 aber werden wir Argumente liefern, die unsere Vorgehenswei-
se innerhalb des Modells mit stochastischem Parameter absichern. Einstweilen
verwenden wir die Theorie fiir ein deterministisches j; .

Schreiben wir D, fiir die Design—-Matrix und fassen wir Beobachtung und Fehler
jeweils zusammen zu z; = (8127, y7)" und G = (B, — B)7,€])", so wird
aus (4) unter (V3) bzw. (V4)

YKK 0
= DB + (s Gt ~ Np1q(0,Cy), Cy = ( t‘é 1 Vt) . (3.5)

Geht man nun vor wie im klassischen, multivariaten Regressionsmodell
Y=X0+¢

mit unabhanglgen R —wertigen Beobachtungen y; und Designpunkten z; €
R**! 50 hétte man fiir den ML-Schétzer die Nullstelle 6

ZAG Z/z ;

zu suchen, wobei wegen der Normalitét der Fehlerterme Ag(y;) = xi(y; — x70)
wire. Mit offensichtlichen Identifikationen erhalten wir fiir unseren Fall (mit
einer Beobachtung)

No(z) = E?ﬁ( Il(ﬁﬂt L= B+ 2TV e — ZoBy), (3.6)

also das Zusammenfallen mit (2), so dafl wir unter (V3) bzw. (V4) den Kalman—
Filter als Maximum-Likelihood Schétzer auffassen konnen.
Wir notieren an dieser Stelle, dafl unter (V3) bzw. (V4)

Ag(21) ~ Np(0,Z5E 1), (3.7)

t[t

Lvgl. Rieder (1994), 2.4
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3.1.3 Influenzkurven in diesem Regressionsmodell

Ausgehend von diesem formalen Regressionsmodell schlagen wir, wie schon Bon-
celet und Dickinson (1983), Boncelet (1985), und Cipra und Romera (1991), eine
Robustifizierung des Kalman—Filters mit Konzepten aus der robusten Regressi-
on vor.

Im Unterschied zu diesen Arbeiten setzen wir nicht gleich Regressions—M—Schét-
zer an, sondern verwenden den Begriff der Influenzkurve im Regressionsmodell
aus Rieder (1994), Kap. 7.

Dazu nehmen wir auch den Regressor D; als stochastisch und unabhéngig von
¢ an und erhalten als Modell

P = {Py(dzx,dy) = P*(dy — z"0)PX(dx) |6 € RP}, (3.8)

wobei wir fiir PX endliches zweites Moment und fiir P¢ endliche Lokations—
Fisher—Information im Sinn von Definition B.2.4 verlangen.

Hierfiir kénnen wir im Prinzip? auf die in Rieder (1994), Thm. 2.4.2 und
Thm. 2.4.6 gezeigte Lo—Differenzierbarkeit dieses Modells mit Lo —Ableitung
und Fisher-Information

Ag(z,y) = A (y — 270), Ty = E[xZpex"] = block—tr E[z"z|Zps  (3.9)

mit A, Zp- der Lokations— Ly —Ableitung® bzw. Lokations-Fisher-Information
von P¢ zuriickgreifen und daher als Regressions-Influenzkurven wie dort in
Definition 4.2.12 bzw. 7.4.1 definieren

Definition 3.1.2 Sei P wie in (8) und A; die Lokations— Lo —Ableitung von
P¢ . Dann heifit g € L5(Py) Influenzkurve falls

Eglto|X] = 0 (3.10)
Eolvong] = L (3.11)

Wie generell bei der linearen Regression haben wir Aquivarianz im folgenden
Sinn, — c.f. Rieder (1994), (16), p. 265 —

)-m (25
A ti=1 ) = A tlt—1 , 3.12
0 ( Yt 0 yr — 20 ( )

so dafl wir im folgenden nur noch den Fall § = 0 betrachten und den Index fiir
0 weglassen.

Als klassisch optimale Influenzkurve 1& ergibt sich 1& = Z'A mit T der
Fisher—Information des Modells. In unserem formalen Regressionsmodell ergibt
sich unter (V3) bzw. (V4) gerade Z = X5¥ ~! also

i

)= S (S B+ 2TV ).

2Dort ist nur der Fall univariater Beobachtungen ausgefiihrt, der Fall multivariater Be-
obachtungen folgt aber mit dem Begriff der multivariaten Lokations—Fisher—Information aus
Definition B.2.6 analog.

3Mit p, der Lebesgue-Dichte von P?, ergibt sich Ac = —Vp®/p°.
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3.1.4 der Kalman—Filter als One—Step—Schitzer

Basierend auf dieser Funktion kann man nun zu einer Influenzkurve ¢ und
einem +/n—konsistenten Startschiitzer §y einen One-Step—Schiitzer 6 definieren
(Rieder (1994), 6.4):

0°% =00+ L 3, Vo, (w4, yi) (3.13)
Fiir diesen One—Step—Schétzer hiatte man, sofern beliebig viele Beobachtungen

zur Schitzung zur Verfiigung stiinden, daf fiir jedes ¢ > 0 fiir alle h € R,
|h| < ¢ gleichmiBig

V(0 — (0 + /) © Py ym = N (0, Eo[trgug]).

Per formaler Analogie verwenden wir ﬁf‘f&il als Startschétzer und definieren

damit in unserem Kontext zu einer Regressions—Influenzkurve i den One—Step—

Schétzer -
s — Boer )
Yt — Ztﬁt\tfl

und dazu wie iiblich die Einschrittvorhersage /ét-i-l\t = Ftﬁt‘t.

Btlt = Bt|t—1 + ( (3.14)

Lemma 3.1.3 Unter (V3) bzw (V4) fallen bei Verwendung von ¢ der One-
Step—Schitzer (14) und der Kalman—Filter zusammen.

BEwEIs: Wir schreiben die Influenzfunktion aus als
Y = ?ﬁ(Z‘;ﬁ_‘f(ﬁ;ﬁ_l - Bt\tfl) +
+Z7V (e — ZtBt|t71)) + Bt|t71

wobei [Byg = ﬁé‘fé und B9 = ﬁﬁg. Sei Byi—1 = ﬁfﬁ;l, dann ist

Bt\t = @(\?—1 + E?\f‘( TV e - Ztﬂf\?—l) = ﬁ?v
weil
(S + 2TV Z0) T = S 20 (2SS 2] + Vi) T

tjt—1

Weiterhin gilt BHW = ﬁ;,(fu .» und damit ist die Behauptung per Induktion
gezeigt. m

3.2 der rIC—Filter

Die Idee beim rIC-Filter besteht nun darin, die Influenzkurve z/A) der klassischen
Scoresfunktion durch allgemeinere, beschriankte Influenzfunktionen zu ersetzen.
Dabei setzen wir von nun an stets (V3) bzw. (V4) voraus.

3.2.1 Definition

Fiir die lineare Regression konnte man zeigen (c.f. Rieder (1994), chap. 7), dafl
Influenzkurven von Hampel-Krasker-Gestalt*, also

b
m}7 (3.15)

4vgl. auch Hampel et al. (1986), chap. 6, graphisch dargestellt dort auch in Figure 1, p.322

¥y¢ = A(Ap — a) min{1,
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die Spur der as. Kovarianz unter einer Schranke b an den as. Bias in einer
Konvexkontaminationsumgebung minimieren. Dabei ist unter (V3) bzw (V4)
wegen der dann geltenden Symmetrie von £(A) stets a = 0 wihlbar.

Wegen der Aquivarianz der Regression (12) ergibt sich

rIC rIC mK— - IC_ . @K_ _BIC_
o =g (g ) <o (T 0 )

Fiir die Bestimmung der Matrix A ergibt sich aus (11)

A™! £ E[AAT min{1, (3.17)

b
Ist zu gegebenem b einmal die Matrix A = A(b) bestimmt, kann man im
Korrekturschritt eine robuste Schétzung erzielen, indem man folgenden One—
Step—Schétzer, eben den rIC-Filter,

B = gre 4 e Ht(ﬁ—l B tItjfl (3.18)
t|t tlt—1 Ye — Ztﬁ[tﬁtfl .

und dazu wie iiblich die Einschrittvorhersage ﬂ;{fut = Ft,leltc verwendet.

Bemerkung 3.2.1 Boncelet und Dickinson (1983), Boncelet (1985) und Cipra
und Romera (1991) schlagen als Robustifizierung des formalen Regressions-
modells (5) jeweils M—Schétzer vor, Boncelet (1985) gibt auch die Moglichkeit
eines One—Steps an. Im Unterschied zu unserer Hampel-Krasker—Influenzkurve
halten sich Cipra und Romera (1991) an die Vorgehensweise von Huber (1981),
Kapitel 7, indem der Regressor nicht mitgestutzt wird. Die Robustifizierung er-
folgt koordinatenweise in z; aus (5).

Boncelet (1985) hingegen verwendet die “dekorrelierten Residuen”

Gy

[N

(2t — Dif34)

1
als Argument einer 1 -Funktion, so dal auch hier ein “grofles” C, > Hebel-
punkte erzeugt.

3.2.2 Kriterium fiir b

Wie im klassischen Regressionskontext erhalten wir mit (15) eine ganze Familie
von Influenzkurven, die durch die Stutzhéhen b parametrisiert wird. Fiir die-
se Stutzhohe b hétte man gerne ein Kriterium, das man unabhéngig von den
Modelldaten aufstellen kann. Dazu schlagen wir vor, b so zu wihlen, daf3

Eia [17° 2 = (14 8) Eiq []? = (1+0) tr(SKK), (3.19)

wobei E;4 fiir die Integration unter (V3) bzw (V4) steht. (19) und (17) resp. das
noch zu definierende (24) definieren dann ein Gleichungssystem, das simultan
numerisch zu lsen ist.

Bemerkung 3.2.2  (a) Gleichung (19) kalibriert die L -Norm von 1 so,
daf} sie um 1000 % groBer ist als die Lo—Norm der klassisch-optimalen Influ-
enzkurve. Wenn uns eine Asymptotik wie im Regressionskontext zur Verfiigung
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stiinde, wiirde E;q [¢"'° |? mit der Spur der asymptotischen Varianz des Schiitzers
zusammenfallen, so dafl 1/(1 + &) als asymptotische relative Effizienz (ARE)
aufgefafit werden konnte.

(b) Die Bestimmung von A und b gem&f (19) und (17) resp. (24) wirft
numerische Probleme auf und wird etwas ausfiihrlicher in Anhang D erldutert.

(c) Anders als beim rLS—Filter miissen wir uns hier keine Gedanken machen,
da wir durch die Verwendung des robusten Verfahrens von der idealen Norma-
litét von AS abweichen: Dadurch, dafl wir immer den klassischen Kalman—Filter
mitfithren, diirfen wir auch in jedem Schritt ¢ von der Normalitdt der entspre-
chenden Scores im idealen Modell ausgehen.

3.2.3 eine Variante dieser Robustifizierung

Wir haben gesehen, dafl die Scoresfunktion A in unserem Kontext darstellbar
ist als A = Ao + Ao mit

Ao = 5 (B — Br) (3.20)
Mo = ZV7Hy— ZiB), (3.21)

und .
( v ) ~N2p(o,( G 3 >>, (3.22)

I =Cio +Cho +Ci2+ C],, wobei Cio =35 |, Cuao =2}V, Z,.

tlt—1>
Will man sich nun spezifisch gegen additive Ausreifier schiitzen®, so ist die-
se Darstellung besser geeignet, denn sie erlaubt es, Innovations— and additive
Ausreifier separat zu behandeln, da Innovationsausreifler sich nur im Term A,
auswirken und additive entsprechend nur in A,, . Als separat gestutzte Influ-
enzkurve ergibt sich

. 5 . bio . bao
P = A(Ajo min{l, — }+ Aso min{l, ———1). (3.23)
° | Al | ¢ | A so |

Da wir es nur auf AO’s abgesehen haben, ist es sinnvoll, b, grundsétzlich auf
oo zu setzen, also nur Term A,, bei Bedarf zu stutzen. Fiir die Bestimmung
der Matrix A ergibt sich damit aus (11) wegen der Unabhéngigkeit der beiden
Summanden A; im idealen Modell die Bestimmungsgleichung

AV L E[Ao AT, min{l, %}] 4+ xR L (3.24)

| Aol t|t71

Zur Kalibrierung von b schlagen wir eine entsprechende Variante von (19) vor.

3.3 Aquivarianz beim rIC und andere Normen

3.31 Fallp=1

In Bemerkung 3.2.2 (b) haben wir auf das numerische Problem hingewiesen, die
Matrix A in (17) bzw. (24) zu bestimmen. Im Fall p = 1 sind jedoch einige

5Denkbar wiire auch ein Schutz gegen Innovationsausreifier; dieser stellt sich aber vor allem
im Vergleich zum spéter eingefiithrten mIC—Glédtter und —Filter als nicht befriedigend heraus.
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Vereinfachungen moglich. Genauer kann man zeigen, daf§ man zu einem gewis-
sen 0 die Groflen A und b zur Bestimmung einer Influenzkurve fiir beliebige
Fisher-Information Z ausgehend von den Groflen Ay und by einer Referenz—
Influenzkurve zum selben § fiir die Fisher—Information Zy gewinnen kann durch

A=ATy/T  b=bo/To/I. (3.25)

Der Beweis dieser Tatsache findet sich in Rieder und Ruckdeschel (2000b).

Bemerkung 3.3.1 Weil sich fiir p = 1 alle Normen nur durch einen skalaren
Faktor unterscheiden, macht es keinen Sinn, wie in den Abschnitten 3.3.2 und
3.3.3 andere Normen zu verwenden; die hier fiir ein festes & gefundenen A und
b sind unabhéngig von der Wahl der Norm.

3.3.2 informations—standardisierte IC

Anstelle der euklidischen Norm kann man bei der Definition der Hampel-Kras-
ker-Influenzkurve in (15), zur Bestimmung von A in (17) resp. (24), sowie
anstelle der Spur tr E1” = E [4|? zur Bestimmung von b in (19) auch andere
Normen verwenden. Eine mogliche Wahl ist dabei die Norm |- |z, die fiir ein
x € RP definiert ist als vx7Zz. Die mit dieser Norm definierten Influenzkurven
besitzen gewisse Aquivarianzeigenschaften (vgl. Rieder (1994), Abschnitt 5.5.4
und Rieder und Ruckdeschel (2000b)). Insbesondere aber gilt in unserem Kon-
text, d.h. A ~ N,(0,Z): Man kann A als aZ~! mit a € R wihlen und a,b
sind unabhéngig von Z und héngen nur von der Dimension des Problems ab.
Daher ist die Dimension des Problems, die Influenzkurve zu gegebenem § zu
bestimmen, von vornherein zwei — (a, b) —, so daB sich zu deren Bestimmung
ein Newtonverfahren anbietet. Genauer hat man fir A ~ A(0,I,) mit den
Funktionen

Fu(t) :=E[lyz<yl Eult) = E[|A| Ligi<ah Vult) = E[JA[ Liaj<a)s
(3.26)

die ausfiihrlicher in Anhang D motiviert werden, die Gleichung F(b, @) 20 zu
16sen:

Proposition 3.3.2 Sei ¢:=b/a; dann gilt mit

_( Fi(ba) \ Vule) + c(BEu—Eu(c)) —p/a
F(b,a) = ( Fy(b.q) > = < Vule) + 2(1 — Fu(c)) — 6p/a? > (3.27)

OF oF, Eu—&,(c) p—b(Euz—Su(c))
dF(b,o) = S 8 ) (ba)= o %
(b @) ( 36_% % >( @) ( 2c(1—Fu(c)) 2(6p7b2ggfu(c))). )
(3.28)

Der entsprechende Newton-Algorithmus fir (c,b) als Nullstelle von F konver-
giert lokal superquadratisch.

(e

Der Beweis der hier gemachten Aussagen und der Proposition findet sich in
Ruckdeschel (2000a).
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3.3.3 selbststandardisierte IC

Ahnliche Eigenschaften wie informations-standardisierte Influenzkurven besit-
zen auch sogenannte selbststandardisierte Influenzkurven (vgl. Rieder (1994),
Abschnitt 5.5.4 und Rieder und Ruckdeschel (2000b)). Anstelle der euklidischen
Norm verwendet man dann als als Norm | - [¢(,, die fiir ein 2 € R” definiert
ist als y/27C(n)~'z mit C(n) = E+44™ . Auch hier gilt in unserem Kontext, dafl
man A als aZ~! mit a € R wihlen kann und (a,b) wieder unabhiingig von
7 ist, so daB sich auch hier zur Bestimmung von (a,b) ein Newtonverfahren
anbietet. Es gilt:

Proposition 3.3.3 Schreiben wir wieder kurz ¢ := b/a und definieren die
Funktion 7(c) :==r(b,A,Y), so gilt mit

o Gi(by) N Vu(c)+02(1—fu(c)—6 / 2
G(b,) = ( Calbn) > ‘( P ) (3:29)

9G,  9Gy
dG(b7 ’7) = ( 6%)2 68 2 ) (b7 ’Y)
b Oy
2¢(1—Fu () 2(5p—b2(1-F.,(c)))
3

Y v
dp(Eu—E,(c)) B cdp(Eu—E,(c)) ’
ier - 2 A7)

(3.30)

daf ein entsprechender Newton-Algorithmus fiir (v,b) als Nullstelle von G lokal

superquadratisch konvergiert. o kann dann explizit als ;_(LC) gewonnen werden.

Der Beweis dieser Aussagen wie auch der Proposition findet sich wieder in Ruck-
deschel (2000a).

3.4 separat gestutzte Varianten des rIC mit an-
deren Normen

Auch fiir die in Abschnitt 3.2.3 eingefiihrte Variante des rIC, bei der man den
AO- und den I0-Teil der Scoresfunktion separat stutzt, hitte man gerne die
Invarianzeigenschaften der standardisierten Varianten des letzten Abschnitts.
Dies liegt hier nicht auf der Hand, da man die entsprechenden Normen erst
konstruieren muf}. Moglich wird dies, wenn man jeweils nur einen Teil der Sco-
resfunktion robustifizieren mochte. Man erhélt:

3.4.1 informations—standardisierte IC

Ohne Einschrinkung sei die erste Komponente Ao zu robustifizieren. Verwen-
den wir als standardisierende Norm | - | cxd und 16sen damit das Fixpunktpro-

blem B! = E[A,o AT, wao] mit

bAO }
|BA|C;(1)

Wao = min{l,



42 KAPITEL 3. DER RIC-FILTER

so kann man wegen der Normalitdt von A,, im idealen Modell (V3) bzw. (V4)
B als B = vC;} mit 0 < v € R withlen. Aus der Unabhiingigkeit von A,
und A;, im idealen Modell folgt dann mit A := (%C’Ao +Cio)7t

1
; ho T Go = E[AowroAl] + E[AcAG] =

= E[(AAO’LUAO + A[O)(AAO + AIO)T]

A—l

und somit ist die Korrelationsbedingung erfiillt.
Insgesamt ergibt sich als Stutznorm fiir ¢ damit |- |¢ mit

G= A(BCAO B)_lA = ('YCIO +Cio )_1CAO (’YCIO + Cao )_17

mit der sich dann v schreiben 148t als

1 = A(A o min{l, }+Ao).

_ b
|AAAO |G

Fiir die Bestimmung der Stutzhéhe b macht es allerdings dann keinen Sinn,
die “GroBle” von v in der nur durch A,, induzierten Norm zu betrachten.
Stattdessen verlangen wir

B[] = E[|A(Aso wao + Aio)[?] = (14 6) tr T L.

In Proposition 3.3.2 ergeben sich — wie in Ruckdeschel (2000a) nachzulesen
— hieraus folgende Modifikationen: Mit ¢ = b/y, A = (Cio + %C’AO)’1 und
p:=Vu(c) + (1 — Fu(c)), sowie

pao = Ytr[ACs0 A(Cio + Cao p)A] — b2(1 — Fu(c)) tr(AC,0 A)

haben wir © ( £.(0)) /
o Vule) +c(Eu—Eu(c)) —k/vy
F(b;r}/) = ( tr [A(qo +CAop)A] 75trz—1 > (331)
Eu—E&,(c) k=b(Eu—Ey(c))
dF(b,y) = ( 2c(12Fu(c) tr(ACx0A)  2mo | ) (3.32)
¥ 7?

3.4.2 selbststandardisierte IC

Mit den gleichen Techniken wie im vorausgegangenen Abschnitt kdnnen wir
auch eine selbststandardisierte, separat gestutzte Variante des rIC definieren:

Wir 16sen das Fixpunktproblem B~! = E[A,o AT, w2, ], dieses Mal mit

~ . bAO
= 1 .
Wao = min{1, |A|Bf1}
Wir erhalten wieder, dal B wiihlbar ist als vCr}. Setzen wir dann A~! :=
Cio + E[Aso AT, Wao ], so erfiillen wir die Korrelationsbedingung. Wir merken
hier noch an, dafi auch E[A o AL, Wao] = aCyo fiir ein 0 < a € R.
Insgesamt ergibt sich als Stutznorm fiir ¢ damit |- |g mit

G=AB'A=~(Cp +aCyo) 'Cho (Cio +aCro)™t,

1
gl
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mit der sich dann v schreiben 148t als

Y = A(Aso min{1, P+ Ao).

|AAAO |G

Fiir die Bestimmung von b gehen wir vor wie in Abschnitt 3.4.1; modifiziert man
G und dG entsprechend, so kann man analog zum informations—standardisierten
Fall wieder ein Newtonverfahren zur Bestimmung von «,b verwenden.

3.5 Beispiele

Der Einfachheit halber stellen wir nur die simultan AO/IO-gestutzte Variante
des rIC dar. Um eine bessere Vergleichbarkeit zu den Beispielen des rL.S—Filters
zu gewdhrleisten, sind die Beispiele fiir den rIC-Filter unter den gleichen Be-
dingungen erstellt, wie die des rLS—Filters.

Beispiel 3.5.1 Wir iibernehmen den Setup von Beispiel 2.6.1 inklusive der Ka-
librierung auf einen Effizienzverlust von § = 5%. Das Resultat ist in Abbil-
dung 3.1 dargestellt: Wie beim rLS—Filter entdeckt der rIC—Filter alle tatséchli-
chen Ausreifler und stutzt die entsprechenden Ay;™®. Der Kalman-Filter hin-
gegen reagiert abrupt auf die Ausreifler.

riCinBeispiel 1: AO’'sin t=50,60,90

!

y, rIC-sim, Kalman* E2

— L
'
¥
o
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Abbildung 3.1: Die tatséichlichen Zusténde sind fiir den Filter nicht verfiigbar, da-
her stellen wir die tatséchlichen Beobachtungen in einer durchgezo-
genen, schwarzen Linie dar; der klassische Kalman—Filter ist in einer
dunklen, gestrichelten Linie, der rIC—Filter durch eine gepunktete,

rIC

helle Linie geplottet; Zeitpunkte, an denen der rIC-Filter die Ay;
stutzt, sind durch Kringel unterhalb der Graphik markiert.

Beispiel 3.5.2 Setup und Kalbrierungs—¢§ sind genau wie in Beispiel 2.6.2.
Das Resultat ist in Abbildung 3.2 dargestellt: Im Gegensatz zum rLS-Filter
erscheinen dem rIC—Filter Ausreifier mit Mittelwert 25 nicht als Ausreifler—
verdachtig; das Clippen in der ersten Koordinate hat kaum einen Effekt. In
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der zweiten Koordinate reagiert der Kalman—Filter dagegen heftig auf additive
Ausreifier, wihrend der rIC-Filter auch bei den Ausreiflern nahe am Zustand
bleibt.

simuliertes Modell unter AO -- 1. Koord. simuliertes Modell unter AO -- 2. Koord.
ol \ "
# — N S0
o L oo :
g g e, o .
£ E of vy Al '
kl ® Yy, o '
X X P o H
s 3 H £ Pnyoe '
g g = PR Y :
: : BTN I .
o L 1 [
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Abbildung 3.2: Die tatséichlichen Zustéinde sind in einer schwarz durchgezogenen,
der Kalman—Filter in einer gestrichelten, dunklen, und der rIC—
Filter in einer gepunkteten, hellen Linie geplottet; Zeitpunkte, an
denen der rIC-Filter stutzt, sind durch Kringel unterhalb der Gra-
phik, die Zeitpunkte mit AO’s durch Kringel oberhalb der Graphik
markiert.

Beispiel 3.5.3 Wie in Beispiel 2.6.3 wollen wir anhand dieses Beispiels zei-
gen, dafl wir bei Verwendung der rIC—Filters im idealen Modell an Effizienz
gegeniiber dem klassischen Kalman—Filter verlieren. Setup und Kalibrierungs—
0 sind gegeniiber Beispiel 2.6.3 unveréindert. Das Resultat ist in Abbildung 3.3
dargestellt: Wie beim rLS-Filter folgt der Kalman-Filter den Beobachtungen
enger als der robuste Filter.

3.6 Bewertung

Wie der rLS-Filter ist der rIC-Filter ein (strikt) rekursives Verfahren, das im
allgemeinen sehr gut mit AO-Ausreilern zurecht kommt.

Kalibrierung “off-line”, Auswertung “on—line”

Wie beim rLS—Filter kann auch hier bei bekannten Systemmatrizen die re-
chentechnisch aufwendige Bestimmung der Influenzkurven ;' , das heifit das
Finden von b und A noch vor der Datenerhebung “off-line” geschehen. Die
eigentliche Auswertung des Filters an den Beobachtungen y; ist dann dhnlich

unkompliziert wie beim rLS—Filter.
Berechnung von b; und A; fiir wenige ¢t
Im zeitinvarianten Fall gilt fiir konvergentes tK‘K 1 automatisch die Mitkonver-

t—1
genz der Lagrange-Multiplikatoren A; und der Clipping-Schwellen by’ . Weil
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rlC-Beispiel 3 im Beobachtungsraum

Abbildung 3.3: Die tatsichlichen Beobachtungen sind in einer schwarz durchgezo-
genen, der Kalman-Filter in einer gestrichelten dunklen, und der
rLS—Filter in einer gepunkteten hellen Linie abgetragen; Zeitpunk-
te, an denen der rIC-Filter clippt, sind durch Kringel markiert.

diese Konvergenz geometrisch ist®, stabilisiert sich Effl?[_l] sehr schnell — im
Fall des Steady—State Modells aus Beispiel 1.4.1 ist etwa

Sy —lUm [ <1077 fir £ > 6.

Verwendet man zusétzlich eine der standardisierenden Normen aus Abschnitt 3.3,
so ist auch die Bestimmung der Matrizen A im Prinzip “online” mdoglich.

Vergleich rIC : rLS

Die Frage, ob der rLS—Filter dem rIC—Filter vorzuziehen ist, hingt wiederum
von der Kontamination ab und 148t sich nicht allgemein beantworten:
Wiéhrend im Beispiel 2 von P. Franék der rLS-Filter eindeutig die besseren Er-
gebnisse liefert, erzielt der rIC—Filter in der Mini—Studie in Kapitel 5 in den
betrachteten Kontaminationen bei Eichung auf denselben Effizienzverlust bes-
sere MSE-Werte.

3.7 Verfiigbarkeit

Wie der rLS—Filter, so steht auch der rIC—Filter im Rahmen des Programmpake-
tes XploRe in der XploRe—Quantlib kalman.1lib zur Verfiigung. Der rIC-Filter
wurde dabei in Form der Quantlets ricfil und und calibrIC realisiert, ricfil
fiir den rIC— bzw. rICs—Filter — je nach Wahl der Eingabeparameter — zu ge-
gebenem (A[A],b)}°*, und calibrIC zur Kalibrierung des rIC[s] Filters auf
ein vorgegebenes ¢ ; vgl. auch Ruckdeschel (2000b).

6 Weil X¢|¢[—1) konvergiert, ist (F, Z) ermittelbar im Sinn von Definition 7.2.13; daher gibt
es ein K, sodaBl p(FF — KZ) < 1, und dieses p(F — KZ) ist — vgl. Anderson und Moore
(1979), p. 81 zugleich im wesentlichen die Konvergenzrate.



Kapitel 4

m—Schritt—Robustifizierung:
der mIC—Glatter und —Filter

4.1 Problemstellung

4.1.1 Innovationsausreifler

Wenn wir Innovationsausreifler fiir moglich erachten und auch dagegen “robust”
sein wollen, ist es, wie bereits erwahnt, nicht sinnvoll, auf der rekursiven Struk-
tur des Kalman-Filters zu bestehen, weil wir nur dann einen Strukturbruch im
Prozefl erkennen kénnen, wenn eine gewisse Vorgeschichte des Prozesses be-
kannt ist. Nur so ist es moglich, dem tatséchlichen Zustand bei Niveauspriingen
schneller zu folgen als der klassische Kalman—Filter.

4.1.2 ein grofles Regressionsproblem

Wir betrachten nun die Aufgabe, simultan Schétzungen fiiv Sr (Filterproblem)
und Br_pm.r—1 (Gliattungsproblem), basierend auf Yp_,,.r und ﬁ;ﬁ‘imlemfl
zu finden.

Wenn wir hierfiir das Regressionsmodell mit unbekanntem “Parameter” Gr_,,.7
zugrundelegen, wie es von Duncan und Horn (1972) vorgeschlagen wird, und
zusitzlich fiir die ideale Situation (V3) bzw. (V4) annehmen, kénnen wir schrei-
ben

\¢ = Zifit+e t = T-m,...,T
0 = B—FB1—v, t = T—-m+1,...,T (4.1)
ﬂ’;’lim\Tfmfl = ﬁT*m + CTfm

so dafl im idealen Modell (V3) bzw. (V4) (r_m ~ N, (O,E}%}im‘T_m_l) und

stochastisch unabhéngig von allen v, ¢ ist, die in (1) auftauchen.

Bemerkung 4.1.1 Wie im rIC-Fall schreiben wir “Parameter” in Anfithrungszeichen,
weil im Gegensatz zur klassischen Regressionstheorie der Parameter selbst sto-
chastisch ist. Im Unterschied zum rIC-Filter und ebenfalls anders als in der
klassischen Regressionstheorie sind sogar einige “Beobachtungskoordinaten” de-
terministisch.

46
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In Matrixschreibweise schreibt sich (1) als

HJ(“}\(Tfmfl I HP 0 1 CTfm
YT —m ZT—m 0 0 ET—m
0 _FT—m, Hp BT—m —Ur4+1-m
Yr-m+1 |= 0 Zr-ms || erriem
. Br '
0 0 —FT_1 Hp —UT
yr L 0 Zr ] er
(4.2)
4.2 klassische Losung
4.2.1 die Kleinste-Quadrate—L6sung
Man erhilt die Kleinste-Quadrate-Losung fir g% = g%, r, indem man

2G(B) = Z?:Tfm(yt - Ztﬁt)TVfl(yt — ZiBe)+
+ ZtT:T—mﬂ(ﬁt — FiBi1)7 Q7 (B — ZufBi—1)+
+(/8T*m - ﬂ;"lim|T7m71)TZ}§“Kf:n1\T7mfl(ﬁT*m - ﬂ;"linﬂTfmfl)

= mingT_m.,..ﬂT! (4.3)
4.3
16st.

Bemerkung 4.2.1 Im idealen Modell (V3) bzw. (V4) fiillt dieses Minimum
sowohl mit dem bedingten Erwartungswert als auch mit dem Posterior-Modus
zusammen (vgl. Proposition 4.2.3), sowie wegen der Linearitéit des bedingten
Erwartungswertes zugleich mit 5¥Iim:T|T‘

Diese Bemerkung fiithrt uns zu einer Robustifizierung analog zum rIC-Kontext:

4.2.2 die (m + 1)p-dimensionale Scores-Funktion

Gehen wir nun wie bei der robusten Regression (vgl. Rieder (1994), chap. 7)
vor, so ermitteln wir unter (V3) und (V4) die Ly—Ableitung A, indem wir G
nach (§ ableiten und erhalten eine Scoresfunktion, die in m+1 p-dimensionale
Blocke Ay, t=T —m,...,T, zerfillt:

9.G= Apyw.f) = NG5 +A3w.5)

9B:
firt=T-m,...,T
mit A??) = Zg—‘/t_l(yt - Ztﬂt)
firt=T-m,...,T
AN = —Q7 (B — Fifim1) + F Qi (B — FrnBy)

firt=T-m+1,...,T -1
= —Q7'(Br — FrfBr-1)
firt=T
= 72};K7;11\T—m71(16'f—m - ﬁT—'m|T—7n—1)+
+F’1‘C—m+1Q%fm+1(ﬂT*m+1 - FTferlﬂTfm)
firt=T—m.
(4.4)
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Ihre Fisher-Information Z := E[AA"] besitzt Block—Tridiagonal-Gestalt,

7 = dlag[(Z{‘éith) + Zl}Ki:nl‘Timil + F%7m+1Q;17m+1FT7m+1 )
(Q;l + FtTfrlQ;'*‘llFt+1>T7m<t<T ) QCFIH'
—ndiag; [(FtQt_ )T—m<t§T]7

—ndiag, [(FtQ;l)T7m<t§T]T7

(4.5)

wobei “diag[-]” fiir die (m + 1) x (m + 1) Diagonalmatrix mit entsprechenden
p X p Matrizen als Elementen steht. Analog bezeichnet “ndiag, []” die (m+1) x
(m+1) Matrix, bei der die erste obere Nebendiagonale mit den p x p Matrizen
aus dem Argument besetzt ist.

4.2.3 Influenzkurven in diesem Regressionsmodell

Wie schon im rIC-Fall nehmen wir den Regressor in (2) als stochastisch und
unabhéingig von den Fehlern an und definieren

Definition 4.2.2 Sei die Scoresfunktion A wie in (4) definiert. Dann heifit
Yy € Lémﬂ)p (Py) Influenzkurve, falls

Eg[tp|Regressor] = 0 (4.6)
EoloAg] = Timt1)p- (4.7

Wie im rIC-Fall diirfen wir eine analog zu (12) definierte Aquivarianz verwen-
den, so daff wir im folgenden wieder nur noch den Fall # = 0 betrachten und
den Index fiir 6 weglassen. Als klassisch optimale Influenzkurve ¢ ergibt sich

=T 1A.

4.2.4 verschiedene Konstruktionen im idealen Modell

Proposition 4.2.3 I'm idealen Modell (V3) bzw. (V4) fallen One-Step mit be-
liebigem Startschdtzer By, bedingter Erwartungswert, orthogonale Projektion
oP(Br—m.7|Y1.7) und Posterior—-Modus zusammen.

BewEIS: Daf im Fall normalverteilter Ubergangsdichten bedingter Erwartungs-
wert und Posterior-Modus zusammenfallen ist eine bekannte Tatsache (vgl.
Kiinstler (1995), Fahrmeir und Kiinstler (1999)), und weil im Gaufischen Fall
der bedingte Erwartungswert linear ist, fillt er auch mit der orthogonalen Pro-
jektion auf £; zusammen.

Schreibt man nun in den Bezeichnungen von Kiinstler (1995), p. 66 im Fall fester
Fensterbreite!

y = (ﬂT—m\T—m—la Yr—m; - - - ayT)
Z = diag[Hp,ZT,m,...,ZT],
W= dia’g[zginﬂT—m—l? ‘/T_—lm7 e VT_IL
respektive in variabler
Y = (a‘Ovyla"'ayT)
Z = diag[Hp, ZT—m+17 ey ZT]
W = diag[le,VTilmH,...,V:Fl],

1vgl. auch Lemma 3.1.
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so schreibt sich die Scoresfunktion als
Ay,B)=Z"Wy-1Ip.

Wie eben bemerkt, fallen im idealen Modell (V3) bzw. (V4) Kleinste-Quadrate—
Losung und Posterior—-Modus zusammen. Daher 16st der klassische Kalman
Glatter und Filter 37, 5, auch das Nullstellenproblem Ag(y) =0 in 3.
Wegen der Linearitéit von A in 8 und der Invertierbarkeit von Z ist dies dqui-

valent mit ﬂ(‘)‘[‘}_M:T‘T = 771 Z7 W . Damit aber haben wir fiir beliebige

Startschitzer (°

5= B0 hpo(y) = B0+ TIA(B°,0) =
BO —f—I_l(ZTWg —Iﬁo) = I_1ZTW:U = ﬁl(gﬁ“fm]:T|T

m

4.3 Robustifizierung

4.3.1 Definition von ™€

Weil im idealen Model (V3) bzw. (V4) dieses hoch-dimensionale A normalver-
teilt ist, konnen wir im Prinzip die Methoden aus Abschnitt D verwenden, um
wie in Abschnitt 3.2 eine robustifizierte Version 1™¢ von Z~!'A zu erstellen,
wenngleich die Bestimmung des Lagrange—Multiplikators A méglicherweise nu-
merisch an der hohen Dimension scheitert. Davon abgesehen kénnen wir aber
fiir ein geeignet gewéhltes b > 0 definieren:

. b
wmIC = ’(/)BIC (YT e YT*'mv 5T—m\T—m—l) = AA[-}() I'Illl’l{].7 m}, (48)
wobei A € RUMHDPX(m+p o4 7y withlen ist, daB
Eia[v™ AT = Ty (4.9)

4.3.2 feste und variable Fensterweite

Aufbauend auf diesem ¥™'° wollen wir analog zum rIC—Fall ein One-Step—
Verfahren zur Schitzung von ( benutzen, wobei wir das Superskript mIC bei
Y™I° weglassen. Dazu konnen wir zwei unterschiedliche Vorgehensweisen ver-
wenden:

e m =T —1 — variable Fensterweite:
Wir nutzen unabhiingig von der Situation alle zur Verfiigung stehende
Information, was eine wachsende Dimension von v nach sich zieht, so
daf} streng gesprochen, eine Folge von v’s 1 = 1T vorliegt und wir das
folgende, aufsteigende Dreiecksschema fiir T definieren:

Gl = Elol = ao
Tir-1 = FrfrSyr (4.10)
Borir = Potr—1+¥ae, (1)

0:T|T—1
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e m < T —1, m fixiert — feste Fensterweite;
Wir fangen wie im ersten Fall an und wenden (10) fiir 7" < m an. Von
T = m an allerdings verwenden wir die feste Funktion ¢ = (™) und

setzen
ﬁnIC _ — FTﬁnIE _
nICT\T 1 ICT 1T—1 (4.11)

— K
T T = Premerr—1 wﬂ‘;I_Cm:T‘T_l(yT—m:T7ﬁ%,m|T,m,1)

Dies entspricht der Vorstellung, dafl die Information vor ¢t = T —m unverfalscht
vorliegt, das heifit, dal man diese Information, wie im idealen Modell korrekt,
im bedingten Erwartungswert zusammenfassen kann, der dort wiederum gerade
der klassische Kalman-Filter ist.

Bemerkung 4.3.1 Weil im Unterschied zum Fall mit fixierter Fensterweite fiir
den frithesten Zeitpunkt ¢ =T —m = 0 keine Beobachtung yo vorliegt, wenn
man mit variabler Fensterweite arbeitet, fillt in der Scoresfunktion der Term
A?OC; ersatzlos weg und fithrt auch zu keinem Diagonaleintrag Z Vo_lZo inZ.
Hingegen lautet

Ay = FT QT (B — Fifo) — Qg (Bo — ao),

und man muB den Term X in 7 ersetzen durch Q;'.
T—m|T—m—1 0

4.3.3 Posterior—-Modus fiir andere Eichverteilungen als die
Normalverteilung

Ein anderer Ansatz, Robustheit im Glattungs— und Filterproblem

E |5t—m:t - ft—m:t(yl:t)\2 = fmin ! (4-12)

t—m:t

zu erzielen, wird in der Dissertation von Kiinstler (1995) verfolgt:

Man interpretiert die zu minimierende Quadratsumme im Kleinste-Quadrate—
Problem als Realisationen der klassischen Scoresfunktion, d.h. der negativen,
logarithmierten Dichte, so dafl das Minimum in (3) zugleich die Posterior-Dichte
maximiert. Ersetzt man nun die Gauflverteilung als ideale Verteilung in (V3)
bzw. (V4) durch eine Verteilung mit fetteren Schwénzen, wie zum Beispiel der
t-Verteilung mit geringer Zahl an Freiheitsgraden, was einer Anderung der Eich-
verteilung fiir den posterior Modus entspricht, so erhélt man fiir m = T folgen-
des Optimierungsproblem:

T T
> ooyt = ZiB) + D pio(Be — Fif—1) = min ! (4.13)

e o Bo,--sBr

Im Endeffekt bedeutet dies den Ersatz der quadratischen Verlustfunktion durch
eine andere Verlustfunktion, die langsamer im Betrag der Argumente wachst,
ja im Fall der t—Verteilung sogar zu einer Ableitung fiihrt, die gegen 0 geht,
falls das Argument im Betrag unbeschriankt wéchst, was einem “redescender”
als Influenzkurve entspréche.

Zusitzlich werden bei dem in Kiinstler (1995) vorgeschlagenen Verfahren bei
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Verwendung der t-Verteilung als Eichverteilung simultan mit einem EM—-Algo-
rithmus Hyper—Parameter — @; und V; —, sowie die Zahl der Freiheitsgrade
geschétzt. Ein direkter Vergleich zu dem hier vorgestellten Verfahren ist also
nur bedingt moglich, solange keine Mitschétzung von Hyperparametern erfolgt.

Bemerkung 4.3.2 Bei der Modifikation in Problem (13) gegeniiber dem klas-
sischen Ansatz hat man die Verinderung in der Stammfunktion der Scores-
funktion durchgefiihrt, im Gegensatz zu dem hier verfolgten Ansatz, der die
Scoresfunktion selbst durch Stutzen modifiziert. Daraus entstehen Unterschiede
bei der Behandlung von I0-Ausreiflern: Durch die Summation in (13) wird so
gruppiert, daf8 die “ersten” Differenzen (3 — F;3;—1 jeweils durch einen pjg -
Term modifiziert werden. Hingegen werden bei der weiter unten in Abschnitt 4.4
eingefiihrten blockweisen, separaten Stutzung die “zweiten” Differenzen

AP = —Q; (B — FiBia) + th_th_J,_ll(ﬁt-&-l — Fi1 )

jeweils durch einen Gewichtsterm w(z) = min{1,b/z} robustifiziert zu ¢|° :=
AN w(|AAR ).

Interpretiert man diese “zweiten” Differenzen Aj° als Glattheitsstrafterme, so
erreicht man durch ihre direkte Behandlung, dafl die Datentreue—Strafterme
A2© = ZTV; Yy — Z,3;) stiirker bei der Optimierung in (13) ins Gewicht fal-
len, so daB der entsprechende Schétzvektor G54 den Beobachtungen schneller
folgt als der klassische Schitzer. Dies entspricht genau der Umgewichtung des

Optimierungsproblems, von der Kiinstler (1995) p.65 ab Formel (3.7) spricht.

4.3.4 separates Stutzen

Um Innovations— und additive Ausreifler separat behandeln zu kénnen, ist es
wie schon beim rIC-Filter niitzlich, eine Partition der Scoresfunktion in einen
AO- und einen IO-Teil vorzunehmen. Dies wird durch die Zerlegung in die
Summanden A*° und A'® erreicht, wie sie bereits in (4) blockweise eingefiihrt
worden sind. Dabei steht A*° fiir AO’s, A’ fiir IO’s. Im idealen Modell (V3)
bzw. (V4) sind A% und A unabhiingige, R TV? —wertige Zufallsvariablen
mit Mittelwert 0 und Kovarianzmatrix

73°) = diag[(ZT Vi Z) )= —m....T (4.14)
bzw.
730) .= diag| Z’}Kf;l‘Tfmfl + Ff 1 Q7 i Fr—mat
-1 r -1 -1
(Qt + Ft+1Qt+1Ft+1)T_m<t<T ) QT ]+
. 1 (4.15)
+ ndiag[ ( — F,Q; )T7m<t§T}+
+ ndiagl[ ( - FtQ;l)T—m<t§T}T’
Genau wie beim rIC-Filter kénnen wir nun v definieren als
bAO 10
_ A\ AO : 10 :
¢ =p(g) = A[A5° (-) min{1, m} + Ag (-) min{1, m}} (4.16)

mit geeignet gewihlten ) > 0 und mit einer Matrix A, die fiir die Korrelati-
onsbedingung (9) sorgt.



52 KAPITEL 4. DER MIC-GLATTER UND -FILTER

4.4 Dblockweises Stutzen

In einer weiteren Variante von (8) fithrt man das Stutzen blockweise in den m+1
Blocken durch. Im Zusammenhang mit allgemeinen Influenzkurven entspricht es
dieser Variante am ehesten, wenn man im Optimierungsproblem Ogoo(b) aus
Rieder (1994) koordinatenweise Schranken an den asymptotischen Bias auferlegt
(vgl. Rieder (1994), Rem. 5.5.4, und Lem. 5.3.2). Fiir unser Problem bedeutet
dies eine betrichtliche Reduktion des Rechenaufwandes, ja es ist fiir grofiere
Dimensionen m, p und ¢ sogar die einzige, in vertretbarem Aufwand bere-
chenbare Variante.

4.4.1 Vorarbeiten

Fiir das blockweise Stutzen fithren wir folgende Schreibweise fiir blockweise in-
dizierte Matrizen und Vektoren ein:

Schreibweise 4.4.1 Fiir eine Matrix 4 € R™+TUPX(m+Dr 16s6ichne Als),(6)

die p x p Untermatrix (4; ;) i=(e=Dpop und fiir einen Vektor b € R(™+DP
=(t—1)p...tp

bezeichne b,y den p-Block (b; )Z (s—1)p...sp - Auf diese Weise lifit sich das Ma-

trixprodukt C' = AB solcher Matrizen als das blockweise Produkt von p x p-
Untermatrizen schreiben:

m—+1

C = (Cpry,m) ZAm () Bs), 1)

Der Block A®):(®) bezeichne fiir invertierbare A € R(mfl)px(mﬂ)p die entspre-
chende p x p-Untermatrix der inversen Matrix A~!. A (+) schlieBlich sei die

kanonische Einbettung von Ay (-) in R™FDP - das heiBt mit 0,=0€RP

T

A(t)() = (OZt—l);m (A(t)())Ta O(m—&-l—t)p) . (417)
4.4.2 blockweise definierte Scores, IC’s und Fisher—Infor-
mation

(m+1)p

Wir betrachten nun Funktionen ¢ € L, von der Gestalt

by
1 - -
v=h() =4 3 ApOmin{l, e

} (4.18)
fiir ein b = (br_p.r) € RS und eine Matrix A € R™FDIPXmFDr e fiir (9)
sorgt, d.h.

Eiq [’(/}bAT] = H(erl)p- (419)
Diese Variante bewahrt die Tridiagonalgestalt von A=1:
Weil A im idealen Modell (V3) bzw. (V4) bestimmt wird, ist (A7, Af;))” nor-
malverteilt fiir alle ¢, j. Wir haben schon in (5) gesehen, dafl Cov[Ag, A;)] =0
fiir |¢ —j| > 1, also sind diese Blocke dann auch stochastisch unabhingig.
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Dies gilt auch fiir die Einbettungen, daher haben wir wegen des symmetrischen
Clippings

T
. b
A Nww = > ER@Ajminfl, -2 = (4.20)
.j=T—m [AA G|
- 0 firli—j>1. (4.21)

Also miissen wir, um A zu berechnen nur die m + 1 Integrale auf der Dia-
gonalen E[A(;) A7, min{1, 7 A |}] berechnen, weil wir wegen der gemeinsamen
Normalitdt schreiben diirfen:

[A(Z+1)A min{1, IAA()|}] _

E[A g+ |A@)AG) min{l, 2 )‘}] (4.22)
= FQ'E[A (i)A(] 1E[A )A min{1, IAA<)|}}

Diese Integration kann nun mit Techniken, wie sie beim rIC-Fall besprochen
worden sind, numerisch berechnet werden.

4.4.3 Kalibrierung

Eine wichtige Frage, die sich in diesem Zusammenhang stellt, ist die Wahl der
Stutzhohen b; fir t=T...T —m.

Anders als beim rIC Filter konnen wir nicht einfach auf das “Effizienzkriteri-
um”, d.h. Eq[|¢)?] = (14 8) trZ! fiir einen gewissen “Effizienzverlust” ¢ > 0
zuruckgrelfen weil dies nur einen Freiheitsgrad eliminieren wiirde.

Stattdessen koénnte man versuchen, dieses Kriterium blockweise fiir jeden p—
Block 9y, t = T...T — m vorzuschreiben. Um zu zeigen, dafl wir dies tun
konnen, benutzen wir folgendes Lemma

Lemma 4.4.2 Sei ¢ € Lémﬂ)p, so dafs
Eia[pAT] = Lpns1)p (4.23)
gilt. Dann haben wir Cramér-Rao-Schranken derart, daf
B[] 2 Balbpvly] V=T -m...T. (4.24)
Daraus folgt unmittelbar
Korollar 4.4.3
trZO0 = B[] < Eallvn?] Vt=T-m...T (4.25)

Insbesondere gibt es fir jedes § € (0;min), und fir ¢ von der Gestalt (18)
einen Vektor b= (b)i=T—m...T € R;ng'l , s0 daf

Euallvm o) =1 +8)tZ®O  vi=T-m...T. (4.26)
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BEWEIS VON LEMMA 4.4.2: Wir zeigen
Eia[{t)0) = Bialty b)) = Bialdaydfy)- (4.27)
Dann gilt auch
Eia[tty0)] — Bl i) = Bial($ — )@y (0 =) = 0

Um (27) zu zeigen, bemerken wir, daBl wegen (19) E[th(5)A{)] = ds.Ip mit 05,
dem Kronecker—¢. Nun ist

Eld[Z/J(t (n) = EialY t)(I_lA)T | =
T T
= Z Eia[t) t)A(s) Z®):(s), 7 Z ol 7)) — 7(®),(®)
s=T—m s=T—m
und
Eiq W(t)lﬁ(t)] = Eual(Z 7'M (TN =
T T
= Z I( )s(r 1d[A('r)A ]I(S (t) = Z I(t)’(r)f(r)’(s)I(s)’(t) —
r,s=T—m r,s=T—m
T
=Y LT = 00,
s=T—m
Eiq W(t)w(z)] =7ZW:® folgt aus Symmetriegriinden. i

4.4.4 Verwendung numerischer Verfahren fiir Blockmatri-
zen

Beim Bestimmen des Lagrange—Multiplikators A fiir die blockweise gestutzten
Influenzkurven miissen wir in der Lage sein AA schnell und numerisch stabil
auswerten zu konnen, wozu wir entweder eine Darstellung von A selbst oder
von A~! zur Verfiigung haben miissen. Wegen der hohen Dimensionen — A €
RITHDPX(THDP 64 Verwendung eines wachsenden Fensters, benttigen wir
Verfahren, die die spezielle Struktur von A, genauer eine Block—Tridiagonalge-
stalt von A~!, ausnutzen. Hierzu wollen wir die Verfahren aus Anhang E ver-
wenden.

Nicht-Symmetrie von A

Leider kénnen wir im Fall der blockweise gestutzten Influenzkurven die Symme-
trie der Matrix A nicht garantieren. Um dies einzusehen, betrachten wir A~".
Mit der Schreibweise 4.4.1 haben wir

E[A(i)A(Ti)wi] fir j=41
N E[Ai AT w] —i+l<T
(4),(5) — (2) (i+1)Wi
. E[A(i)Az—i_l)wi] j=i—-1>T—m (4.28)

0 sonst
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mit w; = min{1, } Im idealen Modell (V3) bzw (V4) gilt

|AA
Ag ) ( Ci Viin )
! ~ N2, (0, , ; . 4.29
(A0 ) ~amo (5 G ) (4.29)
Daher folgt mit Lemma A.2.1

A( (i+1) = E[A(Z) |A(i+1)} = % z+1CZ+1A i+1) (430)
A<z+1)\<> = E[AunlAp] = VG 'Ag

Indem wir iterierte Erwartungswerte verwenden, erhalten wir

ACHD =BG AT gy wi] = BAG ATy wi] = ADOCTV
(AGFD(0)T = (B[A D) ATy i) = i1 Oy AUFD L)
(4.31)
Daher mu$ fiir die Symmetrie von A gelten
A(Z)’(Z)C;1W7z+l — ‘/i7i+1c;1lA(i+1),(i+l)’ (432)

was keineswegs klar ist.

Bemerkung 4.4.4 Im klassischen Fall, also b; = oo, gilt A®)-() = E[Ax)ATy] =
C;, sodafl wir fiir b; = b;4.1 = oo wieder die Symmetrie der Fisher—Information
I erhalten.

Anwendbarkeit der LR—Zerlegung auf A~! ohne Spaltenpivotierung

Sofern nur die Fisher-Information Z aus (5) vollen Rang besitzt, zeichnet sich
A=Y aus (28) dadurch aus, dafl in der blockweise durchgefithrten LR-Zerlegung
keine Spaltenvertauschungen nétig sind, weil die in Algorithmus E.2.2 auftre-
tenden Matrizen D;) ;) fiir jedes ¢ invertierbar sind. Demnach ist die LDM-
Zerlegung E.2.2 anwendbar. Um dies zu zeigen, fithren wir zunéchst eine Gram—
Schmidt-Orthogonalisation der A ein. Wir setzen hierzu?

A(T,m) fir 1=T —m,
T = . 4.33
@ { A(z) —OP(A(z)|x(z,1)) fir i =T-m+1...T ( )
Wie in Abschnitt 1.2.3 sehen wir, daf3

OP( Z)|.’IJ z 1 ) [A(,L )] L E[x(i_l)x(iil)]_lx(i_l). (434)

Nach diesem Vorgehen bilden die z; offensichtlich eine orthogonale Familie. Im
idealen Modell (V3) bzw. (V4) gilt

Tii-1) \ Xic1 Giciyg D
( Ay ) No, (0, ( TG ) firi=T-m+1...T (4.35)

und wegen der Normalitéit ist oP(A)|zi—1)) = E[Aq)|z—1)]. Weiterhin gilt

2Wegen der Block-Tridiagonalgestalt ist oP(Ayy @ (0):(i—1)) = oP(A)lz(i—1)) -
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Lemma 4.4.5
Gii=Vii; firi=T—m+1...T (4.36)
und falls detZ # 0,
vk X;=p firi=T-m...T (4.37)
X, =C; — ViT_LiXi__llvi—l,i (4.38)

Bewels: Fiir ¢ =T —m + 1 gilt (36) nach Definition. Fiir ¢ > T —m + 1 ist

Elzi-nAl]l = El(Au-1) — BAu_nlza-2))A])]
= Vie1i — EE[AG_p|zi-9)]Af).

Nun ist E[Ag_1)|z—2)] meBbar in z(;_s), was wiederum A(y).(;_)—meBbar
ist. Weil aber A(;y von A(yy.(;_g) stochastisch unabhéngig ist, folgt (36) aus der
Zentriertheit von A .

Was (37) anlangt, so sehen wir, daB Ay = @) + 32, Kijzg) fiir gewisse
reellwertige p x p Matrizen K; ;. In Matrixform erhalten wir A = Kx. Nach
Konstruktion ist K eine untere Dreiecksmatrix mit 1 auf der Hauptdiagonale,
so dafl det K = 1. Daher hat X = diag[X;] dieselbe Determinante wie Z, und
alle X; haben vollen Rang. (38) sicht man durch Einsetzen in (34). Y/

Die Anwendbarkeit des LDM—Algorithmus’ E.2.2 wird nun abgesichert durch

Proposition 4.4.6 o
rk AD-® = p (4.39)

Daher ist der LDM—-Algorithmus E.2.2 wohldefiniert, denn

Korollar 4.4.7
det Dy (i) = det AV det X,/ det C; # 0 (4.41)

BEWEIS zU PROPOSITION 4.4.6: Offenbar ist A = E[(Aq;)/w7)(Agiy/w07)7]
positiv semidefinit. Damit ist A () genau dann singuliir, wenn es einen Ein-
heitsvektor e € R” gibt, so daB fast sicher (e”A(;)\/w;) = 0. Dies aber impliziert
(€"A¢y) = 0 fast sicher, denn w; > 0 fiir endliches ||AA(i)|\, was auch fast si-
cher der Fall ist, da [|[A™'|| > 0. Nun ist detC; # 0, so daB8 (e"A(;)) # 0 fast
sicher. Dies zeigt (39).

Fiir (40) fithren wir eine vollstindige Induktion in .

Firi=T-m gﬂt Xp_m =Cr_p, also ist D(T—m),(T—m) = AT-m),(T-m)
AT =m),(T—m C’_ mXT—m nach Definition. Nehmen wir an, die Behauptung
gelte fiir j <. Dann ist

Def. i i),(i—1) y—
Dy = ADO_AOL=Upet o

Ind. ) (i),(5)_4(9),(i—1) J(AGDG-DEL x, )= AGD0) <

AG=1).6)

(521)14(1),(1')_‘4(2'),(i)C«‘—1VT' (A(ifl),(ifl)c_—llXi_ )~ 1 g(i=1),(i~ 1)0 1V” L=
— A®.O_4®( )C' 1VT X 1V”l_

= ADOCTN O =V X Vi) P2 Aoy,
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m

4.5 weitere Varianten: Standardisierung in an-
deren Normen

Wie in Abschnitt 3.3.2 beim rIC-Filter ist es auch moglich, die Dimension des
Problems, den Lagrange-Multiplikator A und die entsprechende Stutzhohe b
zu finden, im idealen Modell (V3) bzw. (V4) auf 2 zu reduzieren; die Argu-
mente hierfiir gelten wortlich auch fir die (m + 1)p-dimensionale normalver-
teilte Scoresfunktion A. Auch ein separates Stutzen wie in Abschnitt 3.3.3 in
dquivarianten Normen ist moglich. Allerdings ist das so vorgenommene Stutzen
natiirlich langst nicht so differenziert wie bei den blockweise gestutzten Varian-
ten; genauer ist wegen der hohen Dimension von (m + 1)p Korollar D.4.2 zu
beachten. Fiir die blockweise gestutzten Varianten lieffen sich dann allerdings
keine addquaten Formulierungen fiir &quivariante Normen finden.

Schreibweise 4.5.1 Um die verschiedenen Varianten des mIC—-Gléatters und
—Filters zu unterscheiden, verwenden wir folgende Notation

mICuvw mit
u = blockweises Stutzen

gemeinsames Stutzen (keine Blocke)

totales Stutzen (AO,IO simultan)

separates Stutzen (AO,IO separat)

unstandardisiert; | - | ist euklid. Norm

imformations—standardisiert

selbststandardisiert

<
I
n o~ & w40 T

R I | L O T T |

4.6 Beispiele

Anders als bei den rekursiven Filtern rLS und rIC sind die mIC—Varianten
(noch) nicht in XploRe integriert. Die Beispiele zum mIC-Filter und —Glétter
stammen daher aus der Arbeit mit H. Rieder im DFG-Projekt DFG Ri 332/8-1
im Zeitraum 1997-99. Wir arbeiten dabei stets unter (V4) und beschrénken uns
auf die blockweise unstandardisierten Varianten mICbtu und mICbsu.

Beispiel 4.6.1 Als erstes Beispiel verwenden wir als ideales Modell das Steady—
State Modell aus Beispiel 1.4.1, also

a():O, QQZO, Qzl, V:]., F:L Z =1.

Wir verwenden ein festes Fenster der Linge m = 60 und kalibrieren den mIC
auf § = 10%. Als Kontamination betrachten wir folgende Kombination:

" u.fi\:‘v. (1 _ 7‘10)]\[(07 1) + TION(IO’ 100)7

-~ (4.42)
er "N (1= 1o )N(0, 1) + 140 N'(10, 100),

mit 76 = 5%, rao = 5%. Zusitzlich unterliegen die Zustinde noch einer
weiteren Kontamination, die wir L O—-Kontamination — LO fiir Level-Ausreifler
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— nennen wollen: Anstelle des idealen Zustandes 8 wird im Zustandsraum ein
Zustand By = B¢ + I; definiert, und [; baut sich unabhéngig vom e— und vom
v—Prozess auf als lo =0, l; = l;_1 + wy,

X Lo 7'Lo/2
wy R 0 mit Ws 1-—mno
—bo rLO/Z

In unserem Beispiel ist 7, = 10% und I, = 5. Unter einer solchen Kontami-
nation entstand Abbildung 4.1: Die Zustdnde unter Kontamination ldsen sich
auf Dauer vom Verlauf unter dem idealen Modell ab.

Im idealen Modell liegen die mIC—Filter, d.h. ﬁ{'ﬁc in den Varianten mICbtu

1. Koordinate v. beta und y
400 [

200
D Akw

Zustand / y - 1. Koordinate

-400 L
0 100 200 300

Zeit
Abbildung 4.1: Zusténde im Steady—State Modell bei LO’s
Der Verlauf im idealen Modell, etwas heller dargestellt , pendelt im we-
sentlichen um 0, wiahrend bei LO—Kontamination — etwas heller — sich

das Grundniveau stufenweise nach oben bewegt.

und mICbsu, der tatsichliche Zustand (3; und der klassische Kalman-Filter
ﬂflf in etwa im gleichen Bereich.

Innerhalb der vorliegenden Kontamination sind offenbar die 10— und LO-
Komponenten die gravierenderen; der unspezialisierte mICbtu folgt den Niveau-
spriingen des Zustandes viel zu langsam. In dem hier dargestellten Beispiel folgt
— wohl wegen der sehr giinstigen Signal-to-Noise-Ratio @Q/V =1 — der klas-
sische Kalman—Filter dem gestorten Signal sogar noch schneller als der robuste
mICbsu, der aber auch ansprechende Werte liefert, wie wir in Abbildung 4.2
rechts feststellen. Wie in Abbildung 4.3 deutlich wird, ist das Bild bei den “extre-
men” Glattern, ij‘mlt und 52“j‘fn|t, ganz dhnlich: Im idealen Modell fallen alle
Methoden zusammen; unter Kontamination fallen klassischer Kalman—Glatter
und mICbsu zusammen, mICbtu reagiert etwas tréger; dadurch aber, dafl zur
Schétzung von (; auch noch die Beobachtungen ..y59 zur Verfiigung stehen,
werden insgesamt bessere Ergebnisse erzielt als beim Filtern in Abbildung 4.2.
In Abbildung 4.4 stellen wir zu einem festem Endzeitpunkt 7' = 140, den Ver-
lauf von ffs‘ , und ﬂ;’f‘;l . fiir s =0,...,m = 60 dar: Im idealen Modell Fallen
alle Methoden zusammen; unter Kontamination sind sie fast ununterscheidbar.

Beispiel 4.6.2 Als zweites Beispiel verwenden wir als ideales Modell das zeit-
invariante Modell mit p=¢g =1

aw=0 Q=0 Q=02 V=5 F=1 Z=1, (4.43)
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beta KK mICbtu mICbsu id.Sit - Filter beta KK Mbtu Mbsu kont.Sit - Filter

Zustand - 1. Koordinate
Zustand - 1. Koordinate

81 100 137 165 193 221

zeit zet
Abbildung 4.2: mIC— und KK-Filter im idealen Modell (links) und unter Kon-
tamination (rechts);
durchgezogen [, gepunktet ﬁﬁf , kurz—gestrichelt ,Bt““;Cbt“ , lang—
gestrichelt ﬁ;’l]tmbs“ ;
man beachte, dafl die Ordinatenskala links um Faktor 10 kleiner ist als
rechts! Zeitpunkte, an denen der mIC—Filter stutzt, sind durch Sternchen
auf der Linie § = 0, Zeitpunkte an denen Kontamination auftritt mit
Dreiecken darunter markiert; ganz unten am Rand der rechten Graphik:

der ideale Zustand;

beta KK Mbtu Mbsu id.Sit - extr. Glaetter beta KK Mbtu Mbsu kont.Sit - ex.Glaetter

Zustand - 1. Koordinate Lag 60
Zustand - 1. Koordinate Lag 60

221 81 100 137 165 103 221

Zeit Zeit

Abbildung 4.3: 8, und B, im idealen Modell (links) und unter Kon-
tamination (rechts);
Linientypen, Skala, Stutz— und Kontaminationsmarkierung wie in Abbil-

dung 4.2;

also mit einer ungiinstigeren Signal-to—Noise—Ratio Q/V = 25 als in Bei-
spiel 4.6.1. Wir verwenden ein festes Fenster der Lange m = 25 und kalibrieren
den mIC auf § = 100% . Als Kontamination betrachten wir folgende Konstruk-
tion:

By = FBi1 + 2001190} +ve,  Bo = b, o = ZpB + e, (4.44)

das heiffit der Zustand zum Zeitpunkt 199 wird um 200 erhoht, ansonsten ent-
wickeln sich Zustand und Beobachtung gemifl dem idealen Modell. Unter einer
solchen Kontamination entstand Abbildung 4.5.

Wie in Beispiel 4.6.1 liegen die mIC-Filter, d.h. 3;%,° in den Varianten mICbtu
und mICbsu, der tatséchliche Zustand 3; und der klassische Kalman-Filter flf
im idealen Modell in etwa im gleichen Bereich.

Am Niveausprung des Zustandes in ¢ = 199 bei den kontaminierten Daten
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ideale Sit.: Glaetter/Filter klass, mICbtu mICbsu kont. Sit.: Glaetter/Filter klass, mICbtu mICbsu
Zeit

Zustand - 1. Koordinate

Zustand - 1. Koordinate

80 % 104 116 128 140

AbBildung 4.4: ﬂf_“s‘t un fj‘;lt, s =0,...,m im idealen ¥odell (links) und

unter Kontamination (rechts);

Linientypen wie in Abbildung 4.2; man beachte auch hier, die unterschied-

lichen Ordinatenskalen links und rechts;

Zustand/Beobachtung bei V/Q=25

]

123

PP V0 et .. A PNV e e VW

0 100 200 300

Zeit

Abbildung 4.5: Zustédnde in Beispiel 4.6.2 bei Ausreifler in ¢ = 199;
Farbgebung wie in Abbildung 4.1

beta KK Mbtu Mbsu id.Sit - Filter beta KK Mbtu Mbsu kont.Sit - Filter
180 204

108 105

Zustand
Zustand

o T 4
8 109 137 165 103 21 81 109 137 165 103 221

Abbildung 4.6: mIC— und KK-Filter in Beispiel 4.6.2 im idealen Modell (links)
und unter Kontamination (rechts);
Linientypen wie in Abbildung 4.2;

fordern die Filter aber dann ein unterschiedliches Verhalten zutage. Der un-
spezialisierte mICbtu folgt dem Niveausprung am langsamsten; anders als in
Beispiel 4.6.1 schneidet aber auch der klassische Kalman—Filter — wohl wegen
der ungiinstigeren Signal-to—Noise-Ratio — wesentlich schlechter ab als der
mlICbsu, der auch in dieser Situation noch ansprechende Werte liefert. Dies ist
in Abbildung 4.6 dargestellt. Ganz dhnlich ist das Bild — vgl. Abbildung 4.7



4.7. BEWERTUNG 61

o s “ ” = KK mIC 3 3 _
bei den “extremen” Gléttern, 5t—m|t und ,Bt_mlt, wobei hier der unspe

zialisierte mICbtu unter Kontamination sogar zum klassischen Kalman—Glétter
aufschlieft.

In Abbildung 4.8 schliellich stellen wir wieder zu einem festem Endzeitpunkt

beta KK Mbtu Mbsu id.Sit - Glaetter (-25) beta KK Mbtu Mbsu kont.Sit - Glaetter (-25)

155 {

Zustand
Zustand

55 i

118 6 o~

000 a4
81 109 137 165 103 221 81 100 137 165 103 221

Zeit Zeit

Abbildung 4.7: ﬁ;‘fmlt und B;’ffnlt in Beispiel 4.6.2 im idealen Modell (links)
und unter Kontamination (rechts);
Linientypen wie in Abbildung 4.2; man beachte die unterschiedlichen

Ordinaten—Skalen!

T = 140, den Verlauf von f—KsH und t“‘_lglt, fir s=0,...,m =60 dar.

ideale Sit.: Glaetter/Filter klass ,Mbtu,Mbsu kont. Sit.: Glaetter/Filter klass, Mbtu, Mbsu

Zustand
Zustand

105 200 205 210 215 220

Abbildung 4.8: ﬂf_“slt und ﬂ;’fi‘t, s = 0,...,m in Beispiel 4.6.2 im idealen
Modell (links) und unter Kontamination (rechts);
Linientypen wie in Abbildung 4.2; man beachte die unterschiedlichen

Ordinaten—Skalen!

4.7 Bewertung

Im Vergleich zu den strikt rekursiven rLS— und rIC-Filtern ist der mIC-Glétter
und —Filter sowohl in der Auswertung als auch in der Kalibrierung aufwendi-
ger. Dadurch dal man aber eine detailliertere Information iiber die Filterver-
gangenheit verwendet, ist dieses Verfahren als einziges der bisher eingefiithrten
in der Lage auch bei einer ungiinstigen Signal-to—Noise-Ratio mit Struktur-
briichen/I0’s zurechtzukommen.

kein “batch”—Verfahren

Indem man nicht die gesamte Vergangenheit y;.; verwendet, sondern sich auf
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ein Fenster der festen Liange m beschrinkt, handelt es sich bei dieser Vari-
ante des mIC dennoch nicht um ein “batch”—Verfahren®, ja man kann nach
der notwendigen “Einschwingphase” der Lénge m von einem generalisiert—
rekursiven Verfahren sprechen. Diese Eigenschaft grenzt den mIC insbesondere
vom Posterior-Modus—Schitzer ab, wie er sich in Kiinstler (1995), Fahrmeir und
Kiinstler (1999) dargestellt findet.

Kalibrierung “off-line”, Auswertung “on—line”

Wie beim rIC-Filter kann bei bekannten Systemmatrizen die rechentechnisch
noch aufwendigere Bestimmung der Influenzkurven ;"' “off-line” geschehen.
Die eigentliche Auswertung des Filters an den Beobachtungen y; ist bei Ver-

wendung der Variante mit fester Fensterbreite m aber sogar “on—line” moglich.

Berechnung von b; (und A}') fiir wenige t

Fiir den zeitinvarianten Fall gilt das beim rIC-Filter Angemerkte unverédndert
weiter.

Vergleich KK : mIC bei I0’s

Im Gegensatz zu der Triagheit, die man im allgemeinen dem klassischen Kalman—
Filter beim Folgen von Strukturbriichen nachsagt, konnten wir diese Eigenschaft
bei bekannten Hyper—Parametern nur in Féllen mit sehr ungiinstiger Signal—
to—Noise—Ratio reproduzieren. Anders stellt sich die Frage dieser Trigheit al-
lerdings, wenn man die Hyper—Parameter mitschétzt, und dann ein Struktur-
bruch durch Hyper—Parameter—Schétzer als ein “grofles” V' interpretiert wird
— vgl. Kiinstler (1995), Simulationen 4 und 5. Dies ist aber in unserem Setup
nicht vorgesehen.

4.8 Verfiigbarkeit

ISP—Routinen zur Bestimmung des mIC—-Gléitters und —Filters sowie zu dessen
Kalibrierung kénnen bezogen werden unter

http://www.uni-bayreuth.de/departments/math/org/mathe7/
RUCKDESCHEL/diss/ispmacros/mIC

3fiir den Begriff “batch” siehe Kassam und Poor (1985), p.469, zweite Spalte



Kapitel 5

Mini-Studie

5.1 Motivation

Im folgenden wollen wir untersuchen, wie sich die bisher vorgestellten, rekur-
siven, robusten Filter—Varianten rIC und rLS im Vergleich mit den u.a. in
Kiinstler (1995), bzw. Fahrmeir und Kiinstler (1999) vorgeschlagenen Posterior—
Modus—Schéatzern schlagen.

Dazu werten wir die Schitzer sowohl in einer idealen Situation' als auch in ver-
schiedenen kontaminierten Situationen aus.

Die Posterior—-Modus—Schiéitzer benotigen weiterhin die Angabe einer Eichvertei-
lung P¢ fiir die Fehler £, — mit moglicherweise hoheren Flankenwahrscheinlich-
keiten —, die nicht dem idealen Modell P¢ oder dem real vorliegenden Modell
pe entsprechen muB. Auch hier werden verschiedene Wahlen fiir P¢ diskutiert.
All diese Schiitzer werden dann in den verschiedenen Situationen mithilfe des
MSE—KTriteriums verglichen.

5.2 Notation und Definitionen

5.2.1 Modell
Steady—State Modell

Um die Berechnungen in einer verniinftigen Genauigkeit und Zeit durchfithren
zu konnen, beschranken wir uns auf das Steady—State Modell aus Beispiel 1.4.1.
Mit den in Kapitel 1 eingefithrten Bezeichnungen setzen wir

pg=1
ap=0, Q=0 Q=Q=1 V,=V=1 (5.1)
Ft:F:]., Zt:Z:].

Beschrinkung auf t = 1

Wir wollen den bedingten Erwartungswert und den Modus der Posteriorvertei-
lung als (Mit—)Konkurrenten fiir die Schitzung des Zustandes §; auf Basis der

Lohne Kontamination, die Daten stammen aus den entsprechend unterstellten Verteilungen

63
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Beobachtung ys; s <t betrachten, wobei g4 nicht notwendig normalverteilt ist.
Hierfiir sind numerische Verfahren notwendig. Um nun den bedingten Erwar-
tungswert und den Posterior—Modus auf einem hinreichend dichten Gitter von
y; —Werten auswerten zu kénnen, beschrinken wir uns daher auf den Fall ¢t =1,
denn hier miissen wir nur die gemeinsame Verteilung von (31,y1) betrachten,
was auf Auswertungen lings eines (nur) 2-dimensionalen Gitters hinauslduft,
das man relativ dicht wihlen kann (c.f. Abschnitt 5.4), ohne dabei die Effizienz
und Geschwindigkeit durch (langsame) Zwischenspeicherung [auf der Festplatte]
zu beeintrachtigen.

5.2.2 Verteilungen

In den bisherigen Anséitzen zur Robustifizierung im Filter—Problem wird hiufig
die Strategie verfolgt, die Normalitdtsannahme in dem Sinn zu verallgemeinern,
dal man diese durch vorgegebene, fettschwénzigere Verteilungen ersetzt, wie
Konvexkombinationen von Normalverteilungen oder t-Verteilungen mit gerin-
ger Zahl an Freiheitsgraden. Dies aber verschiebt das Problem nur auf die Wahl
neuer Idealverteilungen.

Die hier anvisierte Robustheit bleibt dagegen im idealen Modell bei der Nor-
malverteilungsannahme, versucht aber, den Einflul moglicherweise erratischer
Beobachtungen zu begrenzen, und dies gleichméfig iiber alle Verteilungen, aus
denen die Beobachtung in der realen Situation stammen koénnte.

Typen von Ausreiflern

In diesem Abschnitt wollen wir nun die Performance unserer Verfahren bei den in
Abschnitt 1.4.1 eingefithrten AO’s untersuchen, i.e. wir lassen Abweichungen von
der idealen Verteilung der €; zu; v, hingegen unterliegt keiner Kontamination
und bleibt in jedem Fall unabhéngig von €7 .

Verteilungen in der idealen Situation

€1,01 u.,i\.Jv. N(O, 1) (52)

Konvexkombinationen

Als eine Modellabweichung in der Verteilung von e; betrachten wir Konvex-
kombinationen — andernorts auch “gross error models”, vgl. Huber (1964) —
der idealen Verteilung mit einer kontaminierenden Verteilung. Dabei setzen wir
fiir die kontaminierende Verteilung wieder eine Normalverteilung mit folgenden
Parametern an:

Pe=(1-7)N(0,1) + 7N (a,s%) (5.3)

mit r € (0,1), a € R, s € Rsg. Genauer wihlen wir?

[evl] 0.9V (0,1) + 0.1V (4,1)
[cv2] 0.9NV (0,1) + 0.1N (0,9)
[cv3] 0.8N(0,1) + 0.2M (0,9)

2[cv2] entspricht einem Vorschlag von Tukey (1960).
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t-Verteilungen

Daneben betrachten wir auch die folgenden t—Verteilungen als Verteilung von
&1

[t1] t; (1 Freiheitsgrad)

[t3] ts (3 Freiheitsgrade)

5.3 Schatzer

5.3.1 der klassische Kalman—Filter in diesem Zusammen-

hang
Im Steady—State Modell 5.2.1 identifizieren wir:
Blo = a0 =0 2‘81‘3 =0
K — K — —
1|0 - OA 21;\0 - 0 + 1 - 1 (5'4)
= MERASSy, KK = 1-1/2=1/2
AYc = y1—0=y; M = 1{1+1}7'=1/2

Also ist der klassische Kalman—Filter in unserem Kontext f*¥(y;) =y1/2. Er
minimiert den MSE sogar unter allen y; —mefibaren Schiitzern in der idealen
Situation, weil wegen der Normalitit der bedingte Erwartungswert E[S;|y1]
linear in y; ist.

5.3.2 geeichter Posterior—Modus
Definition

Wenn wir eine gewisse, absolutstetige Verteilung P° mit differenzierbarer Le-
besgue-Dichte p° fiir €; annehmen, kénnen wir als Schétzer fiir 1 auch den
Modus der Posteriorverteilung, zulassen?, i.e.

M (yy) = {8 pI () = max!} (5.5)

mit p#11Y1=¥1(8) der faktorisierten, bedingten Dichte von L(8|Y; = y1). Weil
die Maximalstelle nicht vom normierenden Integral [ p°1Y1(8,y;)A(dS3) ab-
hingt, wobei wir p%¥ fiir die unterstellte A\2-Dichte von (61,Y1) schreiben,
ist dies dquivalent zu

Py) ={8: 9" (Boy) = max!} (5.6)

Benutzen wir die Unabhéngigkeit von v; und e; und ihre Lebesguedichten, so
erhalten wir

P(B,y) = 57 (y — B)p™ (B) (5.7)

mit p,, = ¢ der Dichte von A(0,1). Weil hier p., p,, differenzierbar sind,
wird ein Maximum in (6) nur dann angenommen, falls

0
g7 By =0 (5.8)

3Dies entspricht einer Eichung des Posterior-Modus an dieser Verteilung.
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Lésung im Fall e; ~ t,

Fir 1 ~ t, gilt

9 smn _ _phm _ By
Daher ist fEM (y;) die Nullstelle von
Q(B,y1) == ° = 2018° + (v + L+ 47)B — (v + Ly (5.10)

Ersetzen wir z ~» 8 — 2y1/3, so erhalten wir das kubische Polynom in Normal-
form Q(z) = 2® +pz4q mit p=2w+1— y3/3 und ¢ =2/27y3 + (v —1) /3y .
Durch Einsetzen der Terme in die Diskriminante D = ¢?/4 + p3/27 erhalten
wir, dal D > 0 fiir jedes v € N. Daher existiert nach Cardano nur eine reelle
Nullstelle, und diese muff dann auch ein Maximum von (8) sein, denn als Dichte
ist p?Y1(B,91) > 0 und pP+Y1(B,y1) — 0 fiir |3 — oo. Mit der Cardanoschen
Formel kann man diese Nullstelle gewinnen als f5Y (y1) = 2y1/3 + v1 + v2 mit
Ul = —q/2 £ v/D und v1,2 = sign(uy 2){/|u1 2|. Das Resultat scheint jedoch
numerisch nicht stabil zu sein, so dafi wir fiir nicht allzu grofie Werte von |y|
stattdessen die Methoden in Abschnitt 5.4 verwenden, um fZY zu bestimmen.

Loésung im Fall &, ~ (1 — r)N(0,1) + rN (a, s?)
Fiir ey ~ P = (1-1)N(0,1) + 7N (a,s?), definieren wir

2 2
(1—7)(8 — y1) exp(— (5—2111) )+ L (ﬂ—y;+a) exp(— (B—y1+a) )

R /87y = 2 2 > 2 2
(B, 1) (1-r7) exp(——(ﬁ;yl) )+ gexp(—i(ﬁfg;;a) )
(5.11)
Dann ist 5
2207 (Boyn) = =" (B, 1) [8 + R(B, )] (5.12)

op

Leider sind die Nullstellen von (12) nur numerisch zu finden, so daff wir die-
se iterativ auf einem Gitter von y; —Werten berechnen; weiterhin mufl man
die Entscheidung treffen, welches der lokalen Maxima das globale ist, da die
Dichten nicht mehr unimodal zu sein brauchen. In jedem Fall kann diese Be-
rechnung nicht parallel in Vektorschreibweise geschehen. Daher beniitzen wir
fiir nicht zu groBe Werte von |y| stattdessen die in Abschnitt 5.4 beschriebenen
Maximierungs— und Interpolationsmethoden zur Berechnung von f73 .
Asymptotik fiir |y1| — oo

Fiir grofle Werte von |y| sind die Interpolationsmethoden in Abschnitt 5.4 un-
geeignet. In diesem Fall sind analytische Ausdriicke vorzuziehen, um einen zu
groflen Interpolationsbereich zu vermeiden. Daher diskutieren wir die Asympto-
tik der geeichten Posterior—Modi etwas ausfiihrlicher.

€1 v tl,

Um eine Asymptotik fiir |y1| — oo zu bekommen, schreiben wir D explizit auf
als

V3, 13v2+22v+1 5, (2v+1)3 _, V3v
yryl= 4v o v -

D= == : n 5 yi(1+o(y; 1)

(5.13)
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Daher erhalten wir

1 5 v-1 V3v

Utz = oWl T g ylﬁ:Tyf(l—ko(yfl))
1 9(v—-1) _ _ _
V12 = —§y1</1+%%2?%31@11(14—0(@11))=
1 v—1 _ 1 _
= *§y1+Ty11:F§V3V+O(y11)
Bly) = Bv—1Dy ' +o(y )

g1~ (1 —7)N(0,1) + 7N (a, s?)

WEeil die Exponentialfunktion fiir y — oo jedes Polynom dominiert, entschei-
den die exp(-)—Ausdriicke iiber das asymptotische Verhalten. Unter den zwei
sich mischenden exp(-)-Dichten dominiert schlieBlich diejenige mit dem be-
tragsméfig kleineren Argument die andere. Daher gibt es die beiden Fille

2
(B —y1)? < Pmugrer
(ﬂ7y1)27(67y1+u)2

(B — y1) + oy =0 oxp( )
R(B.y) = 4= = =

(ﬁ*y1)2* (B—y1+a)?
1 + 5(17;7‘) eXp( ) a2 )

(B—wy1)+o(Y)
L+o(y?)

=(B—y1) + o)

Darum miissen wir 0 — B+ (B —y1) + o(y?) losen, was asymptotisch
(1) = y1/2 ergibt.

(B—y1)? > Bowte)
Wir schlieflen analog, dafi R(3,y1) = (’672’72&“) +o(y?), so da asympto-

tisch, f5 (y1) = 432

5.3.3 geeichter bedingter Erwartungswert
Definition

Es ist bekannt, daf} der optimale Schétzer bezogen auf das MSE-Kriterium in
unserem Kontext der bedingte Erwartungswert E[3;|y1] ist. Um diesen auswer-
ten zu konnen, miissen wir wie beim Posterior-Modus die Verteilung P¢ von &
festlegen (eichen). Wie dort nehmen wir an, P* besitze eine Lebesgue-Dichte
p°. Mit dieser Verteilung indizieren wir den Erwartungswert und erhalten

bE ,__ . _ _ fﬁpe(y - ﬁ)pm (ﬁ) dﬁ
pe = Ep[BilY1 =y1] = T3y~ B)p" (5)dB (5.14)

Losung in den Fillen [t1], [t3]

Fiir die t—Verteilungen als Eichverteilung konnten wir keine analytischen Aus-
driicke ermitteln; stattdessen verwenden wir die numerischen Extrapolations-
verfahren aus Abschnitt 5.4.
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Lésung in den Fillen [cvl], [cv2] und [cv3]

In diesen Fallen kann man die Integration explizit durchfithren und erhélt

1-ry1 o T 1= (1 —a)
bE V2 % exp(f%l) + V1452 z2+? exp(f 2?:(/‘192""1)) (5 15)
pe —r ? T (y1=a)? .
1\/5 eXp(_y?) + /1152 eXp(_ (Q?fs“ri)l))

Asymptotik fiir |y1| — oo

g1 ~t,

Hier haben wir keine analytischen Ausdriicke fiir das asymptotische Verhalten,
aber unsere graphischen Resultate in Abschnitt 5.5.2 zusammen mit den Extra-
polationstechniken, die in Abschnitt 5.4 diskutiert werden, legen es nahe, daf§
die Asymptotik dieselbe ist wie im Fall des Posterior Modus.

g1 ~ (1 —7)N(0,1) + 7N (a, s?)

Wir kénnen wie beim Posterior—-Modus argumentieren, und erhalten asympto-
tisch, da f3? — f;;‘f oder f? — %, je nachdem, ob (8 — y1)? groBer ist als
(ny12+a)2
S

oder nicht.

5.3.4 rLS
Konkrete Gestalt

Wir erinnern daran, dafl wir in Proposition 2.3.1 nachgewiesen haben, dafl man
in unserem Kontext, also fiir ¢ = 1 und normales (vy,e1), M™° explizit als
M8 = M¥¥ =1/2 erhilt.

Um b zu bestimmen, haben wir das Verfahren auf einen relativen Effizienzver-
lust gegeniiber dem optimalen Verfahren f*¥ von § = 10 % kalibriert, indem
wir ein Bisektionsverfahren verwendet haben. Dabei haben wir fiir (5) Monte—
Carlo—Integration bei einem Stichprobenumfang von 50000 benutzt und einen
Wert von b = 0.82812500 erhalten, so dafl unser rLS—Schétzer lautet

£ (y1) = min(0.82812500, max(y1 /2, —0.82812500)) (5.16)

SO-Optimalitit

In Kapitel 8 werden wir sehen, dafl
£ () = min{b, max{Ep- [1] V1], ~b}}

fiir ein Modell mit idealen Verteilungen P° und P” von &; und (; minimax-
optimal® in einer Umgebung von dort noch zu spezifizierenden SO—Ausreifiern®
ist, sowie optimal fiir das Problem, den MSE im idealen Modell unter einer
Schranke an den Bias® zu minimieren, ebenfalls in einer SO-Umgebung.

Weil aber fiir P, P? = N(0,1) gerade Ep:[31]Y1] = M*<y; = y;/2 ist, ist
also der rLS-Filter hier SO-optimal. Allerdings sind diese SO-Umgebungen
— zumindest in unserem Kontext” — “gréfer”, enthalten also zu gegebenem

4c.f. Abschnitt 8.3

5¢.f. Abschnitt 8.1.3
6¢.f. Abschnitt 8.2

"vgl. Bemerkung 8.1.2(c)
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Radius mehr Verteilungen als die AO—Umgebungen. Deswegen ist nicht klar, ob
der rLS—Filter auch in diesem Setup optimal ist.

5.3.5 rIC

Wir spezifizieren die Groflen im Steady—State Modell:
Die Influenzkurve im total-geclippten Fall schreibt sich als

1 = min(—b, max(AA, b)). (5.17)

Mit ® und ¢, Verteilungsfunktion und Lebesgue-Dichte von N (0,1), o2 :=
Y11 = 0.5 und ¢ := % kénnen wir (17) und (19) in unserem Fall explizit
ausrechnen als Nullstellen von

g1(A,b) = A(2B(c) — 1) — 02 = 0 (5.18)

g2(A,b) = [2®(c) — 1 — 2ap(c)]f—22 - 1;5 +202(1—D(c)) = 0 (5.19)

Daher konnen wir die Konstanten A und b mit einem gemeinsamen Newton—
Verfahren fir f = (g1,92)" ermitteln. Die dafiir notigen Ableitungen lauten

0

a_Agl(A,b) = 28(c) — 1 —2¢p(c), (5.20)
%gl(A,b) = 2%90(6)’ (5.21)
%gg(A,b) - 2%(2@(0)—1)—%@(0), (5.22)
%QQ(A,b) = 4b(1 — ®(c)). (5:23)

Konkrete Gestalt

Fiir die Zwecke dieser Untersuchung setzen wir den “relativen Effizienzverlust”
geméfl Anscombe-Kriterium (19) 6 = 0.1 und erhalten

A =0.71452731 b =1.0467970, (5.24)
so daf} unser rIC-Filter von folgender Gestalt ist:

£7° (1) = min(1.0467970, max(0.71452731y;, —1.0467970)). (5.25)

5.4 Berechnungen

5.4.1 numerische Verfahren
Posterior—-Modus: Maximierung

Im Fall des Posterior-Modus’ mit Eichverteilung [cv2] oder [t1], werten wir die
gemeinsame Dichte von (1 und y;, pvY*(B1,y1), auf einem achsenparalle-
len Gitter von 350 &quidistanten Punkten in y; —Richtung zwischen —20 und
20 und 500 dquidistanten Punkten in (B —Richtung zwischen —7 und 7 aus.
In der resultierenden 350 x 500 Matrix berechnen wir dann durch zeilenweise
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Maximierung, eine (numerische) Schétzung fiir den Posterior—Modus auf einem
dquidistanten Gitter von 350 Werten von y;. Weil wir von theoretischer Sei-
te her wissen®, daB der Posterior-Modus in unseren Beispielen beliebig glatt
ist, glatten wir die Ergebnisse noch mithilfe von Spline-Gléttung — siehe auch
weiter unten.

bedingter Erwartungswert: Integration

Um den bedingten Erwartungswert zu ermitteln, werten wir die beiden Inte-
grale I1(y1) := [ Bip(B1,y1) dB1 und Lr(y1) := [ p(B1,y1)dB1 numerisch lings
eines dquidistanten Gitters von 800 Punkten fiir y; zwischen —20 und 20
aus, indem wir simultan Rombergverfahren jeweils fiir 3; zwischen —7 und
7 durchfithren, wobei die Integranden jeweils auf einem #quidistanten Gitter
von 128 Punkten ausgewertet werden. Die Verwendung der Rombergintegra-
tion ist wegen der hochgradigen Glattheit der Integranden gerechtfertigt. Dies
wiederum zieht eine exzellente Interpolierbarkeit durch Polynome nach sich, die
Voraussetzung fiir ein gutes Resultat bei der Rombergintegration.

Im Fall der Konvexkombinationen als Eichverteilung fiir €; konnen wir die nu-
merische Integration umgehen, da I; und I analytisch mit Formeln (15) be-
rechnet werden koénnen. Dies liefert aber auch einen cross—check mit der nume-
rischen Integration, in dem Differenzen im Bereich 1 E — 7 aufgedeckt werden.

Interpolation/Glittung

Ergebnisse fiir den Posterior-Modus / bedingten Erwartungswert fiir Zwischen-
stellen von gy, erreichen wir durch kubische Spline-Interpolation, die bereits
in Form von Macros in ISP zur Verfiigung steht. In Anbetracht moglicher nu-
merischer Fehler aufgrund von Rundung oder Integration lassen wir zu, dafl die
Splines fiir den Posterior-Modus / bedingten Erwartungswert nicht exakt durch
die Gitterpunkte gehen, indem wir einen Glattungsparameter von 0.005 fiir den
Parameter smpar im ISP-Macro smspline verwenden. Dadurch liegt der MSE
der Spline-Interpolation bei 1/200 des MSE der besten linearen Anpassung
nach dem Kleinste-Quadrate—Kriterium.

Extrapolation

Auflerhalb des y; —Gitters ist Spline-Interpolation ungeeignet, da die fithrenden
Koeflizienten der kubischen Polynome der Rand—Abschnitte kaum 0 sein wer-
den, so da wir ein asymptotisches Verhalten wie ayj fiir betragsmiBig grofie
Werte von y; erhalten. Daher benutzen wir im Fall von Konvexkombinationen
als Eichverteilung die Asymptotik, wie sie in Abschnitten 5.3.2 und 5.3.3 herge-
leitet worden ist, und sehen, dafl E[51|y1] asymptotisch gleich (y1 —a)/vs? +1
ist. Diese Beziehung verwenden wir fiir |y| > 20. Bei einer Eichung an ¢-
Verteilungen erhilt man eine exzellente Niaherung des f(y;)-Gitters fiir |y| > 4
durch Funktionen ay”, v < —1, wobei f der Posterior-Modus oder der be-
dingte Erwartungswert ist. Genauer haben wir ein lineares Regressionsmodell
fir logf = loga + vlogy; + & angepasst. Im Fall [t1] lieferten a = 2 und
v = —1 einen MSE von 28.2 und ein r? von 0.993 fiir den Posterior-Modus

8im wesentlichen der Satz iiber implizite Funktionen
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und einen MSE von 6.02 und ein r? of 0.993 fiir den bedingten Erwartungs-
wert, beides jeweils auf 860 Beobachtungen ausgewertet. Im Fall [t3] lieferten
a=+/3,y=—1.2 einen MSE von 15.1 und ein 72 von 0.977 fiir den bedingten
Erwartungswert.

5.4.2 geschichtete Monte—Carlo Simulation fiir den MSE

Indem wir Inter—/Extrapolationstechniken, wie im vorigen Abschnitt beschrie-
ben, verwenden, sind wir in der Lage, den Posterior—Modus und den beding-
ten Erwartungswert geeicht an den diskutierten Verteilungen sehr schnell lings
hochdimensionaler Vektoren von y; -Werten auszuwerten.

Wir arbeiten mit Monte—Carlo—Stichproben (f1,y1); vom Umfang 20000, die
wir geméaf den in Abschnitt 5.2.2 diskutierten Situationen simulieren. Um die
Genauigkeit zu erhéhen, haben wir dies 200 mal wiederholt und langs dieser
geschétzten MSE’s gemittelt, wodurch wir die Genauigkeit eines Stichproben-
umfangs von 4 E6 erreichen.

Einen cross—check liefert der MSE des klassischen Kalman—Filters in der idea-
len Situation, von dem wir den theoretischen Wert von 0.5 kennen, was einen
Simulationsfehler der Gréflenordnung 1 E — 3 in diesem Fall liefert.

5.5 Ergebnisse

Im folgenden stellen wir die Ergebnisse dieser Mini-Studie in Form von Tabellen
und Grafiken dar.

5.5.1 Tabellen

Tabelle 5.1: MSE bei der Schitzung von 3; wissend y;
Schétzer klass. | post—-M- | post—-M— Epe[B1]y1]
- - rIC rLLS .

Situation: P° |[Kalm.-F.| [cvl] [t1] (optimal)
ideal 0.4992 E0(0.5091 E0|0.5700 E0|0.5498 E0|0.5494 EO0 || 0.4992 EO
conv: [cv1]]|0.8972 E0|0.7107 E0|0.6711 E0|0.6565 E0|0.6953 E0||0.6449 EO

[cv2]{|0.7043 E0|0.6025 E0|0.6303 E0 |0.6069 E0|0.6305 E0||0.5923 EO

[cv3](]0.8973 E0|0.6906 E0|0.6865 E0|0.6606 E0|0.7041 EO0||0.6548 EO
t-Vert. [t1] |/0.1407 E6|0.5629 E4|0.7964 E0|0.8334 E0{0.9386 E0{|0.7710 EO

[t3] [|0.9974 E0|0.6848 E0|0.6780 E0|0.6513 E0|0.6919 E0/0.6457 EO

In Tabelle 5.1 sehen wir, dafl der MSE des klassischen Kalman-Filters ausge-
wertet im idealen Modell — theoretisch 0.5, simulativ 0.4992 — optimal unter
allen betrachteten Schiitzern iiber alle Situationen hinweg ist; das Verhalten des
Kalman—Filters wird jedoch indiskutabel unter den anderen nicht—idealen Si-
tuationen, insbesondere unter der Cauchy—Verteilung [t1].

An dieser Situation “scheitert” auch der mit [cvl] geeichte Posterior—-Modus.
Alle anderen Verfahren sind iiber alle betrachteten Situationen robust in dem
Sinn, daf sie hinsichtlich MSE in allen Situationen “verniinftige” Werte liefern.
Der an der Cauchy—Verteilung geeichte Posterior—Modus allerdings verschenkt
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Tabelle 5.2: MSEpe (E p.[B1|y1])

Eichverteilung P*

Situation:  P* [ideal] [cvl] [cv2] [ev3] [t1] [t3]
ideal 0.4992 E0|0.5604 E0|0.5175 E0|0.5384 E0{0.5934 E0|0.5504 EO
conv: [cvl] ||0.8972 E0|0.6449 E0|0.6723 E0|0.6563 E0|0.6758 E0|0.7587 EO

[cv2] ||0.7043 E0|0.7078 E0|0.5923 E0|0.5982 E0|0.6352 E0|0.6059 EO

[cv3] ||0.8973 E0|0.8473 E0|0.6625 E0|0.6548 E0|0.6764 E0|0.6605 EO

t-Vert. [t1] |/0.1407 E6|0.3104 E1[0.1015 E1|0.9817 E0|0.7709 E0|0.7931 EO
[t3] {/0.9974E0|0.8991 E0|0.6556 E0|0.6503 E0|0.6677 E0|0.6457 EO

Tabelle 5.3: rel. Abw. zu MSEp:(Ep<[31|y1]) in Tabelle 5.1

Schétzer klass. post—M— | post—M—

- - = rIC rL.S
Situation: F§ |[Kalm.-F.| [cv2] [t1]
ideal 0.00 % 1.98 % | 14.18 %{10.14 %|10.05 %
conv: [evl]| 39.12%| 10.22%| 4.07%| 1.79%| 7.81%

[ev2]|| 18.91%| 1.71%| 6.40%| 2.47%| 6.45%

[cv3]| 37.04%| 547%| 4.85%| 0.89%| 7.53%

t-Vert.  [t1] ||1.83E7%|7.30 E5 %| 3.31%| 8.11%(21.76 %
[t3] || 54.46%| 6.06%| 5.01%| 0.84%| 7.15%

Tabelle 5.4: rel. Abw. MSEp:(Ep:[31]y1]) : MSEp:(Ep:[31|y1])

Eichverteilung P*

Situation:  P* [ideal] [evil] [cv2] | [cv3] [t1] [t3]
ideal 0.00%| 12.25%| 3.66 %| 7.84 %|18.86 %|10.25 %
conv: [evl] 39.12% 0.00%| 4.25%| 1.77%| 4.79 %|17.65 %

[ev2] || 18.91%| 19.49%| 0.00%| 0.99%| 7.24%| 2.29 %

[cv3] || 37.04%| 29.39%| 1.18%| 0.00%| 3.30%| 0.88 %

T-distr.  [t1] ||1.83E7%|3.03E2 %|31.61 %|27.35%| 0.00%| 2.88 %
[t3] || 54.46%| 39.24%| 1.54%| 0.71%| 3.41%| 0.00 %

— mit Ausnahme seiner eigenen Eichsituation — gegeniiber dem rIC-Filter
stets und gegeniiber dem rLS in der idealen Situation an Effizienz, wie auch
noch in Tabelle 5.3 explizit dargestellt ist.

Eine Erklarung fiir dieses (relativ) schlechte Abschneiden des rLS-Filters ist, dafl
er auf einen relativen Effizienzverlust von § = 10 % , gemessen in der Verschlech-
terung des MSE, und nicht auf einen (SO-)Radius von 75, = 10 % kalibriert
ist. Dies entspricht in dieser Situation einem (SO-)Radius von rso = 7.1 %,
und ein (SO-)Radius von 10 % wiirde durch § = 13.8 % erreicht®.

Zur Kontrolle sind die in der Praxis unpraktikablen, geeichten bedingten Erwar-

9Diese Tatsache stand erst nach Erstellung der Studie zur Verfiigung und wurde deshalb
noch nicht verwertet.
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tungswerte unter Einschluff von [t3], [cvl] und [cv3] in Tabelle 5.2 abgetragen,
von denen wir aus der Theorie wissen, daf} sie jeweils in ihrer Eichsituation op-
timal sind. Diese Tatsache spiegelt sich dann auch in Tabelle 5.4 wider.

Es zeigt sich ein dhnliches Bild wie bei den Posterior-Modi: Der bedingte Er-
wartungswert, geeicht an der idealen Verteilung, reagiert bereits sensibel bei
moderaten Kontaminationen ([cv*], [t3]) und bricht bei [t1] vollig zusammen.
Bei [t1] brechen die unbeschrinkten, bedingten Erwartungswerte unter [cv*]
ebenfalls zusammen, wihrend [t3] hier noch verniinftige Werte liefert. Unter
den [cv*|—geeichten Erwartungswerten zeichnet sich der [cv3]-geeichte als der
noch robusteste aus.

Im Hinblick auf Effizienz im idealen Modell erscheint der [t3]-geeichte Erwar-
tungswert dem [t1]-geeichten {iberlegen, dies kehrt sich jedoch in Situation [cv1]
betrichtlich zu ungunsten des [t3]-geeichten um.

Uber alle betrachteten Situationen hinweg erweisen sich rLS— und rIC-Filter den
an [cv*] geeichten Posterior—-Modi als iiberlegen, dem an [t1] geeichten Posterior—
Modus zumindest ebenbiirtig. Zieht man nun auch die Tatsache heran, dafl nach
einer “off-line” erfolgten Kalibrierung zur Festlegung von b bzw. A und b rLS—
und rIC-Filter extrem einfach auszuwerten sind, mufl man sie als den Posterior—
Modi iiberlegen erachten.

5.5.2 graphische Darstellung
robuste Filter im " Steady State Modell"

6.00 [

4.80 -

3.60

Filter

240 r

1.20 |

0.00 L# ‘ s ‘ ‘ ‘
0.00 1.60 3.20 4.80 6.40 8.00

Y4
Abbildung 5.1: Schétzer fiir §; auf Basis der Beobachtung von

In Abbildung 5.1 sind alle “realisierbaren” Schétzer vergréfert auf den in-
teressanten Bereich dargestellt; wir beobachten, daff der klassische Kalman—
Filter und der Posterior-Modus, geeicht an der Konvexkombination [cv1], unbe-
schrinkt sind, wiahrend der Posterior-Modus, geeicht an einer Cauchy—Verteilung,
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5.00 [

4.00

3.00

2.00

bed. Erwartungswert

1.00

0.00 1.80 3‘.160 5.40 7.20 9.00
Y
Abbildung 5.2: E[f;|y1] unter verschiedenen Verteilungsannahmen fiir ¢;

sich einer Hyperbel nihert und rIC / rLS jeweils auf einer gewissen Hohe ge-
clippt werden.

Zur Kontrolle bilden wir die theoretisch optimalen, geeichten bedingten Er-
wartungswerte, Ep.[01|y1] fir P® = [cvl], [cv2], [cv3], [t1] und [t3], in Abbil-
dung 5.2 ab. Wir erkennen, daf} die Eichung an [cv*], wie theoretisch hergeleitet,
fiir grofles y; gegen eine lineare Funktion in 3; tendiert. Bei der unsymme-
trischen [cv1] ergibt sich fiir y; > Epey[e1] = 4 ein bedingter Erwartungs-
wert Ejey1][B1]y1], dessen Steigung sogar noch gréBer ist als von fX¥ | wihrend
die symmetrischen Konvex—Kontaminationen mit einer gréfieren Varianz, ([cv2],
[cv3]) zu einer asymptotisch geringeren Steigung fiihren.

Bei den t—Verteilungen zieht ein kleinerer Freiheitsgrad ein schnelleres Abklin-
gen gegen 0 nach sich.

Zum Vergleich von bedingtem Erwartungswert und Posterior—Modus haben wir
in Abbildung 5.3 fiir die Eichverteilungen [cv2] und [t1] die Kurven in Abhéngig-
keit von y; geplottet; wir beobachten, dafl fiir kleine Werte von ¥; in beiden
Féllen der Posterior—Modus groflere Schitzwerte fiir 31 liefert als der entspre-
chende bedingte Erwartungswert, bei [t1] sogar gréBere als fXK. Im Fall [cv2)]
beobachten wir um 4 herum ein abruptes Umschalten von “Beobachtung aus
idealer Situation unterstellt” auf “Beobachtung aus kontaminierter Situation
unterstellt”, wohingegen dieser Ubergang beim bedingten Erwartungswert glat-
ter ist.
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Abbildung 5.3: Posterior—-Modus und bedingter Erwartungswert:
Darstellung von E[31|y1] und Posterior—-Modus unter Annahme von [cv2] (links) resp. [t1]

(rechts)
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Kapitel 6

einige statistische

Eigenschaften von rLS, rIC
und mIC

Bei den bisher vorgestellten Verfahren, mIC, rLS und rIC, haben wir noch nicht
die Frage ihrer Unverzerrtheit, ihrer (asymptotischen) Normalitit und die Frage
der Lebesgue—Stetigkeit ihrer Fehlerterme beantwortet. Dies wollen wir nun tun.

6.1 Symmetrie und Unverzerrtheit der robusten
Verfahren

6.1.1 ein Hilfssatz zu symmetrischen Verteilungen

Lemma 6.1.1 Seien X ~ PX, & ~ P® stochastisch unabhingige RP — bzw.
RY —wertige Zufallsgrifen, L(X) = L(—X), L(e) = L(—¢), Z € RT*P eine

bekannte Matriz und ¥ = ZX +¢ und X = f(Y)+ X mit f: R? - RP
Y —mefbar und f(y) = —f(~y). Dann ist

(a) L(X)=L(-X)

(b) L(E[X]Y]) = L(-E[X[Y])

BeEwEIS: (a): Fir A € BP gilt

P(XcA) = Pf(X+e)+XecA)=P(f(-X—-¢)—-XecA=
= P(—f(Y)-XecA) =P(-XcA) '

(b): Wir zeigen zuniichst, daf§ fiir A € B? gilt
EEX[Y]Lyecay] = —EEX[Y]Lyc 4] (6.1)

Sei dazu A € BY und P?X = L£(ZX), PY = P?X x P*. Dann gilt
E[EX]Y]Iyea] = / Iyen) EIX|Y = ] PY (dy) =

= / I Zotccay & P (de) P (dx) = — / I{z2—ceay @ P*(de) PX (dz) =

76
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= [ ye-n BIXIY =) PY (dy) = - BIELXIY Lye ).

Die Behauptung folgt dann mit der Tatsache, daf fiir RF —wertige ZufallsgroBen
U mit E|U| < oo folgende Aquivalenz gilt:

ElULeay] = —E[Uliye-a3] VAEB”
= PUeA)=PU e -A) VA e BP

6.1.2 Folgerungen fiir rekursive Filter

Proposition 6.1.2 Wenn im Zustandsraummodell fiir die treibenden Prozes-
se vy, €, sowie fiir den Anfangswert (g folgende Symmetrievoraussetzungen
gelten,

Lia(e) = Lia(—¢), Lia(w) = Lia(v), Lia(Bo — E[Bo]) = L(— (6o — E[])),
(6.3)
so sind der rLS—, der rIC- und der mIC-Filter symmetrisch um den Erwar-
tungswert verteilt, genauer gilt im rLS— und rIC-Fall

Eid(Aﬁ;LS/ﬂc) _ ﬁjd(*AﬂzLS/rIc) (64)
und fiir den mIC-Fall
ﬁid(Aﬂﬁim\t—ﬁ = ﬁid(_Aﬂf?tISmn—ﬁ- (6.5)
Insbesondere sind alle Verfahren unverzerrt.

BEWEIS: Zunéchst der rLS-Filter: Fiir ¢t = 1 ist AB"® = AB[™, und weil
ASFE linear in gy ist und Liq(Y) = Lia(=Y), ist Lia(ABM) = Lia(—ABS).
Wegen der Symmetrie von e folgt nach Lemma 6.1.1 mit den Identifikationen
X o MBS LY~ Ay, fly) = M ymin{l, grtsy; b, X - AGF, daB
Ca(BIABPS | Ay ) = Lia(— E[AB [AyiS]), wobei ABjfs = 6 — Bi5 . Die
Multiplikation mit F' und anschlieflende Faltung mit dem symmetrisch verteil-
ten vy erhélt die Symmetrie, so dafl auch Liq(AB5S) = Lia(—AB5S). Daher
ist insbesondere E[Sjj7] = E[f1]. Der Induktionsschluf erfolgt mit denselben
Argumenten.

Zum rIC-Filter: Wir betrachten die gemeinsame Verteilung von (AS;'°, ABFX).
Im Fall t =1 besteht dieser Vektor aus zwei identischen Komponenten und ist
daher wie im rLS-Fall symmetrisch. Wegen der Symmetrie von ¢ folgt nach
Lemma 6.1.1 mit den Identifikationen

ABC AR — AB©
() e )
1 AV
; Ay (S555) 7 (Ya — Ya) min{1, W(E{WH
Iy =r Y )= | Az Yimingn, ot |

Ys MES(Ys — Zy AGSY)
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daB Lia(ABYT) = Lia(=ABYT) mit ABYT = Bi — 77 . Wie beim rLS-Fall
folgt die Symmetrie von Liq(AB5S) = Lia(—AB5), und der Induktionsschlufl
erfolgt wieder mit denselben Argumenten.

Der Schlufl im mIC-Fall erfolgt analog, wird hier aber nicht présentiert.

In allen Féllen ist jeweils wegen der Symmetrie Eiq[AByy—1j] = 0, also
Eia[Beje-11] = Eia[B] - /i

6.2 Dichten der rekursiven Filter

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Lebesgue—Stetigkeit der Vorhersage-
fehler AB; bzw. der Filterfehler Ag,, fiir den rLS— und den rIC-Filter und
werden jeweils deren Dichten bestimmen.

Um auch den rIC-Filter erfassen zu kénnen, fithren wir zunéchst mit

oY) = 0,9),  o(yly) = o(yly 1,y AG™) (6.6)

die um die Kenntnis von AF;¥ augmentierte o—Algebra ein. Wir beginnen mit
einem Resultat iiber allgemeine o(yg(:)]t) —adaptierte Filter, deren Beweis klar ist
und daher nicht prasentiert wird.

Betrachten wir dazu einen wie folgt rekursiv definierten Filter

Bop = E[Bo] =ao
und fiir ¢ >0 Bye—1 = Fifioip— (6.7)
Bue = Bre—1+ fi
[0]

mit f; irgendeiner y;., —-mefibaren Funktion.

Proposition 6.2.1 Sind die Innovationen vy, die Fehler ¢, und die Startver-
teilung By (als Prozesse) unabhdngig mit unabhdngigen Randverteilungen, und
besitzen vy, €5 q— resp. p—dimensionale Lebesque—Dichten p“* resp. p®s, so
besitzen bei Verwendung eines ygozl —adaptierten Filters f; gemdfs (7) auch die
Randverteilungen von ABy, p-dimensionale Lebesgue—Dichten

P29 () = / PP (= Fy (B — Bogo)) PP (dB) (6.8)
pA% () = / P e — Zo(u+ F)pPPIR= (g £ PV dy) N () (6.9)

PP (u) = /pvt“(u — Fyn f)P2%1 (dp) (6.10)

BeEWEIS: Wir zeigen die Behauptung per Induktion. (8) folgt unmittelbar aus
der vorausgesetzten Lebesgue-Stetigkeit von £(5p). In Lemma 6.3.4 werden wir
sehen, daf U(Aygo:]t) = U(ygo]t) Wir machen daher keinen unterschied, ob f;
als Funktion in y:[to]t oder Ayﬂ5 aufzufassen ist. Setzen wir formal y;,0 als die
leere Bedingung, so folgt aus ABy; = ABy — fi, Ay1 = Z1AB + &1, dal
Aﬂl = Aﬂl\l + f1 und g1 = Ayl — Zl(Aﬂl\l + fl), und damit wegen der
Unabhéngigkeit von £; und Af;, daf

P(Aﬂl‘l € A) = /Aﬁ B P! (e))\q(de)pAﬁl/\p(dﬁ) =
11

/eApsl (y1 — Z1(u+ fL)p™% (u + fo) N (dy1) NP (du)



6.2. DICHTEN DER REKURSIVEN FILTER 79

Aus der Unabhéngigkeit von v;41 und Apf;, y1.¢, folgt unmittelbar da§ die be-
dingte Verteilung L(ABiy1|y1: = yi:t) eine AP —Dichte besitzt, und zwar

pABtﬂlyl:z:y?:,,(u) — /pvt+1(u _ Ft+1I6)PABt|t‘y1:t:yE:t(dﬁ)

Hieraus folgt sofort (10). Fiir ¢ > 1 miissen wir noch die Vergangenheit y1.4—1
beriicksichtigen. Ansonsten erhalten wir mit denselben Argumenten — und weil
L(ABis1|y1.e = ygzt) eine AP -Dichte besitzt

P(ABueA) = [ 5P (OXIde PRI (45, dyrn) =
AB €A

= [ N e (5) ) P ) =
t|t

_h
/ pot (Z/t _ Zt(u—|— ft))pABt\ymfym_l (u_|_ft)Py1:t—1 (dyl:t—l)
u€cA

A (dys) NP (du)

m

6.2.1 Dichte von Aﬁ;hs

Um die Terme beim rLS-Filter analytisch genauer untersuchen zu koénnen, ge-
ben wir uns fiir p = 1 Werte von b, M, S, sowie Matrizen Z und V vor,
spezifizieren L(g;) = Ny(0,V) und tun so, als ob L(AB™) = N7(0,S). Mit

diesen Vorgaben wollen wir die Dichte von Aﬁ;‘Lts berechnen.

Bemerkung 6.2.2 Der Fall hoherdimensionaler Beobachtungen ist durch die
Untersuchung fiir ¢ = 1 abgedeckt, denn zu gegebenen Z € R'*P und M e
RP*! gibt es Zahlen z,m € R mit

LI(X,MZX + Me)) = L((X,mzX +mé))

mit € ~ N7 (0, f/)7 unabhéngig von X und V>0 beliebig, denn setzen wir
m=\/MVMT)V und z = M7Z/m, so gilt:

L(X, MZX + Me)) = N2(0,< 5 SMTZ ))—

SM™Z S(M7Z)*>+ MVMT™
S Smz
B N2(0’< Smz  S(mz)? +m2V >)

Daher diirfen wir uns im folgenden auf ¢ =1 beschranken.

6.2.2 Dichte von Aﬁzhs bei normalen, 1-dim. v;, €,

Im weiteren wollen wir AF;*® durch X, Aﬂ;lLtS durch U abkiirzen und alle
Abhé#ngigkeiten in ¢ unterdriicken. Es gilt
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Proposition 6.2.3

U 1 MZu+(1-MZ)b, ,u—>
= -9 n
W = Jeli- e L
1 u (I1-—pu+b (I-pu—">
+7<P(7)[¢’( . ) — ®( . )]+
1 MZu—(1-MZb. u+b
+—=9 %)
Y/ AT VT
mit
2 _
2= (1-MZ)*S + M*V, o2 := MVZS, = 51 -M7) VQMZ), (6.11)
BEwEIS: Offenbar ist
(1-MZ)X — Me fiir —b/|M|—ZX <& <b/|M| - ZX
U=1{ X —bsign(M) e>b/|M| - ZX (6.12)
X + bsign(M) e< =b/|M|-2ZX
Dazu definieren wir
y1 = n(X)=-b/M—-2ZX (6.13)
yo = yo(X)=b/M—-ZX (6.14)
- (14+MZ)X
ys = ys(u,X) = il i ) (6.15)
1 = z(u)=u-2> (6.16)
o = mo(u)=u+b (6.17)

Dann gilt
PU <u)=P(X <z1)+ P(x; <X <z, esign(M) > ysgsign(M)) (6.18)

und somit haben wir mit ®(-) der Verteilungsfunktion von AN (0,1) und ¢
deren Dichte

= L La- sign LR 2 Ve
PU<u) = ¢><¢§>+/Il§@ﬁ[1 B(sign(M) L)l To)d
Damit erhalten wir als Dichte
Ut) = L (d(sion(a) Y220 21 sien(an 2w t2)y o z2
P (U)—\/g[‘l)(sg(M) Nz )‘p(\/§)+¢( sign(M)="==)e (=) +
1 2 ys(u,x) x
Daher folgt mit quadratischer Ergéinzung
1 y3(u, ) r 1 x—pul u
M\/E\/V(p( iz )@(ﬁ)—a ()¢ ()

und damit

P (0) = = 0im (D B0 2) 1 e im0 BUZ o 22+
Fp(a(Bt) - e

u
o(=
ol o

2|
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Setzen wir nun wieder die Werte fiir x; und y;(z;) ein, so ergibt dies

U 1 MZu+ (1-MZ)b u—b
(eI gLt =ty

1 MZu—(1—-MZ)b, u+b

m

Bemerkung 6.2.4 Offenbar gilt fiir b — oo, dafl go(lf/i—b) — 0, wobei die
beiden zugehorigen Faktoren beschriankt sind, und daB gleichzeitig

(1f,u)u+b)7q)((1fy)ufb

sign(M1)[@(*—2 -

) =1
so daf wir im Grenzfall die Dichte einer A/(0,~?)-Verteilung erhalten.

Als Beispiel haben wir in Abbildung 6.1 die Dichten von Aﬂtlt und A/B;‘Lts i
Steady—State Modell aus Beispiel 1.4.1 im Grenzfall, also

S =lim ¥, = (V5+1)/2=1618,  resp. M = (V5 —1)/2 = 0.618

fir b = 1.14 abgetragen, was einem Radius' von 10% und § = 17.8% ent-
spricht. Daf} die Dichte von ABYLS fiir betragsméfig grofle [ schliefflich ober-
halb von der von Aﬁt‘ ; Verlauft ist auf dieser Skalierung nicht zu erkennen.

6.2.3 Dichte von Aﬁﬁf

Im rIC-Fall ist die Lage etwas komplizierter, da neben der Vergangenheit des
Filters selbst auch immer der klassische Kalman-Filter mitbetrachtet werden
mufl. Hier stellen wir nur fiir p = 1 eine Aussage auf, der Fall ¢ >=1 kann wie
beim rLS-Filter behandelt werden, und wir beschréinken uns auf ¢ =1.
Zur Erinnerung: Der Filter—Schritt beim rIC besagt fiir p =¢ =1, daf

Bile = Bijiy +max{—by, min{A;(Z/V Ay + (Biji"1 — B 1)/Z4ji1), bt}

mit B;"f_l der Ein—Schritt—Vorhersage aus dem klassischen Kalman—Filter.
Fiir die Untersuchung geben wir uns Clippingschwellen b, , klassische Kalman—
Gains M; = M , Lagrange-Multiplikatoren A; und klassische Fehlervarian-
zen S; = ?lff 1 » sowie Hyper-Parameter F', Z >0, @Q und V' vor und kiirzen
Aﬂ”c durch U, AB° durch Xy, ﬂz‘ltc —ﬂ?'t durch R; und ﬁ;‘ltc_l — /6’?“_1
durch W, ab.

Wie im rLS-Filter spezifizieren wir £(8p)=L(v:) =N1(0,Q), L(g1) =N, (0,V).
Mit diesen Vorgaben wollen wir die Dichte von Aﬁ;hct] berechnen.

lygl. Kapitel 8



82 KAPITEL 6. EINIGE STATISTISCHE EIGENSCHAFTEN

Dichte des Filterfehlers Delta beta_{t|t} bei KK und rLS

rLs

0.5
|

0.4

0.3
|

g
2 0 2
Delta beta
Abbildung 6.1: Dichten von A,é’fl? und Aﬂ;‘LtS im Steady—State Modell fiir
0=178%

Proposition 6.2.5 Sind die Innovationen vy, die Fehler ¢, und die Startver-
teilung By (als Prozesse) unabhdngig mit unabhdngigen Randverteilungen, und
sind By, ve, €5 absolutstetig mit Lebesque—Dichten p® | pUt resp. p°, so be-
sitzen die Paare (Us, R) und (Xi, W:) aus der Definition des rIC-Filters fiir
t>1 resp. t > 2 2-dimensionale Lebesgue—Dichten

0
P70 = [ 7 (0 Plw = gyo)p* () du (6.19)
c1 0
pUntn (u,r) = Lirii<r<ran}y P (%VAJ\%T — Zu)p A (u+ ZA1YVM1 r) +
sy ) P (TS = Z(u = 01))p™ (u — by) +
+I{r<7"2 1} p (bl L — (’LL + bl))pAﬁ? (u + bl) (620)
p~ oW (g w) = 7] / Yt (x — Fu))pY=1B=1 (u,w/F) du (6.21)
U, R )% w2.(r) V- Z A A
pv ‘(Uﬂ“):m/ ()P “( Lys,e(r,w) — Zu — Z5tw) x
wi,t(T

prt’Wt(u+ AZ y3.(r, w) + ‘g—:w,w) dw +

wa ¢ (1)
e [ ) - 2 00 - b +
ﬁ/ “ys(r,w) — Z(u+by))p* " (u+ b, w) dw - +
W y1,¢(w2,:(r))
+ptt *(u—bt,w27t(r))/ Py —Z(u—"by))dy +
ya,¢(r,w2,£(r))

+pXt7Wt (u + A‘t/—Zy + ‘;—:wu(r)),wg,t(r)) X
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ys,¢(rw2,:(r))
x/ Py — Zu+ Al(Z/Vy + wau(r)/S))]) dy +
y

1,6 (w2,(7))

ApX oW (u o Ay 4 Ltwn (1)), wr ()

Yo, (w1, (r))
8 / P (y — Z[u+ A(Z/Vy +wi4(r)/S,)]) dy +
Y

3,¢(rw1,e(r))

ys,¢ (r,wi ¢ (r))
Ap™ oW (w4 by, wy 4 (w) / Py —Z(u+b))dy. (6.22)
yz,t(th(T))
mait
rig=—b(1—207)  rey=b(1- 207
wie = wy(r) =7 —b(1— ]XI:‘Z/> wa,p = wa,p(r) =7+ b(1 — JX[;‘Z/)
_ -V _ V. = =b-L — L
Y10 = ye(w) = —bi g7 — z5w, Y2, = Y2,0(w) = be 37 — Zgw
Vir—(A¢/Se+MiZ)w

Yst = y3,t(T7 w) =2 (ZA{—\j_Mt =

Yai = yap(r,w) = Zw — 5 ys = ys i (r,w) = Zw — Tt

BEWEIS: Im ersten Schritt ist AF)'° = AFFX . Dementsprechend ist, wenn wir
y fiir Ayp schreiben,

(Xo 4 b1, =by — Myy)™ fir y < —by AYZ
(U, R1)" = (Xo— A1 Z/Vy, (A1 Z/V — My)y)" fiir ;;bl—l%/ <y< f‘ll‘g
(Xo —b1,b1 — Myy)™ firy > by AYZ

Also ist

(U <u, R <7) = (Xo+ b1 <u, =by = Miy <7,y < =biz5)U
U(Xo—A1Z/Vy <wu, (AMZ/V - M)y <r, ‘,{’;ZV <y< Zﬂ‘g)o
U(Xo—br <u, by —My<r,y>b4z)

=Xo+b<u,r>rq, _?\}:T SyS—blﬁ)U

U(Xo—A1Z/Vy <u,riy <r<ra1, 35 <y <rgplg) U

A2

. v NS
U(Xo—A1Z/Vy§U,TZT271,—blAIZ Sygblm)u
) Vv o\
UXo—bi<u,r=>ra1,y>bigz)V

U(Xo—br <u,r<ryi,y>%47")

und so erhalten wir

P(Ul < U,Rl < ’]") = /I{m+b1§u} I{Tzrl,l}:[{i;};'rgygfhﬁvz} +

+ I{I_Al Z/Vy<lu} I{7”1,1 <r<ra1} I{—bl AYZ §y§rﬁ} +
+ I{ﬂﬂ—Al Z/Vy<u} I{r27-2,1} I{fblﬁgygbl #} +

+ I{x—b1 <u} I{rfrz,l} I{yzb}w—j} +

0
L ombicuy Lrzra ) Ly, vy 27y — Za)p7 (2) dy do =

= e | iy 7 = 20—
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xp™01 (& — by) dy dii +

+/I{i§u} {I{r1,1ST§r2,1} I{—blA‘l/—ZgygrAlZY—Mlv} +

+ I{rZTz,l} I{—b1 AYZ <y<b; A‘l/_z} } X
xp= (y — Z(F + A Z) V)™ (F + A1 Z)Vy) dy di +
+/I{ngu} {1{7'§7'2,1}I{y2%}+I{T‘Z7'2,1}I{y2b1$} } x
x p*t(y — Z(T + bl))pAﬁ?(:f? + b1) dy dz,
so dafl wir als Dichte wie behauptet erhalten
0
PYF (1) = Tpsr, 1y 0™ (S5 = Z(u = b0))p™ (u— br) +
1 —A1] 2 A 0 1
B CRELE AleMlvpg (TA‘fszZlv ~ Zu)p™7 (u+ TAlglffav) +

0
rcry 3P (B — Z(u+00))p™% (u + by)

Wie sich die pX-"¢-Dichte ergibt, ist klar. Fiir ¢+ > 1 ist mit y = Ay;'® und
w = Wy, sowie mit

r1e =1r1(w) = —b(1 — AX:Z) +w ro¢ = ra(w) = b(1 — ]X[:‘Z/) + w

(Xt + by, —by — Myy + My Zw)"™ firy <wyi,
KAy s wis),
(U, R)™ = ( (thZ — M)y + (gl_: + M, Z)w firyir <y <yop
(Xt = bs, by — Myy + My Zw)" firy > ya,

Daher kann man die Niveaumengen umformen geméf

(U <u,Ry <71) = (Xe+b <uy, —be—My+MZw <r,y <y (w)U
O ( X — A Z/Vy+w/Sy) <wu, (AZ)V — M)y + g—:w <r, ) 0
y14(w) <y < yae(w)
UXe—b <u,by—My+ MZw<r,y>ys(w))
=(Xi + b <uyr > (w), yar(r,w) <y <y g(w))U
0 ( Xi— A Z/Vy+w/Sy) <u, rig(w) <r <rgi(w), > 0
yie(w) <y < yse(r,w)
U(Xy = A(Z/Vy+w/Sp) <u,r>rop(w), yr(w) <y < yap(w))U
U(Xe =0 Su,r>ryp(w), y > you(w)) U
U(Xy = b <y r <rgp(w), y > ys e (r,w)),

wobei wir ausnutzen, da M; = ZS,/(Z2S, + V).
Setzen wir ein, dafl

(r <rop(w)) = (w = wi(r)), resp.(r < ri(w)) = (w = waq(r)),
heifit das

(Ut <wu, R < 7“) =(X¢+b<u,w< wz,t(T)7 y4,t(7”7w) <y< yl,t(w)) U
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. Xt—At(Z/Vy+1U/St) SU,UJLt(T) SwaQ,t(r)a .

U U
y1e(w) <y < ys(r,w)

U(Xy — Al Z/Vy+w/Sy) <u, w <ri(r), yie(w) <y <yo(w))U

UXe—be <u,r<wir),y >y (w))U

L.J (Xt - bt S u,r Z wl,t(r)a Yy Z y5,t(r’w))a

und so schreibt sich die Wahrscheinlichkeit als

PU; <u,Ry <7) = /I{wéwu(r)} Liz<u) I{y4,t(r,w)§y§y1,t(w)} X
xp(y — Z(& — by))p~X Ve (& — by, w) dy di dw +
+ / La<uy {I{wl,tw)swz.t(m} Lo (w)<y<ys o(rw)y +

Lw<ws, i) Lo () <y, ()} } 2
xp™(y — Z[T + Al(Z/Vy + w/S)]) x
xpXtWe (3 4+ Af(Z/Vy +w/Sy), w) dy dE dw +

+ / La<uy { Lwgws @)} Hyzpe o)) T Hwzwn o)) Lyzys o) } x
xp=t(y — Z(& + b))p~ " (3 + by, w) dy di dw,

so dafl wir als Dichte wie behauptet erhalten

wa, ()
PYF (g, r) = ﬁ/ P (VS Ay (r,w) — Zu — Z5w) X
wi, ¢ (7T)

xpXeWe (u+ %y&t(r, w) + ‘g—zw,w) dw +

wa, (1)
+ﬁt/ Pt (ya(r,w) — Z(u — by))p~ W (u — by, w) dw +

— 00

—+o00
+M%/ 7 () = Zu+ be))p W (u + by, w) dw +
wy ¢ (r

y1,¢ (w2, (7))

+p W (u — by, wa i (1)) / “(y = Z(u—by))dy +
)

ya,t(ryw2,6 (1)

oW (u+ Ry + Grwa (1)), wa e (r))

y3,t(7"7w2,t(7'))
8 / Py — Zlu+ A2/ Vy +ws () /S)]) dy +
Yy

1,t (w2, (7))

+p W (w4 Ay + Lrw i (r)), w (1)) X

ya,¢(w1,:(7))
8 / Py — Zlu+ A(Z/Vy + w1 (r)/S0)]) dy +
y3,¢(rwi1,¢(r))

¥s,¢(rw1,¢(r))

+pXe W (u bt’wlvt(w))/ (w1.+(r) Py = Z(u+b))dy.
Y2, (w1, ¢ (T

m
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6.3 (asymptotische) Normalitit der robusten Ver-
fahren

6.3.1 Resultate als Folgerung von Proposition A.2.4

Wir verwenden nun Proposition A.2.4, um eine Reihe von Konsequenzen her-
zuleiten. Diese stehen insofern nicht im Widerspruch zu Heyde und Johnstone
(1979), als daBl deren Annahme (A3), die im wesentlichen ein unbeschrinktes
Anwachsen der Information {iber den gesuchten Parameter sichert, bei uns nicht
erfiillt sein wird.

Nicht-Normalitédt von rLS, rIC

Unmittelbar aus Proposition A.2.4 folgt

Korollar 6.3.1 Unter Annahme der Unabhingigkeit von {e:} und {v:} als
Prozesse ist im Zustandsraummodell (1) , (2) die asymptotische Normalitit
des vy -Prozef$ notwendig fiir die asymptotische Normalitit der (B, y; und je-
des Filterfehlerprozesses ABy gemdfs (7). Dasselbe gilt fiir Ayy, falls dieses
nicht stochastisch gegen 0 konvergiert. Asymptotische Normalitit der e; ist
notwendig fir die asymptotische Normalitit der y; und Ay;. Weil der klassi-
sche Kalman—Filter in Ay, linear ist, ist fir dessen asymptotische Normalitit
die asymptotische Normalitdt der y, notwendig, falls M /4 0 — mit den
Implikationen fir e, und vy .

Proposition 6.3.2 Sogar im idealen Modell (V3) bzw. (V4) kénnen wir fir je-
den rekursiven Filter wie in (7) mit einem beschrinkten fi, i.e. || filloo <b fiir
ein gewisses b, wobei f; /4 0 stochastisch, die asymptotische Normalitit der
Vektoren (ﬁaﬁﬁz—fl\tfl)q— und (ABT, ABT_1)T ausschliefen, wobei wir fir letzte-

re zusdtzlich fordern, daff oo > K > ||Fi|| > 6 > 0 fir alle t und tkE[f;f7]=Dp.

BeEwEIS: Nehmen wir die asymptotische Normalitat der (4], By ,_1)7 an.
Dann mufl auch f; = By; — FyBi_1;—1 als eine lineare Trans%ormation wieder
asymptotisch normalverteilt sein, was im Widerspruch steht zur Beschrénktheit
von f;. Was (ABT, AB]_,)" anlangt, so gilt, daBl —F} fy_1+v = ABi—Fy AL,
was asymptotisch normalverteilt sein muf3. Daher gilt mit Proposition A.2.4, daf3
F; f;—1 asymptotisch normalverteilt ist. Aber F; 4 0, so dafl rkker F; < p, und
weil tkE[fif]] = p, folgt tkE[F;fi—1(Fifi—1)7] > 1 fiir alle t. Daher miifite
der Tréager des nichtdegenerierten Teils von Fjf;—; unbeschrinkt sein, um nor-
malverteilt sein zu konnen, was wieder der Beschrinktheit von f; widerspricht.

m

Normalitédt der Posterior—Verteilung im Zustandsraummodell

Unter recht allgemeinen Bedingungen fiir das rekursive Schema (7) sind A3 |ygol

und ﬁt\yﬂfl verstanden als Markov—Kerne, faktorisiert nach einer Realisation

yi;[to[]q] von yﬂ[il] , normalverteilt:
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Proposition 6.3.3 Seien ¢,, v, gemdfS (V3) verteilt. Dann gilt fir beliebige

yﬂ —-mefibare Funktionen f,, daf fir jeden wie in (7) definierten Filter der

bedingte Filterfehler Aﬂﬂyﬂ_l normalverteilt ist.

Vor dem Beweis zeigen wir ein Lemma, das auch allgemein von Interesse ist:

Lemma 6.3.4
0 0
o(Ayi) = o)
BEWEIS zU LEMMA 6.3.4: Als Konstante ist (o sowohl yg%f als auch Ayﬂ)f

mefbar. Nehmen wir nun induktiv an, dal 8;_;;;_; sowohl yﬂ_l— als auch

Ayﬂ_l —mefbar ist, so folgt aus
Ay = yr — ZiFyBr—1101 resp. Yyt = Ayr + ZiFi By 101

daf a(Ayﬂ) = U(yﬂ), und somit tatsdchlich auch, da8 By, = FyB;—1p—1 + [

sowohl y%?Ll - als auch Ay%fl —meBbar ist. Wi

BEWEIS zU PROPOSITION 6.3.3: Af; = Fi(Bp — ap) + vy ist verteilt gemés
N (0,Q1 + FiQoFY), und daran #dndert auch das Bedingen nach der trivialen
o —Algebra nichts. Nehmen wir nun an, dafl nach Induktion Aﬂt\AyELl nor-
malverteilt ist, dann gilt dies wegen der Unabhéngigkeit von e; auch fiir die
lineare Transformation aus ¢; und Ay, (Aﬁg,AyZ)T\Ayﬁl. Aber die (re-
guliiren) bedingten Verteilungen eines gemeinsam normalverteilten Vektors sind

]

nach Lemma A.2.1 wieder normalverteilt, daher ist AﬂﬂAyEt normalverteilt.
Betrachten wir nun AfGy11 = Fyp 1 AGi—Fyy1 fi+vi11, so sehen wir, daff, bedingt

nach Ayt[o], man Fyyqf; als von AS; und Ayio] unabhéngige Konstante auf-

fassen kann, die nichts an der Normalitit von Aﬁt\"Ayt[O] und v;41 dndert, und
so bleibt auch die Summe normalverteilt. Mit der Aquivalenz der o—Algebren,
die wir oben gezeigt haben, folgt die Behauptung. Y/

Falls v; nicht normalverteilt ist, gilt diese Proposition nicht mehr, wie man so-
fort mit Proposition A.2.4 schlielen kann: Die asymptotische Normalitét bricht
zusammen, wenn wir mit der Verteilung von ABiy1 = Fr1 ALy — Fip1 ft + Ve

bedingt nach Ay,{o] argumentieren, ja es gilt sogar

Proposition 6.3.5 Auch fiir die asymptotische Normalitit der Posterior—Ver-
teilung der B; gegeben yy.:—1 bendtigt man die asymptotische Normalitit der
vy, sofern die eindimensionalen Randverteilungen des vy -Prozesses zumindest
straff sind.

BEwEIS: Nehmen wir die asymptotische Normalitét der ﬁﬂyﬂfl an. Wir be-
finden uns in einem polnischen Raum und kénnen uns daher auf die faktorisier-

ten Versionen bedingter Erwartungswerte zuriickziehen. Die Annahme bedeutet,
daB

0 . 0
@ﬁ”ygo:lil(t’ yg:lfl) = E[exp(ztﬂt)|y£:]t,1] - (PN'(a,C')a
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wobei ¢ und C von yELl abhéngen diirfen. Nun ist 8y = Fy8;—1 + v, und

daher gilt wegen der Unabhéngigkeit von v, von sowohl ;1 als auch yg?Ll

P (tyhn_1) = Elexp(it(Ffi—1 +v)|yly_,] =

t—1
E[eXp(itFtﬂtfl)‘yé%,l] Elexp(itvy) [yl _,] =
= PR (t,y")_,) Elexp(itv,)] =

0
= Prp oGP ()

Hier nun diirfen wir mit Proposition A.2.4 argumentieren und erhalten die Be-
hauptung. V/

Bemerkung 6.3.6 Diese letzte Proposition sagt nichts {iber die Mo6glichkeit
einer anderen Standardisierung: Wir schlieflen den Fall aus, daf3 ﬂt\yﬂ_l nicht
straff ist, das heifit ||C|| = co. Wenn wir auch andere Standardisierungen zu-

lassen, ist es moglich, eine simultane Straffheit der standardisierten sﬂﬂyﬂfl
und die stochastische Konvergenz der s;v; gegen 0 zu erreichen, wie z.B. im
Fall der Irrfahrt, und daher ist es auch nicht ausgeschlossen, dafl die s; ﬁt|y£?]t_1
asymptotisch normal sind, ohne daf} dies auch die v; sind. Man kann aber keine
nicht—triviale Normalitét erreichen, sofern || Fy5;_1 |y£(;]]t_1 l/llve]| straff ist, Dies
ist z.B. der Fall bei limsup, p(F;) < 1.

Wir fassen zusammen:

Fiir €;, v; nicht normal konnte man mithilfe des Cramér-Lévy-Theorems leicht
nachweisen, dafl dann keine asymptotische Normalitét fiir die Filter— resp. Vor-
hersagefehler eines rekursiven Filters gemi$ (7) vorliegen kann. Ebenso konnte
gezeigt werden, dafl bereits fiir den Proze8 der (AB:, AB;—1); zu einem sol-
chen Filter die gemeinsame asymptotische Normalitit widerlegt werden kann.
Es bleibt aber die Frage, ob nicht die eindimensionalen Randverteilungen von
AQS; asymptotisch normal sein kénnen. Dies kldren wir fiir Dimension p = 1 im
rLS—Fall fiir b hinreichend groff mithilfe von Theorem 1.3.1.

6.3.2 Folgerungen aus den Dichte—Darstellungen aus Ab-
schnitt 6.2

Mithilfe der Dichtedarstellungen aus Abschnitt 6.2 kénnen wir zumindest fiir
p = 1 und b hinreichend grof3 die Liicke um die asymptotische Normalitat
der eindimensionalen Randverteilungen des rLS/rIC-Filter—/Vorhersagefehlers
schliefen; wir vermuten stark, dafl entsprechendes auch fiir die h6herdimensio-
nalen Modelle gilt.

Proposition 6.3.7 Auch im idealen Modell (V3) sind fiir p=1, by < by < 00
baw. 6(bo) < < trXy /s mat

t|t
— B[ABS Ayt wy] o E[(Ay™® )% wi]
bo = sup{b >0 | 2 E[AﬁfLS AZI;LS ]b < E[(Ay{LS )z]b }a (623)
wObeZ ~ rLS rLS
wy = min{l, b} M = HAO A (6.24)

|MFES AyrLS | E[(AyiTS)?]

bereits die eindimensionalen Randverteilungen des rLS—Filterfehlers, resp. —
Vorhersagefehlers nicht (asymptotisch) normalverteilt sind.
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Bemerkung 6.3.8 Wegen der Stetigkeit von

E[AﬁzLS Ay{LS 'wb] _ E[(A’y;LS )2w§]
BAGTSAYTS] T E[AT )]

u(b) :=2
in b€ [0,00] und weil u(co) =1 ist by < c0.

BEWEIS: Wir weisen die Aussage nur fiir den Filterfehler nach; die Aussage fiir
den Vorhersagefehler folgt mit dem Cramér-Lévy-Theorem.
Zunichst zeigen wir, dafl

Var Aﬁ;ff = ;‘Lts = E[(Af™® — MAy™s wy, )?] < Z;lLtsfl =S =E[(Ap™)?].
Dazu miissen wir zeigen, daf3
2E[M;™ AGS Ay wy, ] > (M) E[(Ay;™)*wp,];

dies aber ist fiir b; > by nach (23) wegen der Definition von M{LS der Fall.
Andererseits dominiert aber in Proposition 6.2.3 fiir © — —oo der Term

1 MZu—(1-MZb. u+b

);

fir w — oo der Term

1 MZu+(1-MZb, u-—b
\/3“[1 o VV|M]|

die jeweils {ibrigen exponentiell, so dal die Schwénze der Dichte schliellich von
der Groflenordnung \%Sgo(%) sind, so daf}, wenn Aﬁ;‘Lts normalverteilt wire,
dann gemif einer N(0, S)Verteilung — anstelle einer N(0, X)) —Verteilung.

m




Kapitel 7

Stabilitat und Stationaritat
der Filter

In diesem Kapitel behandeln wir die (asymptotische) Stabilitéit und Stationa-
ritdt der bisher eingefiihrten Filter, rLS, rIC und mIC. Ausgangspunkt dieses
Kapitels war die Diplomarbeit von Rausch (1999) und die dort erfolgten Unter-
suchungen iiber die Stationaritdt des klassischen Kalman—Filters.

7.1 Folgerungen aus Sylvesterschem Trégheits-
satz fiir den Kalman—Filter

Zunéchst halten wir ¢ fest und unterdriicken diese Abhéngigkeit.

Lemma 7.1.1 Sei M eine Matriz von der Bauart des Kalman—Gain, also
M = XZ7(ZSZ7 + V)~ mit gewissen positiv (semi)definiten, symmetrischen
Matrizen ¥ € RP*P ynd VRI*? und einer Matriz Z € RY*P so daff ZXZ™+V
vollen Rang hat; dann gilt

(a) MZ ist diagonalisierbar.

(b) MZ >0

(c) Ist ¥ 0, so I, — MZ =0, mit “> 7 falls V = 0.

(d) Ist £ =0, so p(I, — MZ) < 1.

BEwWEIS: Wir schreiben A ~ B, falls sich A in B durch Konjugation mit
T € GL(p) iiberfiihren 148t, also B = T—'AT. Die Diagonalisierbarkeit einer
Matrix A € RP*P bleibt erhalten unter Konjugation mit T € GL(p). Damit
folgt (a), denn es gilt
MZ~X32Z27(ZS27 + V) ' 252 (7.1)
zusammen mit Korollar C.1.6 folgt damit aber auch (b) Weiter gilt
(ZSZ7 +V) = 2527 (7.2)
= (2327 + V)"l < (Z2527)
=  N2ZT(ZXZT4V)ZSr <%2Z7(Z%Z7) 1 Z%e

90
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Sei y € RP. Dann besitzt y die Darstellung y = yg + y1 mit yo € ker(ZE%),
y1 € ker(Z%2) L. Nach dem Isomorphiesatz gilt ker(Z¥ )+ = %3 Z7(RP), also
existiert ein x1 € R? mit y; = Y% Z7z, Daher gilt

YN ZT(ZNZT + V)T 8y < (7.3)
YN ZT(ZXZT) T Zny

YIS ZT(Z527) I8y, =

DA W AN A WAR RV WAR T

= 212357721 = |l < llyl®

Daher ist

NiZ7(Z2ZT +V)1Z%E <1, (7.4)
und damit folgt durch Konjugation mit ¥~ % und Lemma C.1.6 der erste Teil
der Behauptung (c), wobei in (3) “<” gilt, falls V' > 0, woraus der zweite folgt.
(d) folgt mit Theorem C.1.3 aus (4) durch Konjugation mit %2 :

0<L,—X3Z7(Z52" + V) 'Zx3 =  0<IL,-MZ
"

Lemma 7.1.2 Sei zu b > 0, M = M(y) := M min{1, ﬁ} Dann sind fir

M anstelle von M punktweise in y die Aussagen von Lemma 7.1.1 in Kraft.
Gilt fiir MZ in Aussage (b) “>7, so auch fir MZ .

BEWEIS: Fiir festes y ist MZ als skalares Vielfaches von MZ diagonalisierbar,

also (a). Da der skalare Faktor w = min{l, \M—by|} > 0 ist, folgt (b). Es gilt

MZ—-MZ=(1- AL)#\ZZ -0,
| My|

so daf3
ﬁpMZHpMZ+(1Wl)|)+MZ>HpMZ,
y

also (¢). (d) folgt wie in Lemma 7.1.1. Y

Bisher kranken die Ergebnisse noch an der Frage, wie fiir die Matrizen des
Kalman-Filters in Aussage (b) von Lemma 7.1.1“>" erzwungen werden kann.
Fiir den Fall tk Z"V~1Z =1k Q = p folgt dies allerdings sofort. Mit Induktion
sieht man, dal damit auch rk Z;‘ﬁil = p und damit I, — M{* Z geschrieben
?|It< E;?:ll , was aber dann vollen Rang hat.

Immer noch nicht klar ist allerdings, ob auch fiir F' mit mindestens einem
Eigenwert A vom Betrag grofler oder gleich 1 erreicht werden kann, dafl alle
Eigenwerte von F'(I, — MZ ) einen Betrag kleiner 1 haben. Hierzu bendtigen
wir einige Resultate aus der Kontrolltheorie.

werden kann als ¥
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7.2 Begriffe aus der Kontrolltheorie fiir den Kal-
man—Filter

Der folgende Abschnitt stellt die wesentlichen Begriffe aus der Kontroll- und
Lyapunovtheorie diskreter dynamischer Modelle zusammen. Er ist weitestge-
hend Standard und ist in dieser Darstellung dem Anhang zu Anderson und
Moore (1979) entnommen.

7.2.1 Lyapunov—Stabilitat

Bei der Untersuchung der asymptotischen Eigenschaften unserer Filter und
Glatter erweisen sich die Begriffsbildungen aus der Lyapunov—Theorie fiir dis-
krete, dynamische Systeme als niitzlich.

Dazu wollen wir das diskrete dynamische System

To = ag, xp = fr(xg—1), keN (7.5)

mit a9 € R?, fr : R — RP bekannt betrachten, wobei f(0) =0 fiir alle &k, so
daB z. := 0 ein Gleichgewichtszustand ist, also fi(z.) = x..

Definition 7.2.1 FEin Gleichgewichtszustand x. heifit stabil, falls zu beliebigen
ko, € >0 ein § = (e, ko) existiert, so daff aus |xp, — x| < folgt |xp—x.| < e
fir alle k> kg .

Definition 7.2.2 Fin Gleichgewichtszustand x. heiffit asymptotisch stabil, falls
er stabil ist und zu beliebigen ko ein 6 = §(ko) existiert, so daf§ aus |xg, — x| <
d folgt limy |z — x| =0.
Er heif$t global asymptotisch stabil, falls § unabhdngig von ko und beliebig grofs
gewdhlt werden kann.
Er heif$t exponentiell asymptotisch stabil, falls mit einem o = a(ky) > 0 und
0<p<l gilt

|z1, — x| < aplkho),
Definition 7.2.3 Ein Gleichgewichtszustand x. heiffit beschréankt oder auch
Lagrange-stabil, falls zu ko und xg, ein § = §(ko,zx,) existiert, so dafy |x| <
0 fiir alle k > ko .

Definition 7.2.4 Eine Funktion V : RP — R heiffle Lyapunov-positiv—(semi)-
definit!, geschrieben V =0 [V = 0], falls V(x) > 0 fiir alle z € R”, V(0) =0
und V(z) =0 = 2 =0 — letzteres nicht im Fall “semi”.

FEine Funktion V : RP — R heifle Lyapunov—negativ—(semi)definit, geschrieben
V<0 (V=0),falls =V =0 [~V >=0].

Zunéchst betrachten wir zeitinvariante Systeme, also fi = f. Fiir zwei aufein-
anderfolgende Zusténde xyi1, ) setzen wir

AV(mk) = V(ka) — V(l‘k)

Weiterhin steht im folgenden S fiir ein abgeschlossenes, beschriinktes Gebiet
des RP | 0 € S. Dann gelten folgende Theoreme

1Das Prifix “Lyapunov—" wurde vom Autor dieser Arbeit zur Unterscheidung des Begriffs
positiv (semi)definit fiir Funktionen V : N oder R — C im Zusammenhang mit den Sétzen
von Herglotz und Bochner hinzugefiigt.
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Theorem 7.2.5 [Stabilitit] Falls es fiir ein S eine Funktion V : RP — R gibt
mit Vs = 0 und AV =<0 lings Trajektorien x gemdaf (5), dann ist x. =0
stabil.

Theorem 7.2.6 [as. Stabilitit] Falls es fir ein S eine Funktion V : R — R
gibt mit Vl]s > 0 und AV]s <0, dann ist . =0 asymptotisch stabil.

Theorem 7.2.7 [as. Stabilitat] Falls es fir ein S eine Funktion V : RF — R
gibt mit V|s =0 und AV|s <0, und AV (xy) =0 fir alle k impliziert, dafs
zp =0, dann ist x. = 0 asymptotisch stabil.

Theorem 7.2.8 [globale as. Stabilitit] Falls in den Theoremen 7.2.6 oder 7.2.7
S =RP und falls V(z) — oo fiir |x| — oo, dann ist x. = 0 global asymptotisch
stabil.

Eine Funktion V', mit der ein Stabilitdtsresultat mithilfe der Theoreme 7.2.5—
7.2.8 nachgewiesen werden kann, heiit Lyapunovfunktion.
7.2.2 Zustandsraummodelle in der Kontrolltheorie

Wie eingangs in Abschnitt 1.1.3 erwéihnt, werden in der Kontrolltheorie ebenfalls
Zustandsraummodelle betrachtet, vgl. auch Kailath (1980). Im einfachsten Fall
verwendet man dabei folgende

Definition 7.2.9

Bo = ao, (7.6)
B¢ = FyBi—1 + Gy, t €N, (7.7)
Yt = Zifr, teN, (7.8)

Yt € Rq, a075t S Rp, Ut € RT, Ft S RpXP, Gt S RpXT'7 Zt S qup

Im Gegensatz zu der stochastischen Variante (2) und (1) werden hier die Inno-
vationen v; als exogen beeinflulbare Groflen interpretiert, mit denen man den
Prozel der (3; steuert.

Offenbar ist fiir vy = 0 das System aus Definition 7.2.9 asymptotisch stabil im
Sinn von Definition 7.2.2, falls |F| < 1.

Dies ist aber fiir Matrizen, die sich nicht durch Konjugation mit einer orthogo-
nalen (unitéren) Matrix diagonalisieren lassen, nicht notwendig; eine notwendige
Bedingung hierfiir ist, dal p(F') < 1 gilt.

Beschriankte Eingangsgroflen v; haben dann auch beschrinkte Ausgangsgrofien
Gy und gy zur Folge.

7.2.3 Kontrolltheorie im zeitinvarianten Fall

Zunéchst geben wir die Definitionen aus Anderson und Moore (1979) im zeitin-
varianten Fall, d.h. F, = F, G =G, Z; = Z wieder, wobei wir mit o(A4) die
Menge der Eigenwerte von A bezeichnen:

Definition 7.2.10 Das Paar (F,G) heifst vollstéindig erreichbar, falls eine der
folgenden dquivalenten Bedingungen zutrifft:
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) k[G,FG,...,FP71G] =p

) wFG=0,i=0,1,....p—1 = w=0

) WGE=0, wF=M" fireimAeC = w=0

) VAeCIK=K(\) eR*": Xeo(F+GKT)

) Zu ap =0 in (6), ap €R? Jug,...,v,1 €RP: [,=uaq,.

Definition 7.2.11 Das Paar (F,G) heifit vollstéindig kontrollierbar, falls eine
der folgenden dquivalenten Bedingungen zutrifft:

(a) [G,FG,...,FP~1G](R") D FP(RP)

(b) wFiG=0,i=0,1,....p—1 = wFP=0

(c) wGE=0,w F=M" fireinAeC = lw=0

(d) Zu ap € RP 4n (6), Jvg,...,vp—1 €RP: [, =0.

Definition 7.2.12 Das Paar (F,G) heifit vollstiindig stabilisierbar, falls eine
der folgenden dquivalenten Bedingungen zutrifft:

(a) wG=0, wF=M" fireimAeC = |\<1oderw=0

(b) IK eRP*": A\ <1 VA€o(F+GKT)

(c) Falls G =[GT,0]" mit G; € R"*? und es ein T € GL(p) gibt mit

Fi1 Fio

-1 _
TFT —[ 0 Fo

], Fy, e RPXP

und [Fi1,G1] vollstindig kontrollierbar, dann muf |\ < 1VX € o(Fa2) sein.

Definition 7.2.13 Das Paar (F,Z7) heifit
(a) vollstéindig beobachtbar,
(b) vollstéindig konstruierbar,
(c) vollstédndig ermittelbar,
falls (F7,2Z)
(a) wollstindig erreichbar
(b) wollstindig kontrollierbar
(c) wollstindig stabilisierbar
15t.

Bemerkung 7.2.14 Definitionen 7.2.10-7.2.12 beschéftigen sich mit der “Méch-
tigkeit” der Steuerung vy :

Ist das System aus Definition 7.2.9 vollstéindig erreichbar, so kann ich mit meiner
Steuerung v; schliefflich ¢ jeden Zustand im R erreichen. Wenn es vollstindig
kontrollierbar ist, kann ich jeden Zustand, den das System als Resultat der
Transformation mit ' annehmen kann, mit meiner Steuerung erreichen. Ist das
System vollstédndig stabilisierbar, so kann ich mit der Steuerung v; zumindest
auf jede expansive Richtung im Zustand? reagieren, weil ich einen solchen auch
erreiche.

Die Begriffe aus Definition 7.2.13 beschreiben die “Méchtigkeit” der Beobach-
tungstransformation Z:

Ist das System vollstdndig beobachtbar, so kann ich eindeutig jeden Punkt im
RP als Zustand im Modell identifizieren. Wenn es vollstéindig konstruierbar ist,
kann ich jeden Zustand, den das System als Resultat der Transformation mit F'

2d.h. FB = A8, |\ >1
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annehmen kann, eindeutig identifizieren. Ist das System vollstdndig ermittelbar,
so kann ich zumindest jede expansive Richtung im Zustand identifizieren und
gegebenenfalls mit der Steuerung v; darauf reagieren.

Bemerkung 7.2.15 Andere Definitionen zu diesen Begriffen finden sich in
Chen (1985): Er nennt das stochastische Zustandsraummodell (1.2) und (1.1)
stochastisch beobachtbar (ermittelbar), falls es ein ¢y gibt, so dafl

lim ¥, ¢, (al,) bzw. lim Yo, (o))
existiert. Dabei ist ¥, (al,) die entsprechende Fehlerkovarianz fiir Qo = all,
und alle anderen Hyper—Parameter konstant.
Er weist nach, daf fiir Q; =0, V; =0 fiir ¢ > 0 diese Begriffe mit denen der
Kontrolltheorie zusammenfallen; allerdings ist nach unseren Definitionen der
Begriff der Ermittelbarkeit durch den der Konstruierbarkeit zu ersetzen.

Definition 7.2.16 Die Funktion z — W (z) = H(zl, — F)™'G heifit Transfer-
funktion des Systems aus Definition 7.2.9.

Mit diesen Definitionen gelten folgende Sétze:

Theorem 7.2.17 Das System aus Definition 7.2.9 hat minimale Dimensio-
nen p, q und r genau dann, wenn (F,Z7) wvollstindig ermittelbar und (F,Q)
vollstindig beobachtbar ist.

Ein weiteres Tripel (Fa, G2, Z2) realisiert dieselbe Transferfunktion W (z) genau
dann, wenn es ein T € GL(p) gibt mit Fo = T YFT, Zo = ZT, G, =T~ 'G.

BEWEIS: Anderson und Moore (1979). Vs

Theorem 7.2.18 Sei ein zeitinvariantes Zustandsraummodell gemafS (2) und
(1) gegeben, also F; = F und Zy = F fiir alle t. Weiter sei die Verteilungs-
annahme (V2) mit Q= Q und V; = Q fiir alle t erfillt.

(a) Genau dann konvergieren die Fehlerkovarianzen E?ﬁ(—l fiir t — oo gegen
ein Grenzelement L¥% | und damit auch M{f* — M** Zfllt( — T™K wenn
(F, Z™) wvollstindig ermittelbar ist.

(b) Der Fehler des klassischen Kalman—Filters, 5t—5;(|:ls( gemafs (12) , ist ge-
nau dann schwach asymptotisch stationdr, wenn (F, Z7) wvollstindig ermittelbar
15t.

(c) Ist zusditzlich der p(F) < 1, so ist dann auch der klassische Kalman—
Filter, Bfﬁ( gemdf (12) , schwach asymptotisch stationdr.

(d) Sind (F,Z7) wollstindig ermittelbar, so ist der Filterfehler des klassi-
schen Kalman—Filters (12) genau dann exponentiell asymptotisch stabil im Sinn
von Definition 7.2.2, wenn (F,Qé) vollstdndig stabilisierbar ist.

(e) Sind die Fehlerterme vy, €, (strikt) stationdr, so ist der Fehler des klas-
sischen Kalman—Filters, B; — ﬁ;“f , (strikt) asymptotisch stationdr, und falls

zusitzlich p(F) < 1, so ist dies dann auch der klassische Kalman—Filter, ﬁ;‘lf .

BEWEIS: (a), (b) und (d) Anderson und Moore (1979). (c¢): Wir schreiben

(1)~ (5 b))
B =B ) L0 (L = M Z)F Be — B Tt
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= (e o+ (e )

Offenbar ist dieses System wegen der Unkorreliertheit der Komponenten ent-
koppelbar, und daher schwach asymptotisch stationér genau dann, wenn es jede
der Komponenten ist. Dies ist durch die Voraussetzungen gewihrleistet. Da
ﬁtl K =0—(8— ﬂtl i) folgt somit die Behauptung aus der gemeinsamen schwa-
chen asymptotischen Stationaritit von (8¢, B; — ﬁfﬁ‘ ).

(e): Schreiben wir nun

ABLS = F(l, — M Z)ABES +m, ne = vy — FM{ " e

so erkennen wir einen VAR( 1 )—Prozefl mit strikt asymptotisch stationéren Inno-
vationen 7, , dessen Koeffizient F(I, — M{* Z) gegen F(I,—M** Z) geht. Nun
folgt aber aus der vollstandigen Ermittelbarkeit, daf p(F(I,—M** Z)) < 1 und
somit folgt die Behauptung fiir Cov[AF;*], und damit auch fiir Cov[AS§] =
Cov[(L, — M Z)ABES — M{*¢e;]. Die gemischten Autokovarianzterme zu fe-
stem Lag m folgen wie fiir Lag m = 0, indem wir die Gldttungsformeln (17)
verwenden und einsehen, da p(Js) = p(F (I, — M¥* Z)). Die Behauptung fur
Bflf folgt wie in (c). Y/

Korollar 7.2.19  (a) Wenn (F,Z") vollstindig ermittelbar ist, konvergieren
die Fehlerkovarianzen der Kalman—Gldtter Zfﬁ;k , k>0 firt— oo gegen ein
Grenzelement %) | und lipt man anschliefend k — oo gehen, so konvergiert
auch ©%) gegen ein beschrinktes $(°°) .

(b) Der Fehler des klassischen Kalman—Glitters, 3, — ﬁﬁﬁ_k , k>0 gemdf
(17) , ist schwach asymptotisch stationdr, wenn (F,Z7) wvollstindig ermittelbar
15t.

(c) Ist zusdtzlich p(F) < 1, so ist dann auch der klassische Kalman—Glitter,
6;<|1I§<+k gemdf (17) , schwach asymptotisch stationdr.

(d) Sind die Fehlerterme vy, ¢ (strikt) stationdr, so ist der Fehler des klas-
sischen Kalman—Glitters, (B — ﬂfﬁlk (strikt) asymptotisch stationdr, und falls

zusitzlich p(F) < 1, so ist dies dann auch der klassische Kalman—Glitter,

ﬁt|t+k

BEWEIS: (a): Verwenden wir die Notation aus Lemma 10.5.2, so erhalten wir

5;<\1lt<+k t\t + Zl 1 Jt: t+kMt+l AytJrl (7.9)

Damit ergibt sich 5, — Bij5,, = B — B + Zz L Jetrt My Ay und

k
Cov[Be = Biisn] = T — th et M (AT) (T M)

=1
Fiir ¢ — oo gehen nun ¥§f — T XHE | — XE€ 0 ME© — MSS 0 AFS —
AX¥ also Jy = N FT(E?‘? 1)* — TKK FTy<% = J und Jyqpy — J'. Da wir
nur endlich viele ummanden betrachten, gilt daher

k
COV[ﬁt — B;Ti(-i-k] tlo>° TKK _ Z JZMKK (AKK )(JZMKK )‘r.
=1
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Nach Theorem C.1.3 ist I, — J™ = I, — X*% FT™* genau dann positiv definit,
wenn nach Konjugation mit (X¥%)~! auch I, — FT¥X¥¥¥ es ist, also wenn
p(FTXXEXK) < 1. Dies ist aber gerade die exponentiell asymptotische Stabilitét
aus Theorem 7.2.18. Damit gilt

limlim Cov 3 — Bify5, = » (),
wobei wir mit den Operatoren aus (B.1) erhalten
svec[B(%)] = svec[T*¥] — (M** @ I,)(Le — J @ J7) "L (I, @ M*¥) svec[AX¥].

(b) folgt unmittelbar aus (a). Ist p(F) < 1, so ist (¢) aus Theorem 7.2.18 in
Kraft, und damit folgt (c) mit (9). (d) schlieBllich folgt wie die entsprechende
Aussage in Theorem 7.2.18. Y/

7.2.4 aus der Kontrolltheorie im allgemeinen Fall

Im folgenden miissen wir Definitionen 7.2.10-7.2.13 auf den zeitvariablen Fall
verallgemeinern. Wir verwenden hierzu die Definitionen aus Schick (1989), wobei
wir aber den Begriff “kontrollierbar”, um konsistent zu Definitionen 7.2.10—
7.2.13 zu bleiben, durch “erreichbar” ersetzen.

Definition 7.2.20 Die Folge der Paare (Fy, Q) heifit vollstindig kontrollier-
bar, falls es ein s; € N gibt und ein a1 > 0, so daf fiir alle t € N

t
Z Fl 1,QiFiy1e = aall (7.10)
i:t—sl
mit
Ft;t—l = Hp) Ft:s = Ft:s—lFsy S Z t (711)

Die Folge der Tripel (Fy, Zy, Vi) heifst vollstéindig beobachtbar, falls es ein so €
N gibt und ein ag > 0, so daf fir alle t € N

t+s2
N FriaZIV ZiFL - aall (7.12)

i=t

Bemerkung 7.2.21 Nach dem Satz von Cayley-Hamilton kénnen wir ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit s; = s = p wiéhlen.

Bemerkung 7.2.22 Pagan (1980) verwendet als Definition fiir vollstéindige Be-
obachtbarkeit / Kontrollierbarkeit gleich die Beschrénktheit in (10), (12) im
positiv definiten Sinn durch f;I,, wobei er dann von gleichmdfig vollstindig
kontrollierbar / beobachtbar (UCC / UCO) spricht; dabei beruft er sich auf
Jazwinski (1970).

Mit diesen Begriffen gilt

Theorem 7.2.23 Seien die Folgen der Matrizen Fy, Z;, Q¢, Vi, Vt_1 be-
schrinkt. Sei die Folge der Paare (Fy,Q:) wvollstindig kontrollierbar und die
Folge der Tripel (Fy, Zy, V) wvollstindig beobachtbar.
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Dann ist der klassische Kalman—Filter (12) schwach asymptotisch stationdr
und exponentiell asymptotisch stabil im Sinn von Definition 7.2.2.

Sind die Fehlerterme vy, e¢ (strikt) stationdr, so ist der klassische Kalman—
Filter dann auch (strikt) asymptotisch stationdr.

BewEIs: Teil 1 der Aussage: Schick (1989), Teil 2 wie im Beweis zu Theo-
rem 7.2.18. /A

Der Einfachheit halber wollen wir die Stabilitéts— und Stationaritdtsaussagen
fiir die nichtlinearen, robusten Filter und Glatter nur auf den zeitinvarianten
Fall beschrianken.

7.3 Begriffe aus der Theorie der Markovketten
auf beliebigem Zustandsraum

Da wir es mit stochastischen Systemen zu tun haben, ist es sinnvoll die Begriffe
aus der Kontrolltheorie gegebenenfalls zu modifizieren bzw. eigene Begriffe an-
zuwenden.

Als erstes fithren wir Begriffe aus der Theorie der Markovketten® auf beliebigen
Zustandsrdumen ein, die wir im wesentlichen dem Buch von Meyn und Tweedie
(1993) entnommen haben.

7.3.1 robuste Verfahren als Realisation einer Markovkette

Ohne schon zu viel vorwegzunehmen halten wir fest, daf alle unsere rekursiven
(bzw. m-rekursiven) Verfahren sich schreiben lassen als

Xo = x

X = Gi(Xi—1,mp), t>1 (7.13)

mit einer Folge von Lipschitz—stetigen Funktionen G; : R® x R" — R, einer
Folge unabhingig identisch verteilter R"-wertiger Zufallsgréfien 7; und einer
R" —wertigen Zufallsgréfie xg, die unabhiingig von allen 7, ist.

Bemerkung 7.3.1  (a) Im Fall des rLS-Filters wird s = p, r = p + ¢,
ne = (vf,el_1)7, Xy = AB{™ sein und

Gi1(Xe,mp1) = FABE +vp—

—FM%LS(ZA@LS + Et) min{l, 7|M§LS(Z£f@LS+Et)|}

(b) Im Fall des rIC-Filters wird s = 2p, r = p + ¢ sein, und
Gri1(Xe,mi1) = Fopa Xo 4 mip1,

mit den in (29) — (31) eingefiihrten Grofen.

Definition 7.3.2  (a) Ein stochastischer Prozefl {Xi}ien, Xt : (Q,A) —
(5, B), mit Zustandsraum (Z,B), definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum

Salso diskreter Zeitbereich
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(Q, A, P), heiffe Markovkette, falls er die Markov—Eigenschaft besitzt:
Fiir jedes t und jede X;-meflbare Funktion f; gilt

E[flo({Xs}s<o)] = Elf[Xi-1]. (7.14)

(b) Eine Markovkette {X;}ien auf einem polnischen Zustandsraum =, ver-
sehen mit der Borel-o —Algebra B(Z) heifit Feller-Markovkette, falls die be-
dingten Wahrscheinlichkeiten P(X; € A|Xy—1 = x¢—1) sich durch Markovkerne
pr: 2 x B(E) — Ry darstellen lassen, die alle schwach stetig in = sind, d.h.
fiir alle stetigen und beschrinkten Funktionen f:= — R und alle © € X gelte:

e TF s = / F@)pe(dy, ) — / Fw)pe(dy, z)

(c) Eine Feller—Markovkette heifst (asymptotisch) homogen, falls p; (asym-
ptotisch) nicht von t abhingt.

Proposition 7.3.3 Mit der Identifikation & := (X7,n{, )7 in (13) erhalten
wir eine Markovkette auf dem R**T .

BEwEIS: DaB {&}ien eine Markovkette ist, sehen wir, indem wir mit & die
o—Algebra bezeichnen, die durch &, s <t erzeugt wird und uns {iberzeugen,
daB fiir jedes ¢ und jede & .y1-meBbare Funktion f (14) gilt:

E[flf:d = E[f(&Dl&]) = EF (X1 nl) )& =
=E[f((Gi+1(&) miy2))IE] = E[f((Ger1(&e)ynir2)7)IEe] = E[f[&].

Wegen der Stetigkeit von G; handelt es sich sogar um eine Feller-Markovkette.
m

7.3.2 Harris—Rekurrenz

Weil wir auch iiberabzihlbare Zustandsrdume zulassen wollen, geniigen die ein-
fachen Begriffe wie Transienz, Rekurrenz, Irreduzibilitdt aus der Theorie der
Markovketten auf abzéhlbarem Zustandsraum nicht (vgl. Doob (1953), V.2),
um das asymptotische Verhalten von X; fiir ¢ — oo zu untersuchen, und wir
benétigen allgemeinere Begriffe.

Als sehr niitzlich erweisen sich folgende Definitionen fiir allgemeine, polnische
Réume als Zustandsraum, die wir Meyn (1989) entnommen haben:

Wir betrachten eine Feller-Markovkette {X;}ten, Xi : (Q,A4) — (E,B(2)),
mit polnischem Zustandsraum =, versehen mit der Borel-o-Algebra B(Z), de-
finiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P).

Zunichst wollen wir mit den Markovkernen p; regulidre Versionen der bedingten
Verteilungen von p(X; € A|X;_1 = x4_1) bezeichnen, sowie rekursiv

p(A,x) :=pi(A,z) undfirt>1 p'Ti(Azx) = /pt+1(A,y)pt(dy,a:).

Schlieflich sei fiir € = und Ereignisse A aus B(Z)®N
Pz(A) = P({Xt}t21 S A|X0 = ,T)

Mit dieser Notation kommen wir zu
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Definition 7.3.4 Eine homogene Feller—Markovkette {X;}ien heifst
(a) @—irreduzibel, falls es ein A € B(Z2), ein Wahrscheinlichkeitsmafi ¢ auf
B(Z), ein ng € N und ein A\g > 0 g¢ibt mit den Eigenschaften

(i) P.({X; € A mindestens einmal}) > 0 fiir alle v € =.

(i) Ypo, Po({Xk € E}) > Mw({E}) fir alle z € E und alle E € B(E).
Kommt es auf das Maf$ @ nicht an, oder ist es aus dem Zusammenhang klar,
so spricht man schlicht von Irreduzibilitéat.

(b) Harris—rekurrent, falls {X;}ien irreduzibel ist und fir alle x € 2 gilt

P, ({X: € A mindestens einmal}) = 1.

(c) positiv Harris-rekurrent, falls {X;}ten Harris—rekurrent ist und es héch-
stens ein invariantes WahrscheinlichkeitsmafS m auf (2, B(Z)) gibt.
Dabei heifit ein o —finites Maf © auf (Z,B(Z)) invariant, falls

m(A) = / p(A,y)n(dy) VYA€ BE).

Fine Menge A € B(Z) heifit absorbierend , falls p(A,z) = 1 fiir alle x € E. Fiir
absorbierende A kinnen wir die Einschrinkung {X;} a betrachten. Ist {X;}|a
Harris—rekurrent, so heifsit A Harris—Menge.

Falls {X:} irreduzibel ist, so heifit die Menge A in (a) petite ; es gibt dann
eine Periode m € N und Ereignisse Ey, ..., Ey € B(Z), so daff

/IE(i+1)modm (W)p(dy, ) = LE; poam (), /E p"(dy,) =1g, ().

Proposition 7.3.5  (a) Fualls {X;}teny Harris—rekurrent ist, gibt es ein in-
variantes o —finites Maff © auf (E,B(2)).

(b) Falls {X:}tien Harris—rekurrent mit invariantem Maf§ 7 ist, so gilt fir
die E; aus Definition 7.53.4 n7({UE;}¢) =0.

(c) Falls {X:}ien Harris—rekurrent und aperiodisch (m = 1) ist mit inva-
riantem Wahrscheinlichkeitsmaf$ 7, so gilt mit dem Totalvariationsabstand dy
fiir jedes MafS p auf (Z2,B(Z))

Jim dy (fp' (-, a(da), () =0

(d) Ist {Xi}ien drreduzibel mit einer offenen petiten Menge, so ist { Xy} en
(i) Harris—rekurrent genau dann, falls es fir jeden Anfangswert x € =
und jedes € > 0 ein Kompaktum K = K(x,e) CE gibt mit

P.({X:} € K nur endlich oft) < . (7.15)

(ii) positiv Harris—rekurrent genau dann, falls es fir jeden Anfangswert
x € 2 und jedes € > 0 ein Kompaktum K = K(x,e) CE gibt mit

P,({X:} ¢ K unendlich oft) < e. (7.16)

Offenbar ist dies nichts anderes als die Straffheit der Bildmafe PXt von {X;}
unter P, zu jedem beliebigen x € Z. Wir sagen dann, {X;} sei straff.

BEWEISs: Meyn (1989); dieser verweist dabei zum Teil auf Orey (1971), Num-
melin (1984) und Athreya und Ney (1982). Y/
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7.3.3 Begriffe der stochastischen Kontrolltheorie

Bei der Untersuchung der asymptotischen Lo-Theorie der linearen Verfahren
waren die Begriffe der (deterministischen) Kontrolltheorie niitzlich; fiir unsere
nichtlinearen, robusten Verfahren benttigen wir leistungsfihigere Begriffe, wie
wir sie aus der stochastischen Kontrolltheorie beziehen kénnen.

Sie sind in dieser Darstellung Meyn und Caines (1991) entnommen*.

Definition 7.3.6 Wir betrachten ein Markovsystem {X.} der Form (13). Zu-
sitzlich seien die Ubergangsfunktionen G, einmal stetig differenzierbar und
oy = L(n) besitze eine unterhalbstetige Lebesgue—Dichte v(n) .
(a) Man nennt einen Punkt y € R" erreichbar von x € R", falls es ein T € N
gibt und Realisationen ny,...,n5 von ni,...07, so daff X+ =y, Xo=2x.
(b) Falls fiir jedes x € R" die Menge der erreichbaren Punkte von x aus ein
nichtleeres Inneres besitzt, heifst {X;} vorwirts akzessibel.
(© {X.} heift
(i) schwach stochastisch kontrollierbar, falls es zu jeder Anfangsbedingung
Xo =z ein T =T(xg) € N gibt und eine offene Menge Oy, C R", so dafl
auf Oy, gilt pT(dy,z0) > Mdy) .
(ii) lokal stochastisch kontrollierbar, falls {X:} schwach stochastisch kon-
trollierbar ist und zusdtzlich auf Oy, gilt pT (dy,z) < A(dy) .
(d) Die Funktion G2, :R* — R", definiert als

Goo = o . (7.17)
ok = Goxlz1,- 2k) = Ge(Gogoa (215 2-1),20), k21
heifit die zu (13) zugeordnete erweiterte Ubergangsmatrix.
(e) Die Matriz C§ = C!j(n) definiert als
Cy=[Ag—1--A1By, Ap_1-+-AsB1, ..., Aj_1Bi_2, B_1] (7.18)
mat
0
Ae = Ae(y,mu, - Migr) = anGt
Gg:kvzk+1
0
By = Bily,m,..-m1) = | 5 G
n G ozt

heif$t generalisierte Beobachtungs—Matrix.

Bemerkung 7.3.7 (a) Wir haben hier stochastische Beobachtbarkeit im
Unterschied zu Meyn und Caines (1991) gleich fiir den inhomogenen Fall de-
finiert. Fiir den Beweis der folgenden Propositionen spielt dies keine Rolle.

(b) Die bei der Definition zu erfiillende Glattheit der G ist nur lokal um 0
notig, um daraus Teil (b) des folgenden Theorems schliefen zu kénnen.

4Um konsistent mit den deterministischen Begriffen zu sein, miifiten wir die von Meyn
und Caines (1991) eingefiihrten Begriffe “lokal (schwach) stochastisch kontrollierbar” ersetzen
durch “lokal (schwach) stochastisch erreichbar”; darauf wird aber im folgenden verzichtet.
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Theorem 7.3.8 Sei {X;} ein Markovsystem gemdfl (13), das zusditzlich noch
die Bedingungen zu Definition 7.5.6 erfillt. Weiter sei O,, die Menge, auf der
v>0 istd

(a) {X:} ist lokal stochastisch kontrollierbar genau dann, wenn es fiir jede
Anfangsbedingung v € R" ein T gibt, so dafl

rkCi(n)=r ¥n €OFNNS,  wobei \"*(N,) = 0. (7.19)

(b) {X:} ist schwach stochastisch kontrollierbar genau dann, wenn es fir
jede Anfangsbedingung x € R" ein T und ein n € (9,7; gibt, so dafl

rkCi(n)=r (7.20)

(c) Falls (20) fiir ein n € (9,? gilt, so gibt es ein ¢ > 0 und offene Mengen
Uunr, v die jeweils x und Gg.,(n) enthalten, so daff

pT(Ay) > cAT(ANVYT) VAeB", yel,) (7.21)
BEWEIs: Meyn und Caines (1991) Y/

Theorem 7.3.9 Sei {X:} ein Markovsystem gemdf$ (13), das zusdtzlich noch
die Bedingungen zu Definition 7.3.6 erfillt, auferdem sei 0 € O,,, {X,} schwach
stochastisch kontrollierbar und straff, und G¢(0,0) =0 fir alle t.

Weiter gelte punktweise in (z,n), doff Gy — G, G stetig in (z,n) in R" xR’
und stetig differenzierbar in (x,n) = (0,0).

Zur Unterscheidung seien nun p'(-,x) und p§(-,x) die iterierten Markovkerne,
die jeweils aus den G -Ubergingen bzw. aus G —Ubergingen hervorgehen.
Wenn nun lim; dy (p'(-,x),ph(-,2)) = 0, so ist {Xi} aperiodisch und positiv
Harris rekurrent, und limy dy (p'(-,x), 7(-)) = 0 gleichmdipig fir = auf kompak-
ten Teilmengen des R .

BEWEIS: der homogene Fall, das heifit G; = G fiir alle t wird in Meyn
und Caines (1991) gezeigt. Der Rest folgt aus der Dreiecksungleichung fiir dy
und der Tatsache, dafl Aperiodizitit sich in 7 ablesen 1at, so dal auch das
inhomogene System {X;} aperiodisch ist. Y/

7.4 asymptotische Stabilitit und Stationaritét
des rLS—Filters

Theorem 7.4.1 Sei ein zeitinvariantes Zustandsraummodell gemdfs (1) und
(2) gegeben, also Fy = F und Zy = F fiir alle t. Weiter sei die Verteilungsan-
nahme (V2) mit Q¢ = Q und Vi = Q fiir alle t erfillt. Sei (F,Z7) wvollstindig
ermittelbar. Die Fehlerterme €; und die Innovationen v, mdgen strikt stationdr
sein und (im idealen Modell) (V2) geniigen, und gelte zusdtzlich®

Q=0 (7.22)

Dann gilt fir die beiden vereinfachten rLS-Varianten,

5Wegen der Unterhalbstetigkeit von v ist Oy offen.

6also vollstéindige Erreichbarkeit und exponentiell asymptotische Stabilitit von AFrLS

t|t
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(a) der rLS-Filter, bei dem man anstelle der optimalen linearen Transforma-
tion M den Kalman-Gain M verwendet

(b) der rLS-Filter, bei dem man von Anfang an nur M** :=lim; M als
lineare Transformation verwendet
wenn wir diese gemdfS (5) bzw. (7) kalibrieren und die Clipping-Schwellen
by “hinreichend schnell” gegen ein b konvergieren”, so gibt es ein &y > 0, so
daf$ fir alle 0 < & < 0g der Filterfehler AB; strikt asymptotisch stationdr und
exponentiell asymptotisch stabil ist. Gilt weiter |F| < 1, so ist dann auch der
Filter (By;, sowie die Vorhersage (i1 strikt asymptotisch stationdr.
Sind die treibenden Prozesse vy, €; zusdtzlich ergodisch, so gilt dies auch fiir die
Fehlerprozesse, und falls |F| < 1 auch fiir die Filter und Finschrittvorhersagen.
Fiir den “original”—rLS-Filter, eingefihrt in (4) . kann zumindest die Existenz
von Hdaufungspunkten der Verteilung nachgewiesen werden.

Bemerkung 7.4.2 Gilt p =1 oder |F| < 1, so ist die vollstindige Ermittel-
barkeit automatisch erfiillt, denn fiir |F| < 1 ist nach Lemma 7.1.1

p(F (1, — M** 2)) < |FI|(I, - M** Z)| < [I, - M**Z| < 1.

Fiir p =1 kann man die Grenzwerte X% | T*% = lim, Efﬁf , M*% 1—-M**Z
mithilfe

W= [QZ2+ V(F? —1)]2 +4QZ2V
explizit angeben als

Z24VF2 1)+ W
s Q7 (222 ) +W (7.23)

« _ VQZ+V(IFI-1)+W
T = peEvET )W (7.24)

« _ 1QZA+V(FP-1)+W
ME = o v+ W (7.25)
o 2V
A-MY2) = Cm VT IW (7.26)

Es gilt (1 —|F[)? >0 und somit 1+ F? > 2|F|, also

2|F|V 2| F|V

Fl|1 - M*< 7| = < .
L1l | QZ2+V(F2+ 1)+ W ~V(F2+1) ~

Wir beweisen Theorem 7.4.1 zweimal: zunéchst direkt (und allgemeiner) und
dann mit Techniken aus Abschnitt 7.3 fiir absolutstetige, in der Zeit unabhéngig
identisch verteilte (¢, v:); mit unterhalbstetiger gemeinsamer Lebesgue-Dichte,
die im Punkt O nicht verschwindet:
BEWEIS [1.VARIANTE]: Sei M, := M, min{1, WtAbW}’ mit M, einer Line-
t

artransformation geméf Varianten (a) und (b) des Theorems oder gemifl (4)
der urspriinglichen Definition des rLS-Filters und Ay;™® = y; — Zﬁ;ﬁil mit
ﬁ;lLts_l aus der Filtervergangenheit des entsprechenden Filters.

e

wie “schnell” wird in (27) im Beweis spezifiziert
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Wir erinnern daran, daf§ nach (7) fiir die Kalibrierung der Filter gemifl (a)
oder (b) aus dem Theorem bzw. (4) gilt:

S = E[IAG — My Ay [P = (1+9) tr S

Dabei entsteht f)ffﬁf als Fehlerkovarianz des unter allen linearen Filtern opti-

malen Filters Bi“i‘

S| fiir ABF so bestimmt, daB dann BSF = By + ME< (y, — G5 ,) mit

M, = i;;‘_lZT(Zi}f‘?_lzf + V). i;lg_l schlieBlich ergibt sich als diejenige
Kovarianz, die aus der Fortschreibung eines idealen Systems (F,Z,Q,V) mit
F = (1+0)2F hervorgeht.

Offenbar folgt nun aus der vollstindigen Ermittelbarkeit, daf§ fir 0 < § <
p Y (F(I, — M*< 7)) — 1 auch das Paar [(1+ )2 F, Z] ermittelbar ist, und so-
mit konvergieren fiir ein solches § nach Theorem 7.2.18 i]fﬁf_l und f]?lft‘ . Also
sind insbesondere E;lLtS_l beschrinkt, und tr E;lLtS konvergiert, und in jedem Fall
sind AG™ und G; — B;lLts straff.

Fiir Dimension p = 1 haben wir damit schon die asymptotische Varianzstatio-
naritit fir AS.

Als niichstes zeigen wir die exponentielle asymptotische Stabilitét:

Wie in Anderson und Moore (1979), p. 80 schlieflen wir mit einem Widerspruchs-

beweis: Wir nehmen an, dafl lings einer Realisation des Prozesses

. Dieser wiederum wird ausgehend von einer Fehlerkovarianz

limsup p(F,) > 1
¢

fir F, := F, - MtZ). Nach Ubergang zu einer Teilfolge, diirfen wir anneh-
men, daf E;lLtS_l — X, M; - M und somit F; — F = lim; F(I, - MZ),
also R R o

Y =FYYF +MVM+ Q.
Wegen der stetigen Abhéingigkeit der Erwartungswerte von den Matrixeintrégen

folgt, dal auch p(F') > 1, und fiir einen Eigenvektor 0 # w € C? zum Eigen-
wert A € C, |A| > 1 haben wir

0> (11— \)wSw=wIMVM w4+ wQu <0,

also Qw = 0 ein Widerspruch zu (22). Also ist limsup, p( F'¢) < p < 1. Damit
aber geht F';.q, definiert als

F1:1:F17 Ft:IZFtFt—lzo

exponentiell schnell gegen 0, und weil wir mit 7, 1= vg41 — F M), schreiben
koénnen

t
ABiyr = F 1 AB + Z F .5,
k=2

folgt hieraus die behauptete exponentielle asymptotische Stabilitéit.

Wegen der Straftheit der Ag; folgt aus dem Satz von Prokhorov, Theorem A.1.2,
die Existenz schwacher Haufungspunkte. Wir zeigen nun zunéchst, dafl es unter
der Annahme, daf§ M{* = M** und b = b > 0, nur einen solchen geben
kann:
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Sei P, das Bildmafl von AS;. Angenommen P # ) seien zwei Hiufungspunk-
te.

Dann gibt es ein & > 0 und ein Ereignis A € B”, so dafl |P(A) — Q(A)| > 8¢
und P(0A) + Q(0A) = 0. Seien P;, und P;, Teilfolgen, die schwach gegen P
respektive () konvergieren.

Sei weiter K C RP ein Straftheitskompaktum fiir P; (inklusive der Startvertei-
lung von AfSy). Wegen der asymptotischen Stabilitit gibt es aber ein ¢ty € N,
so daf fiir alle Realisationen von ABy aus K N N¢, N eine Nullmenge, und
alle t > tg gilt |1~7’t:0Aﬂ0| < 0/2. Dieses § wihlen wir so klein, daf} fiir

A% = P oinf |y — x| <
{w e R? : inf Jy — 2] < 6}
gilt P(A%) — P(A) < ¢ und P(9][A%]) =0.
Seien nun [, m so grof}, daf} ¢;,t,, —t; > to und dafl
|P(A) = Py, (A)], [Q(A) = Pr,, (A)], [P(A%) = P,y (A°)] < e.

Insbesondere gilt |P;, (A) — P, (A)] > 6c und |P;, (A% — P, (A)| < 3¢. Be-
zeichnen wir AB;(Afy) als die Zufallsvariable, die sich ausgehend von Af,
entwickelt, so gilt:

6e < |P, (A) = Py (A)] = |P(AB,, (ABy) € A) — P(AB,(AB) € A)| =
= |P(AB, (AP, 1) € A) — P(AB, (ABo) € A)| <
< |P(ABL (AB,—1) € A, AB, 1, € K) — P(AB (ABo) € A)| +¢ <
< |P(ABL(ABy) € A, ABy,, 4, € K) — P(ABy, (ABy) € A)| +¢ <
< |P(ABy (ABo) € A°) — P(ABy (ABo) € A)| + 22 =

|P,, (A%) — P, (A)| + 2¢ < 5¢,

ein Widerspruch. Also konvergieren die P; schwach gegen ein P.

Da die M{* nach Theorem 7.2.18 geometrisch gegen M** konvergieren folgt
die allgemeine Aussage, falls es uns gelingt zu zeigen:

Mit dem Kompaktum K aus der vorangegangen Argumentationskette gilt fiir
h>hyg eN

VieN: sup|ABY(z) — ABP ()] = 0p(t?), t— oo, (7.27)
zeK

wobei sich Aﬂ,(Ll) aus den Rekursionen mit M; = M** min{1,b;/|M*¥ - |} fiir
i=1t+1,...,t+h ergibt und A,B;LQ) entsprechend mit ¢ =t+I1+1,...,t+1l+h.
Dies ist die im Theorem formulierte “hinreichend schnelle” Konvergenz der b, .
Fiir die asymptotische strikte Stationaritét, miissen wir nun noch zeigen, dafl
ebenso die endlich-dimensionalen Randverteilungen des A" —Prozesses kon-
vergieren.

Fassen wir die letzten m+1 Fehler in einem Vektor zusammen und unterdriicken
das Supersript rLS,

Aﬁt—m:t = (Aﬁz——ma sy ABZ—)T7
so erkennen wir

Aﬂt7m+1:t+1 = Gt+1A/8t7m:t - ((FMt)7 07 s 70)7-515 + (11 07 cee aO)TUt+1
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mit _
Foi 0 - 0
I
Gt+1 = ]Ip )
I, 0
und |Giy1| = | Ft41], so daBl der Beweis wie fiir m = 0 geht.

Ebenso geht man fiir den Filterfehler 3; — 3, vor.

Die Aussage fiir die Filter und Vorhersagen fiir |F'| < 1 folgen wie im klassischen
Rahmen. Die Ergodizitét iibertréigt sich nach Lemma A.3.2; von den (g, v;) auf
die Fehlerterme bzw. auf die Filter und Vorhersagen. Y/

BEWEIS [2.VARIANTE]: Wir zeigen nur die asymptotische Stationaritit im
homogenen Fall, also M{* = M** und b, =b > 0, den Ubergang zum inho-
mogenen Fall erledigt man wie in der ersten Variante.

Offenbar handelt es sich bei unseren rLS-Rekursionen um ein Markovsystem
gemif (13), und nach unseren zusétzlichen Annahmen sind (e¢, v4): absolutste-
tig, in der Zeit unabhéngig identisch verteilt und besitzen eine unterhalbstetige,
gemeinsame Lebesgue-Dichte, die im Punkt 0 nicht verschwindet. Die Funktion
M(0) = 0 und M ist fiir b> 0 an der Stelle 0 differenzierbar mit Ableitung
M, und iiberall stetig. Das System ist straff (sieche Beweis, 1. Variante) und
schwach beobachtbar: Fiir alle y € RP gilt fiir die generalisierte Ubergangsma-
trix rk C; = p, denn von jedem y € RP kann ich durch Wahl von v; in einem
Schritt G den Zustand 0 erreichen. In diesem gilt fiir den letzten Block Bp_1
in tkCT: Br_1 = [-MV2,Q?] und damit rkCT = p nach (22). Also sind die
Voraussetzungen von Theorem 7.3.9 erfiillt und es folgt die Behauptung.

7.5 asymptotische Stabilitit und Stationaritit
des rIC-Filters

Theorem 7.5.1 Sei ein zeitinvariantes Zustandsraummodell gemdfs (1) wund
(2) gegeben, also Fy = F und Zy = F fiir alle t. Weiter sei die Verteilungsan-
nahme (V2) mit Q; = Q und Vi = Q fiir alle t erfillt. Sei (F,Z7™) wvollstindig
ermittelbar. Die Fehlerterme €; und die Innovationen v; mdgen strikt stationdr
sein und (im idealen Modell) (V2) geniigen, und gelte zusdtzlich (22) und fir
die Varianten mit Ausnahme der separat-10-gestutzten Variante des rIC—Filters
gelte |F| < 1.

Dann gilt fir alle eingefihrten rIC-Varianten, d.h. separat / gemeinsam ge-
stutzt, bzw. un—/ informations—/selbststandardisiert:

Kalibriert man diese gemdfs (19) , so gibt es ein dy > 0, so daf§ fir alle
0 < § < 09 der Filterfehler APy strikt asymptotisch stationdr und asympto-
tisch stabil ist. Gilt weiter |F| <1, so ist dann auch der Filter By, sowie die
Vorhersage Bi;—1 strikt asymptotisch stationdr.

Sind die treibenden Prozesse vy, ey zusdtzlich ergodisch, so gilt dies auch fiir die
Fehlerprozesse, und falls |F| < 1 auch fir die Filter und Einschrittvorhersagen.

Wir beweisen Theorem 7.5.1 nur einmal; ein Beweis analog zu dem fiir den rLS-
Fall, basierend auf den Techniken aus Abschnitt 7.3 unter den dort gemachten
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Zusatzvoraussetzungen 18t sich ebenfalls gewinnen, wir verzichten hier aber
darauf.

BEWEIS: Wir bemerken, daf} sich die Filtergleichung jeder der Varianten schrei-
ben la8t als
Bt = Bifi—1 + Achigwie + AeAa ywa

mit Ay, = Z7V U ZABC + &), Aoy = S5 (AGS — ABFS), wobei ALK

und fol‘t( , die entsprechenden Gréflen aus dem klassischen Kalmanfilter sind,

die Norm | - | fiir die jeweils passende® steht, und fiir i = 1,2 gilt

bV by

Y oder  wiy=min{l, ——t 1 (7.28
Ah) o= minfl e ()

w; ¢ = min{1

Dementsprechend ergibt sich

Aﬁ?—?—l )Z - ( A@IC )
( AGE F, Agex | (7.29)

~(1,1) ~(1,2)
Ft = < ~€2,1) 11—‘%212) > =
t Ft
I I

mit

p — A(ZTV T Zwye + By Tlwae) AT way
0 I, — M%7

. ARY
m(Zﬁ) < thw“>&+wH (7.31)

) , (7.30)

Betrachten wir den Term Cy := 1, — A((Z7V ' Zwy 4 + Z;?jlwg,t), so sehen
wir
Ce = I, — t|t[ZT VZ+ E};ﬁ _11]
X2V Z(1 = wie) + ZE T = wa)] +
—|—[ t\t At](ZTV_lz’LUlt—szlt 11U2 t)
= T2V TIZ(1 - wie) + E T (- we)] +
[E};t AN ZTV T Zwyy + Z};‘t 1 lway) =1 Crp 4 Coy

Nun ist fiir § hinreichend klein [Z}jf — A;| beliebig klein, so daff dann nur Cy

die Norm von C; bestimmt. Andererseits ist [Z7V71Z(1 —wq ;) + Z?l’t‘ PR

wa )] symmetrisch positiv semidefinit und maximal im Sinn der Halbordnung
<7, falls w;; =0, und dann ist

Cri =S [Z7VZ+ 55 1 =1,

, t]t—1
Im Fall der separat-IO-Stutzung ist C; ; maximal, falls wy+ = 0, und dann ist

Cie = t|t E?\T _11 =T, - MtKKZ-

8un—/ informations—/ selbststandardisiert
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Diese Anordnung iibertriagt sich nach Korollar C.1.8, so dafl in jedem Fall fiir
§ — 0 gilt, daB |FCy| < |FCh | +0(6%) < 1 ist. Aus Stetigkeitsgriinden gilt
dies bereits fiir 0 # ¢ hinreichend klein, und somit | F';| < 1 schliefllich ¢, was
wiederum die Straftheit von

% = (Aﬁ;lc T’AB;(K T)T

bedeutet.
Genau wie im ersten Beweis zu Theorem 7.4.1 fassen wir die letzten m + 1
Fehler in einem Vektor zusammen,

Aﬁt—rn:t = (Aﬂt—mTa s a%T)Ta

und erkennen:

ABi—mir41 = Gip1 ABi—ma + (0t,0,...,0)7

mit

Fipy 0 - 0

Ia,,
Gt-‘rl = HZp 3
L, 0

und |G 11| = | F¢41], so daB Straffheit folgt wie fiir m = 0. Analog zum ersten
Beweis zu Theorem 7.4.1 setzen wir fiir 0 < k <t F;,:= F;--- F}, sowie
Filkl) = 1:"5/171) e Fg’l) . Damit kénnen wir schreiben

t
ABryr = Fralpi+ > F e
k=2

Nach (22) gilt Varnmp = @ > 0. Wie im Beweis zu Theorem 7.4.1 folgt
E| F,(f:lo’l)| — 0, gleiches gilt nach Voraussetzung fir F' aus diesem Beweis.
Weil aber Fi}o’m sicher beschriinkt ist, folgt somit auch E|F | — 0, also
asymptotische Stabilitdt und fast sichere Konvergenz gegen 0.

Genauso zeigen wir auch die Konvergenz gegen 0 von FHh:h fir h > 0.
Wegen gemeinsamer Straffheit von Apf, folgt nach dem Satz von Prokhorov
die Existenz schwacher Hiufungspunkte. Wie im Beweis zu Theorem 7.4.1 folgt
unter der Annahme, dal A; = A und b,[:(i)] = bl > 0, daB es nur einen solchen
geben kann.

Da die Kalibrierung im idealen, normalverteilten Modell erfolgt, konvergieren
auch die b; geometrisch, denn diese sind im normalverteilten Modell stetig dif-
ferenzierbar in der Kovarianz E;‘ft‘_l mit einer beschrinkten Ableitung (vgl. ),
und dies ist die einzige Abhéngigkeit von b; in t; gleiches gilt fiir die A;.

Ob allerdings die Geschwindigkeit dieser Konvergenz hinreichend grof3 ist, wis-
sen wir hier noch nicht; sie ist es, falls es uns gelingt, (27) zu zeigen, wobei wir
an dic Stelle der AB"(z) dic Paare AB," verwenden.

Im rIC-Fall kénnen wir (27) fiir § hinreichend klein tatséchlich nachweisen: Wie
im Beweis zu Theorem 7.4.1 folgt, dal es zu ¢ ein ty gibt, so dafi fiir h > o gilt
|1~7‘ t+htABo| < e/2 fiir alle Afy im Straffheitskompaktum K. Daher konnen
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wir uns bei der Fragestellung, ob sup,cg |AB,(11)(:U) - Aﬁ}(f) (2)| hinreichend
klein wird, auf h = tg beschrianken. Weiter wihlen wir den Anfangszeitpunkt ¢
so spét, dal fir ein 0 < p <1 und L > 0 gilt: |bs —b| < e und |As — A| < p°L
fir alle s > ¢.

Schliefllich ist, da rk E?ﬁ( = p, auch rk A; = p und damit kénnen wir A; schrei-
ben als A(1+ p'L;) mit L; einer beschrinkten Folge von Matrizen.

Aus der Straffheit von Afi_,,.; fir m = tg folgt auch die Straffheit von
Ayi_ty:, und somit kénnen wir, indem wir § hinreichend klein wéhlen, er-
reichen, daf} in einem ty—Abschnitt unabhéingig vom “Aufpunkt” des to—Ab-
schnitts mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢ kein Clipping durchgefiihrt wird, denn
aus der Beschrianktheit von A; und b; folgt, dafl dies uniform geschehen kann.
Somit unterscheiden sich Aﬁh(i) auf diesem Straffheitskompaktum nur in den
A, . Fiir hinreichend spiites t als Anfangszeitpunkt gilt nun fiir feste Realisa-
tionen aus dem Straffheitskompaktum AB:, €145, Vexjt1, 5 =1,...% und [
beliebig: -

ABiriyM — ABrys,® =

to
= (Fiqtor — Fryigtoute) DB + Z(Fttho:kth — Fifitto:ktitt)Vttr14k —
k=2
to 1 -1
P A1 27V P A1k 27V
- t+to:k+t MKK Lt l+to kIt MKK EtJrkZ
Pt tk itk

Nun liBt sich auch F; schreiben als F, = F (14 ptf,) und somit Ft—i—tozt als
1:"t0(1 + ptLy) mit Ly = O(t°) und einem F mit vk FF = p und |F| < 1.
Daher ist mit Lz = O(t?)

- ~ fad to*k} t
Ft+t0:k+t - Ft+l+to:k+l+t =F (P LB)

Ahnlich sieht man

to

1AButo ™ — ABire, | < 26 + S IF 7 ot (|Ls|[ver1an| + [Lallersr]) = O(p")
h—2

und damit wie behauptet (27). Die restlichen Aussagen des Theorems folgen wie
im rLS-Fall. Y/

7.6 asymptotische Stabilitit und Stationaritit
des mIC-Filters

Theorem 7.6.1 Sei ein zeitinvariantes Zustandsraummodell gemafs (1) und
(2) gegeben, also Fy = F und Zy = Z fiir alle t. Weiter sei die Verteilungsan-
nahme (V2) mit Q: = Q und Vi =V fiir alle t erfillt. Sei (F,Z7) wvollstindig
ermittelbar. Die Fehlerterme €; und die Innovationen vy mdgen strikt stationdr
sein und (im idealen Modell) (V2) geniigen, und gelte zusditzlich (22) und fiir
die Varianten mit Ausnahme der separat-10-gestutzten Variante des rIC-Filters
gelte |F| < 1.

Dann gilt fir alle eingefiihrten mIC-Varianten zu festem m, d.h. blockweise /
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total gestutzt, separat / gemeinsam gestutzt, bzw. un—/ informations—/ selbst-
standardisiert:

Kalibriert man diese gemdfs (26) , so gibt es ein dg > 0, so daf$ fiir alle
0 < < 6o der Vektor der Fehler AB;_;,, i = 0,...,m strikt asympto-
tisch stationdr und asymptotisch stabil ist. Gilt weiter |F| < 1, so sind dann
auch der Vektor der Vorhersage, Filter und Glitter AB,_;;, i =0,...,m bzw.
i=—1,...,m — 1 strikt asymptotisch stationdr.

Sind die treibenden Prozesse vy, e; zusdtzlich ergodisch, so gilt dies auch fiir die
Prozesse der [(ABi—ift)i=o,...,mlt, und falls |F| < 1 auch fir die Prozesse der

[(Be—i|t)i=[-1,0,....m[—1])¢ -

Wie im rIC-Fall beweisen wir Theorem 7.6.1 nur einmal; ein Beweis analog
zu dem fiir den rLS-Fall, basierend auf den Techniken aus Abschnitt 7.3 unter
den dort gemachten Zusatzvoraussetzungen lift sich ebenfalls gewinnen, wir
verzichten aber an dieser Stelle darauf.

BEWEIS: Wir bemerken, daf sich die Filtergleichung jeder der Varianten schrei-
ben a8t als

mIC mIC
ﬂt:tfm\t = Otit—mpe—1 T Ay qwr gy + Ao ywa g
mit
_ Ty,7—1 ic
Al,t =272V Z(A tit—m|t—1 + st:t—'rn)v

Qilvt
{FT@*(A P a1 — FABS 1ot — Vtt-mt2) }

—1 n n
Aoy = -Q (Aﬂticl:t—m—i-lht—l - FAﬁtiCQ:t—mlt—l = Vt—1it—mt1)
FTQ?l(Aﬁ?i%-mt—l - FAﬁtnicmlt—l — Ut—m+1)
K I K
_Z[zfmﬁfmfl(A@fcm\tfl - AH;*WL
wobei AG™, und Z?fm‘ +—m—1 die entsprechenden Gréfien aus dem klassischen

Kalmanfilter sind, und fiir i = 1,2 w; ; die jeweils passende® Gewichtsfunktion.
Wir interpretieren dabei die jeweils auerhalb der Klammer stehende p x p
Matrix als Faktor, der mit jedem der p x p Blocke in der Klammer im Sinne
eines verallgemeinerten Distributivgesetzes multipliziert wird. Dementsprechend
ergibt sich

Aﬁktn-l‘r%:t—m-i-lﬁ _ T A t:ItC—m\t—l
mit
Fy=diag[FZ™V = Zwy 44, (7.33)

{Z7V ' Zwypa—i + (Q + FTQF)wa g i—i timo,....m—1,
ZV I Zwpm + (FTQF =55 wa g im, F(I, — M{XZ)]
+ndiag; [0, {QilFU)Q,t,tfi}izl m—1s Z?Em|t_m_1w2,t,t7m}
+ndiag, [{Q *Fwa ¢t yi=1.....m,0]" (7.34)

9block—/ total-, , separat / gemeinsam gestutzt, un—/ informations—/ selbststandardisiert
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und

. Ty —1 —1/..7 T\T
N = 2"V er-mWittt—m + Q (Vi1 Wo b tit—m41,07)" —

7FTQ71(073Ut:t—m+1w£t7t_1;t_m)‘r (735)

Setzen wir alle Clippingschwellen b auf oo, so erhalten wir den klassischen

Kalman-Filter und —~Glitter der Ordnung m . Hierfiir schreiben wir F f . Damit
erhalten wir

NG > a0 ( Age >
t—m =7 1F tit—mlt—1 + A _ 7.36
( A ‘\Ag, b (7:30)
-1 ~0 T A t]:ItC,mH,]_ _7-I\r A t:Ithm\tfl

I-Y(F, — F)) ( N ) (A= TR (TRt ) )

Die rechte Seite in (35) ist nach Korollar 7.2.19 (asymptotisch) schwach sta-
tionir, und somit mufl p(Z~! Ff) < 1 sein. Ahnlich wie im rIC-Fall kénnen
wir durch Wahl von ¢ hinreichend klein erreichen, daf p(Z _1(1:"$ — F)) und
p((A—=Z1) F,) so klein sind, daf auch p(A F;) < 1. Dies fithren wir hier nicht
im Detail aus.

Die weiteren Aussagen des Theorems folgen mutatis mutandis wie in Theo-
rem 7.5.1. m



Kapitel 8

optimal-robuste Filter

8.1 Problemstellung

Wiihrend wir in den vorangegangenen Kapiteln die Ansétze zur Robustifizierung
des Kalman-Filters durch Ubertragung von Methoden gewonnen haben, die sich
in anderen Kontexten als optimal herausgestellt haben — den robust—optimalen
Regressions—1C’s fiir den rIC— bzw. mIC—Filter und die Huber’sche Stutzfunk-
tion fiir eine ad—hoc Robustifizierung des optimalen, linearen Verfahrens beim
rLLS, wollen wir in diesem Abschnitt robuste Optimierungsprobleme im Kontext
des Zustandsraummodells stellen und sie, soweit moglich, auch darin 16sen.

8.1.1 verfolgte Ansitze

Im folgenden werden wir dazu zwei Ansdtze verfolgen: den Minimax—Ansatz
geméfl Huber (1964) und den “Lemma 5”—Ansatz, benannt nach einem Lemma
in Hampel (1968).

Ersterer versucht das Risiko R eines Verfahrens f auf Umgebung U einer
idealen Verteilung zu minimieren, salopp also f als Losung von R = min ¢ maxy,!
zu finden; im Spezialfall des univariaten Lokationsmodells!

P={Py=F(--0)|0 R},

mit wahrem, unbekanntem Parameter g =0 und U = {(1 —r)F +rH, H €
W C Mi(B)} zu bekannten r > 0 und W lautet diese Aufgabe: Finde

zu unabhéngig identisch Py—verteilten Beobachtungen Xi,...,X, ein 0, =

0(X1,...Xn), so dal

suplas.]Var[d,,] = min sup[as.] Var[6,,]

u On Uy
Diese Aufgabe ist fiir F' symmetrisch mit W als der Menge aller symmetrischen
Verteilungen von Huber (1964) gelost worden und ergibt im Fall F' = N(0,1)
einen Schiitzer 6, mit Influenzkurve ¥ (z) = a(—bV z A b) = azmin{1,b/|az|}
mit einer Konstanten «, die die Fisherkonsistenz sichert und b = b/a einer
Clipping—Schwelle.

L F mit endlicher Lokations-Fisher-Information Zr gemiB (4), Abschnitt B.2

112



8.1. PROBLEMSTELLUNG 113

Der “Lemma 5”—Ansatz dagegen legt der klassischen (nicht-robusten), im idea-
len Modell auszuwertenden Zielfunktion eine Nebenbedingung auf, die fiir die
Robustheit sorgt. Zum Beispiel kann die Varianz im idealen Modell als Ziel-
funktion genommen werden, wobei nur Schétzer zugelassen werden, die einer
Schranke an den Bias in einer Umgebung geniigen. Dies ist fiir asymptotisch
lineare Schétzer dquivalent dazu (vgl. Rieder (1994)), die Ly —Norm der Influ-
enzkurve unter einer L., —Normschranke zu minimieren, was im Spezialfall des
univariaten Lokationsmodells auf dieselbe Influenzkurve fithrt wie im Minimax—
Ansatz.

8.1.2 Problemstellung im vereinfachten Zustandsraummo-
dell

Wir wollen die Rekursivitéit des Modells beibehalten und formulieren daher das
Problem um in eine Folge von Problemen zu verschiedenen Zeitpunkten, die
dann jeweils unter der Pramisse zu losen sind, bisher das optimale Verfahren
verwendet zu haben.

Um in einheitlichen Dimensionen arbeiten zu kénnen vereinfachen wir das Zu-
standsraummodell zunichst wie folgt: X sei eine RP-wertige Zufallsvariable,
die im idealen Modell der Verteilung P*X mit endlichem zweiten Moment folgt.
Diese kann man allerdings nicht beobachten, sondern nur eine Variable Y,

Y =X +e¢, (8.1)

wobei ¢ eine von X stochastisch unabhingige, RP -wertige Zufallsvariable ist,
die im idealen Modell der Verteilung P€ gehorcht.

Aufgabe des Statistikers ist es nun, aufgrund von Y eine moglichst genaue
Aussage iiber X zu treffen, genauer ist mit der quadratischen Verlustfunktion

EiallX — /(¥)*) = min (8.2)

zu optimieren.
Im idealen Modell wird dies bekanntlich durch den bedingten Erwartungswert
f(y) = Eiq[X|Y] erreicht, der aber nicht robust gegeniiber Ausreifiern in X, &
oder Y ist.
Wiéhrend nun die Minimax—Formulierung des Problems ldngs geeigneter Um-
gebungen klar ist, miissen wir fiir den “Lemma 5”—Ansatz noch die robuste
Nebenbedingung spezifizieren: Wir lassen nur solche f € Lo(PY) zu, fiir die
gilt?

‘Ereal[X - f(Y)” < b (83)

Exlf (V)] = Eu[X] (8.4)

8.1.3 SO— und AO—Ausreifler

Im folgenden wollen wir uns auf transiente Ausreifler beschrinken, also keine
10—-Ausreifler betrachten.

2Die Unverzerrtheitsbedingung (4) ist der Preis dafiir, da8 wir ansonsten die additive Struk-
tur des Modells (8.1) in diesem Ansatz gar nicht beriicksichtigen werden.
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SO—Ausreifler

Zusitzlich zu den bisher eingefithrten AO—Ausreiflern [in €] wollen wir nun
auch substitutive AusreiBer (SO) betrachten, bei denen die Verteilung P¥ von
Y direkt kontaminiert wird, indem mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit die
“richtige” Beobachtung Y durch eine Beobachtung Y ersetzt wird, die, un-
abhiingig von X, ¢, einer unbekannten Verteilung PY folgt.

Formal kann man dies so modellieren:

Y = X+e, (8.5)

Y = (1-U)Y+UY, (8.6)

X ~PX e~ P, Y ~ PY und U ~ Bin(1,7), X,e,Y,U stochastisch
unabhéngig, r, P und PX bekannt, PY unbekannt. R
Dabei kann man Y auch als Zufallsvariable mit Verteilung PY aus einer Kon-

vexkombinationsumgebung mit Radius 7 um PY .= PX « P® auffassen, also
PY € U.(PX % P?) mit

U (PX % P?) :={PY = (1 —r)(PX « P°) +rPY e M, (B")}  (87)

Genauer wollen wir aber die Menge der Bildverteilungen von (X, }A’) betrachten,
also
U, = {L(X,Y), X ~ P°, YgemiB (5) und (6)} (8.8)

Bemerkung 8.1.1 Ohne den Begriff SO dafiir zu verwenden, beniitzen Birmi-
wal und Shen (1993) und McGarty (1975) diese Ausreiflerdefinition.

AO—Ausreifler

Fiir AO’s sei folgende Konvex—Kontaminationsumgebung um P¢ mit Radius
r mit kontaminierenden Verteilungen aus einer bekannten konvexen Teilmenge

W C M1(B?P) gegeben:
Up(P*,W) = {P° = (1—7r)P* +7P°, P*cW} (8.9)

Die Menge aller MaBe, deren erste Randverteilung PX ist und deren zweite sich
als Faltung aus PX und einem P¢ € U,.(P¢,W) darstellen lit, wollen wir mit

V(W) :={L(X,X +&), X ~ PX &~ P°cU.(P°,W)} (8.10)
bezeichnen. Formuliert mit Zufallsvariablen sieht dies so aus:

= (1-U)e+Us (8.11)
X+, (8.12)

,-<:> (LN

X~PX e~nPe é~PeW,und U ~ Bin(1,7), X,¢,&,U stochastisch
unabhiingig, 7, W, P und PX bekannt, P° unbekannt.

Bemerkung 8.1.2  (a) Um ein Beispiel fiir SO-Kontamination im Kontext
des Satelliten—Steuerungsproblems von Kapitel 1 zu geben, stelle man sich vor,
durch einen Ausfall der Mefigeriite sei das Beobachtungssignal fiir eine gewisse
Zeit unterbrochen und man empfange stattdessen ein Rauschen als Signal, das
nichts mit der Position des Satelliten zu tun hat.
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(b) Erlaubt man als AO-Kontaminationsverteilung eine Abhéngigkeit vom
“Regressor” X , so fallen AO und SO—Konzept zusammen, da man dann fiir jede
SO-Kontamination PY (dy) eine AO-kontaminierte Realisation des Markov—
Kerns Pe1X=*(de) = PYIX=*(dy — z) wihlen kann. Umgekehrt fiihrt natiirlich
jede AO-Kontamination P?(de) zu einer SO-Kontamination, indem wir als
kontaminierendes MaB PY (dy) = (P * PX)(dy) wiihlen.

(c) Ist im AO-Fall die Kontamination aber unabhéngig von X zu wéhlen,
so ist die Menge der erreichbaren Kontaminationen echt kleiner als die im SO—
Fall, und man kann im Prinzip effizientere, robuste Verfahren zum gleichen
Kontaminationsradius finden. In diesem Sinn handelt es sich bei SO—-Ausreiflern
in diesem Einschrittszenario um die “gefdhrlicheren” als die AO—Ausreifler.

(d) Bei Betrachtung von Prozeverteilungen geht die Moglichkeit, AO’s durch
SO’s zu reproduzieren, nach dieser Definition verloren, sobald wir nicht nur die
eindimensionalen Randverteilungen von Prozessen betrachten, wie H. Rieder
dem Autor gegeniiber miindlich erldutert hat.

8.1.4 Abgrenzung zu anderen Ansitzen
der ACM—(type—)Filter von Martin / Masreliez

Mit ihrem ACM—(type-)Filter haben Masreliez und Martin (1977) und Martin
(1979) ein erstes Minimax—Verfahren in unserem Setup publiziert. Allerdings
gelingt es den Autoren nicht, einen Sattelpunkt fiir Konvexkontaminationsum-
gebungen fiir AQ’s oder 10’s herzuleiten, sondern nur fiir sogenannte p—-Punkt—
Umgebungen, im eindimensionalen fiir 0 < p < 1 definiert als

Uy = {F | F(~upj2 — 0) = F(~up3) = ®(~up/2) = p/2, F symm.}.

Fiir die Konvexkontaminationsumgebungen schlieflen sie per Analogie zum Re-
sultat von Huber (1964) im Lokationsmodell.

Die Losung in Masreliez und Martin (1977) im Mehrdimensionalen stiitzt
sich auf die Tatsache, daf} sich je zwei beliebige Kovarianzmatrizen gleicher
Dimension simultan diagonalisieren lassen®, d.h. Umgebungsbegriff und Robu-
stifizierung héngen von dieser technisch zu wéhlenden Transformation ab, was
aus Sicht der Robustheit willkiirlich erscheint.

Auch die Verallgemeinerungen im Mehrdimensionalen zum ACM-type—Filter
sind aus diesem Licht betrachtet unbefriedigend.

Die Autoren arbeiten unter der Annahme der Normalitéit von L£(8:|y1..—1),
die aber, wie wir in Abschnitt 6.3 gezeigt haben, nicht zutreffen kann. Dennoch
hat der ACM-Filter eine weite Verbreitung gefunden und ist unter anderem in
Splus verfiigbar.

der Filter von Schick / Mitter

Schick (1989) und Schick und Mitter (1994) liefern im Setup der AO-Kontami-
nation Argumente fiir eine Niihe von L£(08¢|y1.4—1) zu einer Normalverteilung:
Indem wir zu jedem Zeitpunkt eine kontaminierende Verteilung fjf festle-
gen, und diese durch einen Mechanismus U; realisieren, konnen wir die Ver-
gangenheit gemifl der Realisationen wi.;—1 partitionieren. Die Idee ist nun,

3vgl. Golub und Van Loan (1983), Theorem 8.6-1.
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daBl in einem Fenster der festen Lénge w mit sehr grofler Wahrscheinlichkeit
nur hochstens ein Ausreifler auftritt, dal aber Ausreifler auflerhalb dieses Fen-
sters wegen der exponentiell asymptotischen Stabilitit des Systems, vgl. Ab-
schnitt 7.2, auch (fast) keinen Einflufl mehr auf den Filter haben.

Was die Wahl der Kontaminationen 155 anlangt, so gelingt es den Autoren nicht,
diese ungiinstigst zu ermitteln. Sie schlagen stattdessen vor, diese konservativ
zu wihlen, was, wie sich herausstellt, auf den Ubergang zu SO-Kontaminations-
umgebungen herauslauft. Allerdings verwenden sie als ungiinstigste Verteilung
im Analogieschlufl die von Huber (1964), die sich aber in Theorem 8.3.1 nicht
als die Sattelpunktsverteilung herausstellt.

Weiterhin miissen die Autoren zum Zeitpunkt ¢ ein Biindel von ¢ verschiede-
nen Filtern berechnen, was der Verwendung beim “online” —Filtern nicht dienlich
ist. Aulerdem ist die Tatsache, dafl weit in der Vergangenheit zuriickliegende
Beobachtungen (fast) keinen Einflufl mehr auf den Filter haben, nur im Sin-
ne eines Op((w A t)?r2,) zu verstehen, so daff auch hier ein besseres Resultat
wiinschenswert ist.

der Filter von Birmiwal / Shen / Papantoni-Kazakos

Indem Birmiwal und Shen (1993) und Birmiwal und Papantoni-Kazakos (1994)
— ohne diese so zu nennen — SO-Umgebungen verwenden, sind sie in der Lage,
ein exaktes Minimax—Resultat herzuleiten, wenn auch nur eindimensional und
fiir absolutstetige Kontaminationen.

Leider ist auch ihr Verfahren nicht “online”—tauglich, da sie die Filtervergangen-
heit gemé&f der gesamten U;—Vergangenheit partitionieren, also im Zeitpunkt ¢
ein Biindel von 2¢ Filtern betrachten miissen. Auf diesen Ansatz werden wir in
den Abschnitten 8.3 und 8.4 noch detaillierter zu sprechen kommen.

8.2 “Lemma 5”—Ansatz bei SO’s

8.2.1 Lo6sung im reduzierten Modell

Zunichst ist wegen der Y —Mefbarkeit von f klar, dafl wir (2) ersetzen kénnen
durch

Eual| Bl XIY] = F(V)[*) = min! (8.13)

Offenbar kénnen wir dafiir sorgen, daf (3) sicher erfiillt ist, indem wir anstelle
von (3)
sup | f(y) — Eia[X]| < b (8.14)
y

fordern, denn es gilt

| Erear[ X — [ = | Eia[X] = Ereal[f]| < Sl;plf(y) — Eia[X]| <b

Im allgemeinen allerdings wird diese Einschrinkung fiir gegebenes b zu stark
sein, da ja auch unkontaminierte Bestandteile PY in PY stecken. Immerhin
werden wir sehen, dafl (3) unter allen im idealen Modell unverzerrten Verfahren,
also unter (4) genau dann mit Schranke b gilt, wenn (14) mit Schranke b/r gilt:



8.2. “LEMMA 5"-ANSATZ BEI SO’S 117

Schreiben wir Eyeal = (1 — ) Eiq +r Epy , so gilt

| Erear[ X = f(Y)]| = [E[X] = Erear[f (V)] < b
= |EX]- {(1*T) il f(Y)] +7Epy [f(Y)]}] < b
= |EX]=Ep [f(Y)]| <b/r (8.15)

Durch Wahl von Dirac-Mafien PY kann man leicht sehen — (c.f. Rieder (1994),
pp. 172-77), dal dies wiederum dquivalent ist zu

Sup |f(y) —EX][ < b/r (8.16)

Hiermit kénnen wir nun das Problem 1sen: Da in der Nebenbedingung (16) jede
in Y mefBbare Funktion f zugelassen ist, kénnen wir (13) minimieren, indem
wir den Integranden punktweise in Y minimieren.

Also folgt mit Lemma C.2.2%, weil sowohl das zulissige Gebiet als auch die
Zielfunktion konvex in Y sind, daf3

b/r

22 = (Ewa[X[Y] — E[X]) min{1, |Eiq[X|Y] — E[X]]

VLEX],  (8.17)

und als Wert der Zielfunktion ergibt sich

MSE(f°) = Bial| X — Eia[X|Y]]?] + Eia[| Bia[X[Y] = f°)] =
= Bia[|X — Eia[X[V]]] + Bia[(| Bia[X Y] = B[X]| - b/7)3].
(8.18)
Im folgenden arbeiten wir mit (4) und setzen

DY) := E[X[Y] ~ Eu[X] (8.19)

8.2.2 Lo6sung im urspriinglichen Modell — der L5—Filter

Identifizieren wir G; ~ X durch Yi.; ~ Y, b; ~» br, so erhalten wir einen ro-
bustifizierten Filter, den wir L5—Filter nennen wollen. Im Gaufschen Zustands-
raummodell mit E By = ag lautet der L5-Filter®

by

B = Flag + (BEF — Flag) min{l, ——————
tlt ( tlt ) { ‘ﬁtlt Fta0|}

(8.20)

mit ﬂt‘ ¥ dem klassischen Kalman-Filter. An dieser Stelle haben wir so getan,
als kéimen wir aus einer Gaufischen Vergangenheit, d.h. A3 ~ N, (i, S) mit
gewissen 4 € R” und 0 < S =57 € RP*P. Dem ist aber nur fiir ¢t = 1 so, und
so miissen wir (20) als Heuristik verstehen.

Verwendet man dennoch den in (20) definierten Filter, so siecht man immerhin

Proposition 8.2.1 Gilt die Symmetrievoraussetzung (3) aus Proposition 6.1.2,
so ist der L5-Filter aus (20) unverzerrt.

4wie unmittelbar durch die Umformung von (13) auf Eiq[|(Eiq[X|Y] — E[X]) — (f(Y) —
E[X])|?] deutlich wird;
im zeitinvarianten Fall, die Verallgemeinerung auf den zeitvariablen Fall ist klar;
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BEwEls: Fiir t =1 ist AF® = ABFY und, da ABFS linear in den symme-
trisch verteilten Beobachtungen ist, gilt wie in Proposition 6.1.2 Lig(ABT®) =
Lia(—ABY®); wegen der Symmetrie von e; gilt damit nach Lemma 6.1.1 auch
fir ABy = p1 — By die Symmetrie ﬁid(Aﬂffl) = Eid(—Aﬁfﬁ). Daher ist
insbesondere E[ﬂh"’l] = E[$1]. Die Multiplikation mit F' und anschliefende Fal-
tung mit dem symmetrisch verteilten wvs erhélt die Symmetrie, so dafl auch
Lia(ABY) = Lia(—AB5®). Der Induktionsschlufl erfolgt mit denselben Argu-
menten. V//4

8.2.3 Wahl von b

Wie schon beim rLS—Filter in Abschnitt 2.2.4 schlagen wir vor, das Verhalt-
nis der MSE’s als Kriterium heranzuziehen, also im Sinne eines Anscombe—
Kriteriums (vgl. Anscombe (1960)) ein gewisses Verhéltnis § > 0 vorzugeben,
so daf3

A !
Eiallf — X[!] = (14 6) Eaa[|X — 85 1] = (14 6) tr 2, (8.21)
was sich auch schreiben 148t als

Eial(165F — EialX]|? — b2)4] = 6 tr S5¢ (8.22)

8.2.4 Beispiele zum L5—Filter

Wir beschrinken uns hier auf ein zweidimensionales Beispiel aus einem sta-
tiondren Zustandsraum. Im eindimensionalen wiirden alle Filterwerte vom Be-
trag grofier b, auf +b, gestutzt, was wegen der Stationaritdt (|F| < 1) in einer
Graphik auf zwei Schwellen +b hinausléuft, iiber die der L5-Filter nicht hin-
wegkommt. Im mehrdimensionalen gibt es noch Kompensationen zwischen den
Dimensionen.

Beispiel 8.2.2 Wir unterstellen (V4) und setzen p = ¢ = 2,

0.5 0.3 0.46 0.25
F=10s 0.5> 2=\ 055 0.46)
(8.23)
o (30 v (40 /0
~\o 3 “\o 4 “w=1o

Als Kontamination verwenden wir eine AO-Kontamination von

. 100 80
P =0.9N>(0, V) + 0.1N>(0, ( 80 100>)'

Der L5-Filter ist auf ein § von 20% kalibriert, was einem b von 1.27 entspricht.
Unter diesen Annahmen wurde im idealen respektive im kontaminierten Modell
Abbildung 8.1 erzeugt.

8.2.5 Bewertung — L5-Filter vs. rLS—Filter

Der L5-Filter leistet eine einfache, unverzerrte Robustifizierung des Kalman—
Filters gegen AO’s/SO’s.
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Zustand; KK L5 - id.Sit.

0.0 =4

Zustand - tats. und Schaetzung - 1. Koordinate
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Zeit

Abbildung 8.1: der L5—Filter in Beispiel 8.2.2

durchgezogen in grau (3;, gepunktet XK

hHle gestrichelt in schwarz G}

t|

Bei dieser Definition machen wir allerdings keinerlei Gebrauch von der rekur-
siven Modellstruktur, die aus der Zustandsgleichung 3; = F;3;_1 + v¢ hervor-
geht. Insbesondere nimmt man im Gaufischen Fall keine Riicksicht auf eventuelle
Ausreifler bereits in der o—Algebra o(Y7,...,Y}:). Dies duflert sich unter ande-
rem darin, daf im zeitinvarianten Fall |3;;| beschrinkt in ¢ ist, was dem Fall
p(F) > 1 sicher nicht angemessen ist. Insofern handelt es sich um ein nur be-
grenzt einsetzbares Verfahren, und insgesamt erweist sich der rLS—Ansatz als
geeigneter, indem er auf die Innovationsterme AS bzw. Ay anstelle von 8 und
y zuriickgreift.

Argumentieren wir wieder heuristisch wie in (20), das heifit unterstellen wir eine
GauBlsche Vergangenheit des Filters, also hier von Af;, so erhalten wir den rLS—
Filter als optimal-robuste Losung im “Lemma 5”—Ansatz. Da die Annahme der
Normalitét fiir ¢ = 1 zutrifft, handelt es sich in diesem Zeitpunkt tatséchlich
um das Optimum — vgl. Proposition 2.3.1.
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8.2.6 Verfiigbarkeit

ISP-Routinen zur Bestimmung des L5-Filters sowie zu dessen Kalibrierung
konnen bezogen werden unter

http://www.uni-bayreuth.de/departments/math/org/mathe7/
RUCKDESCHEL/diss/ispmacros/L5

8.3 Minimaxproblem fiir SO

In der Arbeit von Birmiwal und Shen (1993) wird analog zu Huber (1964)
ein Sattelpunktsresultat im Kontext des Filterproblems — zunéchst allgemein
und dann im Zustandsraum — unter r —-Konvexkombinationen als SO-Kontami-
nation hergeleitet.

Um hier die Essenz des Ansatzes herauszuarbeiten, wollen wir zunéchst das
Problem im reduzierten Modell (1) lésen.

Zusétzlich zu Birmiwal und Shen geben wir hier gleich die Losung fiir p > 1 an
und fiillen einige “mathematische Liicken” im dort angegebenen Beweis.

8.3.1 Problemstellung

Ziel ist es, eine Minimaxlésung fo (f’) fiir die Schitzung von X aufgrund von
Y zu finden, fiir die gilt

Sup Ep(|X — fo(Y)’] = inf SZBPEPHX iely (8.24)
mit U, aus Formel (8).

8.3.2 Losung

Um eine Losung finden zu konnen, miissen wir die technische Voraussetzung
machen, dafl die MaBe P¢(- —t) fiir t € supp(PX) eine dominierte Familie
bilden. Dies ist insbesondere der Fall, falls P° Lebesgue-stetig ist oder PX nur
Masse auf diskret viele Punkte wirft. Dann aber gilt

Theorem 8.3.1 Seien X ~ PX | ¢ ~ P?, stochastisch unabhdingige RP -wertige
Zufallsgrifien, wobei

JK € M?(BP) : Vt € supp(P¥)  P°(-—t) < K, (8.25)

also die Mafe P*(-—1t) fir t € supp(PX) eine dominierte Familie bilden.

Weiter sei das Paar (Py, fo), Po € U, mit PQY =(1—7)PY +7rPY als zweiter

Randverteilung, PY = PX« P und fy eine Y —~mefSbare Funktion, definiert als
~ 1—7r /.
BY (dy) =+ (p| Bl X[y = )~ Bl <1) V(@) (820

und

— . 1/p
fo = BialX] + (Bia[X|Y] = Bal XD mindl, oot P e b, (827)
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wobei p > 0 eine reelle Zahl ist, die gewdhrleistet, daf }53/ ein Wahrschein-
lichkeitsmaf ist.
Dann bildet dieses Paar einen Sattelpunkt fiir Problem (24).

BEwEIs zU THEOREM 8.3.1: Wir betrachten zunéchst das Problem
Ep[|X — f(V)] = rrbaxmfin! (8.28)
und weisen dann nach, daf3

max min Ep[|X — £(V)*) = minmaxEp[|X - f(P)P)  (8.29)

Offenbar ist die Losung von Ep[|X — f(V)[?] = miny! fiir festes P gerade
Ep[X|Y] mit

MSEp(Ep[X[V]) = Eia[|X|*] - Ep[| Ep[X|V]|?), (8:30)

so daB wir fiir die Losung von (28) das P € U, finden miissen, das
Py = ar%min(EpH Ep[X|Y]?) (8.31)
16st. [Beweis wird auf Seite 122 fortgesetzt |

Bemerkung 8.3.2  (a) Bei Birmiwal und Shen wird ein Minimax—Satz von
Ferguson (1967) als Begriindung fiir den Schluf} (29) von (28) auf (24) angefiihrt;
dieser ist aber nur im endlich—dimensionalen giiltig. Wir werden im Zuge des
Beweises ein direktes Argument liefern.

(b) Wir kénnten fiir den Schluff (29) von (28) auf (24) aber auch stattdessen
folgenden Minimax-Satz5anwenden:

MINIMAX—THEOREM: Seien X ; Y Teilmengen zweier Vektorrdume,
X kompakt, konvex und Y konvex. Sei f : X x Y — [0;00] eine
Funktion, so dafl
(i) f(,y) konkav fiir alle y € Y,
(ii)) f(z,-) konvex fir alle z € X und
(ili) f(-,y) oberhalbstetig fiir alle y € Y,
Dann gilt
inf sup f(x,y) = supinf f(x,y)
Yy g z Y

Wir identifizieren die Zielfunktion f(z,y) ~ Ep[|f — X|?] und ihre Argumente
t€X ~Pcl C My(B*), yc€Y ~ fec{g|lg: R’ — R meBbarin Y}.
Dazu fassen wir die MaBe P als Elemente von M (B*) auf der Kompaktifizie-
rung R?? des R* auf versehen mit der vagen Topologie. In der Y -Komponente
identifizieren wir PY —fast sicher iibereinstimmende Funktionen, PY jeweils die
Randverteilung zu den Koordinaten p + 1,...,2p. Fiir die Oberhalbstetigkeit
in P verweisen wir auf Proposition 4.2 aus Franke und Poor (1984): Wir iden-
tifizieren in deren Notation ¥ ~» X und X ~» Y, so daf deren Bedingung (i)
bei uns lautet, [|X|>dP = const fiir alle P € U, und daher erfiillt ist, weil
wir keine Kontamination in X betrachten. In P ist die Zielfunktion linear, also

konkav. Die Konvexitdt in f ist als Mittelung des quadratischen Integranden
klar.

5Beweis: Kneser (1952) — zitiert mit der Vertauschung konvex—konkav aus Millar (1983),
Thm. 1.3
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(c) Birmiwal und Shen zeigen den Satz fiir den Fall p = 1 und nehmen
dabei an, PX, P und PY seien Lebesgue—stetig. In unserem Setup verlangen
wir (25) nur im idealen Modell und lassen beliebige Kontaminationen PY zu,
weiterhin ist die Dimension p von X beliebig.

(d) Birmiwal und Shen gehen zunichst von der Existenz eines Lagrangemul-
tiplikators aus, der die Bedingung PY (R) = 1 aufféingt, und schlieBen nach
Feststellung der Losung mit der Bemerkung, dafl die Existenz und Eindeutig-
keit des Lagrangemultiplikators klar sei. Wir werden die Frage der Existenz
vorneweg kldren.

(e) Bei den Suprema/Infima in (24) und (31) scheint man sich zunéchst auf
Suprema/Infima iiber einer abzihlbaren Teilmenge U’ von U, beschrinken zu
miissen, um die Existenz eines dominierenden Mafles K zu bekommen.

Spéter werden wir anhand der Losung einsehen, dafl diese Einschrinkung nicht
notig ist, weil die Losung nicht von K abhéngt, und daher das Supremum
tatsdchlich tiber die “volle Umgebung” U, gebildet werden kann.

(f) Wie im Lokationsproblem fallen die “Lemma 5”-Lésung f5° zu Problem
(2), (3) und die Minimaxlésung fo zu Problem (24) zusammen.

(g) In Birmiwal und Papantoni-Kazakos (1994) wird Theorem 8.3.1 im Spe-
zialfall des reduzierten Modells (1) noch einmal bewiesen, die Punkte (a), (c)
und (d) gelten aber auch fiir diese Arbeit.

FORTSETZUNG BEWEIS 7zZU THEOREM 8.3.1: Sei K ein o—finites Maf} auf B”,
das PX, Pe(- —t) fiir alle ¢ € supp(PX), sowie eine Menge U’ C M, (BP)
von kontaminierenden MaBien PY dominiert, die bei der Definition der P € U,
auftreten, und pX, p*(- —t), p* die entsprechenden K -Dichten.

Dann gilt fir Y ~ PY = (1 —r)PY 4 rPY

P () = / Py — o) () K (da), (8.32)
RP
so daf3 fiir alle A € BP
Pr(V € 4) = / B () (@) + (1 — ) (y — 2)p™ (2) K (dy) K (dr)
RPxA
- /A B (9) + (1 — )pY (v) K (dy) (8.33)

und fiir alle B € B?

PH(XY) € B) = [ i ) @)+ (1= (=™ (@) K (d) K (ds) (834

Daher gilt fiir alle A € B? PY (dy)fast-sicher

Joear? (W)pX(z) + (1 = 7)p*(y — 2)p™(2) K (dx)
rpY (y) + (1 = 7)p¥ (y)

Pr(XeAlY =y)= (8.35)

und somit PY (dy)fast-sicher

[ 2lrp” (y)p* (x) + (1 = r)p*(y — 2)p™ (x)] K (dx)
rpY (y) + (1 = 7)p¥ (y)
rEu[X]pY (y) + (1 — ) B[ X[Y = ylp¥ ()
rpY (y) + (1 = 7)p¥ (y) ’

Ep[X[Y =y =

(8.36)
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sowie

2

o |PEAX @)+ QDB X =Y ()
Erl|Ep XV))= K(dy) (837)

rpY (y) + (1 = r)p¥ (y)

Setzt man im Integranden a := rEyq[X], b(y) := (1 — r)Eu[X|Y = y]p¥ (v),
c:=r, d(y):= (1 —7)p¥(y), so lautet der Integrand

_ap¥ (y) + b(y)?

I(pY ,y) = —— 8.38
P =T )+ dlw) (539
und man hat zu l6sen
h= argmin{ [ I(h,y) K(dy)}, (8.39)
heH
H:={he Li(K): h>0[K], [hdK =1}. (8.40)
Dabei ist [ I(h,y) konvex in h mit h > 0 [K] fiir alle y, denn
0 ~ 2a"(ah+b)  clah + bJ?
o L)) = == CETIE (8.41)
0? 2 c(ah +b)|?
— (I(h = — > 0. 42
gz v = Gegle=—g5a | 20 (842)

Also ist (39) ein konvexes Optimierungsproblem, auf das wir Theorem B.2.3 in
Rieder (1994) anwenden konnen:

Mit den Identifikationen X ~» L1(K), Y ~» R, A~ {h € L1(K) : h >0 [K]},
f~ [IdK, H~ hv+— [h(z) K(dz) und yo ~ 1 folgt:

f ist als Mittel der nach (42) auf A konvexen I(h,y) tatséchlich konvex. Die
Funktion pY(y) aus (32) ist zulissig, d.h. p¥(y) € A, H(pY (y)) = yo, mit
Funktionswert Eiq | Eiq[X|V]|?] < co, und f > 0; also ist das Infimum inf f
iiber alle zuldssigen z endlich.

Mit Polynomdivision erhalten wir

2 T 2372 |b—ad/c|2
_ _ L .
I(h,y) hlal*/c+2a"b/c — |a|*d/c* + hrd = (8.43)
2 T 2372 |bc—ad|2
< hla|*/c+2a"b/c —a“d/c +T
und daher
| [ I(h,y) K(dy)| <
be — ad|?
< Whlaolal?fc+ 2al? e+ laf?/e? + L2220 geay) =

c2d
= |EalX]P(Ihllz, ) + 2/7 +1/7%) + (1 = ) Eia [| Ei[X[Y] - Eid[XHQ] .
Es folgt, daf§ fiir
Vi={he Li(K) : [|h]lL,(x) < 2}

die Slater—Bedingung fiir unendlich—dimensionale Probleme gilt:

le{zeR:3heV :a=[hdK}*#0, sup{[IdK|heV}< .
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mit A° dem offenen Kern von A. Damit ist Problem (39) wohlgestellt (“well
posed”). Es gibt also einen Lagrangemultiplikator p € R, so dafl das optimale
h = p¢ auch die Lagrangefunktion

L(h, p) := [ I(h,y) + ph K (dy)

unter allen h € ‘H minimiert.

Dieses Problem wollen wir nun l6sen, indem wir punktweise in y den Integran-
den I(h,y) + ph in h € Ry minimieren. Dazu verwenden wir Lemma C.2.2
und nehmen im folgenden an, dafl p > —|a|?/c. Dann ist I(h,y) stetig in h
auf R, und aus (43) folgt limp_. 100 I(h,y) + ph = f00, so da also I(h,y) in
h auf R stetig ist. Seien

1 lad — be|
higi=—-|—-dtf —| .
1,2 c ( /‘CL|2 +pc>
Dann sind h; o die einzigen Nullstellen von C%(I(h, y) + ph) . AuBerdem ist

0? 2+/]al? + pc
— (I - =+
ahg( (h’y) +ph)|h7h1,2 |ad— bCI

c(ahy 2 +b) 2
Ch172 + d

’a_

)

so da} hq das absolute Minimum von I(h,y) + ph in B, = [min{hq, 0}; 0]
ist. Setzen wir A, := [0, 00], dann ist Lemma C.2.2 in Kraft mit A ~» A, und
B ~ By, und es gilt punktweise in y, dafl

argmin(I(h,y) + ph) = ( argmin (I(h,y) + ph)) .
h>0 [K] heL1(K) +

Die Lagrangefunktion L(h,p) wird daher punktweise in h > 0 [K] minimiert
durch

~ 1 |da— cb|
h=-———-d 8.44
c<\/|a|2+pc >+ (8.44)

oder nach Riicksubstitution

Py 1;pr(y) (ﬁ‘Eid[Xl?=y]—Eid[X]‘—1)+:

1—7r N
= — 0 W EIDYI-1), (8.45)
wobei p, p=r//|a]? + pr jeweils fiir die Normierung als Wahrscheinlichkeits-
maf sorgen. Insbesondere ist tatséichlich p = r/p? — |a|?/c > —|a|?/c.
In Verbindung mit dem dominierenden Maf3 K erhalten wir

1—1r

Py (dy) = . PY (dy) (5|D(y)| - 1), (8.46)
und damit 1
. -7
Py (dy) = ——P" (dy) max (5| D(y)], 1) (8.47)
Dies fiithrt auf den Schétzer
foly) i= Ep XY =) "2 ElX] + D) min{t, 23, (3.48)

|D(y)|
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denn
w) ah+b (=7 () (Eid[X](ﬁ ID(y)| — 1)+ + Eid[X|Y]) B
h) = T T W (D]~ Dy 1 1) -
P} BualXH(3ID@)] — 1)+ + 1} + Bl XI7) — BualX] _
1D~ s+ 1
1/p

B _ D(y) — . min{l, ———
= BNt G-y 71 - DX D) mindl 5

Fiir den MSE gilt
MSEp, [fo] = Ep, | X — Ep [X|V]|* = tr Covig X — tr Covp, (Ep [X|Y]),

so daf
tr Covia(X) — MSEp, [fo] = Ep [| Ep, [X|Y] — Bia[X]°] =
= (I-7) /min{lD(y)lza %}py(y) ((PIDW) =1)4 +1) K(dy) =
= (1= 7)Eia [IDE) min{| D)), 1/7}]
also

MSE z, [fo] = tr Covig X — (1 — 1) Eiq [|D<Y/)| min{|D(Y)|,1/5}|  (8.49)

Offenbar hiingen weder fy in (48), ]30Y in (46) noch MSEg, [fo] in (49) von der
Wahl des dominierenden Mafies K aus (25) und daher von der speziellen Wahl
einer abzihlbaren Teilmenge U’ C U, ab, lings der optimiert werden soll.
Weiter gilt fiir beliebiges P € U, mit kontaminierendem MaB PY

MSEp(fo) = Epllfo — X[’] = (1 =) Buallfo — X|*] + r Beoms[|fo — X|*] =
= const + 7 Econt[| fo — X|?] = const + rEpxgpylfo— X|?] =
= const + r(—2E[X]|" Epy[fo] + Epy [1fol?]) =
= const + 7| Epy [fo] — Eia E[X]|?

N 1
— const + rEpy [min{|D(Y)|2, ?}].

Also wird das Maximum in PY genau dann_erreicht, falls PY seine gesamte
Masse auf {|D(Y)| > %} wirft, was ja auch Py tut, so daf} gilt

sup Bp[lfo — XJ%] = tr Covia X (1~ 1) [|D(f/)| min{|D(V)|, 1/,5}] -
€U,
= MSE|fo] (8.50)
Damit ist tatséchlich
supEp[|fo — X|’] < max min Ep[|X — f(YV)P]
U, r
und es gilt (29). /i

Abschlieflend stellen wir in Abbildung 8.2 fiir den Fall ¢, X LY N (0,1), r=0.1
die Dichten p¥', py und p{ graphisch dar.
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SO-Sattelpunktsdichten
0.29 r =~

0.24

o>

p(y)

0.12

0.06

0.00
-6.00 -3.60 -1.20 1.20 3.60 6.00

ideales Modell x~N(0,1), eps~N(0,1) r=0.1

Abbildung 8.2: die Dichten p¥, p3 und pY
Im Fall €, X LY N(0,1) stellen wir fiir Radius 7 = 0.1 die ideale Dichte
von Y = X + ¢, p¥, die Dichte der ungiinstigsten SO-Kontamination
;ﬁg , sowie die entstehende reale Dichte ﬁg =(1-r)pY + r;ﬁéf dar. Die

Verteilung PY wirft {iberraschend wenig Masse auf die Flanken.

8.4 Losung im urspriinglichen Modell

8.4.1 das urspriingliche Problem im reduzierten Modell

Will man nun diese Losung im urspriinglichen Zustandsraummodell verwenden,
das heifit

Eu[|AB — fi]?] = H}in (8.51)
fiir X R
fo = fi(Y1,...,Y;) € Ly(P2P) (8.52)

unter SO-Kontamination 16sen, so wird man sich, um das Problem handhab-
bar zu halten, auf rekursiv definierte Filter beschrinken miissen, die jeweils in
Ayy = ZABi + e meBbar sind, wobei A3y der Prognosefehler 8, — FAB, 1,1
und Af;_j);—1 der mit dem bisherigen Verfahren ermittelte Filterwert zum
Zeitpunkt ¢t — 1 ist.

Dann aber kénnen wir in Theorem 8.3.1 die Grolen X mit AB; bzw. Y mit
Ay, identifizieren, wobei wir die Terme y — x, die in die Dichten p® einzusetzen
sind, durch Ay, — ZAp; ersetzen.

Proposition 8.4.1 Wenn man fir den Aufbau der AB; aus der Vergangenheit
heraus das Verfahren

, 1/p
fi(Yr,...Yy) = f(Ay) = Eia[AB] + D(Ay,) min{1, m} (8.53)
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verwendet, gilt:
(a) Ist die Symmetrievoraussetzung (3) aus Proposition 6.1.2 in Kraft, so
ist der Filter, definiert durch (53), im idealen Modell biasfrei, denn es gilt

Ew[AB;° — fi] = 0.

(b) Falls L(vs), L(g¢) im Zustandsraummodell Lebesgue—stetig sind, so sind
auch L(ABF®) und L(Ay;®) Lebesque—stetig. Dann ist die Dominiertheitsvor-
aussetzung (25) in Theorem 8.3.1 mit K = NP erfiillt.

(a) und (b) gelten insbesondere unter den Normalverteilungsvorraussetzungen

(V8) bzw (V4).

BEWEIS: (a): wie Proposition 6.1.2 zeigen wir, dafl Liq(AB]°) = Lia(—ABT°)
fiir ¢ = 1 gilt; wie fiir jedes t gilt Lig(e1) = Lia(—e1). Damit ist nach Lem-
ma 6.1.1 Lig(E[ASC|AY;C]) = Lia(—E[AFC |AYi°]), und da das Clippen
symmetrisch um den idealen Erwartungswert erfolgt, gilt auch fiir Aﬁfﬁ =
81 — Bfﬁ die Symmetrie Eid(Aﬁflol) = Lia(—A Tﬁ) Daher ist insbesondere
E[ flol] = E[f1]. Die Multiplikation mit F' und anschliefiende Faltung mit dem
symmetrisch verteilten vy erhilt die Symmetrie, so dafi auch L;q(AB5°) =
Lia(—AB5°) . Der Induktionsschlufl erfolgt mit denselben Argumenten.

(b) folgt, weil Li;q(AB;) eine Faltung einer Transformation von AfS;_; mit v,
und Liq(Ay;) eine Faltung von ZAS; mit &; ist. Fiir Lebesgue-stetige Ver-
teilungen von e gilt die Dominiertheitsvoraussetzung (25) wegen der Translati-
onsinvarianz des Lebesgue-Mafes. Y/

Im Gauflschen Zustandsraummodell stehen wir damit vor der Schwierigkeit,
D(Ay:) = Eia[ABt| Ay (8.54)

exakt zu berechnen.

8.4.2 sequentielles vs. rekursives Spiel

Betrachten wir nun fiir ¢ > 0 folgendes sequentielles Optimierungsproblem:
Gesucht sei die Losung f von Problem (Pb),

(Pb), supEpuAﬁt_f(Agt)P]éir;fsupEpnAgt_f(Agt)P] (8.55)

r,t r,t

Dabei ist U,.; die Umgebung, die sich mit Aj3; aus einer robustifizierten Ver-
gangenheit des Filters ergibt, und A, = (1 — Uy)Ay: + Uy Ag: geht aus der
SO-kontaminierten Beobachtung zum Zeitpunkt ¢ hervor. Hierbei sind nun zwei
Ansétze denkbar:

ein sequentielles Spiel

Wir partitionieren die Vergangenheit des Problems nach Realisationen U1 =
uy.¢—1 und losen fiir jeden Pfad up.;_1 € {0,1}!~! das entsprechende Optimie-
rungsproblem. Dieser Ansatz wird von Birmiwal und Shen (1993) verfolgt. Hier-
zu miissen — vgl. Birmiwal und Shen (1993) — die kontaminierenden Variablen
Ay, jeweils bedingt nach o(g1.41—1) unabhingig von (Af;,e¢) sein, und fiir alle
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Realisationen U; = 1 muf} die realisierte Kontamination Ag, = g, fiir alle 7
bedingt nach o(f;.,) unabhingig von (AS;,e,) sein.

Unter dieser Pramisse kénnen wir nun — zumindest theoretisch — fiir die
2!=1 Kontaminationsvergangenheiten die Sattelpunktldsungen (fo i, pg,m), 1=

1,...,2t71 ermitteln. Schreibt man % in Binirdarstellung als i = 22;20 in2F,
so erhalten wir
2t=1 -2
Jor = Z H P (1 =) T fo e
i=1 k=0

Fiir die genauere Berechnung der fp,; siche Birmiwal und Shen (1993).
Der Aufwand allerdings, 2~! Probleme zu lésen, ist nicht vertretbar, so da8
N&herungsvarianten angebracht sind.
Die allereinfachste besteht darin, wie Masreliez und Martin (1977) anzuneh-
men, dafl weiterhin AB; normalverteilt ist, was allerdings aus theoretischen
Griinden (vgl. Abschnitt 6.3.1 und Theorem 1.3.1) nicht korrekt sein kann; den-
noch erweist sich dieser Ansatz in Beispielen als Ndherung praktikabel, wie in
Abschnitt 2.6 gezeigt worden ist; siche dazu auch den néchsten Abschnitt.
Eine weitere Moglichkeit besteht darin, als erste Naherung nur Prozefivergan-
genheiten (Us)s<; zu betrachten, bei denen > ., U, <1 ist, also maximal
ein Ausreifler in den letzten w Beobachtungen aufgetreten ist. Dies entspricht
der Herangehensweise von Schick (1989), Schick und Mitter (1994). Diese zeigen
auch, daf} bei asymptotisch exponentieller Stabilitéit des Kalmanfilters Ausreifier
in einer weiter zuriickliegenden Vergangenheit vernachléssigt werden kénnen.

ein rekursives Spiel

Der Ansatz, den wir hier verfolgen wollen, besteht darin, in der Stelle ¢ die
genaue Prozefivergangenheit zu vergessen, und uns auf die Untersuchung der
“eindimensionalen”” Randverteilung L£(AfS;) zu beschriinken. Hierfiir miissen
wir im Unterschied zu Birmiwal und Shen (1993) nicht 2! sondern “nur” t
Probleme 16sen. _
Dazu nehmen wir an, der Kontaminationsmechanismus U; "~ Bin(1,r) mit
einem festen r € (0;1) und unabhingig von den restlichen Zufallsprozessen.
Die Verteilung von AY; ist ng ¢, die zur ungiinstigsten Verteilung in U, ;
gehort, und P = L£(AB;) und AB; sind iiber die jeweiligen Sattelpunktslosun-
gen fo +(Ays) fiir die Probleme (Pb)s, 1 < s <t definiert.
Dann konnen Statistiker und Natur im Spiel jeweils nach jedem Schritt ungiin-
stigste Verteilung und besten Schétzer neu wihlen, wissend, dafl jeder der beiden
Spieler eine Minimaxstrategie verfolgt.
Versteht man unter “id” in Theorem 8.3.1 immer die Verteilung von AfSy, &y
aufgebaut mit den Losungen fiir die Probleme (Pb)s, 1 < s < ¢, so kann man
mit den in Abschnitt 8.4.1 angegebenen Identifikationen die Losungen (fo q, Po,t)
jeweils induktiv weiter aus Theorem 8.3.1 ablesen.
Selbst dies ist aber angesichts der unter Umsténden unhandlichen, “eindimen-
sionalen” Randverteilung von AS; noch nicht befriedigend, und so versuchen
wir im folgenden, eine leicht weiterzuverwendende Néherung fiir L(AS;) zu
finden.

"genauer die “ein-Block-dimensionale” Randverteilung, also die p—variate Verteilung der
Koordinaten von A
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8.4.3 Optimalitit des rLS—Filters auch fiir ¢ > 1
Aus Theorem 8.3.1 bzw. (17) lesen wir ab, daf§ der rLS-Filter dann und ge-

nau dann SO—optimal im Minimax— bzw. “Lemma 5”—Sinn ist, wenn der ideale
bedingte Erwartungswert linear ist. Diese Eigenschaft wiederum wird in Theo-
rem 1.3.1 charakterisiert. Fiir &, ~ A(0,V;) ist dies nur fiir normalverteiltes
ApS; der Fall, was wie oben schon erwahnt nicht der Fall ist, sobald 0 < b < oco.
Im folgenden geben wir aber gewissermafien ex—post eine Rechtfertigung fiir das
Vorgehen von Schick (1989) bzw. Masreliez und Martin (1977); da, wie wir ge-
sehen haben, der exakt—optimale, robuste, sequentielle Filter von Birmiwal und
Shen (1993) fiir praktische Anwendungen unpraktikabel ist, schlagen wir vor,
folgende Naherung durchzufiihren:

ein erweitertes Kontaminationsmodell

Wir erschweren die Schitzaufgabe gegeniiber der urspriinglichen SO-Situation
aus Abschnitt 8.3.1 noch zusétzlich dadurch, daf§ auch die Verteilung von X
kontaminiert werden darf; genauer schlagen wir folgendes Gross—Error-Modell
zum Radius r vor:

LIX,Y)=10—-7rL(X,X +e)+rL(X,Y) (8.56)

mit V, X, X, ¢ alle untereinander stochastisch unabhéngig, Y ~ PY, PY
beliebig wie bisher, X ~ P* mit PX beliebig, nur daB E[|X|?] < G fiir ein

G > 0 und E[X] = Ei4[X]. Damit definieren wir
U, = {L(X,Y) € M(B?) wie in (56)}. (8.57)

Diese letzte Bedingung widerspricht zwar dem Robustheitsgedanken, ist hier
aber auch nicht aus diesem Aspekt zu sehen. Vielmehr werden wir durch diese
Erweiterung der Kontaminationskandidaten auch Verteilungen von AgB; aus ei-
ner rLS—Vergangenheit erfassen: Wir wollen [zumindest numerisch| zeigen, dafl
L(Ag, AB:™®) immer in einer r—Umgebung einer Normalverteilung bleibt, die
wir dann als Zentrum der Umgebung annehmen. Ausgehend von dieser Normal-
verteilung wird sich dann im folgenden Aufdatierungsschritt der rLS-Filter als
optimal erweisen. In diesem erweiterten Kontaminationsmodell gilt:

Theorem 8.4.2 Seien X ~ PX | ¢ ~ P?, stochastisch unabhingige RP -wertige
Zufallsgrofen, wobei die Mafe P=(-—t) wie in (25) fir t € supp(PX) dominiert
sind. Sei Py =L(Y,X) mit

LY)=1=r)(PX«P)+rPy, L(X)=1-r)PX+rPX  (858)

Py wie_in (26), und PX irgendein Maf auf M;(BP), so daf E[|X|2] =G
und E[X] = Ew[X]. Sei weiter fo wie in (27); dann bildet (P}, fo) einen
Sattelpunkt fiir Problem

A~ [ . A~
&MX*hﬁmﬂzghwEHW*fWW] (8.59)
U,
BEWEIS: Zunéchst 16sen wir das Problem unter der Gleichheits—Nebenbedin-

gung
Exx[|X]?] =g.
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Betrachten wir wieder (30) im Beweis zu Theorem 8.3.1, so sehen wir, daf§ wir
das Problem losen konnen, indem wir zunéchst (31) fiir P € U, minimieren.
Dazu miissen wir nur im weiteren Verlauf des Beweises des Theorems a =
7 Epx [X] setzen, der Rest kann unveriéindert iibernommen werden. Da aber nach
Voraussetzung Epx [X] = E;iq[X], dndert sich nichts an der Losung (P, fo) von
Theorem 8.3.1, nur der Wert des Sattelpunktes, MSEp/[fy] dndert sich auf

MSEp:[fo] = tr Covpx [X] = (1= 1) Bia |ID(YV)| min{[D(V)],1/5}]
mit trCovpx [X] = (1 — r)tr Covig[X] + 7(g9 — | Esa[X]]|?). Maximieren wir
jetzt noch den MSE ldngs g < G, so erhalten wir, dafl ¢ = G, und damit
Es[[ X2 =G. Vi

Demzufolge ist der rLS-Filter startend von einem normalverteilten X sogar die
Minimax-Losung unter allen P € U, .

der rLS—Filter in diesem Kontaminationsmodell

Als néchstes wollen wir induktiv nachweisen, daf die Verteilung des aus der rL.S—
Vergangenheit aufgebauten Filterfehlers — hier kurz AF;*® — in jedem Schritt
in einer solchen Umgebung U, um ein normalverteiltes Zentrum [,(Ay{v , Aﬁ{v )
liegt.

Zunéchst sind die Nebenbedingungen Epx[X]| = Eiq[X] und Epx[|X]?] < G
erfiillt; erstere nach Proposition 8.4.1 (b), letztere wegen der Beschrénktheit von
fo,s, s <t und der Endlichkeit der zweiten Momente im idealen Modell.

Es bleibt also die Inklusion zu einem gegebenen Radius r in U, nachzuweisen.
Wegen der Normalitit der €; geniigt es dafiir zu zeigen, dal L(AF;"®) jeweils
in einer entsprechenden r-Umgebung zu einer Verteilung L(ABN) = N, (0, S;)
mit noch zu spezifizierender Kovarianz S; liegt.

Dazu miissen wir zunéchst die Eigenschaft charakterisieren, in einer r—Konvex-
kontaminations—Umgebung um N, (0, S) zu liegen: Hinreichend und notwendig
— c.f. Rieder (1977), Lemma 4.3 — hierfiir ist, daf§

[t - 1= O 0) ulat) < 5 (8.60)
baw. q(t) > (1=r)pN @) [y (8.61)

mit ¢ der p—Dichte von @, dem Maf}, dessen Zugehorigkeit zu einer r—Konvex-
kontaminations—Umgebung um N, (0,S) iiberpriift werden soll, und u einem
@ und N,(0,S) dominierenden Maf.

Mithilfe dieser Bedingung sieht man leicht ein, da8, falls L(Aﬁ;isl‘ 1) in ei-
ner r—Umgebung um ein L:(Ab’tj\fllt_l) = Np(0,S;_1j1—1) liegt, gleiches auch
fir L(AB{™) gilt mit N,(0,S;) als Zentrum und S; = FS;_ 1,1 F™ 4+ Q, mehr
noch: Nach einer Faltung mit der unabhéngigen Normalverteilung v; kann “="
in (60) nicht mehr auftreten.

Im folgenden wollen wir den Fall S; = Zﬁ‘t(_l, sowie fir p = ¢ = 1 den
Fall S; = Eift)_l betrachten, wobei ngt)_l =1+ 6)FSt(i)1‘t_1FT +Q, St(ft) =
Zift)_lV/ (Z 22;‘?_1 +V). Letzteres triigt der Tatsache Rechnung, dafl wir, ausge-

hend von normalverteilten AG, bei Verwendung des rLS—Filters nicht mehr den
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optimalen MSE des klassischen Verfahrens, tr E;‘l? , erreichen kénnen, sondern

die Robustifizierung gerade so wihlen, dafl im idealen Modell der MSE(3"*) =

(I+9)tr Xije betrigt; dementsprechend sind auch die Kalman-Gains M; zu

modifizieren auf Mt(a) .

An dieser Stelle ist es allerdings nicht gelungen, die Behauptung analytisch
nachzuweisen, die jeweiligen Dichten von Prognose— und Filterfehler ligen in
entsprechenden r—-Umgebungen von Normalverteilungen.

Stattdessen wollen wir nun numerisch fiir p = ¢ = 1 iiberpriifen, ob die Be-
hauptung zutrifft.

8.4.4 numerische Auswertung

untersuchte Modelle

Im Rahmen einer kleinen Studie haben wir die Frage, ob die entsprechenden
Dichten der Prognose—/Filterfehler innerhalb von r—Umgebungen von Normal-
verteilungen liegen, anhand der in Tabelle 8.1 dargestellten Modelle untersucht.

Tabelle 8.1: untersuchte Modelle

||Beispiel no“ F | VA | Q | |4 |a0|| 1 H
8.1 1)1 1 1 0 || 5%
8.1 1)1 1 1 0 |[10%
8.1 1)1 1 1 10 (20%
8.2 1(11]1/100| 100 | 0 ||10%
8.3 111|100 (1/100( 0 ||10%
8.4 05| 1 1 1 |0 |10%
8.5 05(—-1| 1 1 |0 |10%

Radien fiir t =1

In einer ersten Studie betrachten wir den Fall ABy ~ N7(0,%), X = lim, Zm_l .

Dazu fiigen wir das Subskript a = ¢ fiir Verwendung der é - Kompensation in X
ein und a = 0 fiir entsprechend unkompensiertes . Wir berechnen auf einem
Gitter von r—Werten und fiir ¢ = 1,2 die Dichten
. ABLHS N ABJT
Pt (w) = pS7 0 (), pi(u) = ptPe ()
der entsprechend auf einen Radius r kalibrierten rLS—Filter/Prognosefehler so-
wie der zum Vergleich antretenden Normalverteilungen, indem wir die gemein-
same Dichte von (AfS1,Ay;) im idealen Modell auf einem dquidistanten Gitter

(Bi,y;) der Dimension 401 x 401 auswerten. Anschlieend ermitteln wir den
“Abstand”

ro(il1; a;7) := ro(pifT, Pi1a)
von p™ (u) und pV(u),

ro(g,p) :=1nf{0 <r < 1]q(u) > (1—r)p [N} (8.62)
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In Abbildung 8.3 stellen wir den Verlauf der Abbildung 7 +— 7¢(r) im Steady—
State Modell aus Beispiel 1.4.1 sowie in den Beispielen 8.2 und 8.3 aus Tabelle 8.1
dar. In Beispiel 8.3 halten die Filterfehler die Bedingung 79 < r nicht ein, in
den anderen Beispielen schon. Wie gewiinscht erhalten wir aber zumindest fiir
den Prognosefehler ABy7 in allen untersuchten Modellen ro(r) < r. Ein dhn-
liches Verhalten haben wir bei allen untersuchten Modellen feststellen kénnen;
bestenfalls fiir sehr kleine r (r < 0.015) gab es Félle, dal o bei den Prognose-
fehlern geringfiigig grofer war, was jedoch wohl auf numerische Ungenauigkeiten
zuriickzufithren ist.

Posterior-Radien im ersten Schritt im Steady State Modell

1.0

0.8

r0
0.6

0.4

0.2

o | oo R Pt [T X —
S L 0C2Y cr)
T T T T = T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r
Posterior-Radien im ersten Schritt in Beispiel 8.2 Posterior-Radien im ersten Schritt in Beispiel 8.3

r_0({1]1y,0:)

r_O({L/21.¢0.1)

0.0 0.2 0.4 0.6 08 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

r '

Abbildung 8.3: ro(r) im Steady—State Modell aus Beispiel 1.4.1 sowie in Beispie-
len 8.2, 8.3

Radien fiir t > 1

In einer zweiten Studie ermitteln wir fiir ein fixiertes r; rekursiv die Dich-
ten von Aﬁifm;am fir 4 = 0,1 t =1,...,508 und kontrollieren jeweils, ob
70,1(r1) < r1. Daneben lassen wir jeweils den exakten SO-optimalen Filter, der
sich mit den exakten bedingten Erwartungswerten bestimmt, mitlaufen und er-

mitteln auch dessen “Abstand” r(r1) zur Normalverteilung. In Abbildung 8.4

8Nach 50 Beobachtungen hat sich in allen untersuchten Modellen Y4¢—1 und ebenso by,
M; stabilisiert.
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stellen wir den Verlauf von ro(r) im Steady—State Modell aus Beispiel 1.4.1 bei
Kalibrierung auf r1 = 10%, r, = 20% resp. r1 = 5%, sowie im Modell aus
Beispiel 8.2 mit r; = 10% dar.

Zeitverlauf der tats. Radien r_0(t) im Steady-State Modell, r_1=5% Zeitverlauf der tats. Radien r_0(t) im Steady-State Modell, r_1=10%
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eitverlauf der tats. Radien r_0(t) im Steady-State Modell, r_1=20% Zeitverlauf der tats. Radien r_0(t) in Beispiel 8.2

e

0.05
L

0.04
L

0.06
L

0.03
L

{1ty e

0.04
L
0.02
L

0.01
L

H+I,0/S0

0.0
i
1
1
|

Abbildung 8.4: ro(r) im Zeitverlauf im Steady—State Modell aus Beispiel 1.4.1 bei
Kalibrierung auf r1 = 10%, 1 = 20% resp. r1 = 5%, sowie im
Modell aus Beispiel 8.2 mit r1 = 10%

In ¢ = 50 vergleichen wir fiir 7 = 10% die Funktionen in y, f;LS (y) und
152 (y), E[AB50|Ays0 = y] sowie die besten linearen Verfahren fX¥ (1) mit und
ohne §—Kompensation und stellen sie alle in Abbildung 8.5 dar. Die Nichtlinea-
ritdt des bedingten Erwartungswertes kommt erst weit jenseits der Clipping-
schwelle zum Tragen; der unkompensierte rLS—Filter A(SLS (y) 1aBt sich nicht
von f5° (y) unterscheiden. Dieser Effekt war auch in den iibrigen Beispielen zu

beobachten.

Anschlieflend gehen wir im fixierten Zeitpunkt ¢ = 50 vor wie in der ersten

Studie, das heifit wir ermitteln jeweils den “Abstand” r5(r) zur Normalvertei-
lung auf einem r—Gitter.
In Abbildung 8.6 stellen wir fiir r; = 10% den Verlauf von r5q(r) im Steady—
State Modell aus Beispiel 1.4.1 dar. Hier erfiillen die kompensierten Filter— und
Prognosefehler fiir kleine r nicht die Bedingung r59 < r, die unkompensierten
allerdings immer. Fiir die iibrigen Beispiele ergaben sich entsprechende Darstel-
lungen.
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rLS und SO--optimaler Filter im Steady-State--Modell bei t=50

//
KK-9~ 7 -RK-c]
ate
Jo

” E[Dbeta|Dy]

f(Delta y)

Abbildung 8.5: f™(y) und f5° (y) in ¢t = 50 im Steady-State Modell aus Bei-
spiel 1.4.1

Posterior-Radien im Schritt 50 im Steady State Modell

1.0

0.8
!

r_50

0.4

0.2
!

ol ¥ \\;;::‘—‘—‘—'—"';;——’ r_50({51|50}'c.r)
o
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 8.6: 750(r) im Steady—State Modell aus Beispiel 1.4.1

numerische Aspekte

Die numerischen Fehler, die wir bei diesen Auswertungen eingehen, geniigen
dabei folgenden Abschitzungen

Abschneidefehler: Weil wir anstelle des vollen R die Integrale jeweils nur auf
[—ac;ac] auswerten, brauchen wir eine Abschitzung fiir die Integrale auf
R\ [~ac;ao]. Fiir die Integranden p; = ¢(z/0) /0o, p2 = (x —c)p(x/0) /o
und p3 = 2%¢(z/0) /o mit ¢(z) der Dichte von N(0,1) ergeben sich mit
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der Mill’s Ratio fiir @ > 0
[ et@)in < pl@)/a

Fehlerabschiitzungen A; = 2p(a)/a, Ay = |c|p(a)/a, Az = (a®*+1)p(a)/a

Integrationsfehler: Wir verwenden das Simpson—Verfahren, machen dabei al-
so — vgl. etwa Stoer (1989), p. 118 — einen Fehler Kh*, h = 2a/N die

Diskretisierungstiefe, K < g sup, \%p(xﬂ , so dafl mit

3
Lela) = (~a 4 3w)la),
d! 4 2
ar@) = (@ =627 +3)p(z),
& 5 3
@go(x) = (—2° 4+ 10z° — 15z)¢p(x),
d6
wgp(m) = (2% — 152" + 4522 — 15) ()

sich die entsprechenden K; abschétzen lassen durch

K1 < 3¢(0)a/(900%) = 0.0133a/0*

d5
Ky < K|+ $@(0.6167)a/(9004) = 0.0391a/0*
Ks; < 15¢(0)a/(900*) = 0.0317a/0*

“optimales” a: Mit diesen beiden Fehlern A; und K;h* kénnen wir nun
versuchen, zu gegebenem N ein optimales a zu finden, so daf} beide Fehler
gleichméBig klein sind. Fiir NV = 400 ergibt sich, daf fiir 0.2 < ¢ der Wert
a = 6.5 sowohl A; als auch K; kleiner als 1076 werden la8t.

8.5 Parametrisierung des Grades der Robust-
heit
Die Untersuchungen der letzten Abschnitte haben deutlich gemacht, daf fiir den

Grad der Robustheit, den wir fiir ein Filterverfahren erreichen wollen, zumindest
folgende drei Mafizahlen in Frage kommen:

e die Clippingschwelle b respektive p=1/b
e der Kontaminationsradius r
o der Effizienzverlust ¢

Offenbar kann man mit einer der drei Maflzahlen die zwei anderen eindeutig
bestimmen, und es herrscht folgende Monotonie b |= r,d T, r T < § 1. Wie
die drei Groflen exakt zusammenhéngen, ist in Abbildung 8.7 fiir das Steady—
State Modell aus Beispiel 1.4.1 im Grenzfall, also

S =lmEf, = (V5+1)/2=1618,  resp. M = (V5 —1)/2 = 0.618

abgetragen.
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delta und b in Abh. von r im Schritt 50 im Steady State Modell

15 2.0 25
1

b(r),delta(r)

1.0

0.5

0.0
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 8.7: Zusammenhang rs, , §, b*° =1/5°°

8.6 “Lemma 5”—Ansatz fiir AO’s im reduzierten
Modell

Sehr viel schwieriger als im SO—Modell stellt sich die Situation im AO—Modell
dar, da hier nicht die Beobachtungen selbst kontaminiert werden, sondern man
eine kontaminierte Faltung beobachtet. Dies fiithrt auf Probleme, die im allge-
meinen nicht mehr geschlossen l6sbar sind.

8.6.1 Problemstellung

Es geht darum, eine Funktion f(Y) zu finden, die Eiq[|X — f(Y)|?] minimiert
unter der Nebenbedingung, dafl |Econt[X — f(Y)]| < b. Dabei legen wir die
Kontamination fest als eine AO-Konvexkontamination mit Radius r, das heif3t,
wir setzen mit einem kontaminierenden Mafi P*

Ereal[f(Y)} = (1 - T) Eld[f(Y” + TEPX*PE [f(Y)]
Da wir wieder keine Kontamination in X betrachten, ist (3) dquivalent mit

‘ Eid[X] — Ereal [f” <b (863)

8.6.2 Losung

Zunéchst konnen wir wegen der verlangten Meflbarkeit in Y von f und der
Existenz des zweiten Momentes von X das Problem (2) in Abschnitt 8.1.2
zuriickfithren auf

[Exal | B[ X[Y] = f(V)]"] = mint  NB (8.63). (8.64)
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Da sich die Kontamination nun im e¢-Raum abspielt, werten wir den Erwar-
tungswert in (63) in zwei Schritten aus und erhalten

Ereall (V)] = Bp. [Epx[f(X +2)fe]]. (8.65)

Den bedingten Erwartungswert Epx [f(X + ¢)|¢] bezeichnen wir mit f.. Wie

in Abschnitt 8.2 wollen wir nun eine Aquivalenz vom Typ
sup|fe —Eua[X]| <b <= [Ereall f(Y)] - Eia[X]| <b (8.66)

herleiten, wobei wie dort b nur von b, dem Kontaminationsradius r und dem
Idealbias Eig[X — f(Y')] abhingen mdoge. )

Es ist klar, daB fiir suppyie=e fe(€) = b+ Eiq[X], infpyie=c fo(€) = —b+ Eiq[X]
gﬂt |Ereal[f(Y)] - Eid[X” <b.

Im folgenden beschrénken wir uns, wie im SO-Fall, auf im idealen Modell un-
verzerrte Verfahren, nehmen also (4) an, so daf§

| Eia[X] = Erear[f (V)] = r| Epe[fe] — Eia[X]].
Wie beim SO-Problem sehen wir, dafl dann gilt
sup |fe — Ew[X][ =b/r <= [Ercalf(Y)] - Ea[X]| <0, (8.67)
also b=b/r.

8.6.3 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung

Wir wollen zuniichst die Frage beantworten, ob iiberhaupt eine Losung zu (64)
existiert und ob diese eindeutig ist. Dazu formulieren wir (64) um zu

Eiald(Y)?] £ Lt NB (8.69) (8.68)
sup | Ei[d + Eqq[X|Y]|e] — Eia[X]| < b (8.69)

und das optimale fA° zu (64) ist d + Eq[X]Y].

Im folgenden wollen wir wie bisher Eiq[X|Y] — Eig[X] mit D(Y) oder kurz D
abkiirzen. Offenbar stellt (68) ein Minimum—Norm—Problem auf einer Teilmenge
A des Lo(PY) dar. Dabei ist

A:={d € Ly(PY) : sup|Eqld + D |e]| < b}.
A ist konvex, denn mit dy := (1 — A)dy + Ady und dy,d2 € A, A € [0,1] gilt:
sup|Eid[d>\+D’5} =
= sup|Ei[(1 = A)(di + D) + A(d2 + D)| ]| <
(1= sup|Eia[di + D|e] + Asup | Eia[do + D|e]| < b

A ist beschrinkt (klar) und schwach abgeschlossen in Lo(PY):
Ohne Einschrénkung sei D = 0. Sei d,, € A, [|d,, —d||1,(pv) — 0. Mit Jensen
fiir bedingte Erwartungswerte folgt

E |Elda | €] - Bld]€]|” < [ldn — ]I}, pv),

IA

also die Konvergenz der bedingten Erwartungswerte im Ly(PY). Hiermit ist
Proposition C.3.1 fiir z, = E[d, |¢], « = E[d|¢] anwendbar, und es folgt
die schwache (und starke) Abgeschlossenheit von A. Daher existiert genau ein
Element kleinster Norm in A.
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8.6.4 Losungsansatz mit Lagrangetechniken

Da damit (64) offenbar ein konvexes Optimierungsproblem ist, liegt es nahe, zur
Losung wie im Beweis zu Theorem 8.3.1 ein Optimierungstheorem aus Rieder
(1994) zu verwenden. Wir geben dazu die Identifikationen fiir eine Anwendung
von Rieders Theorem B.2.1 an:

X ~ Lo(PY), Z ~ (La(P%))?, C ~ {h € Lo(P?) : h > 0[P¢]}, A ~
Ly(PY), G~ (Bl + D[], =Bl +D [e]")7, £ -2, pvy 20~ (b:D)7

Allerdings ist hier 5’: (0, so daB die Existenz stetiger Funktionale als Lagrange—
Multiplikatoren nicht zur Verfiigung steht.

8.6.5 Formulierung mit Dichten

Zur Existenz von Dichten miissen wir die Dominiertheit der gemeinsamen Ver-
teilung von Y und ¢ im idealen Modell durch ein Produktmafl p; ® po vor-
aussetzen.

Dann aber stellt sich (64) mit Dichten so dar:

156 = DOPY (v = W @ (delpsldy) =mint  NB: (8.71)  (8.70)
I/f@mxw—6MA@H§b o1 (de)] (8.71)

8.6.6 Eigenschaften der Losung

Da f in der Nebenbedingung mit p* gefaltet wird, erbt es alle Glattheitseigen-
schaften von pX — sofern Differentiation und Integration vertauschbar sind. Ist
namlich f beschrankt und p~ differenzierbar mit beschrankter Ableitung, so
ist dies auch

uaz/ﬂmﬁw—mmwy (8.72)

Damit kann es — sofern E[E[X|Y]|e = €] das Niveau b mit einer positiven
Steigung tiberquert — auch kein Y —mefibares f geben, das die Nebenbedingung
“maximal” erfiillt, also so, dafl

b

denn ein solches f wiirde die hergeleitete Glattheit von E[f|e] verletzen.
Ebensowenig ist die klassische Losung E[X Y] zulissig, weil i.a.

supp. | E[E[X|Y][e]| = oo.
Hingegen ist die SO-Losung immer zuldssig, da supp. | E[f|¢]] < sup|f] = b,
aber im allgemeinen suboptimal.
8.6.7 numerische Losung

Diskretisierungsstellen

Wir wollen die Losung numerisch ermitteln, indem wir das Problem diskretisie-
ren und es dann mit numerischen Verfahren bearbeiten. Als Gitterpunkte seien
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dazu in “y”-Richtung —oco < tp < t1 < ... < t; < ... < tp < tp41 < ©
gewdhlt, die Inkremente sollen d; :==t; —t;_1, it =1,...,n+ 1 heiflen.

Auch die “&”-Richtung sei diskretisiert, und zwar durch —oco < g7 < €9 < ... <
g < ... <éem-1<&Ep <.

Als mogliche Diskretisierungsfolgen werden im folgenden &quidistante t;’s und
€;’s gewdhlt, oder sie werden geméfl GauBquantilen gesetzt.

erste Diskretisierung

Als ersten Diskretisierungsversuch wollen wir einen Polygonzug ansetzen, wobei
wir als Basis lineare Teilstiicke f|;,_,4,)(z) = cuz + B fir @ = 1,...,n+ 1
verwenden wollen. Auflerdem soll an den Réndern der Diskretisierung gelten:

fy=—ft)=0b firt <tg und t>t,41. (8.73)

Wegen der Stetigkeitsforderung und den Randbedingungen bleiben aber nur n
Freiheitsgrade iibrig, ndmlich «q,..., o, ; die sonstigen Parameter lassen sich
auf diese zuriickfithren, wie folgendes Lemma zeigt:

Lemma 8.6.1 Seien —oco < to <t; < ... <ty <tpy1 < oo Diskretisierungs-
punkte, d; :==t;—t;—1, i=1,...,n+1. Sei f: R — R ein stetiger Polygonzug
mit f(tny1) = —f(to) = b und fly,_ 4 1(x) = e+ B fir i=1,...,n+1, so

gilt
Bi = —aiti_q +Z;;11 ajd; —b i=1,....n+1 (8.74)
g1 = 2b/dpir — Zajdj/dn-l—l (8.75)
j=1
- tn +tn
Bny1 = Zajdj/dnJrlthrl - bd—Jrl (8.76)
j=1 n+1

BEWwEIs: i = 1: Es gilt nach Voraussetzung —b = f(t9) = aito + 51, also
01 =—b—oaitp; i — i+ 1: Wegen der Stetigkeit von f gilt

f(ts) = oigati + Bip1 = aity + B = oty — outi—1 + 23;11 ajd; —b=
= Y ayd;—b,
also 311 = —q1t; + 23:1 a;d; —b. AuBerdem gilt
n
b= f(tns1) = nyitni1 + Bny1 = angidnyr + Zajdj —b
j=1

und damit a1 = 2b/dny1 — 37— @jd;/dy1 . SchlieBlich gilt

Br+1 = —Qniity + D5 ajd; —b =370 ajdj/dnyitni1 — b%
m
Wir wollen (74) fir ¢ =1,...,n abkiirzen zu

52‘ :Gia—b mit (;z = (dl,...,difl,—tifl,o,...,O). (877)
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Dazu sei weiter G := (G7,...,GI)" und
Gn+1 = —(dl, S ,dn)/dn+1, so daf} Qptp1 = Gn+1a + 2b/dn+1 (878)

Schliellich wird
Bnt1 = —Qnyitni1 +b (8.79)

eine weitere Diskretisierung
Als Basis wollen wir nun sogenannte Tentfunktionen verwenden:

t—t;_1 t—1tip1

PR S 8.80
it gy (8.80)

i t ::I g

fi®) (t tistiga] t; — tiy1

An den Réndern soll wie in (73) schliefllich der Funktionswert konstant Fb sein,

daher kommen noch die fixen Funktionen

t—t

fo = <_b) I(*OO;to] _bI(to;tﬂ ﬁ
0o—1t1

t—t,
o1 = bl PR +0L, -0 (8.82)

(8.81)

n+1 — tn

hinzu.
Im folgenden wollen wir Iy, ., ¢ =1,...n+1 durch I;, I(_, durch Iy
und I, . .00) durch I, 42 abkiirzen.

Beispiel: PX =N (0,9), PE=N(0,V)

Im Spezialfall, dal sowohl X als auch ¢ normalverteilt sind, kann man noch
mehr ausrechnen; hierzu dient folgendes Lemma, dessen Beweis klar ist.

Lemma 8.6.2 Mit ¢ der Lebesguedichte von N (0,1) und ® der entsprechen-
den Verteilung gilt:

b
/ (u+vz)?p(z) de = (u* + v?)®(z) — (v + 2uv)p(z) ’

(8.83)

r=a

b

b 2
[ e () do = (8240 (a8 vl (-0 -250r-a) e (2)

(8.84)
bq ‘ b
[l + 81552 do = fea+ B10(=9) —asp(=59)| |, (889)
Im folgenden verwenden wir die Abkiirzungen:
™ = S+V, M=S5/T?
&@; = O, —P,1, dpi=@i—pi1,  dypii=lipi —ticipia

ti— ¢ R
\/g )7 902,] T ()0( \/§ )

> t; — €j
dij = Pig = Picay,  dpig = Qi = Pie1y

i, = (I)(
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Ziel wird es nun sein, das Problem (70)/(71) auf die Gestalt eines quadratischen
Optimierungsproblems im R"™ mit linearen Ungleichungs—Nebenbedingungen,
genauer sogenannten boz—constraints, zu bringen, das heifit

o"Aa+BTa+C = m]iRn! NB Da<FE, —-Da<F (8.86)
acR™

mit A€ R, BeR", CecR, D R™", EcR"™, FcR"™. Desweiteren
liefert der SO-optimale Filter einen zulédssigen Startwert aq fiir «.

Berechnung auf Form (8.86 ) fiir die erste Diskretisierung

Die Zielfunktion 1483t sich schreiben als

_ 2 n
/ OO 3y gy = Ty + 7, T+ Toss + Ingo

mit
[y
o= [ MR dy
—oo
t; 5
Ii = / —[(Mial),?i'ﬁl(a)] (p(%) dy fur 7= 17 o5
ti—1
bnt1 — «a —Bi()]?
Iy = / (M n+1(T))y Bi(e)] o(L) dy
tn
oo 12
hia = [ B ay
trni1
Nach Lemma 8.6.2 ergibt sich
Iy = (V¥ +T*M?*)Dy — T(M?*to +bM)gpy =: Cy
Lo = (VP +T M?)(1—®pyy) + T (M1 — bM)pny1 =: Criy

und fir i=1,...,n+1
I = (87 + T*(M — 0;)*)d®; — T(M — ;) dypi + 2T 5:(M — c;)dp;
und damit fir ¢ = 1,...,n nach (77)
I = ((Gia—b)*+T*M — a;)?)db; — T(M — a;)dyp; +
2T (G — b) (M — «;)dp; =
= [(Gia)? 4+ T%2 — 2bGio0 — 2T* Moy + b2 + T? M?]db; —

—T(a? = 2Ma; + M?)dyp; +
+2T(—; G + bay; + MG — Mb)dp;

Bezeichnen wir diag[(d®;);=1,... ] mit D® und analog fiir die anderen d-Grofen,

so liefert die Summation iiber %

Zn: I, = aT{GTDcDG L T2D® — TDYyp — TDpG — TGTD,D} at

i=1
{ — OMT2d™ — 2bdb™G + 2T Mdyp™ + 2T Mdp™G + 2dep7} a+
17{(1)2 + T2 M?)dd — TM2dp — TMbdy,p} -
=a"Aia+ "By +Cy
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Fiir den Randterm gilt nach (79) und (78):

L1 = ([b = (Gngr + 2b/dp i1 )tng1]? + T?(M — (Grara + 2b/dpy1))?)db; —
~T(M — (Gpyra +2b/dy, 1)) dyp; +
42T (G104 2b/dp 1 | (M — (Grgror + 2b/dn+1))dpi =
= Li(Gpi10)® + [4#’“]41 + Lo]Grira + 4d2 Ly +277 Lo+ Ls

mit
L1 = (t%+1 + Tz)@n+1 — Tdypn+1 + 2Ttn+1dpn+1
L2 = —2[(btn+1 + M2T2)di)n+1 - TMC&JPnJrl + (MTtn+1 + Tb)dpn+1]
Ly = (0®+ M?*THdb, 1 — TM?*dypps1 + 2MThdp, 41

Demzufolge 1st A= A1 + L1Gn1Gly, B = By + [43 L1 + L3]Gpy1 und

C=C1+45— L1 + 2 L2 + L3+ Co+ Chpt1 . Mit der Nebenbedmgung gehen

wir analog Vor

/f % )dy_JOJ—FZJ’J+Jn+1J+Jn+2]
i=1
mit
to
y—¢;
Joj = / - % \/gj)dy
Jij = / [y — Bi(a )]\}E@(y_;j)dy fuiri=1,...,n
ti—1
n+1 1 e
Jnt1,j = / [an+1(a)y — Bia )]ﬁ‘P(y\/g])dy
Jnyoj = /t b\%ssﬁ(y\/%)dy
nt1

Analog ergibt sich nach Lemma 8.6.2
Joj = 0%, Jny2; =01 = Pni1;)
und fir i=1,...,n+1
Jig = lejoi + Bildbij — aiVSdpi
und damit fiir ¢ = 1,...,n nach (77)
Jij = lejou + (Gioo — b)]d®; ; — a;v/Sdp; 5
Fiir den Randterm gilt nach (79) und (78):

Int1; = [€j(Gny1a+2b/dny1) +b— (Gryra +2b/dpg1)tng1]dry1 j —
_\/E(GrH»la + 2b/dn+1)dpn+1,j
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Damit bekommen wir, falls wir mit DD® die Matrix mit Eintradgen DD®™ =
(d®; ;)i,; und analog DDy einfiihren, sowie £ := diag[e;]

D = EDD®+DDBG —/ SDDp+ (€ ~tys 1 )d], 1 Grs1—VSdpl 1 G

Setzen wir H = (H;) fur die von o unabhingigen Komponenten der J; ;, so
erhalten wir

H = b{l = @115 — Poj — (P — Poy) +2(g5 — tnt1)/dnt1dPpir; +
+dp i1 — 2V /dny1)dpntr

b{l — 20, +2(gj —tpt1)/dpr18Ppi1; — 2\/§/dn+1)dpn+1,j}

und somit |[Da+ H|<b,sodal E=b—H und F=b+H=2b—F

Der Startvektor g ergibt sich als «ap,; = dff°/d; mit dff° = f5°(t;) —
f5° (t;—1) und f5°© der SO-optimalen Schitzung fiir X, also im eindimensio-
nalen, normalverteilten Fall f5¢ = min{b, max{My,—b}}.

Berechnung auf Form (8.86 ) fiir die zweite Diskretisierung

Dieses Mal berechnen wir zunéchst die Zielfunktion als
[ty = fPhethydy = M* [ hoth)dy -
-2 [urdedy+ [ £ heth)dy =
= MT2—2MT2/f’(y)% (%) dy+/f To(%)d

mit f/ moglicherweise einer Distributionsableitung von f. Dabei gilt

1 - Li(y—ti— Livi(y—ti
J 107 ety = [ (Y [ttt

i=1

2y
bl 1) bl, -
_ (Ullll t —blg+ +1(y tn) +bIn+2) #(F) dy =

n
_ 2 [Lily—tio1)? | Lipa(y—tig1)?
= {2 (o [ Ratpre] -
Iz‘(y*ti+1)(y*ti)) +

w — a;aiy1 Licn dz,,
+2b |:Il(y tcll)(y to)a + n+l(y ;n)(y tn+1) :|+

n+1

—o;o—1 Lisa
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+b? [% +1o +% +In+2} }%%) dy =

n
ZZ“' + Zoy + L3+ Ly L+ Ze + Ly + Zg 4 Zg

=1
mit
Z1i = 0%2%2 [(T? +]_))db; — Tdyp; + 2t;_1Tdp;]
Zoi = g e [(T? + 7)1 — Tdyp; + 2t 1 Tdpiy1]
Si = —oua_ 1d2 [(T? + ti_1t;)d®; — T'dyp; + (ti + ti—1)T'dp;)
Zzi = lLis1 8, Zyi = Licn Sita
Zs = 2ba1d—12 [(T? + tot1)dDy — Tdyp1 + (to + t1)Tdpr |
Zs = 2o~ [(T* + tusrt)uis = Tdjpuss + (ta + tus1) Tdpnia]
Zy = b% [(T2 +t1)dby — T'dypr + 2t,Tdp,]
Zs = b? dil . [(T? +t2)dPp 1 — Tdypns1 + 26, Tdpp 1)
Zy = b (Po+1—Ppy)

Die Matrix A, die so entsteht, ist offenbar tridiagonal, was sich durch die
speziellen Tentfunktionen als Basis erkldrt. Als Hauptdiagonale der Matrix A
ergibt sich U := (Z1,; + Z2,i)i=1,....n, als obere und untere Nebendiagonale
V.= (2371')1':17___7”_1 . Fiir den Vektor B gllt B = (Bi)l':L...,n = 72MT2B17Z' +
Zslici+Zlip, und C = Z7 4+ Zg+ Zg — 2MC + MT? . Fiir die Nebenbedin-
gung rechnen wir:

[ 1) et dy =

/ g a;fi(y) + fo+ fn+1> ﬁ@(y\;gj)dy =

Z % J \/_dpld} ﬁ[(sj - ti+1) i+1,5 \/—dpz+1 j]
1

+di[( j )dCI)lJ \/gdplyj]'f‘ﬁal[(‘?j_tn) n+1l,j = \/_dpn+13]

+b(1 = Byp1; — Do) = > Djici + H;
i=1
und E, F ergeben sich wie in der ersten Diskretisierung als F' = b — H,
E=b+H.
Der Startvektor aq ergibt sich als ap; := ff° mit f7° = f5°(¢;) und f5°
wieder als der SO—optimalen Schitzung.

8.6.8 ein Beispiel

Wir betrachten das Beispiel €, X uLY N(0,1) und stellen die “Lemma 5"—
optimalen Losungen f%° und f#° sowohl im y—Raum, als auch im e—Raum,
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also bedingt nach ¢, dar. b ist dabei so gew#hlt, daf fiir die SO—optimale Losung
ein Effizienzverlust von 10% eintritt.

Als numerisches Auswertungsgitter in e— und in y-Richtung verwenden wir
auf [—5;5] x [-7;7] ein &quidistantes Gitter der Dimension 400 x 400. Das
quadratische Optimierungsproblem ist dabei mit Unterstiitzung von C. Zillober
mithilfe K. Schittkowskis Routine QL0001 aus der Bibliothek IMSL geltst worden.
Das Ergebnis findet sich in Abbildung 8.8 grafisch dargestellt.

400 L5-AO-optimale Lsg im Y-Raum 400 L5-AO-optimale Lsgrim eps-Raum

KK

15-56.

)

Elfleps]

\\

Abbildung 8.8: Es sind die Lésungen zu Problem (64) unter Nebenbedingung (16) bzw
(65) zu einheitlichem b = 1.27 sowohl im y—Raum, als auch im ¢-Raum
dargestellt. Das Abknicken am Rand auf +b im y-Raum suggeriert, daf3
die optimale Losung am Rand auf 0 zuriickgeht; dies hatten wir aber
durch die Wahl unserer approximierenden Funktionen ausgeschlossen.

8.7 Minimax-Resultat fiir AO-Situation im re-
duzierten Modell

Wie im SO-Fall wiirden wir gerne ein Paar aus ungiinstigster Verteilung P¢
fiir ¢ und dazu bestem Schiitzer f1(Y) ermitteln, so dal diese beiden einen
Sattelpunkt bilden.

8.7.1 Problemstellung

Im Unterschied zu Abschnitt 8.3 werden nun nicht die Y’s sondern die €’s
kontaminiert:

Formulierung des Minimax—Problems

Gesucht ist eine Schiitzung f1(Y) fiir X, fiir die gilt

sup Ep[|X — f(Y)] = inf sup Ep[|X — f(V)]?] (8.87)
Vo (W) v w)

mit V(W) aus (10)
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Proposition 8.7.1 Es gilt

inf sup Ep[|X — f(YV)]?] = sup infEp[|X — f(V)]?]
Fv.w) vo(w) f

BEWEISs: wie Bemerkung 8.3.2 (b) m

Nehmen wir an, die Verteilungen PY fiir beliebige Wahlen von Pe e U.(Pe, W)
seien dominiert durch ein o—finites Mafl pu € M;(B?), also

p > mo [V (W) (8.88)

mit der Projektion 7o auf die Koordinaten (p+1,...,2p) von (X,Y). Unter
dieser Voraussetzung lautet (87), mit Dichten formuliert:

Gesucht ist eine Schitzung f1(Y) fir X, fir die gilt
S}lp/ ly—e—f1(y)Pp™ (y—€)[rP*(de) + (1 — ) P*(de)] u(dy)
P
= ir}fsglep/ ly—e—F(W)Pp™ (y—)[rP* (de) + (1 —1) P (de)] u(dy), (8.89)

wobei wir Y = X + ¢ benutzen und P° die Menge M (B*) durchliuft.

Bemerkung 8.7.2 (a) Wir kénnen uns auf eine wesentliche Dominiertheit
von m3[V,.(W)] durch ein o—finites Produktmafl p zuriickziehen.

Dabei bedeute wesentlich, daf fiir jedes f und fiir jedes P € V,.(W) ein weiteres
P'V,. (W) existiert, dessen Randverteilungen 7o P’ durch p dominiert sind, so
dafl

Ep/(IX = f(V)[*] 2 Ep[|X — f(V)[]
(b) (88) ist sicherlich erfiillt, falls PX Lebesgue-stetig mit beschrinkter
Dichte p¥X ist.
(c) Aus (88) folgt, daB wir fiir jedes P € V,.(W) die gemeinsame Verteilung
von (g,Y) schreiben konnen als

P(de, dy) = p* (y — &) P*(de) pu(dy) (8.90)
mit pX der p-Dichte von P¥X bzw.
P(de,dy) = p* (y — e)[rP*(de) + (1 — ) P*(de)] u(dy) (8.91)

mit dem kontaminierenden Maff P< .

(d) Wie in der Dominiertheits—Voraussetzung im SO-Fall, (25), miissen wir
(88) nur im idealen Modell nachweisen.

(e) Genauso gut wie X konnen wir auch € auf Basis von Y zu schétzen
versuchen, denn fiir den optimalen Schitzer fir X aufgrund von Y, f(Y), gilt

fY)=Y —4(Y) (8.92)

mit §(Y), dem optimalen Schétzer fiir € mithilfe von Y.
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Formulierung als funktionalanalytisches Problem

Wegen Proposition 8.7.1 wird wie im SO-Fall aus (89) das Problem, Ep[|X —
Ep[X|Y]|?] iiber P € V(W) zu maximieren.
Dies schreibt sich als

([ w=apX =)rP* (de)+(1-r) P*(de)] ) ! i
: d) - f 8.93
/ fZDX(y—e)[rPE(de)+(1—r)PE(d€)] M( y) f’sej‘r/lll(m‘q)’ ( )

Dieses konnen wir nun optimieren, indem wir ldngs Folgen (155 ), argumentie-
ren, ldngs denen wir mit u; —Dichten p®, p® argumentieren diirfen, wobei 1y
ein diese Folge dominierendes, o—finites Maf ist.

Als né#chstes zeigen wir, dafl das Optimum nicht von der Wahl des Mafles
abhéngt: Wir nehmen an, es gibe bei Verwendung von ugz), i = 1,2 zwei
verschiedene MaBe P; = P;(P?) € V,(W) mit

EP1HX - EP1 [X|Y]|2] = EPzHX - EP2 [X|YH2] = m;n‘

Analog zur Argumentation fiir (42) erhalten wir die strikte Konvextitét von
F(P?) = Eppo) | Bpgpe [XIV]P] i P, 50 dab Bp,[|X — B, [X|Y]?] mit
Py =1(Pf + P%) noch kleiner wire.

Mit einem #hnlichem Argument folgt im Fall, dafl £(X) = £(—X) und
L(e) = L(—¢), aus (93) bereits, daB das ungiinstigste P° ebenfalls symmetrisch
sein muf, denn wir sehen, dafi der Wert von (93) unveréndert bleibt, wenn wir
von Pf = L(&) iibergehen zu P§ = L£(—&;). Weil aber das Problem strikt
konvex in P¢ ist, folgt, daBl (93) beim Ubergang zum symmetrisierten 138E =
%(I:’f + P§) kleiner werden musB.

Falls aulerdem Ep |e|? auf V,.(W) beschriinkt ist, kénnen wir, wie in Be-
merkung 8.7.2(e) dargestellt, ausnutzen, daf fiir festes P € V(W) gilt

Ep[X|Y] =Y —EplelY],  Ep[|X - Ep[X|Y]P"] = Ep[le - Ep[e|Y]]*],
was unter der Beschrinktheit von Ep |¢|? zu
Ep[|X — Ep[X|Y]]’] = Ep[|e’] - Ep[| Ep[e[Y][’]

wird und wir somit (93) losen, indem wir Ep[|Ep[e|Y]|?] iiber P € V.(W)
minimieren, also

/ (] p* =)l ()+(1=r)p* ()] s (de))”

1.
T =) )+ (—rpr (@ pa(de) 1 (dy) = llglff ’ (8.94)

was den Vorzug hat, daf§ die unbekannte Dichte p°(¢) nur in einer Variable, ¢,
und nicht in zweien, wie y — = in (93), ausgewertet wird.

8.7.2 Zusammenhang zur Bayes—Schitzung

Lokationsparameters bei kontaminierter Priorverteilung, wie wir im vereinfach-
ten Modell (1) verdeutlichen wollen:



148 KAPITEL 8. OPTIMAL-ROBUSTE FILTER

Formulierung als Bayes—Problem

Wie in Bemerkung 8.7.2(e) gesehen, kénnen wir ebenso gut wie X auch ¢
auf Basis von Y zu schéitzen versuchen. Im Bayes—schen Setup gilt fiir dieses
Problem, daB bei fester (Prior—)Verteilung P¢ von & und Beobachtung gemifl
der Lokationsfamilie PY1=¢(.) = PX(.—¢) der optimale Schiitzer fiir ¢ auf Basis
der Beobachtung Y =y gerade der Posterior—Erwartungswert von L(¢|Y = y)
ist.

Unserem Problem entspricht in Bayes—Sichtweise das Problem, das Bayes—Risiko
iiber alle moglichen Priorverteilungen Pe der Konvexkontaminationsumgebung
U,(P¢) zu minimieren.

Zusammenhang zur Fisher—Information im Spezialfall X ~ N, (0,X)
Schick und Mitter (1994) weisen darauf hin, dal dieses Problem geschlossen

noch ungel6st ist und geben einige Referenzen fiir Teillosungen.

Proposition 8.7.3 Fiir den Fall, daff X normalverteilt ist, kann man bei qua-
dratischer Verlustfunktion das jeweils minimale Bayes—Risiko r(P®) bei belie-
biger Priorverteilung P schreiben als®

r(P?) = trX — tr(Z(N, (0, X) * P%)), (8.95)
wobei I die multivariate Lokations—Fisher—Information im Modell
P i= {(N, (0.%) + P)(- — )| 6 € B},
gemdfy Abschnitt B.2 Formel (18) ist.

BeEwEIs: Um dies nachzuweisen, notieren wir, dafl fiir ¢y, die Dichte von

Nk(oaz)a

los(z 4+ h) —ps(z)| = |/ (z + sh)" S 2hes (z + sh) N (dz)| <

< [(h"=32h)/((2m)F det 3] % < K|,
gilt, denn |x|exp(—|z|?/2) wird maximal fiir |z| = 1, und entsprechend

=7 (@ + h)ps(ath) = 27 eps(2)] < (S 2l|on(a+h) — es(2)] + [hles(z+h) <
< K2|h|a

weil |z|? exp(—|z|?/2) beschriinkt ist. Daher konnen wir wegen dominierter
Konvergenz Integration und Differentiation vertauschen, und die Dichte von
N(0,2)*P¢, p = [pX(y —¢) P%(de), ist zweimal stetig differenzierbar.
Daher diirfen wir d1e Lokations— Lo —Ableitung einfiihren,

AY =AY (y,P?) = —Vp¥ (y, P?)/p¥ (y, P7)

Die entsprechenden Terme pY , ¥ , AY, AY sind iiber die entsprechenden P

bzw. P¢ definiert.

9Dieser Zusammenhang geht im Eindimensionalen auf Brown (1971) zuriick. und wurde
unabhéngig voneinander als Ausgangspunkt fiir Untersuchungen in Bickel (1981), Marazzi
(1985), Levit (1981) genommen.
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Der Bayes—optimale Schétzer fiir X bei quadratischer Verlustfunktion ist der
Posterior—Erwartungswert. Mit

1 1

)1/2 exp(ii

T (2m)P det &

p y) = (-2 (y—o)

der Dichte von N, (¢, X) schreibt sich dieser im Fall, da X ~ N (0,X), als

o Jer ) Pede) [ ET N e~y +y)pY e (y) Po(de)
EfelY =y] = pr|£ ) Ps(de) X [ pYIe(y) Pe(de) B
pr\s Ps(dé)

pr'E ) P (de)

Y+ 9 =y— EAY(y) (8.96)

Weiter gilt fiir irgendeine in Y differenzierbare Funktion T(Y"), deren bedingter
Erwartungswert E[|T"(Y)| ‘ ] < oo fiir alle ¢ ist, wobei wir das Argument von
T weglassen:

r(T, P¥) = /E[|T P | P(de) =

/E[|T — Y le] + E[Y — e’ |e] + 2E[(T = Y)"(Y —¢) |e] P*(de) =

= E[IT-Y)?]+tr2—2 /(T —y)"E VypY E(y) P (de) = (8.97)
— B[T-YP)+usz [ 3 T - YOl ) Pe) =

= E[T-Y]?|—trL+2 / Z %[(ET)j]pY‘E(y) PE(de) =

— BT-Y[]-tr 42 / > E[%[(ZT)J»] €] P¥(d2) (8.98)

wobei der Schluf} von (97) auf die néchste Zeile mit koordinatenweiser partieller
Integration folgt.

Wegen der oben nachgewiesenen Vertauschbarkeit von Integration und Differen-
tiation sehen wir ein, dafl

9 Y
(9 (9 / Y /3y3yrp (y) Y
= 1 = d = — ~r . < d .
990y~ ayor | (y) dy )" (y) dy

Damit erhalten wir, wobei wir die Argumente von f¥ weglassen,

62

O A= Hp+3y3y*p _AYAYT (8.99)

9y
Setzen wir nun fiir 7(Y) = E[e|Y], so folgt mit dem bisherigen, daf

/ZE (STj] |e] P*(de) = Zp: avzl’j(Yi—‘,—Af)]:

— Jy;

G2 43 + BAY TSAY] = tr S + tr(Z(N,, (0, D) + P9)), (8.100)
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r(PF) = r(EEY],P) C2VEy £ 2AY) - 2] =

G2 BAYTEAY] — ey 42 / ZE[%[(ET(Y))j] ] P#(de) =

G0 hw tr[Z (N}, (0,%) * P9)].

Va

Daher léuft unser Problem darauf hinaus, die Fisher-Information tr(Z (PY))
iiber alle PY € N(0,%) * U,.(P¢) zu minimieren.

Teilaspekte der Lésung im Spezialfall X ~ N (0702)

Immerhin zeigen Bickel und Collins (1983) in ihren Theoremen 1 und 3, dafl
man fiir X ~ AN (0,1) noch folgende Aussagen treffen kann:

e s gibt ein eindeutiges kontaminierendes Maf} P; € M, (B), so dafl dann
PY := N(0,1) % [(1 — r)P® + rPf] die Fisher-Information Z(PY) iiber
alle PY € N (0,1) * U,(P¢) minimiert.

e Die Dichte p) von Y; ist absolutstetig mit Ableitung (5)) und AY :=
—(pY)'/pY existiert fast iiberall (Lebesgue).

e Der Triiger von Pf ist enthalten in der Menge {e |J(AY,e) = Z(PY)} mit

E [2AY (Y — &) — (V)] (Y)le] fiir E[(Y)?|e] < o0
0 sonst

a0 =

Dabei bedeutet A} (Y —¢) die Auswertung von AY an der Stelle Y —¢.

e Der Trager von ]515 ist eine abzdhlbar unendliche Menge in R mit +oo
als einzig moglichen Haufungspunkten.

Unserem Problem entspricht dabei Beispiel (ii)(b) in Bickel und Collins (1983),
wobei deren 7wy gerade unser P°¢ ist. Da wir im allgemeinen nicht mit einer
Varianz von 1 arbeiten, miissen wir unser Problem zunéchst umstandardisieren,
indem wir das Modell

Y=X+¢ (8.101)

mit *:= /o und o = Var X betrachten. Die sich in (101) ergebende ungiinstig-
ste Verteilung Pj wird in (1) zu P(de) := Fj(ode) und der entsprechende

Schatzer T dann zu T :=oT'.

Bemerkung 8.7.4 Mallows (1980) vermutet, daf die (positiven) Trigerpunkte
von ]55 auf einem dquidistanten Gitter v, = hk, h € Ry, k € N liegen und 1505
eine geometrische Wahrscheinlichkeit p*¥ darauf wirft; laut Schick und Mitter
(1994) stellt Donoho in einer dem Autor nicht zugénglichen Arbeit (Donoho
(1978)) die leicht modifizierte Vermutung mit Trigerpunkten der Form

supp(P) = { | = a+hk}, keN (8.102)

fiir gewisse h € R, a € Ry auf.
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8.7.3 Zusammenhang zum “Lemma 5”—Ansatz

Wie in Bickel und Collins (1983) in der Motivation zu deren Beispiel (ii)(b)
dargestellt, ist die Losung zum Problem, das minimale Bayes—Risiko iiber alle
Prior—Verteilungen Pecu (r, P?) zu bestimmen, dquivalent zur Bestimmung
des minimalen Bayes-Risikos iiber alle Prior-Verteilungen P¢ € M;(B) unter
einer Schranke an das Bayes—Risiko in einer speziellen Prior—Verteilung P<.
Genausogut kann man natiirlich auch argumentieren, um zu zeigen, dafl das
Problem &quivalent zur Bestimmung des minimalen Bayes—Risikos in einer spe-
ziellen Prior—Verteilung P¢ unter einer Schranke an das maximale Bayes—Risiko
iiber alle PriorVerteilungen P® € M (B) ist.

Ein Bayes—Schitzer f(Y) kann aber dann und nur dann ein endliches maximales
Bayes—Risiko besitzen, wenn er einen beschrénkten, bedingten Erwartungswert
E[f(Y)|e] besitzt. Dies aber ist genau Nebenbedingung zu Problem (64).

Also muf jede Losung eines Problems im “Lemma 5”—Ansatz mit einem gewis-
sen b genau einer Losung des Minimax—Problems entsprechen.

Bemerkung 8.7.5  (a) Dies gilt nicht nur fiir das Problem bei normalver-
teiltem X , sondern fiir beliebiges PX, W, so daB (88) in Kraft ist, und fiir
beliebige Dimension.

(b) Wir haben hiermit die Méglichkeit jede Minimax—Ldsung zu gegebenem
Radius r durch Losung des “Lemma 5”—Problems fiir eine gewisse Schranke
b zu ermitteln. Wir kennen jedoch — aufler dessen Monotonie — nicht den
funktionalen Zusammenhang b — 7(b). Zudem konnen wir auf diese Weise
nicht die zugehorige, ungiinstigste Kontamination P¢ ermitteln.

8.7.4 numerische Berechnungen

Wir wissen bereits, dafl die SO—-optimale Sattelpunkts—Losung (130, fo) zum
Radius r im AO-Problem nicht zuléssig ist, aber als einen Ansatz kénnen wir
versuchen, P, genauer ]f’(}/ durch moP,,, P, € V(W) zu approximieren.

Als Beispiel wollen wir PX = P° = A(0,1) bei r = 0.1 betrachten. Wir ver-
wenden dazu als Ansatz Verteilungen geméfl der Vermutung (102) von Donoho
mit Parametern a, h, k, p.

Da wir hier ein Problem vor uns haben, dessen geometrische Struktur wir nicht
kennen, verwenden wir den 3—-Phasen—Algorithmus C.2.1 zum Auffinden des
ungiinstigsten Pe:

Algorithmus 8.7.6
1. tue von i =1 bis ng

(a) ziehe unabhingig a; "~ N(0,2.25), h; "~ N(0,1/4), p; "X
ufo(0, 1),

(b) bestimme Pf := P=(a;, hy, pi),

(c) berechne P, mit Randverteilungen
P = N(0,1), P? = PX % [0.9N(0,1) + 0.1P¢],

(d) werte MSE [Ep [X|Y]] aus

2. fertige eine "“Top-ns-Liste” mit den “besten” 15(1-1),...,]5(1-”2) an;
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3. tue von j =1 bis ng
(a) ziehe mit P(I; = i) = c¢/(ne+1—14j) ein "Zentrum” I, aus der
“Top-ng-Liste”,

(b) ziehe unabhéngig a;, h;, p; mit Varianz proportional zu 1/j und
Mittelwert ay, hy;, ...

(c) datiere die "“Top-ns-Liste” auf

Ein Durchlauf dieses Algorithmus’ fiir ny = ng = 10000 und n, = 200 ergab
als optimale Werte fiir a, h und p

a = 3.098, h =0.0731, p = 0.0289
was Darstellung 8.9 ergibt.

num. best. unguenst. Kontam. fuer SO / AO [nach Donohos Vermutung]
0.30 r

SO

0.20

0.10

kontaminierende Verteilung
(@]

L
-10.0 -5.0 0.0 5.0 10.0

ideales Modell x~N(0,1), eps~N(0,1) r=0.1

Abbildung 8.9: Im Fall ¢, X Ly N (0, 1) stellen wir fiir Radius r = 0.1 der ungiinstigsten
SO-Kontamination POY aus Theorem 8.3.1 die numerisch als ungiinstigst

gefundene AO—Kontamination 151Y = N(0,1) = 1515 gegeniiber; bei der Su-
che nach }51Y verwenden wir den 3 -Phasen—Algorithmus C.2.1 und unter-
stellen Donohos Vermutung (102). }51Y kann aus theoretischen Griinden

150Y nicht erreichen, kommt diesem aber im Rahmen der Moglichkeiten
nahe.

8.8 Optimalitit des rIC

Wiéhrend die Untersuchungen in den Abschnitten 8.2, 8.3 und 8.4 eine (fast—)-
Optimalitét des rLS—Filters fiir SO-Umgebungen gezeigt haben, soll nun unter-
sucht werden, in welchem Sinn man auch den rIC-Filter als optimal innerhalb
des Filterproblems auffassen kann. Wir werden hier nur einen “Lemma 5’—
Ansatz fiir das SO—Problem prisentieren.
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8.8.1 eine Cramér—Rao—Schranke fiir stochastische Para-
meter

Ein wesentliches Argument bei der Herleitung des rIC in Kapitel 3 war es, das
Filterproblem als ein Parameter—Schétzproblem mit stochastischem Parameter
zu interpretieren. Weil beim Filtern aber immer nur eine neue Beobachtung ver-
arbeitet wird, besteht die Schwierigkeit darin, die asymptotischen Argumente
wie lokale Fisher-Konsistenz, vgl. Lemma 9.4.7 bzw. Lemma 10.2.13, die im
parametrischen Modell im eigentlichen Sinn — also mit deterministischen Pa-
rameter — zur Verfiigung steht, zu ersetzen durch eine Argumentation, die nur
mit einer Beobachtung auskommt. Fiir diese Zwecke wird in Abschnitt B.4 eine
generalisierte Fisher-Information fiir das Schéitzen eines stochastischen Parame-
ters definiert. Mit dieser erhalten wir folgende

Proposition 8.8.1 Seien X, Y RP - bzw. R? ~dimensionale Zufallsvariablen,
deren gemeinsame Verteilung PXY durch das Produktmaf p = j1 ® po mit
gewissen i1[2] € M, (BP9 dominiert werde. Dabei seien E|X|?, sowie die
verallgemeinerte Fisher—Information Ixy wvon X gegeben Y endlich'®. Defi-
nieren wir dann

X|y=

so gilt fiir alle Y —~mefbaren Schitzer f fir X, so daf$ |fA,| € Li(PXY) sttt
die Korrelationsbedingung

E[(f(Y) - X)A(X,Y)] =1, (8.104)
und die verallgemeinerte Cramér—Rao—Schranke 2:

MSE(f(Y)) = tr Zx|y +E|f(Y) = X = Iy Aul® > tr I, (8.105)

Dabei ist Gleichheit nur durch den One—Step—Schdtzer

fo= X +Ix A (8.106)

erreichbar und dieser ist nur zugelassen, falls er mefbar in Y ist. In jedem Fall
ist der Schitzer
fr = E[X + I3 AlY] (8.107)

optimal unter allen zuldssigen Schdtzern.

BEwEIS: Mit partieller Integration erhalten wir

fo;leY:y(x’y) )\k(dm) PY(dy) = I,
[ ) VipXIY=Y (2, y) \o(dx) PY (dy) = ©

10Dabei heiBle ZIx|y endlich, falls fX|y in (29) in Abschnitt B.4 endlich ist.
11Solche Schitzer heifien im folgenden zuldssig.
12Wie in der klassischen Cramér-Rao—Schranke gilt

E[(f(Y) = X)(f(Y) = X)7] = Txly,
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und daher folgt (104). Fiir (105) sehen wir ein, da8
0 = [If(y) — 2= Ixp Al o™ =0 (da) N (dar) PY (dy) =
= JUw) =2l PYY (da, dy) - Ty

wobel “=" nur gelten kann, falls f(Y)—-X = I)_qlYAm fast sicher PXY (dx, dy) .
Die Aussage iiber die Optimalitét von (107) folgt aus (105) und der Optimalitét

des bedingten Erwartungswertes. /i

Bemerkung 8.8.2 Dies liefert eine allgemeine mehrdimensionale Formulierung
der Cramér—Rao—Schranke ohne den Umweg iiber das Transformed Innovation
Distribution Model aus Masreliez und Martin (1977) .

Korollar 8.8.3  (a) Gleichheit in (105) kann nur erreicht werden, wenn die
faktorisierte, bedingte Verteilung PY (dy) —fast-sicher von der Form PXIY=y —

N (faly) Txly) st

(b) Ist Y = ZX + ¢ fiir eine Matriz Z € R”P | X, ¢ stochastisch un-
abhingig, € ~ N(0,V), so wird Gleichheit in (105) nur erreicht, wenn (X, &) ~
Np14(0, (OE‘(/))) ; in diesem Fall ist gerade fn(y) = My.

BEWEIS: (a): Wir wissen, da8 P*XY —fast sicher
Ixy (faly) — x) = Ay = V, logpX V=0,

Integration nach A¥(dz) zusammen mit der Tatsache, dal [ p*IY=¥\*(dz) =1
liefert die Behauptung; fiir (b) schreiben wir

_ Va((y—=Zz) | VepX(x) _ ri-1¢, Vap™ (z)
Ao =005z + oxw = 2TV (Y= Za) + Sxiys

so daf}

X (r S
o=~ Txy 27V 2)X + Ty Yok 27V 1y,

Damit f;, mefibar in Y ist, muf3 also v;);;’(;()x) = (ZTV’lZ—IX‘y)X sein, also

gilt X ~ Np(0,%) mit ¥ :=—(Z"V~'Z—Txy). Dann aber muf notgedrungen
fn =E[X|Y] sein, also
M) = (ZV 2+ 2TV Yy = My
m

Mit Argumenten analog zu Proposition 8.8.1 erhalten wir sogar faktorisiert nach
Y =y:

Proposition 8.8.4 Seien X, Y wie in Proposition 8.8.1; dann gilt mit
Ixyy = Ixy(Y) = E[ALAL]Y] (8.108)

PY (dy) —fast sicher
E[f(Y)=X][..]|Y] = Ixy (8.109)
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BewEIS: Wieder mit partieller Integration erhalten wir PY (dy)—fast sicher
SV = (@ y) M (de) = T,
J VX = (2, y) Ao(dz) = 0
und daher

0 < E[[f(y) X - IXIIYA ..T|Y}=

E [f(Y) o ‘Y] X\Y

m

8.8.2 “fast”—Optimalitit des rIC

Wir wollen nun den mithilfe der Cramér—Rao—Schranke ausgezeichneten Filter
EX-1I X‘lyA [Y] aus (107) als Ausgangspunks fiir die Argumentation nehmen:
Betrachtet man das Problem, zu einem zuldssigen Startschéitzer X, fiir X den
besten zuliissigen One-Step X = Xy + fO5(Y), Y = ZX +& unter der Neben-
bedingung sup |f°%| < b zu finden, so konnen wir das Problem nach Propositi-
on 8.8.4 darauf zuriickfiihren,

B[ X0 +/(Y) = X — Iyl AP |Y] = min!

zu 16sen, was zunéchst nach Lemma C.2.2 auf

L - - b
X =Xo+ (E[X — Xo + I, Az|Y]) min{1, }
X BIX — Ko+ Iy ALY])

fithrt. Machen wir aber dabei schon den Ansatz, daf3

Xo=Xo+AAx,w,  w=min{l, } (8.110)

bo
|AAx, |

wobei wir Ay, fiir Ay (Xjg(Y),Y) schreiben, so ist die Frage nach dem opti-
malen Ag, so daf}
E[|X — Xo — AAx,w|?] = min!

Im Unterschied zum klassischen, parametrischen Fall ist hier Bedingung (104)
wenig hilfreich, denn diese mittelt {iber alle Werte von X aus, so daff nicht nur
biasfreie, sondern jeder zuldssige Schitzer in Y (104) erfiillt.

Wie im Beweis von Proposition 8.8.4 sehen wir, dal das Minimum an derselben
Stelle Ay angenommen wird wie das Minimum von

B[|X — Xo + Iy

X|YA — AAx,w]?] :mfiln!

Im folgenden machen wir die Annahme, Ax sei zweimal differenzierbar in X
und werden benétigen, daf§ Ay “fast” von einem Gaufischen X stammt, in dem
Sinn, daB ||A%]|e < d ist — vgl. auch den Stetigkeitssatz aus Martin (1979)

Ax, =Ax + VI Ax(Xo— X) + 72,
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mit Restglied sup, , |ra| < §|X — Xo|*. Wir bemerken aber, da wir die Ab-
leitung von A, im noch zu bestimmenden Filter nicht verwenden, sondern nur
auszunutzen, dafl E[VIAx|Y = y] = IX|1Y und E[z;0,,Ax|Y] = 0, was je-
weils mit partieller Integration folgt, um

E[X — Xo + X|YAX AAx,w|Y] =
= E[X-Xo+ X|Y(AX Ax,) + (I le — Aw)Ax, Y] =
= Elra+ (I X|Y — Aw)Ax, |Y]
zu erhalten. Setzen wir
B:=X+IyAx,  C:=Xo+ Ahx,w
so ergibt sich wegen der Y —Mef3barkeit von C
E|B-C|?=E|B]* -2E[E[B - C|Y]"C] —E|C)?,

wobei E |B|? irrelevant fiir die Optimierung in A ist. Wenn wir ro vernachléssi-
gen, ist daher zu minimieren

E|AwAXO|2 2EA% XlYAAXOw—mIin'

was dquivalent ist zu

E|(Aw — Igjy)Ax [ = mjn! (8.111)
Ist nun Xy so gewahlt, daf E[ XlYAXOAT ] = I, — was im normalverteilten
Fall automatisch erfiillt ist —, und verlangen wir Optimalit'a’ut13 im Sinne der

leicht modifizierten Normalengleichung
(Agw — X|Y)AX0 1 AAx, inL5(P) VAeR\*? (8.112)
<— E[(Aow — X|Y)AX0 =0 (8.113)

so erhalten wir gerade die Korrelationsbedingung
E[AA x,wAx,w] =T, (8.114)

Insgesamt ergibt sich
X = Xo+ Ahx,w + ([Xo + I}y Axo] = [Xo + Awhx,)Jwz,  (8.115)
b

[Xo + X‘YAXO] [Xo + AwAXOH b

we = min{1, (8.116)

also als Korrektur zum Startwert X eine Summe aus einem geclippten, umstan-
dardisierten Inkrement, das dem AO-Teil AAjwao im rIC-Filter entspricht,
und einem ebenfalls gestutzten Term, der die Abweichung dieses robustifizierten
Inkrements zum klassisch optimalen darstellt, was im rIC—Filter dem 10—Teil
AAswro entspricht.

Durch geeignete Wahl von b, by und der zum Stutzen betrachteten Norm erhélt
man die verschiedenen rIC—Varianten.

13Im Hinblick auf das vernachlissigte 7o und die Verwendung von AAx, statt AAx,w
als Tangenten miiflite man korrekter von §—Optimalitét sprechen.
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Im ersten Teil der Arbeit haben wir durchweg die Kenntnis des Zustands-
raummodells in Gestalt der Hyper—Parameter F;, Z;, Q;, V; vorausgesetzt.
In vielen Anwendungsbeispielen — vor allem im 6konometrischen Bereich, vgl.
etwa Burmeister und Wall (1982), Watson (1989), aber auch Pecchi (1993) und
Brand (1998) — sind jedoch nur die Dimensionen von Zustand und Beobach-
tung, sowie die Matrix Z bekannt.

Dafiir geht man aber von einer Zeitinvarianz der Hyper—Parameter aus, und es
gilt, diese aus den Beobachtungen als Nebenparameter mitzuschétzen.

In dem nun folgenden zweiten Teil dieser Arbeit geht es dann auch genau um
diese Frage. Ein wichtiges Verfahren in diesem Kontext stammt aus einer Ar-
beit von Shumway und Stoffer (1982), die zur Hyper—Parameter—Schiitzung den
EM-Algorithmus verwenden.

Es wird in dieser Arbeit allerdings nicht begriindet, warum der EM—Algorithmus
auch in der Situation des Zustandsraummmodells mit abhéngigen Beobachtun-
gen anwendbar ist.

Selbst bei unabhiingigen Beobachtungen wire der EM—Algorithmus aus Robust-
heitsgesichtspunkten zumindest zu hinterfragen, weshalb wir uns in Kapitel 9
zun#ichst mit den statistischen Eigenschaften des EM—Algorithmus’ aus Sicht
der Robustheit beschéftigen und Alternativen hierzu aufzeigen.

In Kapitel 10 sind dann weitere Uberlegungen fillig, die es erméglichen die
Techniken aus Kapitel 9 auf Modelle mit Zeitabhéngigkeit, insbesondere das
Zustandsraummodell, zu iibertragen.

Hierbei stellt sich die Frage, ob wir bei unbekannten Systemmatrizen diese iiber-
haupt aus den Beobachtungen schéiitzen kénnen, sowie nach einer Optimalitéts-
theorie hierfiir.



Kapitel 9

der EM—Algorithmus aus
Sicht der asymptotischen
Statistik

9.1 DMotivation

Als einfach umzusetzendes Verfahren zur Schitzung von Parametern bei feh-
lenden Daten erfreut sich der EM—Algorithmus grofler Beliebtheit. Das Prinzip
hinter diesem Verfahren ist dabei die Maximierung der bedingten Likelihood.
Aus asymptotischer Sicht allerdings ist eher die Lo —Ableitung des Modells inter-
essant, denn sie liefert eine Charakterisierung asymptotisch optimaler Verfahren
im Sinn von Minimaxtheorem und Faltungssatz — vgl. Abschnitt A.5.

Bei fehlenden Beobachtungen kann man nun die Lo—Differenzierbarkeit des
entsprechend grober filtrierten Modells untersuchen und daraus auf die LAN—
Eigenschaft schlieBen. Dazu liefern wir in Abschnitt 9.2.1 zunéchst mit dem
Wurzeldichtenkalkiil eine effiziente Notation. Mit dieser fiihren wir dann den Be-
griff der Ly —Differenzierbarkeit ein. Es erweist sich, dafl sich die Eigenschaft der
Ly —Differenzierbarkeit bei einer Vergroberung des Modells — wie zum Beispiel
durch Missings — erhélt, was es uns ermoglicht, in Abschnitt 9.4 entsprechen-
de Cramér—Rao—Schranken, sowie notwendige asymptotische Entwicklungen fiir
Minimax—Schétzer und Maximin—Tests herzuleiten.

Die Ly—Ableitung ist dann auch wieder die Basis fiir die Definition von Influ-
enzkurven in diesem Kontext in Definition 9.4.4, so dafl man auch in diesem
Kontext robust—optimale Verfahren charakterisieren kann. Im Beispiel eines bi-
variaten, normalen Skalenmodells bei teilweise fehlender zweiter Beobachtungs-
koordinate untersuchen wir mit diesen Mitteln in Abschnitt 9.6 die aus dem
EM-Algorithmus hervorgehende Schitzfolge.

9.2 Glattheit von parametrischen Modellen
Bevor wir auf den EM—-Algorithmus eingehen, benotigen wir Begriffe aus der

asymptotischen Statistik wie Lo —Differenzierbarkeit, Loglikelihoodentwicklung
und LAN-FEigenschaft, die mit den Namen Le Cam und Héajek verbunden sind.
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9.2.1 Wurzeldichtenkalkiil

Wir wollen bei unseren Uberlegungen das elegante, auf Le Cam zuriickgehende
Wurzeldichtenkalkiil aus Kapitel 2 in Rieder (1994) verwenden, um das explizite
Konditionieren auf Nichtsinguldr—Bereiche von Maflen so weit wie moglich zu
vermeiden. Wir notieren daher:

Definition 9.2.1 Sei (2, A) ein mefbarer Raum. Dann definieren wir fir k €
N den reellen Hilbertraum der Wurzeldichten L5(A) als die Menge der Paare

LE(A) ;= {eVdP | € € LE(P), P € My(A)} (9.1)

Auf dieser Menge identifizieren wir Paare /AP, n/dQ vermdége der Aquiva-
lenzrelation

VAP = n/dQ / VB —nval® du =0, 9.2)

wobei | -| die euklidische Norm im R¥ und p € My(A) irgendein P und Q
dominierendes Mafl ist und p, q die p—Dichten von P und Q.

Auf der Menge der Aquivalenzklassen erkldren wir die Vektorraumoperationen
als

a&VdP + fn\/dQ = (& \/p + Bnya)\/dp (9.3)

fir o, € R. Schlieflich definieren wir ein Skalarprodukt auf diesem Vektor-
raum als

(E/dPIn\/dQ) = / €70/l dy (9.4)

9.2.2 L,—Differenzierbarkeit in glatten Modellen

Wir wollen dieses Kalkiil im Zusammenhang mit glatten parametrischen Fami-
lien verwenden. Sei also das Modell P gegeben als

P={P|0 €0} M(A), (9.5)

eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf dem mefBbaren Raum (Q,.A);
diese wird parametrisiert durch 6 aus einem offenen k—dimensionalen Parame-
terbereich © C R*. Dementsprechend schreiben wir auch Eg[-] fiir Ep,[]. Mit
dem Wurzeldichtenkalkiil konnen wir Lo —Differenzierbarkeit von P definieren:

Definition 9.2.2 Das Modell P heifit Lo—differenzierbar in 6, falls es eine
Funktion Ay € L5(Py) gibt, so daf fiir t — 0

IV/@Pore = VAP (1 + 17 Ag) | 2y a) = 0lt) (9.6)

und fiir alle t € R*
Ay 2o — t=o. (9.7)
Die Funktion Ag heifst Lo—Ableitung, und wir nennen die k x k—Matriz Zy

Ig = Eg [AQAE] (98)

Fisher-Information von P in 0.
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9.3 Glattheit von Modellen fiir grobere o—Al-
gebren

9.3.1 Waurzeldichtenkalkiil fiir grobere o—Algebren

Diese Begriffe werden jetzt umgesetzt fiir die Situation, in der nur eine grébere
o—Algebra zur Verfiigung steht. Sei dazu weiter (2,.4) unser mefibarer Raum,
U C A eine Unter—o—Algebra. Dann schreiben wir PY fiir das restringierte
Modell

PU = (P 0 cO} C M (U), (9.9)
wobei wir jedes P¥ auffassen kénnen als Restriktion eines Mafles Py € M (A)
auf M1(U). Ebenso verstehen wir zu einem dominierenden Mafl u € M;(A)
unter pY die p-Dichte der Einschrinkung von Py auf M;(U). Diese liafit
sich auch als bedingter Erwartungswert schreiben: pYf = E[pg|U], wie man ein-
fach mithilfe der Radon—Nikodym—Gleichung sieht. Dementsprechend fassen wir
auch dPY auf als E,[dPy|U]. Eine weitere wichtige Konsequenz ergibt sich:

Lemma 9.3.1 Sei X eine (Q, A) — (R*,B*) -mepbare Zufallsgrife. Dann gilt
E,L[X dPy|U) = Ep, [X|U) B, [dPy|U] (9.10)
BEwWEIS: Wir gehen zu p—Dichten iiber und sehen, daf} fiir alle A € U gilt:

/EN[ng\Z/{]d,u:/ngdp:/XdPg:
A A A

= /EPG[X\L{] dsz/Epe[X\L{] dP“:/E[XW]pg’dM
A A A

Va

9.3.2 Ls,—Differenzierbarkeit fiir grobere c—Algebren

Im unabhingig identisch verteilten Fall iibertragt sich die Lo —Differenzierbar-
keit auf das restringierte Modell, denn es gilt

Theorem 9.3.2 Ist P Lo —differenzierbar in 6 mit Ableitung Ay und gilt fir
teRF

" E[Aol)] 20 = t=0, (9.11)

so ist es auch PY mit Ableitung NY := E,[Ag|U], wobei p ein W-Mafs ist, das
alle Py, lings einer konvergenten Folge 0, = 0 4+ hy,, hy, — 0, hy/|hn| — h,
sowie Py, mit 6y = 0 dominiert. Diese Ableitung ist eindeutig ng) —f.s.

BEWwEIs: Rieder und Ruckdeschel (2000a) /4

Bemerkung 9.3.3  (a) Dieses Resultat findet sich in Witting (1985), dort
Satz 1.193. Allerdings wird im Beweis dort der Satz von Pratt verwendet, ohne
daBl dessen Voraussetzungen nachgewiesen werden. Durch eine andere Argumen-
tation mit dem Satz von Vitali kann man diese Liicke zwar umgehen, der hier
zitierte Beweis jedoch verwendet elementarer das Vallée—Poussin Kriterium.

(b) Einen géinzlich anderen Beweis dieser Aussage, der sich allerdings nicht
ohne weiteres auf den Fall von Dreiecksschemata iibertragen lé8t, geben Le Cam
und Yang (1988), Proposition 4.
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9.3.3 L, Differenzierbarkeit fiir Dreiecksschemata

Bei der Behandlung von Missings wollen wir zwei Herangehensweisen présen-
tieren: Einmal Missings an zufilligen Beobachtungen und einmal an bekannten,
deterministischen Stellen. Bei letzterer liegt bereits bei den einfachsten anvi-
sierten Beispielen keine Situation identisch verteilter Daten mehr vor: einige
Beobachtungen werden “vollsténdig” vorliegen, andere nicht. Daher miissen wir
den Begriff der Ly—Differenzierbarkeit zumindest auf Dreiecksschemata wie im
zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg—Feller verallgemeinern. Um aber trotz-
dem von Optimalitét reden zu kénnen, verlangen wir jedoch im Unterschied zur
Darstellung in Rieder (1994), dafl die “standardisierten” Fisher-Informationen
konvergieren. Wir verschenken aber nichts, wenn wir statt einer Standardisie-
rung mit 1/y/n auch die Standardisierung mit einer deterministischen Folge
symmetrischer, positiv definiter Matrizen (sy), C Rka7 sy, — 0 zulassen und
somit den Fall der Regression mit deterministischen Regressoren abdecken. In
letzterem Fall wiire s, := (3 :" @p 2], ;)" 2 .
Sei also

Pri=A{Pnin|0 €O} C Mi(Ay,;) (9.12)

ein Dreiecksschema parametrisierter Wahrscheinlichkeiten auf einer Folge von
Stichprobenrdumen (€, ;, A, ;) mit offener Parametermenge © C R".

Definition 9.3.4 Fin parametrisiertes Dreiecksschema P, ; heifle Lo -diffe-
renzierbar in 6, falls es ein Dreiecksschema von Funktionen A, ;¢ € Lg(Pn’i}g)
gibt, so daf gilt

(L2-1)
Enio[Mnio] =0  Vi=1,...i,, ¥n>1 (9.13)

(L2-2) Es gibt eine deterministische Folge symmetrischer, positiv definiter Ma-
trizen (sp)n C R™™™, s, — 0, so dafi mit einer endlichen, symmetri-
schen, positiv definiten Matriz Ly € R™*"

Jim Z Eni0[snn,i,007 5 050] = Lo (9.14)

i=1

(L2-3) Fiir alle € € Rog und alle t € R* gilt mit s, aus (L2-2)

W Y Bl s, anolser [E800ni0l%] = 0 (9.15)

i=1

(L2-4) Fiir alle t € R* gilt mit

O, =0+ spt (9.16)

. o 1 T 2
nlLH;O; 1V dPri0, — \/dPri0(1 + 2t snlni o)z, . =0 (9.17)

Die Matriz Iy heiffe Fisher—Information in 6 von P, ,; und das Schema A, ;¢
heifse Lo —Ableitung von P, ; in 6.
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Die korrespondierenden ProduktmaBe auf (x; Q,,;, &), An,;) seien

in

)= ® Prio; Po(:) = ® Pri 6, (9.18)
i=1 i=1

und @i X Qy,; — 5, sei die i—te kanonische Projektion. Hiermit gilt:

Theorem 9.3.5 Fulls das parametrisierte Dreiecksschema P, ; in 6 Lo-dif-
ferenzierbar ist mit Lo —Ableitung A, ; 9 und Fisher—Information Ly, so gilt fir
die Loglikelihoods der Alternativen, die durch (16) und (18) definiert sind

1. 0
log dp(" anAnZG Inz — §t Igt-i—ops(n) (n”), (9.19)

wobet

<sn > An,i)g(xn)i)> o P{™ 5 N (0,Zy) (9.20)
=1

BeweEIs: Rieder (1994), Theorem 2.2.9; wie sich die hier verwendete, andere
Standardisierung umsetzt, ist klar. Y/

9.4 Folgerungen fiir unvollstindige Beobachtun-
gen

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dafl fiir Ls—differenzierbare Model-
le die LAN-Eigenschaft folgt und damit die starken Optimalitétsresultate der
asymptotischen Statistik wie der Faltungssatz A.5.5 und das as. Minimax—
Theorem A.5.9 zur Verfiigung stehen.

Andererseits haben wir in Abschnitt 9.3.2 gezeigt, dafl im unabhéngig identisch
verteilten Fall sich die L, —Differenzierbarkeit auch auf grober melbare Modelle
iibertrigt, und die Optimalitdtsresultate somit dort ebenfalls gelten. Dies wollen
wir im folgenden ausnutzen, um die Optimalitétsresultate auch auf die Situation
von unvollstéindig beobachteten Messungen auszudehnen.

Da aber im allgemeinen nicht alle Beobachtungen im gleichen Mafle unvoll-
standig beobachtet werden, liegt es nahe, gleich m verschiedene “Grade” an
Unvollstédndigkeit zu betrachten. Formal kénnte man sagen, die Beobachtungen
stammten aus m verschiedenen Modellen, wobei ein Index—Mechanismus be-
stimmt, aus welchem Modell die jeweilige Beobachtung stammt.

Um die Frage der L,—Differenzierbarkeit in dieser Situation zu beantworten
miissen wir daher — einem Vorschlag im Seminar in Bayreuth aus dem WS 99/00
folgend — zun#chst das m—Stichprobenproblem untersuchen.

9.4.1 Ls—Differenzierbarkeit im m—Stichprobenproblem

Seien P; 1 =1,...,m Ls—differenzierbare Modelle auf dem Mafiraum (Q,.A)
mit einheitlichem Parameterraum ©. Die L —Ableitungen seien Ap;, und in
Abweichung zu Definition 9.2.2 diirfen die einzelnen Fisher-Informationen Zy; =
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Eg [Ag’lAg,l] singulir sein.
Wir beobachten Paare (V,Y);, i=1,...,m mit V; €1,...m und

Y= Zl{m:z} Xils Xy "~V Py, Py, € Py (9.21)
=1

Ist nun der Auswahlmechanismus {V;} stochastisch unabhéngig von den X,

und sind die V; Ly Mult(m, p) mit p = (p1,...,pm) bekannt, p; >0, ", pr =
1, so gilt:

Proposition 9.4.1 Die Paare (V,Y); sind identisch verteilt, und das Modell
Q:=Ly((V)Y)) ist Lo —differenzierbar, sofern Y, mZg; >~ 0 ist.

BEWEIS: Zuniichst zur Unabhéngigkeit: Seien n € N, 1 < iy < ... < ip;
da die Mengen x7_;A; , A;; = I;; x Ji; mit I;; € {1,...,m}, J;; € A,
einen durchschnittstabilen Erzeuger von (2{%™}® 4)®" bilden, geniigt es die
Unabhéngigkeit fiir solche x7_; A;; nachzuweisen.

P((\(V,Y),) € Ai)) = P(\ Vi, = I, NY;, € Ji)]) =
Jj=1 j=1
= P((\V;, =1, N X1, €J =I,N X1, €Ji,) =
j=1 J=1
= I1P0 =5, 0%, €)= [TV € 4)
: j=1

Andererseits gilt

P(V,Y);)) € A1) =PV, =L NY;, € Ji]) =
= P(Vi=hL)P(Xi1 € 1) =p1,Por()1)
so dafl die (V,Y); identisch verteilt sind.
Sei v das Zahlmaf$ auf Z. Dann gilt fiir ein generisches Element aus d@ € Q3

Q(dv,dy) = dQe(dv,dy) = > pi 1,1y Po(dy)v(dv)
=1

Damit aber gilt in £2(A) mit Ag(v,y) = 37" Liomiy Mou(y)

h™ -
1VdQo+n — v/dQo(1 + - Aol 2o () =
m h7— _
= 1> Vi L=y [V/dPosni — \/dPo (1 + > Aol 2oy = o(|Rl)
=1

Als Fisher-Information erhalten wir

Ty = Eq,[Ahj]=Eq,[> vy Aoihj,] =
=1

= > mEp, [AaiAg] = piZy -0
=1
m
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9.4.2 Situation mit Missings als m—Stichprobenproblem

Wir gehen zunéchst aus von unabhéngig identisch verteilten Beobachtungen
Xi, Xi: (A — (V, A, aus einem Lo —differenzierbaren Modell

P ={Pye Mi(A)|0 €O} (9.22)

Die Situation mit m verschiedenen Typen von Missings fassen wir nun als spe-
zielles m—Stichprobenproblem auf, wobei die P; nun die Gestalt P“ haben,
wobei U; Unter—o—Algebren zu o(X) sind. Dies verallgemeinert die Situation,
in der einzelne Beobachtungen ganz fehlen, was dann der trivialen o—Algebra
entspricht. Dennoch wollen wir solche unvollsténdigen Beobachtungen kurz Mis-
sings nennen.

In dieser Modellierung kénnen wir bei jeder einzelnen Beobachtung entschei-
den, ob es sich um ein Missing handelt, und wenn ja, gemifl welcher Unter—o—
Algebra die Beobachtung mefibar ist. Formal bilden wir also folgendes Modell:
Es gibt einen idealen Beobachtungsprozef von Beobachtungen X; aus P; wir
beobachten aber Paare (V;,Y;), wobei die V; iiber die Feinheit der Mefibarkeit
der Y; entscheiden.

Die Unter—o—Algebren U; [ = 1,..., m denken wir uns als erzeugt durch ein m-
Tupel F = (F1,...,Fy)" X;-mefibarer, moglicherweise nicht injektiver Funk-
tionen Fj : (', A") — (5, B;); das vollstindige Fehlen einer Beobachtung wird
durch Z={1},B={0,Z} dargestellt'.

Bis hierhin haben wir aufier der Mefibarkeit von (V;,Y;) noch keine Aussagen
iiber die Variablen V; gemacht. Halten wir uns an die Terminologie von Little
und Rubin (1987), so wollen wir uns im folgenden auf die Situation beschranken,
dafl die Zeitpunkte, an denen Missings vorliegen durch einen u.i.v. Zufalls-
mechanismus entschieden wird, der vollstdndig unabhéngig vom X —Prozef ist
[missing completely at random] (MCAR); damit bleiben wir in der Situation un-
abhéngig identisch verteilter Daten, was das Kalkiil erheblich vereinfacht; wir
sind also in der Situation des vorigen Abschnittes, und das Modell mit Missings
Q,, schreibt sich als

Qn = {Qn,@ = ['9(‘/7 Y)®n | RS 9}

Bemerkung 9.4.2 Die Tatsache, dafl sich bei unabhingig identisch verteil-
ten vollstindigen Daten die LA(M)N-Eigenschaft auf grober filtrierte Modelle
iibertrigt, wird bereits in Le Cam und Yang (1988) bewiesen. In den Setup die-
ser Arbeit fallen auch die hier gemachten Aussagen; die Autoren geben iiberdies
Bedingungen an, unter denen sogar die LA(M)N—Eigenschaft im grober filtrier-
ten Modell ausreicht, ohne Riickgriff auf die stérkere Lo —Differenzierbarkeit zu
nehmen.

Wir wollen aber hier im Kontext dieser Lo —Differenzierbarkeit bleiben, denn
dieser liefert uns zugleich mit der Lo, —Ableitung den Ansatzpunkt fiir den Be-
griff der Influenzkurve in Definition 9.4.4.

1Die Verallgemeinerung auf die nicht identisch verteilte, unabhéingige Situation, X; :
(Q,A) g (Q/,A/)i, m = m; und Fl = Fl,i: Fl,i : (Q/,A/)i g (El,i’Bl,i) ist klar, wiirde
aber die Notation erheblich verkomplizieren.
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9.4.3 Umsetzung der allgemeinen asymptotischen Theorie

Im Fall von (MCAR)-Missings wollen wir nun Auswirkungen auf die Inferenz
in einem Ly—differenzierbaren, parametrischen Modell P = {Py |6 € ©} be-
trachten. Als unmittelbare Folgerung von Theorem 9.3.2 und Proposition 9.4.1
erhalten wir:

Proposition 9.4.3 Das Modell P4 = Q = {Ly(V,Y)} ist in § € © Ly-—
differenzierbar mit Lo —Ableitung AY und Fisher-Information I§ < oo, falls
P in 0 Lo —differenzierbar ist mit endlicher Fisher—Information Iy und 0 <
Ié”{ < 00. Dabet ist

Au = Alé{(vv y) = Z I{v:l} Alé{l (y)a
l

und als TY ergibt sich Y, plIé’{l

Definition 9.4.4 Sei PY in 6 € © Lo —differenzierbar mit Lo —Ableitung AZ(;’
und Fisher—Information T4 , und sei D€ RP** vk D=p. Gilt fiir wél), . ém)
@) ¢ e P, 1=1,....m
(b) Eo[’1=0,1=1,....,m
(©) X i Bo[ty’ A7) =Tk resp. D,
dann heifle der Ausdruck

Yo(v,y) = > Ty ¥ (y) (9.23)
l

[partielle] Influenzkurve in 6. Die Menge aller [partiellen] Influenzkurven in
0 heife Uo(0) resp. WP (0).

Bemerkung 9.4.5 Wegen der MeBbarkeit (a) ist (c) dquivalent mit

Zpl Eg[wél)Azé{LT] =1 resp. D
!

Definition 9.4.6 Sei 7 : © — RP eine in 6 € © differenzierbare Abbildung
mit D = drlg, tk D = p. Ein asymptotischer Schitzer S = (Sy,) fir 7(0),
Sh : (Q",fl@") — (RP,B?) heiffe asymptotisch linear in Qg € PY, falls es eine
partielle Influenzkurve 1y € WP (0) gibt, so daf

S’I’_LI(STL - 7'(9)) = Sn ZwO(Uzﬁyi) +0Q,.0 (no) (9-24)

i=1
Die Begriindung fiir Bedingung (c¢) in Definition 9.4.4 ist folgende:
Lemma 9.4.7 Sei S ein asymptotischer Schitzer fir 7(6) mit Entwicklung (24)
fiir ein vy mit Eigenschaften (a), (b), aus Definition 9.4.4. Dann gilt (c) genau

dann, wenn
sgl(Sn —7(0)) 0 Qn.o+snt,, - N(Dt,Cy(19)) (9.25)

fiir t, — t € R, wobei

Co(te) = Y p1 Covolyyy]. (9.26)
l



168 KAPITEL 9. DER EM-ALGORITHMUS AUS SICHT DER AS. STAT.

BEwEIs: Rieder (1994), Lemma 4.2.18. Vi

Proposition 9.4.8 Sei S = (S,) ein in Qy € PY asymptotisch linearer
Schitzer mit Influenzkurve 1y € W2 (0). Dann gilt

(@)

Cowy) = > p Covel] = D> pZi) ‘D" (9.27)
l 1

mit “=" = Y =g := DIY¥ IAY
(b) s,1(S, —7(0)) ist regulir fir D = drlg mit normaler Grenzverteilung

N(0,Co(1bg)) = N(0,Co(tpe) — Co(te)) * N(0, Co(ebg)) (9.28)

Die Grenzverteilung N (0,Cy (1[)9)) wird dann und nur dann angenommen, wenn
Vo =V -

(c) Sei die zugrundeliegende Verlustfunktion® ¢ € L, £ stetig \P—f.s.. Dann
15t

lim lim lim  sup /b A5 S — T(0 + 5,8)]) dQgss,t =

b—o00 c—00 N—00 teo, |t|<c

- / CAN(0,Colibp)) > / (AN (0, Co(ds)) (9.29)

und die untere Schranke wird angenommen, wenn g = 1[)9. Ist £ € L monoton
quadratisch, d.h.

[ v(zTAz)  fir|z| < o0
=) = { sup ¢ fiir |z| = o0 (9.30)
fiir eine monotone Funktion v : [0,00] — [0,00] und eine positiv definite Ma-

triz. A, und nicht konstant, so kann die untere Schranke nur durch g = 1[)9
angenommen werden.

BeweEIs: Rieder (1994), Proposition 4.2.20 Y/

Noch allgemeiner gilt

Proposition 9.4.9 Wir betrachten das Problem, 7(0) in den Modellen Q,, =
{Qnors,i|t €RF} C My(A,) zu schitzen.

(a) Die Standardisierung R = (R,) eines asymptotischen Schitzers S =
(Sn) fiir 7(0), R, = s, (S, —7(0)) sei requlir fir D = drlg mit Grenzvertei-
lung M € M (BF). Dann gibt es eine Wahrscheinlichkeit My € My ((B¥), so
dafs

M = Mo+ N'(0,Co(v)) (9.31)

Die Standardisierung R* = (R}) eines reguliren Schitzers S* erreicht die
Grenzverteilung M* = N(0,Co(10g)) dann und nur dann, wenn S* ein asym-
ptotisch linearer Schétzer mit Influenzkurve g = 1y ist.

2vgl. Definition A.5.7
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(b) Sei L e L,
Yo = / (AN (0, Co(4)). (9.32)

Dann gilt

lim lim liminf inf  sup /b A5 Sn — T(0 + 5,8)]) dQngrs,t > o
b—oo c—oo n—oo SES teo, [t|<c
(9.33)

Ist £ NP—f.s. stetig und der Schitzer S* asymptotisch linear in Py, mit Influ-
enzkurve g, so gilt

lim lim lim  sup /b A5 S = T(0 + 5,8)])) dQrgys,t = Yo (9.34)

b— 00 c—00 N—00 teo, [t|<c

Bewels: Rieder (1994), Proposition 4.2.19 Y/

9.5 EM-Algorithmus

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, wie sich die Situation von unvollstandi-
gen Beobachtungen in den Kontext der allgemeinen asymptotischen Theorie ein-
ordnen laf3t.

Dies kann man dazu verwenden, um zu beurteilen, wie gut ein Verfahren zur
Parameterschitzung in dieser Situation [asymptotisch] ist, und um gegebenen-
falls optimale Verfahren zu konstruieren.

Fiir den Fall unvollstdndiger Beobachtungen ist der EM—Algorithmus ein recht
universell einsetzbares und oft einfach durchzufiithrendes Verfahren. Wir wollen
nun aus der Warte der Asymptotik beurteilen, ob der EM—Algorithmus sich auch
mit den theoretisch optimalen Verfahren messen kann, und untersuchen, ob ein
entsprechend der asymptotischen Theorie optimales Verfahren aufwendiger zu
realisieren ist oder nicht.

9.5.1 “klassischer” EM—Algorithmus

Wir beschrinken uns hier darauf, den EM—Algorithmus aus Dempster et al.
(1977) fiir unabhiingig identisch verteilte Beobachtungen darzustellen. Auf die
zahlreichen Verallgemeinerungen wie GEM—-, ECM—-, ECME—- und OSL-Algo-
rithmen gehen wir hier nicht ein, sondern verweisen auf die umfangreiche Li-
teratur zu diesem Thema, vgl. die Monografien Little und Rubin (1987) und
McLachlan und Krishnan (1997).

Zunichst gehen wir nicht auf die Regularitétsvoraussetzungen ein und verwen-
den die bisher eingefiihrte Notation anstelle derjenigen von Dempster et al.
(1977).

Wir definieren Q(0,0)(v,y) := 3, Ii,—1y Ejllog pe(y)[th] mit p(x) der Dichte
von Py . Dann lautet der EM—Algorithmus

Algorithmus 9.5.1
(-1) Vorbereitung:
Berechnen von Q(6,0)(v,y) als Funktionen in (6,0, y,v).
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(0) Initialisierung:
7:=0;
Bestimmen eines Startschitzers #U) fiir 6.
(1) E-Schritt:
Berechnung des bedingten Erwartungswertes an Py, ., Q(0,09)(v;, ;)
als Funktion in 6.

(2) M-Schritt:

Maximieren der bedingten Likelihood

oUTY = argmaxZQ(@, 09 (;) (9.35)
0 i
j:=j+1, gehe zu (1) bis Konvergenz.

grundlegende Eigenschaften

Der EM—-Algorithmus besitzt folgende, einfach zu beweisende Eigenschaften, die
man z.B. in McLachlan und Krishnan (1997) bewiesen findet:

o Wegen der Konkavitdt der log—Funktion und der Jensen—Ungleichung
fiir bedingte Erwartungswerte ist die Folge der bedingten Loglikelihoods,
L(6W) := 3", log p*i 0 (y;) monoton wachsend.

e Falls die Folge der 0\) gegen ein 6y konvergiert und Q(s,t) in t = 6y,
s = 0p und L(t) in t = 6y differenzierbar sind, so mufi notgedrungen
d/dt L(6p) = 0 sein.

Leider ist damit aber noch nicht viel gewonnen, denn

e cs ist nicht klar, ob mit der Konvergenz der L(6)) auch die Folge der
6\) mitkonvergiert — vgl. McLachlan und Krishnan (1997), Example 3.3.

e selbst wenn die Folge der #1) konvergiert, ist nicht klar, ob es sich um
ein lokales Maximum, Minimum oder einen Sattelpunkt handelt — vgl.
McLachlan und Krishnan (1997), Example 3.1. und Example 3.2.

e selbst wenn die Folge der A1) gegen ein lokales Maximum konvergiert, ist
nicht sicher, ob es sich um das globale Maximum handelt.

e selbst wenn die Folge der #1) gegen das globale Maximum konvergiert,
ist nicht sicher, ob dieses ein konsistenter Schétzer fiir den Parameter ist
— vgl. Le Cam (1986), §17.6, pp. 621-625.

e selbst wenn die Folge der #U) ein konsistenter Schitzer fiir den Parameter
im idealen Modell ist, muf} dies unter kleinsten Modellabweichungen nicht
mehr gelten — der Grund fiir die Entstehung der robusten Statistik.

Zur Konvergenz des Algorithmus hat Wu (1983) folgendes gezeigt:

Theorem 9.5.2 Sei 01Y9) eine Folge, die durch den EM-Algorithmus erzeugt
wird. Gilt dann mit S := {0 € ©°|0 ist stationdrer Punkt von L}

M(0W) NS¢ ist abgeschlossen, (9.36)
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s0 sind alle Hiufungspunkte von {00} stationdre Punkte von L und L(0Y)) 1
L(6y) fiir einen stationdren Punkt 6.
Figenschaft (36) ist erfiillt, falls Q stetig in (s,t) ist.

Allerdings beschiftigen sich alle dem Autor bekannten Arbeiten iiber die Kon-
vergenz des EM-Algorithmus’ nur mit der Frage, ob die Folge der #() gegen das
globale Maximum der bedingten Loglikelihood konvergiert und gegebenenfalls,
wie schnell sie dies tut. Die Fragestellung, welche statistischen Eigenschaften
diese Schétzfolge hat, wird weitestgehend ausgeklammert.

9.5.2 statistische Eigenschaften des klassischen EM—Algo-
rithmus’

Wir gehen von nun an bereits von der Konvergenz der 0() gegen die globale
Maximalstelle der Funktion L aus. Damit miissen wir uns fragen, unter welchen
Umstédnden der Maximum-—Likelihood—Schétzer konsistent ist, und wenn er dies
ist, wie er sich auch auf Umgebungen des idealen Modells verhélt.

Da# sich der ML—Schétzer in vielen Situationen als optimal im Sinn der Cramér-
Rao—Schranke herausstellt, verdankt er weniger der Eigenschaft, Maximalstelle
der Likelihood oder Nullstelle deren Ableitung zu sein, als vielmehr der Tat-
sache, dafl unter Regularitdtsvoraussetzungen des zugrundeliegenden Modells
diese Nullstelle eine Entwicklung der Gestalt

(S, — ) = % Z Yo (i) + op(n®)

besitzt, mit ¢y = I, Ay der klassisch optimalen Influenzkurve; in diesem
Fall handelt es sich nach Definition 9.4.6 also um einen asymptotisch linearen
Schétzer, der dann aber die im Sinne der Cramér—Rao—Ungleichung optimale
Varianz annimmt. Genauer gilt

Theorem 9.5.3 Gilt fiir das Modell P = {Py ;0 € O}

(a) Das Modell P besitzt die LAMN-FEigenschaft in 6 = 6y mit asymptotisch
suffizienter Statistik W, und Standardisierung T, .

(b) Die Folge s, (MY — 6y) ist straff unter Py,

(c) Fiir jedes € >0 und >0 gilt

dPp,n | dPp,

lo )
S APy, dPy,n

lim lim sup Py,

-0 nooo

sup
|h1—ha|<§

>e, h; € Da] =0, (9.37)

wobei wir Dy == {h € R* : |h| < a} setzen und abkiirzend schreiben 6; =
0o + snhi,so haben wir

s (M — 60) = Ty 2 (80) Wi (60) + op, . (n°) (9.38)

Ist insbesondere das Modell auch noch Lo -differenzierbar mit Standardisierungs-
folge s, = ﬁ und besitzt sogar die LAN-FEigenschaft, so gilt

\/’E(QML - 60) = ﬁze—l Z?:l An,i + OPpy (nO) (939)

BEWwEIS: Jeganathan (1982), Theorem 7. Y/
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Bemerkung 9.5.4 e Andere Bedingungen fiir die Konsistenz des ML—Schét-
zers im unabhéngig identisch verteilten Fall lassen sich aus Huber (1967),
Le Cam (1970), sowie Wald (1949) und Wolfowitz (1949) ablesen.

e Der Riickzug auf L;—differenzierbare und damit asymptotisch normale

Modelle schliefit Fille zunéchst aus, in denen das ML—Verfahren mit noch
besserer Konvergenzrate als 1/4/n konsistent ist, wie z.B. die ufo(0,6)—
Familie.
Verldfit man aber das ideale Modell, und betrachtet die Schétzfolge auf
Umgebungssystemen, so gilt fiir diese wieder ein (nichtparametrischer)
asymptotischer Minimaxsatz mit asymptotisch normalverteilten Verfah-
ren als Optimum ldngs ungiinstigsten “Richtungen” innerhalb der Um-
gebungen — vgl. Remark 4.3.3 “Smooth Parametric Model” in Rieder
(1994).

Auf die Stabilitéitseigenschaften des ML—Schétzers kommen wir spéter noch zu

sprechen.

9.5.3 “One—Step” EM—-Algorithmus
asymptotische Eigenschaften des ML—Prinzips

Als Einstieg soll anhand von Diagramm 9.1 skizziert werden, wie man die stati-
stischen Eigenschaften des ML—Prinzips herleitet. Ziel ist die effiziente Schiatzung

Lo(X1,....,.Xn)= lanalyt. Zl Ag(Xi);O num,Verg:éioo Zl Aoy (X3)

Zi log po (X;)=maxg! [Krit. mit Ag=2 logps Newtod % Z’i Ago (Xi)
i “LLN
R 1 Mg (X;)
: 20+ = Zizeeo 2| part. 5 137 Nep(X0)
. Int. 0~ 7=&
mit Ieo :EGO [Ago] ¢ o0 E90 [ASO]
Que—Step 0 25m
LAN ™

ist Lo—differenzierbar mit
Ableitung Ay und Fisher—Info Zy

parametrisches Modell P = {Py}

Abbildung 9.1: schem. Darstellung der Herleitung der as. Normalitdt des MLE

eines Parameters, also eine moglichst kleine Varianz des Verfahrens moglichst
ohne Bias. Dieses Problem ist im allgemeinen nur asymptotisch in den Griff zu
bekommen, und argumentiert man mehrdimensional, bietet sich im wesentli-
chen die dargestellte Argumentation an, die wir hier der Einfachheit halber nur
eindimensional ausfiihren:

Wir starten mit der Likelihood des Modells, diese ist zu maximieren. Wir ge-
hen dazu zum Logarithmus {iber, leiten nach dem Parameter ab, suchen eine
Nullstelle, was im allgemeinen nur numerisch geht — zum Beispiel mit dem
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Newton—Verfahren — und gelangen zum Gauss—Newton—Verfahren, argumen-
tieren dann mit dem Gesetz der groflen Zahlen im Nenner und erhalten das
Fisher—Scoring, integrieren den Nenner partiell und erhalten eine asymptoti-
sche Entwicklung in einer Summe stochastisch unabhéngiger Inkremente, von
wo aus wir mit Lindeberg—Lévy auf die Normalverteilung schlieen kénnen.
Fiir eine Ubersicht zu numerischen Optimierungsverfahren, die zu diesem Zweck
in der Statistik verwendet werden, verweisen wir auf Berndt et al. (1974), und
im Spezialfall des Zustandsraummodells auf Gupta und Mehra (1974).

Bei all diesen Schliissen benttigen wir massiv die Glattheit der Likelihood. An-
dererseits kann diese Glattheit der Likelihood nicht wirklich notwendig sein, da
ja diese als Dichte nur fast sicher bestimmt ist.

Einen anderen, direkteren Zugang, bietet die Bedingung an das Modell, Ly—
differenzierbar zu sein. Diese liefert dann sofort die Existenz der asymptotisch
linearen Entwicklung und zugleich iiber die dann geltende LAN-Eigenschaft so-
gar eine gewisse Gleichméfigkeit der asymptotischen Normalitét.

Eine weitere, vom ML-Prinzip unabhéngige Konstruktion, die des One-Steps,
ermoglicht es nun, ohne weitere Voraussetzungen einen Schétzer mit der ge-
wiinschten asymptotischen Entwicklung zu erzielen:

Idee des “One—Step”

Dafl man die optimale Entwicklung aus Proposition 9.4.8 auch anders erreichen
kann, als mit einem M-Schétzer legt folgendes heuristisches Argument nahe:
Wir definieren zu einem Startschitzer §° mit /n(0° — ) = Op(n°) und einer
Influenzkurve vy den One—-Step—Schditzer

A 1
0:=0°+ - ; Vo, () (9.40)
Dann “gilt”

Vil = 0) = 2= 3 ol = V0" = 0) = (3" vim(z) — vofa) =

Vit [ = o s =~ [ v @ — apy) =
= Vi [ G AG6° ) dPw = /(8" - 6),

also /(0 —0) = =371 vo(:).
Genauer 148t sich nach diesem Prinzip bei Vorliegen von Lo —Differenzierbarkeit
ein Schétzer mit der gewiinschten Entwicklung sogar auf Umgebungssystemen
u),

UG ={U@,r)|r €l0,00)} (9.41)
und U(6,r) eine “Umgebung” mit Radius r um Py, gewinnen:

Man nehme irgendeinen Schitzer 6°, der nur Werte in © annimmt und /n—
konsistent auf ¢(#) ist, so daf fiir alle r € (0, c0)

lim lim sup sup {Q%")(\/ﬁ 0, — 0] > M| Qi € U@,7/vn)} =0.  (9.42)

M—o0 n



174 KAPITEL 9. DER EM-ALGORITHMUS AUS SICHT DER AS. STAT.

Diesen verwende man als Startschitzer und definiere damit — notfalls mit einer
noch einmal regularisierten Version — den One—Step—Schitzer (40). Mathema-
tisch abgesichert findet sich dieses Argument in Rieder (1994), Kapitel 6.

Argumente fiir einen “One-Step”—-EM-Algorithmus

Nach diesem Prinzip verfahren wir nun bei der Konstruktion eines “One—Step”—
EM-Algorithmus’. Dabei haben wir folgende Argumente

e Fiir den Fall der klassischen Scores—Funktion 1/39 =1, 'Ay kommt man
dabei mit der Lo —Differenzierbarkeit ohne weitere Voraussetzungen aus:
Als Startschitzer kann man stets Minimum-Distanzschétzer zur Kolmogo-
roff- oder zur Cramér-von Mises-Metrik verwenden — vgl. Rieder (1994),
Theoreme 6.3.7, 6.3.8 —, und zu diesen gibt es stets Ly ~Approximationen
Y. fiir 9y, deren Suprema von der Gréfienordnung o(+/n) sind, so dafl
die entsprechende One-step—Entwicklung gilt — vgl. Rieder (1994), Lem-
ma 6.4.4.

e Unter Regularitdtsannahmen — némlich daf

—%ZW /¢9dP9 /1/19ATdP9—]I

fallt diese Konstruktion mit dem ersten Schritt eines Newton—Raphson—
Verfahrens zusammen.

e Da wir aber in Theorem 9.3.2 gezeigt haben, daf§ sich die Lo —Differenzier-
barkeit auf grobere o—Algebren iibertragt, gilt dies auch fiir das Modell
PY aus Abschnitt 9.4.3, was die Konsistenz des Verfahrens zeigt.

Definition “One—Step”—-EM-Algorithmus

Wir schlagen also folgenden Algorithmus vor:

Algorithmus 9.5.5
(-1) Vorbereitung:

Berechnen von Ay und Ey[Ag|U;] sowie Ig{”’, und damit Zy = Z?:l ijgj
sowie Z, ' als Funktionen in (6,z) bzw. 6.
(0) Initialisierung:
Bestimmen eines /n—konsistenten Startschitzers 6° fiir 6.
(1) E-Schritt:
Werte—Belegung von Eg[Ag(x;)|U;].

(2) M-Schritt:
Auswertung des One—Steps

0 _90+ 1ZZIV — B[Ago(z) U], (9.43)

i=1 j=1
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Im Fall, dal man nicht am Parameter selbst, sondern an einer moglicherwei-
se nicht injektiven, differenzierbaren Parametertransformation 7(6) interessiert
ist, fiithrt dies auf folgende Modifikation von (43)

n k
~ 1 _
6:=6° + 51)902901 > Tvi—; ElAgo (z:) U], (9.44)

i=1 j=1

wobei Dy die Jakobische von 7 in 6 ist. Ein wichtiger Spezialfall ist das
Schétzen eines Haupt—Parameters bei Vorliegen eines Nebenparameters; dann
ist # = (67,077 mit A dem Haupt- und # dem Nebenparameter
und 7(0) = 1) — vgl. Beispiel 9.6.4.

Bemerkung 9.5.6 Ein “One-Step”—Verfahren bei unvollstéindiger Information
wurde bereits im Spezialfall der zufélligen Zensierung von Yang (1996) vorge-
schlagen — allerdings ohne auf den Zusammenhang zum EM-Algorithmus hin-
zuweisen. Diese Arbeit beniitzt beim Ubergang vom vollstindig beobachteten
Modell zum unvollstéindig beobachteten die Resultate von Le Cam und Yang
(1988).

9.5.4 “klassischer” vs. “One—Step” EM—-Algorithmus
Im direkten Vergleich der beiden Verfahren stellen wir fest

e Die Schwierigkeit, den bedingten Erwartungswert auszuwerten, liegt in
beiden Verfahren vor; aufgrund der iterativen Struktur im klassischen Fall
mufl man ihn dort aber mehrfach auswerten.

e Auf der “One-Step”’—Seite schligt zusitzlich die Berechnung der Fisher—
Information Z zu Buche, auf die man beim klassischen Verfahren verzich-
ten kann.

e Die numerischen Schwierigkeiten, die unter Umsténden im klassischen Ver-
fahren bei der Maximierung der bedingten Likelihood auftreten, werden
im One-Step—Verfahren vermieden.

e In den Beispielen 9.6.3 und 9.6.4 erzielen beide Verfahren die optimale
Limes-Varianz.
Unter lokaler Identifizierbarkeit des Modells® liefert im Lo —differenzierba-
ren Rahmen das “One-Step” Verfahren in jedem Fall einen konsistenten,
asymptotisch effizienten Schétzer, wiahrend wir fiir die Konsistenz und die
Optimalitdt des bedingten ML-Schétzers zusétzliche Voraussetzungen wie
(37) bendtigen.

9.5.5 robuster EM—Algorithmus

Eine generelle Eigenschaft der ML—-Schétzung ist es, dafl; wann immer die Sco-
resfunktion nicht beschrénkt ist, eine einzelne Beobachtung unbeschriankten Ein-
fluB auf die Parameterschéitzung hat; das Verfahren ist nicht stetig in der schwa-
chen Topologie!

Ist man sich des Modells nicht vollkommen sicher, sollten daher robuste Schéitzer

3also detZ > 0
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verwendet werden, bei denen solche Effekte nicht auftreten.

Hat man einmal das Konzept asymptotisch linearer Schétzer zur Verfiigung,
konnen wir darin auch robuste Optimierungsprobleme wie in Kapitel 5 bzw. 7
in Rieder (1994) stellen.

Betrachtet man die Influenzkurven, wie sie in Definition 9.4.4 eingefiihrt sind,
so stellt man eine formale Analogie zu den Regressions—Influenzkurven in Ka-
pitel 7 fest, in dem Sinn, daf sich die Auswahl-Indikator—Variable Iy —; als
Regressor und der Rest als transformiertes Residuum lesen 148t.

Es stellen sich wie im Regressionskontext folgende Problemansétze

o “Fehlerfreie—Variablen” oder bedingte Umgebungen
e “Fehler-in—den—Variablen” oder unbedingte Umgebungen

Erstere halten die Randverteilung von V' fest, also unterliegen die Anteile der
unvollstdndigen Beobachtungen keiner Kontamination; bei letzteren ist es auch
zugelassen, daf3 die Multinomialverteilung der V gestort wird.

Wollen wir nun optimale Influenzkurven bestimmen, in dem Sinn, daf} die Spur
der Kovarianz minimal ist unter einer Schranke an den Bias, so entstehen fiir
beide Ansétze unterschiedliche Optimierungsprobleme; wihrend erstere analog
zu denen der Regression — vgl. Kapitel 7.4 in Rieder (1994) — zu bearbei-
ten sind, fallen letztere in den allgemeinen Kontext des (mehrdimensionalen)
Parameter—Schétzproblems — vgl. Kapitel 5.5 in Rieder (1994). Auf die Details
wollen wir aber hier nicht eingehen, da es schlicht darum geht, unter den Iden-
tifikationen X ~ V, Y ~ Y, K ~ Mult(m,p), Q(dulz) = 3, Iiy—iy P5 die
Resultate aus Rieder (1994) zu spezialisieren.

Exemplarisch geben wir hier nur die Gestalt der Losung fiir unbedingte Umge-
bungen zu folgendem Problem an:

trCovg(1g) = min! o € UWP(0), [[¢]e <b (9.45)

Dazu lassen wir die fixierte Parameterstelle 8 in den Indizes weg, und erhalten
aus Theorem 5.5.1 in Rieder (1994) als Gestalt der Losung zu (45) fiir b > by ?

. b

1 = (AN — a) min{1, m} (9.46)

mit geeigneten Lagrange-Multiplikatoren A und a, die fiir Eigenschaften (b)
und (c) in Definition 9.4.4 sorgen; genauer gilt fiir dimf =p, D = dr € RP *P
tkD=p <p, AeRV*? A=DA firein A= A" = 0 und a = (a1y...,ax) €
RP'*F g = AC fiir ein ¢ € RP** und

I " : b
b= 00.w) = 3 Ty (ABIAM] — aj) min{l, )

Jj=1

(9.47)

Hierbei ist vor allem das Bestimmen der Lagrangemultiplikatoren, die eindeu-
tig sind, falls £(A) eine Lebesguedichte besitzt®, ein numerisch nicht triviales
Problem — vgl. Anhang D.

4bmin == min{b| 3P € TP : ||¢]|oc < b}
5vgl. Beweis zu Theorem 5.5.9 in Rieder (1994)
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Bemerkung 9.5.7 Ein anderer Robustheitsbegriff liegt der Arbeit von Yang
(1990) iiber die effizient—robuste Schitzung im Modell mit zufilliger Zensierung
zugrunde, einem Spezialfall der hier behandelten Situation: Anstatt Varianz und
Bias simultan zu betrachten, geht es hier darum, das Schétzerrisiko — iibertra-
gen auf das Schétzproblem z.B. die Spur der Kovarianz — auf Umgebungen zu
minimieren, ohne dabei die Oszillation des Funktionals — dem Bias im Schétzer-
kontext — parallel mitzubetrachten.

Diese Arbeit stiitzt sich wiederum auf Arbeiten von Beran (1981), Beran (1982)
und benutzt den Beweis von Le Cam und Yang (1988) fiir Theorem 9.3.2.

Bemerkung 9.5.8 Ist nur ein /n—konsistenter, robuster Schitzer gesucht, wie
es fiir die Schitzung von Nebenparametern benotigt wird, so erreichen wir sehr
einfach folgende, suboptimale, beschrinkte Influenzkurve, mithilfe der man ein
“One—Step”-Verfahren definieren kann:

m
b

D(v,y) == DA;I{V:J»} (E[A|uj] min{1, e - aj) (9.48)
mit
, b
a; = E(E[A\Z/lj]mm{l,m})
-1 _ - b
Al = E(E[A\Z/{j]E[A\Z/{j] mln{l,m}).

Ein solches 1[) werden wir zur Schitzung der Hyper—Parameter im Zustands-
raum verwenden.
9.6 Beispiel: bivariates, normales Skalenmodell

Wir geben in diesem Abschnitt Beispiele dafiir, wie sich die bisherigen Ergeb-
nisse bei der Schéitzung von Parametern beim Vorliegen von Missings umsetzen.

9.6.1 Modell

Seien fir ¢ =1,...,n

X 0.3) =50 (71 T )

01,2 02

Offenbar erfiillt die bivariate Normalverteilung die Endlichkeitsvoraussetzung®

IS 2V ()™ dNo(da)|* x
up f@2dNQ ) 0 7& ¢€D27

so dafl das Modell Lo —differenzierbar ist.

0 >2=Jn, =S5

Bemerkung 9.6.1 Dieses Modell wird in McLachlan und Krishnan (1997),
Ex. 2.1 und Little und Rubin (1987) Ex. 5.15, Ex. 6.3 studiert, allerdings ohne
den formalen Nachweis der Lo, -Differenzierbarkeit.

6vgl. Theorem B.2.4 und Lemma B.3.2, Lemma B.3.3
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Fiir die spéteren Untersuchungen fithren wir an dieser Stelle die spéter noch
bendétigten Terme ein:

Es gilt mit dy = det®, G 1= d,a™Y 7z = 220 + 2307 — 201 2x172, Wobei wir
die Erwartungswerte immer unter Py, auswerten:

W Ay 1 [02(G —ds) — dsxg]
AZ = AE = A.o'lyz = ﬁ —2[0’1’2((; — ds) — dsiflfﬂg}
Ao, s [01(G —ds) — dsm%]
1 J% —20201,2 O’%,Q
Ig) = EA(EI)A(ZI)T = — —20‘20’1)2 20109 + 20’%2 —20‘10’1)2
de 2 ’ 2
01,2 —20101,2 o
20% 20101,2 20%’2
(Ié”)il = 20’10’172 0109 + 0’%’2 20’20’172
20%,2 209012 203
5 EA01|X1 1 [X12 _Ul]
A2 = EAg|X = | EA,LIX, | = 502 0
EA,,| X, 71 0
gz 00
T 1
78 = EAPADT=| 0 0 0
0O 0 O
¥ = (1-a)Id +az?

Um spéter die Inverse (Z§)~! ausrechnen zu kénnen, notieren wir ohne Beweis

Lemma 9.6.2 (a) Sei A € GL(n), B € R so0 daff (I, + A™'B) €
GL(n) ; dann ist
(A+B) =1, +A'B)tA™ 1

(b) Sei A€ GL(n),
A= A Aip A1 AL 412)
\ A2n Agp )7 4@y 42 )
mit Apq, AD g RF¥F

Bii 0

nxn _
B eR"", B< 0 0

> , Bri=B"Y, mit By e RV,

dann ist

AGYDB 0
“1p_ 1,1
AB= ( ACVE, 0 )
(c) Seien A, B wiein (b) und sei zusitzlich C := (Iy+ ANV By 1) € GL(n) ;
dann ist

c! 0 IL,—C~' 0
-1_ —1_ 4-1 k -1
(A+B) —(_A(2,1)BL101]Lnk>A =A" - (<4(271)3111010>A

Beispiel 9.6.3 Interessierender Parameter ist 012 € R, 01, 02 seien bekannt.
Wir kénnen aber nur einen Anteil 0 < [1 — ajn < n der X;, “vollstindig”
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beobachten. Genauer entscheidet ein von den X; unabhingiger Zufallsmecha-
nismus V;, den wir ebenfalls beobachten, ob wir “vollstindige” Beobachtungen
durchfithren oder nicht; die Wahrscheinlichkeit fiir eine derartige Realisation
von V; sei 1 — . Bei den restlichen X; steht uns jeweils nur die erste Kompo-
nente X;; als Information zur Verfiigung.

Es liegt die Situation des Abschnitts 9.4 vor:

Das so entstehende Modell ist Lo—differenzierbar nach Proposition 9.4.3, mit
Zl = (O’(X.)l, X.,2)7 O'(X.)l))T

(7 Am,z _ Aal,z
A”lv?‘(E[Amle)‘( 0 )

Die Beobachtungen mit fehlender zweiter Koordinate tragen also asymptotisch
keine Information zu o2 bei, und die Fisher-Informationsschranke ist

1 d?
" l-—aoioetoi,

Als unmittelbare Folge ergibt sich eine Optimalitdtsaussage fiir asymptotisch
lineare Schétzer:

Ist S, ein asymptotisch linearer Schiitzer in (V1, X1),..., (V,, X,,), so erreicht
S, die optimale Varianz im as. Minimax—Theorem A.5.9 gegeben durch die
Informationsschranke (Z) )~! dann und nur dann, wenn

2
0109 — 0'172

V5, = (T)22) oy, = — 2 (X1 Xz + 01p(1 = XT871X))

oz 2 g10p + 01y
und zp,(,?Q =0.
Beispiel 9.6.4 Wir betrachten die gleiche Situation wie im vorangegangenen

Beispiel, nur seien nun o7, o2 unbekannt. Wir verwenden Lemma 9.6.2, um zu
zeigen

2 2
o g10 g
(IY)_l = ! (I(l))_l 20 01011 2 ;21’2 o} 17/201
= = b - , 1,2 1,2
1 —« 1 —« 2

0712 0:15,2/‘71 U%,Q/U%

Die Optimalitéitsaussage fiir asymptotisch lineare Schétzer lautet nun:

Ist S, ein asymptotisch linearer Schitzer in (V1, X1),..., (V,, X,,), so erreicht
S, die optimale Varianz im as. Minimax—Theorem A.5.9 gegeben durch die
Informationsschranke

2a0

D(Ig)leT: 1_@(010'2"‘0'%72)_ m()’l,g mit D = (0,1,0)
dann und nur dann, wenn
_ 1 e
%(711)72 =D(Iy) 'As = T a a(X1X2 —012) — T a01,2(X12/<T1 -1)

und ¢£—21)2 = 01,2(X12/0'1 — ].) .
Der Unterschied zum vorangegangenen Beispiel rithrt daher, dal wir nun o; mit
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v/n—konsistenten Schétzern &; schiitzen miissen und das Modell nicht adaptiv
ist.
Wir iiberzeugen uns hier noch, daf stets D(ZX)~'D7 > 7! .

o1,2

1 (0102—02 ) ! 1 200
22 < (0102*052)*m032

l-—a 003 -0, ~ 1-a
!
= 2007 ,4(0102+ 07 5) < (0102 4 01 ) — (0102 — 07 5)

!
2 2\ g2
<= 2a07 (0102 + 07 5) < 407 50109

!
<~ «afo1o9+ 0%72) < 20109

9.6.2 klassischer EM—Algorithmus fiir Beispiele 9.6.3 und
9.6.4

Verwendet man in den ersten beiden Beispielen den EM—Algorithmus zur Schét-
zung von oy 2, so ergibt sich folgendes Verfahren,

Algorithmus 9.6.5
(1) Initialisierung:

jg =0
n
~(5) 1
7 = w2 L=y XXy
1,2 Zl I{Wzl} TZ:; {V 1}
5 — 01, falls 01,02 bekannt
T Ly X7, falls 01,05 unbekannt

(2) E-Schritt:

falls o1, 09 bekannt

0,
E j A j Xz X - ~(7
=6 Asc 1.2(X3)] 1] { a?%(f—f —1) falls g1, 09 unbekannt

(3) M—Schritt:

GUFY = G1p={seR: f(s)=0}
falls o1, 05 bekannt
G 1 ¢
08;1) = Z (Livizy X1.6X2,i + Liv,—0y Exo) [Aso 1 2(X5) | X1,4))
i=1
falls o1, 05 unbekannt
7 = J+1

dabei ergibt sich die Funktion f bei bekannten o1,00 mit M =} Iy 1y
als

1
f(s) = SS—M Z §° X1, X2 +5(0102— X100 — X2,01)+0102X1,: X5
V=
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9.6.3 statistische Eigenschaften der Schitzung aus dem
EM-Algorithmus

Wir notieren, daf§ bei unbekannten oy, o9 fiir festen Stichprobenumfang n
stets gilt: 63% — &1,2, denn es ergeben sich als Rekursionsformeln

A = 4+ Bof)

mit A = 5300 Tvimyy X1 Xa, wnd B = (30, vi—ay X7,)/ (5 X7,)-
Falls Ijy,—py fiir alle 4, ist die Folge der 6%{% konstant B; sonst ist B be-

tragsméBig kleiner als 1, und damit geht O'gj’g — %.

Proposition 9.6.6 Setzen wir M =, Iry,—1y, so ergibt der EM-Algorithmus
(a) Beispiel 9.6.3:

2
1 0102 — 01,2

V(612 —o12) — N(0

9.49
71—040102—1-0%’2) ( )

Fiir festes n < oo st fiir M =0 der Schdtzer nicht definiert.
(b) Beispiel 9.6.4:

1 2a
m(aiz +0102) — maiz) (9.50)

Fiir festes n < oo st fir M = 0 der Schdtzer nicht definiert. Ist M =

m >0, so definieren wir & :=1— 7% und erhalten, dafs

V(61,0 — 01,2) — N(0,

E[612|M =m] =01 (9.51)
nVar[g1 2| M = m] = 207 5 + %(O’fg + 0109) =
(02, +0102) 202,54 2ds&
= : - ’ j I I,,<2(9.52
- 1-a n(l—d)_g] >2 +00 [;n<2(9.52)

und somit fiir festes n

E[0A'172‘M > O] = 01,2 (953)
Var[g12|M > 0] = o0 (9.54)

Bemerkung 9.6.7 Damit liefert der EM—Algorithmus, wie zu Beginn dieses
Abschnittes definiert, in den ersten beiden Beispielen jeweils ein asymptotisch
optimales Verfahren, was die schwache Konvergenz anlangt. Allerdings ist in
beiden Beispielen der Algorithmus fiir jedes finite n auf einer Menge positi-
ven Mafles — mindestens {w : ), Ity,—13 = 0} — nicht definiert. Selbst wenn
man dieses Ereignis ausschliefit, konvergieren die Varianzen in Beispiel 9.6.4
nicht mit. Dies scheint in der Untersuchung von Little und Rubin (1987), Ab-
schnitt 6.3.2 iibersehen worden zu sein — jedenfalls ist dies nicht weiter analy-
siert worden.

BEWEIS zU PROPOSITION 9.6.6:
Beispiel 9.6.3:
Wir verifizieren die Voraussetzungen zu Theorem 9.5.3.
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(a) Die LA(M)N-Eigenschaft folgt nach Theorem 9.3.5 aus der L, —Differen-
zierbarkeit des bivariaten Skalenmodells.
(b) Fir die Straffheitsbedingung setzen wir

Y, = (}/nlaYn 27Yn3 ZI{VL—I}(Xl i X1,i X2 ZvXQZ ZIV—l

=1
Y= (Y1,Y2,Y3)" = (01,01,2,02)") /(1 — ).

Darmt fassen wir f(s ) als Funktion f(s) = f(8,u)|uzy, aufund erhalten mit

f = f und fu: u
fg(O'LQ,Y) = O'ig —|—O'10’2 =!851 >0, fu(O'l,g,Y)T = (0'1,20'2; —S1;5 0'1,20'1) =:! 89,

so da nach dem Satz iiber implizite Funktionen sich die implizite Funkti-
on f(s,u) = 0 lokal schreiben lafit als s(u) = —s1(u — Y)/s2 + o(Ju — Y|)
mit s(Y) = o1,2. Andererseits konvergiert /n(Y;, —Y) nach Slutsky und dem
Zentralen Grenzwertsatz gegen eine Normalverteilung, ist also straff. Mit der
endlich—-dimensionalen A-Methode folgt damit die asymptotische Normalitét

von /n(d12 —o12) = vn(s(Y,) — s(Y)) und damit auch die Straffheit.
(c) Mit d :=det¥;, und ; = (Uh Uw*’”), Ihi] < o, |hy — ha| < & gilt

o1,2+hi,02

g G (0) ~ log G0 (o)

dPyy.n
1
= §|logdgl) —logd® + 27851 (e — 52 2| < Ké|z|?
fiir ein 0 < K = K, < 00, und damit folgt (37).
Beispiel 9.6.4:
Es gilt nach Lemma A.2.1
Xoi = E[Xo| X1l + Ui = 012/01 X1, + Us,
mit U; ~ N(0,09 — 07 5/01) und U;, X; stochastisch unabhéingig. Damit ist

lZ’L = (012X121+X1 1Uz) X2
\/ﬁ(fn,Q —012) = Vn (n 'Vil = X2 o1 Z 0'11,1 — 012 | =
i Vi=1“%1, ;

1\ X1 e X34/
== 01,2( 071 - 1) +IVl:1 Xl’iU¢—7
Vvn ; ( ! Yivie1 Xi/on

Nun ist ﬁ Z?:l I%:l Xl,iUi straff und

T,L_ X2, o 1
Liz 1’22/ - +op(n°);
Zi:wzl Xl,i/al -«

daher ist

1 < Iy.—
\/5(0-12—0'12 :EZ< X11/01—1)+X11U11Vi—;>+013(n0)
=1
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Setzen wir R; := % (XLi/O'l 1)+ XLiUZ-IlVi—:al , so sind R; unabhiingig iden-
tisch verteilt, ER =
1 1 2c
E R} =207, + 11— ads 1= a(“iz +0102) — maiza

so dafl die behauptete schwache Konvergenz mit dem Zentralen Grenzwertsatz
folgt. Verwenden wir Lemma A.2.1, so erhalten wir mit Xy := o({X1,}i)

El612/M >0 = E{E[

Z Vi=1 Xl 1X21
“ X2 A Xa M > 0]} =
n Ei-v-—1 z ; !

012 12
= E Xi M >0]= E X2 1=
noy A 11| 12 = 01,2,

wobei wir wegen der Unabhiingigkeit von X; und o(M) die Bedingungen hin-
tereinanderschalten diirfen.
Fiir den Varianzterm setzen wir V. = o(V1,...,V;,) und erhalten mit

X2 X2 X U%,Z X4 1 o X?
E[1 2‘ 1]:—2 1 (2__)
o o1

(Z V= 1X1 1X2'L
r Xi)2xv) =
(Zi:Vi—l lz) ; b

0'2 0'2
(Ul—f(zz';viﬂ X7,)? + (02— ) 2ivien X3,
”2(221/ 1X2 )2 ZX |V}:

E[o7,|V] = E{E[—

‘712

U%z (02 —

X2 =
nfor - n? (v X Z 1V

2

- el %)01(5 ¢ S LM ) =
= % U%,QE[STZL]JF(MUQ o1 2)( [Sp + 25, m]JrE[STQL IE [i})}

mit S,,, Sn_m stochastisch unabhingigen y2-Variablen mit m resp. n —m
Freiheitsgraden und S, einer Y2 -Variablen.
Da o({M > 0}) C V gilt

E[672[M > 0] = E[E[67,|V]|M > 0] =
= 7,5%1\7:3)) [U%g E[S2] + (0102 — 07 5)(E[Sm + 25, ] + E[S;_,.| E[5-])

m>0
Beniitzt man jetzt”, daf fiir i € Z

20(% +14)
- 7?
(%)
"vgl. Johnson und Kotz (1970), Formel (10) in Chap. 17
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so erhalten wir

(n—m)(n—m+2)
m—2

2
E[&%2|M =m>0] = U%’2(1+E)+(O’102—O’i2)[2n—m—|—

J/n®
und damit

1-—

nVar[63 o|M =m > 0] = 0102 —

313

3|w3|m
—
slz|+
3o
|
3|3
=N

Integration iiber L(M)|pr>0 ergibt Ed19 =012 und, da E UL = oo fiir m <
2, folgt (54). m

Dafl man in den Beispielen 9.6.3 und 9.6.4 wirklich auf die bedingten Lo—
Ableitungen zuriickgreifen muf, also nicht einfach die bedingte Variante des
im vollen Modell optimalen Verfahrens verwenden kann, und dafl man sich
nicht ohne Informationsverlust auf die vollsténdig vorliegenden Beobachtungen
zuriickziehen kann, zeigt

Proposition 9.6.8 (a) Verwenden wir in Beispiel 9.6.3 oder 9.6.4 statt des
EM-Algorithmus’ in der Form wie oben dargestellt nur die vollstindig vorlie-
genden Beobachtungen zur Schitzung, so gilt mit

1
012 = = E X1,i X2,
Yilvi=r 52,

2
01+ 0102

\/5(5'1,2 - 0'172) L N(O, ) (955)

-«
(b) Verwenden wir in Beispiel 9.6.3 statt des EM—Algorithmus’ in der Form

wie oben dargestellt die nachfolgend dargestellte Variante, Algorithmus 9.6.9,
so gilt

2 2
B w 019+ 0102 2040172
\/5(0'172 70’172) —)N(O, 1—a (1 _a)2) (956)
Algorithmus 9.6.9
(0) Initialisierung:
j =0
5 (5) 1
g = ——wa— X ,LX i
1,2 Zi IW:l i:;:1 1, 2,
(1) E-Schritt:
_(), X3
Bxo [Xa|Xi] = 613( 1~ 1)
1

(2) M-Schritt:

~(j+1)
01,2

1
- ( Z X1, X9, + Z X1,1E2<J‘)[X2,i|X1,i}>

i Vi=1 i V=2
jo= g+l
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. . . . o3 4 toioa .
Bemerkung 9.6.10  (a) Die Limes—Varianz in (a), 22— ist um %07,
—a l—a™1,

grofBer als die optimale Limes—Varianz bei unbekannten oy, o2, und damit auch
schlechter als die optimale Limes—Varianz bei bekannten o1, os.

(b) Verwenden wir bei bekannten Nebenparametern o1, 02 den Schéitzer aus
dem EM-Algorithmus fiir unbekannte Nebenparameter, wobei wir den bekann-
ten Nebenparameterwert anstelle der Schéitzung einsetzen, so erhalten wir in
(b) einen Schétzer, der sogar noch schlechter ist, als der “naive” in (a). Den
gleichen Effekt konnen wir auch im Fall der Schéitzung von o5 beobachten, der
in McLachlan und Krishnan (1997), Example 2.1 behandelt wird:

Auch hier konvergiert der EM—Algorithmus bei unbekannten Nebenparametern

4
gegen eine Normalverteilung mit optimaler Varianz 2 (o3 — a%) , aber ver-
1
wendet man diesen Algorithmus bei bekannten Nebenparametern und setzt die
bekannten Nebenparameterwerte ein, so erhalten wir wieder mit %(03 +

4
o . . . . . . .
ﬁ%) eine schlechtere Limes—Varianz als bei “naiver” Vorgehensweise wie

in (a). Die Rechnungen dazu verlaufen analog zu den bisher gemachten und
werden hier nicht présentiert.

BEWEIS zU PROPOSITION 9.6.8:

(a) Definiere R; := (X;1,X2; — 012)ly,—1. Dann gilt ER;, = 0, ER? =
(1—a)(o102+01,2), und R; unabhéngig identisch verteilt; daher gilt mit dem
Zentralen Grenzwertsatz

2
01,2 + 0102

1 = w
V= AT

Damit ist ﬁ i, R; straff und somit folgt (55) mit Slutsky.

(b) Wie im Beweis zu Proposition 9.6.6 schreiben wir X5 ; = 019/01X1,; +
Ui, mit U ~ N(0,00 — 01 5/01) und U;, X; stochastisch unabhéingig. Damit
aber ist

1- % Zi:w:2 X12,i/01

X2
ﬁ Z?:l o1,2( 011’1 -1+> vie1 X1,iUi
1- % Zi:wzz X12,¢/01

1 1.2 2
2 ivi—1 (o Xi + XU
\/5(5'172—0'112) :ﬁ(n Z.Vvlfl( o1 1, 1,4 1) ~ o 2>

Der Nenner dieses Bruchs geht stochastisch gegen 1 — «, und fiir den Zéhler se-
2

hen wir ein, daf$ die Summanden R; := o1 2 );11” —1)+X; ;U; Iy,—1 unabhéngig
identisch verteilt sind, wobei ER; =0,

ER? = 20%’2 +(1—-a)ds=(1- a)(aig + o109) + 2040%’2,
so dafl mit Slutsky und Zentralem Grenzwertsatz

2 2
019+ 0102 2007 5

V(612 —o12) — N(0, o (1_a)2)

m
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9.6.4 One-Step—EM-Algorithmus
Analog zu Algorithmus 9.5.5 definieren wir fiir Beispiele 9.6.3 und 9.6.4

Algorithmus 9.6.11
(0) Initialisierung:

. (0 1
012) = Z X1,iX2,
2 vim i Vie1
5 01, falls g1,02 bekannt
g =
! % > Xfi falls o1, 02 unbekannt

(1) E-Schritt:

0, falls o1, 09 bekannt

E A X =
oAz Xi] { 2(?—5—1) falls o1, 09 unbekannt

(2) M-Schritt:

STAT.

(0)y2
R 1 0102 — (07 3) , _
raim e h 3 PO ol - X7

Vi1 0102 + (07 5)
falls o1, 09 bekannt

LSy L x.x ¥ X2} 4Ty _p 640)
n ;Vi:l{l_a 1 Q_W i+ V¢:2U1,2(A

falls o1, 05 unbekannt

(0)

. 0 _ 0’1,0‘1,2
mit (0 = ((,(0) O_ >

1,2 2

6172 .

2
X; 1)>
01

Dies macht klar, dafl man bei einem geringeren Aufwand — es sind keine Ite-
rationen notig — die gleiche asymptotische Effizienz wie beim klassischen EM—
Algorithmus erreichen kann; die Pathologie fiir finites n, M = 0 scheint un-

umgénglich, da in diesem Fall kein sinnvoller Startschitzer definiert

werden

kann. Allerdings treten fiir M > 0 keine Schwierigkeiten auf, — insbesondere
konvergieren auf M > 0 die Varianzen mit. Dies kann man zeigen, indem man

die gleichgradige Quadrat—Integrierbarkeit der 6%72) nachweist.



Kapitel 10

Glattheit des
Zustandsraummodells

10.1 Motivation

In diesem Kapitel wollen wir die Begriffe der Ls—Differenzierbarkeit — auch
fiir vergroberte Modelle wie in Kapitel 9 — auf Modelle mit Zeitabhéngigkeit,
insbesondere das Zustandsraummodell, iibertragen.

Hierzu verallgemeinern wir zunéchst in Abschnitt 10.2.1 das Wurzeldichten-
kalkiil aus dem vorigen Kapitel fiir Schemata von Martingaldifferenzen, defi-
nieren dann Lo —Differenzierbarkeit in diesem Kontext und zeigen anschlieSend
in Theorem 10.2.7, daf§ diese die etwas allgemeiner gefaite LAMN-Eigenschaft
(vgl. Definition 10.2.2) nach sich zieht.

In Theorem 10.2.10 weisen wir nach, dafl sich Lo —Differenzierbarkeit wie in Ka-
pitel 9 auf geeignet vergroberte Modelle iibertriagt. Unter diese Voraussetzungen
fallt auch das lineare, zeitinvariante Zustandsraummodell, von dem wir die Ls—
Differenzierbarkeit in Theorem 10.3.2 nachweisen.

Um dabei nicht nur “Filter-Filtrierungen” zulassen zu kénnen, also o ((Y5)s<¢)
als Subfiltrierung der natiirlichen Filtrierung o((8s,Ys)s<t), werden in Ab-
schnitt 10.3.3 Argumente dafiir geliefert, auch Glittungs—Filtrierungen, also
0((Ys)s<t+m) als Subfiltrierung der natiirlichen Filtrierung auffassen zu diirfen.
Diese erweisen sich auch als wichtig, wenn es darum geht, die Identifizierbarkeit
des Modells zu gewihrleisten, in unserem Kontext die Frage, ob die Fisher—
Information des vergroberten Modells vollen Rang hat. Dieser Frage gehen wir
in einem Exkurs in Abschnitt 10.4 gesondert nach. Dabei schliefen wir unter
gewissen Rangvoraussetzungen an die Hyper—Parameter auf die Regularitéit der
Fisher-Information, indem wir nachweisen, daf§ dann ein (suboptimaler) asym-
ptotisch linearer Schétzer in Gestalt eines Momentenschétzers existiert, der lokal
gleichméflig asymptotisch normalverteilt ist.

In Abschnitt 10.5 verifizieren wir die gefundenen Bedingungen fiir das nor-
male Zustandsraummodell. Es wird ein allein auf Gldttern bis maximal Ord-
nung 2 beruhender One-Step—EM-Algorithmus vorgestellt und dieser dem EM—
Algorithmus von Shumway und Stoffer (1982) gegeniibergestellt.

Abschlieflend wird im normalen Zustandsraummodell auch ein robuster One—
Step—EM—Algorithmus présentiert.

187



188 KAPITEL 10. GLATTHEIT DES ZUSTANDSRAUMMODELLS

10.2 lokal-asymptotische Theorie fiir rekursive
Modelle

Basierend auf einer Seminarausarbeitung von H. Rieder verallgemeinern wir das
Wurzeldichtenkalkiil fiir die Situation unabhéngiger Beobachtungen aus dem
vorigen Kapitel fiir Schemata von Martingaldifferenzen.

10.2.1 Waurzeldichtenkalkiil fiir Martingaldifferenzen

Sei von nun an der mefibare Raum (€2, F) versehen mit der Filtrierung
0,Q)=F1cFcHcC...CF, CF (10.1)

Interpretiert man dann die zweite Komponente der Elemente aus Lo(F) nicht
als Maf}, sondern als Erwartungswert—Funktional, so kann man zu bedingten
Erwartungswerten iibergehen.

Damit ist es moglich, das Wurzeldichtenkalkiil lings aufsteigenden Filtrierungen
auf Mafle aus My(F) zu erweitern, die keine Produktgestalt haben. Dieses
Kalkiil erfafit auch einen endlichen Abschnitt der Filtrierung, und es sind auch
nur partiell auf der Filtrierung definierte Mafle zugelassen. Wir definieren also
fiir m > n:

Lo(Funpn) = (& En, [Fa) |€ € Lo(Pn), P € My(Fn)}  (102)

Dabei gehen wir ohne Einschriinkung davon aus, dafl alle Mafle P,,, aus My (Fp,)
eine Fortsetzung P auf F besitzen. Verkiirzt schreiben wir fiir die Paare
(&, Ep,, [|Fn]) auch £,/dP,,,, . Auf diesen Paaren definieren wir eine Abbildung

auf Lo(Fnn) X Lo2(Frpn) als :
vV Pmdm

<€\/dpm‘" n\/de‘” >L2(.7-'m‘n) =By [5”7 /DnGn

Diese kann in natiirlicher Weise bilinear! fortgesetzt werden, die Addition er-
klért sich dementsprechend.

Fiir ein Mal A € Lo(F) bezeichne Ay := Az, die Einschrinkung auf Fj.
Die in der Gleichung fiir k£ = n, m auftauchenden Grolen pg, g sind Radon-
Nikodym-Ableitungen von Py resp. Qy beziiglich py , wobei p irgendein P und
@ dominierendes Maf} in M, (F) ist, beziiglich dem auch der Erwartungswert
gebildet worden ist. Der bedingte Erwartungswert in (3) ist wegen der Integrabi-
litdtsvorgaben an &, n wohldefiniert. Da py = 0 p-f.s. pry1 = 0 impliziert, 148t
sich der Ausdruck durch 0 in den Nullstellen des Nenners konsistent fortsetzen.
Als Spezialfall erhilt man p-fast-sicher bis auf multiplikative Konstanten fiir
n = —1 den Lo(F,,) zuriick, denn p_q, g—1 miissen beziiglich der trivialen
o-Algebra mefbar sein, sie sind also p-fast sicher Konstanten, und der mit der
trivialen o-Algebra ankonditionierte Erwartungswert stimmt pu-fast-sicher mit
dem unbedingten tiberein. L&t man nur normierte Mafle zu und schliefit die

Tn} (10.3)

1Weil diese Abbildung im Fall, daB8 F,, die triviale o-Algebra ist, nach dem weiter unten
durchgefiihrten Ubergang zu Aquivalenzklassen ein Skalarprodukt ist, mit dem der Raum der
(unbedingten) Wurzeldichten zum Hilbertraum wird, beniitzen wir hierfiir die Skalarprodukt—
Notation, und ebenso das weiter unten eingefiihrte Symbol || - || .
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Skalen in die Linearfaktoren ein, so ist die multiplikative Konstante 1.
Weiter fiihren wir die Abbildung

&y/aPain = 1€/dPopall = (€1/dPrnn

;
APy )
6\/ | LQ(fvnhz)

ein und identifizieren die Elemente &\/dPpjp, 11/dQmin »

AP =1\ [dQuin <= 11y APy = 1/dQuupall = 0 ) (104)

Man beachte, dal wir keine Domination des gesamten Raums fiir die Existenz
dominierender Mafle ¢ bendtigen, wenn wir jeweils nur abzihlbar viele Elemen-
te aus Ly(F,n) betrachten, und daf die Aquivalenz nicht von der Wahl des
dominierenden Mafles abhéngt.

Der AnlaB fiir diese Notation ist folgende Uberlegung: Seien B,, € F,, und
B,, € F,, beliebig, so gilt

P(Bu N By) = [y 15, dPm =[5 1, pmdp =[5 Bullp,, pm |Fa) du =

= fy. Bulls,, 22 |Fu]dP,= [, Byllp, 2 |Fy] dPy = (10.5)
= an EPm [IB7Y'L |fn] de :anEPm [IBm, |fn] dPn (106)
und damit
/ dPy, = Ep,[IB,, |Fn] =E.lB, % |[Fn]  [Pn] (10.7)
B

m

Im folgenden schreiben wir suggestiv py,|n := pm/pn - Damit folgt insbesondere
in der oben eingefithrten Notation

apP, = [lj_odPjj— [P] (10.8)
dP, = [Ij_g\/dPjj;- [P] (10.9)
log(dP,) = >0 glog(dPj;—1) [Pl (10.10)

Wir bemerken an dieser Stelle, dafl wir keine Existenz von regulidren bedingten
Wahrscheinlichkeiten (Markov-Kernen) voraussetzen. Haben wir jedoch diese
zur Verfiigung — wie zum Beispiel in polnischen Rdumen —, so kénnen wir
dpiy, schreiben als dty, |, dity, mit dity,), einem Markov—Kern, wobei pp,|, dann
eine bedingte i, ~Dichte ist.

Mit “algebraischer Induktion” kénnen wir diese Definition auf Treppenfunktio-
nen erweitern, dann auf monotone Limiten und gelangen schliefllich zu allge-
meinen & € LK.

Insgesamt lassen sich damit die Elemente §,/dP,,|, auffassen als Abbildungen
von L5(P,,) nach Li(P,), n+ Ep_[n7¢|F,].

Bemerkung 10.2.1 In diesem Abschnitt haben wir von der diskreten Struk-
tur der Beobachtungszeitpunkte j keinen Gebrauch gemacht. Dementsprechend
gilt das Kalkiil auch fiir stetige Filtrierungen F,. Nicht so klar ist die Uber-
tragung der im folgenden diskutierten LA(M)N-Eigenschaft auf kontinuierliche
Filtrierungen.
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10.2.2 Log-Likelihood—Entwicklung bei Martingaldifferen-
zen

Die LAN-Eigenschaft (9.19) ist, wie wir im Abschnitt iiber die Konsequen-
zen aus Theorem 9.3.5 gesehen haben, sehr niitzlich fiir die Bestimmung eines
optimalen Verfahrens im Sinn des Faltungssatzes oder des asymptotischen Mi-
nimaxtheorems.

Fiir einige Modelle mit stochastischer Abhéngigkeit kénnen wir nicht die klassi-
sche LAN-Definition verwenden; stattdessen verwenden wir den Begriff LAMN:

Definition 10.2.2 Sei (2, F) ein mefbarer Raum,
0, =FCcFcFHC...CF (10.11)
eine aufsteigende Filtrierung von F,
Pn ={Popn € M1(F,) |0 € ©} (10.12)

ein parametrisches Modell lings dieser Filtrierung mit Parameterbereich ©
einer offenen Teilmenge des Rk, k > 1. Dann erfillt die Folge von Familien
von Mafsen (Pgpn)n in 0 € © die LAMN-Bedingung (LAMN=local asymptotic
mizing normal), wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(A1) Es existiert eine Folge von F, -mefbaren, k -dimensionalen Zufallsvaria-
blen W, = Wy, und eine Folge von F, -mefibaren, k x k-dimensionalen
Zufallsmatrizen T, =Ty, , die Py, -f-s positiv definit sind, so daff fir

0 =0, =0+ snh (10.13)

mit Standardisierungsfolge s], = s, = 0 und h € RY beliebig aber fest gilt:

dPéqn _ T % 1T 0
log IP RT3 Wy — 5h™Tyh +op, , (n°) (10.14)
0,n

(A2) Es existiert eine fast sicher positiv definite, k X k -dimensionale Zufalls-

matriz T, so dafs
Wy w w
(% Yo e( W) o

wobeir W ~ Ny (0,1;) und W unabhingig von T .

Die stirkere LAN-FEigenschaft aus Definition A.5.2 ist in Kraft, falls zusétz-
lich das Limeselement T eine Konstante ist.

Bemerkung 10.2.3 Im Unterschied zur Notation in Kapitel 9 schreiben wir
nun den Parameter 6 vor den Beobachtungs—/Zeitindex, weil wir so leichter mit
Ausdriicken s|t zurechtkommen, wie sie sich durch Bedingen in Abschnitt 10.2.1
ergeben.

Bemerkung 10.2.4 Fiir die spitere Untersuchung der LA(M)N-Eigenschaft
des Zustandsraummodells werden wir im Kontext dieser Arbeit nur mit der
LAN-Eigenschaft arbeiten; will man aber das allgemeine — auch méglicherwei-
se nicht (asymptotisch) stationire —, zeitinvariante Modelle untersuchen, also
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bei der Schitzung der Hyper—Parameter auch p(F) > 1 zulassen, so ist zu die-
sem Zweck der LAMN-Setup der adéiquate (vgl. Jeganathan (1988), part II).
Dazu miifiten wir dann aber auch Theorem 10.2.10 sowie Definition 10.2.11
entsprechend umformulieren, worauf wir hier verzichten.

10.2.3 L,—Differenzierbarkeit im Fall abhingiger Varia-
blen

Eine hinreichende Bedingung fiir diese LAMN- bzw. LAN-Eigenschaft liefert,
wie in diesem Kapitel gezeigt wird, folgende Version von Ly —Differenzierbarkeit:

Definition 10.2.5 Sei P,, ein parametrisches Modell gemdf$ (12), und sei jedes
Fn aus der Filtrierung (11) unterfiltriert in

0,9 =Fpn-1CFroCFn1C...CFnn=Fn. (10.16)

Weiter mogen ‘/dpé,n;jlj—l » /APy njii—1 die in Abschnitt 10.2.1 definierten

Wurzeldichten auf (Fy j)j<n 2zu den Maflen P

0., eine Alternativenfolge gemdf$ (13) ist.

Dann ist das Modell in 0 € © Ly -differenzierbar, wenn es ein Dreiecksschema
A, € LE(Ponj), (5 < n), mit Standardisierungsfolge s, = s, = 0 und
folgenden Eigenschaften gibt?:

Py 5, bezeichnen, wobei 0 =

7’"‘;

(L2-1) “ bedingte Zentriertheit”: Fiir alle j >0 gilt

E[An; [Fnj-1]=0 (10.17)

(L2-2) “endliche, unbedingte Fisher-Information”: Fiir alle h € R* gilt

n

SupZE [|hTsnAn,j|2} <K <o (10.18)
n>0 j=1

(L2-3) “unbedingte Lindebergbedingung”: Fiir alle h € R¥ und alle € > 0 gilt

Y E [|hfsnAn7j|2I‘hTsnAn’j‘x] =20 (10.19)
§=0

L2-4) “Wurzeldichtenbedingung”: Fiir alle h € R* gilt
( gung g

n 2

Tsnln,j n—00
2 B ||\ g1 =\ APomsiti— <1+hT)H — 0 (1020
=0

(L2-5) “Konvergenz der bedingten Fisher—Information”: Es existiert eine fast
sicher positive definite Zufallsmatriz T auf (Q,F) so dafs

Sn, ZE [An AT | Frjo1]sn=T+op, (n®) (10.21)
§=0

2Die Erwartungswerte sind — wenn nicht explizit anders gekennzeichnet — im folgenden
immer Erwartungswerte unter Py ,, .
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Bemerkung 10.2.6 (a) Fiir die LAN-Eigenschaft ist die Approximierbar-
keit von A, ; in Ls(Py,y,) durch eine ergodische Folge A; hinreichend.

(b) Wir lassen von n abhéngige Filtrierungen F,, ; zu, um die Begriffe auch
auf Glattungsfiltrierungen wie in Abschnitt 10.3.3 anwenden zu kénnen.

Mit diesen Eigenschaften kann man zeigen

Theorem 10.2.7 Ist ein parametrisches Modell P,, = {Py |0 € O} mit O ei-
ner offenen Teilmenge des R¥ Lo ~differenzierbar im Sinn von Definition 10.2.5,
so gilt die LAMN-FEigenschaft aus Definition 10.2.2; gilt zusdtzlich noch Ergo-
dizitdt der Folge Aj, so besitzt das Modell die LAN-Eigenschaft aus Definiti-
on A.5.2.

Bemerkung 10.2.8  (a) Jeganathan (1982) gibt einen Bewelis fiir die Situa-
tion, in der {Py,, 6 € ©} durch o—finite Mafie p,, dominiert werden, die die
Abhéngigkeitstruktur der Beobachtungen {X,} in dem Sinn respektieren, daf
es reguldre bedingte Wahrscheinlichkeiten (Markov—Kerne)

Poj(+1Xjo1 =xjo1, Xj2 = xja,...)

gibt, die absolutstetig beziiglich f; sind.
Da wir mit dem oben angegebenen Wurzeldichtenkalkiil diese Voraussetzungen
nicht benstigen — fiir (L2-4) kann stets ein dominierendes Wahrscheinlichkeits-
maf p auf F in Abhéngigkeit der betrachteten Alternativenfolge Pé(n)m und
Py, gewdhlt werden, und Regularitdt wurde im Kalkiil nirgends benétigt —
geben wir hier einen Beweis, der weitestgehend die Notation und Argumentation
von Rieder (1994), Thm. 2.3.5 [dort fiir die unabhéngige Situation| tibernimmt.
(b) Liegt globale Domination von P, = {Py, § € ©} durch ein ofinites
Maf} p auf F vor, das zugleich in Markov—Kerne beziiglich F, ., faktorisiert —
symbolisch du.,, = Hj dfin;j)j—1 — so folgt daraus bereits die Existenz regulérer
bedingter Wahrscheinlichkeitsdichten pg ;)1 :
Aus (5) folgt fir m <n, B, € F,, By € Fp m beliebig

PG(Bm N Bn) = / EN[IBW, Po;n;nim |]:n,m] dp,,.
B

Wegen der Faktorisierbarkeit von p 148t sich der bedingte Erwartungswert ge-
geben F, ; gewinnen als

E/L[IBn, Po;nin|im ‘f71,m] = /IBn Po;n;n|im d,un;n\ma
insbesondere also Py jm > tn,m -

BEwWEIS: Wir unterdriicken im folgenden die Abhingigkeit in # und die der
Filtrierungen in n und schreiben fiir die Alternativen mit Q, := P;

dQp, (10.10) dQnjlj—1
(n) . Zan E 3719 _. )
L= log dP, =0 8 ] i1 Lnj  [@n+ Pal,
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wobei wir 3, Ly, j = 0o setzen, falls ein L, j = co. Wir fiihren ein

E [dQn '|]:‘—1]
L =2log(1+ Zy ), Znji=exp(Ly;/2) — 1= 2&enilliztl
J og(l+ Zn;), g = exp(Ln,;/2) E,[dP;|F;_1]
(10.22)
und weiter analog zu Rieder (1994)
Unj = h7snlng, (10.23)
Dn; = \/dQnm - \/d i 1( ) (10.24)
und auflerdem
E,[]:=Ep,[], [ Varp, [, En;j[] = En[|F;-1], (10.25)
T, = s.Y, Em[ AT Jsns (10.26)
W, = TiZsn Y, Any (10.27)

Damit erhalten wir mit c(u) = (log(1 + u) — u)/u?
L™ =23 (Zn; +c(Znj)Zn;)  [Qn+ P (10.28)
Wir behaupten, dafl wie in Rieder (1994) gilt
max; |Z,,j| = op, (n°) (10.29)
23 Zng =2 Unj— 512 Bn; Usj+op,(n°) (10.30)
Zj Zr2z,j = %Zj En; Un,j +op,(n ) ( )
| 22426(Z0g) + 1) 23 5| = op, (n°) (10.32)
Damit wire (Al) bewiesen, denn
o) (10.30)
L™ =T Ung = § 2 Eny Un j + 32,2620 ) 25 + 0p, (n°) =
(10.31)
= Y Uny = 5B ULy +30,(2¢(Zn ) = 1)Z j + 0p, (n°) =
Zj Unj — % Zj En,; Uﬁ,j +op, (no) =
— S, WTTEW, — LW T+ op, (n°)

(10.32)

Zu den Behauptungen (29)—(32):
Sei € > 0; es gilt:

P,(max |Z, ;| > 2¢) = Py(max |2Z, ; — Uy ; + Uy, ;| > 4e) <
j j
< Pn(m.aX|U’n,j‘ >e)+ Pn(maX|Zn7j - %U”,j‘ >¢e) <
j J

< 2 Bl 5a Un il + Eall Zoj — 35U} =
(L2-3)
o),

und damit (29), denn im L(Fj|;—1), den wir nach Realisationen in F;_; fak-
torisieren, ist

Enl|Znj — $Un !l = Eul|Dnjll* — Qu({Ln,; = co})
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Wir bemerken da Y, ; := 27, ; — 2E, ;[Z, ;] — Un,; wegen (L2-1) ein Mar-
tingaldifferenzschema ist; daher gilt

Var, (Y2, Vo il = 32, Vary [V 5] < 32 Bal(2Z0 5 — Un j)?) = o(n”)  (10.33)
wie oben, so daf} insbesondere
22y, =2En; [Zn,j] —U,,;+op, (no) (10.34)

Wie in Rieder (1994) gllt in ,CQ (fn,ﬂj—l)

2[En;[Zn;l] = 2<\/dQn;j|j71 \ \/de|j71> —2=

I/ dQusjt 1 — /APy

und mit | |a| = [b]| < |a — b| folgt mit (L2-4)

1 1\ 2
E, (| 2 ||\/dQn;j\j71 - JdeleQ!"’ -13% Ew‘[Urg,jHZ) <
< Eu X [1Dnl? =Y o(n)

also insbesondere

=2 EnjlZn;l=32; ”\/dQn;j\j—l - \/de|j—1H2:%Zj E, ;U ;] + op,(n°)

)

und damit (30). Wieder aus der Dreiecksungleichung folgt

1 1\ 2 ;
1 1 (10.33)
<|4Zj Zail* =%, U57j|2) <3220 = Uny)? =" op, (n°)

Daher zeigen wir fiir (31)
S UY =3B, Us +o0p, (n°) (10.35)

Sei 1 € (0,00), und setzen wir V,, ; := Un ; I{ju, ;|<n} » S0 gilt

Pa(Y5 Vi # 35 Ung) < 525 PallUngl 2 ) <
< o X EalUR i Lo,y zm] “E o(n?) (10.36)

und E, [, B [Vi2; = Up 1] =3, BalUS i 1w, 2my] “E2 o(n?)

Zu e > 0 hinreichend klein wéhle man nun n= 2—2 , 02 =limsup,, Zj E, Uﬁ,j ,
wobei 0 < 02 < 0o wegen (L2-5) und (L2-2). Wegen (L2-3) gilt schlieSlich n

(L4 1/0°) X, EalUS T, 12my] <&
und dann
Po(] Zj Uqg,j —E,; U72L,j| > 2e) < e+ Py Zj Vnz,j —En; Vn2,j| >e) <
< e+ Eiz Zj En Vrﬁj < Z_z Zj En Vng,j < 2€+0(7’LO)
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Es gilt
|30;(2e(25 ;) + 1) 27 5| < max |2¢(Z7 ;) + 1| X2, 23 ;-
J

n,j n,j

Wegen (31) und (L2-2) folgt die Straffheit von Z Z;. ; unter P, , und wegen
(29) und lim,_.oc(u) = —1/2 folgt max;|2¢(Z2 )+ 1\ = op, (nY), also (32).
Aussage (A2) folgt wie in Jeganathan (1982) aus Aldous und Eagleson (1978)
und Hall (1977). o

Fiir spitere Zwecke zeigen wir eine auf die abhéingige Situation angepafite Va-
riante von Lemma 2.3.2 in Rieder (1994):

Lemma 10.2.9 Fulls ein Dreiecksschema A, ; Bedingungen (L2-2)-(L2-5)
erfillt, so gilt

2

|=

0 = lim ZE[‘/hTsnAn,j dpgm;ﬂj—l
=0

_ : 1 T . o
= lim ﬁZOE[‘ / W s j APy jij-1]] (10.37)
Jj=
und das zentrierte Dreiecksschema
Anj = Anj — E[A, ;| Fnj] (10.38)

erfillt (L2-1)—(L2-5).
BEWEIS: Wir verwenden die Notation vom Beweis zu Theorem 10.2.7 sowie
Upijlj—1 = E[Un; | Fn j-1] (10.39)

und erhalten

U”§j|j*1:_/(\/dQ”J|J 1 \/d Jli— 1) —2(Dn,;

Mit der Dreiecksungleichung folgt

’ZUs;jlj—l %_‘Z(/ \/de\J 1= \/d ili= 12

Z‘/\/dQnJU I \/d Jli— 1 = Unijlj- 1‘
43 (D \JdPj;1)" <4 || Dyl
J J

Damit folgt nach (L2-4)

S i) o

VAPj;—1)  (10.40)

IN

|~

1
2 2
‘Z Uniili-1
J
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und insbesondere
D EuUnyi-1 =2 Bu / \/dela 1 \/dpm 1]%)* +o(n?).
J J
Aber nach (L2-4) und (L2-2) gilt
/\/dQnJIJ 1 \/d -1 )QSZEMQD +2Ur2u o(n% 4+ 0(n")
J
und nach (L2-4) und (L2-3) gilt

maXE /\/dQnm 1— \/d -1 )2§QZE#D%J+%mjaxEMUij:O(no),
J

da die Lindebergbedingung (L2-3) die Fellerbedingung ~, := max; E, U7 ;
o(n?) impliziert. Damit gilt die erste Hlfte von (37), denn

Zj A? <maxA; Y Aj;

die zweite folgt mit Cauchy—Schwartz aus der ersten.

Die Eigenschaften (L2-2)—-(L2-4) fiir A,, ; folgen nun wie bei Rieder (1994); fiir
(L2-5) notieren wir, wobei wir wieder den Index n der Filtrierung weglassen,
dafl

[ A An js’ﬂ|‘7:J 1] [ A, An an‘f.] 1] E[SnA”7j|‘7:j*1} E[A;,]Sn‘fjfl]

Summieren wir {iber j, so verschwindet der Subtrahend asymptotisch in L,
nach (37), also gilt insbesondere

snf:E[A Ry Fugo1] s0 = T+ op, (n")
j=

m

Als n#chstes wollen wir den Begriff der Ly —Differenzierbarkeit fiir Modelle mit
Abhéngigkeit dieses Abschnitts in Verbindung mit dem der Lo—Differenzier-
barkeit bei groberen o—Algebren aus Abschnitt 9.4.3 zusammenfiihren, um den
Begriff der Lo —Differenzierbarkeit lings Subfiltrierungen zu bekommen. Dazu
notieren wir folgende Proposition, bei der wir wie iiblich 8 € © fixieren, und
alle Erwartungswerte unter Py, auswerten:

Theorem 10.2.10 Sei P, = P} ein parametrisches Modell gemdfy (12), das
lings der Filtrierungsfolge (Fy j)n Lo —differenzierbar in 6 € © mit Ableitung
A, ; und Fisher—Information I ist.

Sei (Gn,j)n eine Subfiltrierungsfolge von (Fy, ;) in dem Sinn, daf fir alle n
und alle j < n G,; C Fn;. Gelten dann mit den Bezeichnungen aus Theo-
rem 10.2.7

50 = O(%) (10.41)
Ay ; sind unter P, gleichgradig quadratintegrierbar (10.42)

ZEsn[ 031G EIA 5 (G| G150 = T+ 0, (n) - 0 (10.43)

Vh e RF: nsup; EM/DfL’j = o(n) (10.44)
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50 ist auch das Modell PY Lo —differenizerbar in @ mit Ableitung

A7 ;= E[Anj1Gn 3] — E[An,j[Gn,j-1] (10.45)
und Fisher—Information
79 =Y sy E[AY AYT]s, - 0. (10.46)
J

BEWEIS: Wir zeigen zunéchst (L2-2)-(L2-5) fir L, ; = E[A, |G, ;] und
schliefen dann mit Lemma 10.2.9 auf die Behauptung.

Die gleichgradige quadratische Integrierbarkeit der A, ; iibertragt sich auf die
bedingten Erwartungswerte L, ; := E[A, ;|G, ;], wie man mit dem Vallée-
Poussin—Kriterium (iii) aus Proposition A.4.1 zeigen kann:

Wegen Korollar A.4.2 geniigt es, die gleichgradige Integrierbarkeit einer Majo-
rante nachzuweisen. Diese findet sich in M,, ; := E[|A,, ;]%|Gn 5], weil

| E[An jGn 1" < EllAn 1% |Gn 51l-

Da A, ; gleichgradig quadratintegrierbar ist, existiert nach dem Kriterium von
Vallée—Poussin eine konvexe Funktion ¢ von Ry nach Ry mit lim;— o q(t)/t =
oo und supE, q(|A,,j]?) < co. Mit demselben ¢ gilt wegen Jensen

sup B, [q(M, ;)] < supE,[q(|As ;]7)] < oo

und somit die behauptete gleichgradige Integrierbarkeit.

Damit aber folgen (L2-2) und (L2-3).

(L2-5) haben wir mit (43) explizit gefordert. (L2-4) schliefllich ergibt sich aus
Theorem 9.3.2 und der GleichméiBigkeit (44). /i

10.2.4 Umsetzung der allgemeinen asymptotischen Theo-
rie

Wie im Abschnitt 9.4.3 wollen wir nun die Begriffe Influenzkurve und asymp-
totisch linearer Schditzer auch fiir die Situation von Martingal-Differenzen-Schemata
einfithren.

Definition 10.2.11 Sei P,, = P ein parametrisches Modell gemdp (12), das

langs der Filtrierungsfolge (Fy ;)n Lo —differenzierbar in 8 € © mit Ableitung
Ay, und es gelte

n
lim > " s, B (A AL ] sn =T (10.47)
n =
mit I der Fisher—Information.

Weiter sei D € RP*k p < k, tkD = p. Dann nennen wir jedes Schema
¥ = (¥n;), ¥nj € Ly(Poin.;) mit

(L2-1) E[¢n,;|Fnj-1] =0
(L2'2) Z?:l Sn E[wn,jw;,j]sn = C("/’) =0

(L2-3) 37 Ellhsnthn* Yins,u s15e)] = 0= VheR®
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(corr) Y0y suE[Yn A jlsn = T bzw. D

[partielle] Influenzkurve in 6. Die Menge aller |partiellen] Influenzkurven in

0 heifle Wo(0) resp. WL (0).

Definition 10.2.12 Sei 7: © — RP ecine in 0 € © differenzierbare Abbildung
mit D = drlg, tk D = p. Fin asymptotischer Schitzer S = (S,) fir 7(0),
Sp + (Q,F,) — (RP,BP) heifte asymptotisch linear in Py, , falls es eine partielle
Influenzkurve g € WP (0) gibt, so daf

57:1(571 - T(g)) = Sn Z wG;n,j +op, (nO) (1048)
i=1

Wie in Lemma 9.4.7 ergibt sich Bedingung (corr) in Definition 10.2.11 als
Konsequenz der lokalen Fisher—Konsistenz bzw. der lokal uniformen asymp-
totischen Normalitét:

Lemma 10.2.13 Sei S = (S,,) ein as. Schitzer fir 7(0) mit Entwicklung (48)
fir ein Schema ., ; mit (L2-1), (L2-2) und (L2-3). Dann gilt (corr) genau
dann, wenn fir alle h € RF

571 (Sp — 7(0 + s,h)) 0 Py — N(0,Co(tbg)) (10.49)

BEWEIS: Rieder (1994), Lemma 4.2.18., nur dafl wir nun in der Argumentati-
on den Zentralen Grenzwertsatz fiir Martingaldifferenzen von McLeish (1974)
verwenden. Y/

Bemerkung 10.2.14 In Lemma 10.2.13 ist die Martingaldifferenz—Eigenschaft
(L2-1) aus Definition 10.2.11, unverzichtbar; sie 16st den scheinbaren Wider-
spruch, dafl bei der Schiitzung der Hyperparameter im Zustandsraummodell
mit dem dort betrachteten Momentenschitzer (vgl. (143)—(146)) ein lokal
gleichméBig asymptotisch normalverteilter Schétzer existiert, der “asymptotisch
linear” und adaptiert zur Filtrierung F,, ; = o(Y3,...,Y;) ist, obwohl die ent-
sprechende Modell-Fisher—Information singulér ist. Der Grund hierfiir ist, daf§
dieser Momentenschétzer beziiglich der Filtrierung F,, ; = o(Y1,...,Y;) kein
Martingal-Differenzenschema mehr ist!

Mit diesen Begriffen stehen starke Optimalititsaussagen zur Verfiigung. Dazu
wollen wir zwei Influenzkurven v, v identifzieren — und in Zeichen ¢ = o
schreiben, falls

ZE |50 (¥ni — Pna)|* = o(n?). (10.50)

Zuniéchst zeigen wir folgende Verallgemeinerung von Rieder (1994), Propositi-
on 4.2.20.

Proposition 10.2.15 Sei P, = P} ein parametrisches Modell gemdifs (12),
das lings der Filtrierungsfolge (F, j)n Lo —differenzierbar in 6 € © mit Ablei-
tung Ay j, und es gelte (47) mit Fisher—Information T .

Sei S = (S,) ein in Py, asymptotisch linearer Schétzer mit Influenzkurve
g € WP(0). Dann gilt — wobei wir den Index 0 weglassen
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(a)
C(y) = DID" (10.51)
mit =" = =1 fir
ni = DI Ay (10.52)
(b) s, 1(Sn — 7(0)) ist requliir fir D = dr|e mit normaler Grenzverteilung
N(0,C(1) = N(0,C(X)) * N(0,C(4))) (10.53)
mit X unabhingig zu ¢ und L(X) = w—lim L, $n(pni—1n)) . Die G?A"enz—
verteilung N(0,C(v))) wird dann und nur dann angenommen, wenn ¥ = 1.

(c) Sei die zugrundeliegende Verlustfunktion® ¢ € L, £ stetig \P—f.s.. Dann
15t
lim lim lim  sup /b A5, Sy — 7(0 + su1)]) dPots,t.n =

b— 00 C— 00 N—00 teo, |t\<c

/Ed./\/ (0,Cy(hg)) /fd./\/ (0 C9(¢9)) (10.54)

und die untere Schranke wird angenommen, wenn g = wg Ist £ € L monoton
quadratisch®, so kann die untere Schranke nur durch 1y = w.g angenommen
werden.

BEWEIS: Zunéchst gilt

COV an wnz wnz (L2 I)ZSnCOV wnz wnz] Sn =
= Z Sn{ E[ "/]n z"/} [wn,iwn,i] - [%,z‘%,i] + E[%z%,z]}sn =

=Y o(n) +C(w) — DI7'D = C() — C(),

also (a). (b) und (c) folgen wortwortlich wie in Rieder (1994), Proposition 4.2.20.
m

Bemerkung 10.2.16 Auch ein Analogon zu Proposition 9.4.9 gilt im Kontext
dieses Abschnitts.

10.3 LAN-Eigenschaft fiir lineare, zeitinvarian-
te Zustandsraummodelle

10.3.1 Skizze der Vorgehensweise

Die im vorigen Abschnitt eingefiihrte Lo—Differenzierbarkeit bei Abhéngig-
keitsstrukturen werden wir nun kombinieren mit der Ubertragung der Lo-—
Differenzierbarkeit auf grobere o—Algebren, um fiir das lineare Zustandsraum-
modell, parametrisiert durch die Hyper—Parameter F', (), V, eine LAN-Eigen-
schaft herzuleiten. Dabei behandeln wir die unbeobachtbaren Zustéinde als Mis-
sings und zeigen nur die Lo—Differenzierbarkeit des “vollen” Modells, bei dem

3vgl. Definition A.5.7
4ygl. Proposition 9.4.8
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auch die Zusténde selbst zur Schitzung zur Verfiigung stehen und schlieffen
dann mit dem Ubertragungsargument auf das Modell, bei dem wirklich nur die
Y, verfiighar sind.

10.3.2 Modell
Sei folgendes Modell gemifl (V1) gegeben

Bo ~ Go (10.55)
Bi=FB1+Qu v ~G,  Eguul =1, (10.56)
ye=2p+ Ve, e~H,  Egeel =1, (10.57)

wobei die Verteilungen Go,G € M;(BP) und H € M;(B?), sowie die Matrix
Z € R?*P bekannt sind, und die v, unabhiingig identisch verteilt sind, genauso
die ¢, und die Prozesse der vy der €, sowie [y stochastisch unabhéngig sind.
Dabei sind die Matrizen F € RP*P, 0 < Q =Q" e RP*?P 0 <V = V™ e R?*?
unbekannt und aus den Beobachtungen Y;, ¢ > 0 zu schéitzen. Dazu fassen wir
diese Grofien mit den in (B.1) eingefiihrten Operatoren [s]vec|-] zusammen zu

0 = (vec[F]™,svec[Q]™, svec[V]™)" € RrP*+(2)+(3)

Bemerkung 10.3.1 Dafl wir den Hyper—Parameter Z nicht mit in den zu
schitzenden Parameter 6 integrieren hat folgenden Grund: Wenn wir nur die
Beobachtungen Y; zur Verfiigung haben, kénnen wir nicht unterscheiden zwi-
schen (Z,Q) und (aZ,(Q/a?)) mit 0 # a € R.

10.3.3 Glattungs—Filtrierungen

Im Unterschied zum Fall unabhéngiger Beobachtungen kann es unter Umstén-
den erforderlich sein, “Glattungs—Filtrierungen” zu verwenden. Bei einer “Gléat-
tungs—Filtrierung” wollen wir uns zu einem gewissen Zeitpunkt s zur Inferenz
auf den unbekannten Zustand (s nicht nur auf die Information der Beobachtun-
gen bis einschliefllich s beschrénken, sondern auch zulassen, dal Beobachtungen
Y; fiir ¢t > s verwendet werden.

Setzen wir T' als den Beobachtungshorizont der Stichprobe, so ergeben sich als
wichtige Typen die “fixed-lag”—Glattung mit ¢t = (s +m) AT, und mit s =T
die feinst—mogliche Gliattungsfiltrierung.

Uns soll hier der Fall eines Zustandsraummodells mit Anfangszustand [y = 0
interessieren. Dazu betrachten wir fiir jeden Beobachtungshorizont T' eine Folge
krs mit s < kp, < T und kry < k741, anhand deren wir die Filtrierung
Fr definieren als

]:T,s,kT,s = a(ﬁO:sa }/l:kT,S% Fr = (]:T;SJCT,s)SST' (1058)

Wenn aus dem Zusammenhang klar, lassen wir den Index 1" von k7 s weg. Dies
ergibt in der Situation, in der wir die Zustdnde (s nicht kennen, als Filtrie-
rungsfolge Fr o k., mit kr s = s, fiir eine nur auf gefilterten Werten basierende
Filtrierung, kr s = (s+m) AT fiir eine “fixed-lag”-Glattung und kr, =T fur
die feinst—-mogliche Glattungsfiltrierung.

Dabei besteht zunéchst die konzeptionelle Schwierigkeit, einzusehen, daf} es sich
bei (Fr,0kr.)s um Unter—o—Algebren von (Frs)s handelt, obwohl unter
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Umstédnden kr ¢ > s ist. Dies machen wir uns an einer Folge unabhéngig iden-
tisch verteilter, reellwertiger Beobachtungen Y; ~ Py aus einem parametrischen
Modell P = {Py |6 € R} klar:

Sei v € M,(B), v>> P und py eine v—Dichte von Py. Wir nutzen aus, dafl un-
abhéngig von einer moglicherweise schon fortgeschritteneren Kenntnis der Y;,
t > s, die o—-Algebra o({Y;},<s) bereits suffizient fiir die Bestimmung der Li-
kelihood im Zeitpunkt s ist.

Fafit man die Likelihood pg(y) in der Beobachtung Y = y auf als faktorisier-
ten, bedingten Erwartungswert E,[pg(Y)|Y = y], so ist klar, da} wir dies im
unabhéngigen Fall mit n Beobachtungen auch v" —fast—sicher schreiben kénnen
als

Po,n yl n Hpe yj HE p9 ‘Yln = Y1 n]

wobei wir den Vektor (Yl7 ..., Y,) mit Yy, abgekiirzt haben. Entsprechendes
gilt im Zustandsraum.

Sind nun aber nur die Y; beobachtbar, kommt es auf diese unterschiedlichen
Filtrierungen an, was wir im folgenden untersuchen wollen. Dazu fithren wir
zusitzlich die faktorisierte Unter—o—Algebra For = o(Y1.r = y1.7) ein und
nehmen der Einfachheit halber an, das Zustandsraummodell sei durch eine Folge
von ProduktmaBen vr = (p1®pu2)” dominiert. Dann ergibt sich jeweils v —fast
sicher

pg;T(le:T) =E,, [pz;T(ﬂO:T7YI:T)|ﬁO,T] =

[ T pg’%(ﬂoé,n k) Fol
1% O,T =
Ts 1p9T(613 1 Y1k )

= l/T Hp ﬁ087

= EVT[pr‘f‘!_l;ks‘ks—l‘]:—O’T} = (1059)
s=1

Vi) For] =

T
/ H pf\f—l;ks |ks_1 (50:35 yl:ks) dﬂ?(dﬁl:T)
s=1

Es ist unmittelbar aus der Definition von pz;T(yh ...,yr) klar, daf sich die
Wahl der Filtrierung nicht auf die Funktion der Likelihood auswirkt. Anderer-
seits werden wir sehen, daf sich bei der Herleitung der lokalen Asymptotik der
Likelihood durchaus Unterschiede ergeben kénnen, und zwar weil zum Beispiel
pg;’;/ls_l;ﬂs_l nicht “gentigend” Information iiber 8 tragt, in dem Sinn, daf die
entsprechende Fisher—Information singuldr wird, wohingegen zum Beispiel fiir
pg;’;s_l;s+2|s+1 kein Rangdefekt mehr auftritt — vgl. Proposition 10.5.1.

Ist die Fisherinformation des Modells ldngs einer Filtrierung F regulir, so
fallen wegen der dann bestehenden Eindeutigkeit der as. suffizienten Stati-
stik — vgl. Bemerkung A.5.3 — asymptotisch alle hergeleiteten Loglikelihood—
Entwicklungen ldngs feineren Filtrierungen F7. D Fr zusammen.

Unter noch zu spezifizierenden Rangvoraussetzungen an die Matrizen F', 7,
Q@ und V sowie einer Voraussetzung an p(F), den Betrag des betragsmiflig
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grofiten Eigenvektors, wird sich ergeben, dafl dann bereits eine Filtrierung mit
krs = (s +2) AT eine reguldre Fisher-Information liefert.

Daher wird es nicht notwendig sein, bis zum Beobachtungshorizont T zu glétten,
wie dies zum Beispiel in der Arbeit von Shumway und Stoffer (1982) geschieht.
Wir weisen an dieser Stelle darauf hin, da3 die Domination bei obiger Erléute-
rung nur der vereinfachten Schreibweise diente; sie ist nicht notwendig und wird
dementsprechend auch nicht gefordert; im allgemeinen werden wir daher eine
entsprechend angepafite Notation analog zum Wurzeldichtenkalkiil fiir Martin-
galdifferenzen aus Abschnitt 10.2.1 verwenden.

10.3.4 die LAN-Eigenschaft
Theorem 10.3.2 Sei der Parameter 6 = (F, Q, ‘7) aus dem Parameterbereich

©:={(A,B,C) e RF*P x RP*P x R | p(A) < 1,B=B" = 0,C = C7 = 0},

mit p(M) dem Betrag des betragsmazimalen Eigenwertes von M .

Besitzt dann G endliche [multivariate] Lokations—Fisher—Information und be-
sitzen G und H endliche [multivariate] Skalen—Fisher—Information und besitzt
die Fisher—Information des Modells vollen Rang, wenn wir eine Filtrierungs-
folge Gr = (Frrs.0) gemaff Abschnitt 10.3.3, also mit einem kr s mit den
dort eingefiihrten Eigenschaften, verwenden, so ist das Modell (55) bis (57),
Lo —differenzierbar im Sinn von Definition 10.2.5 und besitzt demzufolge die
LAN-FEigenschaft.

Bemerkung 10.3.3  (a) Wie im Zeitreihenkontext iiblich, ersetzen wir die
Variable n durch T', um dadurch den Beobachtungshorizont anzugeben.

(b) Im Lichte von Theorem B.2.4 ist die Endlichkeit der Fisher—Informationen
gleichbedeutend damit, dal G und H p— bzw. g—dimensionale Lebesgue—
Dichten g und h, und g, v;g(v), i = 1,...,p und ¢;h(e), 7 = 1,...,q
Distributions—Gradienten Vg, (g, L= +(Vg)r)r, (hsIs=; +(Vh)s)s besitzen.
Die multivariate Lokations—Fisher—Information lautet dann

7, :=Eg[VgVg™ /g%, (10.60)
die multivariaten Skalen—Fisher—Informationen
Jy, = Eg {svec[]lp +vVygT /glsvec|.. .]T}, (10.61)

Jn = Epg [svec[ﬂq +eVh™ /h]svec|.. .}T}, (10.62)

mit svec|-], dem in (B.1) eingefithrten Operator.

(c) Garel und Hallin (1995) geben Bedingungen fiir die LAN-Eigenschaft

von multivariaten ARMA-Prozessen an; dies ist relevant, da es sich bei der Zu-
standsgleichung (56) um ein multivariates AR(1)-Modell handelt. Allerdings
ist ihre Bedingung (C3), ndmlich daf [|Vg|*dG endlich ist, in unserer Darstel-
lung abgeschwiicht auf die Endlichkeit von [ |Vg|?dG.
Ganz generell 148t sich die LAN-Eigenschaft im ARMA-Modell bereits unter
Endlichkeit der multivariaten Lokations—Fisher-Information und den iiblichen
Stationaritdtsbedinungen (vgl. Brockwell und Davis (1991), Theorem 11.3.1 und
Theorem 11.3.2.) an die Parameter zeigen.
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(d) Wang (1994) gibt ebenfalls Bedingungen fiir die LAN-Eigenschaft von
multivariaten ARMA-Prozessen an; er startet jedoch bereits mit der Lo—Dif-
ferenzierbarkeitschafts—Eigenschaft (L2-4).

(e) Bickel et al. (1998) beschiftigen sich mit der LAN-Eigenschaft fiir allge-
meiner parametrisierte Hidden—-Markov—Models (HMM’s), gehen also von einem
endlichen (oder zumindest diskreten und kompakten) Zustandsraum aus, und
Jensen und Petersen (1999) verallgemeinern die dort getroffenen Aussagen auf
allgemeine, aber kompakte Zustandsriaume.

Bei uns hingegen ist der Zustandsraum i.a. nicht kompakt, und wir stellen
hier auf eine spezielle Parametrisierung ab, so dal wir deren Annahmen iiber
die Ubergangsdichten erheblich abschwiichen kénnen.

(f) Die Bedingung, die Fisherinformation mége vollen Rang haben, ist im
eindimensionalen, normalen Zustandsraummodell automatisch erfiillbar, vgl.
Proposition 10.4.6, sowie Proposition 10.5.1.

(g) Wie schon erwihnt, fallen wegen der Eindeutigkeit der as. suffizienten
Statistik Loglikelihood-Entwicklungen léngs jeder feineren Filtrierung G/ D Gp
mit der unter Gy zusammen, so dafl die LAN-Eigenschaft nur noch iiber die
grobste Subfiltrierung Gr C Gr, lings der die Fisher—Information vollen Rang
besitzt, von der Filtrierung abhéingt, wohingegen die Ly —Ableitungen sehr wohl
von der Filtrierung abhéngen.

BEWEIS VON THEOREM 10.3.2: Wir beweisen zunéchst die Ly —Differenzierbar-
keit des Modells bei Beobachtung von (S, y:) . Dabei ersetzen wir, wie bereits in
Bemerkung 10.3.3 angedeutet, die Variable n durch 7'; dementsprechend sind
die betrachteten Alternativenfolgen von der Gestalt 6p = 6y + h/ VT . Ebenso
verwenden wir s anstelle von j als Laufindex.

Der Prozef der {f;}, und somit auch der der Paare {0, y:} ist asymptotisch
stationdr. Genauer gibt es wegen p(F') < 1 einen strikt stationiren und ergodi-
schen ProzeB {3} mit || — Billr,(py) = O(p(F)!) und ||B; — Bi|| = O(p(F)?)
G>™ —f.s., vgl. Brockwell und Davis (1991), Proposition 3.1.1 und 3.1.2 bzw.
Theorem 11.3.1 fiir die Konvergenz in Lo und fast sicher und Lemma A.3.2 fiir
die Stationaritiit und Ergodizitit des Limes-Elementes {f;}.

Wie im Eingangsabschnitt dieses Kapitels kiirzen wir den Vektor der Zufalls-
groBen (8o, f1,-..,0t) als Bo.: und analog den der (y1,...,y:) als y1.4 ab.
Weiterhin verwenden wir die Filtrierungsnotation (58). Damit schreibt sich die
Loglikelihood als

dPyya;r

I
°8 dPy,r

T
Borsyrr) = Y logg(Q (B — FfBs—1)) — logdet Q +
s=1
+log h(V " (ys — Z5)) — logdet V
Als Kandidat fiir die Lo —Ableitung ergibt sich:

Apy = Q "Ag(Q " (By — FB—1)) BT, (10.63)
Ag = —Q '+ Q' Ay(Q (B — FB—1))(Q (B — FBi—1))” (10.64)
Avy ==V I VAV Yy — ZB))V  y: — Z6))T (10.65)

Offenbar sind alle drei Komponenten fiir jedes ¢ Martingaldifferenzen beziiglich
der Filtrierungsfolge F% = (Fr s s) und damit, wie eingangs in Abschnitt 10.3.3
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beschrieben, auch beziiglich jeder Filtrierungsfolge Fr = (Fr s rp,) mit einem
kr,s mit den dort eingefithrten Eigenschaften. Somit gilt (L2-1).

Die asymptotische Stationaritdt der {G:,y:} iibertrdgt sich auf die der Lo—
Ableitungen und somit folgen die Bedingungen (L2-2) und (L2-3), die im we-
sentlichen auf gleichgradige Integrierbarkeit hinauslaufen, wie im eindimensio-
nalen Fall, vgl. Kreiss (1987).

Aus der asymptotischen Ergodizitit aller drei Komponenten schliefllich folgt
(L2-5).

Fiir (L2-4) ist die Endlichkeit von Z,, J,, Jn hinreichend: Wegen Theo-
rem B.3.4 ist damit das Lokations—/Skalenmodell mit G als Zentralverteilung
bzw. das Skalenmodell mit H als Zentralverteilung Ly —differenzierbar, was wie
im Eindimensionalen (L2-4) fiir den Parameter 6 = (F,Q, V') impliziert — vgl.
hierzu die Mitschéitzung eines Skalenparameters im [univariaten] AR(p)-Modell
in Swensen (1980).

Nun zum Fall, da nur die y; zur Schéatzung zur Verfiigung stehen. Wir fi-
xieren zum Beobachtungshorizont T’ eine Filtrierung Fr = (Fr sk ,) mit
krs = (s+m) AT fiir ein m € Ng. Zu dieser betrachten wir die Subfiltrierung
Gr = (Fr,0,kr.) und zeigen die Voraussetzungen von Theorem 10.2.10.

(41) ist nach Definition s, = 1/4/n erfiillt. Die gleichgradige Quadratintegrier-
barkeit (42) folgt aus der L, —Approximierbarkeit von A,, ; durch eine stationére
und ergodische Funktion A;.

Wegen der Ergodizitit der Erzeugendenfolge (v, £¢) gilt dies auch fir die
(asymptotisch) stationéire Folge der unbedingten Lo—Ableitungen, und, weil
auch die bedingende Folge der {y;} unter den Voraussetzungen des Theorems
(asymptotisch) stationiir und ergodisch ist, gilt dies nach Lemma A.3.3 auch fiir
die Folge der bedingten Lo—Ableitungen, und somit bleibt auch (L2-5) giiltig,
da wir die Regularitit der Fisher—Information vorausgesetzt haben.

(44) schliefllich ergibt sich wieder aus der (asymptotischen) Stationaritét der
Lo —Ableitungen im feiner filtrierten Modell, wobei wir 6 fiir die Alternativen-
folge und § fiir s +m schreiben

2 2
nsup, E D5 . = nmax max D
Ps u/ T,s {T—m+1§s§T/ T,s»

. 2
/ (\/pé,g\gq;s\sq — \/Posi—1isls—1(1 + Zhﬁf\e)) d/\k} = o(n’),

und weil die letzten m Terme Drp ¢ jeder fiir sich o(1/T) sind.
Aus der soeben gezeigten Lo—Differenzierbarkeit folgt unmittelbar aus Theo-
rem 10.2.7 die LAN-Eigenschaft. Y/

Bemerkung 10.3.4 Sind fiir das Modell (55) bis (57) die Voraussetzungen zu
Theorem 10.3.2 erfiillt, und gibt es zusétzlich eine Version der Lebesguedichten
g, die symmetrisch ist im Sinn, dafl g(—z) = g(x), so ist das Modell unter
Mitbeobachtung der Zustéinde robust adaptiv:

Die Bestandteile der Scoresfunktion, die zur Dichte h gehoren, sind im idealen
Modell sowieso unabhéngig von denen zu g. Interessant ist also nur die Inter-
aktion Ap und Aq. Hier zeigt sich die Behauptung aber wie im univariaten
Lokations—/Skalenmodell.

Diese Adaptivitdt geht i.a. beim Bedingen auf G; verloren, wie wir in Ab-
schnitt 10.5 sehen werden; allerdings herrscht eine “Adaptivitdt” zwischen der
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Schétzung der Zustdnde und der der Hyper—Parameter, so dal wir in diesem
Fall die Hyper-Parameter nur /7T -konsistent zu schétzen brauchen.

10.4 Exkurs: lokale Identifizierbarkeit der Hy-
per—Parameter

Hier wollen wir die Frage beantworten, wann die Fisher—Information des Modells
Zp vollen Rang hat. Hierzu wollen wir den Begriff der lokalen Identifizierbarkeit
verwenden, der auf eine Arbeit von Rothenberg (1971) zuriickgeht:

Definition 10.4.1 Sei Y (0) :={Y;(0); | =1,...,k} ein k-dimensionaler Zu-
fallsvektor, dessen Verteilung durch 6 € © C R" n—dimensional parametrisiert
ist, und bezeichnen wir mit 1(0) und 3(0) seine ersten beiden Momente. Dann
heifit das Modell P := {L(Y(0))} in 6y € © identifizierbar zweiter Ordnung
(©), falls
1(0) = p(6o) _

d.h. falls 0y der eindeutige Parameter in © mit Bild (u,X) ist. Das Modell
heif$t in 6y € © lokal identifizierbar zweiter Ordnung, wenn es eine Umgebung
No, von 0y gibt, auf der 0 identifizierbar zweiter Ordnung ist.

Wir wollen fiir unsere Untersuchungen eine Charakterisierung dieser Eigenschaft
ghnlich der von Goodrich und Caines (1979) herleiten:

Theorem 10.4.2 (Goodrich/Caines) Seien {Y,}i<s<r stationdre, ergodi-
sche k—dimensionale Beobachtungen aus einer Folge parametrischer Modelle
Pr ={Por |0 € O}, deren erste beide Momente existieren; sei

k
2

3:0 -RxRE), g a(9) = (Epg [¥1], svec(Covp, [Yl])) (10.66)

Sei 0y € © so, daf$ lokal um 6y rk D® = const ist und sei ¢ stetig differenzier-
bar. Dann ist die Modellfolge Py lokal identifizierbar (zweiter Ordnung), genau
dann, wenn die Matriz M ,

M=(M;;)i,;= [% tr (2—5 o z—%) <2—%8_22—%>+§—572—1%} ’0 \ ,(10.67)
J =bo

1<i,j<n
requldr ist.

Dies kann man verwenden, um auf die Invertierbarkeit der Fisher—Information in
einem parametrischen Modell zu schlielen. Dabei betrachten wir Beobachtungen
{Y;}i<s<r wie in Theorem 10.4.2. Im Unterschied hierzu betrachten wir aber
auch noch die Autokovarianzen bis zur Ordnung m. Als Preis dafiir miissen
wir zu Glattungsfiltrierungen bis maximal Ordnung m {ibergehen. Diese sind
urspriinglich bei einer zu erklérenden Variable definiert, die nicht zu beobachten
ist; geht man gleich zum durch die Beobachtungen erzeugten, groberen Modell
iiber, duflert sich dies in einer nicht uniformen Beobachtungsfiltrierung G mit
Gr = {o(Yy)r<k. }s<r mit s,ks_1 < ks < T, bzw. in einer fixed-lag-Glittung
Gr = A{0(Yr)r<(stm)aT}s<T -
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Theorem 10.4.3 Seien 6y € O, {Ys} 1<s<r wie in Theorem 10.4.2, und sei
die Autokovarianzfunktion exponentiell abklingend. Sei zusdtzlich das Modell
Lo —differenzierbar lings der Filtrierung Gy', wobei wir zulassen, daf die Fisher—
Information singuldr ist. Die Fisher—Information sei aber stetig in 6y . Dann ist
die Fisher—Information Ty, regulir, wenn {L([Y{(0),...,Y, 1(0)]") |0 € ©}
lokal identifizierbar (zweiter Ordnung) ist, also wenn wir in die Abbildung ® in
Theorem 10.4.2 nicht nur die Kovarianz Covp,[Y1], sondern auch noch die Au-

tokovarianzen Covp,[Y1,Y14i], i =1,...,m einschlieflen.

BEWEIS zU THEOREM 10.4.3: Wir bemerken zunéchst, dafl im stationéren, er-
godischen Fall die Regularitit der Fisher—Information fiir den Beweis des LAN-
Theorems 10.2.7 nicht bendtigt wird.

Daher diirfen wir Lemma 10.2.13 verwenden. Von der Schiitzung ®(6) benétigen
wir nur, daf

V(®(0) — ®(6)) o Py 5 N(0,Cp) (10.68)

mit einem in 6 stetigen Cy. Es gilt
(0 + h/Vm) — B(6o) = DD(B0)h//m +o(1/v/m).  (10.69)

Fiir jedes 6 koénnen wir andererseits ®(f) erwartungstreu durch die empiri-
schen Momente schiitzen®, wofiir wir schlicht ®(6) schreiben; dabei haben wir
durch die Wahl der Filtrierung erreicht, dal die entsprechenden Summanden als
Martingaldifferenzen beziiglich dieser Filtrierung aufgefalt werden konnen.
Nach Hannan (1970) aber gilt (68), und mit der Stetigkeit von Cy und (69),
sowie der lokal in 0 gleichméfigen Normalapproximation, abzulesen in der ex-
ponentiellen Mixing—Eigenschaft der Komponenten von @, folgt

V(®(0) = ®(0)) 0 Pyypyym —— N(0®(60)h, Co)

Mit anderen Worten, ®() ist regulér® im Sinn von Definition A.5.4. Nun ist
() linear in (Ys, (V.Y Jo<i<m), fiir jedes 6 erwartungstreu und adaptiert
zur Filtrierung GF°. Daher gilt nach Lemma 10.2.13 Eg pgA] = 0®(0). Also
hat nach Cauchy-Schwartz Zy mindestens Rang rk 0®(6), und damit ist Zy

regulér, falls 0®(#) vollen Rang hat. Vi

Bemerkung 10.4.4 In der Originalarbeit Goodrich und Caines (1979) wie
auch in Caines (1988), Abschnitt 9.6 verwenden die Autoren die stérkere Voraus-
setzung der zweimal stetigen Differenzierbarkeit der Loglikelihood des Modells
nach 6. Dies benétigen wir nicht, sondern wir werden mit der A—-Methode auf
die Invertierbarkeit von Zy schlieflen, so dal nur die partielle Integration erlaubt
sein muf.

10.4.1 Skizze des Vorgehens

Wir werden zeigen, dafl es unter geeigneten Rangbedingungen an F', Z, Q
und V einen (suboptimalen) asymptotisch linearen Schitzer gibt, der sich aus

5Genauer wird u(6) durch i(0) := %Z] X; und X(0) durch 2(0) = ﬁZj(XJ' -
a(0))(X; — ()™ geschitzt

Zusammen mit Proposition A.5.6 ist damit der Nachweis der Rangeigenschaft von 7T°
resp. 7 in Abschnitten 10.4.3 und 10.4.4 nicht mehr erforderlich. Er wurde aber trotzdem
durchgefiihrt, weil man im Spezialfall des Zustandsraummodells noch explizitere Darstellungen
erhilt und anhand dieser (im Prinzip) auf die Giite der Startschéitzung schliefen kann.
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der empirischen Autokovarianzfunktion (ACF) v(Y) des y-Prozesses gewinnen
148t, indem man die ersten drei Terme %'(Y)’ i = 0,1,2 nach den gesuchten
Hyper—Parametern F', @, V auflost. Mithilfe eines Zentralen Grenzwertsat-
zes fiir 4 und der endlich-dimensionalen A—Methode schliefen wir auf eine
asymptotische Normalitdt dieser Momentenschétzer mit einer Limes-Kovarianz
von gewiinschtem Rang.

Andererseits kann man dann fiir die in der endlich-dimensionalen A—-Metho-
de auftauchende Jakobische partielle Integration anwenden und erhélt so die
Invertierbarkeit von Zy ldngs einer fixed—lag—Gléttungsfiltrierung mit m = 2.

Bemerkung 10.4.5 (a) Einen #dhnlichen Ansatz, wenngleich “nur” fiir das
GauBlsche Modell, verfolgt Pagan (1980). Allerdings sind bei ihm die Z; zeit-
variabel und ¢ = 1. In diesem Fall sind die Eigenschaften (UCC / UCO)”
hinreichend fiir die Identifizierbarkeit.

(b) In Theorem 10.4.6 kénnten wir im Gaufischen Fall auf die Bedingung
rk V' = ¢ verzichten, was allerdings die Rechnungen unnétig weiter verkompli-
zieren wiirde; alle anderen Bedingungen sind unter p(F) < 1 im Gauflschen Fall
auch hinreichend: Ohne Einschrankung sei p = ¢, Z = I,; man stelle sich F,
@ und V als Diagonalmatrizen vor. Dann gilt fiir die suffiziente Autokovarianz
von y; mit C = (I, — F)~1Q

YY) (h) = F'C + Iy V

Ist nun F'Q) nicht invertierbar, so ist nicht festzustellen, ob F oder () nicht
invertierbar ist, da im einzigen Term ohne Vorfaktor F, 4(¥)(0), nicht entschie-
den werden kann, was zu V' und was zu C' gehort.

(c) Der Nachweis hinreichender Bedingungen in Caines (1988) Abschnitt 9.4
auf Basis der vollen Rang-Bedingung der Beobachtungsmatrix

O=|Z,ZF,...,ZF"]
und der Erreichbarkeitsmatrix
C:=[Q% FTQ*, ..., (F)PQ7]

ist nur scheinbar allgemeiner als unsere Bedingungen:

eAnders als behauptet, kann man nicht jedes beobachtbare lineare Zustands-
raummodell mit einem Basiswechsel auf eine Ubergangsmatrix F' von Fro-

beniusgestalt®
ap as cee Ap_1 Qp
1 0 ... 0 0
- o 1 ... 0 0
F= ] ] (10.70)
1 0

bringen, wie foglendes Gegenbeispiel zeigt:
Die Matrix F' = I, ist bereits in Jordan-Normalform und l&8t sich da-
her nicht durch Konjugation mit einer Matrix T € GL(2) auf Gestalt

Tvgl. Bemerkung 7.2.22
8in englischen Biichern oft auch als “Companion—Matrix” bezeichnet, vgl. Searle (1997)
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F' = (f (1)) bringen, da diese die Jordan-Normalform Jp = ((1) 1) besitzt.
Andererseits stimmen die beiden charakteristischen Polynome der beiden
Matrizen iiberein, ¢r(A) = o (X)) = (A —1)2.

oFiir den Beweis von Lemma 4.3 in Abschnitt 9.4 benotigt Caines (1988)
dann doch invertierbares F', und dafl @) invertierbar, sowie rk Z = p ist,
also bleiben im wesentlichen unsere Bedingungen unabgeschwicht.

(d) Ein anderer Begriff der Identifizierbarkeit findet sich ebenfalls in Caines

(1988): Es geht nun nicht mehr darum in vorgegebenen Dimensionen p, ¢ ein
spezielles Zustandsraummodell (F,Z,Q,V) zu identifizieren, sondern ein Zu-
standsraummodell (F,Z,Q, V) in geeigneten, frei withlbaren Dimensionen p, §
anzugeben, das geeignet ist, das Verhalten des y; —Prozesses moglichst gut (im
Sinne des mittleren quadratischen Vorhersagefehlers) nachzubilden.
Dieser schwiichere Identifizierbarkeitsbegriff liegt auch Aoki (1990) zugrunde,
und man kommt hier mit Beobachtbarkeit und Kontrollierbarkeit aus; man ge-
langt so zu sogenannten “Minimum Prediction Error Methods”, auf die wir im
folgenden aber nicht eingehen. Stattdessen wollen wir uns allein auf die Identi-
fizierbarkeit im Sinne der vollen Modellidentifikation konzentrieren.

10.4.2 hinreichende Bedingungen fiir Regularitit von 7

Als zentrales Resultat im Kontext des linearen, zeitinvarianten Zustandsraum-
modells werden wir zeigen:

Theorem 10.4.6 Ist im linearen, zeitinvarianten Zustandsraummodell mit

p(F) <1 (10.71)
tkZ >k F =1k Q@ = p, tkV =g¢q (10.72)
E|ef|* < oo, E|v|* < 00 (10.73)
e~ Ny(0,V) oder rk Cov|[svec(ee™)] = (q> (10.74)

2

so ist det Ty > 0, wenn wir die Zweischritt—Glittungsfiltrierung G2 verwenden
— in der Notation von (58) G2 = (Fr,0,(s42)AT) -

Bemerkung 10.4.7  (a) Im Fall normalverteilter ¢;, v; ist die Fisher—Infor-
mation bereits regulir, wenn wir G+ = (Fr,0,(s+1)AT) » die Einschritt-Gléttungs-
filtrierung verwenden, wie wir in Proposition 10.5.1 sehen werden.

(b) Die Bedingungen des Theorems sind nicht notwendig; so miissen fiir die
L, —Differenzierbarkeit noch nicht einmal zweite Momente von €, v existieren.
Falls aber diese nicht existieren, ist auch der spéter verwendete Startschitzer
auf Basis der Autokovarianzfunktion des Y -Prozesses nicht mehr zuléssig.
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10.4.3 asymptotische Kovarianz der emp. ACF #(Y)

(Y)

i

Zunichst betrachten wir die ACF () und deren kanonischen Schiitzer?® 4
T—i T .
% Zt:l YtYiyi - Es gilt

Proposition 10.4.8 Sei im linearen, zeitinvarianten Zustandsraummodell

p(F) <1, Ele:|* < o0, E |vg]* < 0.
Dann gilt
\/T(’%(Y) - 'YZ(Y))i:O,...,m e Mm+1)q2 (07 T) (1076)
Dabei ist
T = (Z,j;n,zz,n,]z) 1<i,j<m = asCov(’%(Y), 'AVJ('Y))’
1<21,22,91,92<q
,2”— = (j;,j;ll,lz7_]17]2 1<i,j<m . aSCOV(’%(B)’ ﬁ/]('ﬁ))’
1<271,12,71,92<p
mat .
C=> F'QEF), (10.77)
t=0
T, = Z®2’Z~;’j(Z®2)T +R(G—i)+ Ky qR(G+0)+

Hllp Ky )V RO, 1o
Tij= S(—i)+KppS(+i)+
H[(@e = F#) 7' @ Le] + [Le @ (L2 — FE2)T1FS?) b (10.79)
X (La — F&4)~1 [(Ffi_ ®F @F I © Fj+)]vec(/<;(”)),

S()= Ti<o {(Hp & (FT)Ill) (Hp‘z - F®2)_1C®2—|—
HOPT)R(F G1,) (5~ P92 T4
+ S0 () @ Pl ) )

_ (10.80)
+Tizo {(F7) @ 1) (L — F®2) ™ C®2+
+H(CFT)®2(I, @ (F7)) (L2 — F®?) "+
+ Y0 (F " C e C(FT)") ),
R =272 oV +V & (249 27)] (10.81)
und k) der vierten Kumulante von € bzw v.
Zum Beweis benotigen wir
Lemma 10.4.9 Sei im VAR(1)-Modell
B = FBi—1+ v
p(F) <1, Eln|* < occ. Dann gilt
VI =) izt n 2 N2 (0.7) (10.82)

9In der Modellspezifikation hatten wir bereits die Zentriertheit Ev = 0, Ee = 0 voraus-
gesetzt.
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BEWEIS zU LEMMA 10.4.9: Wir verwenden Hannan (1970) und spezialisieren
Formel (3.3) in Kapitel IV fiir n=j m=qi:

T—1
(B @y _ 1 v . ‘
COV(qufﬁ)v’V]( )) :f Z (1 - ?) {K:£157)742,]1,]2 (Ovlyl/; v +.7) +
v=—T+1
HOP @1 il ngran + 002 @4 i 202 }} (10.83)

21,22,71,J2

Fiir gemischte Terme des $—Prozesses'® schreiben wir

5516,12713,14 (tlv t27 t37 t4) ::E[ﬂtlﬂl 6t27125t3713ﬂt4714] 7E[ﬂt1711 ﬂtmh] E[6t37136t4714] -
- E[ﬂtull 6t3713] E[ﬂtz,wﬁm,u] 7E[ﬂt1721 ﬁt4,24] E[/Btmmﬁtsﬂs]a

wobei 3, ,, die 1;-te Koordinate der ¢;—ten Variable §;, ist. Nun ist (asymp-
totisch) fiir ¢ >0
(i) =+ =ElBi) = FC.
Wir zerlegen die Summe (83) iiber die Summanden jeweils getrennt in Bereiche,
wo der Index negativ oder positiv ist. Gehen wir zunéchst vom normalverteil-
ten Fall aus; dann verschwindet die vierte Kumulante, und wir erhalten die
|v]

S —Terme, falls wir zunéchst den Faktor ( — T) ignorieren; aber dieser geht

fir T — oo gegen 0. Die Konvergenz erfolgt nach dem Satz von der dominier-
ten Konvergenz, wenn wir noch berticksichtigen, daf§ jeder der Summanden als
Kovarianzmatrix eine positiv semidefinite (p? x p?)—Matrix ist. Wie man den
Kumulanten—Term berechnet, ist klar.

Die behauptete Normalitét folgt mit einem Zentralen Grenzwertsatz wie Han-
nan (1970), Thm. IV.14. Y/

BeEwEeis zu ProprosiTiON 10.4.8: Mit y, = Z3; + &4 folgt wegen der Un-
abhéingigkeit des § und e—Prozesses

E[Klﬂl th1+iyl2Y;§2,J1 K2+j,J2] = E[(Z/B)thH (Zﬂ)t1+i712 (Zﬂ)tmﬁ (Zﬁ)t2+j7j2}+
+ E[Etlﬂl (Zﬁ>t1+75’12€t2,h (Zﬁ>t2+]}]2] + E[Etl,ll (Zﬁ)tﬂri,zz (Zﬁ)tQ ,j1€t2+jd2]+
+ E[<Zﬁ)t1,7f1 Et1+i,0282,1 (Zﬁ)terj,jz] + E[<Zﬁ)t1,7f1 Et1+i,02 (Zﬁ)tz ,J1€t2+j,j2]+
+ E[€t1~ﬂ1 Et1+i,02€t2,0 €t2+j7]2] =

:{Z®2Z,j?'(Z®2)T}11’127j102 + R(-] - i)n,lzdldz + R(] + i)11,127j27j1+

+ I{i:j:O} |:K§f?121]17]2 + (V Y V)nﬂz ,J15J2 + (V ® V)h,lz 172501 +

+ E[}/tl )21 }/tl-i-iﬂz] E[}/t%]l Y;52+j7J2]
(10.84)
die behauptete Darstellung von 7 , und die asymptotische Normalitéit folgt wie-
der mit einem Zentralen Grenzwertsatz wie Hannan (1970), Thm. IV.14.

Fiir das weitere Vorgehen spezialisieren wir Proposition 10.4.8 auf ¢ = 1.

(V) A(Y Z2Q* | wn (1+F2
as.Cov(yi( )’yj(. )):ﬁ{p +3l <ﬁ+|2+3| +

i (14 F? 222QV (it -
li—j] i i 22 % (plitil li—jl 27,
+F (1_F2+z g)+1_F2 (FI1 4 T 212 1 o0,

10Hjer verwenden wir, dafl EB; = 0 gilt.
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10.4.4 Rangbetrachtung von 7

Wir werden zeigen, daf
Proposition 10.4.10
kT > (g) +mp?=d; (10.85)
Hierzu bendétigen wir folgende
Proposition 10.4.11 Fiir schlieflich jedes n gilt
7, = n Cov{fsvec(3g”" ™). [vec (3" ™" ..., [vee(3) ™)y

mit ﬁfﬁ):n‘m = LN BBy, ist reguldr mit Rang ds = d + mp*, wobei

dy = rk Covlsvec(3:87)] = (5) -

BEWEIS ZzU PROPOSITION 10.4.10: Betrachten wir nun die Matrix Cjy

Co 1= Cov{[svec(ee™)|", [vec(3\P™ ™), ..., [vec(3B)mmy| T}
Diese hat Blockgestalt
[ Ci 0
o=(5 &)
mit
Cr = svec {vec[k(® + (2 + K, )V}
C(2 = (i,j)i,j:l,...m

Aus Proposition B.5.1 bzw. Korollar B.5.2 folgt, daf§ tkC; = (g), und aus
Proposition 10.4.11, da8 rk Cy = mp?.
Wegen rk Z = p besitzt daher die Matrix

C3 = diag[H(g),Z®2, .. Z%2)Cy diag]. . .|
Rang d; . Andererseits 148t sich 7 darstellen als 7 = C3+Cy+Cs mit Cy, Cs =
0 und

792750297 0 L L
Cy= ( 0’8[ ) 0 ) Cs =[R(1 —J)+ Kq R+ j)]i j=o0,....m-
Zu zeigen ist nun Cs > 0; sei dazu U; := Zf;, vU) die dazugehorige ACF.
Dann ist Cs = Cs + C§ mit
Ce := Eas') COV[(Ut+i5t)21,l2 (Ut+j€t)11>]2]i7j

+ as.) COV[(Ut+i€t)11,12 (Ut*jgt)]m]l]id

Zu iiberpriifen ist, ob mit U,e := vec[(Ust4e] )i] und U_e := vec[(U—;e] )]

o{(4) (82) (52) (4))=>
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Dies aber ist positiv semidefinit nach Konstruktion und wegen Stationaritéit hat

(as.) Cov|(+), (-)] die Struktur ( g g ) , also D? — B2 >0, in unserem Fall

Cov[(ATUe)(A™U,e)]? > Cov[(ATU,e)(A™U.£)]?,
und damit
Co = Cov[(Us2) (L)) + Cov[(Uz) (U2)] = 0
Damit folgt die Behauptung. Y/i

Zum Beweis von Proposition 10.4.11 verwenden wir folgende Resultate:
Proposition 10.4.12 Der Prozefl {R:},

Ry = ([svec(BB7)]7, [vec(Be )] - - -, [vec(BeBTpn)]T)”

ist strikt stationdr und besitzt eine Kovarianz v (0) := C®) von vollem Rang
ds.

Proposition 10.4.13 Sei {X;} ein RP —wertiger, schwach stationdrer Prozef§

zweiter Ordnung. Falls %gx) >~ 0 und |7,(,f()| — 0 fiir h — oo, dann besitzt die

Kovarianzmatriz T, := ('yi(icj.))i,j:17,__,n vollen Rang.

BEwEIs zu PROPOSITION 10.4.11: Wegen Proposition 10.4.12 ist Propositi-
on 10.4.13 mit X;=R; in Kraft, denn ’y( ) = = O(p(F)?>™). Damit gilt dann fiir
0+#aeR®

P
s,t=1

S\H

i T Cov|R:, R

also die behauptete positive Definitheit. Y/

B\H

Nun noch die Beweise zu Propositionen 10.4.12 und 10.4.13

BEWEIS ZU PROPOSITION 10.4.13: [vgl. Proposition 5.1.1 in Brockwell und
Davis (1991)] Nehmen wir an, die Behauptung sei falsch; sei dazu r 4+ 1 der
erste Index, so dafl T',y; singuldr wird. Dann gilt mit einem 0 # a,;1 € RP
und a; € RP

T
ay 1 Xpqp1 = Za;'Xj fast sicher.
Wegen der Stationaritat von X folgt damit

T T
m)T .
Qg1 pmXrt14m = Za}Xjer = Za‘g ) X; fast sicher
j=1 j=1

mit gewissen a'™ € R”. Diese fassen wir zu einem Vektor a(™ € R'? zusam-

men und schreiben X fiir (X7,...,X7)”. Nach Voraussetzung ist I, regulér;
sei daher Ay, > 0 der minimale Eigenwert von I',.. Nun gilt

‘a(m) ‘2

b:= a:Jrl’y(gX)a’r’Jrl = a(h) Trra(m) > )\min
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also sind die a(™) gleichmiflig beschriankt durch b/A i, . Andererseits ist auch

0<b=a™ COV[XXT+1+m]aT+1 < |ar+1| max. |’ym+l| — 0,

IHIH

ein Widerspruch. Wi
BEWEIS zu PROPOSITION 10.4.12: Zunéchst gilt
C’éﬁ) = svec ! (Le — F®4)_1VQC[H(U)] + vec[(IL2 + Kp’p)C®2]]
Rekursiv erhalten wir fiir ¢ > 1
o —(FeL)ct, (FoL) +QeC
und

(B) _ { (L, @ F=)C'™ i > j

)
)

O, @ FI)T firi <

Damit erhalten wir induktiv durch Abzug des (F ® I)7~*—fachen der “i—ten”
Zeile von der “j—ten”, wobei dies aufsteigend in ¢ geschieht, eine obere Drei-

ecksmatrix C®) mit demselben Rang wie C") und Diagonale diag[é’éﬁ), QR
C,...Q ® C]. Damit folgt die Behauptung. Y/

10.4.5 Berechnung der Hyper—Parameter aus ()
Es gilt wegen Z~ 7 =1,
v = (svec[ZCZ™ + V7, vec[FC]",vec[F2C]")" + op(T°) (10.86)

Losen wir dies nach F, @,V auf, so erhalten wir:

Fo= vecfl[zg]{vecfl[ll]}*1 (10.87)
c = F_lvec_l[ll] (10.88)
Q = C—FCFT (10.89)
Vo= svec_l[lo] - ZC77 (10.90)

Gilt nun tk F =1k Z = p,soist F' eindeutig bestimmt, dadann {Z~~ (Y)(Z )}
invertierbar ist. Dann aber sind auch C', @ und V emdeutlg bestimmt; genau-
erist Z=Z =1,, und C = vec~ [(sz — (F ® F7))"tvec(Q)], so daB dann

tatsichlich F=F, Q=Q, C=C,V=V.

10.4.6 Differenzierbarkeit von G und Ableitung
Diese Auflésung nach F', @, V ist glatt in folgendem Sinn.

Proposition 10.4.14 Fir p(F) <1 ist die Abbildung

G : RPXP x RP*P w RI%9 _, R@+0)/2 o pP°  RP”
svec[Z Y2 g uto(ut)TZT + w]
(o w) o Gluvw) = | veelSorey utlofu)]

vee[3 2o u P u(ut)]
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an der Stelle (F,Q,V) stetig differenzierbar mit Jakobi-Matriz

55:Cij (L — (Fo F7)) ™ I
0G = | op[FCl; (FOL)I:—(FF))™ 0 (10.01)
S F2Cli; (F?@L)(L: —(FQ FT))" 0

Ist tk@Q =1k F =rkZ =p und vk V = q, so ist OG invertierbar.

Wir halten wieder den eindimensionalen Fall fest:

2FZ%Q z? 1
(1-FZ2)2 1-F2 2 14
2 272 2 Z F Q
po=| ZgrHze 2o | deso= 10
2FZ2Q 2FSZg (1—F2)

Q F?*z2 0
1—F2 (1I—F?)2 1—F2

Zum Beweis brauchen wir folgendes

Lemma 10.4.15

st (FClis = (I ®O) I P~ e (R
+(Iz = (F@ FT))  (F* @ FTC)+ (10.92)
+(F"+1C®Hp) (]Ip2 —(F® FT))_l
BEwEIs vVON LEMMA 10.4.15: Produktregel. W

BEWEIS VON PROPOSITION 10.4.14: Zieht man von den “~3”—Zeilen das F'®
I, —fache der “vy”—Zeilen ab, so erhalten wir

78%8=Ciy 2%~ (FOF)" g
det G = det | ( ag“[FC]M (F®]Ip)(Hp2—(F®FT))71 0 #£0
I, @ CFT 0 0

mit der Konjugation mit Dg erreichen wir dann die gewiinschten Dimensionen.
m

Da @ und V per Definition symmetrisch sind, miissen wir in der Parametrisie-
rung — wie auch bei der Berechnung der Fisher—Information — die Dimension
mit der linearen Abbildung Dg definiert als

2 2 2 2 2 2
Dy : RP tP+a ., RPHPT/24p+a7/2+q
!
Aij=1,..p A/i,j:l,...,p
X =1\ Bij=1...p — Dg(X)=| Bicjm1,.p | =
.. li
Oz,j:l,...,q Cigj:l,.“,q (1093)
Aij=1,...p

|:(Bi,j+Bj,i)j|

2 i<j=l...p |-

{(Ci,j+cj,i)}
2

i<j=1,....q

noch auf Dimension d := (3p? + p + ¢*> + q)/2 reduzieren und Q und V mit
svec(Q), svec(V) parametrisieren.
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10.4.7 Beweis von Theorem 10.4.6

BEWEIS zu THEOREM 10.4.6: Wir wenden Theorem 10.4.3 auf die stationéren,
ergodischen Beobachtungen R; := (Y;,Y,,Y,)" an, wobei wir wegen der
Zentriertheit die Abhéngigkeit von p in 6 nicht berticksichtigen. Zu zeigen ist
nach dem Kriterium aus Theorem 10.4.2

10X 1 1 0% 1
det[tr <E§ 89125> (EE %E§>]1§i,j§d >0 (1094)

Dies ist sicher dann der Fall, wenn rk3 = d und rk %%
i OUj
% 0%

unserer Notation ¥ ~» 7 zu m = 2 und 50 00, [D58G|0Dg]_1 identifizie-

= d, wobei wir in

ren. Dies haben wir in Proposition 10.4.10 und in Proposition 10.4.14 gezeigt.
m

Bemerkung 10.4.16 Auf Basis der ACF arbeitet auch Aoki (1990), um die
Hyper—Parameter eines normalen, linearen, zeitinvarianten, und stationéren Zu-
standsraummodells aus den Beobachtungen zu schétzen; er verwendet allerdings
die Innovationsdarstellung des Zustandsraummodells, in unserer Notation

Biy1 = Biy1)t = FBeje—1 + TG (10.95)
w = ZBi+G (10.96)

mit T' = Flim; My £({;) = limy L(Ay;) . Aoki schiitzt dann die Hyper—Parameter
F, G, Z und A :=1lim; Cov(Ay,).

10.5 Beispiel: zeitinvariantes, lineares, normales
Zustandsraummodell

10.5.1 Ls—Differenzierbarkeit des normalen Modells

Als wichtigen Spezialfall fiir Modell (55)—-(57) betrachten wir nun den Fall, dafl
G =N, (0,1,), H=N,(0,T,), und Qo = Q. Offenbar erfiillen diese Verteilun-
gen die Endlichkeitsvoraussetzungen (B.9) und (B.10). Im folgenden nehmen wir
zusétzlich die Regularitit der Fisher—Information des Modells mit einer Filtrie-
rung Gr gemif (58) an, wofiir wir in Theorem 10.4.6 hinreichende Bedingungen
gegeben haben. Damit ist Theorem 10.3.2 in Kraft.

Da uns im normalen Zustandsraummodell eher die Varianzen @ = Q2 und
V = V? interessieren, parametrisieren wir das Modell schlicht mit der stetig
differenzierbaren, injektiven Parameter—Transformation 7(F,Q,V) = (F,Q,V)
um. Da die Jakobische vollen Rang hat, &ndert dies nichts an der Lo —Differen-
zierbarkeit des Modells.

10.5.2 L,;—Ableitung

Ableiten der Loglikelihood im vollen Modell liefert mit Ableitung mit den Ab-
kiirzungen 0; = Q71 (3s — Ffs—1), &s =V e

AO,S = (Avcc(F),sa Asvcc(Q),s7 Asvcc(V),s)T7 (1097)
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Avec(F),s(@sa /85,1) = —555;1 (1098)
2Asvec(Q),s (’DS) = ﬁsf};— - Q_1 (1099)
2Asvcc(V),s(€S) = 5s§5r - V_l (10100)

Beim Ubergang zur gréberen Filtrierung, bei der nur noch die Beobachtun-
gen y, zur Verfiigung stehen, miiften wir eigentlich laut Theorem 10.4.6 die
Zweischritt-Glatter E[Agvec(.),s|s+2] verwenden. Es gilt im Fall der Normalver-
teilung jedoch

Proposition 10.5.1 Sind im normalen Zustandsraummodell folgende Voraus-
setzungen an die Hyper—Parameter F, Q, V erfillt

p(F) <1 (10.101)
tkZ >rk F =1k Q = p, tkV =g¢q (10.102)

so ist bei Verwendung der Einschritt-Glittungsfiltrierung G, in der Notation
von (58), geschrieben als Gi. = (F1,0,min{s+1,7}) » die Fisher-Information Ty
requldr.

Vor dem Beweis zeigen wir noch ein Lemma, das die Terme [Bysqr, Vsjstk,
€s)s+k zu beliebigem Lag k in Abhéngigkeit des Ays—Prozesses darstellt.

Lemma 10.5.2 Seien ¥,_q) die aus dem klassischen Kalman—Filter bekann-
ten Matrizen und My die entsprechenden Kalman—Gains.
Definieren wir

As = Cov(Ays) = ZEgs 12" +V (10.103)

und

Jgis—1 1= ]Ip, Joos i= Js = ES‘SFTE_l

s+1s? Jris = Jrs—1Js,  (10.104)

und davon ausgehend fir k>1—s

Asi = (o) Jsmtisth—1 + Loy F1F) My, (10.105)
Bsi = =0y ZTA7 +1n0) B0y Tssth Mitr, (10.106)
Core = Theo) A" —Tos0) V' ZJ sk Mayi, (10.107)

so erhalten wir

55_1‘3+k = Zf:l—s AS,lAyS+l7 (10108)
ajssk = Dimo Beilyssi, (10.109)
Eark = Dm0 CsiAystu, (10.110)
wobei wir Zf:o[- ] fiir k<0 als 0 lesen.

BEWEIS zU LEMMA 10.5.2: Fiir k < 0 gilt Ss_1js4% = F ' B4 454k - Nun
ist 811 = M1Ay;, und damit per Induktion

Bet = Beje—1 + MiAyy = FBi_1i—1 + My Ay, B4 Zt F'"" M, Ay,

r=1
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so daf3
ﬂs—l\s—i—k Fﬁlik Ziil; Fs+k7TMrAyr -
k —1-r
= Zr:l—s F ! Ms+T’Ays+m

also die Behauptung fiir A, . Fiir & > 0 setzen wir mit § = s — r und zeigen
zundchst mit Induktion, dafl

r—1

Aﬁs\s = ﬂs - ﬁs\s = GT75A65|§ + Zbl,svs—l + Cl,s€s—1

=1
mit
_ T -1 _ -1 _
Ap s = ZJs|s<]§;5712~ br,s = ar,sE§|§Z§‘§,17 Crs = _ar,sM§~

3|8

Fiir » = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also die Behauptung schon fiir r gezeigt.

Dann ist

<

ABys LV. s ABsjs + Y1) bisvs—t + ClsEs—t =
= ars(ly — MsZ)ABs15-1 — ar s Mses + erz_ll bi.sVs_1 + ClsEat =
ars(ly = MsZ)FABs 151 + ars (L, = M5 Z)vs — erse5 +
+ er;11 by sVs—1 + Cls€5—1 =
— ar,szg\gzgléilFAﬁgfl\gfl + aT7525|§Zg\§,1U§
—arsMses_1 + 317 bisvsot + crsEsmt =
= ar,szg‘§J;712§7711‘§71A/6§_1|§_1 S bisey + e =

r
- ar+1,sA/8§—1|§—1 + Zl:l bl,svsfl + Cl,s€s—1

Setzen wir nun

&r,s = I(r>0) ZFar—l,s—la
brs = lo=o)Z + 1) (ZFbro15-1),
ér,s = I(r:O) Hq + I(r>0)(ZFCr71,sfl)a

so erhalten wir fiir r > 1
- _17 -
Ays = ar,sAﬁ§|§ + Z?:o bl,svs—l + C1,5€5—1,

denn
Ays = ZFAﬁs—l\s—l +ées+ Zvs.

Damit gilt fiir die Kovarianz der gemeinsamen Normalverteilung von
(Aﬂz—us_p”;vfl»AyLk)T

Aﬂs—l\s—l Es—l\s—l 0 0 Es_l‘stldhl
Vs _ 0 Q 0 Qb%
cotl o = 0 0 Vv Ve )

AyS‘H" dk?-l‘lzsfl\sfl Ek:Q RV As+k
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wobei der Index s + k in den Termen @, b, ¢ weggelassen wurde. Somit gilt
nach Lemma A.2.1 fiir

E[ABs_1js-1|Aysri] = Seotjsm1dn A Aysyr =
= Jootiotb-1 Mep 1 AYsii = As s AYsir
Elvs|Aysir] = Qo) Z + L0y (A Aysyr =
= Q{Ir=0) Z + >0 z;‘;_le:erkMerk}Astrk
E[0s|Ays+k] = {lk=0) Z + Ip>0) Zg;,ljs:ﬁkMerk}Aka =
= BsrAYsti
Eles|Aysyrn] = V{lg=0) Iy + >0 5E}A;ikAys+k =

= V{I(k:[)) ]Iq - I(k>0) M;-Z;‘;Js:s-l-kMs—i-k}Ays-i-k =
= V{lheo) Iy = Iks0) V' ZJsornMogn } Aysin
EE|AYsrk] = Ty ly —Ipso) V' ZdgsireMoin } Aysin, =
- Cs,kAstrk
und weil E[B;_1)s_1|Aysyx] = 0, folgt E[Bs_1|Aysir] = As kAysir, und, weil
die Ays orthogonal sind, ist die Behauptung zu A,; fir [ = (1 —s),...,k

gezeigt. Fiir B,; und Cj; ist fiir s < 0 nichts zu zeigen, denn v, und €5 sind
unabhéngig von o(Ayi,...,Ays_1). Vi

Damit ergeben sich!!

Bo—tjst1 = Bs—1js—1 + Bs—1)s—1 FTZTAT Ay, +
HSe 11 FTE L B FTZTIA T Ay (10.111)
Osjsr1 = Q '(Bsjs1 — FBo—1jss1) = (10.112)
= ZTA7 Ay + (2 B FTZTIA Aysya (10.113)
Esr1 = V' ys — ZByjs1) = (10.114)
= AJ'Ay, + [V ZS FTZTIA L Ay, (10.115)

und wir erhalten die uns interessierenden Lo —Ableitungen.

A sis+1(Y1:(s+1)) = —Vsjs4185_1)s01 T Rsjs 1 (10.116)
20Q s1s+1(Y1:(s+1)) = Vs|s+105)511 — @sfs+1 (10.117)
20y sst1(Y1:(s41)) = Espsr1E5ps41 — Valst1 (10.118)

Rs|s+1 = Es—l\s—l + Es—l\s—lF“I—Z‘I—A;1ZF’ZS—1|S—1 +
+[ZS,1|S,1FTZ;|;7125‘SFTZT]A;L[. .]™ (10.119)

(
Qsjsp1 = ZTA7'Z + (2! S FTZTIAZ LT (10.120)
(

|
Visi1 = A+ VI 28 FTZTIATL [T 10.121)

wobei 3,51 die aus dem Kalman-Filter bekannten Matrizen sind. Eine Zen-
trierung dieser Terme wie in Theorem 10.2.10 ist hier nicht notwendig:

Hden Randfall s = T betrachten wir nicht gesondert, sondern notieren nur, daB jeweils
anstelle von T+ 1 der Index T zu setzen ist.
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Weil, wie in Lemma 6.3.4 gezeigt, o({Ayr}r<s) = 0c({yr}r<s) gilt, und weil
Ay, stochastisch unabhéngig sind, sind die nach y;.s_1 = yg:kl bedingten Er-
wartungswerte von Ag ss41 und Ay 4,41 gerade die unbedingten, also 0; bei
Ap s)s41 konnen wir B,_y|541 schreiben als 3,_;js—1 +g(Ays, Ays11) mit einer
gewissen bilinearen Abbildung g. Nur dieses g trégt zu Ry,;1 bei und es gilt

mit ﬁs_l = O'(yl:s—l = yg:s—l)
E[AF,S‘S+1|-7?571} = E[US|S+1(ﬂS,1‘S,1+g(AyS, Astrl))Tl}_—S*l]_RﬂﬁLl =
= Elvgjs1|Fs-1]87_1)s-1 + Elvss+19(AYs; Aysy1)T[Fs—1] — Ryjs1 =
= E[Us|s+1]5;71\571 + E[Us|s+1g(Aysa Ays+1)T] - R5\5+1 =0

BEWEIS zU PROPOSITION 10.5.1: Zerlegen wir jede der Komponenten von
Agjs41 in die Projektionen auf die orthogonalen Komponenten £, 51, Ays
und Agysi1, so kénnen wir zunéchst schreiben

(ﬂ:—1|s+17 U:sr\s+17 €£|s+1)T = K(Yf, Y2T7 YST)T’

1 T 7T -1 rv—1 T 7T -3

232_“3 19 Esfl\sle’ Z1 A 2a [Esfl\sle 23‘3_125|3F Z1 ]AS+21
. A3 -1 TZTIA - 2
K= 0, VA Agl 2 [zs‘s_lzs\sF zZ ]As—ifl
0, A:E, [V_IZZSL‘;FTZT]A;&

mit Y = (Y7, Y5, Y7)™ ~ Ny(0,1;), wobei d = p? + (8) + (2).

Die Matrix K dieser Lineartransformation hat vollen Rang, wie wir leicht fest-
stellen, indem wir von der zweiten Zeile das Z7 —fache der letzten abziechen
und notieren, daB (X! | — ZTV_lZ)ZS‘S = I, ist. Mit Korollar B.5.2 folgt,

sls—1 ~ -
daf die Kovarianz von svec[KY (KY)"] vollen Rang hat. Schreiben wir nun
svec[KY (KY)T] aus zu

svec[KY(KY)"|" = (svec[ﬁﬂT]T, vec[BuT|", svec[BeT]T,
svec[vv™]T, vec[ve]", svec[seT]T> ,

wobei wir die Indizes s|s + 1 bzw. s — 1|s + 1 weggelassen haben, so folgt die
Behauptung mit der Projektion auf die zweite, vierte und sechste “Zeile”.

Bemerkung 10.5.3 Wie unmittelbar im Beweis zu Proposition 10.5.1 klar
wird, geniigt die Filtrierung mit “reinen Filter”-Termen A, nicht fiir eine
Fisher-Information mit vollem Rang:

Eine solche Filtrierung hitte zur Folge, dafl die letzte “Spalte” von K wegfiele,
und da vy, = Z7¢,), kénnte man @ und V' nicht simultan identifizieren.
Dies ist auch anschaulich klar, denn erst Beobachtungen Y., r > s tragen In-
formation iiber vy und £4; anhand der gerade gemachten Beobachtung Y, aber
kann man nicht unterscheiden, ob eine grofie Auslenkung (|AY;| grofl) auf ein
grofles () oder ein grofes V' zuriickzufiihren ist.

10.5.3 Fisher—Information

In diesem Abschnitt leiten wir — gleich in allgemeiner Form — die Fisher—
Information bei Verwendung der m—Schritt-Gliattungsfiltrierung!? G her. Da-

12in der Notation von (58) geschrieben als G = (Fr,0,min{s+m,T})
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zu verwenden wir folgendes Lemma, dessen Beweis klar ist und hier nicht dar-
gestellt wird.

Lemma 10.5.4 Seien U®) "X N, (0,1,) fir s = 1,...,T und weiter Ma-
trizen AGD e R™XY fir i = 1,2,3,4 und | = 1,...,T, sowie abgeleitete
normalverteilte Variablen X® := " AGHTO ypd x12) .= xOx @7,
XG4 .= X XAT | Dann ist

COV(X(l ,2) ZA([ 1) AW3) T ZA(z 2) A4 T )+
=1
T
+[Z AEDACDT] N A AT (10.122)
=1 =1

Proposition 10.5.5 Die Fisher—Information des linearen, stationdren, norma-
len, zettinvarianten Zustandsraummodells Ly schreibt sich bei Verwendung von
G als

Ty = DsZy D5 (10.123)

mit der linearen Abbildung Dg aus Definition (93) und
. Irr IFQ IFV
Io=| I Zoo Zov |- (10.124)
Tty Ioy ZIvv

Dabei ist
= N e ) L B TH)
IrFijkl = TlgI;OTZ[F G, +H;, ]
T
~ . 1 (
Irqiges = Jim oS (FOGHS + FHY)
s=1
T
ind . 1 S S S
Trv,ijkl = Tll_f}go oT Z[Iv(k)‘]j z) '(,I)JJ(,IJ}
s=1
T
i . 1 S S S S
s=1
T
fd . 1 S S S S
Towvagwe = Jm =LY + 1515
s=1
T
= . 1 S S S S
IV,V,i,j,k,l = hm — Z[Kz(,k)Kj(,l) + Ki(,l)KJ(’,lg]
T—oo 4T —
und
mA(T—s) mA(T—s)
FO) = Z By ABY, G = > ALAAT,
I=1—s
m/\(Tfs) mA(T—s)
H® = M ALAB, I®) = Y B.ACI

=0 =0
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mA(T—s) mA(T—s)
Je) — Z A ACT, K — Z Cs1ACT,
=0 =0

mit den Ausdriicken aus (105), (106) und (107).

BEwEIS: Unter Normalverteilungsannahmen sind die Ay; stochastisch unab-
héingig normalverteilt. Wir wenden daher Lemma 10.5.4 an mit den Identifika-
tionen

AP s BOAZ Tocic(srmnrys AV v A A2 T i< (s rmat)
B 1 1
AR BOAZ Tocic(ormynry,  AM v A2 T <o rmyaTy

fiir den Summanden Nummer s in Z rF, und entsprechend fiir die weiteren
Blocke. Vs

10.5.4 bedingter ML—-Schitzer

Berechnet man nun den (bedingten) ML-Schiitzer, so erhiilt man, indem man
5= (s+1) AT setzt und die Terme

Vo5 = Cov(By518) = Bgjs + Js(Bsq1js — Zsgr)s)Js (10.125)
Yos1s = Cov(Bys; Bs—1)sl8) = BgjsJi—1 (10.126)
Yes—11s = Cov(Bys, Bs—15]5) =

= Yol + Js(Bepnady — FEqs) ey (10.127)

verwendet,

T T
Fr o= (3 BB yys + Rugs) (O BeoajsBTyjs + Socgs) (10.128)

s=1 s=1
. 1, & -
Qr = f(;vs\55§\§ + Bjs = Fr¥s s1j3) (10.129)
A 1, &
Vp = T(;Z28|§ZT+€S|§E§|5) (10.130)

Man erkennt in Ft die Form des klassischen LS—Autokorrelationsschitzers und
in Vi, @; die Form der klassischen Momentenschitzung fiir Kovarianzen.

10.5.5 Algorithmus von Shumway und Stoffer

Shumway und Stoffer (1982) gehen in ihrer Arbeit davon aus, dafi man zum
Zeitpunkt T alle bis zu diesem Moment aufgelaufene Information verwenden
sollte und benutzen daher den Kalman—Glétter.

Fiir diesen kann man wie in Abschnitt 1.2.3 (vgl. auch Anderson und Moore
(1979), Kapitel 7) mithilfe der Orthogonalitit der Ay, folgende Rekursionen
herleiten

Sror—1r = Cov(Brir, Br-17|T) = (I— M1 Z)FEpp (10.131)
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Bsir = Bsjs + Js(Bst1r — Bot1)s) (10.132)
Esir = Cov(Byr|T) = Zgjs + Js(Bsi1yr — Bsy1ys) S (10.133)

Yss—17 = Cov(By 1, Bs—17|T)
= Y1+ Js(Bgr,sir — FEgs) i1 (10.134)

Dementsprechend erhalten sie in unserer Notation
g7 = Q™ (Bsjr — FBs—vi7) (10.135)
és\T = V_l(ys - Zﬁs|T) (10136)
AF\T(ﬁS\T7ﬂsfl\T) = _'Ds\Tﬁ:_l‘T + Qil(FES,HT — Es,sfl\T) (10137)
287 (Tsi7) = Va0 + Q7 HFE] _yjp + By s rFT +

+85r + FS_rFT)Q7 1 — Q7! (10.138)
2Avir(Egr) = Eairélyr +V  Z8yp 27V -V (10.139)

und somit als Schétzer

T T
Fr = (Z ﬁs\Tﬂ;—_l\T'i'Es,sfHT) (Z 5571\Tﬁ;_1|T+2571|T)_1 (10.140)
s=1 s=1
T
Qr = l( (Bsjr — FT/GS—HT)B;—\T + g1 — Pr¥sur) (10.141)
T s=1
T
1 . N
Vr = ?(;ZZS\TZ + (ys = ZBuyr)(ys = ZByyr)")- (10.142)

Dieser Schitzer kann aber, wie zu Beginn von Abschnitt 10.3 bemerkt, asymp-
totisch nicht besser sein als der nur mit den “One-Step—Ahead”—Gléttern und
Filtern ausgefiihrte Algorithmus, rechtfertigt also nicht den zusétzlichen Auf-
wand der Berechnung der iiber Lag 1 hinaus geglétteten Groflen.

10.5.6 Identifizierbarkeit und ein Startschitzer

Wie in Abschnitt 10.4 gezeigt, gilt fir tk@Q =rkF =rkZ = p und tkV = ¢
lokale Identifizierbarkeit, in dem Sinn, dafl die Fisher—Information des Modells
Ty vollen Rang hat.

Beim Beweis von Theorem 10.4.6 haben wir dabei den Startschéitzer

FO = (22 z w7z (10.143)
c® = (FO z 3 (z7) (10.144)
Q" = C°—F°C'FO" (10.145)
Ve = 38— zcoz (10.146)

eingefiihrt; diesen wollen wir im folgenden als Startschétzer fiir ein One—Step—
Verfahren verwenden.

Bemerkung 10.5.6 Wir behaupten nicht, dal unser Startschitzer (F°,Q°, V°)
bereits effizient ist. Vielmehr ist schon die Schitzung fiir betragsméBig kleine F'



10.5. BEISPIEL: NORMALES ZUSTANDSRAUMMODELL 223

und @ beliebig schlecht: Es gilt fir g=p=1
! 1—F? 2V2+—1 +27°%V
2 [( ) QZ) ]

Da#f dies fiir kleines |F'| nicht optimal sein kann, ist klar, da wir dann den Quoti-
enten sehr kleiner Autokovarianzen berechnen. Allerdings sollte dieses schlechte
Effizienzverhalten durch den One—Step wieder wettgemacht werden.

as.Var(F°) =

10.5.7 One—Step—EM-Algorithmus

Die Identifizierbarkeit des Modells sei gegeben. Wir verwenden die auf 4 basie-
renden Schitzer (87)—(90) als Startschétzer fiir F', @ und V und erhalten

Algorithmus 10.5.7
(0) Initialisierung:

Berechnung von 4, := % ZS N yEyEL fir  =0,1,2 mit yf den tatsichli-

chen Beobachtungen; damit Ermittlung von

F* = (Z2737Z ) )Wz 3 (277"
C = (F)yz 34z

Qo — O _ FOCFOT

Vo = 4 —zcz7

(1) E-Schritt:
Berechnung der Ly—Ableitungsterme A.. 5 mit 5 = (s+1)AT gemaB (111),
(113) und (115) sowie der Fisher-Information Zy gemaB Proposition 10.5.5
auf Basis der Hyperparameter Z, F°, Q°, V9.

(2) M—Schritt:

0 :=0° + o ZAGO s5(Ws) (10.147)

Bemerkung 10.5.8 Mehrere Autoren haben Ansétze zur ML-Schétzung der
Hyper—Parameter im “G,”—Modell dargestellt. Wir nennen hier nur Gupta und
Mehra (1974), Ledolter (1979), Pagan (1980). Fiir eine Ubersicht verweisen wir
auf Schneider (1988).

Alle diese Autoren arbeiten allerdings unter der Hypothese Gaufischer Prozesse
(vs,€t), withrend der hier dargestellte Ansatz, wenn auch mit groBerem Rechen-
aufwand bei der Berechnung der bedingten Erwartungswerte, auch im generellen
Setup von Abschnitt 10.3 funktioniert.

Schneider (1988) schreibt den ML—Verfahren zwar eine hthere Genauigkeit und
eine lokal bessere Konvergenz als dem EM—Algorithmus von Shumway und Stof-
fer (1982) zu, allerdings sei das globale Konvergenzverhalten des EM—Algorith-
mus’ stabiler und dieser leichter zu berechnen. In all diesen Kriterien sollte der
hier dargestellte One—Step—Algorithmus jeweils die “guten” Eigenschaften auf
sich vereinen.
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10.5.8 robuster EM—Algorithmus

Wieder sei die Identifizierbarkeit des Modells gegeben. Da wir die Hyper—Para-
meter als Nebenparameter bei der Préadiktion / beim Filtern / beim Glétten
ansehen, geniigt hier ein /7 —konsistenter Schitzer. Daher brauchen wir uns
nicht die Miithe machen, einen robust—optimalen Schitzer zu konstruieren, son-
dern gehen wie in Bemerkung 9.5.8 skizziert vor. Wir verwenden einen auf einer
robusten Schéiitzung der ACF basierenden Schétzer als Startschétzer:

Algorithmus 10.5.9
(-1) Vorbereitung:

robuste, /T —konsistente Schitzung 'y ) der ACF!3

(0) Initialisierung:
Berechnen von

FO = (z737zZ7 )y )Wz A (Z27))”
c = (F)y 23z

Q" = C—-FCF7

Ve = & —zozm

(1) E-Schritt:
Berechnung der Ly—Ableitungsterme A.. 5 mit § = (s+1)AT gemaB (111),
(113) und (115) sowie der Fisher-Information Zy gemiB Proposition 10.5.5
auf Basis der Hyperparameter Z, F°, Q°, VY. Dabei ermittle man die

Terme
_1 _1
ds,O = JsflMsAs 27 ds 1= JsflsterlAstp
— _1 _1
bso=ZTAS 2, bs E;lé 1Js Mo 1AL,
_1 _1
Es,() = As 27 65,1 = V_lstMerlAsfl
und aus diesen S, = S P [FSTEIAMGIALL . T,

/i B bsOBgo‘i’leBglv
Cy =¢, *§0+Eslé§1, ABy = as0b] o+ s1b] 1,
B, —550650+b51051, A, =

= Qg4 ocso—l—aslcsl

(2) M-Schritt 1:
Per Monte—Carlo berechnen von

(a) ¢s :=cs(Y1.5—1) = Ego[Rs min{1, ﬁﬂgs_l]
(b) A= X7, Egnl(R, — ) min{1, -}

mit Ry = Ego [AQU’S‘}/]_;g]

13,.B auf der Basis von Ma und Genton (1998)
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(3) M-Schritt 2:

T
0:=6"+ A" (Re(y1:s) — cs(y1.6-1)) min{1,

s=1

|R—bs|} (10.148)

mit yE den tatsdchlichen Beobachtungen.

Bemerkung 10.5.10 MC-Simulation Beim Simulieren in (2) kommt uns die
Markovsche Struktur von Rs im idealen Modell zugute: R hingt aufler
iiber deterministische Matrizen von der Vergangenheit yi.s_1 nur iiber
Bs—1)s—1 ab, und im idealen Modell gilt'*

(/6;—1|s+1vUZ|s+175;|s+1)T = (5;_1\5_1, 07,07)" + (mg’vg|s+1’€§|s+l)7’

wobei beide Summanden stochastisch unabhéngig sind und B,_j_1 ~

N, (0,55),

Zs 145 IZ_BS f?s
X, = VUs|s+1 NN2p+q(0a {B;— ps B;’s )
€S|S+1 /CV;I' E;r CS

Dies nutzen wir aus, indem wir beim Ubergang Von Zeitpunkt s —1 auf s

an Werten aus der Vergangenheit bis s—1 nur ﬂs 1s—1 behalten. Darauf-

hin sampeln wir unabhéngig dazu X @ und berechnen darauf aufbauend

AS; §|S7 Ag”S|S7 und As JI) , also Rgi’j). Durch anschlielendes Mitteln von

R(Z 7) min{1, erhalten wir Schitzwerte fiir Cs(ﬁijjl‘s,l) ; dieses Git-

ter kénnen wir nun fiir andere Werte von (,_1),_1 zur Interpolation be-
nutzen. In hoheren Dimensionen wird dieses Gitter aber viel zu diinn sein;

andererseits interessiert fiir die spétere Schiatzung nur 05(65_1‘8_1) mit

ﬂh dem auf den tatséchlichen Beobachtungen ausgewerteten Filter.
s—1|s—1

I (7 7)‘

Daher setzen wir stets ﬂ(J 1s—1 ,6’3 1s—1"

()

s—1|s—1
Ermittlung von A keine Schitzung eines nach 5571\371 bedingten Erwar-
tungswertes zu erhalten.

Die weiteren simulierten Werte 3 benstigen wir aber, um bei der

i,7)

Insgesamt erhalten wir aber hiermit Schitzwerte ﬁ( , von denen wir im

nachsten Schritt s auf s+ 1 nur mehr “ein 7’ behalten, indem wir setzen

ﬁ | ﬁ(ld) )

‘Wahl von b Anders als im iiblichen Parameterschéitzproblem kommt es hier
nicht vordringlich auf Effizienz an; daher geben wir hier auch kein Effizi-
enzkriterium zur Wahl von b an. Dieses wére analog zur Vorgehenswei-
se beim rIC und mIC aber moglich — und hier auch durch die asymp-
totische Entwicklung abgesichert. Als Faustregel schlagen wir vor, b als

trZ—1/p zu wihlen.

Blockweises Stutzen Wie beim mIC (vgl. Abschnitt 4.4) empfiehlt es sich, die
einzelnen Komponenten Ap, Ay und Ag separat zu stutzen. Anders als

14der Grenzfall s =T ergibt sich ganz analog.



226 KAPITEL 10. GLATTHEIT DES ZUSTANDSRAUMMODELLS

beim mIC steht fiir den Fall der Parameterschitzung aber eine Asymptotik
als Rechtfertigung der Vorgehensweise zur Verfiigung; vgl. Rieder (1994),
Remark 5.5.4.

10.5.9 Adaptivitat

Aus der Darstellung der Ly—Ableitung in Ay, —Termen in Lemma 10.5.2 folgt,
daf} alle drei Komponenten von A jeweils gerade Funktionen in Ay, sind, in
dem Sinn dafl A((—Ay,),) = A(Ay,),).

Daher gilt fiir jede ungerade, RO+ —wertige Funktion g, in Ay, r <s —
also gs((=Ayr)r) = —gs((Ayy)r) — fiir die E|gs|[Ayr, [[Ayy,| < oo fiir r; <
ist, mit b € R"TUP ¢ ¢ RP*+(3)+(3) ynd r, s beliebig

E[bTgsc" Ayl = 0.

Da nun aber alle bisher vorgestellten robusten und nicht robusten Verfahren
zur Schitzung von (s (egal ob Gliitter, Filter oder Vorhersage) ungerade Funk-
tionen im oben genannten Sinn sind, folgt die schon erwidhnte robuste Adpa-
tivitdt, die es uns erlaubt, zur Schitzung der Hyper—Parameter suboptimale,
VT —konsistente Schéitzungen vorzunehmen.



Schlufl

Zusammenfassung der Ergebnisse

Sind die Anforderungen der Einleitung erfiillt?

Mit dem robusten EM-Algorithmus 10.5.9 haben wir nun alle “Bauteile” fiir
ein Attackieren der Probleme aus der Einleitung beisammen. Mit dem rLS—
Filter, dem rIC—Filter und dem mIC-Glatter und —Filter, letzterer zumindest
in der block-gestutzten Variante mit fester Fensterweite, haben wir Verfahren
entwickelt, die nach einer “off-line” Kalibrierung in der Lage sind, den Anfor-
derungen der Einleitung zu geniigen:

Mufl man nur mit AO’s rechnen, sind die beiden strikt rekursiven Varianten
vollkommen ausreichend. Sie zeichnen sich durch einfache, “on-line” berechen-
bare Korrektur— und Prédiktionsschritte aus, die jeweils durch ihre einfache
Gestalt auch fiir den Praktiker transparente Ergebnisse liefern. Bei Struktur-
briichen sind die (strikt) rekursiven Verfahren nicht geeignet, aber mit dem
mIC-Filter steht ein nur wenig aufwendigeres Verfahren zur Verfiigung, das
auch diesen Anspriichen geniigt.

Fiir die zur Erstellung von Konfidenzbéndern benotigten Fehlerkovarianzen
konnen wir mit Monte-Carlo Integration jeweils im idealen Modell N&herungen
“off-line” ermitteln®®.

Sofern wir von der Zeitinvarianz der Hyper—Parameter iiber einen hinrei-
chend langen Zeitraum ausgehen diirfen, sind diese Verfahren auch bei de-
ren Unkenntnis anwendbar, indem wir diese als Nebenparameter mit Algorith-
mus 10.5.9 schétzen.

eingefiihrte Begriffe / Verfahren

In (1) und (2) definieren wir das Zustandsraummodell, das dieser Arbeit zu-
grundeliegt, und fithren mit (V1) — (V4) die verwendeten Verteilungsannahmen
ein. Der klassische Kalman-Filter (12) wird als optimal unter allen linearen
Schétzern rekapituliert. In den Abschnitten 1.4.1 und 1.4.2 fithren wir mit den
AQO’s und IO’s die beiden wichtigsten Typen von Ausreifiern ein.

Ausgehend von der Optimalitidt unter allen linearen Schiitzern des klassi-
schen Kalman—Filters definieren wir in (4) den rLS-Filter, indem wir den Kor-

15Dieses ist in der vorliegenden Arbeit nicht ausgefiihrt, jedoch haben wir jeweils bereits
bei der Kalibrierung der Stutzhthe nach dem Anscombe—Kriterium eine solche Niherung
durchfithren miissen.

227
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rekturschritt durch

/BE\LtS = 62|Lts_1 + M;™ Ay, min{1, |MtrLbsrLAsy{Ls |}

ersetzen, wobei sich die Matrix M™ als Losung des Optimierungsproblems (3)
ergibt. Zur Wahl der Clippingschwelle 5" geben wir ein Versicherungskriteri-
um (5), sowie zur Wahl von K Bedingung (6) an. Wegen der komplizierten
Optimierung in M in (3) schlagen wir vereinfachend vor, statt M™% den
Kalman—Gain M** zu verwenden, und entsprechend die Stutzhshe b nach (7)
zu wiéhlen.

Basierend auf dem Begriff der Influenzkurve im Regressionsmodell aus De-
finition 3.1.2 erkldren wir in (18) den rIC-Filter als One-Step—Schétzer zur
Hampel-Krasker Influenzkurve ¢™¢ aus (15):

3(\1( _ @gIc
rIC __ QrIC rIC t|lt—1 tlt—1
Zur Wahl der Clipping-Hohe geben wir wieder ein an der ARE angelehntes
Kriterium in (19) an. In (23) definieren wir eine separat gestutzte, speziell auf
AOQO’s abgestimmte Variante des rIC—Filters.

Mit dem mIC-Glétter und —Filter definieren wir in einem entsprechend
grofleren Regressionsmodell in (8) eine (generalisiert) rekursive One-Step—
Robustifizierung, die auch mit I10’s zurecht kommt:

ﬁ?lfm:T‘T = ﬂ?lfm;T‘Tf1 + 1/1[3 (nym:Tv 5¥Iim\Tfmfl)

?ISH:T\T71
Um diese auch rechentechnisch handhabbar zu halten, fixieren wir dazu die
Fensterweite m und verwenden eine blockgestutzte Variante. Die Kalibrierung
erfolgt nach (26). Fiir hohere Dimensionen m und p geben wir in Gestalt des
LDM-Algorithmus E.2.1 ein Verfahren an, das die in diesem Fall auftretende
spezielle Block-Tridiagonalgestalt der Matrix A~! aus (20) und (21) respek-
tiert.

In den Definitionen 7.2.1 bis 7.2.4 fithren wir verschiedene Stabilitdts—Be-
griffe der Lyapunov—Theorie ein und iibernehmen aus der Kontrolltheorie im
zeitinvarianten Fall in Definitionen 7.2.10 bis 7.2.13 Begriffe wie vollstdndige Be-
obachtbarkeit, Konstruierbarkeit usw., die wir wiederum in Definition 7.2.20 auf
den Fall zeitvariabler Hyper—Parameter erweitern. In Definition 7.3.2 definieren
wir Markovketten auf beliebigen Zustandsrdumen und identifizieren in Proposi-
tion 7.3.3 unsere Verfahren als Feller-Markovketten. In Definition 7.3.4 stellen
wir die Verallgemeinerungen der wesentlichen Begriffe der Theorie der Markov-
ketten auf diskreten Zustandsrdumen fiir den Fall beliebiger Zustandsrdume dar
und geben mit diesen in Proposition 7.3.5 die entsprechende Verallgemeinerung
des Stationaritétssatzes fiir Markovketten mit diskretem Zustandsraum wieder.
Zusammen mit dem der stochastischen Kontrolltheorie entliehenen Begriff der
schwachen / lokalen stochastischen Kontrollierbarkeit sind dies die Hilfsmittel
zum Nachweis der asymptotischen Stationaritéit unserer Verfahren.

In Abschnitt 8.1.1 stellen wir den Minimax—Ansatz von Huber (1964) und
den “Lemma 5”—Ansatz von Hampel (1968) dar, mit denen wir die Optimalitéits-
frage unserer Verfahren klidren wollen. Dazu reduzieren wir das Problem, einen
Zustand im Zustandsraummodell zu schitzen, zunéchst in (8.1) auf das Pro-
blem, bei beobachtetem Y, Y = X + ¢, eine Schétzung fiir das zufillige X zu
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bestimmen. Neben den bereits eingefithrten AO—Ausreiern untersuchen wir die-
se Problematik auch unter SO—Ausreiflern, die wir in Abschnitt 8.1.3 einfithren
und bei denen nicht L(e;), sondern direkt £(Y;) kontaminiert wird. Die Ein-
schrittlosung im “Lemma 5”—Ansatz fiir SO’s veranlaf3t uns, in Abschnitt 8.2.2
einen weiteren Filter, den L5-Filter, zu definieren, fiir dessen Clippingschwelle
b5 wir wieder ein Versicherungskriterium (21) vorschlagen. Dieser L5-Filter
stellt sich aber in Situationen mit p(F) > 1 als ungeeignet heraus. Um im
Minimax—Ansatz fiir SO’s ein praktikables Verfahren zu erhalten, erschweren
wir in (56) und (57) die Optimierungsaufgabe, indem wir zusétzlich auch
spezielle Abweichungen in L(Af) zulassen.

Im zweiten Teil dieser Arbeit geht es zunéchst um die asymptotischen, sta-
tistischen Eigenschaften des EM—Algorithmus und um dessen Robustifizierung.
Um hierzu die Begriffe des lokal-asymptotischen Ansatzes von Le Cam und
Héjek zur Verfiigung zu haben, definieren wir zunéchst in Definition 9.2.1 den
Hilbertraum L£L%(A) und darauf aufbauend den Begriff der Ly -Differenzierbar-
keit in Definition 9.2.2. Um auch mit ganz allgemeinen Arten von Missings zu-
rechtzukommen, verallgemeinern wir den Begriff der Lo —Differenzierbarkeit in
Definition 9.3.4 auf Dreiecksschemata. Dazu zitieren wir mit Theorem 9.3.5 die
Tatsache, daf3 aus dieser Lo —Differenzierbarkeit die in Definition A.5.2 und Be-
merkung A.5.3(c) eingefithrte LAN-Eigenschaft folgt. In Abschnitt 9.4.1 fiihren
wir das m—Stichprobenproblem ein, bei dem ein unabhingiger stochastischer
Auswahlmechanismus entscheidet, aus welcher der m Stichproben die Beobach-
tungen stammen, um in Anlehnung daran in Abschnitt 9.4.2 Missings vom Typ
MCAR nach Little und Rubin (1987) einfithren zu kénnen. Von diesem weisen
wir die Lo —Differenzierbarkeit in Proposition 9.4.3 nach. Mithilfe der damit zur
Verfiigung stehenden Lo —Ableitung definieren wir in Definition 9.4.4 den Begriff
der Influenzkurve und in Definition 9.4.6 den des as. linearen Schdtzers in diesem
Modell mit Missings. In Algorithmus 9.5.1 schreiben wir den EM—Algorithmus
von Dempster et al. (1977) in unserer Notation auf. Als Alternative zum aus-
iterierten ML—-Schétzer schlagen wir in (40) einen One-Step—Schiitzer vor und
setzen diesen in den One-Step—EM-Algorithmus 9.5.5 um. Bei der Robusti-
fizierung des EM—Algorithmus’ kénnen wir analog zum linearen Regressions-
modell auch im MCAR-Modell “Fehlerfreie—Variablen”— und “Fehler—in—den—
Variablen”—Ansitze verfolgen, die wir kurz in Abschnitt 9.5.5 skizzieren. In (47)
geben wir fiir letzteren die Losung fiir das spezielle Optimierungsproblem (45)
an.

Um mit der asymptotischen Theorie bei Missings auch Modelle mit Zeitab-
héngigkeit zu erfassen, verallgemeinern wir in Abschnitt 10.2.1 Le Cams Wur-
zeldichtenkalkiil fiir Dreiecksschemata von Martingaldifferenzen und iibertragen
dann den Begriff der Lo —Differenzierbarkeit in Definition 10.2.5 auf diesen Kon-
text und decken damit auch vergréoberte Modelle — insbesondere das Zustands-
raummodell — ab. Fiir Modelle mit Zeitabhingigkeit fithren wir mit der LAMN-
Eigenschaft von Jeganathan (1982) in Definition 10.2.2 eine Verallgemeinerung
der LAN—Eigenschaft ein. In Abschnitt 10.2.4 setzen wir dann im Kontext dieser
Dreiecksschemata von Martingaldifferenzen in Definition 10.2.11 den Begriff der
Influenzkurve und in Definition 10.2.12 den des as. linearen Schdtzers um und
konnen mit diesen optimale Verfahren in diesem Kontext charakterisieren. Die
in Abschnitt 10.3.3 definierten Glattungsfiltrierungen erweisen sich als wichtig,
wenn es um die Frage geht, ob die Fisher—Information des vergroberten Modells
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vollen Rang hat. In Definition 10.4.1 fithren wir hierzu den auf Rothenberg
(1971) zuriickgehenden Begriff der lokalen Identifizierbarkeit ein. Mit den Algo-
rithmen 10.5.7 und 10.5.9 werden ein allein auf Glattern bis maximal Ordnung
2 beruhender, klassisch—optimaler One-Step—EM-Algorithmus und ein robuster
One-Step—-EM—Algorithmus préisentiert.

Weil wir sie an mehreren Stellen der Arbeit gebraucht haben, haben wir
einige Begriffe zur asymptotischen Statistik multivariater Zufallsvariablen in
den Anhang verlegt. Dort definieren wir in Abschnitt B.1 die Operatoren vec(+)
und svec(+), die Kommutatormatrix und das Kroneckerprodukt fiir Matrizen. In
Definition B.2.6 fithren wir die Fisher—Information des multivariaten Lokations—
/Skalenmodells ohne die Voraussetzung der Lebesgue-Stetigkeit, geschweige denn
der Differenzierbarkeit der Log-Likelihoods ein.

Theoretische und empirische Resultate dieser Arbeit

Dafl der klassische Kalman—Filter unter (V3) und (V4) sogar optimal unter
allen entsprechend mefibaren Verfahren ist, liegt daran, dafl unter diesen Ver-
teilungsannahmen der bedingte Erwartungswert linear ist. In Theorem 1.3.1
charakterisieren wir im stochastischen Regressionsmodell ¥ = ZX + ¢ diese
Eigenschaft. Unter dieser Linearitéit, die beim rLS—Filter nur im Schritt ¢ = 1
exakt erfiillt ist, weisen wir mit Proposition 2.3.1 nach, dafl der rLS-Filter dann
robust—optimal ist. In Abschnitt 2.5 rechtfertigen wir zumindest in einigen Bei-
spielen unter (V3) bzw. (V4) die Verwendung von M*¥ im rLS-Filter anstelle
von M | indem wir zeigen, dal man beim Ubergang von M™ zu MX¥ be-
stenfalls unwesentlich schlechtere MSE’s erreicht.

Fiir den mIC-Glétter und —Filter weisen wir in Lemma 4.4.2 eine blockweise
Cramér-Rao—Schranke nach und sichern so die vorgeschlagene Kalibrierung in
(26) ab. Ebenfalls im Kontext der Behandlung von block-indizierten Matri-
zen sichern wir in Proposition 4.4.6 und Korollar 4.4.7 die Anwendbarkeit des
LDM-Algorithmus E.2.1 ohne (Block—)Spalten—Pivotierung ab, der wiederum
die block-tridiagonale Struktur des inversen Lagrangemultiplikators Am'¢ —!
ausniitzt und so wesentlich weniger Operationen braucht als herkémmliche Ma-
trix—Algebra.

In der Mini-Studie in Kapitel 5 erweisen sich die rekursiven Filter rLS
und rIC als gut konkurrenzfihig mit den wesentlich aufwendiger auszuwer-
tenden Posterior—Modus Schiitzern, ja sie schneiden unter Kontamination, die
nicht der Eichsituation entspricht, in jedem Fall besser ab, als die an norma-
len Konvex—Kontaminationen geeichten Posterior-Modus Schétzer. Einzig der
an der Cauchy—Verteilung geeichte Posterior-Modus kann hier noch mithalten,
verschenkt aber im idealen Modell 50% mehr an Effizienz als rLS und rIC.

An statistischen Eigenschaften der bis dahin eingefiihrten Verfahren rLS,
rIC und mIC weisen wir zunéchst in den Propositionen 6.1.2, 8.2.1 und 8.4.1
deren Unverzerrtheit, sowie die des L5— und des SO-optimalen Filters (bzw.
—Glatters und —Filters) nach. Fiir Lebesgue—stetige vy, €; zeigen wir in Pro-
position 6.2.1, da bei Filtern der rekursiven Bauart (7) die Filterfehler Afy,
Lebesgue—stetig sind und decken damit auch den Fall des rLLS— und des rIC—
Filters ab. In Proposition 6.2.3 spezialisieren wir dieses Resultat fiir den rLS—
Filter bei Dimension p = 1 sowie Gaufisches ¢; und v; und kénnen dieses
Resultat dann beim Nachweis der Nichtnormalitdt von L£(AF™°) in Propo-
sition 6.3.7 verwenden. Die Lebesgue—Stetigkeit der gemeinsamen Verteilung
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L(AFC, AKX ) kann in Dimension p = 1 in Proposition 6.2.5 fiir Lebesgue—
stetige v, €; nachgewiesen werden. Mithilfe des asymptotischen Analogons zum
Cramér—Lévy—Theorem A.2.3, Proposition A.2.4, kénnen wir auch fiir beliebige
Dimension p — selbst bei (V3) und (V4) — die gemeinsame (asymptotische)
Normalitét von (AG;*,ABLY) in Proposition 6.3.2 ausschlieBen. Andererseits
gilt unter (V3) bzw. (V4) recht allgemein, da8 bei Filtern von der Bauart (7)
der Filterfehler bedingt nach den Realisationen yE:t_l normalverteilt ist, wie in
Propostion 6.3.3 gezeigt wird.

Uber die asymptotische Stationaritéit und Stabilitéit unserer Verfahren kon-
nen wir folgendes zeigen: Mit der Definition C.1.1 von positiv definit fiir nicht
notwendig symmetrische Matrizen folgt aus dem Sylvesterschen Tragheitssatz C.1.3
in den Lemmata 7.1.1 und 7.1.2 bereits 0 < I, — M[w]Z = I, fiir Matrizen M
von der Bauart des Kalman-Gains. Fiir die Aussage p(F(I, — M[w]Z)) < 1
benétigen wir dann aber die in Abschnitten 7.2 und 7.3 bereitgestellten Begriffe
aus der (stochastischen) Kontrolltheorie und der Theorie der Markovketten auf
beliebigem Zustandsraum. Mit diesen gelingt es, die asymptotische Stationaritét
und Stabilitdt aller unserer Verfahren rLS, rIC und mIC jeweils fiir hinreichend
groBe Clippingschwellen b1 in den Theoremen 7.4.1, 7.5.1 und 7.6.1 nachzuwei-
sen.

Was die Optimalitéitsfrage unserer Verfahren im Zustandsraummodell be-
trifft, so 16sen wir das Einschritt-Optimierungsproblem im reduzierten Modell
(1) im “Lemma 5”—Ansatz fiir SO in Abschnitt 8.2, wobei wir in (17) erhalten

b/r }
| Eia[X]Y] - Eia[X]| "

F5° = B[ X] + (Eia[X|Y] — Eig[X]) min{1,

In Abschnitt 8.3 verallgemeinern wir ein Theorem von Birmiwal und Shen (1993)
auf Dimension p > 1 und fiillen einige “mathematische Liicken” in deren Beweis.
Weiterhin kénnen wir uns von deren Annahme lésen, die auftretenden Verteilun-
gen seien Lebesgue—stetig, indem wir in unserem Setup nur eine Dominiertheits-
voraussetzung (25) im idealen Modell verlangen und beliebige Kontaminationen
PY zulassen. Wie im Lokationsproblem fallen die “Lemma 5”-Ldsung fso und
die Minimaxlésung fy zu Problem (24) zusammen. Als ungiinstigste Verteilung
des kontaminierten Y erhalten wir in (47)

B (dy) =+ P (dy) max (5| (Bxa[X]Y] ~ B[ X])], 1).

Im urspriinglichen Modell weisen wir in Proposition 8.4.1 nach, dafl bei Ver-
wendung des jeweils SO—optimalen Filters in jedem Schritt ¢ die Verteilung des
so entstehenden Filterfehlers Lebesgue—stetig ist, sofern nur €; und v; es sind,
was zugleich die Dominiertheitsvoraussetzung (25) sichert.

Im erweiterten SO-Modell (56) und (57) erhalten wir in Theorem 8.4.2, dafl
sich durch Ubergang zu dieser Erweiterung der Sattelpunkt (fon(}/ ) nicht
dndert. Kénnten wir nun nachweisen, dafl dementsprechend L(ASB;) fiir je-
des t in einer solchen erweiterten SO-Umgebung um eine Normalverteilung
liegen wiirde, so hétten wir hiermit die Optimalitdt des rLS-Filters in diesem
SO-Kontaminationsmodell. Dies analytisch nachzuweisen ist nicht gelungen, al-
lerdings kénnen wir numerisch in Abschnitt 8.4.4 zeigen, dafl dies in den in
Tabelle 8.1 dargestellten Modellen der Fall ist.
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Im AO-Kontaminationsmodell kénnen wir nur mit numerischen Verfahren Lo-
sungen ermitteln. Aus theoretischen Uberlegungen folgen Existenz und Ein-
deutigkeit einer Losung sowohl im “Lemma 5”—Ansatz als auch im Minimax—
Ansatz, vgl. Abschnitte 8.6.3 und 8.7.1-8.7.2. Durch Ubergang zur Formulie-
rung mit Dichten und anschlieBender Diskretisierung — vgl. Abschnitte 8.6.5
und 8.6.7 — konnen wir das Optimierungsproblem fiir AO’s im “Lemma 5"—
Ansatz in ein endlichdimensionales, quadratisches Optimierungsproblem unter
box—constraints, umwandeln. Fiir dieses geben wir — mit Unterstiitzung durch
C. Zillober — die Losung im Steady—State Modell in Abbildung 8.8 an.

Im Minimaxansatz fiir AO’s folgen wir Schick und Mitter (1994) und stellen
in Abschnitt 8.7.2 den Zusammenhang zur Bayes—Schitzung und zu den Ar-
beiten von Donoho (1978), Mallows (1980), Bickel (1981), Levit (1981), Bickel
und Collins (1983), sowie Marazzi (1985)!6 her, wobei wir die Argumentation
auf den mehrdimensionalen Fall verallgemeinern. Mithilfe des globalen Optimie-
rungsalgorithmus C.2.1 gelingt es uns, Mallows’ Vermutung iiber die Gestalt der
Trigerpunkte des ungiinstigsten P¢ zu widerlegen.

Fiir den rIC-Filter gehen wir den Weg iiber verallgemeinerte Cramér-Rao—
Schranken (105) und (109) und weisen in Proposition 8.8.1 und Korollar 8.8.3
nach, daf diese bestenfalls — vgl. (107) — durch f? =E[X + I;(‘lyAﬂY] mit
Gleichheit erreicht wird, und dies auch nur unter Normalitdt. In Abschnitt 8.8.2
erhalten wir dann den rIC-Filter als (fast) optimale Approximation an f unter
der Nebenbedingung, dal das Inkrement des One—Steps geeignet beschrinkt ist.

Auf dem Weg zu einer robusten Hyper—Parameterschitzung in Teil II der
Arbeit stellen wir zuniichst in Theorem 9.3.2 die Ubertragung der Ly —Differen-
zierbarkeit auf grobere Modelle fest. In Proposition 9.4.1 zeigen wir die Lo —Dif-
ferenzierbarkeit des m—Stichprobenproblems mit stochastischer Auswahl, um
diese zusammen mit Theorem 9.3.2 in Proposition 9.4.3 fiir den Nachweis der
Lo —Differenzierbarkeit im MCAR-Modell zu verwenden. Mit Theorem 9.3.5 er-
gibt sich daraus die LAN-Eigenschaft dieses Modells. In den Propositionen 9.4.8
und 9.4.9 iibertragen wir mit der as. Cramér-Rao—Schranke, dem Faltungssatz
und der as. Minimaxschranke die zentralen Optimalitdtsresultate des lokal—-
asymptotischen Ansatzes auf dieses Modell.

In Theorem 10.2.7 zeigen wir in einer Verallgemeinerung von Jeganathan
(1982) , daf die in Definition 10.2.5 eingefithrte Lo —Differenzierbarkeit fiir Mo-
delle mit Abhéngigkeit die LAMN-Eigenschaft nach sich zieht. Im Gegensatz zu
Jeganathan benotigen wir hierzu weder regulére bedingte Verteilungen noch ein
dominiertes Modell. Daf3 sich Ly —Differenzierbarkeit wie in Kapitel 9 auf geeig-
net vergroberte Modelle iibertrigt, weisen wir in Theorem 10.2.10 nach. Unter
diese Voraussetzungen fiillt auch das lineare, zeitinvariante Zustandsraummo-
dell, von dem wir die Ly—Differenzierbarkeit bei der simultanen Schitzung von
F, @Q und V und bekanntem Z in Theorem 10.3.2 nachweisen. In Propositi-
on 10.2.15 iibertragen wir dann die as. Cramér—Rao—Schranke, den Faltungssatz
und die as. Minimaxschranke auch auf dieses Modell.

Wir kénnen das Zustandsraummodell auch als durch Variablen!” (Ys(l),Ys(Q))s

erzeugt auffassen, von denen wir nur (}/;(1))S beobachten. Um in diesem Modell
nicht nur Subfiltrierungen der natiirlichen Filtrierung F; = J((X@(l),}@@))sgt)
von der Gestalt ft(l) = J((Yg(l))sgt) zulassen zu konnen, liefern wir in Ab-

16Nicht alle diese Arbeiten wurden hier verwendet, siche Abschnitt 8.7.2.
17Tm Zustandsraummodell identifizieren wir Y (1) ~~ Y, Y (@) ~s 3.
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schnitt 10.3.3 Argumente dafiir, daf§ wir auch Glattungs—Filtrierungen , also
gm o= 0((Ys(1))5§t+m), als Subfiltrierungen der natiirlichen Filtrierung inter-
pretieren diirfen.

In Theorem 10.4.3 zeigen wir, dafl die lokale Identifizierbarkeit des Submodells
langs der Glattungsfiltrierung G} in unserem Modell mit Zeitabhéngigkeit hin-
reichend fiir die Regularitit der Fisher—Information im durch o((Ys(l))sgt) er-
zeugten Submodell ist. Dies beweisen wir fiir das Zustandsraummodell in Theo-
rem 10.4.6. Im Beweis hierzu verwenden wir die Charakterisierung der Regula-
ritdt von Cov]svec(XX7)] aus Proposition B.5.1: Diese liegt genau dann vor,
wenn X nicht fast sicher auf einer Quadrik liegt. Im Gaufischen Zustandsraum-
modell zeigen wir in Proposition 10.5.1, dafl die Fisher—Information des Modells
vollen Rang hat, sofern p(F) < 1, rkZ > 1k F = 1k@ = p, tkV = ¢. In
Proposition 10.5.5 geben wir hierzu die Fisher—Information explizit an.

Die Ls-Differenzierbarkeit im univariaten Lokationsmodell ist durch eine
endliche (Lokations—)Fisher-Information charakterisiert, wie sich aus der Defi-
nition dieser Fisher-Information in Huber (1981) und einem Lemma von Héjek
(1972) zur Absolutstetigkeit der Wurzel einer Dichte ergibt. Die Verallgemei-
nerung dieser Charakterisierung auf das multivariate Lokations—/Skalenmodell
diirfte auch auflerhalb dieser Arbeit von Interesse sein, wo wir sie u.a. beim
Beweis von Theorem 10.3.2 verwenden, und findet sich in Anhang B: In Pro-
position B.2.2 verallgemeinern wir zunéichst Hubers Definition der univaria-
ten Lokations—Fisher-Information auf das univariate Skalenmodell. In Theo-
rem B.2.4 geben wir dann die Verallgemeinerung dieses Begriffs auf das multiva-
riate Lokations—/Skalenmodell. Wie im univariaten Fall charakterisiert die End-
lichkeit der Fisher—Information — im multivariaten Fall in Gestalt der Grofien
I;, Js aus (B.6), (B.7) — auch die Ly-Differenzierbarkeit des multivariaten
Lokations—/Skalenmodells, wie wir mit Theorem B.3.4 zeigen.

Abrundung und Ausblick

Auch in dieser umfangreichen Darstellung ist es nicht moglich, alle Fragen zu
diesem Thema vollstdndig zu beantworten. Auf die Darstellung einiger Ergebnis-
se im Projekt DFG Ri 332/8-1 mufite aufgrund ihres Umfangs an dieser Stelle
verzichtet werden, andere Fragen bleiben auch weiterhin offen.

umfassende MSE—Studie

In Kapitel 5 haben wir unsere Verfahren zwar in einer Simulationsstudie gete-

stet, es handelte sich dabei aber nur um den ersten Schritt, ¢ = 1, in nur einem

Modell, dem Steady—State Modell aus Beispiel 1.4.1, und die mIC—Varianten

blieben auflen vor.

Eine umfassendere MSE—-Studie wire wiinschenswert, wiirde jedoch den Rah-

men dieser Arbeit sprengen. Wir haben allerdings im Zuge der Arbeit im Projekt

DFG Ri 332/8-1 eine solche Studie durchgefiihrt, deren Ergebnisse und genau-

en Versuchsplan man im Internet unter
http://www.uni-bayreuth.de/departments/math/org/mathe7/kalman

mit der Kennung kalman und dem Passwort filter einsehen kann.
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rekursive Filter zur Erkennung von Strukturbriichen

Ebenfalls nicht in diese Arbeit aufgenommen ist der von uns versuchte Ansatz,
Strukturbriiche zeitverzogert auch mit den rekursiven Filtern zu identifizieren:
Durch die Tatsache daf§i AO’s immer nur eine Beobachtung betreffen, wéhrend
10’s sich auf eine ganze Beobachtungsfolge auswirken, erzeugen beide auch un-
terschiedliche Signaturen'® im Ay-ProzeB. Diese werden bei den robusten Ver-
fahren des rLS—Filters und des rIC-sep-AQO sogar noch deutlicher, denn liegt ein
AO vor, so wird Ay™¢/$ geclippt, und es erfolgt keine extreme Auslenkung;
in der néchsten Beobachtung sind wir dann schon auf dem richtigen Ausgangs-
niveau. Bei I0’s hingegen folgt der gediampfte Ay™°/™S einer Niveaudnderung
durch 10’s zu langsam, und so werden mehrere Zeitpunkte folgen, an denen
Ay©/1s geclippt werden muB. Wird daher mehrfach hintereinander gestutzt,
so deutet dies auf einen IO hin. Zieht man zum Vergleich noch jeweils Ay*¥
heran, so kann man schen, ob einem groBen |Ay*¢/*5 | ein kleines |Ay<¥ | ge-
geniibersteht, was dann ebenfalls auf einen IO deutet. Diese Entscheidung kann
aber nur aufgrund eines Fensters von m aufeinander folgenden |Ay| entschie-
den werden, weshalb eine entsprechende Verzoégerung auftritt.

Dieses Verfahren haben wir in einer Studie getestet und sind zu guten Erken-
nungsraten gekommen. Eine Aufbereitung in Manuskriptform steht allerdings
noch aus.

offene Fragen bei der robusten Optimalitit

analytische Losung der rLS—Optimalitit

Wie in Abschnitt 8.4.3 dargestellt, ist es bisher nicht gelungen, analytisch nach-
zuweisen, daf} sich die Verteilungen der rLS—Filterfehler fiir jedes ¢ als Element
einer entsprechenden Normalverteilungsumgebung mit Radius ryo auffassen
lassen. Ein solcher Nachweis wiirde den rLS—Filter endgiiltig als optimal aus-
zeichnen.

genauere Untersuchung der AO-Lésung im “Lemma 5” Problem

Bei der numerischen Losung des AO—Problems in Beispiel 8.6.8 haben wir die
im Nachhinein unbefriedigende Annahme gemacht, dafl das optimale fAO am
Rand fiir y — +o0o gegen +b geht. Abbildung 8.8 suggeriert aber ein Abklingen
des optimalen fAO auf 0, also einen Redescender, der nur durch die von uns
auferlegte Randbedingung verhindert wird. Hier wére es interessant zu sehen, ob
sich dieser Anschein bestétigt, wenn wir fiir y — +o0o verlangen, daf3 fAO — 0
geht.

optimale Lésung im AO—-Fall fiir p > 1 und das urspriingliche Modell
In den Abschnitten 8.6 und 8.7 haben wir alle Untersuchungen zur Optimalitét
im AO-Fall im reduzierten Modell durchgefiihrt und, als es um die konkrete
Gestalt ging, diese nur numerisch fiir Dimension p = 1 gewonnen. Hier wére
eine allgemeinere, womoglich sogar analytische Losung eine echte Erweiterung
der bisherigen Resultate.

Optimalitit fiir I0’s

In der vorliegenden Arbeit haben wir uns bei den Optimalitédtsuntersuchungen
auf Ausreiflertypen beschriankt, die sich allein auf die Beobachtung, nicht auf
den Zustand auswirken, wie AO’s und SO’s. Eine Untersuchung des mIC-Filters
hinsichtlich der Optimalitét fiir IO’s steht noch aus.

18yvgl. de Jong und Penzer (1998)




ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 235

offene Fragen bei der Hyper—Parameterschitzung

einfache robuste, multivariate Autokovarianzen

Ein Punkt, den wir bei der Definition von Algorithmus 10.5.9 noch offen ge-
lassen haben, ist die Frage der robusten Startschitzung der Autokovarianz des
Y; —Prozesses. Wie im Anschluf} an die Definition des Algorithmus schon darge-
stellt, kommt es im Rahmen der Zustandsschéitzung bei dieser Startschidtzung
asymptotisch nur auf die Robustheit und die Konsistenz, nicht aber auf die
Effizienz an. Wiinschenswert wére daher ein nicht—iterativer, einfach zu berech-
nender, robuster Schéatzer, vergleichbar etwa dem Median oder dem Interquar-
tilsabstand im univariaten u.i.v.—Fall.

Zur robusten Schétzung der Autokovarianz eines multivariaten Prozesses ist bis-
her noch sehr wenig publiziert. Neben der schon genannten Arbeit von Ma und
Genton (1998), seien hier noch Chan und Wei (1992) und Ferguson et al. (2000)
erwahnt.

Studie unserer EM—Algorithmen im normalen Zustandsraummodell
WEeil wir uns bisher noch nicht fiir ein einfaches Verfahren zur robusten Start-
schitzung der Autokovarianz des Y; —Prozesses haben entscheiden kénnen, steht
dementsprechend eine Uberpriifung von Algorithmus 10.5.9 an realen und simu-
lierten Daten noch aus. Da wir dies dann gleich mit dem Testen von Algorith-
mus 10.5.7 verbinden wollen, stehen auch hier noch keine empirischen Resultate
zur Verfiigung.

zeitkontinuierlicher Fall

Als eine Herausforderung steht immer noch die Verallgemeinerung der hier dar-
gestellten Ansétze, insbesondere auch des Begriffs der Influenzkurve auf den
zeitkontinuierlichen Fall aus. Dabei sollten die von Jones (1986) betrachteten
Erweiterungen des AR—, ARMA— und ARIMA—-Modells auf kontinuierliche Zeit
CAR, CARMA und CARIMA sowie deren Einbettung in zeitkontinuierliche
Zustandsraummodelle hilfreich sein. Von einem solchen Ansatz diirfte man sich
vielleicht auch neue Impulse, in jedem Fall aber tiefere Erkenntnis im Bereich des
Financial Engineering und des in der Einleitung erwihnten Risiko—Controlling
erhoffen.

erweiterte Verfiigbarkeit

Schliellich wére es wiinschenswert, neben den rekursiven Verfahren auch die
mlIC—Varianten, sowie die Routinen zur Ermittlung einer robusten Hyper—Para-
meter—Schétzung allgemein zugénglich zu machen, und wir werden versuchen,
im Laufe der néichsten Zeit entsprechende Macros in geeigneter Form ins Internet
zu stellen.



Conclusion

Summary and results

What about the requirements from the introduction?

With the robust EM—Algorithm 10.5.9 at hand, we dispose of all components
necessary to attack the problems from the introduction. The procedures develo-
ped in this thesis, the rLS filter, the rIC filter and the mIC smoother and filter
— the last one at least as long as we use its blockwise—clipped variant with fixed
window size — all comply with the requirements of the introduction, once they
are calibrated “off-line”:

For just protecting against AO’s, the strict recursive procedures completely
suffice. They are distinguished by easy, “on—line”—computable correction and
prediction steps, both of which are transparent in their effects to the practician
due to their simple form.

For structural breaks / I0’s the (strictly) recursive procedures are inade-

quate, but with the mIC smoother and filter, we propose a just slightly more
complicated procedure that meets these requirements.
For the error covariances needed to construct confidence bands we may compu-
te numerical solutions by Monte-Carlo integration “off-line” in the ideal mo-
del'. As long as we may assume time invariance of the hyper parameters for
a sufficiently long period, these procedures are also available when the hyper
parameters are not known, as these parameters may be estimated as nuisance
parameters with algorithm 10.5.9.

Notions / procedures introduced

The state space model we are dealing with in this thesis is defined in (1) and (2).
In (V1) — (V4) we introduce the distributional assumptions used. The classical
Kalman filter (12) is recapitulated as optimal among all linear estimators. In
sections 1.4.1 and 1.4.2 the most important types of outliers, AO’s and 10’s, are
introduced.

Based on the optimality among all linear estimator of the classical Kalman
filter, the rLS filter is defined in (4), replacing the correction step by

brLS

rLS __ rLLS rLS rLS :
By = Biji1 + M Ay, min{1, TS AyiTS | 1

19This is not worked out in this thesis, but already for the calibration of the clipping height
of our procedures according to the Anscombe—criterium we had to compute terms of that type
this way.
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where matrix M™ arises as solution to the optimization problem (3). As to
the choice of the clipping height b™° and the loss—function modifier K, we
propose the insurance criterium (5) for b, and (6) for K. As optimization
in M is complicated, we suggest instead using the classical Kalman gain M** |
and respectively choosing b according to (7).

In (18), based on Definition 3.1.2 of a regression influence curve, we define
the rIC filter as a one-step estimator to the Hampel-Krasker influence curve
¢ from (15):

ﬁtr\lf _ ;‘1;:71 + e (Htﬂ}t(l B Itl(tjl)
Yt — Ztﬁﬂt,l
For the clipping threshold we again propose a criterium leaning on ARE in (19).
For the pure AO—case, we define a separately—clipped variant of the rIC filter
in (23) particularly adapted to this situation.

The mIC smoother and filter is defined in (8) as a one-step robustification

for a somewhat larger regression model as

mIC mIC
BrSmerir = Brmarir + Yppe o Wr—mds Brmirm1)-

It is recursive in a generalized sense and is capable of dealing with 10’s. In order
to keep this procedure computationally manageable, we fix its window size m
and use a blockwise clipping variant. Calibration, i.e. determining ™' | is done
according to (26). For higher dimensions m and p, we provide the LDM-
algorithm E.2.1 that respects the special block-tridiagonal form of matrix A~!
from (20) and (21), as arising in the variant with blockwise clipping in a natural
way.

In definitions 7.2.1 to 7.2.4, we introduce different notions of stability from
Lyapunov—theory, followed by the notions of complete observability, constructa-
bility etc. from control theory for the time—invariant case in definitions 7.2.10
to 7.2.13. These are generalized to the time varying case in definition 7.2.20.
Markov chains on arbitrary state spaces are established in definition 7.3.2, iden-
tifying our procedures as Feller Markov chains in proposition 7.3.3. In defini-
tion 7.3.4 we present the generalizations of the main notions of the theory of
Markov chains on a discrete state space to the case of arbitrary spaces; the
corresponding generalization to arbitrary spaces of the stationarity theorem
for Markov chains on a discrete space is cited in proposition 7.3.5 . Together
with the notion of weak / local stochastic controllability from stochastic control
theory, these are the tools used for the proof of asymptotic stationarity of our
procedures.

In section 8.1.1, we present the minimax approach of Huber (1964) and the
“Lemma 5” approach of Hampel (1968), with both of which we work to settle
the question of optimality of our procedures. For this we reduce the problem
of estimating a state in the state space model to the problem of estimating X
based on the observation Y in the model Y = X +¢ in (1). Additionally to the
already introduced AO-outliers, we also study our problem under SO—outliers.
In section 8.1.3 these are defined as outliers, where instead of L(g;), L£(Y:) is
contaminated directly. The one—step solution in the “Lemma 5” approach leads
us to defining a further filter in section 8.2.2, the L5 filter. For the corresponding
clipping threshold b*® we again propose an insurance criterium (21). This L5
filter, however, proofs to be inadequate in situations with p(F) > 1.

In order to find a practicable procedure in the minimax approach for SO’s
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for ¢ > 1, we consider an even harder optimizing problem in (56) and (57),
additionally allowing for special deviances in L(Af).

In the second part of this thesis, we first consider the statistical properties

of the EM—Algorithm and its robustification. In order to dispose of the notions
of the local asymptotic approach associated with Le Cam and Hajek, in Defi-
nition 9.2.1 we define the Hilbert space £5(A) and based on this the notion of
L, —differentiability in definition 9.2.2. In order to be able to cope with arbitra-
ry types of missings, we generalize Lo —differentiability to triangular arrays in
definition 9.3.4. In theorem 9.3.5 we state the fact, that this Lo —differentiability
implies the LAN—property from definition A.5.2 and remark A.5.3(c). In secti-
on 9.4.1, we introduce the m sample problem, where at each observation instan-
ce, an independent stochastic selection mechanism decides from which of the m
samples comes the observation. According to this, in section 9.4.2 we introduce
the model with missings of type MCAR due to Little and Rubin (1987), which
is shown to be Lo —differentiable in proposition 9.4.3. Using the Ly—derivative
thereby available for this model, we define the notions of influence curve and
as. linear estimator in this model in definitions 9.4.4 and 9.4.6.
In algorithm 9.5.1 we write down the EM algorithm of Dempster et al. (1977)
using our notation. As an alternative to the completely iterated MLE, we propo-
se using a one step estimator in (40) and on basis of this define the One—Step—
EM-algorithm 9.5.5. Analogously to the linear regression model we may pursue
“error—free—variables”— and “errors—in—variables” approaches to robustification
in the MCAR-model, both of which we shortly sketch in section 9.5.5. For the
latter we present the solution to the special robust optimization problem (45)
in (47).

In chapter 10, the notion of L, —differentiability is translated to models with
time dependencies including coarsened models as in chapter 9; in particular the
state space model is covered. To this we generalize Le Cam’s square root cal-
culus of densities to triangular arrays of martingale differences in section 10.2.1
followed by a corresponding notion of Lo —differentiability in definition 10.2.5.
For models with time dependencies we introduce the LAMN-property of Jega-
nathan (1982) in definition 10.2.2 as a generalization of the LAN-property. In
section 10.2.4 the notions of influence curve and as. linear estimator are trans-
ferred to this context in definitions 10.2.11 and 10.2.12. Smoothing filtrations as
introduced in section 10.3.3 proof useful as to the question whether the Fisher
information of a coarsened model is of full rank. To this we introduce the notion
of local identifiability due to Rothenberg (1971) in definition 10.4.1.

With the algorithms 10.5.7 and 10.5.9, we present a classically optimal One—
Step-EM-algorithm based only on smoothers up to order 2 as well as a robust
One-Step-EM-algorithm.

The notions from asymptotic statistics of multivariate random variables are
used at several places of this thesis and are therefore delegated to the appen-
dix. In section B.1 we define the operators vec(-) and svec(:), the commutator
matrix and the Kronecker product for matrices. In definition B.2.6 we introdu-
ce the Fisher information of the multivariate Location—/Scale model without
assuming a Lebesgue—density or even differentiability of the Log—Likelihoods.
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Theoretical and empirical results of this thesis

That the classical Kalman filter is even optimal among all measurable proce-
dures under (V3) and (V4) is due to the fact that under these distributional
assumptions the conditional expectation is linear. In theorem 1.3.1 we charac-
terize this property in the stochastic regression model Y = ZX + ¢. Under this
linearity, which under (V3) and (V4) only holds for ¢ =1 for the rLS filter, we
proof that the rLS filter is robust—optimal in proposition 2.3.1. In section 2.5 we
justify the replacement of M™% by M*X for at least (V3) and (V4), showing
in several examples that using M** instead of M™*° | we incur an MSE being
at most only inconsiderably worse.

For the mIC smoother and filter we show a blockwise Cramér—Rao—bound
in Lemma 4.4.2 and thereby guarantee the possibility of our proposed cali-
bration (26). By proposition 4.4.6 and corollary 4.4.7, we ensure that the
LDM-algorithm E.2.1 may be applied without (block—) column-pivoting, thus
preserving the (block—)tridiagonal structure of the inverse Lagrange—multiplier
Am™€ —1 generated by blockwise clipping.

In the mini—study of chapter 5, the recursive filters rL'S and rIC compete well
with the posterior—mode estimators, the evaluation of the latter being much mo-
re expensive, however. Looked upon in situations different to the proper gauging
distribution, our procedures are performing even better than the posterior mode
estimators gauged at normal convex combinations. The only competitor in this
study is the posterior mode estimator gauged at the Cauchy distribution, which
however looses more than 50% of efficiency in the ideal model w.r.t. rLS and
rIC.

Starting with the statistical properties of our procedures, in propositions 6.1.2,
8.2.1 and 8.4.1, we show unbiasedness of the rL.S—, the rIC—, the mIC—, the L5—
and the SO-optimal filter (resp. smoother and filter). For v;, €; possessing Le-
besgue densities, in proposition 6.2.1 we proof that filters of recursive type (7)
generate filtering errors Afy); possessing Lebesgue densities. This also covers
the case of the rLS and rIC filter. In proposition 6.2.3 we specialize this result
to the rLLS filter in dimension p = 1 under Gaussian ¢; and v;, and get an ex-
plicit form for the density which we use to proof non—normality of £L(AS™*) in
proposition 6.3.7. Lebesgue continuity of the joint distribution L£(ASG"C, AGKX)
is shown for dimension p = 1 in proposition 6.2.5 for Lebesgue—continuous v,
€. By means of the asymptotic analogue of the Cramér-Lévy—theorem A.2.3
— proposition A.2.4 — we are able to exclude joint (asymptotic) normality
of (AB;~,ApBLY) for arbitrary dimension p and even under (V3) and (V4)
in proposition 6.3.2. On the other hand, under (V3) resp. (V4), we have qui-
te generally that for filters of type (7) the filtering error conditioned on the
realizations yﬁ:t_l is normally distributed, as shown in proposition 6.3.3.

Concerning asymptotic stationarity and stability, we use definition C.1.1 of
positive definit for not necessarily symmetric matrices, by Sylvester’s law of
inertia C.1.3 in order to deduce that 0 < I, — M[w]Z = I, for matrices M of
type of the Kalman gain in Lemmas 7.1.1 and 7.1.2. For the stronger assertion
p(F(I, — M[w]Z)) < 1, which entails asymptotic stability, we need the notions
of (stochastic) control theory and the theory of Markov chains on an arbitrary
state space, however. These notions are provided in sections 7.2 and 7.3, and
with these we are able to proof asymptotic stationarity and stability of all our
procedures rLLS, rIC and mIC in theorems 7.4.1, 7.5.1 and 7.6.1 for sufficiently
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large clipping heights bl respectively.

As to the question of optimality of our procedures in the state space model,
in the “Lemma 5” approach for SO’s, we solve the one step optimization problem
in the reduced model (1) in section 8.2, yielding in (17)

b/r )
|Eia[X|Y] - Eia[X]|

F5° = B[ X] + (Esq[X]Y] — Eig[X]) min{1,

In section 8.3 we generalize a theorem due to Birmiwal and Shen (1993) to di-
mension p > 1, closing some “mathematical gaps” in their proof. We may fur-
thermore dispense with these authors’ assumption that all distributions involved
— including the contaminating ones — possess Lebesgue densities. Instead we
assume a certain domination condition (25) in the ideal model only, and allow
for arbitrary contaminations PY . As in the location problem, the solutions to
the “Lemma 5” approach, fso , and to the minimax approach, fj, coincide. As
least favorable distribution for the contaminated ¥ we get in (47)

P (dy) = L PY (dy) e (5| (Bra[X]Y] ~ Bl XD, 1)

In proposition 8.4.1 we show that in the original model, using the correspon-
ding SO-optimal filter in each step t, the filter arising this way is unbiased.
This proposition also shows that the distribution of the filtering error is Lebes-
gue continuous, as long as ¢; and v; are, which at the same time entails the
domination condition (25).
In theorem 8.4.2 we see that, passing to the enlarged SO model (56) and
(57), the saddle point (fo, PY) remains unchanged. If we were able to show
at that point that, for each ¢, L(AB;"®) was an element of such an enlarged
SO neighborhood around some central normal distribution, this would proof the
optimality of the rLS filters in this SO contamination model. In this thesis we
did not succeed in showing this analytically, numerical results in in section 8.4.4
however show that this is indeed true for all models displayed in table 8.1.
In the AO contamination model problems are much harder, and only by means
of numerical procedures solutions may be obtained. For theoretical reasons exi-
stence and uniqueness of a solution follow both in the “Lemma 5” approach
and in the minimax approach, c.f. sections 8.6.3 and 8.7.1-8.7.2. Passing to a
formulation with densities and subsequently discretizing the problem — c.f. sec-
tions 8.6.5 and 8.6.7 — we may approximate the optimization problem for AO’s
in the “Lemma 5” approach by a deterministic, quadratic optimization problem
under box—constraints. With the assistance of C. Zillober, we get a numerical
solution to this problem for the steady—state model as displayed in figure 8.8.
Following Schick and Mitter (1994), in the minimax approach for AO’s, in secti-
on 8.7.2 we establish the connection to Bayes estimation and to Donoho (1978),
Mallows (1980), Bickel (1981), Levit (1981), Bickel and Collins (1983) and Ma-
razzi (1985)2°, and generalize their arguments to the multivariate case. By means
of the global optimzation algorithm C.2.1 we are able to disprove Mallows’ con-
jecture on the form of the support of the least favorable AO—contaminating
distribution Pe.

For the rIC filter we reason by generalized Cramér-Rao-bounds (105) and
(109): In proposition 8.8.1 and corollary 8.8.3 we show that this bound may

20Not all of these papers were used in this thesis, c.f. section 8.7.2.
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only be attained by fP = E[X + I;qlYAx|Y] — c.f. (107) — and this only in
the Gaussian case. In section 8.8.2 we obtain the rIC filter as (near) optimal
approximation to fp under the constraint that the increment of the one-steps
be suitably bounded.

On our way to robust estimation of the hyper parameters of the time—
invariant state space model in part II of this thesis, in theorem 9.3.2, we state
the result that Ls—differentiability of a finer model is inherited to a submo-
del coarsened to a less informative sub—o—Algebra. The Lo —differentiability
of the m—sample problem proven in proposition 9.4.1 is used together with
theorem 9.3.2 in proposition 9.4.3 for the proof of L,—differentiability of the
MCAR model. With theorem 9.3.5 this implies the LAN—property of this mo-
del. In propositions 9.4.8 and 9.4.9 we translate the central optimality results
of the local-asymptotic approach in form of the as. Cramér-Rao bound, the
convolution theorem and the as. minimax bound to this model.

Generalizing Jeganathan (1982) in some respects, in theorem 10.2.7 we show,
that Lo —differentiability for models with time dependencies as introduced in De-
finition 10.2.5 implies the LAMN-property. Contrary to Jeganathan we assume
neither regular conditional distributions nor a dominated model. As in chap-
ter 9, Lo—differentiability is inherited to suitably coarsened models, which is
shown in theorem 10.2.10. These results are used in theorem 10.3.2 to show
Ls —differentiability for simultaneous estimation of F', ) and V in the line-
ar, time invariant state space model with known Z. In proposition 10.2.15 we
translate the as. Cramér—Rao bound, the convolution theorem and the as. mi-
nimax bound to this model.

The state space model may be regarded as generated by partitioned variables?!
of type (Ys(l), YS(Q))S , where we only observe (Ys(l))s . In order to be able to co-
ver more general subfiltrations of the natural filtration F; = J((Ys(l), YS(Z))SSt)
than those of form ]—"t(l) = U((Ys(l))sgt) , in section 10.3.3 we provide arguments
showing that also smoothing filtrations, i.e. Gi* := o’((Ys(l))sgter), may be
considered as subfiltrations of the natural filtration.

In theorem 10.4.3 we show that local identifiability of the submodel endowed
with the smoothing filtration G;” is sufficient for regularity of the Fisher infor-
mation in the submodel generated by a((Ys(l))sgt) . This property is proven for
the state space model in theorem 10.4.6. In the proof of this assertion we use
the characterization of regularity of Cov[svec(XX7T)] from proposition B.5.1:
This covariance is regular iff X is not lying on a conic with probability one. In
proposition 10.5.1 we show that in the Gaussian state space model, the Fisher in-
formation of the model is not degenerated if p(F) <1, tkZ >tk F =1k Q = p,
rkV = ¢. For this we spell out the Fisher information explicitly in propositi-
on 10.5.5.

Using a Lemma due to H4jek (1972) concerning absolute continuity of the
square roots of a density, Lo—differentiability in the univariate location mo-
del can be characterized by means of a finite Fisher information of location in
the sense of Huber (1981). The generalization of this result to the multivariate
location—/scale model in appendix B might be of interest beyond the scope of
this thesis, where we use it e.g. in the proof of theorem 10.3.2: In propositi-
on B.2.2 we first generalize the definition of Fisher information of univariate

211n the state space model, we identify Y (1) ~» gy, Y(2) ~s 3.
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location of Huber (1981) to the univariate scale model. In Theorem B.2.4 we
then translate the notion to the multivariate location—/scale model. As in the
univariate case, finiteness of Fisher information — in the multivariate case in
form of finiteness of the scalars Z;, J; from (B.6), (B.7) — also characterizes
Lo —differentiability of the multivariate locations—/scale model, as we demon-
strate in theorem B.3.4.

Complements and perspectives

Even in this extensive thesis it is not possible to completely cover all questions
arising in this topic. Due to their length we refrain from presenting some of
the results of the project DFG Ri 332/8-1, other questions have not yet been
settled up to now.

Extensive study of the MSE

In chapter 5 we have tested our procedures in a (mini—) simulation study; ho-
wever, this has only been done for ¢t =1 in the steady state model from exam-
ple 1.4.1. Furthermore only the recursive rLS and rIC have been included — the
variants of the mIC have been left to a better suited framework, as they cannot
be defined in a meaningful way until ¢ > m > 1. An extensive MSE study of all
our procedures in more than just one model and in which they are examined at
a later time ¢ than ¢t = 1, would thus be desirable to convince the reader of the
performance of our procedures in practice. This however would go beyond the
scope of this thesis by far. On the other hand we do have realized such a study
in the framework of project DFG Ri 332/8-1, the results of which together with
the design specifications of this study may be looked up in the internet under
http://www.uni-bayreuth.de/departments/math/org/mathe7/kalman
using access name kalman and password filter.

Recursive filters for the detection of structural breaks

Neither is included to this thesis an approach we have tried out, in which struc-
tural breaks are to be identified with a certain delay by means of the recursive
filters only:

Due to the fact that AO’s always affect but one observation, while I0’s continue
influencing the observations for a longer period, these types of outliers generate
quite different signatures®? in the Ay—process. These differences are even clearer
for the robust procedures of rLLS and rIC-sep-AQ, because if a large AO occurs,
Ay©/ s g clipped, and no extreme peaks are entailed in Ay™©/ S ; in the
following observation we then start from the correct level. With 10’s, however,
the attenuated Ay™/™S follows a level change caused by an IO too slowly,
and so for several time instances in a row, Ay”¢/*“S will have to be clipped.
Runs of clippings thus indicate an IO. If for comparison we also consider Ay*¥ |
we can monitor whether on occasion of a large |Ay™°/*%| at the same time
the classical Kalman filter produces a small |Ay*¥|, which also indicates an
IO. This decision of course only can be made in a reasonable way on basis of a
window of m succeeding |Ay;|, which is why we have to incur a corresponding

22¢.f. de Jong and Penzer (1998)
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delay.
This procedure has been tested and has yielded promising results. An elabora-
tion to manuscript form remains yet to be done, however.

Open questions regarding robust optimality

Analytical solution of rLS—optimality

As presented in section 8.4.3, up to now we have not been able to proof analy-
tically that the distributions of the rLS filtering error may be interpreted as an
element of a corresponding neighborhood of radius ry, around a certain normal
distribution for each t. Such a proof would conclusively show the rLS filter to
be optimal.

Closer analysis of the AO solution in the “Lemma 5” Problem
Solving the AO problem numerically in example 8.6.8, we have made the as-
sumption, that the optimal fAO tends to +b for y — +oo, which in the end
has turned out to be unsatisfactory: Figure 8.8 suggests a decay of the optimal
fAO to 0, i.e. a redescender, that is only inhibited by the constraint fAO — +b
imposed by us. It would be interesting to see whether this redescending property
is confirmed, if we require fAO — 0 for y — +o0.

Solution for the AO—case for p > 1 and in the original model

In sections 8.6 and 8.7 we have limited ourselves to studying optimality for the
AO-—case in the reduced model and, when determining the concrete form, we
have only been able to solve the problem for dimension p = 1. So the question
of an analytic expression — perhaps even for p > 1 — is still to be settled.
Optimality for IO’s

In the present thesis we have confined ourselves to considering only optimality
for types of outliers affecting solely the observations, like AO’s and SO’s. An
analysis of the mICfilter w.r.t. IO-optimality is yet to be done.

Open questions as to the estimation of hyper parameters

Simple, multivariate covariances

One point still left open in the definition of algorithm 10.5.9, is the question of a
robust starting estimator for the autocovariance of Y; process. As is explained
already in the sequel of the definition of the algorithm, in the framework of state
estimation for this starting estimator asymptotically only robustness matters,
while efficiency is of secondary interest. Therefore a non—iterative robust esti-
mator easy to compute would be desirable, perhaps comparable to the median
or the interquartile range in the univariate i.i.d. case.

As to robust estimation of the autocovariance of a multivariate process only
little is published hitherto. Besides the paper of Ma and Genton (1998) already
cited in chapter 10, we mention Chan and Wei (1992) and Ferguson et al. (2000).

Study of our EM-algorithms in the Gaussian state space model
Having not yet decided upon a simple procedure for a robust starting estimator
of the autocovariance of the Y; process, a test of the algorithm 10.5.9 with real
and simulated data is yet to be done. As we want to do this test jointly with the
test of algorithm 10.5.7, neither are numerical results available to the latter.
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Continuous time

The generalization of the presented approach, in particular the notion of influ-
ence curve, to the setting of continuous time remains a challenging problem. To
this the generalizations of AR—, ARMA- and ARIMA—-Modells to continuous ti-
me as CAR, CARMA and CARIMA and their representation as time—continuous
state space models, considered by Jones (1986), ought to be useful. From such
an approach, we may perhaps hope for new impulses and a deeper insight into
the domain of financial engineering and risk control in banking as mentioned
in the introduction of this thesis.

Availability

In the XploRe quantlib kalman.lib the rLS filter is implemented in form of
the quantlet rLSfil, which realizes the rLS( M*X¥ ) filter to a given b™° | and
calibrLS, which calibrates the rLS filter to a given §; also confer Ruckdeschel
(2000Db) for the corresponding input— and output-parameter. Like the rLS filter,
the rIC filter is available within the programm package XploRe. The rIC filter is
implemented in form of the quantlets ricfil and calibrIC, analogously defined
as in the rLS case.

ISP-routines realizing the mIC smoothers und filters, as well as for calibra-
ting them may be downloaded under

http://www.uni-bayreuth.de/departments/math/org/mathe7/
RUCKDESCHEL/diss/ispmacros/mIC

ISP-macros for the L5 filter and its calibration are available under

http://www.uni-bayreuth.de/departments/math/org/mathe7/
RUCKDESCHEL/diss/ispmacros/L5

Finally, besides the recursive procedures and the mIC variants, we will try and
put routines to the robust estimation of the hyper parameters by means of our
EM-algorithms into the internet in a suitable form in the next time.



Anhang A

Wahrscheinlichkeitstheorie
und asymptotische Statistik

A.1 schwache Konvergenz von Maflen

Wir stellen einige wichtige Begriffe und Tatsachen tiber die schwache Konver-
genz von MaBen zusammen', die wir in der vorliegenden Arbeit ohne Beleg
verwenden:

Definitionen

Sei (£,d) ein metrischer Raum, B die Borel-o ~Algebra und Cj(Z) die Menge
aller stetigen, beschriankten Funktionen f:Z= — R [mit kompaktem Tréiger].
Eine Folge endlicher Mafle @, € My(B) heifit straff, falls es zu ¢ > 0 ein
Kompaktum K = K(g) C E gibt, so dafl

limsup @, (E\ K) < e. (A.1)
Diesen Begriff verwenden wir auch fiir Folgen =—wertiger Zufallsgrofien auf De-
finitionsbereichen (,,4,, P,) und meinen damit die Straffheit der Bildmafe
X,oP,.

Eine Folge von Maflen @Q,, € My(B) heifit schwach konvergent gegen ein Qg €
My(B), falls fiir alle f € C(E) gilt

lim [ f dQn = [ fdQo. (A.2)

Qn € My(B) heiit vage konvergent gegen ein Qo € My(B), falls fiir alle
feC(E) gilt
li£r1ffdQn = [ fdQo. (A.3)

Wir schreiben fiir die beiden Konvergenzen
Qn L QOa resp. Qn L) QO

Bezeichnen wir die Menge der Unstetigkeitsstellen einer meflbaren Funktion h
mit Dy, so gilt

IDie Zusammenstellung hilt sich an Rieder (1994), App. A.

245
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Proposition A.1.1 (Stetigkeitssatz) Seien (Z,B), (Z,B) zwei metrische
Riume und h : (E,B) — (£,B) eine Borel-mefbare Funktion. Wir betrach-
ten eine Folge Q, € My(B), so daff Qo(Dr) =0. Dann gilt

(@ Qn—Q =  hoQy——hoQo
(b) Fiir (2,B) = (R,B) und h zusdtzlich beschrinkt gilt auferdem
lim [ hdQn = [ hdQo.

Beweis: Billingsley (1968), Theoreme 5.1 und 5.2, pp. 30, 31. /i

—_

Ein topologischer Raum (Z, B) heifit polnisch, wenn er vollstindig metrisierbar
und separabel ist.

Theorem A.1.2 (Prokhorov) Sei II C My(B) eine Familie von Mafen auf
dem topologischen Raum (Z,B). Dann gilt

direkte Hilfte Wenn I straff und gleichmdfig beschrankt ist, so ist II schwach
relativ kompakt, d.h. jede Folge aus 11 enthdlt eine schwach konvergente
Teilfolge.

indirekte Halfte Ist = polnisch, so folgt aus der relativen Kompaktheit von
IT auch die Straffheit und die gleichmdfsige Beschrdnktheit von II.

Beweis: Billingsley (1968), Theoreme 6.1 und 6.2, p. 37. Y/
Sei nun (Z,B) = (R*,B*); zu einem MaB Q € M,;(B") definieren wir die
charakteristische Funktion
Q1) = [ exp(it™z) Q(dx),

fiir die wir bei einer Zufallsvariablen X auch ¢x(t) schreiben.
Proposition A.1.3 Sei Q, € My(B).

(a) Wenn Q. — Qo fiir ein Qo € My(B*), dann Q,,(t) — Qo(t) fiir jedes
t e RF, glez’chn}dﬂig auf t —Kompakta. R

(b) Wenn Q,(t) — ¢(t) fir jedes t und @(t) stetigin t =0, so gilt o = Qo
fiir ein Qg € /\/lb(]B%k) und Qn — Qo .

BEwEIs: Billingsley (1968), Theoreme 7.6, p. 46. Y/

A.2 Eigenschaften der Normalverteilung

A.2.1 bedingte Verteilungen bei Gaufischen Vektoren

Lemma A.2.1 Sei (T7,X7)" ein endlich dimensionaler, normalverteilter Zu-
fallsvektor mit Verteilung

(1)-(i)(45) w

mit Mittelwerten a € RP, b € R¥ Kovarianz C € RP** | und Varianzen A =
AT e RP*P 0 < B = B" € R¥* . Dann ist die regulire bedingte Verteilung von
T gegeben X =x NF(dz)-f.s.

L(T|X =x)=N(a+CB *(z—-b),A-CB*C") (A.5)
BEWEIS: Rieder (1994), Lemma 2.2.7 Y/
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A.2.2 elliptische Symmetrie
Lemma A.2.2 Sei X ~ N,(p, X). Dann ist

L(X)=L(n+ T2V u) (A.6)
mit
Y ~ ufo(S,), un~ L\/X3), u,Y sto.u. (A7)

BEWEIS: Zu zeigen ist £(Yu) = N,(0,1,), was aber unmittelbar mit Transfor-
mation auf Polarkoordinaten folgt. Fiir allgemeines p, 3 folgt die Behauptung
aus der Invarianz der Normalverteilung unter affin-linearen Transformationen.

Vs

A.2.3 ein asymptotisches Cramér—Lévy—Theorem

In Abschnitt 6.3.1 verwenden wir folgende Charakterisierung der Normalvertei-
lung bzw. deren asymptotisches Pendant, Theorem A.2.4,

Theorem A.2.3 (Cramér—Lévy) Seien X, Y unabhingige Zufallsvariablen
mit Werten im RP . Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

X,Y sind normalverteilt = X +Y ist normalverteilt  (A.8)

Bewels: Feller (1971), Theorem 1, p. 525. Y/

Dies setzt sich in folgende asymptotische Proposition um

Proposition A.2.4 Seien X, , Y, Folgen von Zufallsvariablen mit Werten im
RP | X, fiir jedes n stochastisch unabhdingig von Yy ; dann haben wir folgende
Aquivalenz:

(a) (Xn,Y,) sind straff und jede schwach konvergente Teilfolge (X, ,Yn,)
st asymptotisch normalverteilt.

(b) (X,) oder (Yy) ist straff und fiir jede schwach konvergente Teilfolge X,
resp. Yo, gilt Xp, +Yn, =N ()

BEWEIS: “=7

(X,,Y,) ist straff, also ist jede der beiden Komponenten (X,,) und (Y;,) straff
und nach dem Theorem von Prokhorov, Theorem A.1.2 besitzt jede Teilfolge
eine schwach konvergente (Teil-)Teilfolge, die nach Voraussetzung asymptotisch
normalverteilt ist. Der schwache Limes heifie (X,Y"). Wegen des Stetigkeitssat-
zes gilt nun (X, +Y,) 5 (X +Y), was wiederum als lineare Transformation
ebenfalls normalverteilt ist.

“ ¢ 7

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit sei (X,,) straff und konvergiere schwach
gegen X . Nach Voraussetzung konvergiert dann X, +Y,, gegen eine normalver-
teilte Variable S'. In charakteristischen Funktionen ausgedriickt gilt gleichméfig
auf t-Kompakta

Ox,+v. (1) = ox, ()ey, (1) = ¢s(t), ¢x, () = ex(t).
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Wegen der Normalitdt von S aber ist ¢g(t) # 0 fir alle ¢; also ist auch
ex(t) # 0; daher gilt fir n hinreichend grof}, ¢x, (t)¢y, (t) # 0, so dafl wir
durch @y, (t) dividieren diirfen, und so sehen, dafl

v, (t) = ox,4v, (1) /ox, (t) = 0s(t)/ox(t) = @y (1),

und @y ist charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen.

Nun ist der R? polnisch, und so folgt mit der indirekten Hélfte des Theorems
von Prokhorov, daf§ Y,, und (X,,Y,) als schwach konvergente Folgen jeweils
straff sind. Aulerdem haben wir pg(t) = px (t)py (t); daher ist S die Summe
unabhéngiger Zufallsvariablen X und Y und nach Voraussetzungen normal-
verteilt, so dafl das Cramér—Lévy—Theorem A.2.3 anwendbar ist und ergibt daf§
X, Y beide normalverteilt sind. Y/

Bemerkung A.2.5 Unter Normalitdt im Theorem A.2.3 oder asymptotischer
Normalitédt in Proposition A.2.4 wollen wir auch Varianz 0 zulassen, also er-
lauben, daf die Variablen fast sicher 0 respektive op(n°) sein diirfen. In Pro-
position A.2.4 ist der Fall des Zentralen Grenzwertsatzes von Lindeberg—Lévy
durch letzteres abgedeckt.

Als unmittelbare Folgerung von Theorem A.2.4 notieren wir

Korollar A.2.6 Sei X; ein d-dimensionaler AR(p) Prozef3, das heifit X; =

- F,Et)Xt—k +v; fiir gewisse Matrizen F,Et) € RP*P ynd einen Innovations-
prozef$ vy, so dafl vy unabhdngig von Xs und vs fir s <t ist. Dann ist eine
notwendige Bedingung fir die asymptotische Normalitit von X; die asymptoti-

sche Normalitat von vy .

A.3 Stationaritit und Ergodizitat

Ausgehend von Breiman (1968) présentieren wir eine Darstellung fiir beidsei-
tig unendliche Prozesse mit diskretem Zeitbereich, die wir einer Vorlesung von
H. Rieder entnommen haben.

Definition A.3.1 Sei {X;}=...,X_o,X_1,Xo,..., ein RP —wertiger Prozef§
auf (2, A, P).

(a) Sei my die Projektion auf die k —te Koordinate. Dann definieren wir den
Shiftoperator S : R” — R* als mpyS({Xx}) = o1 ({ Xk }).

(b) {Xx} heifst strikt stationéir oder auch nur stationir, falls

L{Xk}) = LIS{Xk}).
{X} heifit (strikt) stationdir m—ter Ordnung, falls fir jedes t € Z gilt
L(X1, o Xm) = LK1ty Xesmar)-
(c) {Xk} heifst schwach stationdr, falls fir alle t € Z gilt
EX: = u, Cov(Xpi1,X1) = Cov(Xppn, Xt).

(d) {Xi} heift ergodisch, falls fiir jedes X ~mefibare A € BY mit S(A) = A
gilt X o P(A) =1 oder X o P(A)=0.
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Lemma A.3.2 Sei {X;} =...,X_2,X 1, Xo,... ein stationdrer, RP —wertiger
Prozef$ auf (Q, A, P), x eine B” -mefbare Funktion. Dann ist der Prozef8 {Yi}
definiert durch Yy := x(..., Xp—1, Xk) stationdr. Ist {Xy} sogar ergodisch, so
dbertrigt sich auch diese Eigenschaft auf {Yi} .

BEWEIS: Es gilt:
mpoSoxoX =mpp1oxoX =Yg =mpoxoSoX

und damit
SoxoX =x08S0oX. (A.9)

Sei Z die o —Algebra der shiftinvarianten Ereignisse in B, X ~1(Z) =: Zx C A
die o—Algebra der X —invarianten Ereignisse und Y ~1(Z) =: Zy C A die der
Y —invarianten Ereignisse. Dann ist

Iy CIx, (A.10)
denn mit Iy :=Y (1) € Iy fiir ein I € Z gilt
Iy = (x o X)"1(1) = XL ox (D).

Dabei ist wegen (9) x~!(I) € Z und demnach X! oy 1(I) € Zx. Also gilt
fiir beliebiges B € BZ :

P(SoY eB) =P(SoyoXeB) 2L P(xoSoX eB)=

= P(XeS'ox'B)=P(Xex 'B)=P(xoXeB)=P(Y €B)

Da B beliebig war, folgt die Stationaritit, und da nach (10) Zy C Zx , iibertrigt
sich auch die Ergodizitét. Y/

Lemma A.3.3 Sei {X;} =...,X_2,X 1, Xo,... ein stationdrer, RP —wertiger
Prozef§ auf (2, A, P), F=XoA die von X erzeugte Bild—o —Algebra und fiir
JEZ sei Fj dievon ..., X;_1,X; erzeugte Unter—o — Algebra von F . Weiter
sei Gj C Fjim eine Glattungsfiltrierung im Sinne von Abschnitt 10.3.3. Dann
ist auch {Yy} = (E[Xg|Gr])r stationdr. Ist {X} ergodisch, so auch {Yj}.

BEWEIS zU LEMMA A.3.3: Es geniigt Zylindermengen zu betrachten; sei dazu
BeGr, B=...X Bitm—-1 X Bitm, B; € B. Dann gilt fiir j € Z

P(X € B) = P(Xk+m € Bk+vak+m71 € Bk+m71,' . ) =
= P (Xitm—j € Bitms Xktm—j—1 € Bigm—1,...) =P (S 0 X € B)

und damit gilt
Gr = Gi—j. (A.11)

Fiir die Radon—Nikodym—Gleichungen gilt demnach

/ ypd PV = / wpdpXe St / wpgdpXet () / Yp_ydPYo!
B B B B

Die Ergodizitét iibertréigt sich mit dem gleichen Argument wie in Lemma A.3.2.
Vs
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A.4 gleichgradige Integrierbarkeit

Einige der Resultate in dieser Arbeit, vor allem in Kapitel 9, verwenden den
Begriff der gleichgradigen Integrierbarkeit. Seien dazu

X.: (0, As, P,) — (REBY),  seT (A.12)

eine Familie von Zufallsvariablen mit Indexbereich T . Diese Familie heif3t gleich-
gradig integrierbar, falls

lim sup/ | Xs|dPs =0 (A.13)
[Xs|>c

€00 5T
Proposition A.4.1 Fir eine Familie {X;}ser aus (12) sind folgende Figen-
schaften dquivalent
(i) Die Familie {Xs}ser ist gleichgradig integrierbar
(i) (a) sup,E[X,| < oo
(b) Zu € >0 gibt es ein § >0, so daf fiir alle Familien {As}, As € A
mit Ps(As) <6 gilt [, |Xs|dPs <e.

(iii) Es existiert eine positive Funktion ¢ auf Ry so daf lim;_. q(t)/t = oo
und
sup Ep_[q(| Xs])] < o0. (A.14)

Dabei kann q monoton wachsend und konvex gewdhlt werden.

BEwEIS: (i) <= (ii) e.g. Chung (1974) Thm. 4.5.3, (i) <= (iii) geht auf
de Vallée—Poussin zuriick und findet sich im Fall, da} (Qs, As, Ps) = (2,4, P)
bewiesen in Dellacherie und Meyer (1978), Thm. II-22. Die Verallgemeinerung
auf variierende W-Raume ist klar. Y/

Korollar A.4.2 Sei |X,| < |Ys|, Ys gleichgradig integrierbar, dann ist auch
Xs gleichgradig integrierbar.

BEWEIS:

0 < lim sup/ | Xs|dPs < lim sup/ |Ys|dPs =0
[ Xs|>c [Ys|>c

€0 5T €7 g5eT

m

Theorem A.4.3 (Vitali) Sei 0 < r < oo und fiir eine Folge {Xp,}nen von
Zufallsvariablen auf (Q, A, P) gelte X,, = Xo+op(n®) und X,, € L.(P). Dann
sind folgende Aussagen dquivalent

(i) Die Folge {|X,|" }nen ist gleichgradig integrierbar.
(ii) limy oo E [ X, — Xo|" = 0
(iii) iMoo B |X,|" = E [ Xo|" < 00
(iv) limsup,, . E|X,»|" <E|Xp|" < 0

Falls r > 1 und die Folge {|X,|"}nen gleichgradig integrierbar ist, so folgt
lim, oo EX" =E Xp.
Figenschaft (ii) impliziert gleichgradige Integrierbarkeit.

BEWwEIs: Rieder (1994), Thm. A.2.2. Y/
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A.5 Abrifl der lokal-asymptotischen Optimalitéts-
theorie der Statistik

An dieser Stelle wollen wir einige Elemente des lokal-asymptotischen Ansatzes
der Statistik zusammentragen, die mit den Namen Le Cam und Héajek verbunden
sind und die wir Rieder (1994) entnommen haben:

Theorem A.5.1 Sei (Q,, A,)n eine Folge mefbarer Riume, P, , Q, € Mi(A,)
zwei Folgen von Wahrscheinlichkeitsmafsen mit Log-Likelihoods L, € log dQ,/dP,
und S, eine Folge von (Q,,A,) — (R”,B”) ~mefibarer Statistiken mit

(iz)opnif\/« _U%/2>7(C’3 ;2)) (A.15)

fiir gewisse a,c ER, 0 <o < oo, A€ RP*P. Dann gilt:

(ig:)oQ"i’N(( Z;r/;)<jl gcz)) (A.16)

Definition A.5.2 FEine Folge von parametrisierten Modellen (Q,),
Qn = {Qn,t te @} C Ml(An)7

mit offenem Parameterbereich ) # © C R¥ | heifie as. normal, falls es eine Folge

Z = (Z,) von A, — B* —mefibaren, as. normalen Zufallsgrifien gibt,

mit C' € R**F einer positiv definiten Matriz, so daf sich fir alle t € RF die
Log-Likelihoods Ly, ; € logdQy +/dQno stochastisch approzimieren lassen als

1
Lpt=t"Z, — 5tTC't + an’o(nO). (A.18)

Die Folge Z, heifit as. sufliziente Statistik, die Matriz C as. Kovarianz der
Modelle (Q,,) .

Wir notieren in diesem Zusammenhang auch Bemerkung 2.2.10 aus Rieder
(1994) als

Bemerkung A.5.3 (a) Die Kovarianzmatrix C ist eindeutig durch (17)
und (18) bestimmt. (18) impliziert auch, dafl eine andere Folge von Statisti-
ken W = (W,,) as. suffizient genau dann, wenn W,, = Z,, + an,O(nO).

(b) Sehen wir von der Approximation ab, kénnen wir den Begriff “as. suffi-
zient” durch das Neyman—Kriterium rechtfertigen.

(c) Wir sprechen von lokal asymptotischer Normalitit oder kurz LAN, wenn
— wie im Kontext der Lo —Differenzierbarkeit — die as. Normalitit von geeig-
neten lokalen Umparametrisierungen abhéngt.

Definition A.5.4 Sei S = (S,), Sn : (Qn,A,) — (R”,B") ein as. Schitzer
fiir die Parametertransformation D, D € RP** 1tk D =p < k. S heiffe regulir
mit Grenzverteilung M € Mo (BP), falls fir alle t € R

(Sp — Dt) o Qi — M, (A.19)

also Sp 0 Qn ¢ s M % Ipg fir n — oo punktweise in t € © .
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Theorem A.5.5 (Faltungssatz) Seien (Q,,) eine Folge von as. normalen pa-
rametrisierten Modellen mit as. suffizienter Statistik Z und as. Kovarianz C'.
Weiter sei D € RP** 1tk D = p < k und S ein as. Schitzer, der requldr
fir D mit Grenzverteilung M sei . Dann existiert eine Wahrscheinlichkeit
My € M1(B?), so dafs

M = My * N(0,T), I'=DC'D" (A.20)

und
(Sp — DC™Z,) 0 Qo — My (A.21)

Ein as. Schitzer S* ist requldr fir D und erreicht die konzentrierteste Grenz-
verteilung M* = N(0,T) dann und nur dann, wenn

Sk =DC'Z, + oq, ,(n") (A.22)

Im Zusammenhang mit Definitionen A.5.2 und A.5.4 stellt sich die Frage, ob bei
Existenz von regulédren Schétzern bereits die as. Kovarianz C' vollen Rang haben
mufl — oder im Kontext der L, —Differenzierbarkeit lokale Identifizierbarkeit im
Sinn von Definition 10.4.1 vorliegen muf. Dies wird in der folgenden Proposition
geklért, die gemeinsam mit H. Rieder entstanden ist:

Proposition A.5.6 Besitzt eine Folge parametrischer Modelle (Q,) wie in
Definition A.5.2 die LAN-FEigenschaft, so kann es reguldre Schitzer nur dann
geben, wenn die as. Kovarianz C wvollen Rang hat.

BEWEIS: Sei detC' =0, 0 # ty € kerC. Dann ist fiir L, ¢, wie in Definiti-
on A.5.2 notgedrungen
Lmto = 0Qn,0 (nO) (A23)

Wegen der Benachbartheit von (Q,.¢,) und (Qn.0), die sich — auch bei Cty =
0! — aus der LAN-Eigenschaft ergibt, ist

Qn.to (dQn,O =0) = 0(77‘0) (A.24)
Weiter gilt
limsup/exp(Ln?tO)deg <1l= /1dQn70, (A.25)

n

somit folgt aus (23) mit dem Satz von Vitali A.4.3(d)

/ |exp(Ln,t,) — 1| dQno = 0(710) (A.26)

Dies zusammen mit (24) gibt

dV(Qn,tngn,O) = % / |dQn,to - dQn,O| = O(TLO), (A27)
so dafl insbesondere fiir jeden Schitzer S, gilt
dv (£Q,.0(Sn), £Qu.., (Sn)) = o(n") (A.28)

Angenommen nun S, o Qo > M, so folgt hieraus auch S, o Qn to - M,
also (Sp, —10) © Qn.to 5 M I_4,,so daB S, nicht regulér sein kann. Y/
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Definition A.5.7 Sei S die Klasse aller as. Schitzer S = (Sy,), Sp @ (Qp, Ap) —

(R”,B") und L die Klasse aller Funktionen £ : R’ — [0,00] mit
(a) ¢ ist unterhalbstetig, also liminf €(z,) > £(z) fir R” > z, — 2 € R”.
(b) £ ist stetig im Unendlichen, d.h. fir R* > z, — z € R’ \ RP gilt
lim ¢(z, ) £(z).
) ¢

(c ist symmetrisch subkonvez, also fiir alle z € RP und ¢ > 0 gelte
0(z) = 4(—2), {z e R?|(2) < c} ist konvex (A.29)

Bemerkung A.5.8 Weil wir es nur auf asymptotische Aussagen abgesehen ha-
ben, bei denen man stets die Unterhalbstetigkeit der Verlustfunktion annehmen
mu$B, schlieBen wir diese im Unterschied zu Rieder (1994) mit in die Definition
von L ein und verlangen daher nicht nur Oberhalbstetigkeit, sondern Stetigkeit
im Unendlichen, wie sie dort auch im as. Minimax—Theorem benétigt wird.

Theorem A.5.9 (as. Minimax—Theorem) Sei (Q,,) eine Folge von as. nor-
malen parametrisierten Modellen mit as. suffizienter Statistik Z , und as. Ko-
varianz C. Weiter sei D e RP** 1tk D =p <k und sei { €L beliebig.

po = /ecl/\/(o,r), I'=DC™'D". (A.30)
Dann gilt
(a)
lim lim liminf inf sup /b AL(Sy, — Dt)dQn.t > po (A.31)
b—ooc—00 n—oo SE€S 4@, [t<e

(b) Ist £:RP — [0,00] AP—f.s. stetig und der Schitzer S* lokal gleichmdf$ig
as. normal, in dem Sinn, daf$ fir den Prokhorovabstand d

sup d‘n’(‘CQn,t (S:L - Dt)vN((), F)) = O(no)v <A32)

te®, |t|<c

so gilt fiir alle ¢ € (0,00)

lim liminf sup /b ANL(S) — Dt) dQn.t = po (A.33)

b—oo n—oo teo, |t|<c
und notwendigerweise besitzt S* die as. Darstellung

Sk =DC™'Z, + 0q, ,(n°).



Anhang B

multivariate Begriffe fiir die
asymptotische Statistik

B.1 Begriffe/Notation aus der multivariaten Sta-
tistik / der multilinearen Algebra

Da wir an verschiedenen Punkten dieser Arbeit matrixwertige Parameter be-
handeln, stellen wir an dieser Stelle Notation zusammen, die es erlaubt, je nach
Zweck die Parameter als Matrizen oder als Vektoren aufzufassen. Dazu verwen-
den wir die Operatoren

vec : RMXn _>Rmn’ A= (aiJ) L::11, ....... 7:I—>V€C(A) = (a(iil)n+‘j> ’;::11,,.,,7n (Bl)

svec:R”X"HR(g), A=(a; )i, ,ﬁsvec(A):(an(ifl)i(;)ﬂ. i<

AuBlerdem verwenden wir die Notation A ® B fiir das Kroneckerprodukt von
A und B definiert als Matrix mit Eintragen

(A® B)(i,jy(k) := AikBjy

Schlieflich verwenden wir die Kommutator—Matriz (vgl. Magnus und Neudecker
(1999)) K, , € RP9*P? definiert iiber ihre Bilder:
Fir A € RP*? sei K 4vec(A) = vec(AT).

Bemerkung B.1.1 In vielen Biichern zur multivariaten Statistik finden sich
dhnliche Operatoren; der hier verwendete vec(-)—~Operator ist andernorts aller-
dings meist so definiert, dal zuerst die Spalten und dann die Zeilen durchlaufen
werden, so dafl dann geringfiigige Unterschiede auftreten:

So gilt mit unserer Definition

vec(ABC) = A® C"vec(B),

wéhrend es in der Konvention von z.B. Searle (1997), Anderson (1993), Liitkepohl
(1993), Bellman (1995), Reinsel (1997) heiflen mufl

vec(ABC) = C™ ® Avec(B).

254
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In Graybill (1983) wiederum ist das Kroneckerprodukt als linkes direktes Pro-
dukt definiert, der vec(-)—Operator aber wie in den oben genannten Quellen.
Unserem Operator svec(-) entspricht bei Searle (1997) und Liitkepohl (1993)
der Operator vech(-) mit denselben Einschrinkungen wie bei vec(-).

Aus der multivariaten Statistik verwenden wir den Begriff der vierten Kumulan-
te einer multivariaten Zufallsvariablen X . Diese — in Zeichen x(*) — schreibt
sich fiir eine zentrierte Variable X als

Kgfgz,jl,jz ::E[XhXiszlij] - E[XHXM] E[leXh] - E[Xhle] E[X'LQXJQ] -
E[XHX]A E[XZQX]J

B.2 Fisher—Information des multivariaten Loka-
tions—/Skalen—-Modells

In diesem Abschnitt wollen wir analog zu einem Resultat von Huber (c.f. Huber
(1964) oder Huber (1981)) die Eigenschaft charakterisieren, daff das multivariate
Lokations-/Skalenmodell zu einem F € M (B¥),

P={F(X7'(--0))|0 eR", =% » 0}, (B.3)

endliche Lokations/Skalen-Fisher-Information annimmt. Wir erinnern hierzu
an

Theorem B.2.1 Es gilt folgende Aquivalenz fiir die Fisher—Information im Lo-
kationsmodell P = {Fy(dz) := F(dz —0) |6 € R},

(J ¢ dF)”
Jp?dF

K

I(F) := sup 02 pep, (B.4)

mit Dy := C(R,R), der Menge aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen!
von R nach R mit kompaktem Triger.

(i) Z(F) < oo
(ii) F besitzt eine absolutstetige Dichte f mit [(f'/f)*fdx < .
In beiden Fillen ist Z(F) = [(f'/f)*f dz.
BEWEIS zu THEOREM B.2.1: Theorem 4.2 in Huber (1981). Vi

Dies verallgemeinern wir zunéchst auf den eindimensionalen Skalenfall:

Proposition B.2.2 Wir betrachten das eindimensionale Skalenmodell
P ={F,(dx) := F(dzx/o)|o > 0}.

Dann gilt: Fir die Fisher—Information im Skalenmodell,

p e Dl (B5)

sind folgende Aussagen dquivalent

'Im Originalbeweis verwendet Huber C!; da aber auch D; dicht in Lo liegt, ist es keine
Einschrankung, auf der kleineren Menge D; zu argumentieren.
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(i) J(F)< oo und F({0})=0.

(ii) F besitzt eine Dichte f, so daff xf absolutstetig ist mit Ableitung®
(L+a(f/))f und [(L+z(f'/f)*fde < oo

In beiden Féllen ist J(F) = [(1+z(f'/f))*f dz

Vor dem Beweis noch ein Lemma

Lemma B.2.3 Sei F ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf (R,B). Dann ist DY :=
{Y | =z fiir ein ¢ € D1} dicht in Ly(F) genau dann, wenn F({0}) =0.

BEWEIS zU LEMMA B.2.3: Angenommen F({0}) # 0 und g = Ifp} . Dann gilt
fir h € DY, |lg — hll,p) = F({0}). Umgekehrt sei F({0}) = 0. Es geniigt
zu zeigen, dafl jedes g = I4 fiir A € B durch h € Dy approximierbar ist. Zu
€ > 0 existieren wegen der o—Stetigkeit von F Zahlen a; < 0 und as > 0, so
daB F((a1,a2)) < e/2. Seien A; := AN (—o00,a1], Az := AN Jag,0). Da Dy
dicht in Lo(F') ist, gibt es fiir i = 1,2 h; in Dy, so daB || 14, —hillp,r) <e/4.
Auf A; lassen sich h; darstellen als xh; mit h; dort beliebig oft differenzierbar.
Diese h; lassen sich wiederum auf (a1, as) beliebig oft differenzierbar fortsetzen
durch ein h3 € D mit |h3| <1 auf (a1,a2). Fiir das durch die Verkniipfung
von h;, i =1,3,2 entstehende h gilt nun ||g — hl[r,r) < €. Y/

BEWEIS zU PROPOSITION B.2.2: (ii) = (i)

(Jz¢'dF)* oy ([ g fdz)”

Jerdb [ Qfda
2
part.Int. (f SO(]. + :E(f//f))f dﬂ',') Cauchy-Schwartz / , 9
- < 1 dr <
T T £ [ a2 e < o0
und da F eine Lebesgue-Dichte besitzt, ist insbesondere F({0}) =0.

(i) = (i)
Wir definieren das lineare Funktional A auf der dichten Menge Dy des La(F)
als Ap:=— [¢'zdF. Da

1Ae)* < T(F) el ry,

ist A stetig, also auf Ly (F) stetig fortsetzbar. Der Satz von Riesz-Fréchet liefert
die Existenz eines Elementes g € Lo(F), so dal Ap = [ ¢gdF . Nun setzen wir

(@) =Tyerg(W)/z,  f(2) = / 3, y) F(dy).

Offenbar ist |j(z,y)zp(x)| fir ¢ € Di in Li(Ay(dz) ® F(dy)) mit A, , dem
Lebesguemaf eingeschriankt auf den Tréger von ¢, daher folgt mit Fubini

- [a¢ @@ do=- [ / _¢/(@)drgly) Fldy) = [ewatw) Fan=ae.

Nach Lemma B.2.3 ist DY dicht in Ly(F); auf DY aber definieren die beiden
MaBe F'(dx) und fdz dasselbe Funktional, also stimmen die Mafle iiberein,

2Dabei ist der Term (14 z(f’/f))f als schwache Ableitung zu lesen; diese stimmt mit der
herkommlichen iiberein, sofern diese existiert.
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und f ist eine Version der Dichte von F'.
Damit aber ist im Sinne einer Distributionsableitung?

Ap =~ [wardo™ 2 o sals/n)sda

also g = (14 (f'/f)) und |A|| = [¢*dF = J(F). Vi

Seien die Zahlen T I J + gegeben als

_ VedF)" ([VedF
Iy = sup (Ve fg)DQEijl;' Ld ), 0[;12]9062%, (B.6)
_ Vo(z)" F(da)|*
7 o= sl “j(;"idF( I Wyen, (B.7)

wobei Dy, := C°(R*,R) die Menge aller beliebig oft stetig, differenzierbaren
Funktionen von R* nach R mit kompaktem Triiger ist.

I ¢ bzw. J + werden die Rolle des Betrags der multivariaten Lokations— resp.
Skalen—Fischer—Information spielen.

Theorem B.2.4 Die Endlichkeit von ff , bzw. die von jf zusammen mit
F({z; =0}) =0, i=1,...,k (B.8)

ist dquivalent mit der Ezistenz einer Lebesguedichte f von F', wobei f respekti-
ve of \F —stetig sind und wir den letzten Ausdruck koordinatenweise verstehen.
Weiter gilt \F~! —fast sicher, dafi, alle Argumente bis auf eines festgehalten, f
respektive xf in diesem einen Argument absolutstetig ist.

Ist jeweils eine der beiden dquivalenten Bedingungen erfillt, so ist

Iy = [|Vf/f?dF bzw. (B.9)
I = [+ YXTPdF (B.10)
Vor dem Beweis dieses Theorems noch einige Vorbereitungen:
Bei der Anwendung des Theorems auf Proposition B.3.1 bendtigen wir zumin-

dest Absolutstetigkeit von f respektive zf ldngs (fast allen) achsenparallelen
Linien. Dies wird geliefert durch

Proposition B.2.5 Jede Funktion f, die eine Distributionsableitung in Lo(\¥)
besitzt, ist absolutstetig auf \* —fast allen achsenparallelen Linien. Der schwache
Gradient stimmt mit dem gewdhnlichen Gradienten fast iberall iberein.

BEWEIS zU PROPOSITION B.2.5: Maz’ya (1985), Theorem 1. Y/

BEWEIS zU THEOREM B.2.4: “<«”
Wir zeigen den Fall ¥ =1Tj.

|/VsodF|2 - I/Vsofsz:I/fVﬁpdAIQS

3genauer im Sinne einer schwachen / Sobolev—Ableitung; die Distributionsableitung ist nur
iiber den durch sie induzierten linearen Operator erklért; verlangt man noch nicht die Existenz
eines (lokal) integrablen ¢’, so spricht man von einer schwachen Ableitung.
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< ff/<P2dF
|| / VeXTdF|? = | / VeXTfdA|? = | / 1+ ZLXT) oA <
< jf/sﬁz dr

und wegen der \F-Stetigkeit von F gilt F({e; =0}) =0 fiir alle 7.

((j”

Weil der RF polnisch ist, existieren regulidre bedingte Verteilungen, und wir
koénnen F'(dxi,...,dzy) schreiben als

k—1

F(dzy,... dog) = [ Fjjrvnlde;lai, . o) Fr(day) (B.11)
j=1

mit Fj der Randverteilung von Xy und Fj;41. einer reguldren, bedingten
Verteilung von X, gegeben X; 1 = x;41,..., X} = x. Weiter schreiben wir
im folgenden y;.; fir den Vektor (y;,...,y;)".

Wir zeigen zunéichst den multivariaten Lokationsfall und gehen dabei vor wie in
Huber (1981), wobei wir allerdings die Argumentation etwas verkiirzen konnen:
Wegen I; < oo gilt fiir ein C' € (0,00) fiir 9;9 = 3%71/), 1 € Dy nach
Voraussetzung fiir j = 1,...,k ‘

| [ owar) < o [ art = Clolar,
Damit sind die linearen Operatoren ¢ — T;(¢) := [ 9;¢ dF, definiert auf der

dichten Teilmenge Dy, des Lo(F') beschrinkt, also stetig auf Lo(F') fortsetzbar.
Nach Riesz-Fréchet gibt es damit erzeugende Elemente —g; € Lo(F'), so daBl

Ti(y) = —/ng dF. (B.12)
Damit aber gilt fiir ¢ € Dy,

T(4) = / Oib(y) F(dy) = — / Vgr dF =

/ / Lir 0y O16(01, y2)A(dz1) g (y) F(dy)
RF JR

Analog zum univariaten Skalenfall ist Li,, >, 01%(71,y2:6)91(y) ¥ € Dy, in
Li(Ay(dx) ® F(dy)), und so folgt mit Fubini fiir Markovkerne

fi(z1, your) ZZ/RI{zlzyl}ﬁh(y) Fijo(dyi]y2:x),

Ty (v) :/f1(3317y2:k)81¢(3317y2:k))\(d331)F2:k(dy2:k)~

Damit definieren f1 (21, y2.6) A(d21) Foup (dy2:x) und Fyjo.4(do1|yo:x) Four (dy2.x) auf
der mafibestimmenden Menge Dj das identische Funktional, also kénnen wir
fi(x1,y2:x) — Fo.x(dya.r)—fast sicher — als Lebesgue-Dichte der regulédren be-
dingten Verteilung Fijo.,(dz1|y2:x) wihlen.
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Wir halten fest, dafl wir an dieser Stelle im Gegensatz zum Beweis in Hu-
ber (1981) nicht nachzuweisen brauchen, da§ f; punktweise beschrinkt durch
Fijo.(dx1lya) [ g7 dF ist und fiir 21 — £oo gegen 0 geht; demzufolge kénnen
wir uns das Approximationsargument sparen, das Huber verwendet, um zu zei-
gen, daB Al = [gdF =0, (4.5) in seinem Beweis.

Sei nun schon gezeigt:

Frjjsie(deiiyicin) = frj(@ig, yisie) N (doy) [Fo.ie(dy2:i)]
Es gilt fiir ¢ € Dy nach Induktionsvoraussetzung

Traw) = [ Oavl)Fusldna) =

(B.12)

- / 0541 ()0 () Fuan(dyn) =

1=

— [ 01 O s 0V ) P 10) =

= /]Rk ngrl(y)/RI{zj+12y_7’+1}8j+11/}(y1:j7xj+17yj+2:k)))\(dxj+l) X
X fr (N (dy1:5) Fypa)j+ 20 (Y41 1Y 2:0) By (dyj2:1)

Wieder gilt Fubini, und wir kénnen setzen

fl:j+1(91:j7xj+1ayj+2:k):/jo+1(y) Lasirzy;ay 1) Fin)jron (Y1 |ys2:%)

Damit gilt, wenn wir wieder die Integrationsvariable x;,1 durch y;;, ersetzen,

Tiy1(¢y) = /aj+11/1(y)f1;j+1(y) N (dy11) Fyon(dyjsor)-

Wie fiir j = 1 kénnen wir also fi.11(y) — Fau(dys.x)fast sicher — als
Lebesgue-Dichte der reguliéren bedingten Verteilung Fi.j i 1|j 2.6 (dy1:j41]Yj42:%)
wéahlen.

Damit erhalten wir, daf§ dF und f1:kd)\k auf Dy dasselbe Integral definieren,
also ist fi.; tatséichlich als A\¥-Dichte von F wiahlbar. Insgesamt gilt nach
Konstruktion A\*—1—fast sicher:

k
frr(x) = /HI{wjgyj}gj(xlzj—hyj:k)Fj|j+1:k(dyj\yj+1:k)=
j=1

k
/HI{aszyj}gj(xlzjflayj:k:)F(dy) =
j=1

k
/ H I{eryj} 9gj (xlzjflv yj:k)fl:k(y) )\k(dy)a
j=1

also ist auch fi., A*-stetig mit verallgemeinertem* Gradienten

Vi = (0 fin); = (f1:695) 5 (B.13)
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denn es gilt fiir ¢ € Dy, indem wir diese Setzung fiir 9; fi., verwenden:

[vonax = [opagax = [vgar = [opar = [opfian

Fiir die Skalen—Fisherinformation gehen wir analog vor:

Wie im Lokationsfall zeigen wir induktiv, dafl aus der Stetigkeit der auf Lo
fortgesetzten linearen Operatoren ¢ — S;(¢) := [ x,;0;¢ dF , mit Riesz-Fréchet
und erzeugenden Elementen §; € Lo(F), so da S;(¢) = — [ ;4 dF, folgt

F(dz) = fr.p(x) \e(dx) (B.14)
mit

k
Jrx() Z/Hl{szyj} xijgj(xlzj—layj:k)fl:k(y) A (dy). (B.15)
j=1

Dabei beniitzen wir, daBl  fi.;(z1.-1, T, Yok )N (d21:4) Fis1.6(dyit1.)  und
Frijivr:6(d2ri|yivrn) Fig1k(dyiy1.e) dasselbe Funktional auf der Menge

Dp(i)° := {p : p =z fiir ein ¢ € Dy}
definieren. Da aber F fiir kein j auf Ereignisse der Form {z; = 0} Masse wirft,
zeigt man analog zu Lemma B.2.3, da DY = M;{DY(i)} maBbestimmend ist

und demnach (14) gilt.
Nach (15) ist auch fi.x A*-stetig mit verallgemeinertem* Gradienten

Ve = (05frr); = flzk[wij(ﬁj -1l
denn es gilt fiir ¢ € Dy,
/Wjajfl:k d\F = /wfl:k[gj —1]ax" =
=~ [+ adifudrt == [ ojfvm)fuant

Damit aber ist auch fiir jedes i das Produkt z; fi.x A* —stetig mit Distributi-
onsableitung f1. Iri—;; +7-(g; — 1), denn nach der Produktregel fiir Distribu-

tionsableitungen, bei denen ein Faktor in COO(]R]“, R) liegt, ndmlich
9;(pa) = q9p +pdia, 4 € Lajoc(N"), 95q € L 10.(\), p € C*(R",R)

fOIgt mit b=, 4= fl:ka dafl
Ti .
0;(i fuk(@)) = frw =gy + (95 = 1)- (B.16)
J

Damit existieren jeweils Distributionsableitungen in Lo(F), also ist Propositi-
on B.2.5 in Kraft, und die entsprechenden Dichten sind lings achsenparallelen
Linien absolutstetig.

4im Sinne einer schwachen / Distributions—Ableitung
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Die Ausdriicke (9) und (10) sieht man so: Mit (13) und der Definition der g;
folgt

| [VedF|

5,1J 050 =%, | [ ajedPP <

ijgidF/sozdF=f<‘V—ff‘)2desozdF‘

Fiir die Skalenterme definieren wir fiir 0 # j neben den “Diagonaltermen” S
weitere Lo(F)-stetige Abbildungen ¢ — S; ;(¢) := [ 2;0;4 dF mit erzeugen-
den Elementen g; ; € Lo(F), so daB8 S; j(¢) = — [ g;j4 dF . Insbesondere gilt
dann

Si () = /Sﬁiaﬂl)fl:k d\F = —/aj[xifm]lﬂd/\k = —/gi,jf1:k¢d>\k7

(B.17)
so da F'—fast-sicher g; ; = 0j[x;fi.1]/f1:1. Damit ergibt sich dann, indem wir
§j7j = gj setzen

| [ Vpa™ dF|?

IN

2] Jx:i0;0dF|* = >l [ gijedF|* <
>, [ gl dF [@®dF = [ [l + YL XT|*dF [ dF

IN

m

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die Begriffe der multivariaten
Lokations—/Skalen—Fisher—Information unabhiingig von der Existenz von Dich-
ten im Zentral-Modell einfiihren:

Definition B.2.6  (a) Ist im multivariaten Lokationsmodell,
Pi={F(--0)|0 € R*},

die Gréfle Iy aus (6) endlich, so nennen wir die dann existierende Matriz in

kak
I; ::/Wd)\k (B.18)

(multivariate) Lokations—Fisher—Information.
(b) Ist im multivariaten Skalenmodell,

Pi={F(Z7() | =27~ 0 R},

die Gréfie Jy aus (7) endlich und gilt (8), so nennen wir die dann existierende
Matriz R(:)*()

Tr () := /(svec[]Ik + LX) (svec[ly + YL XT])T dF (B.19)

mit dem in (B.1) eingefiihrten Operator svec(-) (multivariate) Skalen—Fisher—
Information.
(c) Sind im multivariaten Lokations-/Skalenmodell (3) die Grifien Iy aus
(6) und Jy aus (7) endlich und gilt (8), so nennen wir die dann ezistierende
k k
2 2

Matriz Ir(Iy) € R(+(3))x (k+(3)) ,

TS
Trl) "(Hffﬂk) Jf(ﬂf)) (B.20)
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mit Ty aus (18), Jy(Ix) aus (19) und
Hy () = — / (sveclli + LX)V 7 dA* (B.21)

(multivariate) Lokations—/Skalen—Fisher—Information.

(d) Ist Ty aus (7) endlich und gilt (8) [und ist Iy aus (6) ebenfalls endlich],
so ergibt sich die (multivariate) [Lokations—/]Skalen—Fisher—Information an der
Stelle [0],2, ¥ >0 als J;(X) bzw. als

wor-(TEE ) e
mit
H(%) :/(svec[Z_l(]Ik + X))V TS AN (B.23)
= diag[svec(X ) H (L)X (B.24)
T () :/(svec[zfl(ﬂﬁVTfXT)])(svec[zfl(Hk+VTfXT)])TdF (B.25)
= diag[svec(X 1) J; () diag[svec(X )] (B.26)

Im Vorgriff auf Proposition B.3.1 und die Lemmata B.3.2 und B.3.3 notieren
wir die Lo —Ableitungs—Kandidaten

AN (@) = =AY, (= —0))
AN (@) = —Vi@)/f)

A (@) = ST (57 (@ - 0))
AR (@) = —@+ Ay, (2)27)

B.3 Glattheit des multivariaten Lokations—/Ska-
len—Modells

Im eindimensionalen Lokationsmodell charakterisiert die Endlichkeit der Fisher—
Information aus (4) die Lo—Differenzierbarkeit des Modells, wie folgende Pro-
position zeigt, die auf einem Lemma von Hajek basiert.

Proposition B.3.1 1. Es gelte Z(F) < oco. Dann gilt fir s — 0
1 2 2
[V - Vi + | A =ots) @20
2. Es gelte J(F) < oo. Dann gilt fir s — 0

JIVIFsVE@s)0) = V@14 L= ud s @) Mdu)=ofs?)
(B.28)

BEWEIS zU PROPOSITION B.3.1: (i) Rieder (1994) Propsition 2.4.1, (i) und
(ii) Swensen (1980) Ch. 2, Sec. 3. Y/
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Dies wollen wir nun auf das multivariate Lokations—/Skalenmodell (3) ver-
allgemeinern, indem wir die in Abschnitt B.2 definierte multivariate Fisher—
Information dieses Modells verwenden.

Der Schlufl auf den multivariaten Fall erfolgt, indem wir zunéchst aus Propositi-
on B.3.1 auf die “partielle” Lo —Differenzierbarkeit schlieSen. Diese ist wegen der
Translations—/ Streckungs-Aquivarianz des LebesguemaBes sogar automatisch
stetig, wie wir zeigen werden, und damit folgt wie im endlich—dimensionalen
aus der stetigen “partiellen” Lo —Differenzierbarkeit die gewiinschte totale Lo—
Differenzierbarkeit:

Lemma B.3.2 Ein multivariates Lokationsmodell P = {F(- —0)} ¢ M (B")
st genau dann Lo —differenzierbar, wenn es dies auch “partiell” in jeder Koor-
dinate ist, d.h. fiir jede Koordinate j gilt

/ (\/}(xh conxpthy o a) — V) - %Af’j(x)))ﬁk(dx) =o(h)

mit Ap(x) =-Vf/f.

BEWEIS zU LEMMA B.3.2: Garel und Hallin (1995), Lemma 2.1; da aber Teile
des Beweises noch im n#chsten Lemma verwendet kénnen, hier die Schritte:

Wie in der herkémmlichen mehrdimensionalen Differenzierbarkeit folgt aus der
stetigen, partiellen L,—Differenzierbarkeit die (totale) Lo-—Differenzierbarkeit.
Im multivariaten Lokationsmodell sind aber die partiellen L, —Ableitungen au-
tomatisch Lo —stetig: Zundchst bemerken wir, dal wir uns wegen der Transla-
tionséquivarianz des Lebesguemafles auf die Stelle § = 0 beschranken koénnen,

denn
1Ag+n /APy — Mo/ dPy|| = || A/ dPy, — Ao/ dFo||.

Zur Uberpriifung der Ly -Stetigkeit fithren wir zu h = (hy,...,h)” € RF die
Zwischenstellen h° =0, h7 := (hq,...,h;,0,...,0)7 ein. Dann ist

k
ARV APy — AgV/dPo | < [[Aps /APy = Api—1v/dPpo—i || =
j=1

B Z ‘h_zf‘H{\/dPhj_l — VAP, (1= 3hiA)} +

1<i<k
h; 70

+{\/dPhj — \/dPhjfl(l + %thhjfl)}H <

IN

> T (/{\/1?_0(3? +hje;) = po(x)(1 - %hﬂ\o(fﬂ))}Q6l>\k)1/2

1<5<k
h ;70

1/2
" (/ {Vpo(x = hje;) = VBo(@) (1 + 3hiAo(2))}? C“k) -

wobei pg die entsprechende k-dimensionale Lebesgue—Dichte von Py ist.
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Lemma B.3.3 Ein multivariates Skalenmodell P = {F(X~1) | S =37 = 0} C
M (BY) ist genau dann Lo —differenzierbar, wenn es dies auch in jeder Koor-
dinate ist, d.h. fir jede Koordinate 4,5 und jedes A € RP*P gilt

/(\/@(Hk + hi s AV F(Tx + héi jA)x) — /F2) (1 + LA, (a:)))2>\k(dm) =o(h)

mit &; ; € R¥*F 5, 5 die Elementarmatriz mit einer 1 in den Koordinaten i, j
und sonst nur 0-FEintrdgen.

BEWEIS zU LEMMA B.3.3: analog zu Lemma B.3.2; wir zeigen, dafl im mul-
tivariaten Skalenmodell die partiellen L;—Ableitungen automatisch Lo —stetig
sind. Wir bemerken, dafl wir uns wegen der Streckungséquivarianz des Lebes-
guemaBes auf die Stelle ¥ = I, beschrinken kénnen, denn

IAst, +m)\/APs, 1) —AsVdPs | =27 Ay 1/ dPyy 5 — A /AP |
<IAn+m VAP, 15 — Ay \/dPy ||/ minev(X).

Wie im Beweis zu Lemma B.3.2 zerlegen wir das Inkrement H in Zwischenstel-
len HY) | die sich jeweils nur in einer Koordinate unterscheiden. Dazu fiithren
wir die Indizierung gemé$ des in (B.1) eingefiihrten svec(-)—Operators durch,
und definieren zu H = H™ € R*** die Zwischenstellen H@) durch

(5)
L+H=L+H =T, + O + Y hAy
i=j+1
dabei ist A; = svec™1(d;) und §; der i-te (’;) —dimensionale Einheitsvektor.
Schliellich verwenden wir die beiden speziellen Inkremente
Hj,jfl = thj(]Ik+H(j_l))_1
Hj,j = th](]Ik-FH(j))il

Damit erhalten wir

HAHk+H V dPHk+H - A]Ik V dP]Ik || <

<Y ‘,%H {\/dPHHHu—l) - \/dPHk+H(j)(1 = 5hi DAL n)} +

(K
1<5<(5)

hj#0

+{\/dP]1k+H(j) - \/dP]IkJ,-H(J'*l) (1 + %thjAHk-FH(J*l))}H §
2 Vdet(Il,+H) ; 1 —1
= z% )h—j(/{vak((ﬂkJrH(”)(ﬂmLH(] ) ) -
1<i<(k

. 2
V@) (1= B AT+ HD) A ()} ax¥)

2 Vet +HU ) i1 N1
+W(/{ \/H(I}clk+H(j)) Vpﬂlc«ﬂk""H(J ))(Hk+H(J)) x) —

1/2

—V/Dr (@) (14 5h A (T + Hufl))flAHk(x))}?dAk)W _

= > ﬁ(/ {\/(Q[Hk + Hjja]v/pu ([l + Hjj]a) —
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—/P1, (2)(1 — %Hj,jA]Ik (33))}2 d)\k')l/2

+ﬁ(/ {@[H’f — Hj i1/, (e — Hjjlz) —

— /1, (@) (1 + $H; jAr, (x))}2 d,\k)l/i > iy o(hy)=0(H°)
1<i<(%)

m

Als Konsequenz notieren wir

Theorem B.3.4 Das multivariate Lokations—/Skalenmodell (3) ist genau dann
Ly ~differenzierbar, wenn die Grofsen Iy, Jy aus (9) und (10) endlich sind und
(8) gilt.

B.4 generalisierte Fisher—Information fiir zufilli-
ge Parameter

In diesem Abschnitt wollen wir die Techniken aus dem multivariaten Loka-
tionsfall iibertragen auf den Fall, dafl der “Lokations—Parameter” stochastisch
ist. Seien dazu X, Y RP- bzw, R?-dimensionale Zufallsvariablen, deren ge-
meinsame Verteilung P~X>Y durch das ProduktmaB ;o = p; ® po mit gewissen
M) € My (BP1) dominiert wird. Dabei sei E|X|? endlich. Dann definieren
wir

Ve dPXY)T ([ VapdPXY [PYY]
U VepdP™Y) (| VapdP™Y) (W0
f <,02 dPX:Y p+q
(B.29)
wobei Dy, := CX(R*,R) wie in (6), (7) die Menge aller beliebig oft stetig
differenzierbaren Funktionen von R* nach R mit kompaktem Tréger ist und
Ve = (a%)iﬂ,_“’p . Mit den gleichen Techniken wie in Theorem B.2.4 kann man
zeigen

fX|y(PX’Y) := sup

Theorem B.4.1 Die Endlichkeit von fX‘y(PX’Y) st dquivalent zur Fristenz
einer Lebesquedichte pX1Y=Y von PXIY=Y wobei pXIY=Y P —stetig ist. Weiter
ist pXIY=Y_ fiir fast alle achsenparallelen Linien g(u) = (T1:—-1,Us Tjt1:ps Y1oq)
absolutstetig. Ist eine der beiden dquivalenten Bedingungen erfiillt, so ist

Ixy (PXY) = [|VpXY p*IY 2axr ap” (B.30)

Entsprechend nennen wir

X|Y=y YV XY=
Ty (PYY) = [(Telere— )7 Yebere— dAP dPY (B.31)

generalisierte Fisher—Information von X gegeben Y .



266 ANHANG B. MULTIVARIATE STATISTIK

B.5 Kovarianzen von Kovarianzen

Abschliefend prisentieren wir ein Resultat iiber den Rang der Kovarianz der
empirischen Kovarianz, das wir unter anderem benotigen, um Bedingungen fiir
(10.74) und (10.75) in Abschnitt 10.4.2 angeben zu kénnen.

Proposition B.5.1 Sei X eine R?-wertige Zufallsgrifie, E|X|* < oo; be-
trachten wir X := (1, X7)7, sowie Xo := X — E[X] und X, := (1, X§)" dann
sind dquivalent

(a) rkCov{[vec(XoX)][...]"} < ()
(b) det Cov{[svec(XoX{)][...]"} =0
(c) Es gibt eine Matriz 0 # A= AT e ROTV*@+D p(XTAX = 0)=1.
(d) X liegt fast sicher auf einer Quadrik, also

X"AX+b" X +c=0

fiir gewisse A= AT e RY, b e R?, ¢ € R, wobei zusitzlich b= —AE[X].
Gilt
E[Xo,iXo0,j X0,k =0 V1 <4,5,k<q, (B.32)

so folgt aus der Tatsache, daff X fast sicher auf einer Quadrik liegt, bereits,
dafs X auf einer Quadrik mit b = —AE[X] liegt. Dies ist insbesondere der
Fall, wenn L(X)=L(—-X).

BEWEIS zU PROPOSITION B.5.1: Zunéchst bemerken wir, dal wegen der Sym-
metrie von XoXJ die Matrix C := Cov{[vec(XoX])][...]”} maximal Rang
(¢®> 4+ q)/2 hat. Betrachten wir aber die Untermatrix

Cs = COV{[SVQC(XOX(‘I)—)H' : ]T} = (C’Ll7127]1»]2)1§117]1§12732Sq

und deren Konjugation mit beliebigen Linearformen A auf diesem Unterraum,
so sehen wir

ATCsA = Z All,lchAth: Z All;ZQSCAJ17J2

1<21,01 1<21,71 <
<12,72<q <12,72<q
mit
_ A“JZ /2 11 < 19
Ay = Al s fir 1 =19
Am,zl /2 11 > 19

Damit 148t sich also jede solche Linearform als symmetrische Matrix in der
vollen Raumdimension interpretieren und umgekehrt. Dies zeigt (a) <= (b).
Gilt (a) oder (b), so liegt Y := svec(XoX]) — E[svec(XoX()] fast sicher auf
einer Hyperebene A; € R(E) . Mit obiger Uberlegung gilt aber dann mit B =
svec™1(Ay)

™5

]

0 = ATY =tr ATY = tr B{XX] — B[XoX]]} = X]BX, — E[X{BX,] =

XTBX - 2E[X]"BX +2E[X]"BE[X] - E[X"BX] = X" AX
mit
_ [ 2E[X|"BE[X] - E[X"BX] -E[X]|B
a= (PR 5"
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Damit ist (c) erfiillt — und somit gleich (d). Gilt umgekehrt (d), so auch (c)

mit
B c ~BE[X]
a=( compy B )
[P]

Aus X"BX — 2E[X]"BX + ¢ 2 0 aber folgt X7BX, — E[X|"BE[X] + ¢ &
0. Gehen wir zu Erwartungswerten iiber, so ist damit ¢ = E[X|"BE[X] —
E[X{BXy|, und daher liegt Y auf der durch svec(B) erzeugten Hyperebene
und es gelten (a) und (b).

Sei Cov(X]| =USU™ mit UU™ = U'U =1, und S = diag[si,...,s,], wobei
ohne Einschrankung si,...,s > 0, s;41,...,8¢ = 0 gelte. Liegt nun X auf
einer Quadrik und gilt (32), so haben wir fiir db = 2(b+ AE[X]),

XTAX 120X + ¢ D0 = X7AX, +db"Xo — E[X7AXo] 20

X7 AXy + db™ Xy D BIX]AX,]

E[(X§AX, + db™ Xo)?] = (B[X]AX,))?

E[(X§AX0)?] + 2 E[(Xg AXo)(db” Xo)] + E[(db” X0)?] = (E[X§ AXo])?
q

0 < Cov[ X5 AXo] = — Bl(dh X0 = — 3" s, (dh,)? < 0

r=1

IR

wobei wir A = l[TAU, Xo:=U"Xy, db:=UT"db setzen.
Daher ist also db, =0 fiir r=1,...,1.

Aus s, =0, r=14+1,...,q folgt aber XO}T 2] 0, so daf} die Aussagen fiir
beliebige Werte db,, r = [ + 1,...q gelten, also insbesondere fiir db, = 0.
Damit liegt X auch auf der Quadrik (A,b = —AE[X],¢), A, ¢ wie gehabt,
so dafl das urspriingliche b und b dieselbe Quadrik beschreiben. Y/

Korollar B.5.2 Sei X ~ Ny (0,V) mit V = 0. Dann gilt
det Cov{[svec(XX)][...]"} > 0,
also tk(Iz + Kqq)V® = ().
BeEwEIS zU KOROLLAR B.5.2: Da x(X) =0 ist
Cov{[svec(XX|[...]"} = (L2 + K,,4) V2
Sei A= A" # 0. Dann ist svec(A) eine generische Linearform auf R() und
[svec(X XT)] [svec(A)] = XTAX

Aber P(XTAX = 0) # 1, da X wegen V > 0 nicht fast sicher auf einer
(moglicherweise entarteten) Quadrik liegt. Y/

Damit gelten (74) und (75), wann immer v und e nicht auf einer (méglicher-
weise entarteten®) Quadrik liegen.

5zum Beispiel einer affinen Hyperfliche
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Bemerkung B.5.3 Dafl die Eigenschaft CovX > 0 nur im Fall xX) = 0
fiir den vollen Rang der Kovarianz der empirischen Kovarianz hinreicht, zeigen

folgende Beispiele:

1. X = (Y,UY), Y ~ N(0,1) U ~ +£1 jeweils mit Wahrscheinlichkeit
1/2, U,Y stochastisch unabhingig. Dann ist E[X] = 0, Cov(X) = I,
svec(XX7) = (Y2,UY?2 Y?)" und damit rk Cov]svec(XX7)] =2 < 3.

2. X = (sin(27U),cos(27U))", U ~ ufol0,1), also X gleichverteilt auf dem
Kreis {(z,y) € R? |22 +4? = 1}. Dann ist E[X] =0, Cov(X) = 1/2I;,

1 1 0 -1
Cov[svec(XXT)] = 3 0 3 0 ,
-1 0 1

und damit rk Covisvec(X)] =2 < 3.



Anhang C

verwendete Satze aus

anderen Gebieten der
Mathematik

C.1 der Sylvestersche Trigheitssatz und Folge-
rungen

Bei der Herleitung der Stabilitdtsaussagen in Kapitel 7 greifen wir des ofteren
auf die positiv definite Halbordnung unter Matrizen zuriick. Im Unterschied zu
mancher Darstellung, die positive Definitheit nur fiir symmetrische Matrizen
einfithrt, wollen wir folgende Definitionen verwenden:

Definition C.1.1 FEine nicht notwendig hermitesche Matriz A € C™*" heifle
positiv semidefinit falls fir alle x € C" gilt

(2 Az) =0, R(zH Az) > 0.

A heiffe positiv definit, falls sie zusdtzlich vollen Rang hat und negativ (se-
mi)definit, falls —A positiv (semi)definit ist.
Dies induziert eine Halbordnung auf C"*™ : Wir setzen

A< B <= B — A positiv definit
A= B <= B — A positiv semidefinit
A (i) B <= B — A negativ (semi)definit

In diesem Abschnitt werden wir einige Hilfsresultate beim Umgang mit dieser
positiv definiten Halbordnung herleiten. Zunéchst dazu folgendes Lemma:

Lemma C.1.2 Die Jordansche Normalform von C"*"™ 3 A = 0, J(A), hat
auf der Diagonalen nur Elemente A\; > 0 stehen.

Falls A diagonalisierbar ist, ist es mdglich, ein B € C™*" anzugeben mit
B? = A. Insbesondere ist B hermitesch wihlbar (und dann eindeutig) falls
A hermitesch; wir schreiben dann Az := B. In diesem Fall ist die Bedingunyg,

269



270 ANHANG C. WEITERE VERWENDETE RESULTATE

J(A) hat auf der Diagonalen nur Elemente A\; > 0 stehen, auch hinreichend
fir A>0.

BEWEIS: Da jedes Element A der Diagonale von J(A) auch als Eigenwert
vorkommt, gilt mit 0 # v € Eig,(A)

0 < v Av = \v|%.

Ist A diagonalisierbar, so ist die Nebendiagonale von J(A) leer. Daher kénnen
wir mit J(A)z = diag[(v/A;)i=1..n] und T, der Matrix, die A auf Jordangestalt
bringt, setzen Az := T.J(A)2T~! und erhalten

A3AS =T J(A):T 'TJ(A)T ! =TJ(AT ' = A.

Fiir A hermitesch folgt aus dem Satz iiber die Hauptachsentransformation, dafl
A eine eindeutige Darstellung als

A: Z )\OPEigA(A)
AET(A)

mit 0(4):={Ae€C: Ju#0: Au= A\u} besitzt. Daraus folgt notwendig
A% = Z \/X OPEigA(A) .

A€o (A)

Fiir A hermitesch kann man A durch U mit UU¥ =1,, diagonalisieren. Daher
ist
e Az = 2" UP J(A)2 J(A)2Ux = || J(A)2Uz|? > 0

m

Ein wichtiges Hilfsmittel bei den folgenden Untersuchungen ist der Sylvestersche
Tragheitssatz; dieser lautet

Theorem C.1.3 [Sylvester]

Sei V' ein reeller (komplexer) Vektorraum der Dimension n < co. Sei s eine
symmetrische (hermitesche) Bilinearform (Sesquilinearform) auf V, A;, i =
1,2 Basen von V und A; die entsprechenden Matrix—Darstellungen von s be-
ziiglich A; . Weiter sei pa, := dim @, 4 Eigy(4:), na, = dim @, Eigy (4;),
wobei Eigy (A) :=ker(A — Al,). Dann gilt

PA, = PA, nA, = NA,, rkA1 :rkA2 (Cl)
Bewels: z.B. Fischer (1991), Satz 6.7.4., S. 214 Y/

Basiswechsel beziiglich der darstellenden Matrix setzen sich so um:

Lemma C.1.4 Sei V' ein endlich-dimensionaler reeller (komplexer) Vektor-
raum. Seien A;, i = 1,2, die Matriz—Darstellungen einer symmetrischen (her-
miteschen) Bilinearform (Sesquilinearform) s auf V' beziiglich der Basen A,
von V. Weiter sei T die darstellende Matriz fiir den Basiswechsel von A; auf
As . Dann gilt

Ay =THA,T (C.2)
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BEWEIS: Sei v = (U,(gl))kzlmn der Koordinatenvektor von v € V' beziig-

lich A;. Dann erhilt man den Koordinatenvektor v(2 := (v,(f))kzlmn von v

beziiglich As als v = Tw(®) und analog fiir die Koordinatenvektoren w(®
1=1,2,zuweV.
Damit ist fiir v,w € V' beliebig

s(w,w) = (VNI Aw® = (@) A0 = (ToOYH Ay (Tw™) =
= (VWYHTH Ay Ty

m

Daraus ergibt sich mit Theorem C.1.3

Korollar C.1.5 Sei A € R™™" symmetrisch. A ist genau dann positiv definit,
wenn fiir jedes T € R™*"™, detT # 0 TTAT positiv definit ist.

Auflerdem gilt folgendes Lemma

Lemma C.1.6 Sei A € R™™"™ symmetrisch. A ist genau dann positiv definit,
wenn fiir jedes T € R™*™, detT #0 T~ 'AT positiv definit ist.

BEweEIs: klar, da Konjugation mit 7', detT # 0 die Eigenwerte erhélt, und
nach Lemma C.1.2 Positiv-Definitheit fiir symmetrische Matrizen damit dqui-
valent ist, dafl alle Eigenwerte positiv sind. /i

Lemma C.1.7 Seien A, B € R™*" symmetrisch, B zusitzlich positiv semide-
finit. Dann gilt

AB ist positiv definit <= A, B sind positiv definit

BEWEIS: “=":
Wenn AB positiv definit ist, so miissen auch A, B vollen Rang besitzen, also
B positiv definit sein. Damit gilt mit Korollar C.1.5

B 3AB? = B"3(AB)(B~3)" - 0,

und mit Lemma C.1.6 folgt

=

A=B3(B *AB?)B"% » 0.

“<:77:
Nach Lemma C.1.6 gilt B~2AB? + 0, und mit Korollar C.1.5 gilt

AB = B3(B~3AB?)(B?)" + 0.
i

Als unmittelbare Folgerung aus diesem Lemma notieren wir

Korollar C.1.8 Seien A, B,C € R™*" symmetrisch, C zusditzlich positiv se-
madefinit. Dann gilt

A-B = CA-CB (C.3)

AC - BC (C.4)
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Korollar C.1.9 Seien A, B € R**" symmetrisch, dann gilt

A~ B —  At'<B! (C.5)
A* = B* VkeN (C.6)
BEWEIS: (5):
Lemma C.1.7
B l-Al=BlAA - B 'BA T =B A-BA L TR
(6): Induktion nach k; k=1 gilt nach Voraussetzung.
Lemma C.1.7
Ak_Bk:(A_B)Ak—l +B(Ak—1_Bk—1) N 1

V/a

C.2 Optimierung

C.2.1 ein globaler Optimierungsalgorithmus

In der globalen Optimierung steht man vor dem Problem, eine nicht notwendig
konvexe Funktion F': A - R, A C RF , zu minimieren. Um dabei zu vermeiden,
in einem lokalen Minimum héngen zu bleiben, wurden in der Literatur, vgl. Me-
tropolis et al. (1953), Miiller et al. (1986), Rinnooy Kan und Timmer (1989),
verschiedene stochastische Suchalgorithmen vorgeschlagen. Wir verwenden in
dieser Arbeit einen “Quick and Dirty”-Algorithmus' im Geiste von “simulated
annealing” (c.f. Kirkpatrick et al. (1983)):

Algorithmus C.2.1 (3—Phasen—Algorithmus)

1. tuevon i =1 bis ng

(a) ziehe unabhingig zu den bisherigen X;, j < i, eine Auswertungsstelle
X; aus einer geeigneten, fixierten Verteilung aus /\/ll(IB%k nA),

(b) bestimme F(X;)

2. fertige eine “Top-ngy-Liste” mit den “besten” n, Realisationen
(@), (i) s (i), F(20,,))) an;
3. tue von j =1 bis ng
(a) ziehe ein “Zentrum" I, aus der “Top-ng-Liste”
(b) ziehe unabhidngig X; mit | Var X;| | fir j T und E[X;] =z,
(c) datiere die "Top-nq-Liste” auf
Dieser Algorithmus unterscheidet sich vom Simulated Annealing dadurch, daf

e immer mehrere (ng) Prozesse simultan betrachtet werden

e anstelle der iiblichen “Temperaturabsenkung” mit der Rate 1/log(nz+n1)
schneller, mit 1/,/n3, “abgekiihlt” wird

lin dem Sinne “Quick and Dirty”, daf keinerlei Struktur der zu optimierenden Funktion
ausgenutzt wird, so daf3 viel zu viele Funktionsauswertungen gemacht werden;
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C.2.2 ein Hilfssatz aus der konvexen Analysis

Lemma C.2.2 Sei A C RP konvex, nicht leer, abgeschlossen, f : B — R
unterhalbstetig mit B D A, B kompakt, konvexr. Dann gilt

(a) f nimmt auf B sein Minimum in einer Stelle yo € B an.

(b) fla nimmt auf A sein Minimum in einer Stelle xg € A an.
(c) Ist yo € A, so ist xg =yp.
(d) Ist yo € A, und f konvez, so gibt es ein zg € OA mit f(z0) = inf.ca f(2).
(e) Ist zusdtzlich zu (c) p =1, so gilt fir dieses zy € OA

zo = argmin{|z — yo| : z € A} (C.7)

BEWEIS:

(a) Ohne Einschrinkung sei m := inf f # oco. Die Mengen C, := {f(y) <
My}, my | m, bilden eine absteigende Folge nichtleerer, abgeschlossener Me-
gen. Angenommen C := ), C), seileer. Dann ist B = C° = J, {f(y) > mn},
also bilden die C¢ eine offene Uberdeckung des Kompaktums B, somit gilt
B=U,<n{f(y) >my} fir ein N € N und somit miifite gelten inf f = my >
m. Also ist C' nichtleer und jedes x € C' erreicht das Infimum.

(b) folgt aus (a), da AN C, abgeschlossen.

(c) Klar.

(d) Sei m = f(yo). Dann gilt mit z; = (1 —¢)xg+tyo = € B fiir t € (0,1).
Daher ist f(xy) <tm+ (1 —t)f(xo). Ist f(xzo) = m, so folgt f(x;) = m, also
auch fiir f(xy,) mit x, € OA. Sonst gilt f(x:) < f(xp) fiir alle ¢ € (0,1), also
T € 0A.

(e) OA = {ei,ex}, e1 < ey € R, und g liegt in genau einem der Intervalle
[0, e1], [ea, 0], ohne Einschrinkung im ersten. Dann wird, wie im Beweis
von (d) ersichtlich, das Minimum in f(e;) angenommen.

m

C.3 Funktionalanalysis

C.3.1 einige Tatsachen

Wir wiederholen hier einige Tatsachen aus der Funktionalanalysis, die wir im
Text nicht gesondert begriinden.

e Jede nichtleere, konvexe, abgeschlossene Teilmenge eines Hilbertraums
enthilt ein eindeutiges Element kleinster Norm. (Rudin (1974), Theo-
rem 4.10.)

e Jede Teilmenge eines lokal konvexen, topologischen Vektorraums ist ge-
nau dann beschriankt, wenn sie schwach beschrénkt ist. (Rudin (1973),
Theorem 3.18.)

e Jede konvexe Teilmenge eines lokal konvexen, topologischen Vektorraums
ist genau dann abgeschlossen, wenn sie schwach abgeschlossen ist. (Dun-
ford und Schwartz (1957), Thm. V 3.13)
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o [Riesz’scher Darstellungssatz] Zu jedem stetigen, linearen Funktional A
auf L,(u), p ein o—finites Ma und 1 < p < oo, gibt es genau ein
erzeugendes Element g € Ly(1t), 1/¢+1/p =1, so daf§

Af = / gfdu Y€ Ly(p); 1Alop. = lgllz,  (C8)
(Rudin (1974), Thm. 6.16)

C.3.2 schwache Unterhalbstetigkeit von ||+ ||oo in Ly

Wir geben hier einen von H. Rieder vorgeschlagenen Beweis fiir die schwache
Unterhalbstetigkeit der Lo, (p)—Norm in Lo(p), u ein o—finites Maf}, basie-
rend auf dem Riesz’schen Darstellungssatz. Ein weiterer Beweis ergibt sich aus
Lemma 5.3.2 und Prop. 5.3.3 in Rieder (1994).

Proposition C.3.1 Sei u ein o —finites Majf$. Dann sind die Mengen Ap :=
{z € La(p) : [|2l|po(u < b} fiir 0 <b < oo schwach abgeschlossen in Ly(p) .

BEWEIS: Seien b und z,, € A, gegeben, z,, — x, d.h. x,, konvergiere schwach
in Ly gegen x. Zu zeigen ist ||z||r < b. Fiir b = oo ist nichts zu zeigen. Sei
also b < oco. Wir definieren die Abbildung

A: Ly(p) — R
g — Alg)=lm[gr,du= [gadu

Diese Abbildung ist linear. Es gilt die elementare Abschéitzung

A9l = | [ gdul = tim [ gz, du| < i oullc gl (C)

also ist A, definiert auf Lo(y), auch stetig in L;(u). Da aber der Lg(t) dicht
in Ly (p) liegt, gibt es eine eindeutige, stetige Fortsetzung A von A auf Ly (p),
und es gilt -

||A||0p = ”A”Op < limninf ”xn”Lx(u) (C.10)

Weiterhin liefert der Riesz’sche Darstellungssatz die Existenz eines Elementes
Y € Loo(p), mit

A= [ovdn, Al = ol (©11)

Andererseits erzeugt auch z das Funktional A auf der dichten Teilmenge Lo (u),
so dafl = = y, also gilt die Behauptung

12| Lo () < lim inf lZnllLo () <.

m



Anhang D

Bestimmung
robust—optimaler IC’s bei
normalverteilten Scores

D.1 Problemstellung

D.1.1 allgemeiner Fall

Eine Schwierigkeit bei der Konstruktion optimal-robuster Verfahren von der
Gestalt

“Minimiere die (geeignet standardisierte) Norm der asymptotischen
Kovarianz eines Schdtzers im idealen Modell unter einer Schranke
an den (geeignet standardisierten) Bias lings einer schrumpfenden
Umgebung”

ergibt sich in der Bestimmung der Lagrange—Multiplikatoren A — und im all-
gemeinen auch a. Diese sorgen fiir die Einhaltung der Zentriertheitsbedingung
E[¢] = 0 und der Korrelationsbedingung E[t)A”] = I bei der Definition von
Influenzkurven, wie wir sie an verschiedenen Stellen dieser Arbeit in verschie-
denen Varianten eingefiihrt haben, und werden in Abhéngigkeit einer Clipping—
Schwelle b ermittelt. Diese wiederum bestimmt sich iiber den relativen Effizi-
enzverlust im idealen Modell gegeniiber der klassisch optimalen Influenzkurve
im Sinne eines Anscombe—Kriteriums (vgl. Anscombe (1960)).

D.1.2 Relevanz fiir das Filter—Problem

In Kapiteln 3 und 4 haben wir gesehen, daf unter (V3) und (V4), die klassische
Scoresfunktion A jeweils wieder normalverteilt ist, genauer A™° ~ N, (0,Z7¢)
bzw. A™C ~ Npy1yp (0,27€) wobei I¢ = S und I™¢ wie in (5) spe-
zifiziert ist; wir schreiben dafiir im folgenden einheitlich A und Z, sowie n
fiir die Dimension von A und gehen dabei davon aus, dafl Z > 0, so dafl wir
die Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung ausnutzen kénnen, um die
Schwierigkeiten bei der Bestimmung der Lagrange—Multiplikatoren zu meistern.

So ist ein Zentrierungs—a nicht erforderlich, da aus £(—A) = L(A) bereits die

275
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Zentriertheit der Hampel-Krasker—Influenzkurve AA min{1, ﬁ} folgt.
Daher geht es nun zunichst um die Losung der Fixpunkt-Gleichungen (17) ,
(24) sowie (9) . Diese lassen sich kaum je explizit berechnen, und so mufl man
im allgemeinen auf numerische Algorithmen zuriickgreifen.

D.2 Berechnung von A

Um die Notation abzukiirzen, lassen wir im folgenden den Zeitindex t weg. Alle
Schritte im folgenden sind so zu verstehen, daf sie fiir jedes ¢ durchzufiihren
sind.

D.2.1 multiplikative Struktur im Regressionsmodell
Im linearen Regressionsmodell bei symmetrischer Fehlerverteilung hat die wich-
tige Klasse der Hampel-Krasker—Influenzkurven — vgl. (15) die Gestalt

¥ := AYumin{1, (D.1)

b
|AY u| b
denn die Ly —Ableitung hat! die Gestalt A = Yu mit einem skalar transformier-

ten Residuum u und einem dazu unabhingigen R" —wertigen Regressor Y . Die
Matrix A sorgt dabei dafiir, daf3

E[YA7] = AE[YY w2 min{1, ﬁ}] 21, (D.2)

Diese multiplikative Struktur der Lg—Ableitung vereinfacht die Berechnungen
betrédchtlich, denn wir kénnen nach Fubini das Clipping in einer inneren In-
tegration iiber die Fehlerverteilung (gegeben den Regressor) verarbeiten und
anschlieffend iiber die Regressoren mitteln.

D.2.2 polare Darstellung der normalen Scores

Eine solche multiplikative Struktur der Ly —Ableitung steht nicht in allen multi-
variaten Modellen von vornherein zur Verfiigung. Im Fall normalverteilter Scores
A konnen wir diese aber kiinstlich herstellen, indem wir zur polaren Darstel-
lung von A iibergehen: Wir setzen A := Z=2A mit Z~2 der positiv definiten,
symmetrischen Wurzel von Z=1, so daB A ~ N (0,1,) . Weiterhin definieren wir
Y := A/|A] und w := |A|. Dann ist nach Lemma A.2.2

A=T3Yu, mit Y ~ ufo(w, 1), u?~x3 (D.3)
Bemerkung D.2.1 Um die Bestimmung einer Matrix A kommt man im Mehr-

dimensionalen selbst dann nicht herum, wenn man anstelle des One—Step—Schét-
zers (18) bei der Schitzung von (; versuchen wiirde, die M—Gleichung zu 16sen,

um ﬁ;lltc zu erhalten, d.h. versuchen wiirde ein 3 zu finden, so daf3
ﬁt(ﬁ—l - ﬂ) !
=0. D4
v < Yt — Zif3 (D-4)

Lvgl. Rieder (1994), Rem. 7.4.9
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Im Kontext von M—Schitzern wird im allgemeinen auf eine Korrelationsbedin-
gung verzichtet; man stoft aber dennoch auf eine Matrix A, mit der man die
Scores transformiert, in Gestalt der Inversen der Ableitung 9y Eg[Ag], was aber
unter Regularitétsvoraussetzungen dquivalent zu unserer Korrelationsbedingung
ist, wie man mit partieller Integration nachweist.

Zur Losung dieses Problem schlagen wir folgenden Algorithmus vor:

Algorithmus D.2.2
1. Initialisierung: Berechne 7, T3 . Setze Ag:=T1', i:=0.

2. A-Schritt: Berechne
AL = TP EYY r(Y,b, A, T)|T2 (D.5)
mit
b

r(Y,b,A,7) = Elumin(u, ———
( ) | ( |AI%Y|

Y] (D.6)

3. i:=i+1; gehe zu Schritt 2 bis Konvergenz eintritt. Dann setze A := lim; A; .

Fiir die separat gestutzen Varianten des rIC und des mIC fithren wir fiir ¢ = 1,2
ganz analog zu den Definitionen in Abschnitt D.1.2 die Groflen ]\i, u;, Y; wie
in (3) ein, nur mit C; anstelle 7.

Algorithmus D.2.2 wird dementsprechend modifiziert auf:

Algorithmus D.2.3 | L
1. Berechne Cy, C¢, Cy, CF.
Setze Ag := (C1 + Co)™1; setze i :=0.

2. A-Schritt: Berechne

i_+11 = Cf EY1Y7r(Y1,b1, A;, Ch)]C
C3 B[Y2YSr(Yz, by, Aj, C2)]C:

ol ol
+

(D.7)

]

mit r(Y,b, A,7) aus (6)

Hierbei benutzten wir die Tatsache, dafl im idealen Modell A; und A un-
abhéngig sind.

D.2.3 technische Hilfsresultate

Bevor wir uns nun daran machen kénnen, die Integrale in Schritt 2 des Algo-
rithmus D.2.2 unf D.2.3 zu berechnen, bendtigen wir einige Hilfsresultate:
Zunichst ist es fiir die Berechnung von 7, und fiir das spéter eingefiihrte s
niitzlich die gestutzten Momente von u zu kennen. Dazu definieren wir

Definition D.2.4 Sei X ~ N(0,1,). Dann fihren wir zu u :=|X| die folgen-
den drei Funktionen ein:

Fu: Rsg— R t— Ft)=Pr(u<t) (D.8)
Euv: Rsg— R t—E(t) =Elul,<] (D.9)
Vu: Rsg— R, ¢t V(t) =Elu?L,<] (D.10)
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Lemma D.2.5 Seien X; ~T'((n+14)/2), i =0,1,2. Dann gilt

Fut) = Pr(Xo<t?2/2),
Et) = CLLEVPrX < 2/2), (D.11)
Vu(t) = nPr(Xs <t?/2)

BEWEIS: F,, &, V. lassen sich auch schreiben als E[u’l,<], i = 0,1,2.
Wegen der Rotationssymmetrie folgt mit Ubergang zu Polarkoordinaten mit
von ¢ unabhéngigen Konstanten ¢y, ¢

n+1i

E[uz Iugt] =cp II{\U|§75} |u|ief‘“|2/2 A" (du) :02i/2f1{0§s§t2/2} sz le7® A(ds)

Dabei erhalten wir wegen F,,(c0) =1 die Konstante ¢ als 1/T'(n/2) und erken-

nen im letzten Term das T'(“4™)—fache der Dichte einer I'((n+i)/2)—verteilten

Variable. /4

Weil aber die I'—Verteilung nicht in allen Programmpaketen verfiigbar ist wol-
len wir uns auf den Fall der eindimensionalen Normalverteilung zuriickspielen.
Hierzu dient folgende

Definition D.2.6 Fiir k € Ng, X ~N(0,1) definieren wir
i R—=R,  t E[XFIxo] (D.12)

Mit dieser Funktion koénnen wir folgende Lemmata herleiten, deren Beweis je-
weils klar ist.

Lemma D.2.7 Mit ®(t), der Verteilungsfunktion von N(0,1) und ¢(t) der
dazugehorigen Lebesguedichte, bestehen fiir -y, folgende Rekursionen:

() =2@) M) =—e(t) (D.13)
(1) = —t" Lo (t) + (k — 1)yp_a(t) fork>1 (D.14)

Explizit lauten diese Ausdriicke fiir k > 0, wenn wir leere Produkte als 1, leere
Summen als 0 interpretieren,

k—1
Yor(t) = 2"D(k + ) (@(t)/T(2) — Lo(t) Y () /T(j + 2)) (D.15)
j=0
k
Yorr1(t) = (02K (5)7 /! (D.16)
j=0

Auflerdem sind die 7y differenzierbar mit Ableitung

L) = w0 (D.17)

Lemma D.2.8 Sei X ~ N(0,L,). Dann besitzt u:= || X|| die Lebesgue-Dichte

2

h(z) = 2" Texp(—% ) Lu>o (D.18)
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Korollar D.2.9 Mit v, aus Definition D.2.6 erhalten wir

= 1
A - & (552%1@)—%1(0)) (D.19)
e - 2 2(£§§)<%(t>—%<o>> (D.20)
it — 2 2<£§§><%+1<t>%+1<0>> (D.21)
2

Auferdem ist jede der Funktionen F,, E,, V. beliebig oft differenzierbar mit
global beschrinkten Ableitungen, d.h. fir jedes v gibt es eine Konstante C,, , so

dafs

d m m

—Fu &y
O Fulloo I £l

|—— Villoo < Cy, ¥m < v (D.22)

D.2.4 Berechnung der Integrale
inneres Integral

Um (6) auszuwerten, beniitzen wir Korollar D.2.9 und gehen dabei davon aus,
dal Verfahren zur Auswertung der Dichte resp. der Verteilungsfunktion einer
N (0,1)-Variablen zur Verfiigung stehen: Wir definieren

c(b,A,I,Y) :=b/|AT?Y| (D.23)
und sehen, dafl r(-) aus (6) auch geschrieben werden kann als

L)
I'(3)

wobei man den Wert fiir E[u] wegen monotoner Konvergenz als lim._,o &,(c)
interpretieren kann.

r(Y,b,A,T) = Vu(c) + ¢(E[u] — Eu(c)) = Vu(c) + ¢(V2 —&u(c)) (D.24)

Hdufleres Integral

Um (5) zu berechnen, beniitzen wir die folgende Standard-Darstellung eines
Integrals iiber die Oberfliche w,_1 der Einheitssphéire S,,_1 in R" in Sinoiden:
Fiir die Winkel-Variablen 94,...9,_1, kiirzen wir cos(d;) und sin(v;) durch
¢; resp. s; ab. Dann gilt — vgl. Mardia et al. (1979) (15.1.3) und (15.1.5) —

Lemma D.2.10

/f(y)wnl(dy):/oﬂ.../oﬂ /0277 f(Zn)ﬁsgldﬂl...dﬁnl (D.25)

mit

k—1 .
n—jCn—k flrk <
Zn = (Zla B Z’n)T7 2k = HJ f}LSl —iCn—k %.lr o " (D26)
[T=1 sn—j firk=n
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In unserem Zusammenhang ist f(y) = YY" r(Y,b,A,Z), wobei die Integra-
tion koordinatenweise erfolgt. Aus der Differenzierbarkeitseigenschaft in Korol-
lar D.2.9 schliefilen wir, da8 mit ¢ aus (23), r beliebig oft differenzierbar in ¢
ist.

AuBlerdem bemerken wir, da§ r aus (6) gleichméBig beschrinkt ist durch

0<r<E[W]=E}xp]=n (D.27)

Offenbar ist ¢ auch beliebig oft differenzierbar, wenn nur |AZY| von 0 weg
beschrankt bleibt; dies ist aber wegen der Regularitdt von Z in der Tat der
Fall, denn es gilt, daf3

WV<m<M: V9O, YVueR" |Jul=1: m<|Tyu <M (D.28)

so dafl wir fiir v € R", |u| =1 und ¢ > 0 erhalten
|Airul = [T, 2 (B[YYTr(Y, b, Ai, To))) T, u| > 2 (D.29)
m

Mit der Kettenregel folgt f(y) € C* auf w,_;.Daher kénnen wir, um f nume-
risch zu integrieren, zunéchst die Transformation aus Lemma D.2.10 anwenden
und dann koordinatenweise integrieren, indem wir Quadratur—Verfahren hoher
Ordnung und/oder Extrapolationsideen verwenden.

Ist die Dimension von A aber hoch, so kénnen wir die Integration lings w,_1
mithilfe Monte—Carlo durchfiihren.

D.2.5 Konvergenz der Algorithmen D.2.2 und D.2.3

Eine wichtige Frage ist nun die Konvergenz der Algorithmen D.2.2 und D.2.3.
Thre Beantwortung wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen; wir zitieren daher
hier nur das Resultat. Ein Beweis findet sich in Ruckdeschel (2000a).

Theorem D.2.11 Die Algorithmen D.2.2 und D.2.3 mit Startwerten wie an-
gegeben konvergieren fiir hinreichend grofies b geometrisch.

Ebenfalls fiir hinreichend groffes b < oo kann man zur Lésung der Fizpunkt-
gleichung ein Newtonverfahren angeben, das lokal superquadratisch konvergiert.

Bemerkung D.2.12 Die Verwendung des Newton—Verfahrens verbietet sich
aus Dimensionsgriinden schon fiir moderates p, ¢, da die entsprechenden Ab-
leitungsterme dann (pg)?-dimensional werden.

D.3 Berechnung von b

Wenn man gleichzeitig b im total gestutzten Fall respektive by, by im separat
gestutzten Fall gemif Kriterium (19) bestimmen will, so mufl dies wegen der
Interdependenz von A und b simultan zu A geschehen. Da wir im separat
gestutzten Fall nur den Fall b, < oo betrachten bezeichne im folgenden b;
einen Iterationswert fiir b im total gestutzten, fiir b, im separat gestutzten
Fall. Ein solcher simultaner Ansatz sihe so aus:

Algorithmus D.3.1 ((A, b)—Algorithmus)
1. Finde Z, b; > bpmin, by < b, < 00; setze i :=0, A_1:=7" 1.
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2. b= 0.5(b, + b)),

3. Berechne A; = A(b;) mit Algorithmus D.2.2 oder Algorithmus D.2.3, wobei
als Startwert fiir A A;_; verwendet wird.

4. Berechne . .
trX(A) = tr(AZ2 E[YY7s(Y, b, A,I)}Ig A) (D.30)
wobei wir s definieren als
2
s(Y,b, A,T) := E[u”® min(1, W”Y] (D.31)

5. i:=i+1;ist tr3(A) < dtrZ~ ', sosetze b, := b;, sonst b, := b; ; Abbruch
falls b. — b; klein; andernfalls gehe zu Schritt 2.

Bei der Definition dieses Bisektions—Algorithmus’ haben wir die Tatsache beniitzt,
dafl die Funktion tr X(A(b),b) monoton in b ist. Dies sieht man so:

Weil die Influenzkurve, die sich als Losung von (2) mit b = by ergibt, zugleich
das Optimierungsproblem aus dem Eingangsabschnitt D.1.1 16st, bei dem auch
alle Losungen desselben Optimierungsproblems mit b = by < by zuléssige Ver-
gleichsfunktionen sind, miissen alle by < by ein groferes tr X(A(bz2), b2) liefern
als by .

Bei der Berechnung von s erhalten wir dhnlich wie in (24)

s(Y,0, A, ) = Vyu(c) + c(1 — Fu(c)) (D.32)

so dafl wir (30) genau wie in Abschnitt D.2.4 beschrieben berechnen kénnen.
Auch hier zitieren wir nur die Konvergenzresultate, wobei fiir den Newtonalgo-
rithmus dasselbe gilt wie in Bemerkung D.2.12:

Theorem D.3.2 Der kombinierte (A,b) —Algorithmus D.3.1 konvergiert fiir hin-
reichend kleines § geometrisch.

Ebenfalls fiir hinreichend kleines § kann man zur Lisung des gesamten Pro-
blems ein Newtonverfahren angeben, das lokal superquadratisch konvergiert.

D.4 ein Resultat iiber die minimale Stutzhodhe
in Abhingigkeit der Dimension

Bei der Wahl des Effizienzverlustes, den man einzugehen bereit ist, ist folgende
Proposition im Zusammenhang mit normalen Scoresfunktionen zu beachten

Proposition D.4.1 Sei die klassische Scoresfunktion A im idealen Modell nor-
malverteilt. Dann gilt fir die minimale Stutzhéhe by, , fir die entsprechend
beschrinkte Influenzkurven oy existieren — d.h. E[Y,AT] =1,, E¢» =0, und
[|pr < b — im Fall
_ r2
o M =T': byin = 4\/%((5721) = \/]3+0(p0)

o M = Cov(t): bmin = /P
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Bewels: Rieder und Ruckdeschel (2000b) /i

Korollar D.4.2 Mit wachsender Dimension p geht der mazimal zu erreichen-
de “Effizienzverlust” dmax gegen 1; d.h. der relative Informationsverlust, der
sich daraus ergibt, daf$ man anstelle der vollen Scoresfunktion nur mit deren
Richtung arbeitet, geht gegen 0. Genauer erhalten wir

Tabelle D.1:  bpin und dpmax in Abhingigkeit der Dimension der IC

p bmin dmax
1 V2 = 1.253 T —1=571%
2 24/2/m = 1.600 i -1 =273%
3 Vw2 = 1.880 I -1 =178%
4 8V2/m = 2.128 2 -1 =132%
5 PV/m/2 = 2350 LE -1 =104%
6 ./2/n = 2.553 26 1 =86 %
7 B2 = 2.742 e 1 =74 %
8 || &V2/m=2918 A0 —1 =64 %
9 || 35 /r/2= 3.084 Logor 1 = 5.7 %
10 || 28,/2/m = 3.242 09536 1 = 5.1 %
20 || Frgos = 4528 | Hipa —1 =25 %
50 || Jareeg = 7107 | SRR -1 =10 %
100 | Jgraos; =10025 | HEgri? —1 = 0.5 %
1000 || sy =31.631 | Higgae 1 =0.05%

BEWEIS: Die Gleichung, die uns b bestimmt, nimmt im informations- und im
selbststandardisierten Fall folgende Gestalt an:

p < Emin{a(®)[n%,°}] £ 6p & 1 < Emin{a(b)n|>,b°}/p] = 6

wobei 7 ~ N,(0;1). Aber p < E[min{a(b)|n|?,b*}] < b2, weil, wie wir im Ab-

schnitt zur Bestimmung von b gesehen haben, der Ausdruck E[min{«/(b)|n|?, b*}]
monoton in b ist. Andererseits ist nach Proposition D.4.1

lim b?nin/p =1.
p—00

Vi

D.5 Verfiigbarkeit

In der XploRe—Quantlib kalman.1lib wurde dies in Form der in Tabelle D.2
aufgelisteten Quantlets realisiert, vgl. auch Ruckdeschel (2000b).
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Tabelle D.2: Umsetzung der Algorithmen in XploRe

H Quantlet | Realisation der Funktion ||

itera Algorithmus D.2.2

iteras Algorithmus D.2.3

numint2, fiir p = 2 Berechnung des dufleren Inte-

numint2m grals mit Rombergverfahren — bei stan-
dardisierten IC’s ist dabei nur die Losung
der Spur von (2) nétig, was in numint2m
ausgenutzt wird.

stointp2, fiir p > 2 Berechnung des dufleren Integrals

stointpm mit Monte—Carlo-Integration lings wp—1;
— stointpm entsprechend wie numint2m

ewinn berechnet das innere Integral r(c)

ew2inn berechnet das innere Integral s(c)

betrnormF berechnet Fy(t)

betrnormE berechnet &, (t)

betrnormV berechnet V,(t)

nmomnorm berechnet vy (t)
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Anhang E

Numerik fiir Blockmatrizen

E.1 Cholesky—Zerlegung von block—indizierten
Matrizen

E.1.1 Cholesky—Zerlegung fiir allgemeine Block—Matrizen

Es ist bekannt — vgl. Stoer (1989), S. 158 — daf der Algorithmus zur Bestim-
mung der Cholesky—Zerlegung! einer symmetrischen, positiv—definiten Matrix
S, bei im eigentlichen Sinn tridiagonalen Matrizen diese Struktur erhélt, und
daB man nach Berechnung der Zerlegung S = LL" leicht Sz =y fiir jede rech-
te Seite y l6sen kann, indem wir zunéchst rekursiv Lz = y und dann wieder
rekursiv nur in der anderen Richtung L™z = z l6sen.

Bei genauerer Betrachtung dieses Algorithmus’ féllt auf, dafl wir nirgends die
Kommutativitat der Multiplikation gebraucht haben. Wir kénnen auch vermei-
den, Wurzeln zu ziehen, indem wir die Zerlegung S = LDL7 beniitzen, bei der
die Diagonale von L mit 1 besetzt ist und D eine Diagonalmatrix ist, deren
Eintrage gerade die Quadrate der normalerweise auf der Diagonale von L ste-
henden Eintriige sind. In diesem Sinn kénnen wir den Algorithmus fiir A € R™*"
definieren, wobei wir fiir A;; Ali,j] und fiir ii,j Lt[1i,j] schreiben

Algorithmus E.1.1 (Cholesky)
For i:= 1...n do
D[i,il:= A[i,i]
For k := 1...i-1 do
D[i,i] := D[i,il-Ltl[i,k] * D[k,k] * Lt[i,k]

For j := i+1...n do
Lt[j,1]:=A[j,1]
For k¥ :=1...i-1 do

Lt[j,i]:= Lt[j,i]1-Lt[j,k] * D[k,k] * Lt[i,k]
Lt[j,il:= 1/D[i,i] * Lt[j,i]
Dieser Algorithmus bleibt korrekt, wenn wir anstelle der Skalare A;;, f/jl , ete,
p X p Matrizen einsetzen, sofern nur A in Blocke geméfl Notation 4.4.1 parti-
tioniert werden kann. Dazu miissen folgende Modifikationen / Interpretationen

Lvgl. Stoer (1989), Abschnitt 4.3
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vorgenomimen werden:

e Die Ausdriicke Lt [j,k] * D[k,k] * Lt[i,k] miissen durch Lt[j,k] *
D[k,k] * trn(Lt[i,k]) ersetzt werden, wobei trn(Lt[i,k]) fiir L(Ti) (k)
steht.

e Das Produktzeichen * steht auch fiir Matrixmultiplikation.

e Die Block-Diagonale von L ist mit I, zu besetzen.

e 1/D[i,i] ist zu ersetzen durch inv(D[i,i]), was wiederum fiir D(;.i(i)

steht.

Der Algorithmus ist wohldefiniert, denn eine symmetrische Matrix ist positiv
definit genau dann, wenn alle Minoren es sind. Weil aber nach Induktion jeder
der Minoren D) (;; symmetrisch und positiv definit, und daher insbesondere
invertierbar ist, ist dies der Fall, denn sonst ergéibe der Multiplikationssatz fiir
Determinanten von Blockmatrizen nicht—positive Werte fiir die Determinante
der Minoren von A. Wie sich das rekursive Auflésen von Lz = y und DL™z = z
fiir Matrix—wertige Eintrége umsetzt, ist klar.

Bemerkung E.1.2 Wir kénnen Speicher sparen, indem wir L;; := A:,j zZur
Initialisierung von L;; verwenden und dann L bis auf seine (Block—)Diagonale
auf der unteren Dreieckshélfte von A speichern. D kann in (Block—)Vektorform
gespeichert werden.

E.1.2 Cholesky—Zerlegung fiir Block—tridiagonale Matri-
zen

Im Fall von (Block-)tridiagonalen Matrizen A kénnen wir den Algorithmus in
der folgenden Form spezialisieren:

Algorithmus E.1.3 (Cholesky)
D[1,1]:= A[1,1]

For i := 2... n do
Lt[i,i-1]:= A[i,i-1] inv(D[i-1,i-1])
D[i,i] := A[i,i] - Lt[i,i-1] D[i-1,i-1] trn(Lt[i,i-1])

Das Lésen von Lz = y und DL7x = z reduziert sich auf

Algorithmus E.1.4
Z[1] := Y[1]
For i:= 2... n do
Z[i] := Y[i] - Lt[i,i-1] Z[i-1]
X[n] := inv(D[n,n]) Z[n]
For i:= n-1...1 do
X[i] := inv(D[i,i]) Z[i] - trn(Lt([i+1,i]) X[i+1]

Bemerkung E.1.5  (a) Aus numerischer Sicht steht im wesentlichen eine
Cholesky—Zerlegung fiir Block-Matrizen hinter dem Algorithmus von Fahrmeir
und Kaufmann (1991), in deren Abschnitt 4.



286 ANHANG E. NUMERIK FUR BLOCKMATRIZEN

(b) Nattirlich konnen die Schleifen in den Algorithmen E.1.3 und E.1.4 zu
zwei Schleifen der Ordnung n kombiniert werden. Der Gesamtaufwand betrigt
O(np3) Operationen, davon O(n) Matrixinvertierungen von p x p—Matrizen,
die mit O(p®) zu Buche schlagen, anstelle von O(n3p®) Operationen, die man
fiir das Losen eines allgemeinen Gleichungssystems der Ordnung np braucht.

(c) Wie in Bemerkung (E.1.2) kénnen wir Speicher sparen, indem wir nur
die Ausdriicke D;), i), fj(i),(iq) in geeigneten Arrays der Dimension p X p X n
resp. p X p X (n — 1) ablegen.

E.2 LDM-Zerlegung fiir Block—indizierte Ma-
trizen

Mit den Ersetzungen des vorigen Abschnitts konnen wir auch die klassische
LR~ Zerlegung? von Matrizen ins Block-Kalkiil umsetzen. Allerdings ist im all-
gemeinen ein Permutieren der (Block—)Spalten nétig, der dann aber eine verall-
gemeinerte Bandstrukturen zerstort.

Um eine solche Struktur so weit wie moglich zu bewahren, kann man versuchen,
den Algorithmus ohne Spaltenvertauschungen durchzufithren, was uns dann auf
den LDM-Algorithmus von Golub und Van Loan (1983), Abschnitt 5.1 fiihrt,
der eine modifizierte LR—Zerlegung einer Matrix A der Form A = LDR be-
wirkt, wobei D wieder eine (Block—)Diagonalmatrix, L eine untere, R eine
obere Dreiecksmatrix ist, was den folgenden Algorithmus liefert

Algorithmus E.2.1 (LDM—Zerlegung)
For i: = 1...n do
For j := 1...i-1 do
L[i,j1:= Ali,j]
For k := 1...j-1 do
L[i,j] := L[i,j]-L[i,k] * D[k,k] * R[k,j]
L{i,jl:= L[i,j] * inv(D[j,j])
D[i,i]:= A[i,1i]
For k := 1...i-1 do
D[i,i] := D[i,i]-Lt[i,k] * D[k,k] * R[k,il
For j := i+l...n do
R[i,jl:= A[i,j]
For k¥ := 1...i-1 do
R[i,j] := R[i,j]l-L[i,k] * D[k,k] * R[k,j]
R[i,j]:= inv(D[j,j]) * R[i,j]

Wie bei der Cholesky—Zerlegung nutzen wir eine Block—Tridiagonalgestalt von
A aus:

Algorithmus E.2.2 (LDM—Zerlegung)
D[1,1] 1= A1,1]
For i := 2... n do
L[i,i-1] := A[i,i-1] inv(D[i-1,i-1])
R[i-1,i] inv(D[i-1,i-1]) A[i-1,i]
D[i,i] A[i,i] - A[i,i-1] inv(D[i-1,i-1]) A[i-1,i]

2vgl. Stoer (1989), Abschnitt 4.1
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Das Losen von Lz =y und DRx = z reduziert sich auf

Algorithmus E.2.3
Z[1] := Y[1] For i := 2... n do
Z[i] := Y[i] - L[i,i-1] Z[i-1]
X[n] := inv(D[n,n]) Z[n] For i := n-1...1 do
X[i] := inv(DI[i,i]) Z[i] - RI[i,i+1] X[i+1]

287

Bemerkung E.2.4 Damit der Algorithmus wohldefiniert ist, mufl in jedem
Schritt D) ;) invertierbar sein — vgl. Golub und Van Loan (1983), Theo-

rem 5.5.1!
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