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Ein kurzer Blick in die Historie

Weierstra3’'scher Approximationssatz:

Die Menge der Polynome ist dicht im Raum CJ[0,1].

Probabilistischer Beweis von S.N. Bernstein (1912) mit Bern-
stein-Polynomen:

n

p xK(1—x)"* —"—f(x), x €[0,1], f €C[0,1].

" (k
B f(x)= ;f[;
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Ein kurzer Blick in die Historie

Weierstra3’'scher Approximationssatz:

Die Menge der Polynome ist dicht im Raum CJ[0,1].
Beweisidee:
n k 1 n
B, f(x) = Zf[— f[—ZXk
k=0 \N n=

mit einer Folge {X,} stochastisch unabhéngiger, B(1,x)-bino-
mialverteilter Zufallsvariablen [» Gesetz der groBen Zahlen]

n

k1_ nfk:E
kx( X)

= £[f(X,)
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Ein kurzer Blick in die Historie

Weierstra3’'scher Approximationssatz:
Die Menge der Polynome ist dicht im Raum CJ[0,1].

Konvergenz-Abschatzung (mit Tschebyscheff-Ungleichung):

|71,
< w(f:6 0]
w(f;6)+ Ss?

B, 7 ,6>0, neN

clo,1] =

mit dem Stetigkeitsmodul
w(f;8) = sup{|f(x)—f(y)| | x,y €[0,1],
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Ein kurzer Blick in die Historie

Weierstra3’scher Approximationssatz:

Die Menge der Polynome ist dicht im Raum CJ[0,1].

Verbesserte Abschatzung fur " e C[0,1]:

x(1—x) < ”f“”c[o,ﬂ

1 2n ~  8n

B0 =0 <], €[0.1]

(zugleich ist (Q(n”) die bestmégliche Konvergenzordnung)
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Ein kurzer Blick in die Historie

Demonstration du théoréme de Weierstrass fondée sur
le caleul des probabilites.

Je me propose d'indiguer une démonstration fort simple du théoréme
suivant de Weierstrass:

Si F(z) est une fonction continue quelconque dans Uintervalle 01, 1l
est lowjours possible, quel que petit que soit &, de délerminer un polynome
Ey(2) = agz® 4 a gt . . . 4-a, de degré n assez flevd, tel quw on aif

|F(2) = Eaz)| <5 - Sergeij Natar\owch
Bernstein
en lout point de linlervalle considéré,

A cet effet, je considére un évenement A, dont la probabilité est

¢gale & 2. Supposons qu'vn effectue n expériences et que l'on convienne

de payer a un joueur la somme F (:f:), si I'évenement A se produit m

fois, Dans ces conditions, l'espérance mathématique E, du joueur aura
pour valeur )

Fa— mi'F (?) Crzm(1 =z, (1)

m=0
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Ein kurzer Blick in die Historie

Erweiterung des Approximationssatzes [Butzer (1962)]:

Die Menge der Polynome ist dicht im Raum C[O,1]d, deN.

Beweisidee: fir n=(n,,---,n,):

B (X, X,) = szf
=0 kg=0

:E[f()‘(1,,1,---,)_<dnd)

X;(i (‘l _ Xi )”i*ki

ﬁ
i=1

ki ke ™
n, ny k;

mit stochastisch unabhangigen, binomialverteilten Zufallsvari-
ablen {X,|i=1,--,d, ke N} und P** =B(1,x;)
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Ein kurzer Blick in die Historie

Erweiterung des Approximationssatzes [Butzer (1962)]:
Die Menge der Polynome ist dicht im Raum C[0,1]", d € .

Ahnliche Konvergenz-Abschatzungen, z.B bei genitigender
Glattheit: mit x = (x;,---,x,):

82
B, (x)—f(x )glii P leor , xe[0,1
8 i=1 j=1 '\, i j

[Konvergenzordnung (Q(m”) mit m =min{n,,---n,}
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Ein kurzer Blick in die Historie

Erweiterung des Approximationssatzes durch Bézier und de
Casteljau (1960 - 1968) auf parametrische Kurven und Flachen
mittels Steuerpunkten

o Karosseriebau bei Renault und Citroen; CAD

o Design der Schrifttypen in TEX durch D. Knuth ab 1977

e o

(Beispiel aus Mathar / Pfeifer (1991), S. 150)
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Copulas

Satz von Sklar (1958): Jede mehrdimensionale Verteilungsfunk-
tion F kann zerlegt werden in eine Copula C und ihre eindi-
mensionalen Randverteilungsfunktionen F,---,F,:

F(X1,"‘:Xd> :C(F1 <X1>:"'1Fd (Xd>>

Dabei bedeutet eine Copula anschaulich eine d-dimensionale
Verteilungsfunktion mit stetigen uniformen Randverteilungs-
funktionen.
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Copulas

Satz von Sklar (1958): Jede mehrdimensionale Verteilungsfunk-
tion F kann zerlegt werden in eine Copula C und ihre eindi-
mensionalen Randverteilungsfunktionen F,---,F,:

F(X1,"‘:Xd> :C(F1 <X1>:"'1Fd (Xd>>

Die Copula ist eindeutig bestimmt, wenn die Randverteilungs-
funktionen stetig sind. In diesem Fall gilt auch die Umkehrung

C(Uyrty) = F(F (u)oo s (1)

mit den Quantilfunktionen F',--,F,' (Pseudo-Inverse).
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Copulas

Satz von Sklar (1958): Jede mehrdimensionale Verteilungsfunk-
tion F kann zerlegt werden in eine Copula C und ihre eindi-
mensionalen Randverteilungsfunktionen F,---,F,:

F(X1'...’Xd> = C(FI (X‘])l'..le (Xd>>
Interpretation:

o Die Randverteilungsfunktionen beschreiben das stochasti-
sche Verhalten der univariaten Risiken.

o Die Copula beschreibt die stochastische Abhangigkeit zwi-
schen den Risiken.
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Copulas
Fréchet-Hoeffding-Schranken:

max{ Z u, +1—d,0} =W (u)<C(u)< M (u):=

i=1
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Copulas

Bekannte Typen von Copulas:
parametrische Copulas:

o Elliptische Copulas (— GauB-Copula, t-Copula)

e Archimedische Copulas
nichtparametrische Copulas:

e Bernstein-Copulas

o Zerlegung-der-Eins-Copulas (— B-Spline-Copulas)
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Copulas

Bekannte Typen von Copulas:
genestete Copulas:

o Hierarchische Archimedische Copulas

e D-Vine Copulas (— Rosenblatt-Transformation)

Generelles Problem: , Fluch der Dimension”:

Handhabbarkeit der Modellierung in hohen Dimensionen
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Bernstein-Copulas

Idee:

Die ,Steuerpunkte” des mehrdimensionalen Ansatzes wer-
den durch Gewichte aus Wahrscheinlichkeiten geeigneter
diskreter multivariater Verteilungen mit uniformen Ran-
dern ersetzt.

Die Gewichte werden aus den Daten z.B. mittels der empi-
rischen Copula geschatzt (— Kontingenztafel).

Es ist eine explizite Darstellung der Copula-Dichte méglich.
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Bernstein-Copulas

U=(U,,,U,) sei ein Zufallsvektor mit Komponenten U,, die
einer diskreten Gleichverteilung tber T, :={0,1,---,m, —1} mit
m, €N, i =1,---,d genlgen. Ferner bezeichne

d

far alle (k,,---,ky) € XT,.

=1 !

p(kw"'rkd) Z:P[é{Ui = ki}

Dann wird Gber B(m, k,z) = m zX(1— z)™* durch

m—=1  my—1 d
Uy, Uy ) = ;...I;)p(kh...,kd)ﬂmﬁ(m, —1,k;,u;),ue [0,1]0/

die Dichte einer d-dimensionalen (Bernstein-)Copula definiert.
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Bernstein-Copulas

Die Copula selbst kann hieraus durch Integration gewonnen
werden:

C(Xp,0 Xq :f fc Uy, -+, Ug )du,---duy
0 0

my my d
= ZZP[H{U: <k}
k=0  kg=0 \i=T

d
HB m,, k;, x;), X € [0,1]".
i=1

Formal dhnlich zu d-dimensionalem Bernstein-Polynom!
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Bernstein-Copulas

Konvergenzverhalten: Ist ¢* die ,wahre” Copula-Dichte der
betrachteten Risiken und setzt man

dl k., k. +1 d
b o, =X ’,—+ far alle (k,,---,k,) € XT,
100 Kg Jj=1 m_/ mj i1
sowie
d
p( =P ﬂ{U, :kl.}]:f...fc*(u1'...’ud>du1...dud’
i=1

iy kg

(Glattung), so konvergiert die Bernstein-Copula-Dichte mit
wachsendem min{m,,---,m,} gegen die wahre Copula-Dichte.
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Zerlegung-der-Eins-Copulas

Ausgangspunkt: Funktionen {¢(m,k,+)|0<k <m-1, meN}
Uber [0,1] mit

1
fﬁb(m,k,u)du:i fur k:O”m_‘l
m

3

qb(mk )=1 fir meN.

0

~
I

Copula-Dichte:

md—1

m;—1 d d
c? (U, Uy) = ...ZP[ﬂ{U,:k,}]H o(m;, k;,u;), ue[0,1]d.
i=1 i=1

k=0  kq=0
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Zerlegung-der-Eins-Copulas
Spezialfalle:

 Bernstein-Copulas mit ¢(m,k, «)=B(m—1,k, )

o Gitter-Copulas mit ¢(m,k, ) = ]L[k k“l( )

m' m
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Zerlegung-der-Eins-Copulas

Graphische Veranschaulichung fir d =1:

0.8 0.8

0.6 0.6

RN IiRsat
> | NeeeN
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Zerlegung-der-Eins-Copulas

Graphische Veranschaulichung fir d =2:
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Zerlegung-der-Eins-Copulas

Verallgemeinerung: fur festes K € N Ubergang zu

7:

—1

d(mk,e)=> &K-mK-k+j, o) far k=0, —1

Denn:

K—1
b (m,k,u)du = ¢(K-m,K-k+j,u)du:ZL:

1
o K-m m

3 o

\_\
1 o\:

—_

T
o
‘\
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Zerlegung-der-Eins-Copulas

Graphische Veranschaulichung fur d =1:

1 1
039 039
054 /\ 054
044 044
021 021
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
u u

K=3 m=>5 K =10



Dietmar Pfeifer ® Math. Kolloquium, Univ. Ulm, 10. Mai 2011

universitdt | OLDENBURG

Von der empirischen zur Bernstein-Copula

Empirische Copula:

e Analogon zur empirischen Quantilfunktion

Gegeben: n unabhangige Beobachtungen z,,---,z, je Dimension j

o Ansatz: Transformation der Daten ZiZp, auf ihre relati-

. 1 n
ven Range r;,---,r;, €
n+1 n+1

« Verwendung der r,=(r;,---,r,;) als empirische Stichprobe
aus der zu Grunde liegenden Copula.
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Von der empirischen zur Bernstein-Copula
Beispieldatensatz (d =2, n=20):

Nr. | Schaden X | Schaden Y .
1 0,468 0,966
2 9,951 2,679 «
3 0,866 0,897 25
4 6,731 2,249 .
5 1,421 0,956
6 2,040 1,141 &
7 2,967 1,707 - 4
8 1,200 1,008 % 16
9 0,426 1,065 2 a
10 1,946 1,162 o . 3
11 0,676 0,918 1 ‘.‘,f.‘
12 1,184 1,336 *
13 0,960 0,933
14 1,972 1,077 L
15 1,549 1,041
16 0,819 0,899 0
17 0,063 0,710 il 1 2 3 4 5 B 7 ] a 10 11
18 1,280 1,118 Schiden X
19 0,824 0,894
20 0,227 0,837




Dietmar Pfeifer ® Math. Kolloquium, Univ. Ulm, 10. Mai 2011

CARL
VON
OSSIETZKY

universitdt | OLDENBURG

Von der empirischen zur Bernstein-Copula
Beispieldatensatz (d =2, n=20):

Nr. Rang X Rang Y 1.00
1 0,18967 0,42852 ®
2| 095238 0,95238 — .
3 0,38057 0,18967 e .
4 0,90443 0,90443 ' s
5| 061852 0,38057 070 o
6 0,80943 0,71352 ®
7 0,85648 0,85648 0.60 £
8 0,52352 0,47557 @
9| 0,14262 0,57057 050 . *
10 0,71352 0,76148 o
1 0,23762 0,28557 040 )
12 0,47557 0,80943 ®
13 | 0,42852 0,33262 el ®
14 0,76148 0,61852 o C
15 0,66648 0,52352 ' o ®
16 | 0,28557 0,23762 010
17 0,04762 0,04762 o
18 0,57057 0,66648 0,00
19 0,33262 0,14262 000 010 020 030 040 050 060 070 080 080 100
20 0,09467 0,09467
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Von der empirischen zur Bernstein-Copula
Beispieldatensatz (d =2, n=20):

Nr. Rang X Rang Y 1.00

1 0,18967 0,42852 .
2 0,80

3| 0,38057 0,18967 . ¢
4| 0,90443 0,90443 080 n

5| 061852 0,38057 070 o
6 | 0,80943 0,71352 ®

7 | 0.,85648 0,85648 0.60 ®

8 | 052352 0,47557 .

9| 014262 0,57057 0,50 . i

10 | 0,71352 0,76148 o

11 0,23762 0,28557 040 5

12 | 0,47557 0,80943 °

13 | 0,42852 0,33262 Bl s

14| 0,76148 0,61852 o0 e

15 | 0,66648 0,52352 ‘ =

16 | 0,28557 0,23762 010 °

17 | 0,04762 0,04762 @

18 | 0,57057 0,66648 0.00

19 0,33262 0,14262 000 010 020 030 040 050 060 070 081 080 1,00
20 | 0,09467 0,09467
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Von der empirischen zur Bernstein-Copula

Schatzung der Gewichte p(k,,k,):

Zt:é rfzeg 01| 02| 03| 04| 05| 06| 07| 08| 09| 10 | Summe
1,0 | 0,00 [ 0,00 [ 0,00 | 0,00 | 0,00 [ 0,00 | 0,00 | 0,00 000 040 0,1 |
0,9 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,05 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,05 0,00 0,1
0,8 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 0,00 0,05 0,05/ 0,00 0,1
0,7 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,05 | 0,00 | 0,05 0,00 0,00 0,1
0,6 | 0,00 | 0,05 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,05/ 0,00 0,00 0,00 0,1
0,5 | 0,00 | 0,05 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,05 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,1
0,4 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,05 | 0,00 | 0,05 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,1
0,3 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,1
0,2 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,1
0,1 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,1

Summe 01| o1/ 01| 01| 01| 01| 01| 01| 01| 0,1
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Von der empirischen zur Bernstein-Copula

Bernstein-Copula-Dichte:

c(x,y)=10(1—x)’(1—y)° + 7560x>(1— x)® y(1— y)® +12960x*(1— x) y*(1— y)’
+52920x*(1— x)°y>(1— y)°® +35280x°(1— x)*y>(1— y)°® +5670x(1— x)®y*(1— y)°
+79380x°(1— x)* y*(1— y)* +5670x(1— x)® y°(1— y)* +52920x°(1— x)’y*(1— y)*
+52920y°(1— y)’ x> (1— x)* +15120y°(1— y)’ x"(1— x)* + 6480y " (1— y)’x’(1— x)°

+1620x3(1— x)y’(1— y)* +5670x*(1— x)’ y*(1— y) +405x%(1— x)y*(1— y) + 10x°y°

——

c(x,y)
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Von der empirischen zur Bernstein-Copula

X

0 02 04 0 0s :

0.8
0.5
044

02

oA

Hoéhenlinien der Bernstein-Copula-Dichte
Uberlagert mit Punkten der empirischen Copula
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Von der empirischen zur Bernstein-Copula
Problem: Randsummen eventuell nicht ,,passend”

e Optimierungsproblem zur Approximation durch eine “zu-
lassige” Kontingenztafel [x ] (mit mxm-Gitterung):

min! ii(x —a,.j)2 unter den Nebenbedingungen

> X :Zx@:— und x,, >0 fur k,¢=1,--
i=1

o explizite Lé6sung rechnerisch aufwandig (— Karush-Kuhn-
Tucker-Theorem)
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Von der empirischen zur Bernstein-Copula

Suboptimale Lésung: aquivalentes Lagrange-Problem ohne
die Nichtnegativitatsbedingung:

a,; a 2 .
L+ — far i, j=1---.m,
m m m

Positivitats-Korrektur:

Xij

— mit a:= min{O,xU|1§i,j§m}

yi]=

o Explizite suboptimale L6sung in jeder Dimension bekannt!

e Problem tritt nicht auf, wenn m Teiler der Datenzahl ist!
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Simulationen mit Bernstein-Copulas

Mehrdimensionales Problem: analoges Lagrange-Problem:

- 2 H 1
min! >~ (Xi1~--id_ai1~.~id> unter X, (i )= > Xivis =7

(iy-ig)el® (ir- wkﬂ@)

mit 17 (7)== {1 m) < i) < 1o m)™

Allgemeine suboptimale Lésung (vor Positivitatskorrektur):

d .. .. .
Xi1"'id =a; ., — d 128.“(] Ik md far (/1,.-.,/d)€{‘|’_,.’m}d

mit a _mln{O » [1<1i,,--, iy gm}

X; . —a
[y,-f‘.,,]:[m
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Simulationen mit Bernstein-Copulas

e Bernstein-Copula-Dichte c ist nach oben beschrankt (etwa
durch M =m?max{y, , [1<i,-,iy <m})

o Verwerfungsmethode:
1. Erzeuge d +1 unabhangige Zufallszahlen u,,---,u,.,.
2. Falls c(u,,---,uy) > Muy,,,, gehe zu 3, anderenfalls zu 1.

3. (uy,--,uy) ist “Stichprobe” der Bernstein-Copula.

e durchschnittliche Stichprobenrate: 1/ M
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Ein Anwendungsbeispiel

Simulationsstudie zur Bestimmung des Value at Risk fir das
Summenportfolio im obigen Beispiel (Folie 27) unter ver-
schiedenen Modell-Annahmen (Randverteilungen mit Q-Q-
Plot geschatzt):

GauB-Copula (elliptisch)

Gumbel-Copula (Archimedisch)

Untere Fréchet-Hoeffding-Schranke

Bernstein-Copula (nichtparameterisch)
Verteilungsanpassung fir Summendaten (Lognormal)
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Ein Anwendungsbeispiel

Summenportfolio

16 -

14 = T il

. 1 e

— Gaufb
Gumbel

8 “— Bernstein [
// s
6

— Summe LN}
4

Value at Risk

0 50 100 150 200
Jahrlichkeit
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