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Partition-of-Unity Copulas mit Anwendungen im Risikomanagement

1. Grundziige der Copula-Theorie

Die Modellierung stochastischer Abhdangigkeiten hat in den letzten Jahren im Be-
reich der Risikotheorie und des Risikomanagements stark an Bedeutung
gewonnen, insbesondere im Zusammenhang mit Internen Modellen unter Solvency

I1.

In diesem Vortrag soll ein Uberblick tber klassische und moderne Copula-Modelle
gegeben werden, mit einem Fokus auf die in den letzten vier Jahren neu
entwickelten Partition-of-Unity Copulas, die als eine gewisse Verallgemeinerung
der nicht-parametrischen Bernstein-Copulas angesehen werden kdnnen.

Diese Copula-Modelle kénnen auch mit kleinen und mittelgroBen Datensatzen sehr
effektiv und mit wenig Aufwand auch in hohen Dimensionen (vor allem in EXCEL-
Arbeitsblattern) eingesetzt werden, wobei eine Berlcksichtigung von Tail-
Abhangigkeiten ebenfalls mdglich ist.
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1. Grundziige der Copula-Theorie

Satz von Sklar: Es sei H eine n-dimensionale Verteilungsfunktion mit Rand-
verteilungsfunktionen F,,---,F . Dann existiert eine Copula C, so dass

H(Xy,-, x,) = C(F(x,), -, F,(x,)) firalle x,,--,x, €R.

Wenn alle Randverteilungsfunktionen stetig sind, ist die Copula eindeutig
bestimmt, anderenfalls ist sie nur eindeutig auf den Wertebereichen der F, -, F,

bestimmt. Umgekehrt gilt bei Stetigkeit: bezeichnen F*,---,F ' die (Pseudo-)
Inversen der Randverteilungsfunktionen, dann ist

C(uy, -+ u,) = H(F M(w,), - F, (u,))  fir uy,--,u, €]0,1]
eine Reprasentation der Copula.

Pseudo-Inverse einer Verteilungsfunktion F: F '(u) = inf{x e R|F(x) > u}]
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1. Grundziige der Copula-Theorie

Mit anderen Worten: Eine Copula C ist eine mehrdimensionale Verteilungsfunktion,
deren Randverteilungsfunktionen uniform sind.
Fréchet-Hoeffding-Schranken:

max{iui + 1—n,0} =W (u) < C(u,,...,u,) < M (u) = min{u,,...,u,}.
i=1

Fall n =2
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1. Grundziige der Copula-Theorie

Copula-Dichte: Im Fall der Existenz einer Dichte h flr die Verteilungsfunktion H und
Randdichten f,, i =1,---,n gilt fur die Copula-Dichte nach dem Satz von Sklar:

" _ h<F1_1 (U1>, ! (un)>

C(ull...,un): C(ull...,un)

, (uy,-+,u,)€(0,1).

n . <F,1 (U))

5 2u—2v +uv), Fl(u):%(B—u), F,(v) = F(v),

~

=
Beispiel : H(u,v) = %(
V9 — 8u

> , F(v) = F7(v),

h(u,v) = g— 2u —2v +2uv, f(u) = %— u, f,(v) =f,(v), F,'(u) = =i

2 1 1
— — +1
J9-8u/9-8/ V9-8u +9-8v

c(u,v)=2 , 0<u,v<i
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1. Grundziige der Copula-Theorie

2 1 1

clu,v)=2 +1|, O<u,v<1

Jo_8ufo—_8s Jo_8u o_8v
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1. Grundziige der Copula-Theorie

. Eine Copula hangt nicht von den Randverteilungen der Einzelrisiken ab.

. Eine Copula charakterisiert bei Stetigkeit der Randverteilungen die gemeinsame
Abhangigkeitsstruktur der Einzelrisiken eindeutig.

. Eine Copula ist invariant gegen alle gleichsinnig monotonen Transformationen
der Einzelrisiken, insbesondere nichtlineare.

. Paarweise Korrelationen zwischen den Einzelrisiken kénnen Uber die Copula aus-
gedruckt werden, aber nicht umgekehrt.

« Stochastische Mischungen von Copulas sind wieder Copulas.
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1. Grundziige der Copula-Theorie

A) Parametrische (elliptische) Copulas

GauB-Copula:

() o uy)

S J2ny dety)

n

exp|— 1 viy v

Cg(ull"'lun) —

dv,-av,, (u,u,)e(0,1)

X

mit (x) = f

—00

2
t
—|dv, x € R und X Korrelationsmatrix; v = (v,,--,v,) .
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Partition-of-Unity Copulas mit Anwendungen im Risikomanagement

1. Grundziige der Copula-Theorie

A) Parametrische (elliptische) Copulas

t-Copula mit v Freiheitsgraden:

v+ n
t, M)ty T[ >

t
sz(ull..-,un): f

v+n

dv,---av,,(u,,,u,) € (0,1)

[1 + L vy v

L% r[;] Jay det(x)' 7
]_" V+1 v+l
" 2 V2 2 tr
mitt(x)= | —=—<|1+— dv, x € R; ¥ Korrelationsmatrix; v = (v,,---,v,) .
v 1 n
OOVWVF[; Y




Nachwuchsworkshop fiir junge Mathematiker
Tagungsstatte Loccum, 10.-12.10.2019

DGVFM
‘] DEUTSCHE GESELLSCHAFT
FUR VERSICHERUNGS-UND

FINANZMATHEMATIK e.V.

Partition-of-Unity Copulas mit Anwendungen im Risikomanagement

1. Grundziige der Copula-Theorie

A) Parametrische (elliptische) Copulas

S AN WA OO~
TR o s s e

S WA
T S e e

= =2 NWPAMIO N

<
[

1

o 08
0 02 04 0 o2 O
u u

Dichten der bivariaten GauB (links) und t-Copulas (rechts); p=0,8
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1. Grundziige der Copula-Theorie

A) Parametrische (elliptische) Copulas

Simulation der Gau3-Copula:

« Berechne Cholesky-Zerlegung von ¥ = AA™ (Korrelationsmatrix)
« Erzeuge Spaltenvektor Y aus n unabhangigen, standard-normalverteilten Zu-
fallsvariablen

. Setze U =®(AY) (koordinatenweise)
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Partition-of-Unity Copulas mit Anwendungen im Risikomanagement

1. Grundziuge der Copula-Theorie

B) Archimedische Copulas
Diese sind charakterisiert durch ihren so genannten Erzeuger o vermoge

Cn(ull"'lun) — 90_1 ZSO(U/)
i=1

fur wu,---,u, €]0,1].

Wichtigster Spezialfall:

o(x)=—-Inx
mit
Cn(ul,---,un)zgol[ng(u,) =exp|) Inu|=]]u,
i=1 i=1 i=1

(Unabhangigkeitscopula)
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Partition-of-Unity Copulas mit Anwendungen im Risikomanagement

1. Grundziige der Copula-Theorie

B) Archimedische Copulas

Charakterisierung “geeigneter” (so genannter strikter) Erzeuger:

Sei ¢:(0,1] —» R stetig, streng monoton fallend und konvex mit ¢(1)=0 und
|Ill’l(;lg0(2) =00, ¢ ' sei die zugehorige Inverse auf dem Intervall [O, oo). Dann ist

C (U, ,u)=¢ fur wu,---,u, €|0,1]

Y e(u;)
i=1
eine Copula fir n=2. Sie ist eine Copula fir alle n >2 genau dann, wenn ¢

total monoton ist, d.h. wenn qilt

k
(— 1)k k90_1(5)>0 fur alle k e N und s> 0.




Nachwuchsworkshop fiir junge Mathematiker
Tagungsstatte Loccum, 10.-12.10.2019

DGVFM
‘l DEUTSCHE GESELLSCHAFT
FUR VERSICHERUNGS-UND

FINANZMATHEMATIK e.V.

Partition-of-Unity Copulas mit Anwendungen im Risikomanagement

1. Grundziige der Copula-Theorie

B) Archimedische Copulas

Nach einem klassischen Satz von Bernstein lassen sich die Inversen solcher Erzeu-
ger als Laplace-Transformierte nicht-negativer Zufallsvariablen Z darstellen Uber

o (s)=E(e*?), 520,

denn:
k

H0)=1, limpi(s) = 0, und (-1 5

far alle k e N und s> 0 (vgl. JOoE (2015), Chapter 4 und Appendix).

o L(s) = E(Zke‘sz) >0
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1. Grundziige der Copula-Theorie

B) Archimedische Copulas

Clayton-Copula:

- —-1/0
C,(Uy,,u) = Zui"—n+1} , ue(O,l]", >0
i=1

far P? =I'(a,a) mit a = % > 0 und Dichte

«

, $>0, d.h.

-1
“ Q

o+ S

fz(Z) — z

e z>0, also p(s)=E(e*¥)=
Z—a oi(s) = E(e ) [

t’ -1

o(t) = , tE(O,l].
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1. Grundziige der Copula-Theorie

B) Archimedische Copulas

Frank-Copula:

n —ou;
1-|-(e‘9—1) {eea—_ll} ,ue(0,1]", >0

i=1

C,(u,-,u)= —%In

fir P? = £S(e™) (Log-Series-Verteilung tiber N) wegen

((1 - e‘a)e‘s)k In(l —(1- e“’)e‘s)

-1 _ -sZ __1 = .
o M(s)=E(e%) = T p = ; , s>0, d.h.
1_ —ot
o(t) = ~InT——, t €(0,1].
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i

1. Grundziige der Copula-Theorie

B) Archimedische Copulas

Gumbel-Copula:

C,(Uy, U ) = exp ,ue(0,1]", 9>1

_{in (—In(u,))e}w

=1

Die Zufallsvariable Z besitzt hier eine spezielle positiv-stabile Verteilung mit Lapla-

ce-Transformierter
pis)=E(e)=e=", s>0.

Die zugehorige Verteilung besitzt keine explizite Darstellung der Dichte oder Vertei-

lungsfunktion.
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1. Grundziige der Copula-Theorie

B) Archimedische Copulas

7
6
5
4
3
2
1
1

S aNWROON
G Ao T O

g 08 1

op 04 O
u

02 04 O
u

Dichten der bivariaten Clayton-, Frank- und Gumbel-Copula
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1. Grundziige der Copula-Theorie

B) Archimedische Copulas

Simulation: Die Erzeugung von Zufallsvektoren U mit einer Copula von diesem Typ
erfolgt in drei Schritten (vgl. MCNEIL, FREY UND EMBRECHTS (2005)):

e Erzeuge eine Zufallszahl Z mit der Misch-Verteilungsfunktion G.
e Erzeuge (auch von Z) unabhangige Standardzufallszahlen W,,---,W..
G(-In(w,)) G(-In(w,))

Z T Z

e Setze U =

mit der zugehorigen Laplace-Transformierten é(t) = fe‘tx dG(x), t > 0.
0
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1. Grundziige der Copula-Theorie

C) Vine Copulas (Pair Copula Constructions)

Vine (bot.): Kletterpflanze

Konstruktion der gemeinsamen Verteilung durch paarweise bedingte Verteilungen

Veranschaulichung in 3 Dimensionen Uber Dichten (— Satz von Sklar):

F(x,y:2) =50 (21X, ¥) - B (1 X) - £ (X)
= C13|2<F1|2(le)'F3|2<Z|y)|y>'C23 (Fz <y)'F3(Z))'C12 <F1 (x).F (y))-f3(z)-f2 (v)-fi(x)
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1. Grundziige der Copula-Theorie

C) Vine Copulas (Pair Copula Constructions)

Idee: c,;,(e,ely)=c,5(e,o) unabhédngig von y wahlen, dann gilt:

f(xy.2)=c; (F1|2(X|y>'F3|2<Z|y>)'C23 (Fz (V) Fs <Z>)'C12 (Fl (%), F (y))-f3(z)-f2 (V)£ (x).

Es werden also nur zweidimensionale Copulas fur die Modellierung bendétigt.

Problem: Reihenfolge der bedingenden Variablen spielt eine wesentliche Rolle.

(vgl. Czapo (2019))
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1. Grundziige der Copula-Theorie

C) Vine Copulas (Pair Copula Constructions)

Beispiel: alle Copula-Dichten identisch:

c(u,v) =2(u+v —2uv), u,v €[0,1]
F.(xly)=1-e™, F,(zly)=1-e?, F(y)=1-¢”, X,y,2>0

F,(x) = 1+Lx F,(z) = 1+Lz x,z>0
(1-A-x)e”)1-1-2)e”)

f(lelZ) =4e” (1 —|—X)3(1 4 Z)3

, X, ¥,2>0
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1. Grundziuge der Copula-Theorie

C) Vine Copulas (Pair Copula Constructions)
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1. Grundziige der Copula-Theorie

C) Vine Copulas (Pair Copula Constructions)

C(u,v)=2(U+v —-2uv) c,(v,w)= %(2 —U—W+2uw)  Cpu(v,w)=2(v +w —2vw)
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1. Grundziige der Copula-Theorie

C) Vine Copulas (Pair Copula Constructions)

Gegenbeispiel: S, T ~U|[0,1], X = L, Y = M, Z = ﬁ, dann sind alle
1-T In1—T) S

Randverteilungen vom Pareto-Typ mit VF F.(x) = %, i=1,2,3, x>0, Xund Z
X

sind stochastisch unabhangig, aber die Copulas C,;, ( o,oly) sind singular und han-

gen explizit von y ab! [Unter Y = y gilt namlich W = (1 — U)”] Jetzt: Unabhangigkeit

1
1-v

1-v
v

Dann: ¢, (u,v) = —In(1 - u) —L—Y)

1-uv)@-v)y' Caluw) =1, Gy(v,w) = In(w).

V2
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1. Grundziige der Copula-Theorie

C) Vine Copulas (Pair Copula Constructions)

° 2N e oo
b /

1-u) H]
1-u)(@-v)

c,U,v)=—-In(1—-u)
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1. Grundziige der Copula-Theorie

C) Vine Copulas (Pair Copula Constructions)

0.8
0.8
07
05
Z 05
04
0,3
02 &
0,1
0

0 01 020304050607 0809 1
U

0 010202040606 07 08208 1
U

Original-Copula (Unabhangigkeit) Vine-Copula (schwache positive Abhangigkeit)
Scatterplots von je 5000 Copula-Simulationen
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2. Partition-of-Unity Copulas

A) Partitions of Unity (Zerlegungen der Eins)

Endliche Zerlegungen der Eins (PU) sind Familien {gb(m,k,-)|0 <k<m-1 me N} von

Funktionen, die durch folgende beiden Eigenschaften charakterisiert sind:

s(m, k, u)du = % fir k= 0,--,m—1

—

3 o

“(m, k,e) =1 fir meN.

0

»
|
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2. Partition-of-Unity Copulas
A) Partitions of Unity (Zerlegungen der Eins)
Jede endliche Zerlegung der Eins {gb(m, k,»)JIO<k<m-1 me N} erzeugt eine weitere

(feinere) Zerlegung der Eins {qbK(m, k,)JO<k<m-1 me N} mit

K-1
d(m, ko) =>"¢(K-m,K-k+ j,+), k=0,---,m—1 fir beliebige K € N
=0

wegen
1 kuydu =S | K = L k=0 1
m,k,u)du = K-mK- , —=—,k=0,---,m-—
[¢K( ) §[¢( SIOLEEN St
m-1 K-1m-1
& (m, ko) = S(K-m, K-k +j,e )—Zcb(K m,i,*)=1,meN.
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2. Partition-of-Unity Copulas

A) Partitions of Unity (Zerlegungen der Eins)
Beispiele:

’
m m

Rechteck-PU: ¢(m, k,u) = ]L[k M](U)

m-—1

Binomial-PU: ¢(m, k,u) = UKL — )"tk

Dreieck-PU: ¢(m, k,u) = max|0;1 — + max 0;% _ Ok (] gymax2-m-k)

um—k—%
2
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2. Partition-of-Unity Copulas

A) Partitions of Unity (Zerlegungen der Eins)

1 1

el 0.81

0.6+ 0.6 /\
a
044 . 044
0.24 0.29
4 O>~_ ol ; 0
u

\;

8 1 0 02 04 0

0 02 0 8 1

u

K=3 m=5 K=10
Rechteck- und Binomial-PU
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2. Partition-of-Unity Copulas

A) Partitions of Unity (Zerlegungen der Eins)

1 1

08 0.

0.6 0.6

0.4 0.4

0z 0z

u u

K=1 m=5 K=2
Rechteck- und Dreieck-PU
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2. Partition-of-Unity Copulas
B) Endliche Partition-of-Unity Copulas

Gegeben seien Zerlegungen der Eins-Familien {qb,(m,,k,,-)lo <k <m -1,i= 1,...,n}

mit n, m,...,m_ € N. Ferner sei T ein diskreter n-dimensionaler Zufallsvektor mit

gleichverteilten Randern Uber I_>_n<1{0,...,m,. —1} und p(e) = P(T =(e)). (— Kontingenz-

tafel). Dann wird durch
m,—1 m;—1 n R
cuy...u,)=> > plky,...k)[[me,(m, k,u), (u,..,u,)e0,1]
k,=0 k=0 i=1

die Dichte einer n-dimensionalen Copula definiert (PU-Copula).
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2. Partition-of-Unity Copulas

B) Endliche Partition-of-Unity Copulas

Beispiel: Binomial-PU mit

P(T=(,j) |j=0 |j=1 |j=2
4 6

i=0 % % 0

5 5

=1 % 0 %

1 4 S

=2 30 30 30

c(u,v) = %(4 + 2u + 4v — 28uv — 5u* — 8v* + 36uv’ + 30U’V — 30u2v2)
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Partition-of-Unity Copulas mit Anwendungen im Risikomanagement

2. Partition-of-Unity Copulas

B) Endliche Partition-of-Unity Copulas

u
02 04

3D-plot von c(u,v) Hbhenliniendiagramm




. _ DGVFM
Nachwuchsworkshop fiir junge Mathematiker DDEUTSCHE GESELLSCHAFT

3 - U SIC GS-
Tagungsstatte Loccum, 10.-12.10.2019 E:JNSA\IQEZRA;APSEA%ET[K:\TD

Partition-of-Unity Copulas mit Anwendungen im Risikomanagement

2. Partition-of-Unity Copulas

B) Endliche Partition-of-Unity Copulas
Beispiel: Rechteck-PU:

3D-plot von c(u,v) Héhenliniendiagramm
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Partition-of-Unity Copulas mit Anwendungen im Risikomanagement

2. Partition-of-Unity Copulas

B) Endliche Partition-of-Unity Copulas

In der praktischen Anwendung kann die Verteilung von T z.B. aus der empirischen
Copula von Daten Uber die zugehdrigen Range bestimmt werden.
Beispiel (COTTIN UND PFEIFER 2014) mit Binomial-PU:

i X y i X y o
1]0,468 | 0,966 11 /0,676 | 0,918 7 2
219,951 [ 2,679 121,184 | 1,336 s
310,866 | 0,897 13 | 0,960 | 0,933 "
416,731 | 2,249 14 1,972 | 1,077 "
51,421 ]0,956 15 | 1,549 | 1,041 0
6| 2,040 | 1,141 16 | 0,819 | 0,899 '
7 12,967 | 1,707 17 | 0,063 | 0,710 :
8 1,200 1,008 181,280 | 1,118 :
910,426 | 1,065 19 [ 0,824 | 0,894 ;
10 11946 11162 20 01227 01837 OO 12345678 910111213141516171819

Tragerpunkte von T

Bernstein-Copula-Dichte
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2. Partition-of-Unity Copulas

C) Beispiele von Simulationen

Bernstein-Copula (rot) vs. empirische Copula (weil3)

1,0 1,0 10
08 0.4 0a
0.8 08 04
07 0,7 07
08 0.6 0
> 05 =05 >05
04 04 04
03 03 03
0.2 0,2 0,2
0,1 0.1 - 01+
s ‘m' A 00 ;
oo ot 0z 03 04 Df 06 07 08 0 10 og 01 02 03 04 Uf 08 07 08 03 1.0 ID,D 01 02 03 04 05 06 07 08 08 10
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2. Partition-of-Unity Copulas

C) Beispiele von Simulationen

Bernstein-Copula (rot) vs. empirische Copula (weil3)

10 10 10
0,2 04 03
0.8 0.8 08 w w -
0,7 0.7 0.7 m ﬁ%
0.6 0.6 06 m
= 0,5 =04 % > 05 o ‘g@
04 04 04 B I
0.3 03 . ¥ 03
0.2 0,2 Ld ';‘ 02
0.1 fisl 0.1 T 2. 0.1 1
0.0 | | 0,0 M 0.0 ‘ﬁ
00 041 02 03 04 05 06 07 08 08 10 oo o1 02 02 04 05 06 07 08 08 10 oo 01 02 03 04 05 06 07 08 03 10
¥} u u

K =10 K =100 K =500
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2. Partition-of-Unity Copulas

C) Beispiele von Simulationen

Bernstein-Copula (rot, mit positiver Abhangigkeit) vs. empirische Copula (weil3)

1.0 1.0 1.0
04 043 04
na 0.8 08
07 07 07
06 0.8 0,6
> 05 = 08 > 04
04 04 04
0.3 0.3 03
02 0.2 0z
0,1 4 0,1 0,1 1
0.0 0.0 0.0
go o1 02 03 04 05 06 07 08 089 10 oo ot 02 03 04 05 06 OF 08 089 10
u u u
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2. Partition-of-Unity Copulas

C) Beispiele von Simulationen

Bernstein-Copula (rot, mit positiver Abhangigkeit) vs. empirische Copula (weil3)

10 11 10
09 09 4 0.9 7
! | £
08 08 : ﬁf % 08 T
0.7 07 ’ﬁ i 0,7 -
06 0B @ — “ﬁ 0,6 3 o
b i W
> 05 > 05 ' £ ,g;‘? > 05 &
Py e P prod
04 04 & — @53* 04 . 5?
03 03 g ﬁ i 0.3 " Vil
¥ P
02 02 : ﬁ 02
0.1 e 01 1 4 0,1 m
00 0.0 | 0,0 |
00 01 02 03 04 05 06 07 06 09 1.0 00 01 02 03 04 05 06 07 06 09 10 00 01 02 03 04 05 06 07 08 08 10
u u u

K =10 K =100 K =500
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2. Partition-of-Unity Copulas
D) Abzahlbar unendliche Partition-of-Unity Copulas

Es sei {¢,(u)},,., k=1,--,neN eine Familie von Zahldichten Gber Z" mit Parameter

uc(0,1),d.h.
65 1
¢ (u)>0 und Zgok,(u) =1 mit o, = fgpk,(u)du >0,ieZ".
i=0 0

Ferner sei T ein diskreter n-dimensionaler Zufallsvektor mit p(o):P(T:(o)) und

Randverteilungen

P(Tk - i) =y, | € Z', k=1,---,n.
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2. Partition-of-Unity Copulas

D) Abzahlbar unendliche Partition-of-Unity Copulas

Dann wird durch

C<U1,---,Un) — i"'ip(iu---,in>ﬁ (pk,ik(uk _ zoo:...zoojp<i1,,,,,in>ﬁfk,,k(uk), (ul,...,un) € <0,1>n

-0 ;=0 k=1 Qi i=0 ;=0

~.

n

die Dichte einer n-dimensionalen Copula definiert (abzahlbar unendliche Partition-of-
Unity copula, APU-Copula).

Die zu T gehorige Copula C, hei3t auch Driver der APU-Copula. Flr praktische An-
wendungen wird C, aus den Daten ermittelt (<« empirische Copula).
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2. Partition-of-Unity Copulas

D) Abzahlbar unendliche Partition-of-Unity Copulas

Negative Binomial-Copula:

Fir a, > 0 (feste Parameter) und k =1,---,n, i€ Z*, u€|0,1]:

a +i—1 a,

(a. +i)(a, +i+1)

QOk,B (u) =

]u’(l —u)*, al® fgo 8(u)du =
Die f/® sind Dichten einer Beta-Verteilung mit den Parametern (i +1,a, + 1). Es folgt

A i +1) N )
ur (L—u,)™, (uy,-,u,)€[0,1]".

™ (Uit ) = H(a +1)Z Zp(u i1 ™
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2. Partition-of-Unity Copulas

D) Abzahlbar unendliche Partition-of-Unity Copulas

Poisson-Copula:

Fir a, >0 und L(u):=-Inl—u), k=1,--,n, i€Z", ue|0,1]:
a, i

a +1

a +1

aIL(U)I 1
) =1 —-u)* kT, af = | po(u)du =

Die f/ sind Dichten einer log-transformierten Gamma-Verteilung. Es folgt

n 00 o0 n 1 oo i n
CP(ul,---,un):H(ak+1)2---Zp(i1,...,in)HML’k ()2 —u), (U, u,) €[0,1].

k:1 Ik H
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2. Partition-of-Unity Copulas

D) Abzahlbar unendliche Partition-of-Unity Copulas

PSS et '”’ \ e = X
a— \ 4 \
-\ ( \

g
— |\

1\ ke \ | “u
3\ . \ e\

a=a, =1 a =a,=

a =a,=3
Negativ-Binomial-Copula Dichten, Driver ist obere Fréchet-Hoeffding-Schranke
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Partition-of-Unity Copulas mit Anwendungen im Risikomanagement

2. Partition-of-Unity Copulas

D) Abzahlbar unendliche Partition-of-Unity Copulas

py” A P \
\ PR \
\ G / \

\ \ - \

a=a,=4% a=a,=>5 a=a =6
Negativ-Binomial-Copula Dichten, Driver ist obere Fréchet-Hoeffding-Schranke
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2. Partition-of-Unity Copulas

D) Abzahlbar unendliche Partition-of-Unity Copulas

S\
-

A,

\

N
-
3|\ e\

alzazzl a =a4d, = a =a4d, =
Poisson-Copula Dichten, Driver ist obere Fréchet-Hoeffding-Schranke
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2. Partition-of-Unity Copulas

D) Abzahlbar unendliche Partition-of-Unity Copulas

a =a, =10 a =a, =20 a =a, =30

Poisson-Copula Dichten, Driver ist obere Fréchet-Hoeffding-Schranke
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2. Partition-of-Unity Copulas

E) Beispiele von Simulationen (zu COTTIN UND PFEIFER 2014): Neg. Binomial-Copula

10 10 10
0.8 0.8 0.4
08 08 08
0.7 0.7 07
0.8 0.8 0.8
> 05 > 05 > 05
04 04 04
03 03 03
0.2 4 02 £ —— 02
0.1 — 0.1 . 0,1 -l
i : bt ) . i r
0.0 SRS . oo ety 0,0 el
00 01 02 03 04 05 06 07 08 08 10 00 01 02 03 04 05 0B 07 08 08 10 00 01 02 03 04 05 0B 07 08 08 10
u u u
a =a, =10 a =a, =20 a =a, =50

Copula-Driver ist hier die empirische Rechteck-Copula (Schachturm-Copula, Rook-Copula)
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2. Partition-of-Unity Copulas

E) Beispiele von Simulationen (zu COTTIN UND PFEIFER 2014): Neg. Binomial-Copula

1.0 1.0 1.0
0.8 08 04
04 na 0.8
o7 o7 07
0.8 0.8 0.8
> 08 > 05 > 05
04 0.4 04
03 03 0.3
0.2 0,2 0,2 +—
0.1 0.1 0,1
0.0 = 0o = - 0o @Y
oo o1 02 03 04 05 0B OF 08 08 10 oo o1 02 02 04 05 06 OF 083 08 1.0 oo o1 02 02 04 05 06 OF 083 08 1.0
u U U
a =a, =10 a =a, =20 a =a, =50

Copula-Driver ist hier eine empirische Shuffle-of-Min (Fréchet-Hoeffding) Copula
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2. Partition-of-Unity Copulas

E) Beispiele von Simulationen (zu COTTIN UND PFEIFER 2014): Neg. Binomial-Copula

1.0 10 10
09 08 g
03 08 08
07 07 07
05 08 06
> 045 > 05 > 05
0.4 04 4 04
03 03 03
0.2 : 02 — 02 4
0.1 4 i 0.1 P = 0.1 1
0o | 0, SRR 0o it
00 01 027 03 04 05 06 07 08 08 10 00 01 02 03 04 05 06 07 08 08 10 00 01 02 03 04 05 06 07 08 08 10
1] u u
a =a, =20 a =a, =50

Copula-Driver ist hier eine singulare Mischungs-Copula (rot, links)
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2. Partition-of-Unity Copulas

E) Beispiele von Simulationen (zu COTTIN UND PFEIFER 2014): Poisson-Copula

1,0 1,0 @ 1,0
0.4 0.8 "I:f‘ 0.8
0.8 0.8 038
07 07 07
05 4 0.6 : 0.6
> 05 : > 05 > 05
04 04 04
03 L 03 1 03
0.2 ——= 02 e 0,2 =
15 , : 0.1 — 01 3
0.0 w&%\' OGRS D,Dm il S i 0,0 Rl
o0 01 02 03 04 05 0B 07 08 08 1.0 00 00 02 03 04 05 06 07 08 08 1.0 00 00 02 03 04 05 06 07 08 08 1.0
u u u
a =a, =10 a =a, =20 a =a, =50

Copula-Driver ist hier die empirische Rechteck-Copula (Schachturm-Copula, Rook-Copula)
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2. Partition-of-Unity Copulas

E) Beispiele von Simulationen (zu COTTIN UND PFEIFER 2014): Poisson-Copula

1,0 1,0 10
03 03 03
0.8 0.8 038
07 07 07
0.6 0.6 - 0.6
> 05 > 05 > 05
04 04 Tt 04
0.3 03 03
0.2 02 —— 02T
0.1 01 4 L 0.1 e
i | &
0,0 R 0,0 ATy ' 0,0 S
o0 01 02 03 04 05 0B 07 08 08 1.0 00 00 02 03 04 05 06 07 08 08 1.0 00 00 02 03 04 05 06 07 08 08 1.0
u 1] 1]
a =a, =10 a =a, =20 a =a, =30

Copula-Driver ist hier eine empirische Shuffle-of-Min (Fréchet-Hoeffding) Copula
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2. Partition-of-Unity Copulas

E) Beispiele von Simulationen (zu COTTIN UND PFEIFER 2014): Poisson-Copula

1.0 10 ; ﬁ 10
09 08 08
0.8 08 08
07 07 07
0.5 08 08
> 04 > 05 > 05
04 04 F— 04
03 03 03
02 02 02
01 4 0.1 4o 01 ek
0,0 | 00 . 00 EW . :
00 01 02 03 04 05 06 07 08 08 10 00 00 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0 00 01 02 03 04 05 06 07 08 08 10
u u u

a =a, =20 a =a, =30
Copula-Driver ist hier eine singulare Mischungs-Copula (rot, links)
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2. Partition-of-Unity Copulas

F) Stetige Partition-of-Unity Copulas
Es sei {¢(s,u)}, se€R, ke{l,...,n}, neN eine Familie von Lebesgue-Dichten mit Pa-
rameter u € (0,1),d.h.

o (s5u)>0, seR und [ g (s,u)ds =1 mit a,(s) = [ @ (s,u)du>0, k€ N.

Ferner sei T ein stetig verteilter n-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte p(e) und
Randdichten «,(e),...a,(e).
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2. Partition-of-Unity Copulas

F) Stetige unendliche Partition-of-Unity Copulas

Dann wird durch

c(uy,,u,) = ffp( )ng"(s"’u )ds .-ds,, (ul,---,un)e(O,l)"

k=1 Ozk(S )
=i (Sk)

—0 —o0

die Dichte einer n-dimensionalen Copula definiert (stetige Partition-of-Unity copula,
SPU-Copula).

Die zu T gehoérige Copula C, heiB3t analog wieder Driver der SPU-Copula. Fur prakti-
sche Anwendungen wird C, aus den Daten ermittelt («~ empirische Copula).
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2. Partition-of-Unity Copulas

F) Stetige unendliche Partition-of-Unity Copulas
Gamma-Copula:

Fir a, >0 und L(u)=-In(1—-u), k=1,--,n, ue(0,1):

a1

Lak(u) a-1,,s

1
o (s, u) = s* U, a (s) = fgo,f(s,u)du = a,
I'(a,) 0

Die ak(o) sind Dichten einer inversen Pareto-Verteilung. Es folgt

(©.9] (0.9]

CF(Ul,“',Un): ffp< )H(1<‘|‘S)ak+; Lak(uk)u/ik dsl...dsn, <u1

(1 + S)ak+1 !

[©
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s>0

)e[0,1]".
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2. Partition-of-Unity Copulas

F) Stetige Partition-of-Unity Copulas

a =a, = a =a, = a =a, =

Gamma-Copula Dichten, Driver ist obere Fréchet-Hoeffding-Schranke
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2. Partition-of-Unity Copulas

F) Stetige Partition-of-Unity Copulas

14
121 |
109 |
8 L

o N & oo

a=a=>5

\
}
149 |
129 |
3
10

o N & O

a=a,="7

a =a, =10
Gamma-Copula Dichten, Driver ist obere Fréchet-Hoeffding-Schranke
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2. Partition-of-Unity Copulas

G) Beispiele von Simulationen (zu COTTIN UND PFEIFER 2014): Gamma-Copula

10 10 10

09 09 0g

08 08 o0s

07 — 07 o7

08 05 0§

= 05 = 05 =05

04 04 04

03

03— 03 1—

02

01

l:'f
L
U,Uﬁ‘ 0,0@*' 00
oo o4 02 03 04 05 0§ 07 08 03 10 o0 o1 02 03 04 05 05 07 08 08 10 o o4 02 03 04 05 0§ 07 08 03 A0
u u u
a =a, =10 a =a, =20 a =a, =50

Copula-Driver ist hier die empirische Rechteck-Copula (Schachturm-Copula, Rook-Copula)
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2. Partition-of-Unity Copulas

G) Beispiele von Simulationen (zu COTTIN UND PFEIFER 2014): Gamma-Copula

1,0 1,0 1,0
04 0a 04
0. 04 0.8
0,7 07 0,7
0.5 06 0.6
>05 =05 =05
04 04 04
0,3 - 0,3 0,3
0.2+ ' 0.2 0,2
0.1 1 01 01 A
0,0 ﬁﬁ — 0a &%ﬁ 0,0 |

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 00 07 02 03 04 05 06 07 08 09 10 00 01 02 03 04 05 0B 07 08 08 1.0

u u u
a =a, =10 a =a, =20 a =a, =50

Copula-Driver ist hier eine empirische Shuffle-of-Min (Fréchet-Hoeffding) Copula
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2. Partition-of-Unity Copulas

E) Beispiele von Simulationen (zu COTTIN UND PFEIFER 2014): Gamma-Copula

10 10 w 10
08 08 - 08
0.8 08 0.8
0.7 0.7 0.7
0.6 0.6 0.6
> 05 = 05 = 05
04 04 04
03 03 03
0.2 032 — 032+
01T 0.1 L 0.1
oo ¥ n‘uéﬁf-'.--' Sl D‘D‘@Eu :
00 01 02 03 04 05 06 07 0F 03 10 00 01 02 03 04 05 06 07 08 08 10 00 01 02 03 04 05 06 07 08 08 10
U u u

a =a, =20 a =a, =30
Copula-Driver ist hier eine singulare Mischungs-Copula (rot, links)
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3. Anwendungen im Risikomanagement

A) Allgemeines
Copulas sind ein essentielles Hilfsmittel zur simulativen Bestimmung von

. RisikomaBen (Value at Risk VaR, Expected Shortfall usw.) in komplexen Portfolios,
insbesondere bei Internen Modellen unter Solvency II

« Diversifikations- oder Konzentrationseffekten

. alternativen Szenarien (Robustheit, Modellstabilitat, Schwankungsbreiten usw.)
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3. Anwendungen im Risikomanagement
A) Allgemeines

Vergleich von (winschenswerten) Eigenschaften verschiedener Copula-Ansatze:

Copula-Typ Eigenschaft erflllt

Gauss-Copula Erfassung paarweiser Abhangigkeiten ja
Erfassung von Asymmetrien nein
Erfassung von Tail-Abhangigkeiten nein
Berltcksichtigung von Worst-Case Szenarien nein
Mdglichkeit alternativer Szenarien nein

Einfache Simulierbarkeit in hohen Dimensionen bedingt
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3. Anwendungen im Risikomanagement
A) Allgemeines

Vergleich von (winschenswerten) Eigenschaften verschiedener Copula-Ansatze:

Copula-Typ Eigenschaft erflllt

t-Copula Erfassung paarweiser Abhangigkeiten ja
Erfassung von Asymmetrien nein
Erfassung von Tail-Abhangigkeiten ja
Berltcksichtigung von Worst-Case Szenarien nein
Mdglichkeit alternativer Szenarien nein

Einfache Simulierbarkeit in hohen Dimensionen bedingt
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3. Anwendungen im Risikomanagement

A) Allgemeines

Vergleich von (winschenswerten) Eigenschaften verschiedener Copula-Ansatze:

Copula-Typ Eigenschaft erflllt

Clayton-Copula Erfassung paarweiser Abhangigkeiten nein
Erfassung von Asymmetrien nein
Erfassung von Tail-Abhangigkeiten ja
Berltcksichtigung von Worst-Case Szenarien nein
Mdéglichkeit alternativer Szenarien bedingt

Einfache Simulierbarkeit in hohen Dimensionen ja
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3. Anwendungen im Risikomanagement
A) Allgemeines

Vergleich von (winschenswerten) Eigenschaften verschiedener Copula-Ansatze:

Copula-Typ Eigenschaft erflllt

Frank-Copula Erfassung paarweiser Abhangigkeiten nein
Erfassung von Asymmetrien nein
Erfassung von Tail-Abhangigkeiten nein
Berltcksichtigung von Worst-Case Szenarien nein

Mdéglichkeit alternativer Szenarien bedingt
Einfache Simulierbarkeit in hohen Dimensionen ja
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3. Anwendungen im Risikomanagement

A) Allgemeines

Vergleich von (winschenswerten) Eigenschaften verschiedener Copula-Ansatze:

Copula-Typ Eigenschaft erflllt

Gumbel-Copula Erfassung paarweiser Abhangigkeiten nein
Erfassung von Asymmetrien nein
Erfassung von Tail-Abhangigkeiten ja
Berltcksichtigung von Worst-Case Szenarien nein
Mdéglichkeit alternativer Szenarien bedingt

Einfache Simulierbarkeit in hohen Dimensionen bedingt
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3. Anwendungen im Risikomanagement
A) Allgemeines

Vergleich von (winschenswerten) Eigenschaften verschiedener Copula-Ansatze:

Copula-Typ Eigenschaft erfallt

Vine-Copula Erfassung paarweiser Abhangigkeiten ja
Erfassung von Asymmetrien ja
Erfassung von Tail-Abhangigkeiten ja
Berltcksichtigung von Worst-Case Szenarien nein
Mdéglichkeit alternativer Szenarien ja

Einfache Simulierbarkeit in hohen Dimensionen nein
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3. Anwendungen im Risikomanagement
A) Allgemeines

Vergleich von (winschenswerten) Eigenschaften verschiedener Copula-Ansatze:

Copula-Typ Eigenschaft erflllt

PU-Copula Erfassung paarweiser Abhangigkeiten ja
Erfassung von Asymmetrien ja
Erfassung von Tail-Abhangigkeiten ja
Berltcksichtigung von Worst-Case Szenarien ja
Mdéglichkeit alternativer Szenarien ja

Einfache Simulierbarkeit in hohen Dimensionen ja
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3. Anwendungen im Risikomanagement

B) Fallstudie

19-dimensionaler Datensatz Zentral-Europa (Sturm-Portfolio trendbereinigt, benach-
barte Regionen Al bis A19), 20 Jahre Beobachtungshorizont

Randverteilungen aus Daten geschatzt (Lognormal-Verteilungen)

Ziel: Bestimmung des VaR zu verschiedenen Risikoniveaus
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3. Anwendungen im Risikomanagement

B) Fallstudie

Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 Al0 [ All Al2 [ AI3 | Al4 | Al5 | Al6 Al7 [ AlI8 [ AI9

Al 1 0.46 0.03 0.16 | 047 | 0.20 0.35 0.49 0.41 024 [ 0.78 0.64 [ 091 | 0.63 | 0.85 | 0.66 0.30 | 0.67 | 0.56
A2 | 0.46 1 0.64 | 0.78 [ 0.67 [ 0.36 0.51 0.76 0.57 051 [ 0.58 |1 -0.04 [ 0.59 [ 0.84 | 0.68 | 0.58 | 0.87 | 0.77 | 0.90
A3 | 0.03 0.64 1 093 | 041 [ 0.26 0.11 0.16 0.33 0.16 { 0.08 | -0.09 [ 0.13 [ 0.64 | 025 | 0.10 | 0.74 | 0.14 | 0.35
A4 ] 0.16 0.78 0.93 1 [ 054 [ 036 0.16 [ 0.25 0.43 0.19 { 022 | -0.10 [ 0.30 | 0.79 | 036 | 0.19 | 0.84 | 0.32 | 0.49
AS | 047 0.67 0.41 0.54 1 [ 041 0.35 0.51 0.84 0.63 [ 0.59 0.02 [ 0.64 | 0.67 | 0.59 | 0.50 | 0.58 | 0.71 | 0.67
A6 | 0.20 0.36 026 | 036 [ 041 1 0.07 [ 0.11 0.28 0.19 { 0.28 0.14 { 031 | 042 | 024 | 0.27 0.39 | 0.27 | 0.40
A7 1035 0.51 0.11 0.16 | 0.35 { 0.07 | 044 | 027 0.19 1 048 [ -0.07 | 046 | 035 | 045 | 091 0.64 | 0.61 [ 0.49
A8 | 0.49 0.76 0.16 [ 025 [ 051 [ 0.11 0.44 1 0.50 0.75 [ 0.61 | -0.03 [ 0.54 [ 047 | 0.71 | 0.53 0.40 | 0.75 ] 0.90
A9 | 041 0.57 0.33 043 ] 0.84 | 0.28 0.27 [ 0.50 1 0.66 [ 0.68 | -0.01 [ 0.52 ] 0.60 | 0.50 [ 0.41 0.46 | 0.65 | 0.63
Al0 | 0.24 | 051 0.16 | 0.19 [ 0.63 [ 0.19 0.19 [ 0.75 0.66 1 {033 ] -0.12 [ 027 [ 028 | 043 | 024 | 0.23 | 045 | 0.65
All [ 0.78 0.58 0.08 022 1 0.59 | 0.28 0.48 0.61 0.68 0.33 1 0.19 { 0.79 ] 0.65 | 0.80 [ 0.73 043 1 0.84 | 0.74
Al2 | 0.64 | -0.04 | -0.09 | -0.10 | 0.02 | 0.14 | -0.07 [ -0.03 [ -0.01 | -0.12 | 0.19 1 {044 021 ) 028 | 0.17 | -0.12 | 0.13 | 0.03
Al3 | 091 0.59 0.13 030 | 0.64 | 0.31 046 [ 054 | 0.52 027 [ 0.79 0.44 1 {071 1086|074 | 047 ] 076 | 0.65
Al4 | 0.63 0.84 0.64 | 079 [ 0.67 [ 042 0.35 0.47 0.60 0.28 [ 0.65 021 [ 0.71 110741054 | 079 ] 0.68 | 0.72
Al5 ] 0.85 0.68 0.25 036 | 0.59 | 0.24 0.45 0.71 0.50 0.43 [ 0.80 028 [ 0.86 | 0.74 1] 0.69 047 1 0.71 | 0.75
Al6 | 0.66 0.58 0.10 | 0.19 ] 0.50 | 0.27 0.91 0.53 0.41 0.24 1 0.73 0.17 1 0.74 [ 0.54 | 0.69 1 0.63 | 0.77 | 0.64
Al7 ] 030 0.87 074 | 084 [ 0.58 [ 0.39 0.64 [ 0.40 0.46 023 { 043 | -0.12 [ 047 [ 0.79 | 047 | 0.63 1 1059 ] 0.64
Al8 | 0.67 0.77 0.14 | 032 ] 0.71 | 0.27 0.61 0.75 0.65 0.45 ] 0.84 0.13 1 0.76 [ 0.68 | 0.71 [ 0.77 0.59 1] 0.86
Al9 | 0.56 0.90 0.35 0.49 | 0.67 | 0.40 0.49 [ 0.90 0.63 0.65 | 0.74 0.03 [ 0.65 ] 072 ] 075 | 0.64 | 0.64 | 0.86 1

empirische Korrelationsmatrix zwischen den Regionen
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3. Anwendungen im Risikomanagement

B) Fallstudie
Simulierte SPU-Gamma-Copula mit empirischer Shuffle-of-Min (SoM) Copula als Driver

u13

Ut

Al vs. A13
5=0,91
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3. Anwendungen im Risikomanagement

B) Fallstudie
Copula-Typ | Gauss-Copula| t-Copula|Rook-Gamma Copula | SoM-Gamma copula
VaR,,(S) 0,828149|0,785207 1,687750 1,530999
VaR, ;5(S) 1,123028|1,126537 2,097296 1,980437
VaR, ,(S) 2,013425|2,345636 2,865834 3,271872
VaR, 445(S) 2,528785|3,127850 3,283720 3,950194

Simulative Bestimmung des VaR fur das Summenrisiko S (Mrd. €)
grin: minimaler Wert, rot: maximaler Wert




_ _ DGVFM
Nachwuchswaorkshop flr junge Mathematiker [D DEUTSCHE GESELLSCHAFT

5 i ] SIC GS-
Tagungsstétte Loccum, 10.-12.10.2019 EIlJNi\éEZRA/‘lAHE&JEﬂKelIJVﬁD

Partition-of-Unity Copulas mit Anwendungen im Risikomanagement

4. Literatur

1.

2.

3.
4,

C. Cottin und D. Pfeifer (2014): From Bernstein polynomials to Bernstein copulas. J. Appl. Funct.
Anal. 9(3-4), 277 - 288.

C. Czado (2019): Analyzing Dependent Data with Vine Copulas - A Practical Guide With R. Lecture
Notes in Statistics 222, Springer Nature, Cham.

H. Joe (2015): Dependence Modeling with Copulas. CRC Press, Boca Raton.

A. J. McNeil, R. Frey, und P. Embrechts (2015):Quantitative Risk Management. Concepts, Tech-
niques and Tools. Revised Edition, Princeton University Press, Princeton.

D. Pfeifer, H.A. Tsatedem, A. Mandle und C. Girschig (2016): New copulas based on general parti-
tions-of-unity and their applications to risk management. Depend. Model. 4, 123 - 140.

D. Pfeifer, A. Mandle und O. Ragulina (2017): New copulas based on general partitions-of-unity
and their applications to risk management (part II). Depend. Model. 5, 246 - 255.

D. Pfeifer, A. Mandle, O. Ragulina und C. Girschig (2019): New copulas based on general parti-
tions-of-unity and their applications to risk management (part III) - the continuous case. Depend.
Model. 6, 181 - 201. (http://www.staff.uni-oldenburg.de/dietmar.pfeifer/Publ/P114_extended.pdf)
D. Pfeifer (2019): EXCEL files for the simulation of Partition-of-Unity copulas (with file description).
http://www.staff.uni-oldenburg.de/dietmar.pfeifer/Publ/PUC_EXCEL.zip




. _ DGVFM
Nachwuchsworkshop fiir junge Mathematiker DDEUTSCHE GESELLSCHAFT

Tagungsstatte Loccum, 10.-12.10.2019 EK%?&%P&EWEE?\TD

Vielen Dank fur die Aufmerksamkeit!




	Anfang
	Folien_Loccum

