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Stochastische Abhangigkeiten entstehen im Versicherungsgeschaft z.B.

e zwischen &hnlichen Sparten (z.B. Hausrat- und Gebaudeversicherung),

e aufgrund raumlicher Koharenz (z.B. bei groBraumigen Stlirmen oder
Erdbeben)

e aufgrund gemeinsamer klimatischer Trigger (z.B. in der
Gebaudeversicherung bei Sturm- und Hochwasserschaden)

e bei bestimmten Marktrisiken (z.B. Aktienkurse dhnlicher

Wirtschaftssektoren).
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Beschreibung von Abhéangigkeiten:

e Korrelationen (?)

e Copulas (1)

Beispiel:

Y und Z

Zufallsvariablen X, Y und Z mit identischen

(uniformen) Randverteilungen und gleichen
(linearen) Korrelationen

pH(X,Y)=pH(X,Z2)=T7/15

aber verschiedener gemeinsamer Verteilungsstruktur.
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Eine Copula ist eine Funktion C von d Variablen auf dem Waurfel [0,1]° mit
folgenden Eigenschaften:

Der Wertebereich von Cist das Einheitsintervall [0, 1];

C(u) =0 far alle u in [0,1), fur die mindestens eine Komponente 0 ist;
C(u) = u, falls alle Koordinaten von u gleich 1 sind auBBer der k-ten;

C ist A -monoton in dem Sinne, dass fur alle a<b in [0,1° das MaB AC?,
das C dem Intervall [a,b]=[a,, b]x---x[a,,b,] beimisst, nicht-negativ ist,
d.h.

P wnN -

d

>
AC = > (=07 C(ea+—c)by, -, e4a5+(1—,)by) > 0.

(erzn)ef0, 1Y

In anderen Worten: Eine Copula C ist die Verteilungsfunktion eines d-
dimensionalen Zufallsvektors mit uniformen Randverteilungen.
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Sklar's Theorem: Es sei H eine n-dimensionale Verteilungsfunktion mit
Randverteilungsfunktionen F,,---,F,. Dann existiert eine n-Copula C, so dass

H(x,, e+, x,) = C(F(x,),+,F,(x,)) furalle x,,---,x, €R.

Wenn alle Randverteilungsfunktionen stetig sind, ist die Copula eindeutig
bestimmt, anderenfalls ist sie nur eindeutig auf den Wertebereichen der

F,,---,F, bestimmt. Umgekehrt gilt bei Stetigkeit: bezeichnen F',---,F " die
(Pseudo-)Inversen der Randverteilungsfunktionen, dann ist

Cuy,+,u,) =H(F (U, +F, (u,)) far u,,--,u, €[0,1]

eine Reprasentation der Copula.

Pseudo —Inverse einer Verteilungsfunktion F:  F '(u) = inf{x e R|F(x)>u }]
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Fréchet-Hoeffding-Schranken:

max{iu, +1—n,0} =W"(u)<C(u,...

i=1

keine Copula far n>2 stets Copula
Reprasentanten: (X,1— X) (X, X,, X)
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Vorteile des Copula-Ansatzes:

e Die Copula hdngt nicht von den Randverteilungen der Einzelrisiken ab.

e Die Copula charakterisiert bei Stetigkeit der Randverteilungen die gemein-
same Abhangigkeitsstruktur der Einzelrisiken eindeutig.

e Die Copula ist invariant gegen alle gleichsinnig monotonen Transfor-
mationen der Einzelrisiken, insbesondere nichtlineare.

e Paarweise Korrelationen zwischen den Einzelrisiken kdénnen Uber die
Copula ausgedriickt werden, aber nicht umgekehrt.

e Stochastische Mischungen von Copulas sind wieder Copulas.
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Man kann grob drei Typen von Copulas unterscheiden:

1. Copulas, die nur implizit angegeben, aber explizit stochastisch konstruiert
werden kdnnen und damit auch einfach simulierbar sind (dazu gehoéren
die GauB-, t- und allgemeiner die elliptischen Copulas)

2. Copulas, die explizit angegeben werden kénnen, aber nur aufwandig
stochastisch konstruierbar sind (dazu gehoéren in der Regel die so genann-
ten Archimedischen Copulas)

3. Copulas, die explizit angegeben werden und explizit stochastisch
konstruiert werden kénnen (z.B. Zerlegung-der-Eins-Copulas).
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Beispiele fur Copulas vom Typ 1 (X = positiv-definite symmetrische Matrix):

GauB-Copula C¢:

o N uy) B (u,)

1 1
CG(U:"'lun): —exp __Vtr2—1v dv "'an
o [w fm Jerydet) 2 ‘
t-Copula C¥ mit v €N Freiheitsgraden:
t, ()t N, r V—;n 1 _vtn
C;y(u“...lun): f [1+_vtr21v dV1"'an
14

Yo r[;]\/(m)" det(x)
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GauB-Copula: Wir betrachten zunéchst den Fall, dass die zugehérigen
Randverteilungen des Zufallsvektors X =(X,,---,X,)" samtlich Normal-
verteilungen sind (ansonsten arbeitet man mit dem Satz von Sklar). In diesem
Fall gentigt X einer multivariaten Normalverteilung A (p,X) mit Erwartungs-
wertvektor p€R” und nicht-negativ-definiter Varianz-Kovarianz-Matrix 3.

Unter Verwendung der linearen Struktur normalverteilter Zufallsvektoren

bietet sich dann folgendes Konstruktionsverfahren an:
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e Zerlege die vorgegebene Matrix ¥ in ein Matrixprodukt ¥ = AA”", z.B.

mittels Spektralzerlegung [Uber Eigenwerte und Eigenvektoren] oder
mittels der Cholesky-Zerlegung.

e Ist Z ein Zufallsvektor aus n unabhéangigen standard-normalverteilten
Komponenten Z,,---,Z,, dann kann X dargestellt werden als X =p+ AZ.

Bei der Spektralzerlegung kann man X darstellen als

L=TAT '=TAT"

AN O - 0
: . . 0 A\ . : .
mit der Diagonalmatrix A=|. . . | der (nicht-negativen) Eigenwerte
0 0 - )

n

von ¥ und einer Orthonormalmatrix T aus den zugehdrigen Eigenvektoren.
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Die benétigte Transformationsmatrix A ergibt sich dann zu

JA 0

A=TA" mit A" =0 VA 0 .
0 O \/X

Dieses Verfahren ist auch als symmetrische Quadratwurzelzerlegqung von
Y bekannt.
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5 2 4

Beispiel: Fur Y =|2 1 2| erhdlt man mit der Einheitsmatrix | das
4 2 5

charakteristische Polynom

eA) =det(S—A)=-X>+ 1107 =11\ +1
mit den drei Nullstellen
AN=1 X, =5+2/6
und der zugehérigen Orthonormalmatrix

—-0,7071 0,6739 -0,2142
0 0,3029 0,9530].
0,7071 0,6739 -0,2142

T
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Hiermit ergibt sich

—0,7071 2,1202 -0,0681
A=TA" = 0 0,9530 0,3029|.
0,7072 2,1202 —-0,0681

Die Spektralzerlegung ist insbesondere in hoheren Dimensionen sehr
aufwandig.

Demgegenuber ist die Methode der Cholesky-Zerlegung, die rekursiv arbeitet,
effizienter. Die gesuchte Matrix A wird dabei als untere Dreiecksmatrix
angenommen:

a, O 0

a, a 0
A= 21 .22

an1 anZ '“ ann
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Hiermit ergibt sich

a121 a8y ay48,
a9 a221 + agz o 8y8n T+ 8pAan,
S =[o;]=AA" =| ; :
n
a8y 8@y T 3,8, ;aik

Diese Gleichung kann rekursiv aufgelést werden zu

jo1
1 o Ty = DA
_ _ 2 _ Ok _ i ;
A = O, O = Jkk_zaki' ak1_a P Gy = 3 ' 1<k,j<n.
= n Ji
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5 2 4
FUr das obige Beispiel X =|2 1 2| ergibt dies
4 2 5

2*/5 1 00 2,2361 0 0
A:E\/E §J§ 0/=10,8944 0,4472 O0|.

4 2 1,7889 0,8944 1
E\/§ E\E 1

Bemerkung: Die Gleichung ¥ = AA" kann im Allgemeinen noch weitere
120

Loésungen besitzen, hierzB.A=[{0 1 0|
0 2 1
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Fir die Dimension 2 lassen sich abhdngige standard-normalverteilte
Zufallsvektoren X direkt auch folgendermafen erzeugen:

X, :=+—2In(U) - cos(27V)

X, =+/-2In(U) -cos(2nV + ),

wobei U und V Uber [0,1] stetig gleichverteilte, stochastisch unabhangige
Zufallsvariablen sind und « €[0,2x] ein beliebiger Winkel ist. Es folgt dann
namlich mit R:=/-In(U) (R? ist £(1) -exponentialverteilt):
, 1 E(RZ)
Cov (X, X,)=E(R )fcos(Zwv)-cos(Zwara)dv:Tcos(a):cos(a)
0
mit Korr (X, X,)=cos(a)€[-11].
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Fur az% ist cos(2nV + o) =sin(27V), d.h. X,, X, sind dann unkorreliert (Box-
Muller-Transformation).

Die GauB-Copula kommt natirlicherweise bei der Brown’'schen Bewegung
(Aktienmarkte, Zinsstrukturkurven) vor. Die oben vorgestellten Methoden

kénnen damit insbesondere zur alternativen Simulation der Brown’schen

Bewegung zu diskreten Zeitpunkten verwendet werden.
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t-Copula: Durch eine so genannte Varianz-Mischung erhalt man aus der
multivariaten Normalverteilung N (n,X) eine multivariate t-Verteilung

t,(n,X) mit v Freiheitsgraden. Zur Simulation eines entsprechenden Zufalls-
vektors X erzeugt man einen N (0,%)-verteilten Zufallsvektor Z sowie unab-

héngig davon eine y’-verteilte Zufallsvariable W und setzt

Xi=n+, |2z
B w
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Auf dhnliche Weise lassen sich allgemeiner Zufallsvektoren mit Verteilungen
aus der Klasse der so genannten elliptisch konturierten Verteilungen erzeugen,
indem man

X:=p+ ARS

setzt, wobei wieder A eine geeignete Transformationsmatrix bezeichnet. Die
nicht-negative Zufallsvariable R und der auf der Sphére S:= {x ER"|Xx"x = 1}

gleichverteilte Zufallsvektor S sind dabei stochastisch unabhangig.

Ein solcher Zufallsvektor S kann z.B. dargestellt werden durch S:LZ mit

]

einem N (0,1)-verteilten Zufallsvektor Z.

Die multivariate Normal- und t-Verteilung sind Spezialfalle elliptisch kontu-
rierter Verteilungen (vgl. McNEIL, FREY UND EMBRECHTS (2005)).
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Beispiele fur Copulas vom Typ 2: Archimedische Copulas:

Diese sind charakterisiert durch ihren so genannten Erzeuger o vermoge

far u,--,u, €[0,1].

C.(u,u,) = w’[i«p(ui)

Wichtigster Spezialfall:

o(x)=—Inx
mit

:Hui

i=1

C, (u,u)=¢" [anw(ui)

= exp[ilnui
i=1

(Unabhangigkeitscopula IT)
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Charakterisierung “geeigneter” (so genannter strikter) Erzeuger:

Sei ¢:(0,1— R stetig, streng monoton fallend und konvex mit ¢(1)=0 und
|i[(r)1<p(z):oo,' ¢' bezeichne die zugehérige Inverse auf dem Intervall [0,00).

Dann ist die durch

C(uy,u)=¢" far u,--,u, €[0,1]

i@(ui)

gegebene Abbildung C, eine Copula fir n=2. Sie ist eine Copula far alle
n>2 genau dann, wenn ¢ ' total monoton ist, d.h. wenn gilt

k
(=1 kgo*‘(s)>0 far alle k€N und s>0.
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Nach einem klassischen Satz von Bernstein koénnen die Inversen solcher
Erzeuger als Laplace-Transformierte nicht-negativer Zufallsvariablen Z darge-
stellt werden vermoge

¢ '(s)=E(e™), s>0,

denn:

k

¢ '(0)=1, ||m<pf1(5)—0 und (= 1) k<p’1(5)— (Zke*)>0

fur alle keN und s>0 (vgl. JoE (1997), Chapter 4 und Appendix).
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Fur die spezielle Wahl Z=1ist ¢ '(s)=e*, s>0, und die resultierende
Copula ist die Unabhangigkeitscopula II, wie bereits oben gezeigt wurde.

Clayton-Copula:

n —1/0
C,(uy, - u,) = Zu,‘"—n+1] ,ue(01], >0
i=1

fur P2 =T(a, @) mit « :%>0 und Dichte

a—1

z
I'(a)

f,(z) = a’e ™™, z>0, also go“(s):E(e“Z):[ ] , $>0, d.h.

a—+Ss

t7—1

o(t) = , te(01].

2. Weiterbildungstag der DGVFM e Hannover, 21. Mai 2015




DEUTSCHE GESELLSCHAFT
FUR VERSICHERUNGS-UND
FINANZMATHEMATIK e.V.

Pfeifer ¢ Abhdngigkeiten zwischen Risiken EDDGVFM

Frank-Copula:

Ca(u“---.un):—%'n ,ue(0,1, 0>0

1+(e” —1)]2[{'9&:[ _11}

i1 € —

far P? = ES(e"’) (Log-Series-Verteilung Uber N) wegen

k
) ~ 1 ((1-e")e”)  In(1-(1-e")e~
sO‘(S)ZE(e 2)2—5;( K ) = ( 7 ) s>0,
und damit
@(t):—ln%, te(0,1].
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Gumbel-Copula:

3

C,(uy,---,u,) =exp ,ue(0,1, 6>1

—{ > (—In(ui))g}w

Die Zufallsvariable Z besitzt hier eine spezielle positiv-stabile Verteilung mit

Laplace-Transformierter
¢ (s)=E(e?)=e"", s>0.

Die zugehorige Verteilung besitzt keine explizite Darstellung der Dichte oder

Verteilungsfunktion.
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Die Erzeugung von Zufallsvektoren U mit einer Copula von diesem Typ erfolgt
in drei Schritten (vgl. McNEIL, FREY UND EMBRECHTS (2005)) :

e Erzeuge eine Zufallszahl Z mit der Misch-Verteilungsfunktion G.
e Erzeuge (auch von Z) unabhéngige Standardzufallszahlen W,,---,W..
G(-In(wy) | G(-In(w,)

e Setze U:=
Z V4

mit der zugehdorigen Laplace-Transformierten G(t) = fe’“ dG(x), t>0. Die zu
0

G gehorige Verteilung kann also auch als eine Mischverteilung fur den
Verteilungs-Parameter in der Familie der Exponentialverteilungen aufgefasst
werden.
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Zusammenfassung:
Name |Copula C, Erzeuger ¢, | Mischverteilung
n - 1 11
—0 —0
Clayton ;u, —n~|—1] , 0>0 g(t —1) r 5,5]
n 19 g
Gumbel | exp —{Z(—In(u,-))a} , 0>1 (~Int)’ positiv
pa stabil
1 T | 1+ e 1—e™ —0
Frank _Eln 1—(1—6 )H{ P } ,0>0 | | T e L‘S(e )
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Von den drei genannten Copula-Familien lassen sich die Clayton- und Frank-
Familie nach der Drei-Schritt-Methode leicht erzeugen; die Simulation der
Gumbel-Copula in hdéheren Dimensionen greift dagegen auf so genannte
stabile Verteilungen zurlck. Die dazu benotigte Zufallsvariable Z mit dem

1
Parameter a = 2 <1 der stabilen Verteilung kann dargestellt werden durch

_ sin(anV) .[sin((1 — 04)7TV)]6_1
(sin(er))g —In(W)

mit zwei stochastisch unabhangigen Standardzufallszahlen V,W (nach MAI uND
SCHERER (2012), Abschnitt 6.13).
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In zwei Dimensionen lassen sich Zufallsvektoren U mit beliebigen Archi-
medischen Copulas im Allgemeinen noch anders simulieren, und zwar auf
folgende Weise:

e Erzeuge zwei unabhéngige Standardzufallszahlen W,, W,

e Setze

U, = (@')_1

so"fvvm)]l U, =o' (p(U,)— (W)

2

(vgl. NELSEN (2006), Aufgabe 4.14).
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Fir die Gumbel-Copula in zwei Dimensionen existiert zusatzlich noch ein
spezielles Verfahren, das nach einer geeigneten Modifikation der in REISS UND
THOMAS (2001) beschriebenen Methode folgendermafBen durchgefihrt werden

kann:
(-w,)"”
{W3<%} {W3<%} ] )

Hierbei bezeichnet 1, wie Ublich die Indikatorfunktion des Ereignisses A;
d.h. die Zufallsvariable 1 } nimmt den Wert 1 genau dann an, wenn

e Erzeuge vier unabhangige Standardzufallszahlen W,,---,W,.

e Setze
W41/H

Uy = W, |14+ (W, —1)-1 o Upi= W 14 (W = 1)1

1
Ws<—
{30

W, <% ausfallt, und sonst den Wert 0.
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Schachbrett-Copula: (auch Box-Copula, vgl. HUMMEL UND MARKERT (2012))

Fur d eN sei U=(U,,-,U,) ein Zufallsvektor, dessen Komponenten U, einer
diskreten Gleichverteilung Uber der Menge T:={0,1,---,m—1} genugen, mit
meN far i=1,---,d. Die GréBen

d

pm(ku"'rkd)::P[ﬂ{Ui :ki}] far (k1,---,kd)€Td

i=1

modgen die gemeinsame Verteilung von U beschreiben (sie bilden eine d-
dimensionale Kontingenztafel).

Ferner bezeichne

I, for (k,,--,k,)eT.

10

:;(ﬁ k;+1
T iHlmt m
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Die Gesamtheit dieser Intervalle beschreibt eine Zerlegung des d-dimen-
sionalen Einheitswirfels in m® gleichvolumige Teilwlrfel der Kantenldnge
1/m. Die zugehorige Dichte c,,, der Schachbrett-Copula C, ist dann definiert

durch

m—1 m-1
Coo = m° Z o Z P <k1' e kd) ]l’h.--nkd ’
k=0  ky=0

Interpretation: Ein Zufallsvektor V =(V,,---,V,) folgt einer Schachbrett-Copula
genau dann, wenn die bedingte Verteilung von V unter jedem Ereignis
{Vel, .} (k,.k,)€T?eine stetige Gleichverteilung dber /, _, ist, mit

P(VEl, i)= Pmlkiky).
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Beispiel: Es sei d =2 und m = 3. Betrachte die Kontingenztafel

I
PGSR T T 2 [rw=n
0 | 6/30 | 4/30 0 1/3
J 1| 2/30 | 5/30 | 3/30 1/3
2| 2/30 | 1/30 | 7/30 1/3
PWU, =) 1/3 1/3 1/3
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Pfeifer ¢ Abhangigkeiten zwischen Risiken ‘]

Copula-Dichte ¢;_(v,,v,) Copula Cy_(v,,v,)
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Approximationssatz: Jede Copula C in d Dimensionen kann gleichmaBig
durch eine Folge {Cp,.}, , von Schachbrett-Copulas approximiert werden.

Eine Wahl zulassiger Parameter ist hierbei gegeben durch

far (k- ky)eTY,

d [k, k:+1
k,-,k)=PlZel, ., |=P Lz <
Pm( 1 d) ( €y, ,kd> [Q{m <Z p- }

wobei Z=(Z,---,Z,) einen Zufallsvektor mit der Copula C bezeichne.
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Turm-Copulas:

Spezielle Schachbrett-Copulas, die ihre Wahrscheinlichkeitsmasse so verteilten

wie die Positionen von Schachtlirmen, die sich gegenseitig nicht bedrohen.

d Dimensionen kann eine Turm-Copula folgendermaBen mit Hilfe von

In

Permutationen konstruiert werden:
8
901 902 0 Ood Ood ;
01 012 0144 O1d 6
M= : : 5
4
Om21 Oma22 " Oma2d1 Om-2d 3
Oma1 Oma2 " Omaad1 Omad 2
1
Hierbei st (og,0y..0,) eine geeignete

O N N - N )

Permutation von (0,1,---,m—1) fur k=1,---,d.
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Eine Schachbrett-Copula Cist genau dann eine Turm-Copula, wenn gilt:

d
pm(k1,---,kd):P[ﬂ{U,. :ki}]:% & (ki ky) = (04,0, 10.4) fUrein teT.
i=1

Beispiel: Die zum obigen Bild gehérige Turm-Copula ist gegeben durch

© = N W » U1 O N
- N W R0 N ®
- N W R N ®

N Ul oy W N b~ O

N ol W N = O
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Bernstein-Copula: (vgl. COTTIN UND PFEIFER (2014))

Bernstein-Polynom vom Grad m:

B(m,k,z) = 'I:' ZX(—z)"*, 0<z<1, k=0, meN.

Fur d € N sei wieder U= (U,,---,U,) ein Zufallsvektor, dessen Komponenten U,

einer diskreten Gleichverteilung Gber der Menge T :={0,1,---,m—1} genugen,
mit meN fur i=1,--,d und p, (k- ky [ﬂ{U k}] fur (k- ky)eT.

Dann definiert

d
¢y Uy Uy ) i= dz me kg [[B(m =1k, u,), (uy,-uy) €[0,1]
i=1

die Dichte der Bernstein-Copula C,, induziert durch U.
2. Weiterbildungstag der DGVFM e Hannover, 21. Mai 2015
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Bemerkung: Eine Bernstein-Copula kann als “geglattete” Version einer
Schachbrett-Copula aufgefasst werden, bei der die in den disjunkten Teil-
wirfeln konzentrierten Wahrscheinlichkeitmassen ,stetig” im Einheitswrfel
verteilt werden. Der obige Approximationssatz gilt analog.

Visualisierung des Glattungseffekts fir d =1:

0 X< o[ KN ><°?g<
; \\ ; E é§<
m : 5 m : 10
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Beispiel:
Glattungseffekt bei d =2 und m=4; die Verteilung von U=(U,U,) sei
durch die folgenden Tabelle gegeben:

PU=(id) 0 1 2 3

0 0,02 | 0,00 | 0,08 | 0,15
1 0,00 | 0,03 | 0,12 | 0,10
2 0,13 | 0,07 | 0,05 | 0,00
3 0,170 | 0,15 | 0,00 | 0,00

Die folgenden beiden Graphiken verdeutlichen den Glattungseffekt:
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Bernstein-Copula-Dichte (braun) vs. Schachbrett-Copula-Dichte

2. Weiterbildungstag der DGVFM e Hannover, 21. Mai 2015
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Zerlequng-der-Eins-Copula:

Naturliche Verallgemeinerung von Schachbrett- und Bernstein-Copulas, ba-
sierend auf einer Familie von Funktionen {¢(m,k,-)|0§k§m—1,meN} (so

genannte ,Zerlegung der Eins”) mit den folgenden Eigenschaften:

S

° qﬁ(mk )=1 fir meN

0

x~
I

. f¢(m,k,u)du:% fir k = 0,y m—
0

Unter den Bedingungen fur Schachbrett- und Bernstein-Copulas definiert

CO(U1,"‘, = dz ZP[H{U k}]l_[(ZS m, kr'u) (Uw""ud)E[o'”d

die Dichte der durch U induzierten Zerlegung-der-Eins-Copula.
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Bemerkung 1: Schachbrett- und Bernstein-Copulas sind spezielle Falle einer
Zerlegung-der-Eins-Copula:

Schachbrett-Copula: ¢(m, k,u) = ]l[i ﬂl(u)

m' m

m-—1

k uk (1 _ u)m—1—k

Bernstein-Copula: o(m, k,u) =

fur 0<u<1tund 0<k<m-1,meN.
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Bemerkung 2: Jede Zerlegung der Eins {¢(m,k,+)|0 <k <m—1, me N} erzeugt
eine weitere Zerlegung der Eins {¢(m,k,*)|J0<k<m—1, meN} fur festes
K eN via

K-1
de(m, ko)=Y ¢(K-m,K-k+j,) far k=0,,m—
j=0

wegen
m—1 K—1 m-1 K-m
o b (m, k) HK-m,K-k+j,o)=> ¢(K-m,i,«)=1,meN
k=0 j=0 k=0 i=0
1
m, k,u)d K-m,K-k+j,u)d —=—,k=0,--,m—1.
{qﬁK( u)du = lo[¢>( + j,u)du = ZKm —
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Visualisierung entsprechender Glattungseffekte flir Bernstein-Copulas, m=5:

1

1

08

06

04

02

08

08

02

04
02
4 0

0 6 [ok:]

K=3

g
0z 04 08 08 1

K=5
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Spezielle Erweiterungen:

e Fur jede n-dimensionale Copula C und beliebige 0<q, <1, k=1,---,n ist
auch

<1

n

n
C*(u_l'...'un) — Hul(gf(vk) 'C(U;h,"',u,?n)' O S u_l',__'u
k=1

eine Copula, Diese ist fur ungleiche «, unsymmetrisch, auch wenn die
originare Copula symmetrisch ist (z,B. bei Archimedischen Copulas).

2. Weiterbildungstag der DGVFM e Hannover, 21. Mai 2015
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Spezielle Erweiterungen:

FUr jede n-dimensionale Copula C und beliebige k € N ist auch

<1

n n

k 17k 1k
Cop(Ups-,u,) =C (U u)*), 0<uy,-u
eine Copula. Existiert der Grenzwert
C(oo)(u“”"un):l!il‘?oc(k)(uﬂ‘”’un)’ OSU«“"',U S1

n

als Copula, so heiBBt C_, Extremwert-Copula.
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Zum ersten Fall gehort folgende explizite Konstruktion:

Sei X=(X,,-,X,) ein Zufallsvektor mit der Copula C und Y =(Y,,---,Y,

n

) ein
Zufallsvektor mit unabhangigen Uber [0,1] stetig gleichverteilten Kompo-
nenten, unabhangig von X. Setze

Z, = max{X,llak,Y;/(Hk)} far k=1,---,n.

Dann hat Z :(z“...,zn) die Copula C*, denn:
Pl <u|=p| (i <urpofy <u)
- P[k(n]{xk <uy) .p[kﬁ{yk <ut)

=1 1

mit P(Z, <u,)=P(X, <up)-P(Y, <up™)=up up™ =u,, 0<uy, U

2. Weiterbildungstag der DGVFM e Hannover, 21. Mai 2015
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Zum zweiten Fall gehort folgende explizite Konstruktion:

Seien X, = (X

j1,---,Xj,,) far 1< j <k unabhangige Zufallsvektoren je mit der

Copula C. Setze
Z, == max Xk} far j=1,-

1<j<k

Dann hat Z=(Z,---,Z,) die Copula C,, denn:
n S, = i = s < 1//(}

P[Q{Z, <u;} P[D1 max X5} } p[l 1{%@;{)( L<u
= [ {X <u1/k}

_p[J

mit P(Z,gu,):P(max X, }<u1/k) (u}’k)k:u,,OSUu'”:U <1.

1<j<k n

k

{ X/, < u1/k}
j=1

D:
D»
D:

I
LN
I
LN
Il

J J

n

D»

1k 1k k 1k 1k
(X <ul™ o, X, <ulH =k (u, o ul)
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Bemerkung: Die Gumbel-Copula ist eine spezielle Extremwert-Copula, denn
mit

, 0>1

_k{ i; [—%In(u,)

= C(u““'lun)l 921

C(uy,-+,u,) = exp —{Zn:(—ln(u,-))ﬁ}

i=1

folgt fur jedes k € N

ck (u}”‘,--‘,u;’k):exp '

i=1

_k {zn:(—ln(u}’k ))9 }W] —exp

9}1/9]
= exp

s |

i=1

und somit
C=Cy=C,, furalle keN

(man sagt auch, die Gumbel-Copula ist max-stabil).
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Vernestung von Copulas (sog. Kompatibilitdtsproblem):

Frage: Seien C,,C,bivariate Copulas, Ist dann auch
CG(u,v,w) =G, (Cu,v),w) bzw. G, (u,C(v,w)) mit 0<u,v,w <1

wieder eine Copula (analog fur héhere Dimensionen)?

Antwort: Im Allgemeinen nein! Gegenbeispiel: C, = C, = W? (untere Fréchet-
Hoeffding-Schranke) ergibt

G (u,v,w) =G, (C(u,v),w)=W(u,v,w),

und dies ist keine Copula (vgl, NELSEN (2006), Kapitel 3.5).
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Vernestungen bei Archimedischen Copulas:

Sind ¢, und ¢, zwei strikte Erzeuger Archimedischer Copulas C, und C, mit
total monotonen Inversen ;" und ¢,", die zusétzlich die Bedingung erfullen:
-0, (go;‘) ist total monoton, d.h.

dk
k—1 —1 .
(-1 sz (<p1 (t)) >0 furalle keN,
so ist auch
Clu,v,w) =G, (Cu,v).w) =&, (¢ o1 (W) + 0, () + 0, (W), 0 < U, v, w <1
eine Copula (vgl, McNEIL, FREY UND EMBRECHTS (2005), Kapitel 5).

Dieses Konstruktionsprinzip kann fur geeignete Copula-Familien auf beliebige
Dimensionen erweitert werden (— Hierarchische Archimedische Copulas).
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Beispiel:

Gumbel-Copula: () = (=Int)’, ¢,(t)=(~Int)* mit a>b>1:
e (') = (_|”(<Pf1(t)))b = (—In(exp(—t"a)))b =t und

(_1)k—1d_k ( 71(t))_(_1)k—1c tb/afk >0 mit ¢, — ﬁ 2_ .
e P2 = K =z K= R JI

j=0

Damit ergibt sich als hierarchische Gumbel-Copula

Clu,v,w) =G, (C,(u,v),w)= exp[—({—ln(C1 (u,v))}b +(=Inw)’ )m,]

b/a

1/b
+(—|nw)b] , 0<u,v,w<1.

{(—Inu)a+(—lnv)a}

:exp[_
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Unendliche Zerlegung-der-Eins-Copula: (vgl. PFEIFER ET AL. (2016)):

Es seien {ga,(u)}l.€Z+ und {zpj(v)}i€Z+ Familien nicht-negativer Abbildungen fur

u,v €(0,1) mit den Eigenschaften

o D g u)=> ¢;(v)=1und
i=0 j=0
1 1
o [wlwdu=a,>0, [v,()dv=p>0 furijez".
0 0

Die Abbildungen ¢,(u) und +,(v) kénnen als Wahrscheinlichkeiten diskreter

Verteilungen Uber den nicht-negativen ganzen Zahlen Z* mit Parametern u
und v aufgefasst werden.

2. Weiterbildungstag der DGVFM e Hannover, 21. Mai 2015




DEUTSCHE GESELLSCHAFT
FUR VERSICHERUNGS-UND
FINANZMATHEMATIK e.V.

Pfeifer ¢ Abhdngigkeiten zwischen Risiken [DDGVFM

Unendliche Zerlegung-der-Eins-Copula:

Ferner mégen die GréBen {p,/} ,. die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten

ije

einer diskreten Verteilung Uber Z* xZ" mit den durch p, :Zp,j =q; und

j=0
p.;= Ep,.j =g, fur i,j€Z' gegebenen Randwahrscheinlichkeiten bezeichnen.
i=0

Dann definiert

cu,v):= iiapg @) (v), u,ve(0,1)
i—0 j=0 Q;P;

die Dichte einer bivariaten verallgemeinerten Zerlegung-der-Eins-Copula ftr
den Zufallsvektor (U,V).
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Unendliche Zerlegung-der-Eins-Copula:

Alternativ kann die Copula-Dichte dargestellt werden als

wv)=3"3"p; Fu)g,v), uve(0,)

mit o
fluy =21 g =4

. 9 far i,jeN, u,ve (0,1
o 5 (0,1).

Die Copula-Dichte c(u,v)kann also als bivariate Mischung von Produkt-Dichten

f.(u)g,;(v) aufgefasst werden, was insbesondere fir Monte Carlo Simulationen
wichtig ist.
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Bemerkung: Das Konzept der verallgemeinerten Zerlequng-der-Eins-Copula
kann wie folgt leicht auf hohere Dimensionen d > 2 verallgemeinert werden:

Dazu seien {y;(u)} _,. fur k =1,---,d diskrete Wahrscheinlichkeiten mit

i€zt

® i‘Pki(U)=1 far ue(0,1) und
i=0

1
. fgpk,(u)du:ak, >0 furieZ".
0

Ferner mégen die GroBen {p,} die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten

jez*td

einer diskreten Verteilung Uber Z'’ repréasentieren, wobei wir zur
Vereinfachung i = (i,,---,i;) schreiben, also P(Z=i)=p, i€ Z".
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Bemerkung: Das Konzept der verallgemeinerten Zerlegung-der-Eins-Copula
kann wie folgt leicht auf hohere Dimensionen d > 2 verallgemeinert werden:

Hier definiert

d d
C(U) = Z q P H@k,,'k (Uk) = Z P.H Z lefk i (uk

iEZ*dH i k=1 iczt? k=1 ak,lk ez
Ik

far u=(u,,---,u,) €(0,1)° die Dichte einer d-dimensionalen Copula, die wieder

verallgemeinerte Zerlegung-der-Eins-Copula genannt wird. Die Copula-Dichte
c(u) entspricht auch hier wieder einer (multivariaten) Mischung von Produkt-

d
dichten [ £, (u).
k=1
Zur Vereinfachung der Darstellung beschranken wir uns im Folgenden auf den

bivariaten Fall.
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Der symmetrische Fall (Diagonaldominanz)

1
Hier sei ¢, =, fur i€ Z" und fgo,.(u)du = ; >0 angenommen. Definiere
0

_ oy, fallsi=j
Py = 0, sonst.

Dann ist

c(u,v):= iM u,ve(0,1)
i=0 Q;

die Dichte einer bivariaten verallgemeinerte Zerlegung-der-Eins-Copula (mit
Diagonaldominanz).
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Beispiel (Binomialverteilung / Bernstein-Copula). Es sei, fir festes m > 2,

m-—1) . U
o Wa=uw)™, i=0,---,m-1
gpm,i(u): !

0, i>m.

Hier qilt, far i=0,---,m—1,
1

1
Qi = fsﬁ,,,,,-(u)du = fui(1_u)m—1—i du
° 0

~ (m-1! .F(i—H)l“(m—i)_ (m-1! .i!(m—1—i)!_l
i m—1—i) Tm+1  if(m—1—i)! m! m

m-—1

und daher

nl(m—1
Cm(U.V)sz[ ;
i=0

2. Weiterbildungstag der DGVFM e Hannover, 21. Mai 2015
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Bemerkung: Bei der Bernstein-Copula entsprechen die in der alternativen
Dichte-Darstellung verwendeten Terme f, den Dichten von Beta-Verteilungen

wegen

fur i=1,...,m und u€(0,1).

Al Mgy 0
f(u)= —m[ ; ]u(1 u) ~ S Timh

Damit gilt alternativ

Cnlu,v) = Zm:

et uve().
i=1 m

Die Mischfaktoren entsprechen den Wahrscheinlichkeiten einer diskreten
Gleichverteilung Gber {1,...,m}.
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Beispiel (Negative Binomialverteilung). Es sei, fur festes 3> 0,

+i—1 P
& . (1-u)yd, icz .

@ﬁ,i(u) = [

Hier gilt, fur i€ 2™,

1 1
;= f @, (u)du = f u'(1-u)’ du
0 0

_ B+ TE+N0E+1) B
inrE) TE+i+2) B+DEB+i+1)

Bi—1
2

und somit

2

B o8]
WZ(&H)WH» (v, uve(0,1).

¢;(u,v)=

B+i—1
i
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Bemerkung: Bei der negativen Binomial-Copula entsprechen die in der alter-
nativen Dichte-Darstellung verwendeten Terme f. ebenfalls Dichten von Beta-

1
Verteilungen wegen

fl) = 24 Wi)(ﬁ+i+1)[ﬁ+-i_1](1_u)auf __u-w
o A i B(i+1,8+1)

fur i=1,...,m und u €(0,1). Damit gilt alternativ

Cﬂ(U,V) ;mf(u)f;(V), u,v e (0,1)

Die Mischfaktoren entsprechen den Wahrscheinlichkeiten einer diskreten

I
B+NEB+i+1)’

Verteilung Uber N mit den Termen

2. Weiterbildungstag der DGVFM e Hannover, 21. Mai 2015




FUR VERSICHERUNGS-UND
FINANZMATHEMATIK e.V.

Pfeifer ¢ Abhangigkeiten zwischen Risiken ED ES:E:?GESELLSCHAFT

Fir ganzzahlige Werte von § kénnen die Dichten von negativen Binomial-
Copulas explizit evaluiert werden, ebenso wie die zugehoérige Copula

Xy
Cﬁ(x,y):ffcﬂ(u,v)dvdu, x,y €(0,1).
00

g | c,(uv), uve(0,)
,(=u)1-v)
! (1—uvy
> | 3 (14 3uv)(1—u)(1—vy
(1—uv)®
3 (14—8uv+6u2v2)(1—u)3(1_y)3
1—uv)
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Fir ganzzahlige Werte von § kénnen die Dichten von negativen Binomial-
Copulas explizit evaluiert werden, ebenso wie die zugehoérige Copula

Xy
Cg(x,y):ffcﬂ(u,v)dvdu, x,y €(0,1).
00

B | Cix,y) x,y<(0,)

(2—x—-y)

1 Xy
1—xy

(3—3x—3y+x2 +y? +3x%y° - x%y? —x3y2)
(1—xy)?

2 Xy
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Die folgenden Graphiken zeigen die zugehérigen Dichten ¢, fir g =1,---,6.
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Pfeifer ¢ Abhangigkeiten zwischen Risiken EDDGVFM

Die folgenden Graphiken zeigen die zugehérigen Dichten ¢, fir g =1,---,6.
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Negative Binomial-Copulas besitzen — im Gegensatz zu endlichen Zerlegung-
der-Eins-Copulas — eine positve Tailabhdngigkeit:

B 1 2 3 4 5 6 7 8 9
N (5) 1[5 ] 11 | 93 | 193 793 1619 | 26333 53381
v 2 | 8 | 16 | 128 | 256 | 1024 | 2048 | 32768 | 65536

Der Tailabhangigkeitskoeffizient ist fir ganzzahlige 3 gegeben durch

23
. 1 [ﬁ] 1
Au(ﬁ)zImmP(U>t|V>t):Iltma[jt‘cﬂ(u,v)dudv:1—4—ﬂ~1—ﬁ

mit LLmAU(ﬁ):1.
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Beispiel (Poisson-Verteilung). Es sei

@, W)=0-u)

mit L(u)=-In(1-u)>0, uc(0,1) und ~>0. Hier gilt, fur ieZ", mit der
Substitution z=L(u) und y =(1+7)z,

1 1 i i 0 ji
— — X L(U) _ Y2 ez
a,, _jo‘%'i(U)du_jo‘“ u) f du —{ i e dz

gl '1_ Y
1+~ 1+~

(— geometrische Verteilung mit Erwartungswert ~) und

v Ty, v
= -—e dy_ =
()" il

- (1+’)’)i+1

v)vzw: (v(1+ fy)ln(1'— w)n(1—v))

¢, (uv)=00+y)0-u)y(1- 7 . u,ve(0,1).

i=0
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Die folgenden Graphiken zeigen die zugehdrigen Dichten ¢, fur v =1,2,5.

7:1 ’)/:2 7:5

Poisson-Copulas besitzen im Gegensatz zu negativen Binomialcopulas keine
Teilabhangigkeit.
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Der unsymmetrische Fall

Wir zeigen hier nur eines von vielen mdglichen Beispielen.

Sei dazu M, =[p,| _ fur n€Z" eine unsymmetrische (n+1)x(n+ 1)-Matrix

i,j=0, -,
mit
Zpik :Zpki =q; fari=0,-,n
k=0 k=0
und
o;, fallsi=j fur i
= ar i,j>n.
Py 0, sonst J
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Beispiel (negative Binomial-Copula, unsymmetrischer Fall). Wir betrachten die

R , , : 1 1
negative Binomialverteilung mit g8 =1. Dann ist q; :‘[%,(u)du:m
far ieZ*. Mit n=4 und

18 55 0 2
0 0 0 0O
M, :% 0 5000
0 0030
2 0000O
erhalten wir fur u,v €(0,1)
c(u,v) :f;f; i ¢,(U)<P,(V)—ZZ Pi oo+ 3 g e w).
i—0 j=0 & i=0 j=0 O;C; k=n+1 O
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Explizit ergibt sich

(1—u)(1—-v)

cluv) = 5(1—uv)?

H(u,v), u,v €(0,1)
mit dem Polynom
H(u,v) =150u’v’ — 450u®v® —10u’v? +510u°v® — 10Uy’ —30u°v* — ...
...— 1043’ +30uv® —300u’v® +30ubv? —5uv® + 80UV — ...
...—30u’v + 94u3v? +30uPv? —30uv® — 60UV + 15u%Ve + ...
...+ 10u* +18u?v? —30uv® +10v* —15uv? + 10v?> —18uv + 10U + 5v + 6.
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Graph von c(u,v) Graph von c(u,v)—c(v,u)

Die zugehorige Copula C hat den gleichen Tailabhdngigkeitskoeffizienten
A, =1/2 wie im symmetrischen Fall.
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Teil Il: Anwendungen
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Nach dem Satz von Sklar: Trennung der Randverteilungen von der Copula:

Cuy+,u,) =H(F (U, +F, (,)) far u,,--,u, €[0,1]

Gegeben:
k unabhéngige Beobachtungen (in Spalten) x,;,---,x,; je Dimension j (in Zeilen)
1. Ansatz (Transformationsmethode bei stetiger Verteilung):
e Schatze die (stetigen) Randverteilungsfunktionen F,---,F, (parametrisch
oder nicht-parametrisch)
e Transformiere zeilenweise die Daten x,,---,x, auf v, :I-](x1j),~--,
Vyi :Fk(xkj); setze v, = (v, v;,) fur i=1,--,k

e Verwende v,,---,v, als Stichprobe aus der zu Grunde liegenden Copula.
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Hintergrund: Fir die zu Grunde liegenden Zufallsvariablen X; gilt bei

Stetigkeit: Fj(X/.) ist stetig tber (0,1) gleichverteilt, so dass

P[fyr ) <) H(E ) F )~ )

j=

far u,---,u, €(0,1) folgt.
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2. Ansatz (sog. empirische Copula):

e Transformiere zeilenweise die Daten Xij0m 0 Xy auf ihre relativen Range

1 .
r”-,"’,rkj S n—_H,"',n—_H ’ setze r, :(r”,'”,rin) fUr I:1,"‘,k

e Verwende r,,---,r, als Stichprobe aus der zu Grunde liegenden Copula.

Dieses Verfahren entspricht dem ersten Ansatz, wenn man als Schatzer die

(skalenkorrigierten) empirischen Verteilungsfunktionen l:],---,l:',, verwendet.
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Beispieldatensatz: n=2, k =20 (vgl. COTTIN UND PFEIFER (2014))
Nr. | Schaden X | Schaden Y 3
1 0,468 0,966
2 9,951 2,679 ¢
3 0,866 0,897 25
4 6,731 2,249 .
5 1,421 0,956 2
6 2,040 1,141 || > p
7 2,967 1,707 || & g
8 1,200 1,008 || 2 .
9 0,426 1065 || % | o |8s %
10 1,946 1,162 PRl i
11 0,676 0,918 *
12 1,184 1,336 0.5
13 0,960 0,933
14 1,972 1,077 0
15 1,549 1,041 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 N
16 0,819 0,899 Schiden X
17 0,063 0,710
18 1,280 1,118
19 0,824 0,894
20 0,227 0,837
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Schatzung der Randverteilungen mit Q-Q-Plots:

o

¥ =1,1909x + 0,0954 y =0,9516x - 0,4028

In(X)-Daten angepasst an

Normalverteilung Gumbelverteilung
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Schatzung der Randverteilungen mit Q-Q-Plots:

DGVFM
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y = 0,3305x + 0,1059

1.0

y =0,2857x - 0,0437

-

In(Y)-Daten angepasst an

Normalverteilung

Gumbelverteilung
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Schatzung der Randverteilungen mit Q-Q-Plots:

Entscheidung: X ~ lognormalverteilt, Y ~ Fréchet-verteilt

Geschatzte Parameter:

In(X) In(Y)

Verteilung Normal Gumbel
w=0,0954 w=—0,0437

Parameter

o =11909 0 =0,2857
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Nr. | R(X) | R(Y)
110,236 | 0,380
2 | 0968 | 0,973
3 | 0,420 | 0,285
4 | 0,936 | 0,951
5] 0585 | 0,366
6 | 0,698 | 0,582
7 | 0,798 | 0,876
8 | 0,529 | 0,434
9 | 0,213 | 0,502

10 | 0,684 | 0,602

11 | 0,341 | 0,314

12 | 0,525 | 0,732

13 | 0,454 | 0,335

14 | 0,688 | 0,516

15 | 0,613 | 0,474

16 | 0,402 | 0,288

17 | 0,008 | 0,058

18 | 0,551 | 0,559

19 | 0,404 | 0,281

20 | 0,093 | 0,202

Schaden Y quantiltransformiert

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0
0,0

0,2 0,4 0,6 0,8

Schaden X quantiltransformiert

1,0
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Ne | B0 | BT
1 0,190 0,429
2 0,952 0,952
3 0,381 0,190
4 0,905 0,905
5 0,619 0,381
6 0,810 0,714
7 0,857 0,857
8 0,524 0,476
9 0,143 0,571

10 0,714 0,762

11 0,238 0,286

12 0,476 0,810

13 0,429 0,333

14 0,762 0,619
15 0,667 0,524
16 0,286 0,238
17 0,048 0,048

18 0,571 0,667

19 0,333 0,143

20 0,095 0,095

Schaden Y empirisch transformiert

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0

0,0

0,2 0,4 0,6 0,8

Schaden X empirisch transformiert

1,0
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1,0
...
*
b .
08 —
*
O »
.
06 = . o "
0y ‘e
* L
o .
0.4 5 o®
*e
. * o
*
0.2 - -
*
*
e
0,0
0,0 0,2 0.4 0.6 0,8 1.0
Vergleich Transformationsmethode (blau) vs. Empirische Copula (rot)
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Diskussion beider Methoden:

e Bei der Transformationsmethode geht die Schatzung der Rand-
verteilungen explizit in die Schatzung der Copula ein; — sensibel bzgl.
Modellfehlern in den Randverteilungen; ,echte” Stichprobe der Copula

e Bei der empirischen Copula geht die Schatzung der Randverteilungen nicht
explizit in die Schatzung der Copula ein; — unsensibel bzgl. Modellfehler
in den Randverteilungen; aber: nur ,Pseudo-Stichprobe” der Copula
(tendenziell zu gleichmaBig, keine Punkthaufungen)

e Bei sehr groBBen Stichprobenumfangen nahern sich beide Methoden an.
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Zusammenhang Copula C(u,,---,u,) < Copula-Dichte c(u,,---,u,):

an

= <1
du,---0u,

c(uy,--,u,) C(uy,---,u,), 0<u,--,u

n

Parametrische Schatzverfahren flar Copula-Dichten:
e  Maximum-Likelihood-Methode ( — Archimedische Copulas)
e Korrelationsvergleiche ( — Gauf3-, t-Copula)

Nicht-parametrische Schatzverfahren fir Copula-Dichten:

e Zerlegung-der-Eins-Copulas ( — Bernstein-Copula, negative Binomial-
Copula, ...)
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Bernstein-Copula:

clu,v) = Zm:p,-jﬁ(u)ﬂ(v)

mit Dichten f, der B(i+1,m—i) -Verteilung, mit Stichprobenumfang m. Die
Gewichte p; erhalt man mittels der empirischen Turm-Copula direkt aus den

Daten Uber die Rangvektoren; je Zeile und Spalte genau ein Eintrag der GréBe

i. [Das Verfahren funktioniert analog in héheren Dimensionen.]
m

Fir eine Monte Carlo Simulation zum obigen Beispiel wahlt man daher nach
einer diskreten Gleichverteilung eine der 20 Zeilen der nachfolgenden Tabelle
mit dem Eintrag (j,j) und daraus die Beta-Verteilungen B(i+1,m—i) bzw.

B(j+1,m—j) fur f. bzw. f.
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Monte Carlo

Simulation der
Bernstein-Copula
zum obigen Beispiel
vom Umfang 10.000

N i J
1 4 9
2 | 20 | 20
3] 8] 4
4 |19 | 19
513 8
6 |17 | 15
7 | 18 | 18
8 | 11 ] 10
9| 3] 12
10 | 15 | 16
1] 5] 6
12 |10 | 17
3] 9] 7
14 | 16 | 13
15 14 11
6] 6] 5
17 | 1] 1
18 12 14
19 7] 3
20| 2] 2

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Monte Carlo
Simulation einer

angepassten
negativen Binomial-
Copula zum obigen
Beispiel vom
Umfang 10.000

N i J
1 4 9
2 | 20 | 20
3] 8] 4
4 |19 | 19
513 8
6 |17 | 15
7 | 18 | 18
8 | 11 ] 10
9| 3] 12
10 | 15 | 16
1] 5] 6
12 |10 | 17
3] 9] 7
14 | 16 | 13
15 14 11
6] 6] 5
17 | 1] 1
18 12 14
19 7] 3
20| 2] 2
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Monte Carlo

Simulation einer
angepassten GauB3-
Copula zum obigen
Beispiel vom
Umfang 10.000

N i j
1 4 9
2 |20 | 20
3 8 4
4 119119
5113 8
6 | 17 [ 15
7 118 | 18
8 11 10
9 3112
10 | 15 | 16
11 5 6
12 | 10 | 17
13 9 7
14 16 13
15114 11
16 6 5
17 1 1
18 | 12 | 14
19 7 3
20 2 2 0,0 0,1 02 03 0,4 05 0,6 07 0,8 0,9 1,0
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Vergleich verschiedener Copula-Simulationen far das Summenrisiko
zum obigen Beispiel (empirische Quantilfunktion aus 50.000 Simulationen)

4 Copula VaR, go5(X +Y)
— Bernstein VaRy go5(X +Y) Bernstein 28,03
40 :giﬁg“" nemia L neg. Binom. 28,72
el /[/// GauB 28,07
35 % Worst VaR 31,71

30
?{/ Copula Korr(X,Y)
25 {/ VaRy 405 (X) = 23,64 Bernstein 0,5437
VaRoos (1) = 4,74 neg. Binom. 0,9072
VR gos (X) + VaRg g5 (Y) = 28,38
2 , ‘ ‘ GauB 0,8278
0,993 0,994 0,995 0,996 0,997 0,998 Worst VaR 0,0076
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Missverstandnisse zum Verhaltnis von Korrelation und Diversifikation:

"Diversification arises when different activities complement each other, in the
field of both return and risk. [...] The diversification effect is calculated by
using correlation factors. Correlations are statistical measures assessing the
extend to which events could occur simultaneously. [...] A correlation factor of
1 implies that certain events will always occur simultaneously. Hence, there is
no diversification effect and two risks identically add up. Risk managers tend
to say that such risks are perfectly correlated (i.e., they have a high correlation
factor), meaning that these two risks do not actually diversify at all. A
correlation factor of 0 implies that diversification effects are present and a
certain diversification benefit holds.”

[DoFrF (2011), p. 2491.]
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Missverstandnisse zum Verhaltnis von Korrelation und Diversifikation:

"Diversifikationseffekte: eine Reduzierung des Gefahrdungspotenzials von
Versicherungsunternehmen und -gruppen durch die Diversifizierung ihrer
Geschaftstatigkeit, die sich aus der Tatsache ergibt, dass das negative Resultat
eines Risikos durch das gunstigere Resultat eines anderen Risikos ausgeglichen
werden kann, wenn diese Risiken nicht voll korreliert sind.”

[Gesetz zur Modernisierung der Finanzaufsicht Uber Versicherungen vom 1.
April 2015, Bundesgesetzblatt (2015) Teil | Nr. 14, p. 441]
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Missverstandnisse zum Verhaltnis von Korrelation und Diversifikation:

In internen Modellen zu Solvency Il wird meist unterstellt, dass der “Worst
Case” in Bezug auf das RisikomaB Value at Risk bei der Aggregation von
Risiken fur den Fall der Komonotonie erreicht wird (,,Rank Tie Copula”).

Dies ist leider nicht zutreffend (vgl. PreiFEr (2013)), wie neuere Unter-
suchungen von PUCCETTI UND RUSCHENDORF (2012) und PUCCETTI UND WANG (2015)
zeigen, Stichworte: Rearrangement-Algorithmus, Mixability Concept. Im Fall
von zwei Dimensionen wird der ,Worst Case” fir Copulas erreicht, die - im
Gegensatz zur Intuition - im oberen Bereich eine lokale Kontramonotonie
aufweisen. Hier verhalt sich der Value at Risk lokal superadditiv (vgl. Folie 93).

Der Fall der Komonotonie fuhrt in der Regel zur Additivitat des Value at Risk.
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