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1. Zufallszahlen 
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1. Zufallszahlen 
Praktisch alle computer-orientierten Verfahren zur Simulation (Monte Car-
lo Verfahren) beruhen auf so genannten Pseudo-Zufallszahlen ,nz  die  al-
gorithmisch erzeugt werden und die die Eigenschaften stochastisch unab-
hängiger, über dem Intervall [ ]0,1  stetig gleichverteilter Zufallsvariablen (so 
genannte Standard-Zufallszahlen) imitieren. Ein klassischer Ansatz stammt 
aus der Zahlentheorie (Algebra): Hier wählt man 
 

1: , : modn
n n n

u
z u a u m

m += = ⋅  

 

mit geeigneten natürlichen Zahlen ,a mÎ  und einem von Null verschie-
denen Startwert 00 .u m< <  Die Rechenvorschrift 1 : modn nu a u m+ = ⋅  be-

deutet dabei, dass man den zwischen 0 und 1m-  liegenden Divisionsrest 
von na u⋅  bei Teilung durch m ermittelt.  
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Beispiel 1: = = =045659 (Primzahl), 1113, 5555m a u  

⋅
= = = =0 0

0 1

6.182.715
0,12166...; =135.41065...; 0,41065...

45.659
u a u

z z
m m

 

 

 n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 nz  0,122 0,411 0,057 0,062 0,595 0,306 0,099 0,084 0,069 0,712 0,890 

 

 n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
 nz  0,241 0,872 0,276 0,678 0,009 0,848 0,877 0,932 0,043 0,168 

 

 n 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
 nz  0,625 0,042 0,241 0,652 0,465 0,218 0,082 0,802 0,540 0,292 

 

 n 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
 nz  0,498 0,318 0,286 0,258 0,812 0,973 0,676 0,181 0,666 0,797 

 

 n 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 
 nz  0,543 0,460 0,513 0,821 0,894 0,945 0,132 0,184 0,273 0,168 
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Beispiel 1: = = =045659 (Primzahl), 1113, 5555m a u  
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Um zu vermeiden, dass der Algorithmus die Zahl 0 erzeugt, wird für m in 
der Regel eine Primzahl oder Primzahlpotenz verwendet; a und m müssen 
dabei teilerfremd sein.  

nz

n
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Leider können vor allem im Mehrdimensionalen durch solch einfache Ver-
fahren unerwünschte Nebeneffekte auftreten (z.B. Konzentration konse-
kutiver Zufallszahlen auf niedrig-dimensionale Gitter). In modernen Ansät-
zen werden daher Matrix-Multiplikationen verwendet, um unmittelbar 
höherdimensionale Zufallsvektoren zu erzeugen, oder mehrere rekursive 
Verfahren, die durch eine geeignete Schieberegister-Technik miteinander 
verschnitten werden. 

 

Für praktisch alle Programmiersprachen und Tabellenkalkulationssysteme 
gibt es Befehle zur Erzeugung von Standard-Zufallszahlen. 
 

In EXCEL ist das etwa:  fx  = ZUFALLSZAHL() 
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Beispiel 2: 
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2. Erzeugung spezieller  

            statistischer Verteilungen 
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2. Erzeugung spezieller statistischer Verteilungen 
Die so genannte Inversionsmethode beruht auf folgender allgemeingülti-
ger Beobachtung: bezeichnet man wie üblich mit F die Verteilungsfunktion 
einer reellen (diskreten, stetigen oder gemischt stetig-diskreten) Zufallsva-
riablen X und die Quantilfunktion 1F-  durch 
 

{ }1( ) : inf | ( ) , 0 1,F u x F x u u- = Î ³ < <  

so gilt: 
 

 : ( )U F X=  ist eine Standard-Zufallszahl, wenn F stetig ist; 
 

 1: ( )Z F U-=  ist – ohne Einschränkung – wie X verteilt, wenn U eine Stan-
dard-Zufallszahl ist. 
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Die Inversionsmethode ist insbesondere für die Erzeugung diskreter Vertei-
lungen geeignet. Sie kann unter anderem in EXCEL leicht implementiert 
werden. 
 
Eine Veranschaulichung des Verfahrens zeigt die folgende Graphik für eine 
diskrete Zufallsvariable mit den Werten { }0,1, ,6 .  
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Nach Drehung der Ordinatenachse: 

 
 

Hier wird durch U der diskrete Zufallswert „4“ generiert. Fällt die Standard-
Zufallszahl U in das Intervall ( ]( 1), ( )F k F k-  mit ( 1) 0,F - =  so wird :Z k=  ge-
setzt; dann gilt nämlich 
 
 

( )( )( ) 1 ( ) ( ) ( 1).P Z k P F k F k F k F kU= = - - -< £ =  
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Beispiel 4: diskrete Gleichverteilung über der Menge { }1,2, , :n  hier ist  
 

( ) , 0, ,
k

F k k n
n

= =   

 

mit Z k=  genau dann, wenn 
1k k

n n
U< £

-
 ist. Damit erhält man einfacher 

 

UZ né ù= ⋅ê ú    oder   1,Z n Uê ú +ë û= ⋅  

wobei  
 

{ }: min |z m z mé ù = Î £ê ú   die nach oben aufgerundete 

{ }: max |z m z mê ú = Î ³ë û   die nach unten abgerundete 
 

nächste ganze Zahl zu z ist. 
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Mit der Inversionsmethode lassen sich darüber hinaus alle stetigen Vertei-
lungen einfach generieren, die eine geschlossene Darstellung der Vertei-
lungsfunktion F und ihrer Umkehrfunktion (Quantilfunktion) 1Q F-=  besit-
zen. Dazu gehören u.a. die Exponential-Verteilung, Weibull-Verteilung, 
Fréchet-Verteilung, Pareto-Verteilung, Logistische und Loglogistische Vertei-
lung. 
 

In EXCEL existieren dazu u.a. folgende weitere Funktionen: 
 

 
Normalverteilung:  
 

( ) :F x  fx = normvert m s( , , ,x wahr), Îx   m sÎ >( , 0)  

( ) :Q u  fx = norminv m s( , , )u , < <0 1.u  
 



Dietmar Pfeifer  Monte Carlo Methoden 15 

                                                                        Universität Oldenburg, 18. Juni 2024 

 
 
 



Dietmar Pfeifer  Monte Carlo Methoden 16 

                                                                        Universität Oldenburg, 18. Juni 2024 

Gammaverteilung:  
 

( ) :F x  fx = gammavert a b( , , ,x wahr), Îx   a b >( , 0)  

( ) :Q u  fx = gammainv a b(u, , ), < <0 1.u  
 

Hierbei ist b
l

=
1  in der Standardnotation der Gammaverteilung. 
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Betaverteilung:  
 

( ) :F x  fx = betavert a b( , , ,x [A],[B]), < <0 1x  a b > < <( , 0, 0 )A B  

( ) :Q u  fx = betainv a b(u, , ,[A],[B]), < <0 1.u  
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Die Standard-Betaverteilung mit den Parametern a  und b  besitzt die Vertei-

lungsdichte  
 

a b

a b
a b

- --
= < <



1 1(1 )
( ; , ) , 0 1.

( , )
x x

f x x    

 

Hierbei bezeichnet a b( , )  die sogenannte Beta-Funktion, die definiert ist 

durch 

a b
a b

a b
G G

=
G +


( ) ( )

( , )
( )

 

mit der Euler’schen Gamma-Funktion 
¥

- -G = ò 1

0

( ) x tx t e dt  für > 0.x   
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graphische Darstellung von Dichten verschiedener Beta-Verteilungen 
 

    a b= =1,2 1,6      a b= =2,2 2,6        a b= =12 2,6        a b= =12 55  
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3. Ein Anwendungsbeispiel aus der 

Versicherungswirtschaft 
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3. Ein Anwendungsbeispiel aus der Versicherungswirtschaft 
Wir simulieren den zeitlichen Verlauf einer Versicherungssparte über 10 Jah-
re in der Zukunft.  
Eingabeparameter: 
Wie viele Policen sind prozentual (zufällig) von einem Schaden betroffen? 
(Betaverteilung) 
Wieviel Prozent der Versicherungssumme (zufällig) macht die Schadenhöhe 
aus? (Betaverteilung) 
Wie hoch ist die (zufällige) jährliche Wachstumsrate der Policen? (Betaver-
teilung) 
Wieviel Prozent der Versicherungssumme macht der Tarif aus? (fix) 
Wie hoch ist der Kostensatz in Prozent der Prämien? (fix) 
Ausgabe: 
Jährliche Schadenquoten – Combined Ratios 
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