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1. Copulas — ein kurze Einflihrung
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1. Copulas - eine kurze EinfUhrung

Eine Copula ist eine Funktion C von d Variablen auf dem Waurfel [0,1° mit folgen-
den Eigenschaften:

1. Der Wertebereich von Cist das Einheitsintervall [0,1];

2. C(u)=0 furalle u in [0,1]?, fur die mindestens eine Komponente 0 ist;

3. C(u) =u, falls alle Koordinaten von u gleich 1 sind auBBer der k-ten;

4. C ist A-monoton in dem Sinne, dass fur alle a<b in [0,1° das MaB AC?, das
C dem Intervall (a,b]=(a,, b,1x---x(a,,by] beimisst, nicht-negativ ist, d.h.

AC = > (D7 C(ea+0—gby, 58, +(1—c,)by) > 0.
(51,---,5d)€{0,1}d

In anderen Worten: Eine Copula C ist die Verteilungsfunktion eines d-dimensionalen
Zufallsvektors mit uniformen stetigen Randverteilungen tber (0,1).
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1. Copulas - eine kurze EinfUhrung

Sklar’s Theorem: Es sei H eine d-dimensionale Verteilungsfunktion mit Randvertei-
lungsfunktionen F,,---,F,. Dann existiert eine Copula C, so dass

H(x, - x4) = C(F(x,),--, F,(xy)) furalle x,,---, x4 €R.

Wenn alle Randverteilungsfunktionen stetig sind, ist die Copula eindeutig bestimmt,
anderenfalls ist sie nur eindeutig auf den Wertebereichen der F,---,F, bestimmt.

Umgekehrt gilt bei Stetigkeit: bezeichnen F',---,F, " die (Pseudo-)Inversen bzw.
Quantilfunktionen der Randverteilungsfunktionen, dann ist

Cuy,+,ug) = H(F (uy)Fy () far uy,-,u, €(0,1)

eine Reprasentation der Copula.

Pseudo —Inverse einer Verteilungsfunktion F:  F'(u) =inf{x e R|F(x) >u }]
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1. Copulas - eine kurze Einfihrung

Fréchet-Hoeffding-Schranken:

d
maxiZU, +1—d,0} =W (u) <C(uy,...,uy) < M (u) == min{u,,...,u, },

i=1

keine Copula fur d > 2 stets Copula
Représentanten: (X,1— X) (X, X\, X)
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1. Copulas - eine kurze EinfUhrung

o Die Copula hdngt - im Gegensatz zu den Korrelationen - nicht von den Randver-
teilungen der Einzelrisiken ab.

¢ Die (mehrdimensionalen) Randverteilungsfunktionen von Copulas sind ebenfalls
Copulas.

e Die Copula charakterisiert bei Stetigkeit der Randverteilungen die gemeinsame
Abhangigkeitsstruktur der Einzelrisiken eindeutig.

e Die Copula ist invariant gegen alle gleichsinnig monotonen Transformationen
der Einzelrisiken, insbesondere nichtlineare.

e Paarweise Korrelationen zwischen Einzelrisiken X und Y kénnen Uber die Copula

ausgedruckt werden, aber nicht umgekehrt:

Kov(X,Y) = [ [[C(F(x).F (y)) = F(x)F, (y)]|dx dy.

—00 —00
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1. Copulas - eine kurze EinfUhrung

Man kann grob drei Typen von Copulas unterscheiden:

1. Copulas, die nur implizit angegeben, aber explizit stochastisch konstruiert wer-
den kénnen und damit auch einfach simulierbar sind (GauB-, t- und allgemeiner
die elliptisch konturierten Copulas)

2. Copulas, die explizit angegeben werden kénnen, aber in der Regel nur aufwan-
dig stochastisch konstruierbar sind (Archimedische Copulas, Vine-Copulas)

3. Copulas, die explizit angegeben werden und explizit stochastisch konstruiert
werden kénnen (Patchwork-Copulas, Zerlegung-der-Eins-Copulas, Singuldre Mi-
schungs-Copulas).
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1. Copulas - eine kurze Einfihrung
Beispiele fur Copulas vom Typ 1 (X = positiv-definite symmetrische Matrix):

GauB-Copula C¢:

o N (wy) 2 (u,)

Cé(u,---u,)= f 1 ex —thr2_1V dv,--dv,
o 7 A2m)" det(X) 2
t-Copula Cy mit v € N Freiheitsgraden:
7 w) ot () r H—Tn 1 J/zn
Céf(u“...lun): f [1+_vtr2—1v] dV1"'an
12

A r[;] (70) det(®)
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1. Copulas - eine kurze Einfihrung

Monte-Carlo-Simulation einer GauB-Copula C¢: Zufallsvektor X:(X,,---,Xd)"
folgt einer GauB-Copula C¢ (ber die Konstruktion

X =®(AY) (koordinatenweise) mit der Verteilungsfunktion & der Standard-
Normalverteilung, ¥ = AA"” (z.B. durch Spektral- oder Cholesky-Zerlegung) und
Y:(Y1,---,Yd)t'mit stochastisch unabhangigen, jeweils standard-normalverteilten
Koordinaten Y,,---,Y, . Fir d =2 ergibt sich einfacher

2 . 1 P 1 0
X, =a(Y,), X, :<I>(pY1+ 1-p YZ), wobei ¥ =

P

und A=

5|

p 1=p

Dietmar Pfeifer e« Olena Ragulina Generating unfavourable VaR scenarios with patchwork copulas 9



Mathematisches Kolloquium, 17.1.2024

universitdt |OLDENBURG

1. Copulas - eine kurze Einfihrung

Beispiele fur Copulas vom Typ 2: Archimedische Copulas:

Diese sind charakterisiert durch ihren so genannten Erzeuger o vermoge

far uy,---,u, €[0,1].

d
C¢(U1,"‘:Ud) = 901[Z<P(Ui)

Spezialfall:
o(x)=—Inx
mit

1

O L

= exp[ilnui
i=1

i=1

(Unabhangigkeitscopula IT)
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1. Copulas - eine kurze Einfihrung
Charakterisierung “geeigneter” (so genannter strikter) Erzeuger:

Sei ¢:(0,1—R stetig, streng monoton fallend und konvex mit ¢(1)=0 und

Iig\gp(z): oo; ¢ ' bezeichne die zugehérige Inverse auf dem Intervall [0,00). Dann

ist die durch

d
CW(U1,...,ud):@1[ng(Ui) far wu,---,uy €[0,1]
i=1

gegebene Abbildung C_ eine Copula fir n=2. Sie ist eine Copula fur alle n>2

genau dann, wenn ¢ ' total monoton ist, d.h. wenn gilt

(=1 k<p’1(s)>0 fur alle k€N und s>0.

Dietmar Pfeifer e Olena Ragulina Generating unfavourable VaR scenarios with patchwork copulas 11



Mathematisches Kolloquium, 17.1.2024

umversatat OLDENBURG

1. Copulas - eine kurze Einfihrung

Nach einem klassischen Satz von Bernstein kénnen die Inversen solcher Erzeuger als
Laplace-Transformierte nicht-negativer Zufallsvariablen Z dargestellt werden ver-
moge

v (s)=E(e %), s>0,

denn:

k

¢ '(0)=1, ||m<pf1(5)—0 und (—1)¢ k<p’1(S)— (Zke?)>0

far alle k€N und s>0.
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1. Copulas - eine kurze Einfihrung

Die Erzeugung von Zufallsvektoren U mit einer Copula von diesem Typ erfolgt in
drei Schritten:

e Erzeuge eine Zufallszahl Z mit der Misch-Verteilungsfunktion G.
e Erzeuge (auch von 2) unabhéngige Standardzufallszahlen W,,---,W,.
G(-Inw)  G(-In(w,)

e Setze U=
V4 Z

mit der zugehorigen Laplace-Transformierten é(t):fe’tx dG(x), t>0. Die zu G
0

gehorige Verteilung kann also auch als eine Mischverteilung fur den Verteilungs-
Parameter in der Familie der Exponentialverteilungen aufgefasst werden.
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1. Copulas - eine kurze Einfihrung

Beispiele:
Name | Copula C, Erzeuger ¢, | Mischverteilung
J —1/6
Clayton Zui" —d+1 >0 l(t—e _ 1) 1"[1 l]
i=1 ' ' 9 0'0

Gumbel | exp

{ij—mw)}w

i=1

, 0>1 (~Int)’ positiv stabil

—0t

,0>0 | _jp1—€

et | esfe)

1 _ 1—e™™
Frank —gln[1—(1—e 9)1_[{ P }

i1
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1. Copulas - eine kurze Einfihrung
Tail-Abhangigkeit fur Copulas (falls existent): mit Reprasentanten U = (U,,U,):

obere: ), := lim P(U, > t|U, > 1)
untere: ), := lim P(U, <t|U, <t)

Beispiele:

A, =0 fur GauB-Copula mit p <1, untere Fréchet-Hoeffding-Schranke
A, =1 fur obere Fréchet-Hoeffding-Schranke,

My =2-2"" fur Gumbel-Copula C(u,,u,)=exp , 0>1

{22: —In(u) }W

i=1
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2. Copulas bei diskreten Verteilun-
gen
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2. Copulas bei diskreten Verteilungen

Bei diskreten Verteilungen ist die unterliegende Copula nicht eindeutig bestimmt.
Dies soll folgendes Beispiel illustrieren:

X,, X, seien 8[1,1] binomialverteilte Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Vertei-

lung
P(X, =1, X, = ) i
=0, %= -
! ! 0 1 P(X, =)
1 1
b=—— -
) 0 a > a 3
1] b=21_2a a il
2 2
) 1 1
P(X, =i — _
bo=1 2 2
1
mn0<a§§
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i
P(X, =i, X, = j) .
! : 0 1 P(X, = J)
1 1
0 b=__ 1
; a 2 ° 2
1] b=l_s a 1
2 2
. 1 1
P(X, =i = —
(X, =1) > >

1. Variante: GauB-Copula-Reprasentant U mit p = —cos(2ra)

2. Variante: Patchwork-Copula-Reprasentant U = (U,,U,) mit Dichte

(u,v)+4a-1 (u,v)+4b-1 (u,v)+4b-1 (u,v)
| b S s

fluv)=4a-1
s 4 It s
0, wenn U <l 0, wenn U <l
Konstruktion: X, ={ T2 X, =" 272
1, sonst 1, sonst
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Copula-Simulation far a = 0.4 bzw. p = 0.80902
links: GauB3-Copula, rechts: Patchwork Copula
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3. Zerlegung-der-Eins-
Copulas
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas

Gegeben sei eine Familie von Funktionen {¢(m,k,u)l0<k<m-1,meN,0<u<1}

(so genannte [endliche] ,,Zerlegung der Eins”) mit den folgenden Eigenschaften:

—1

3

g

o(m,k,+)=1 fir meN

0

s(m, k,u)du :% fir k=0, m—1.

[ ]
ot—- 1

Ferner sei p,, =[p,(k,.---,k;)] ein d-dimensionaler uniformer Kontingenztensor (d.h.

p enthalt alle Elementarwahrscheinlichkeiten eines diskreten d-dimensionalen Zu-
fallsvektors U= (U,,---,U,), dessen Randverteilungen diskrete Gleichverteilungen

tber T ={0,---,m—1} sind). Dann definiert
m— d
€, (Up,eUy) = dz me(k1, k[ Jo(mk,u;), (U, uy) €(0,1)°
o= i=1

die Dichte der durch U induzierten Zerlegung-der-Eins-Copula.
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas
Schachbrett-Copula: (auch Box-Copula, vgl. HUMMEL UND MARKERT (2012))
Fir d e N bezeichne

f—l far (k- k,)eT.

Die Gesamtheit dieser Intervalle beschreibt eine Zerlegung des d-dimensionalen Ein-
heitswirfels in m® gleichvolumige Teilwirfel der Kantenldnge 1/m. Die zugehérige
Dichte c,,, der Schachbrett-Copula C, ist dann definiert durch

m=1 m-1
Con = m° Z o Z Prm (k1' e kd) ]l’h.--nkd )
0 ky=0

k=

Hier ist speziell ¢(m, k,u) = ]l[k ().

m' m
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas

Beispiel: Es sei d =2 und m = 3. Betrachte die Kontingenztafel

i
PU, =i, U, = j) _
‘ ? 0 1 2 | PWU,=))
ol &1 A | o 1
30 | 30 3
. 2 5 3 1
j (R I 2
30 | 30 | 30 3
o I L 1
30 | 30 | 30 3

. 1 1 1

PWU, =i = = =

(U, =1i) 5 5 5
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas

S
SRR

Ty

N\
SR
IRTRRRR
N
R

N
N

N
N

N

Copula G (v,,v,)
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas

Approximationssatz: Jede Copula C in d Dimensionen kann gleichmaBig durch eine
Folge {Cpy},., von Schachbrett-Copulas approximiert werden. Eine Wahl zuléssiger

Parameter ist hierbei gegeben durch

far (k,,--.ky)eT?,

d |k; k. +1
Pk, = P(Z € Ik1l"':kd ) = P[ﬂ{_/ < Zj < /m }

j=1

wobei Z=(Z,---,Z,) einen Zufallsvektor mit der Copula C bezeichne.
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas

Turm-Copulas:

Spezielle Schachbrett-Copulas, die ihre Wahrschein-
lichkeitsmasse so verteilten wie die Positionen von
Schachtirmen, die sich gegenseitig nicht bedrohen. In
d Dimensionen kann eine Turm-Copula folgenderma-
Ben mit Hilfe von Permutationen konstruiert werden:

Oo1 002 00,41 Ood
O 01z U O1g O1g
M= : :
Om21 Oma22 " Oma2d1 Omad
Om11 Omaz " Omada1 Omad

Hierbei ist <00k,01k,-~,0m711k) eine geeignete Permutation von (0,1,---,m—1) fur
k=1,-,d.
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas

Eine Schachbrett-Copula Cist genau dann eine Turm-Copula, wenn gilt:
d

P (Kyue i ky) = P[ﬂ{U,. = k,.}] :% & (kyoiky) = (000,000 10, 4) fUrein teT.
i=1

Beispiel: Die zum obigen Bild gehérige Turm-Copula ist gegeben durch

N U oy W N DM~ O
O = N W b~ U1l OO N
O - R
O

N o vl pWN - O
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas

Bernstein-Copula: (vgl. COTTIN UND PFEIFER (2014), PFEIFER UND RAGULINA (2020))

Bernstein-Polynom vom Grad m:

B(m,k,z) = r: zZ(1—z)"*, 0<z<1 k=0,---,meN.
Hier definiert
m—1 m—1 d
Co (U oty ) i=m?> > p Ky k) [[B(M—kiuy), (uy,-,uy) €101
k=0  ky=0 i1

die Dichte der Bernstein-Copula C,, induziert durch U. Es ist speziell

m-—1

o(m, k,u) = B

u“(1—u)™"*. (Dichte der B(k +1,m —k)-Beta-Verteilung!)

Dietmar Pfeifer e Olena Ragulina Generating unfavourable VaR scenarios with patchwork copulas 28



Mathematisches Kolloquium, 17.1.2024

universitdt |OLDENBURG

3. Zerlegung-der-Eins Copulas

Bemerkung: Eine Bernstein-Copula kann als “geglattete” Version einer Schachbrett-
Copula aufgefasst werden, bei der die in den disjunkten Teilwirfeln konzentrierten
Wahrscheinlichkeitmassen ,stetig” im Einheitswirfel verteilt werden. Der obige Ap-
proximationssatz gilt analog.

Visualisierung des Glattungseffekts fur d =1:

1 1

08 08

086 086

RN P
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas

Beispiel:
Glattungseffekt bei d =2 und m=4; die Verteilung von U= (U, U,) sei durch die
folgenden Tabelle gegeben:

P(U=(i.j)) 5 1 T3

0 0.02 | 0.00 | 0.08 | 0,15
1 0.00 | 0.03 | 0.12 | 0.10
2 0.13 | 0,.07 | 0.05 | 0.00
3 0.10 | 0,15 | 0.00 | 0.00

Die folgenden beiden Graphiken verdeutlichen den Glattungseffekt:
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas

Bernstein-Copula-Dichte (braun) vs. Schachbrett-Copula-Dichte
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4. Ein kurzer Rickblick auf Risiko-
mafe
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4. Ein kurzer Ruckblick auf Risikomal3e

Sei X ein konvexer Kegel nicht-negativer Zufallsvariablen X auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (,A,P). Ein RisikomaB R auf X ist eine Abbildung X — R* mit den folgenden
Eigenschaften:

P* =P" = R(X)=R(Y) furalle X,Y X [Verteilungsinvarianz]
R(cX) = cR(X) furalle Xe X und ¢ >0 [Skaleninvarianz]
R(X+c)=R(X)+c furalle XX und ¢>0 [Translationsinvarianz]
R(X) <R(Y) furalle X,Y eX mit X<,Y [Monotonie]
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4. Ein kurzer Ruckblick auf Risikomal3e

Ein RisikomaB heiB kohéarent, wenn zusatzlich gilt:

R(X +Y)<R(X)+R(Y) faralle X,Y €¢ X [Subadditivitat]

Diese Ungleichung induziert einen Diversifikationseffekt fur beliebige Risiken X,,---, X

n

(abhangig oder nicht), denn es folgt mit vollstandiger Induktion:

R[i X,
k=1

<> R(X,) far alle neN.
k=1
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4. Ein kurzer Ruckblick auf Risikomal3e

Im Folgenden werden wir den Term “(Risiko-)Konzentrationseffekt” im Gegensatz zum
“Diversifikationseffekt" benutzen, charakterisiert durch die umgekehrte Ungleichung

R(X+Y)>R(X)+R(Y) fur gewisse X,Y € X.

Das populare Standardabweichungsprinzip SDP (das auch in der Tarifierung verwendet
wird) ist gegeben durch

SDP(X) = E(X)+~Var(X) fureinfestes v>0 und XeX=¢g (Q,.4,P),

die Menge der quadratisch integrierbaren Risiken auf (£,.4,P).

SDP ist aber kein RisikomaB, da es nicht monoton ist (erflllt aber alle anderen Bedingun-
gen).
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4. Ein kurzer Ruckblick auf Risikomaf3e

Subadditivitdt des Standardabweichungsprinzips:

SDP(X +Y) = E(X +Y) +yVar(X +Y)
— E(X)+E(Y) +yyVar(X) +Var(Y) + 2Korr(X,Y JVar(X)Var(Y)
< E(X)+E(Y) + yyVar(X) + Var(Y) + 2JVar(X)Var(Y)
— E(X) +E(Y) + 'y\/(\/Var(X) +Var(v))

= E(X)+ E(Y) +5(JVar(X) + Var(Y)) = SDP(X) + SDP(Y)
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4. Ein kurzer Ruckblick auf Risikomal3e

Nicht-Monotonie des Standardabweichungsprinzips:

Risiken X,Y mit Dichten

ax®, 0<x<1

e™, x>0 e
f.(x) = ! f,(X) ={—, x>1
x(0) { 0, sonst V) J1—2e*
0, sonst
mit a— — ' —07156.., b=>—C_03922..

Je(e—2) e-2
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4. Ein kurzer Ruckblick auf Risikomal3e

Nicht-Monotonie des Standardabweichungsprinzips:

Hier gilt X <, Y mit E(X)=o0(X)=1, E(Y)=1.2003..., o(Y)=0.9294...

1
i
08 FX(X)
0.8+
06
fy(X) 069
04
0.4
F, (x)
o f(x) 0]
0 ] 3 3 i 0 i 7 3 a
H K

Fur v =3 ergibt sich: SDP(X) =4 > 3.9887...= SDP(Y).
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4. Ein kurzer Ruckblick auf Risikomal3e

Das in Basel II/lll und Solvency Il verwendete RisikomaB ist der Value-at-Risk VaR, definiert
als Quantil der Risiko-Verteilung:

VaR, (X)=Q,(1—«) fur XeXund 0<a<,
wobei Q, die Quantilfunktion bezeichnet:
Qy (u) =inf{x e R|P(X < x) > u} fur 0 <u <.

VaR ist ein RisikomaB, aber im Allgemeinen nicht kohérent.
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4. Ein kurzer Ruckblick auf Risikomal3e

Das "kleinste” koharente RisikomalB oberhalb des VaR ist der Expected Shortfall (auch
average Value-at-Risk) ES, der gegeben ist durch

ES, (X) = lfVaRu(X)du far 0<a<1.
«
0

Falls P(X > VaR (X)) =« gilt, entspricht dies dem Ausdruck

ES,(X) = E(X |X > VaR_(X)).
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4. Ein kurzer Ruckblick auf Risikomal3e

e Solvency Il: Umsetzung der Richtlinie 2009/138/EG des Europaischen Parlaments und
des Rates vom 25. November 2009 betreffend die Aufnahme und Ausitibung der Ver-
sicherungs- und der Ruckversicherungstatigkeit (— Versicherungsaufsichtsgesetz
VAG 2015)

¢ Risikobasierte Kapitalanforderungen nach Modulen (u.a. Lebens- / Nichtlebensversi-
cherung)

e Risikomaf} ist VaR, mit o =0.005.

e Annahme: Risiken im Nichtlebenbereich sind ndherungsweise lognormalverteilt
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4. Ein kurzer Ruckblick auf Risikomal3e
e Standardformel fir das Solvenzkapital SCR im Pramien- und Reserverisiko ist vorge-
geben als Volumenfaktor
exp[km- In(1+az>]
\/1+02

bezogen auf das VolumenmalB Pramieneinnahmen des betrachteten Rechnungsjah-
res (hergeleitet aus dem 1—a-Quantil einer Lognormalverteilung mit Erwartung-

-1

PraO)ar =

wert 1 und Varianz ¢°, wobei k, , =3 '(1—a))
¢ Vereinfachung durch die Commission Delegated Regulation of the EU (2015), Article
115:

P10 (0)yar &~ 30 flr a=0.005.
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4. Ein kurzer Ruckblick auf Risikomal3e

Diese Vereinfachung erscheint akzeptabel, solange ¢ < 0.15.

0.41

0.3 30

0.21
pl—a (U)VaR
0.11

0.02 0.04 006 008 010 012 014
ag

graphische Gegenuberstellung
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4. Ein kurzer Ruckblick auf Risikomal3e

e Besondere Berichtspflichten:

* ORSA (Own Risk and Solvency Assessment): Bericht mit eigner Einschatzung der Ri-
sikosituation des Unternehmens; Uberprifung der Standard-Formel; Szenario-
analysen fir ungunstige Risikolagen

e SFCR (Solvency and Financial Condition Report): GemaB § 40 VAG im Rahmen der
Veroffentlichungspflichten unter Solvency Il (Saule Ill) zu veréffentlichender Bericht,
in dem wesentliche Informationen Uber die Solvabilitats- und Finanzlage des Versi-
cherungsunternehmens darzulegen sind. Die darzulegenden Informationen richten
sich nach Art, Umfang und Komplexitat der Geschaftstatigkeit sowie dem Risikopro-
fil des Unternehmens. Vor dem Hintergrund, dass erhéhte Transparenz zu verbesser-
ter Beaufsichtigung fihrt, bildet der SFCR den Kern der Publizitatspflichten gegen-
Uber der Offentlichkeit. Adressaten sind insbesondere Versicherungsnehmer, aber
auch weitere Stakeholder wie Wettbewerber und Ratingagenturen.
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Lemma. Fir d >2, d€N, seien U=(U,,---,U,) und V=(V,,-,V,) d-dimensionale
Zufallsvektoren Uber [0,1}(’ mit stetigen uniformen Randverteilungen (i.e., Uund V
reprasentieren d-dimensionale Copulas). Sei ferner I eine binomialverteilte Zufallsva-
riable, unabhangig von U und V, mit P(/ =1) =1-P(/ = 0) = p € (0,1). Dann besitzt
der Zufallsvektor W mit den Komponenten W, :=1-p-U, +(1—1):[p+(1—p)-V;] fur
1<i<d ebenfalls stetig uniforme Randverteilungen, i.e. W reprasentiert ebenfalls

eine d-dimensionale Copula.
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

1-8 |

Skizze des Tragers der obigen Patchwork-Copula mit 3=1—p
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Anwendung: Wir betrachten ein Portfolio aus d Versicherungsvertragen (Risiken)
mit einer Copula U. Seien die d (zur Vereinfachung als stetig angenommemen)
Randverteilungen der Risiken mit F,---,F, bezeichnet und ihre Quantilfunktionen

mit Q,,---,Q,, dann reprasentieren beide Zufallsvektoren (Q,(U,),---,Q,(U,)) und
(QW,),---,Q,(W,)) einen Risikovektor X =(X;,---,X,) mit den gegebenen Randver-
teilungen. Aus Sicht der Risikotheorie  (Risikoaggregation) erzeugt

X = (Q,W,),---,Q,(W,)) aber im Allgemeinen ein ungunstigeres VaR-Szenario for

d
S=>Y "X als X:=(Q,U,),-,Q,(U,)), selbst wenn p nahe bei 1 liegt und sich daher U

i=1

und W nur marginal unterscheiden.
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Beispiel 1 : Zwei standard-exponentialverteilte Risiken mit lokalen uniformen Patchwork-
Variablen U und V:

1—(14 x)e™

1—/6 ’ OSXS_In(/B)
File, ) = 228 RO RE08 ins) < x < —2in(s)
6—2e"|n(ﬂﬂ)—(1+x)e" x> _2In(3).

Verteilungsfunktion des Summenrisikos unter Patchwork-Copula
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Beispiel 1: Zwei standard-exponentialverteilte Risiken mit lokalen uniformen Patchwork-
variablen U und V:

0.4+
0.3

0.2

0.14 f;.(x,;ii)

2 4 6 8 10 12

Dichten des Summenrisikos ohne (blau, Gamma-Verteilung)
und mit Copula (rot)
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Beispiel 1: Zwei standard-exponentialverteilte Risiken mit Patchwork-Copula:

F(x), x < —2In(p)
H(x, ) = 1-8, =2In(B) < x <-2In(3/2)

1-B+3 —4de ™™, x> -2In(B/2).

Verteilungsfunktion des Summenrisikos fur LF-Copula-Reprasentant V (worst case)
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Beispiel 1: Zwei standard-exponentialverteilte Risiken mit lokalen uniformen Patchwork-
verteilungen:

0.998

0.996 1

0.994+

0.992+

0.990° 8 10 12 14 16 18
X
Verteilungsfunktionen des Summenrisikos ohne (blau) und mit Copulas (rot wie vor,

grun (worst case)), 5 =0,005 (Solvency II-Standard)
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

0, x<O0
Beispiel 2 : Zwei Pareto-verteilte Risiken mit F, =F, =1 x 50 und lokalen uniformen
—, X .
1+ x
Patchwork-Variablen U und V:
2
X +2x—22In(1+x)’ 0§x§1—1
2+ x)(1-p) B
1-28)x*+(4—6 —43+4+ 21 28 -1
F(x,0)= (=250 +( B)x 2/3+ +2In(fx +25 ) l—1§X§2 l—]
+x)(1-p) B ¢
x? —2x+zln(ﬁx+2ﬁ—1) :
B 5 x>2—-1|.
(2+ x)

Verteilungsfunktion des Summenrisikos unter Patchwork-Copula
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Beispiel 2: Zwei Pareto-verteilte Risiken mit lokalen uniformen Patchwork-Variablen U und
V:

0.257

0.204

fs(x,3)

0.157
0.10

0.051

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
X

Dichten des Summenrisikos ohne (blau) und mit Copula (rot)
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Beispiel 2: Zwei Pareto-verteilte Risiken mit Patchwork-Copula:

FS(XI/B):

|
N

H(XI/B): 1_/61

([
2+ X

=N

x§£—2
B

gxgi—Z
B

xzﬂ—l
g

Verteilungsfunktion des Summenrisikos flr LF-Copula-Reprasentant V (worst case)
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Beispiel 2: Zwei Pareto-verteilte Risiken mit lokalen uniformen Patchwork-Verteilungen:

0,998

0.9971

- H(x,0.005)
F,(x,0.006)
0.995

0.994 F;(x,0.007)

0.993 i F,(x,0.008)

0.992

200 400 600 800 1,000
X

Verteilungsfunktionen des Summenrisikos mit Copulas, H = worst case
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Allgemeine Situation in d Dimensionen: Fast ungtinstigste Patchwork-Copulas:

Lemma. Fir d €N, d >1 sei |, die d-dimensionale Einheitsmatrix, e, =(1,---,1), and

E,=eje, die dxd Matrix, deren Eintrage samtlich 1 sind. Dann ist

. . . 1 .
¥, =00-=nr)l, +rE, eine Korrelationsmatrix genau dann, wenn —d—§r§1. Die

Eigenwerte )\, von X, sind gegeben durch A\, =1+(d—0r undX =1-r,i=2,---,d.

Eine Orthonormalbasis T,,---,T, zugehoriger Eigenvektoren ist gegeben durch

ﬂ—%eff' und T, =(t,,t,) for 2<j<d mit t;=-

=1, . . L
t, = Tfurj:/ und t; =0 farj <.

Hieraus folgt &y, = AA" mit A =TVA wobei T =[T,,---,T,] und A =diag(\,, -, )\ ).

far 1<i <,

1
NIG=T
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Anmerkung: X, ist eine spezielle symmetrische Toeplitz-Matrix, daher kénnen die ei-

genwerte und Eigenvektoren auch folgendermafBen dargestellt werden:

, d-1 i 1—r, j=1-,d—1
A =1+r) cos ij]:{ J
i=1

d 1+(d —"Dr, j=d
und
cos ZZ/]]Jrsin[zzllj]
t; = 7a ,1<i,j<d.
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Wir werden im folgenden eine GauB-Copula mit der Korrelationsmatrix

le—LEd far r:—L eine minimal korrelierte GauB-Copula nennen.
d-1 d-1 d-1

Man beachte dabei, dass X, singulér ist. Fir d =2 ist die minimal korrelierte GauB-

Y, =

Copula identisch mit der unteren Fréchet-Schranke W?.

Eine minimal korrelierte GauB3-Copula kann also in gewissem Sinn als multivariate Ver-

allgemeinerung der unteren Fréchet-Hoeffding-Schranke W? angesehen werden.

Alle bivariaten Teilcopulas einer minimal korrelierten GauB-Copula mit dem Reprasenta-
ten U besitzen einen oberen Tailabhangigkeitskoeffizienten

A, = lim P(U,>t|U, >t)=0.

Fur fast ungtnstigste Patchwork-Copulas werden wir im Folgenden fiir die Verteilung
von V eine minimal korrelierte GauB3-Copula verwenden.
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Fast unglinstigste Patchwork-Copulas:

Beispiel: 19-dimensionaler Datensatz (Naturgefahren, Mitteleuropa)

Year | Areal Area2 | Area3 | Area4 | Area5 | Area6 | Area7 Area8 | Area9 | Area 10
23.664 | 154.664 | 40.569 | 14.504 | 10.468 | 7.464 | 22202 | 17.682 | 12.395 | 18.551
2 1.080 | 59.545 3297 | 1344 | 1859 | 0477 6.107 | 7.196 | 1.436 3.720
3| 21.731| 31.049 | 55973 | 5.816 | 14.869 | 20.771 3.580 | 14.509 | 17.175 | 87.307
4 28.99 31.052 30.328 4709 | 0.717 3.530 6.032 6.512 0.682 3.115
5 53.616 62.027 57.639 1.804 | 2.073 4.361 46.018 | 22.612 1.581 11.179

6 2995 | 41.722 12.964 | 1.127 | 1.063 | 4.873 6.571 | 11.966 | 15.676 | 24.263
7 3474 | 14429 | 10869 | 0945 | 2.198 | 1.484 4.547 | 2.556 | 0456 1.137
8 10.020 | 31.283 | 21.116 | 1.663 | 2.153 | 00932 | 25163 | 3.222 1.581 5.477
9 5.816 | 14.804 | 128.072 | 0.523 | 0.324 | 0.477 3.049 | 7.791 | 4.079 7.002
10 | 170.725 | 576.767 | 108.361 | 41.599 | 20.253 | 35.412 | 126.698 | 71.079 | 21.762 | 64.582
11| 21423 | 50.595 4360 | 0327 | 1.566 | 64.621 5.650 | 1.258 | 0.626 3.556
12 6.380 | 28316 3740 | 0442 | 0.736 | 0470 3406 | 7.859 | 0.894 3.591
13 | 124,665 | 33.359 | 14712 | 0321 | 0.975| 2.005 3981 | 4769 | 2.006 1.973
14| 20.165 | 49.948 | 17.658 | 0.595 | 0.548 | 29.350 6.782 | 4.873 | 2921 6.394
15| 78.106 | 41.681 13.753 | 0.585 | 0259 | 0.765 7.013 | 9426 | 2.180 3.769
16 | 11.067 | 444.712 | 365.351 | 99.366 | 8.856 | 28.654 | 10.589 | 13.621 | 9.589 | 19.485
17 6.704 | 81.895 14266 | 0972 | 0519 | 0.644 8.057 | 18.071 | 5515 | 13.163
18 15.550 | 277.643 | 26.564 | 0.788 | 0.225 1.230 | 26.800 | 64.538 | 2.637 | 80.711
19 10.099 | 18.815 9352 | 2051 1.089 | 6.102 2.678 | 4.064 | 2.373 2.057
20 8492 | 138.708 | 46.708 | 3.680 | 1.132 1.698 | 165.600 | 7.926 | 2972 5.237
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Fast unglinstigste Patchwork-Copulas:

Beispiel: 19-dimensionaler Datensatz (Naturgefahren, Mitteleuropa)

Year | Area 1l | Area 12 | Area 13 | Area 14 | Area 15 | Area 16 | Area 17 | Area 18 | Area 19
1 1.842 4.100 | 46.135 | 14.698 | 44.441 7.981 35.833 10.689 7.299
2 0.429 1.026 7.469 7.058 4.512 0.762 14.474 9.337 0.740
3 0.209 2344 | 22.651 4117 | 26.586 3.920 | 13.804 2.683 3.026
4 0.521 0.696 | 31.126 1878 | 29.423 6.394 | 18.064 1.201 0.894
5 2715 1.327 40.156 4.655 | 104.691 28.579 17.832 1.618 3.402

6 4.832 0.701 16.712 | 11.852 | 29.234 7.098 | 17.866 5.206 5.664
7 0.268 0.580 | 11.851 2.057 11.605 0.282 16.925 2.082 1.008
8 0.741 0.369 3.814 1.869 8.126 1.032 14.985 1.390 1.703
9 0.524 6.554 5.459 3.007 8.528 1.920 5.638 2.149 2.908
10 9.882 6.401 | 106.197 | 44.912 | 191.809 | 90.559 | 154.492 | 36.626 | 36.276
11 1.052 8277 | 22.564 8.961 19817 | 16437 | 25.990 2.364 6.434
12 0.136 0364 | 28.000 7.574 3.213 1.749 | 12.735 1.744 0.558
13 1.990 | 15.176 | 57.235 | 23.686 | 110.035 | 17.373 7.276 2.494 0.525
14 0.630 0.762 | 25.897 3.439 8.161 3.327 | 24733 2.807 1.618
15 0.770 | 15.024 | 36.068 1.613 6.127 8.103 12.596 4.894 0.822
16 0.287 0464 | 24211 | 38616 | 51.889 1.316 | 173.080 3.557 | 11.627
17 0.590 2.745 16.124 2398 | 20.997 2.515 5.161 2.840 3.002
18 0.245 0.217 12.416 4972 | 59417 3.762 | 24.603 7.404 | 19.107
19 0.415 0.351 10.707 2.468 10.673 1.743 | 27.266 1.368 0.644
20 0.566 0.708 | 22.646 6.652 14.437 | 63.692 | 113.231 7.218 2.548

Olena Ragulina Generating unfavourable VaR scenarios with patchwork copulas 6



Mathematisches Kolloquium, 17.1.2024

CARL

VON

OSSIETZKY
universitdt |OLDENBURG

5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Fast unglinstigste Patchwork-Copulas:

Beispiel: 19-dimensionaler Datensatz (Naturgefahren, Mitteleuropa)

Randverteilungen lassen sich gut durch Lognormalverteilungen schatzen mit

Parameter | Area 1 | Area2 | Area 3 | Aread | Area5 | Area6 | Area7 | Area 8 | Area 9 | Area 10
1% | 2.8063 | 4.0717 | 3.1407 | 0.6375 | 0.3984 | 1.2227 | 2.3210| 2.2123 | 1.0783 | 2.1055
7 1 1.2161 | 1.0521 | 1.2110 | 1.5685 | 1.2998 | 1.5987 | 1.1980 | 0.9882 | 1.1445 | 1.2531

Parameter | Area 11 | Area 12 | Area 13 | Area 14 | Area 15 | Area 16 | Area 17 | Area 18 | Area 19
M | -0.3231| 0.3815| 3.0198 | 1.7488| 3.0409| 1.5501| 3.0700| 1.2444| 0.9378
7| 1.0881| 1.3353| 0.8027 | 1.0033| 1.1221| 1.4765| 0.9622| 0.8577| 1.2141
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Fast unglinstigste Patchwork-Copulas:

Beispiel: 19-dimensionaler Datensatz (Naturgefahren, Mitteleuropa)

Al A2 Al Ad AS Ab AT A8 A9 Al0 | ANl Al Al3 | Al4 | ALS | Ale Al7 AlR | A9
Al 1 0.27 | 030 016 | 017 | 045 | 038 | 032 | 032 0.29 | 0.67 051 | 076 | 034 | 067 | 074 | 018 | 021 | 029

A2 | 027 1 o048 | 066 | 039 [ 057 | 070 | 069 [ 052 | 064 [ 030 [ 002 | 045 | 066 | 058 | 045 | 073 | 074 | 078
A3 | 030 | 048 || 070 [ 040 [ 031 | 042 | 051 | 058 | 055 | 048 | 007 ] 020 | 032 | 054 | 026 | 047 | 021 | 057
Ad 0.16 .66 0.70 1 0.77 0.47 0.46 0.47 0.59 0.49 0.18 0.33 0.50 0.47 0.18 0.76 043 0.54
AS 017 (139 040 .77 1 .59 030 020 (.49 039 028 .08 0.35 (156 044 0.16 055 0156 041
A6 0.45 01.37 031 047 0.59 1 0.14 0.01 (.36 0.34 0.33 012 0148 .46 048 037 0.59 0.17 0.50
A7 028 0.71 0.42 0.46 030 0.14 1 0.52 0.27 0.40 0.45 -0.07 031 031 0.46 0.62 063 0,58 0.57
AR 0.32 (169 051 0147 0.20 .01 0.52 1 (.64 0.81 0.27 =002 .38 .35 .56 0.35 0.28 0.62 0.63
A | 037 052 | 058 0.59 | 049 | 0306 0.27 0.64 1 078 | 040 019 | 027 | 050 | 044 | 030 033 | 057 | nal

ALD | 029 | 0.64 | 053 | 049 | 059 | 053 | 040 | 081 | 098 U | 020 | 002 | 021 [ 037 [ 052 [ 050 | 051 | 053 | 81

All 0.67 .30 0.18 018 0.28 0.33 0.45 0.27 0.40 0.21 1 0.47 0.49 045 0.60 0.67 045 0.39

A2 | 051 | 002 | 0.07 |NSONEN 008 | 002 | 007 | 002 | 009 | 0.02 | 047 T o4 [ 021 | 024 | 046 [Nl 025 | 0.8

ALS | 076 | 045 | 0ot 0335 [ 048 | 031 | 038 [ 027 | 021 | 045 | 048 L[ 055 [060 [ 071 | 037 | 050 | 024

A3 | 034 | 066 | 032 056 | 046 | 031 | 035 [ 050 | 037 | 045 | 021 | 038 T | 050 | 043 | 057 | 058 | 053

ALS | 067 | 058 | 054 | 047 | 044 | 048 | 046 | 056 | 043 | 052 | 060 | 024 | 060 | 059 I [ 059 | 036 [ 035 | 043

AlG 0.74 .45 .26 (.18 .16 (.37 0.62 .35 (.30 0.30 0.67 .46 0.71 043 .59 1 .38 (143 .39

ALT | 008 | 073 [ 047 | 076 | 055 [ 059 | 065 | 028 | 053 | 031 | 00 057 | 057 | 036 | 08 T [ 052 | 056

AL [ 021 | 074 [ 020 | 043 [ 036 [ 007 | 058 | 062 [ 057 | 053 [ 045 | 0.25 [ 039 | 058 | 035 | 043 | 052 1| a0

A9 | 029 | 078 [ 057 | 054 [ 041 [ 050 | 057 | 063 [ 061 | O8I | 059 | 005 | 024 | 055 | 063 | 039 | 056 | 060 1

Empirische Korrelationen der logarithmierten Verluste
gelb: hoch, griin: gering
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Fast unglinstigste Patchwork-Copulas:
Beispiel: 19-dimensionaler Datensatz (Naturgefahren, Mitteleuropa)

A3 vs. A4:
Bernstein-Copula GauB-Copula
weil: empirische Copula-Punkte
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Fast unglinstigste Patchwork-Copulas:
Beispiel: 19-dimensionaler Datensatz (Naturgefahren, Mitteleuropa)

A3 vs. Ad:
Bernstein-Patch-Copula mit uniformem V, p =0.994
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Fast unglinstigste Patchwork-Copulas:

Beispiel: 19-dimensionaler Datensatz (Naturgefahren, Mitteleuropa)

.
F(x) F,(x) ’
Fy(x)
0.9951
/ / Fi(x)
0.990+
F,(x)

0.985
0.980 T T T T r )

1,000 2,000 3.000 4,000 5,000 6,000 7,000

X

U: Bernstein-Copula, V: min korr GauB-Copula: p=1[F(x)]; p=0.99 [F(x)]; p=0.994 [F,(x)]
U: Bernstein-Copula mit p =0.994 und V: Copulas M? [F,(x)]; Unabhangigkeitscopula [F;(x)]
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5. Ungunstige Patchwork-Copulas

Fast unglinstigste Patchwork-Copulas:
Beispiel: 19-dimensionaler Datensatz (Naturgefahren, Mitteleuropa)

p 1 0.990 0.994 0.994 0.994

\/ -—— min korr Gauss | min korr Gauss M uniform

VaR, | 2.256 Mio. 4.647 Mio. 5.272 Mio. | 3.976 Mio. | 5.018 Mio.
a = 0.005

Fir eine reine GaufB3-Copula ergibt sich: VaR, = 2.505 Mio.
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