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I. Jugendjahre (1959-1971) 
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Textaufgabe (ca. 1962, 4. Klasse Volksschule): 

 
Ein Zug fährt mit einer gleichbleibenden Geschwindigkeit von 72 km/h 
über eine 400 Meter lange Stahlbrücke. Man hört 25 Sekunden lang ein 
Fahrgeräusch. Wie lang ist der Zug? 
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Textaufgabe (ca. 1962, 4. Klasse Volksschule): 

 
Ein Zug fährt mit einer gleichbleibenden Geschwindigkeit von 72 km/h 
über eine 400 Meter lange Stahlbrücke. Man hört 25 Sekunden lang ein 
Fahrgeräusch. Wie lang ist der Zug? 

 
Lösung: Die Geschwindigkeit von 72 km/h entspricht 20 m/sec. Die Spitze 
des Zuges hat die Brücke also nach 20 sec durchfahren. In den restlichen 5 
sec legt der Zug noch 100 m zurück, das entspricht genau der Länge des 
Zuges. 
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Lösung der allgemeinen Gleichung vom Grad 3 (ca. 1967, nach einem 
Schulbuch von 1927): 
 
Gesucht sind die Lösungen der Gleichung  

 
3 2 0.x ax bx c+ + + =   

 
Vorgehen: 
 

2. Eliminierung des quadratischen Glieds: Setze ,
3
a

x y= -  dann folgt 

 
2 3

3 2 3 32
0.

3 3 27
a ab a

x ax bx c y b y c y py q
æ ö÷ç ÷+ + + = + - + - + = + + =ç ÷ç ÷çè ø
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Lösung der allgemeinen Gleichung vom Grad 3 (ca. 1967, nach einem 
Schulbuch von 1927): 

 

2. Lösung der reduzierten kubischen Gleichung 3 0 :y py q+ + =  
 

Setze ,y u v= +  dann folgt 
 

3 3 3 (3 )( ) 0.y py q u v uv p u v q+ + = + + + + + =  
 

Mittels der Setzung 3 3u v q+ =-  und 
3
p

uv =-  bzw. 
3

3 3

27
p

u v =-  

erhält man 3u  und 3v   als Lösung der quadratischen Gleichung 
 

3
2 0,

27
p

z qz+ - =   

 

also 
2 3 2 3

3 3, v .
2 4 27 2 4 27
q q p q q p

u = - + + = - - +   
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Lösung der allgemeinen Gleichung vom Grad 3 (ca. 1967, nach einem 
Schulbuch von 1927): 

 

2. Lösung der reduzierten kubischen Gleichung 3 0 :y py q+ + =  

 
Insgesamt erhält man damit eine mögliche Lösung: 
 

2 3 2 3
3 3

2 4 27 2 4 27
q q p q q p

y = - + + + - - +  
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Lösung der allgemeinen Gleichung vom Grad 3 (ca. 1967, nach einem 
Schulbuch von 1927): 
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Lösung der allgemeinen Gleichung vom Grad 3 (ca. 1967, nach einem 
Schulbuch von 1927): 
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Lösung der allgemeinen Gleichung vom Grad 3 (ca. 1967, nach einem 
Schulbuch von 1927): 
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Lösung der allgemeinen Gleichung vom Grad 3 (ca. 1967, nach einem 
Schulbuch von 1927): 
 
Alternative Behandlung des Casus irreducibilis 
 

3 0x px q- - =  für den Fall  
2 3

:
4 27
q p

<  

 
Aus den bekannten trigonometrischen Formeln folgt: 
 

3cos(3 ) 4cos ( ) 3cos( )a a a= -  
 

Setze x Ay=  und wähle dabei A so, dass 3 4A B=  und 3Ap B=  gilt, also 
34 4

, .
3 27
p p

A B= =   Es folgt 

 

( )3 3 3 34 3 0.x px q A y Apy q B y y q- - = - + = ⋅ - - =  
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Lösung der allgemeinen Gleichung vom Grad 3 (ca. 1967, nach einem 
Schulbuch von 1927): 
 
Alternative Behandlung des Casus irreducibilis 
 

3 0x px q- - =  für den Fall  
2 3

:
4 27
q p

<  

 
 

Setze nun cos( ),y a=  so folgt  
 

( )
3

3 3 4
4 3 cos(3 ) 0.

27
p

x px q B y y q qa- - = ⋅ - - = ⋅ - =  

 

Es folgt: 
2

3

27
cos(3 ) 1

4
q
p

a = <  und somit als Lösung 
4

cos( ).
3
p

x a=   
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Lösung der allgemeinen Gleichung vom Grad 3 (ca. 1967, nach einem 
Schulbuch von 1927): 
 
 
Beispiel: 3 3 1 0x x- - =   
 
 

Hier ist 
2

3

27 1
cos(3 ) ,

4 2
q
p

a = =  also 3 60a=   und damit 20 .a=   

Lösung:  
 

( )4
cos( ) 2cos 20 2 0,9397 1,8794

3
p

x a= = = ⋅ =  
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Lösung der allgemeinen Gleichung vom Grad 3 (ca. 1967, nach einem 
Schulbuch von 1927): 
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Lösung der allgemeinen Gleichung vom Grad 3 (Exkurs): 
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Lösung der allgemeinen Gleichung vom Grad 3 (Exkurs): 
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Lösung der allgemeinen Gleichung vom Grad 3 (Exkurs): 
 
 

Lösung mit der Formel von Schurig: 
 

0,3472969254x =-   
 
Numerische Lösungen der Gleichung 3 3 1 0 :x x- - =   

 

0,34721,532088886 3553 1,8793896 5242--   
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Konstruktive Dreiteilung eines Winkels mit dem Tomahawk (Exkurs): 
 
Der Tomahawk ist ein geometrisches „Werkzeug“, das aus einem 
Halbkreis und zwei Geradenabschnitten besteht. Die Grundform kann mit 
Zirkel und Lineal konstruiert werden. Mit einem Tomahawk kann man 
einen Winkel dreiteilen. Dies widerspricht nicht der Unlösbarkeit des 
klassischen Problems, da die erforderliche Verschiebung und Drehung des 
konstruierten Tomahawks in die nötige Lage über die dort erlaubten 
Konstruktionsmethoden hinausgeht. 
 
Man platziert den Tomahawk zu einem gegebenen Winkel so, dass sein 
Stiel durch die Spitze des Winkels läuft, seine Klinge den einen Schenkel 
des Winkels berührt und sein hinteres Ende den anderen Schenkel. Nun 
bildet der Stiel mit den beiden Schenkeln zwei Winkel, deren Maß ein 
Drittel beziehungsweise zwei Drittel des Ausgangswinkels beträgt. 
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Konstruktive Dreiteilung eines Winkels mit dem Tomahawk (Exkurs): 

    
Aufgrund der Konstruktion des Tomahawk sind die Strecken CD und DE 
gleich lang und die Winkel ADC und ADE sind rechte Winkel. Nach dem 
Kongruenzsatz SWS sind damit die Dreiecke ADC und ADE kongruent. 
Weiterhin ist auch das Dreieck ABC zu diesen beiden kongruent, da es in 
B einen rechten Winkel (Kreistangente und Radius) besitzt, die 
Seitenlängen von BC und CD übereinstimmen (Radius) und es mit dem 
Dreieck ADC die Seite AC gemeinsam hat. Wegen der Kongruenz der drei 
Dreiecke sind die drei Winkel BAC, CAD und DAE gleich groß und teilen 
somit den den gegeben Winkel BAE in drei gleich große Teile. 
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Konstruktive Dreiteilung eines Winkels mit dem Tomahawk (Exkurs): 
 
Es ist nicht gesichert, wer den Tomahawk erfunden hat. Die frühesten 
bekannten Erwähnungen stammen aus dem 19. Jahrhundert in 
Frankreich. Dort wird er in dem 1835 erschienenen Buch Géométrie 

appliquée a l'industrie, a l'usage des artistes et des ouvriers von Claude 
Lucien Bergery erwähnt. Henri Brocard beschrieb ihn 1877 in einer 
Publikation, in der er die Entdeckung dem Marineoffizier Pierre-Joseph 
Glotin zuschrieb, der ihn 1863 in einem Aufsatz für die Mémoires de la 
Société des sciences physiques et naturelles de Bordeaux behandelt hatte. 
 
Quelle: Wikipedia 
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Lösung der allgemeinen Gleichung vom Grad 4 (Exkurs): 
 

           
 

1. Auflage erschienen 1964 
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Lösung der allgemeinen Gleichung vom Grad 4 (Exkurs): 
 

 

 
 
Quelle : Fischer Lexikon Mathematik, Bd. 1 (1964), Stichwort: Gleichungen 
 
Vgl. auch Bewersdorff (2013), Kapitel 3. 
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Konstruktionen mit Zirkel und Lineal (ca. 1968): Siebeneck 
 
Approximative Konstruktion des regelmäßigen Siebenecks: 
 

Kreisteilungsgleichung:  
7 1 0x - =   

 

Nach Polynomdivison mit 1x -  erhält man die Gleichung 
 

6 5 4 3 2 1 0x x x x x x+ + + + + + =   
 

Nach Division durch 3x  und der Substitution 
1

z x
x

= +  erhält man weiter 

die Gleichung 
3 2 2 1 0.z z z+ - - =   
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Konstruktionen mit Zirkel und Lineal (ca. 1968): Siebeneck 
 

Durch Reduktion auf die reduzierte Form mittels 
1
3

z y= -  geht dies über 

in 

3 7 7
( ) : 0.

3 27
f y y y= - - =   

 

Dies entspricht dem Casus irreducibilis. 
 

Eigener Ansatz: Approximative Lösung aus  
7 7

0 :
3 27

y- - =   

1
9

y =-  mit 
1 1

0,00137...
9 729

f
æ ö÷ç- =- =-÷ç ÷çè ø

 und somit 
4
9

z =-   
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Konstruktionen mit Zirkel und Lineal (ca. 1968): Siebeneck 

 
Als eine approximative Lösung der Gleichung 
 

7 1 0x - =  
 

erhält man somit 

2
77.

9 9
i

x =-    

 

Fehlerabschätzung:  
 

72 4.782.958 1.169
77 77

9 9 4.782.969 4.782.969

0,9999976992 0,002144678967 

i
i

i

æ ö÷ç-  =÷ç ÷çè ø

=
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Konstruktionen mit Zirkel und Lineal (ca. 1968): Siebeneck  

 
 
 
 

 
 

2
9

-

Die Sehnenlänge beträgt exakt 
 

2sin 76747,8 7
7

0 6 86L
pæ ö÷ç= =÷ç ÷çè ø

  

 

und approximativ 
 

0
1ˆ ,818 3 14 6294550
3

67L = - =

  
 

Der relative Fehler beträgt 
 

0,0159%-  



D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 26 

Andere Näherungskonstuktionen (Quelle: Wikipedia) 
 

 
Der relative Fehler beträgt hier 0,2%.-   
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Andere Näherungskonstuktionen (Quelle: Wikipedia) 
 

 
 
Der relative Fehler beträgt hier 0,0578%. 
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Andere Näherungskonstuktionen (Quelle: Wikipedia) 
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Weitere Quellen: 
 

L. Bieberbach (1952): Theorie der geometrische Konstruktionen. Springer, 
Basel. 
 

A.M. Gleason (1988): Angle Trisection, the Heptagon, and the 

Triskaidecagon. The American Mathematical Monthly 95 (3), 185-194. 
 

R. Geretschläger (1997): Folding the Regular Heptagon. Crux Mathe-
maticorum 23 (2), 81-88. 
 

D. Dureisseix (1997): Searching for Optimal Polygon - Remarks About a 
General Construction and Application to Heptagon and Nonagon. 

Unpublished manuscript. 
 

A. Johnson and A. Pimpinelli (2008): Pegs and Ropes: Geometry at 

Stonehenge. Nature Precedings: 
0Uhttp://precedings.nature.com/documents/2153/version/1 
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Exkurs: Konstruktion des regelmäßigen 17-Ecks 
 

Lösung nach C.F. Gauß: 
 
Kreisteilungsgleichung:  
 

17 1 0x - =                                                       (1) 
 

Eine triviale Lösung ist 1;x =  nach Polynomdivision ergibt sich aus (1) 
daher 

16

0

0k

k

x
=

=å                                                       (2) 

Setze 
 

16 15 13 9 8 4 2
1

14 12 11 10 7 6 5 3
2

:

:

P x x x x x x x x

P x x x x x x x x

= + + + + + + +

= + + + + + + +
                             (3) 
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Exkurs: Konstruktion des regelmäßigen 17-Ecks 
 

Es gilt für jede Lösung x wegen (1): n mx x=  mit mod17m nº  und daher 
 

16

1 2
1

16

1 2
1

1

4 4

k

k

k

k

P P x

P P x

=

=

+ = =-

⋅ = =-

å

å
    mit der Lösung 1,2

1 1
17

2 2
P =-               (4) 

 
Setze weiter 
 

16 13 4
11

15 9 8 2
12

14 12 5 3
21

11 10 7 6
22

:

:

:

:

P x x x x

P x x x x

P x x x x

P x x x x

= + + +

= + + +

= + + +

= + + +

                                         (5) 
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Exkurs: Konstruktion des regelmäßigen 17-Ecks 
 

Dann gilt 
 

11 12 1

16

11 12
1

21 22 2

16

21 22
1

1

1

k

k

k

k

P P P

P P x

P P P

P P x

=

=

+ =

⋅ = =-

+ =

⋅ = =-

å

å

    mit den Lösungen   

21
11,12 1

22
21,22 2

1
4

2 2

1
4

2 2

P
P P

P
P P

=  +

=  +

       (6) 
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Exkurs: Konstruktion des regelmäßigen 17-Ecks 
 

Setze weiter 
16

111

13 4
112

:

:

P x x

P x x

= +

= +
                                                   (7) 

 
Dann gilt 

 
111 112 11

111 112 21

P P P

P P P

+ =

⋅ =
    mit der Lösung  211

111,112 11 21

1
4

2 2
P

P P P=  -                 (8) 

 
Es bleibt zu lösen: 
 

16
111P x x= +   bzw. 17 2 2

111 1P x x x x= + = +                                   (9) 
 
mit dem Ergebnis 
 

2111
1,2 111

1
4

2 2
P

x P=  -                                                   (10) 
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Exkurs: Konstruktion des regelmäßigen 17-Ecks 
 

Beide Lösungen sind komplex; nach Einsetzen aller Zwischenergebnisse 
aus (4), (6) und (8) erhält man 
 

( )1,2

1
1 17 34 2 17 2 17 3 17 34 2 17 2 34 2 17

16
x

æ ö÷çÂ = ⋅ - + + - + + - - - + ÷ç ÷çè ø
  (11) 

 
bzw. numerisch 
 

( ) ( )1,2 1,20,9324722294, 0,3612416662.x xÂ = Á =                    (12) 

 
Zum Vergleich: es ist 
 

 
2 2

cos 0,9324722294, sin 0,3612416662,
17 17
p pæ ö æ ö÷ ÷ç ç= =÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

                   (13) 

 

d.h. 2111
1 111

1
4

2 2
P

x P= + -  entspricht der „ersten“ Ecke des regelmäßigen 

Siebzehnecks, gegen den Uhrzeigersinn gezählt. 
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Exkurs: Konstruktion des regelmäßigen 17-Ecks 
 

  
Konstruktion von Herbert William Richmond (1893) 
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Exkurs: Konstruktion des regelmäßigen 17-Ecks 
 

Ist der Umkreis um das entstehende Siebzehneck mit dem Mittelpunkt O 
gegeben, kann das Siebzehneck konstruiert werden durch: 
 
1. Zeichnen des Durchmessers durch den Mittelpunkt O; Schnittpunkt 

mit Umkreis ist A. 
2. Errichten des Radius senkrecht zu AO  auf O bis zum Umkreis; 

Schnittpunkt mit Umkreis ist B. 
3. Konstruktion des Punktes I durch Vierteln der Strecke BO;I liegt näher 

an O. 
4. Konstruktion des Punktes E durch Vierteln des Winkels OIA. 
5. Konstruktion des Punktes F mithilfe einer Senkrechte zu EIauf I; 

Halbierung des 90°-Winkels; Schnittpunkt mit Durchmesser ist F und 
Winkel FIE ist 45°. 

6. Konstruktion des Thaleskreises über AF; Schnittpunkt mit BOist K. 
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Exkurs: Konstruktion des regelmäßigen 17-Ecks 
 
7. Zeichnen des Halbkreises um den Mittelpunkt E mit dem Radius 

EK;Schnittpunkte mit dem Durchmesser sind N3 und N5 (dabei liegt N3 

sehr nahe beim Mittelpunkt des Thaleskreises über AF ). 
8. Konstruktion der Tangente ab N3; Schnittpunkt mit dem Umkreis ist 

der Eckpunkt P3 des Siebzehnecks; der Kreisbogen 3OAP  ist somit 3/17 
des Umkreisumfanges. 

9. Konstruktion der Tangente ab N5; Schnittpunkt mit dem Umkreis ist 

der Eckpunkt P5 des Siebzehnecks; der Kreisbogen 5OAP ist somit 5/17 
des Umkreisumfanges. 

10. Ein vierzehnmaliges Abtragen der Strecke 3AP ab dem Eckpunkt P3 
gegen dem Uhrzeigersinn ergibt der Reihe nach die Eckpunkte P6, P9, 
P12, P15, P1, P4, P7, P10, P13, P16, P2, P8, P11 und P14. 

11. Verbinden der so gefundenen Punkte P1, P2, …, P17, P1 vervollständigt 
das 17-Eck. 

 
Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Siebzehneck 
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Exkurs: Konstruktion des regelmäßigen 17-Ecks 
 
Literatur: 
 
J. Bewersdorff (2013): Algebra für Einsteiger. Von der Gleichungs-
auflösung zur Galois-Theorie. 5. Aufl., Springer Spektrum, Wiesbaden, 
Kapitel 7. 
 
H.W. Richmond (1893): A Construction for a regular polygon of seventeen 
sides. In: The Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics. 26, 
206–207. 
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II. Studienjahre (1971-1977) 
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Studienjahre (1971–1977) 
 

Studienort: RWTH Aachen 
 

Akademische Leher: 
 

 Walter Oberschelp (Mengenlehre und Logik) 
 Herrmann Engels (Numerik) 
 Friedhelm Erwe (Analysis) 
 Jochen Reinermann (Funktionentheorie) 
 Joachim Neubüser (Lineare Algebra, Algebra) 
 Adalbert Kerber (Lineare Algebra, Algebra) 
 Paul Leo Butzer (Analysis, Funktionalanalysis) 
 Rolf Joachim Nessel (Fourier-Analysis) 
 Ernst Görlich (Topologie) 
 Burkhard Rauhut (Stochastik, Extremwertstatistik, Spieltheorie)  
 Olaf Krafft (Statistik, Stochastische Prozesse) 
 Rolf Kaerkes (Wahrscheinlichkeitstheorie) 
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Studienjahre (1971–1977) 
 

Ab ca. 1975: Verstärktes Interesse an  
 
 Extremwertstatistik (Rauhut; Diplomarbeit und Promotion 1979) und  
 
 Operatorhalbgruppen (Butzer; Habilitation 1984) 
 
Regelmäßig Nebentätigkeit als studentischer Tutor für C. Müller 
(Mathematik für Ingenieure I bis IV) 
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Studienjahre (1971–1977) 
 

Überlegungen zur Herleitung von Extremwertverteilungen: 
 

Sind 1, , nX X  stochastisch unabhängige Zufallsvariablen und bezeichnet 

( ): 1max , ,n n nX X X=   für nÎ , so gilt: 
 

( ) { }:
1

( ), ,
n

n
n n k

k

P X x P X x F x x
=

æ ö÷ç£ = £ = Î÷ç ÷÷çè ø
  

 

wobei F die Verteilungsfunktion der kX  bezeichne. Mit noch geeignet zu 

bestimmenden Konstantenfolgen { }na  (mit 0)na >  und { }nb  kann man 

nun versuchen, ähnlich zum Zentralen Grenzwertsatz einen Grenzwert 

für die normalisierten Maxima :n n n
n

n

X b
Z

a
-

=  zu finden. Wir zeigen hier 

exemplarisch am Beispiel der Exponentialverteilung ( )l  mit 0,l>  dass 

dies in gewissen Fällen funktioniert. 
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Studienjahre (1971–1977) 
 

Wir wählen 
1

na
l

=  und 
ln

.n

n
b

l
=  Dann folgt für x Î  

 

( ) ( )

( )( )( ) ( )

:
: ( )

ln ln
1 exp

1 exp ln 1 exp exp( )

nn n n
n n n n n n n

n

n

n

n
xn

X b
P Z x P x P X a x b F a x b

a

x n x n
F

e
x n x

n

l
l l

+

+-
+

æ ö- ÷ç ÷£ = £ = £ + = +ç ÷ç ÷çè ø

æ öæ öæ ö æ ö+ + ÷ç ÷ç÷ ÷ ÷ç ç ÷ç ç= = - - ⋅÷ ÷ ÷÷ç çç ç÷ ÷ç ç ÷÷è ø è ø ÷çç ÷è øè ø

ì üï ïæ öï ïï ï÷ç ÷= - - + = -  - -í ýç ÷ç ÷ï ïè øï ïï ïî þ

 

 

für .n ¥  Die zugehörige Grenzverteilung heißt Gumbelverteilung oder 
doppelte Exponentialverteilung. 
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Studienjahre (1971–1977) 
 

Nach einem klassischen Satz von Fisher und Tippett (1928) gilt allgemein, 
dass im Falle der Konvergenz die (nicht-degenerierten) Grenzverteilungs-

funktionen bis auf positiv-lineare Transformationen (Lage-Skalen-
Familien) von genau einem der drei folgenden Typen sind: 
 

{ }

{ }

{ }

0, 0
- : ( ) ( 0)

exp , 0

exp ( ) , 0
- : ( ) ( 0)

1, 0

- : ( ) exp , .x

x
Fréchet Klasse x

x x

x x
Weibull Klasse x

x

Gumbel Klasse x e x

a a

a

a

a

a

-

-

ì £ïïF = >íï - >ïî

ìï - - £ïY = >íï >ïî

L = - Î
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Man kann die drei Klassen von Verteilungsfunktionen auch durch eine 
einzige Verteilungsfunktionsklasse (mit nur einem Parameter) charak-

terisieren, und zwar folgendermaßen: 
 

( )1/( ) exp (1 ) , 1 0 ( ),G x x xx
x x x x-= - + + > Î  

 

wobei der Sonderfall 0x =  als Grenzfall aufzufassen ist.  

Für 0x >  ergibt sich die Fréchet-Klasse,  

für 0x <  die Weibull-Klasse (in beiden Fällen mit 1/a x= )  

und für 0x =  die Gumbel-Klasse.  

Der Parameter x Î  wird auch als extremaler Index bezeichnet. 
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Dichten der Standard-Grenzverteilungen in x -Parametrisierung 

 
 

0x <

0x >

x = 0
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Bemerkung: Es ist nicht immer gewährleistet, dass man geeignete Folgen 

{ }na  (mit 0)na >  und { }nb  finden kann, so dass :n n n
n

n

X b
Z

a
-

=  eine (nicht-

degenerierte) Grenzverteilung besitzt.  
 

Eine exakte Charakterisierung der (schwachen) Konvergenz kann wie 
folgt erhalten werden. 
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Bezeichnet  

{ }sup : sup | ( ) 1x x F x= Î <  und 1 1
: 1 ,n F n

n
b - æ ö÷ç= - Î÷ç ÷çè ø

  (Quantil), so gilt: 

 

Die Grenzverteilung von :n n n
n

n

X b
Z

a
-

=  liegt in der Gumbel-Klasse genau 

dann, wenn eine Funktion g existiert mit der Eigenschaft 
 
 

( )
sup

1 ( )
lim

1 ( )
x

t x

F t x g t
e

F t
-



- +
=

-
 für alle .x Î  

 

Eine mögliche Wahl von g ist  
sup

1 ( )
( )

1 ( )

x

t

F u
g t du

F t
-

=
-ò  für sup.t x<  

 

Als Normalisierungskonstanten können ( ),n n n na g bb b= =  für nÎ  

gewählt werden. 
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Bezeichnet  

{ }sup : sup | ( ) 1x x F x= Î <  und 1 1
: 1 ,n F n

n
b - æ ö÷ç= - Î÷ç ÷çè ø

  (Quantil), so gilt: 

 

Die Grenzverteilung von :n n n
n

n

X b
Z

a
-

=  liegt in der Fréchet-Klasse genau 

dann, wenn supx =¥ ist und  

 
( )1

lim
1 ( )t

F t x
x

F t
a-

¥

- ⋅
=

-
 für alle 0x >  gilt. 

 
Als Normalisierungskonstanten können , 0n n na bb= =  für nÎ  gewählt 

werden. 
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Bezeichnet  

{ }sup : sup | ( ) 1x x F x= Î <  und 1 1
: 1 ,n F n

n
b - æ ö÷ç= - Î÷ç ÷çè ø

  (Quantil), so gilt: 

 

Die Grenzverteilung von :n n n
n

n

X b
Z

a
-

=  liegt in der Weibull-Klasse genau 

dann, wenn supx <¥ ist und  

 

( )
( )

sup

0
sup

1
lim

1h

F x x h
x

F x h
a



- - ⋅
=

- -
 für alle 0x >  gilt. 

 

Als Normalisierungskonstanten können sup sup,n n na x b xb= - =  für nÎ  

gewählt werden. 
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Beispiele: 
 

Für die Exponentialverteilung ( )l  mit 0l>  haben wir schon direkt 

gezeigt, dass die Grenzverteilung von :n n n
n

n

X b
Z

a
-

=  in der Gumbel-Klasse 

liegt. Hier ist  supx =¥  und  1 1 ln
1 ,n

n
F

n
b

l
- æ ö÷ç= - =÷ç ÷çè ø

 mit 

 

( ) ( )
0

1 ( ) 1
( ) exp ( ) exp

1 ( )
t t

F u
g t du u t du v dv

F t
l l

l

¥ ¥ ¥
-

= = - - = - =
-ò ò ò  für .t <¥  

 

Dies bestätigt den in der Herleitung gewählten Ansatz. 
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Beispiele: 
 

Die Pareto-Verteilung ( )a a  mit 0a>  besitzt die Verteilungsfunktion 
 

1
( ) 1

(1 )
F x

x a= -
+

 für 0.x ³  

 

Hier ist supx =¥ und 1 1/1
1 1.n F n

n
ab - æ ö÷ç= - = -÷ç ÷çè ø

  Es gilt 

 

( )
1

1 (1 )(1 )lim lim lim ,
11 ( ) (1 )

(1 )
t t t

F t x ttx x
F t tx

t

aa
a

a

a

-

¥ ¥ ¥

- ⋅ ++= = =
- +

+

 d.h. die Grenzverteilung 

von :n n n
n

n

X b
Z

a
-

=  liegt in der Fréchet-Klasse. Als Normalisierungs-

konstanten können , 0n n na bb= =  für nÎ  gewählt werden. 
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Beispiele: 
 

Die Pareto-Verteilung ( )a a  mit 0a>  besitzt die Verteilungsfunktion 
 

1
( ) 1

(1 )
F x

x a= -
+

 für 0.x ³  

 

Hier ist supx =¥ und 1 1/1
1 1.n F n

n
ab - æ ö÷ç= - = -÷ç ÷çè ø

   

Mit , 0n n na bb= =  für nÎ  erhält man auch direkt 
 
 

( ) ( )

( )

:
:

1/

( )

1 1 1 1
1 1 1 exp .

(1 ) ( )

nn n n
n n n n n

n

n n n

n

X b
P Z x P x P X a x F x

a

x
x n x n x

a
a a a a

b

b
-

æ ö- ÷ç ÷£ = £ = £ =ç ÷ç ÷çè ø

æ ö æ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç÷= - » - = - ⋅  -÷ç ÷ç ç÷ ÷ ÷ç÷ç ç÷ç è øè ø+è ø
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Beispiele: 
 

Die stetige Gleicherteilung [ , ]a b  mit a b< <¥  besitzt die Verteilungs-
funktion 
 

( )
x a

F x
b a
-

=
-

 für .a x b£ £  
 

Hier ist supx b= <¥  und 1 1 1
1 ( ) .n

n
F a b a

n n
b - æ ö -÷ç= - = + - ⋅÷ç ÷çè ø

  Es gilt 

 

( )
( )

sup

0 0
sup

1
lim lim

1h h

F x x h x h
x

hF x h 

- - ⋅ ⋅
= =

- -
 mit 1,a=  d.h. die Grenzverteilung von 

:n n n
n

n

X b
Z

a
-

=  liegt in der Weibull-Klasse. Als Normalisierungskonstanten 

können ,n n n

b a
a b b b

n
b

-
= - = =  für nÎ  gewählt werden. 
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 Ist die ursprüngliche Verteilung bereits aus der Fréchet-/ Weibull-/ 
Gumbel-Klasse, so auch die (dann stets existierende) Grenzverteilung 

von : .n n n
n

n

X b
Z

a
-

=  Man nennt diese Verteilungsklassen daher auch 

max-stabil. 

 Für diskrete Verteilungen über Teilmengen von   existiert für keine 
Wahl normalisierender Konstanten eine nicht-degenerierte Grenzver-

teilung von :n n n
n

n

X b
Z

a
-

= . 

 Das theoretische Quantil 1 1
: 1 ,n F n

n
b - æ ö÷ç= - Î÷ç ÷çè ø

  entspricht in gewisser 

Weise dem empirischen Quantil :n nX  (→ Q-Q Plot). 
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Weitere Beispiele: 
 

Die Grenzverteilung der normalisierten Maxima von Zufallsvariablen mit 
einer Standard-Normalverteilung (0,1)  liegt in der Gumbel-Klasse, mit 
 

1
2lnna

n
=   und  

1 ln(ln ) ln(4 )
2ln

2 2lnn

n
b n

n
p+

= - ⋅  für 2.n³  

 

               

Rechts: Dichte von :n nX  für 1.000n =  

[rot] und passend skalierte Dichte der 
Gumbelverteilung  [blau] 
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Weitere Beispiele: 
 

Die Grenzverteilung der normalisierten Maxima von Zufallsvariablen mit 
einer Standard-Lognormalverteilung (0,1)  liegt ebenfalls in der 
Gumbel-Klasse, mit 
 

( )expn n na a b= ⋅   und  ( )expn nb b=  für 2n³  mit ,n na b  wie zuvor. 
 

               

Rechts: Dichte von :n nX  für 10.000n =  

[rot] und passend skalierte Dichte der 
Gumbelverteilung  [blau] 
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Empirische Verteilungsfunktion: 
 

Interpretation: 

Die empirische Verteilungsfunktion n̂F  ist die Verteilungsfunktion einer 

(zufälligen) diskreten Gleichverteilung auf den „Punkten“ 1, , .nX X  

 

Satz von Glivenko-Cantelli (Zentralsatz der Statistik): 

Die empirische Verteilungsfunktion n̂F  konvergiert gleichmäßig gegen 

die „wahre“  Verteilungsfunktion F  für ,n ¥ d.h. es gilt 

 

ˆlim sup ( ) ( ) 0.nn x
F x F x

¥ Î
- =
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Bemerkung: Die schwächere (punktweise) Aussage 

 

ˆlim ( ) ( ) 0nn
F x F x

¥
- =  für alle x Î  

 

ist eine direkte Konsequenz des Gesetzes der großen Zahlen (GGZ), 

angewendet auf die Folge ( )1, ( )B F x -binomialverteilter Zufallsvariablen 

( )( , ]( ) :n x nY x X-¥= 1  für , .n xÎ Î    
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Ordnungsstatistiken: 

Sind 1, , nX X  ( )nÎ  unabhängige und identisch verteilte Zufalls-

variablen mit der (theoretischen) Verteilungsfunktion F, so ist die k-te 
Ordnungsstatistik :k nX  als ein Quantil der empirischen Vertei-

lungsfunktion n̂F  definiert durch 

 

1
:

ˆ:k n n

k
X F

n
- æ ö÷ç= ÷ç ÷çè ø

 für 1, , .k n=   
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Ordnungsstatistiken: 

Interpretation: Die k-te Ordnungsstatistik entspricht dem k-größten Wert 

unter den 1, , ,nX X  d.h. es gilt 

 

{ } { }1 1: 2: : 1min , , max , , .n n n n n nX X X X X X X= £ £ £ =    

 

Falls die zu Grunde liegende Verteilung diskrete Anteile besitzt,  können 

hierbei so genannte Bindungen (d.h. gleiche Werte) mit positiver 
Wahrscheinlichkeit auftreten. Im Fall stetiger Verteilungen geschieht dies 
nur mit Wahrscheinlichkeit Null. 
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Ordnungsstatistiken: 

Hieraus ergibt sich im stetigen Fall eine alternative Darstellung der 

empirischen Verteilungsfunktion zu 

 

{ }

1:

: 1:

:

0 wenn  

ˆ ( ) wenn    für  1, , 1

1 wenn  

n

n k n k n

n n

x X

k
F x X x X k n

n
x X

+

ì <ïïïïï= £ < Î -íïïïï ³ïî
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Statistische Eigenschaften von Ordnungsstatistiken: 

Für die Verteilungsfunktion einer Ordnungsstatisik gilt: 

 

( ) ( ) [ ]
: : ( ) 1 ( )

k n

n
n ii

X k n
i k

n
F x P X x F x F x

i
-

=

æ ö÷ç ÷= £ = -ç ÷ç ÷è øå  für , 1, , .x k nÎ =   

 

Beweisskizze:  

 

( )

[ ]

1
:

1

ˆ ˆ ( ) ( )

( ) 1 ( ) .

n

k n n n i
i

n
n ii

i k

k k
P X x P F x P F x P Y x k

n n

n
F x F x

i

-

=

-

=

æ öæ öæ ö æ ö ÷÷ çç ÷ ÷ç ç£ = £ = £ = ³ ÷÷÷ ÷ çç ç ç ÷÷÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è øè ø è ø

æ ö÷ç ÷= -ç ÷ç ÷è ø

å

å
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Statistische Eigenschaften von Ordnungsstatistiken: 

Für die Verteilungsdichte einer Ordnungsstatisik gilt, sofern F die Dichte f 

besitzt: 
 

( ) [ ]
:

1( )
( ) 1 ( )

( , 1)k n

n kk
X

f x
f x F x F x

B k n k
--= -

- +
 für , 1, , ,x k nÎ =   

 

mit der Beta-Funktion 
( ) ( )

( , )
( )
a b

B a b
a b

G ⋅G
=

G +
 für , 0.a b >   

Im Falle der Ganzzahligkeit gilt hier einfacher 
 

( 1)!( 1)! 1 1
( , ) .

1 1( 1)!
1 1

a b
B a b

a b a ba b
b a

a b

- -
= = =

æ ö æ ö+ - + -+ - ÷ ÷ç ç÷ ÷⋅ ⋅ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷- -è ø è ø
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Beweisskizze:  

 

[ ]{ }

[ ] [ ]{ }

[ ] [ ]

: :

11

1 1
1

1

( ) ( ) ( ) 1 ( )

( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 ( )

1 1
( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( )

k n k n

n
n ii

X X
i k

n
n i n ii i

i k

n n
n i ni i

i k i k

nd d
f x F x F x F x

idx dx
n

f x i F x F x n i F x F x
i

n n
f x n F x F x n F x F x

i i

-

=

- - --

=

- -
- -

= - =

æ ö÷ç ÷= = -ç ÷ç ÷è ø
æ ö÷ç ÷= - - - -ç ÷ç ÷è ø

æ ö æ ö- -÷ ÷ç ç÷ ÷= - - -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è ø

å

å

å å

[ ] [ ]

1

1 11 ( )
( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) .

1 ( , 1)

i

n k n kk kn f x
n f x F x F x F x F x

k B k n k

- -

- -- -

ì üï ïï ïí ýï ïï ïî þ
æ ö- ÷ç ÷= - = -ç ÷ç ÷- - +è ø
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Ist die Verteilungsfunktion F stetig, so gilt allgemein: Die Folge der 
Ordnungsstatistiken bildet eine (endliche) Markov-Kette mit Übergangs-
wahrscheinlichkeiten 

      

( )
:

1

: 1: 1:

1 ( )
| ( | ) 1 , , 2 .

1 ( )k n

n k

k n k n X k n

F x
P X x X y F x X y x y k n

F y

- +

- -

æ ö- ÷ç£ = = = = - ÷ > £ £ç ÷ç ÷ç -è ø
 

  Diese Eigenschaft gilt nicht bei diskreten Verteilungen! 
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Ordnungsstatistiken bei speziellen Verteilungen: 

 Sind die Zufallsvariablen unabhängig und über [0,1]  stetig gleich-

verteilt, so ist :k nX  ( , 1)k n k- +  Beta-verteilt mit der Dichte 

( )
:

1(1 )
( , 1)k n

k n k

X

x x
f x

B k n k

- --
=

- +
 für 0 1.x£ £  

 Sind die Zufallsvariablen unabhängig ( )l -exponentialverteilt mit 

0,l>  dann sind die Zuwächse (sukzessive Differenzen) 

1: 2: 1: 3: 2: : 1:, , , ,n n n n n n n n nX X X X X X X -- - -  ebenfalls unabhängig und 

exponentialverteilt, wobei : 1:k n k nX X --  einer ( )( 1)n k l- + -Verteilung 

für 1, ,k n=   folgt. Dies impliziert  u.a. für große Werte von k: 

( ) ( ) p
l l l= =

= » = »å å
2

: : 2 2 2
1 1

1 ln 1 1
, .

6

n n

n n n n
i i

n
E X Var X

i i
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Satz von Smirnov (I): Haben unter den Bedingungen des Satzes von 

Fisher-Tippett die normalisierten Maxima :n n n
n

n

X b
Z

a
-

=  eine Grenz-

verteilung in der Fréchet-/ Weibull-/ Gumbel-Klasse mit der Grenz-
verteilungsfunktion G, so haben die normalisierten Ordnungsstatistiken 

n k:
:

n n
n k n

n

X b
Z

a
-

-

-
=  für festes k Î  ebenfalls eine Grenzverteilung, und 

zwar mit der Grenzverteilungsfunktion ( → Poisson-Verteilung) 

 

( ) [ ]

[ ]

:

0

lim lim ( ) 1 ( )

ln ( )
( )   für .

!

n
n ii

n k n n n n nn n
i n k

jk

j

n
P Z x F a x b F a x b

i

G x
G x x

j

-
-¥ ¥

= -

=

æ ö÷ç£ = ÷ + - +ç ÷ç ÷çè ø

-
= Î

å

å 
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Satz von Smirnov (II): Seien { }n n
X

Î  unabhängige Zufallsvariablen und 

{ }n n
k

Î  eine Folge natürlicher Zahlen mit lim 0n

n

k
n

n
b

¥

æ ö÷ç⋅ - =÷ç ÷çè ø
 für ein 

0.b >  Falls normalisierende Konstanten ( ) 0, ( )n nA Bb b> Î   existieren 

mit 

( )( ) *
:lim ( ) ( ) ( )

nn n k n nn
P A X B x G xb b-¥

⋅ - £ =   für alle *( ),x GÎ    

dann korrespondiert *G zu genau einer der folgenden vier (!) Typen: 

( )
( )

1, , 2, ,

0, falls 0 ( ) , falls 0
( ) ( )

falls 0 1, falls 0
c c

x c x x
G x G x

c x x x

a

a aa

ì ì<ï ïF - - <ï ï= =í íï ïF ³ ³ï ïîî
     

( )
( )3, , , 4

0, falls 1( ) , falls 0
( ) ( ) 1/ 2, falls 1 1 ( , , 0)

falls 0 1, falls 1
c d

xc x x
G x G x x c d

c x x x

a

a a
a

ì <-ïìï ïF - - <ï ïï ï= = - £ £ >í íï ïF ³ï ïï >î ïïî
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Bemerkung: Zur Berechnung der normalisierenden Konstanten 
( ) 0, ( )n nA Bb b> Î   in Smirnov’s Satz II können wir von folgendem 

Hilfsresultat Gebrauch machen: 

Falls für ( ) : 1 ( ) , ,
( )n n

n

x
p x F B n x

A
b

b

æ ö÷ç ÷= - + Î Îç ÷ç ÷çè ø
   gilt:  

lim ( )nn
p x b

¥
=  und 

( )
lim ( )

(1 )
n

n

p x
n x
b

t
b b¥

-
=

-
 für ,x Î   dann gilt auch 

( )( ) ( ):lim ( ) ( ) ( )
nn n k n nn

P A X B x xb b t-¥
⋅ - £ =F  für alle .x Î   

Besitzt F eine Dichte f mit ( )1(1 ) 0,f F b- - >  dann ist ( ) ,x xt =  und eine 

mögliche Wahl für die normalisierenden Konstanten ist  

( )1(1 )
( )

(1 )
n

f F
A n

b
b

b b

- -
=

-
 und 1( ) (1 )nB Fb b-=- -  für 0 1b< <  und .n Î  
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Beispiel:   Sei { }n n
X

Î  eine unabhängige Folge von Zufallsvariablen mit 

einer (1) -Exponentialverteilung. Mit 

 : , ( ) : , ( ) : ln
1n n n

n
k n A B

b
b b b b

b
ê ú= ⋅ = =-ë û -

 für 0, nb > Î  ergibt sich 

( )( ):lim ( ) ( ) ( )
nn n k n nn

P A X B x xb b-¥
⋅ - £ =F   für alle .x Î   

Beweis:  Es gilt 
1nk

n n
b- £  und daher lim 0.n

n

k
n

n
b

¥

æ ö÷ç⋅ - =÷ç ÷çè ø
 Ferner ist 

 
1

( ) exp ( ) exp
( )n n

n

x
p x B x

A n
b

b b
b b

æ öæ ö - ÷÷ çç ÷÷= - - = -çç ÷÷ çç ÷ ÷ç çè ø è ø
 mit lim ( )nn

p x b
¥

=  und  

( ) 1
lim lim 1 exp .

1(1 )
n

n n

p x
n n x x

n
b b b

b bb b¥ ¥

æ öæ ö- - ÷ç ÷ç ÷÷ç= - - =ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç-- è øè ø
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Studienjahre (1971–1977) 

Beispiel:   Sei { }n n
X

Î  eine unabhängige Folge von Zufallsvariablen mit 

einer (1) -Exponentialverteilung. Mit 

 : , ( ) : , ( ) : ln
1n n n

n
k n A B

b
b b b b

b
ê ú= ⋅ = =-ë û -

 für 0, nb > Î  ergibt sich 

( )( ):lim ( ) ( ) ( )
nn n k n nn

P A X B x xb b-¥
⋅ - £ =F   für alle .x Î   

 

Alternativ:  

( )
( )( )

1(1 )
( ) exp ln( )

(1 ) (1 ) 1(1 )
n

f F n n n
A n

b b
b b b

b b b b bb b

- -
= = - - = =

- - --
  

und ( )1( ) (1 ) ln( ) lnnB Fb b b b-=- - =- - =  für 0 1b< <  und ,nÎ  

wie zuvor. 
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Studienjahre (1971–1977) 

Record Values und Record Times: 

Sei { }n n
X

Î  eine unabhängige Folge von Zufallsvariablen mit stetiger 

Verteilungsfunktion F. Die Folge { }n n
U +Î  der (upper) Record Times ist 

rekursiv definiert durch 

{ }
10 1: 1, : inf | für .

nn n k UU U k U X X n
--= = > > Î  

Die { }
nU n

X
+Î

 heißen (upper) Record Values.  

Eigenschaften: 

 nU  und 
nUX sind messbar und f.s. endlich für alle nÎ  

 Die { }n n
U +Î  bilden eine homogene Markov-Kette mit 

( )1|
( 1)n n

j
P U k U j

k k-= = =
-

 für 1 , .j k n£ < Î Î   
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Studienjahre (1971–1977) 

Record Values und Record Times: 

Sei { }n n
X

Î  eine unabhängige Folge von Zufallsvariablen mit stetiger 

Verteilungsfunktion F. Die Folge { }n n
U +Î  der (upper) Record Times ist 

rekursiv definiert durch 

{ }
10 1: 1, : inf | für .

nn n k UU U k U X X n
--= = > > Î  

Die { }
nU n

X
+Î

 heißen (upper) Record Values.  

Eigenschaften: 

 Die ( ){ },
nn U n

U X
+Î
 bilden eine homogene Markov-Kette mit  

( ) ( )
1

1
1, | , ( ) 1 ( )  f.s.

n n

k j
n U n UP U k X y U j X x F x F y

-

- -
-= > = = = ⋅ -  

 Die { }
nU n

X
+Î

 bilden eine homogene Markov-Kette mit  

   

 
( )

1

1 ( )
| f.s. (1 , )

1 ( )n nU U

F y
P X y X x j k x y

F x-

-
> = = £ < Î £ Î

-
 



D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 75 

Studienjahre (1971–1977) 

Record Values und Record Times: 

Sei { }n n
X

Î  eine unabhängige folge von Zufallsvariablen mit stetiger 

Verteilungsfunktion F. Die Folge { }n n
U +Î  der (upper) Record Times ist 

rekursiv definiert durch 

{ }
10 1: 1, : inf | für .

nn n k UU U k U X X n
--= = > > Î  

Die { }
nU n

X
+Î

 heißen (upper) Record Values.  

Eigenschaften: 

 

 Mit 1: ,n n nU U n-D = - Î  und 0 : 0D =  gilt: 

( ) ( )
1

1| ( ) 1 (x)  f.s.
n

k
n UP k X x F x F

-

-D = = = ⋅ -  
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Studienjahre (1971–1977) 

Studienabschluss: 
 
Diplomarbeit mit dem Thema 
 

Eine Charakterisierung der Poisson- und der Exponentialverteilung 
durch Extremwerte unabhängiger Zufallsvariablen 

 
Erste Publikation daraus: 
 
An Application to Stochastic Simulation, II. Symposium über Operations 

Research, RWTH Aachen 1977. In: Methods of Operations Research 29 
(1978), 738 - 749. 
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Studienjahre (1971–1977) 
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Studienjahre (1971–1977) 
Literatur: 
 

M. R. Leadbetter, G. Lindgren and H. Rootzen (1983): Extremes and 
Related Properties of Random Sequences and Processes. Springer, N.Y. 
 

Sidney I. Resnick (1987): Extreme Values, Regular Variation and Point 
Processes. Springer, N.Y. 
 

B.C. Arnold, N. Balakrishnan and H.N. Nagaraja (1998): Records. Wiley, 
N.Y. 
 

S. Coles (2001): An Introduction to Statistical Modeling of Extreme Values. 
Springer, London. 
 

V.B. Nevzorov (2001): Records: Mathematical Theory. Translations of 
Mathematical Monographs, Am. Math. Society, Vol. 194, Providence. 
 

H.A. David, H.N. Nagaraja (2003): Order Statistics. 3. Aufl., Wiley, N.Y. 
 

J. Beirlant, Y. Goegebeur, J. Segers and J. Teugels (2004): Statistics of 
Extremes. Theory and Applications. Wiley, N.Y. 
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III. Assistentenjahre (1977-1986) 
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Assistentenjahre (1977–1986) 
 

Motivationen für eigene Forschungen: 
 

1. Bekannte Grenzwertsätze: 

 
ln ln

lim lim 1 f.s.n n

n n

U
n n¥ ¥

D
= =                                  (Rényi 1962) 

 
ln ln

w- lim w- lim (0,1)n n

n n

U n n
n n¥ ¥

- D -
= =           (Neuts 1967) 

 
sup supln ln

lim lim 1 f.s.
inf inf2 lnln 2 lnln

n n

n n

U n n
n n n n

¥ ¥

- D -
= =    (Holmes/Strawderman 1969) 
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Assistentenjahre (1977–1986) 
 

Motivationen für eigene Forschungen: 
 

1. Bekannte Grenzwertsätze: 
 

Neue eigene Resultate: 

 

( ) ( )
2 2

ln , ln
2 6 2n nn n

n n
E n Var n

p
g

æ öæ ö ÷ç÷ç ÷D = - + D = - + ç÷ç ÷÷ç ç ÷çè ø è ø
        (1980) 

 

( ) ( )
2 31

ln 1 , ln 1
2 6 2n nn n

n
E U n Var U n

p
g

æ öæ ö ÷ç÷ç ÷= + - + = + - + ç÷ç ÷÷ç ç ÷çè ø è ø
     (1984) 

 
Hier bezeichnet g = 0,577215...  die Euler’sche Konstante (in anderen 
Publikationen auch mit C bezeichnet). 
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Assistentenjahre (1977–1986) 
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Assistentenjahre (1977–1986) 
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Handbook of Statistics 16: Order Statistics: Theory & Methods, North Holland, 1998 

Assistentenjahre (1977–1986) 
 

Motivationen für eigene Forschungen: 
 

2. Verallgemeinerungen des „klassischen“ Modells: 
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B.C. Arnold et al. (1998): Records. Wiley, N.Y.

Assistentenjahre (1977–1986) 
 

Motivationen für eigene Forschungen: 
 

2. Verallgemeinerungen des „klassischen“ Modells: 
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V.B. Nevzorov (2001): Records. Mathematical Theory. Transl. of Math. Monographs 194, AMS, Providence. 

Assistentenjahre (1977–1986) 
 

Motivationen für eigene Forschungen: 
 

2. Verallgemeinerungen des „klassischen“ Modells: 
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Assistentenjahre (1977–1986) 
 

Motivationen für eigene Forschungen: 
 

2. Verallgemeinerungen des „klassischen“ Modells: 
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Assistentenjahre (1977–1986) 
 

Motivationen für eigene Forschungen: 
 

2. Verallgemeinerungen des „klassischen“ Modells: 
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Assistentenjahre (1977–1986) 
 

Motivationen für eigene Forschungen: 
 

2. Verallgemeinerungen des „klassischen“ Modells: 
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Assistentenjahre (1977–1986) 
 

Motivationen für eigene Forschungen: 
 

3. Halbgruppen von Operatoren: 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Definition.  Eine Familie { }( ) | 0 [ , ]T t t= ³ Í  T L  beschränkter linearer 
Operatoren auf einem Banach-Raum   heißt (Operator-)Halbgruppe, 
wenn gilt: 
 
a) ( ) ( ) ( )T s T t T s t= +  für alle , 0s t ³  
b) (0) .T = I  
 
Die Operator-Halbgruppe T  heißt von der Klasse ( )0 ,C  wenn zusätzlich 

gilt: 
 
c) ( ) sT t f f¾¾  bei 0,t   für alle f Î  
 
(d.h. die Abbildung ( )T t f  ist für jedes f Î  stark stetig in 0).t =  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Lemma. Für eine Operator-Halbgruppe der Klasse ( )0C  bestehen 

folgende Eigenschaften: 
 
a) Die Operator-Normen ( )T t  sind in jedem endlichen Teilintervall von 

+  beschränkt. 
 

b) Die Abbildung  ( )T t f  ist für jedes f Î  stark stetig in jedem Punkt 
( )0 0, .t t= Î ¥  

 

c) Es gilt 

[ )0 0

1 1
: inf ln ( ) lim ln ( ) ,

t t
T t T t

t t
w

> ¥

ì ü ì üï ï ï ïï ï ï ï= = Î -¥ ¥í ý í ýï ï ï ïï ï ï ïî þ î þ
 

 
d) Zu jedem 0w w>  existiert ein ( ) 1M w ³  mit 
 

( ) ( ) tT t M eww£  für alle 0.t ³  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Beispiel HG1 (Translations-Halbgruppe). Wir bezeichnen mit ( )UCB   den 
Banach-Raum der auf   gleichmäßig stetigen beschränkten Funktionen 
mit der üblichen Supremums-Norm 
 

{ }: sup ( )
UCB

f f x x= Î   für ( ).f UCBÎ   

Die durch 
 

( ) ( ) : ( ), , 0T t f x f x t x t= + Î ³   für ( )f UCBÎ   
 
definierte Halbgruppe der Klasse ( )0C  heißt Halbgruppe der Links-

translationen. Hier gilt für alle 0t ³  die Gleichheit ( )
UCB UCB

T t f f=  für 

alle ( )f UCBÎ   und somit ( ) 1T t =  für alle 0.t ³  Dies entspricht der 
Situation 0 0w =  in dem obigen Lemma. 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Beispiel HG2. Es sei ( ),


   ein beliebiger Banach-Raum und  l Î   fest 

gewählt. Für die durch  
 

( ) : , 0tT t f e f tl= ⋅ ³   für f Î  
 

definierte Halbgruppe der Klasse ( )0C  gilt offensichtlich:  
 

( ) tT t f e fl=
 

 und somit  ( ) tT t el=  für alle 0.t ³  Hier ist also 0 .w l=   

 
Zum Nachweis der ( )0C -Eigenschaft beachte:  

{ }0 0
lim ( ) lim 1 0t

t t
T t f f e fl

 
- = - =

 
 für .f Î  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Beispiel HG3. Wir betrachten den Banach-Raum 2=   mit der 1(2) -
Norm. Dann wird für feste ,m l Î   durch  
 

1

2

1
( ) : , 0

2

t t t t

t t t t

fe e e e
T t f t

fe e e e

m l m l

m l m l

é ù é ù+ -ê ú ê ú= ⋅ ³ê ú ê ú- + ë ûë û
  für alle 1

2

f
f

f

é ù
ê ú= Îê úë û

  

 
eine Halbgruppe der Klasse ( )0C  definiert. Dies folgt aus der leicht 

nachprüfbaren Beziehung 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2

s s s s t t t t s t s t s t s t

s s s s t t t t s t s t s t s t

e e e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e e e

m l m l m l m l m l m l

m l m l m l m l m l m l

+ + + +

+ + + +

é ù é ù é ù+ - + - + -ê ú ê ú ê ú⋅ =ê ú ê ú ê ú- + - + - +ë û ë û ë û
  

 
für  , 0s t ³  sowie 
 

0

1 01
lim .

0 12

t t t t

t t t tt

e e e e

e e e e

m l m l

m l m l

é ù é ù+ -ê ú ê ú= =ê ú ê ú- + ë ûë û
I  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Hier gilt 
 

{ }1 1

1
( )

2
t t t tT t f e e e e fm l m l£ + + -  für 0t ³  und ,f Î  

 
wobei Gleichheit bei geeigneter Wahl der Vorzeichen von 1f  und 2f  

erreicht werden kann. Die ( )0C -Eigenschaft folgt aus  

 

{ }0 0 0

1
lim ( ) lim 2 lim 0, .

2
t t t t

t t t
T t f f e e e e f fl m l m

  
- £ + - + - = Î

 
    

 
Hieraus ergibt sich 
 

,
( )

,

t

t

e
T t

e

m

l

l m
l m

ìï £ï=íï ³ïî
   für 0t ³    und somit { }0

,
max , .

,

m l m
w m l

l l m

ì £ïï= =íï ³ïî
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Beispiel HG4. Es sei ( )UCB +  der Banach-Raum der auf +  gleichmäßig 

stetigen beschränkten Funktionen (mit der gleichen Norm wie ( )UCB  ). 
Wir betrachten den Teilraum 
 

( ){ }: ( ) 0 für alle 1f UCB f x x+= Î = ³   

 
und hier die Translations-Halbgruppe wie in Beispiel HG1: 
 

( ) ( ) : ( ), 0, 0T t f x f x t x t= + ³ ³   für .f Î  
 

Im Gegensatz zu vorher ist jetzt aber ( )T t f = 0  für f Î  und  1,t ³  also 
gilt 0 .w =-¥  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Der infinitesimale Erzeuger 
 
In diesem Abschnitt soll näher untersucht werden, ob und in welchem 

Sinn für gewisse f Î  "der" Grenzwert  ( )
0

1
: lim ( )

t
Af T t f

t
= -I  existiert. 

Man gelangt damit zum Begriff des infinitesimalen Erzeugers A einer 
Halbgruppe, der i. Allg. nur auf einem Teilraum D Í  definiert und dort 

auch i. Allg. nur abgeschlossen und nicht beschränkt ist. Allerdings spielt 
er für die Charakterisierung von Halbgruppen eine fundamentale Rolle, 

gerade auch im Zusammenhang mit Markoff-Prozessen (wie dem Wiener-
Prozess), und hat damit z.B. Auswirkungen auf das Berechnen von 
Optionspreisen in zeitstetigen Finanzmarktmodellen. 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Abstrakte Differentiation und Integration 
 

Definition (starke / schwache Stetigkeit). Es sei E Í   ein (ggf. 

unendliches) Intervall, ( ),


   ein Banach-Raum und :f E    eine 

Abbildung. f  heißt 
 
a) stark stetig in 0 ,t EÎ  wenn gilt: 
 

( )
0

0lim ( ) 0;
t t

f t f t


- =


 

 
b) schwach stetig in 0 ,t EÎ  wenn gilt: 
 

( ) ( )( )
0

0lim ( ) 0
t t

f f t f f t* *


- =  für alle .f * *Î  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Ist ( ),


   ein weiterer Banach-Raum und [ ]: , ,T E   L  so heißt T 
 

c) gleichmäßig stetig in 0 ,t EÎ  wenn gilt:  
 

( )
0

0lim ( ) 0;
t t

T t T t


- =  

 
d) stark stetig in 0 ,t EÎ  wenn gilt: 
 

( )
0

0lim ( ) 0
t t

T t f T t f


- =


 für alle ;f Î  

 
e) schwach stetig in 0 ,t EÎ  wenn gilt: 
 

( ) ( )( )
0

0lim ( ) 0
t t

f T t f f T t f* *


- =  für alle f Î  und .f * *Î  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Definition  (starke / schwache Differenzierbarkeit). Es sei E Í   ein (ggf. 

unendliches) Intervall, ( ),


   ein Banach-Raum und :f E    eine 

Abbildung. f  heißt 
 

a) stark differenzierbar in 0 ,t EÎ  wenn ein 0g Î  existiert mit 
 

( ) ( ){ }0 0 00

1
lim 0;
h

f t h f t g
h

+ - - =


 

 

( )0 0

d
g f t

dt
=

s
heißt starke Ableitung von f im Punkt 0 ;t   

 

b) schwach differenzierbar in 0 ,t EÎ  wenn ein 0g Î  existiert mit 
 

( )( ) ( )( ){ } ( )0 0 00

1
lim 0
h

f f t h f f t f g
h

* * *


+ - - =  für alle ;f * *Î  

 

( )0 0

d
g f t

dt
=

w
 heißt schwache Ableitung von f im Punkt 0.t   
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Ist ( ),


   ein weiterer Banach-Raum und [ ]: , ,T E   L  so heißt T 
 

c) gleichmäßig differenzierbar in 0 ,t EÎ  wenn ein [ ]0 ,G Î  L  existiert 
mit 

( ) ( ){ }0 0 00

1
lim 0;
h

T t h T t G
h

+ - - =  

 

( )0 0

d
G T t

dt
=

u
 heißt gleichmäßige Ableitung von T im Punkt 0 ;t   

 

d) stark differenzierbar in 0 ,t EÎ  wenn gilt: 
 

( ) ( ){ }
0

0 0 0

1
lim 0
t t

T t h T t f G f
h

+ - - =


 für alle ;f Î  

 

( )0 0

d
G T t

dt
=

s
 heißt starke Ableitung von T im Punkt 0 ;t   
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

e) schwach differenzierbar in 0 ,t EÎ  wenn gilt: 
 

( ) ( ){ } ( )
0

0 0 0

1
lim 0
t t

f T t h T t f f G f
h

* *


é ù+ - - =ê úë û  für alle f Î  und ;f * *Î  

 

( )0 0

d
G T t

dt
=

w
 heißt schwache Ableitung von T im Punkt 0.t   

 
Bemerkung: Sofern keine Missverständnisse entstehen (können), wird die 

starke (schwache) Ableitung auch nur mit ( )0

d
f t

dt
 bezeichnet. 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Bemerkung: Beim Begriff der Stetigkeit bzw. der Differenzierbarkeit gilt 
jeweils, dass die gleichmäßige die starke und diese die schwache 
Eigenschaft impliziert; jedoch gilt im Allgemeinen nicht die Umkehrung. 

Beispielsweise impliziert  die starke Stetigkeit die schwache wegen 
 

( ) ( )( ) ( )
0 0

0 0lim ( ) lim ( ) 0
t t t t

f f t f f t f f t f t* * *

 
- £ ⋅ - =


 für alle .f * *Î  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Beispiel HG5.  Wir betrachten für 1 p£ £¥  den Raum [ ]1,1pL - :=  

 mit 

( ] [ ] ( ),1( ; ) : ( ), 1,1 , 0,1 .tg x t x x t= Î - Î1  
 

Dann definiert mit ( ): 0,1E =  die Abbildung  
 

( ],1: ( ; ) tf t g t =  1  
 

eine Abbildung von E nach .  Diese Abbildung ist für 1 p£ <¥  stark 
und damit auch schwach stetig in 0 : 0,t =  denn es gilt: 
 

( ) ( ]
1/

0,0 0 0
lim ( ) 0 lim lim 0.p

tt t tp
f t f t

  
- = - = =


1  

 

Für p =¥  ist diese Abbildung dagegen nicht stark stetig wegen 
 

( ) ( ]0,( ) 0 1tf t f
¥ ¥

- = - =1  für alle ( )0,1 .t Î  
 

(Bemerkung: Sie ist auch nicht schwach stetig!) 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Lemma. Es sei E Í   ein (ggf. unendliches) Intervall, ( ),


   ein 

Banach-Raum und :f E    eine Abbildung. Ist die Abbildung ( )f t  in 

0t EÎ  stark (schwach) differenzierbar, so ist ( )f t  dort auch stark 
(schwach) stetig. 
 
 
Beweis:  Die starke Stetigkeit folgt aus der Ungleichung 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0 0

0 0 0 0

1
( )

1
 für alle 0;

f t f t h f t h f t g h g
h

h f t h f t g h g h
h

ì üï ïï ïé ù- = ⋅ + - - + ⋅í ýë ûï ïï ïî þ

é ù£ + - - + >ë û







 

 
analog argumentiert man bei schwacher Stetigkeit.                  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Lemma. Es sei E Í   ein (ggf. unendliches) Intervall, ( ),


   ein 

Banach-Raum und :f E    eine Abbildung. Ist die Abbildung ( )f t  in 

jedem Punkt t EÎ  stark bzw. schwach differenzierbar mit ,
d

f
dt

=
w

0  so 

existiert ein g Î  mit ( )f t g=  für alle .t EÎ  
 

Beweis: Nach Definition der schwachen Ableitung ist für jedes 
beschränkte lineare Funktional f * *Î  die Funktion ( )( )f f*   im üblichen 

Sinne differenzierbar mit  
 

( ) ( )( ) ( ) 0
d d

f f t f f t f
dt dt

* * *æ ö÷ç= = =÷ç ÷çè ø
w

0  für alle .t EÎ  
 

Also ist die Abbildung ( )( )f f*   auf E konstant. Für festes 0t EÎ  ist somit 

( ) ( )( )0( )f f t f f t* *=  für alle t EÎ  bzw. 
 

( ) ( )( ) ( )( )0 0( ) ( ) 0f f t f f t f f t f t* * *- = - =  für alle t EÎ  
 

und somit ( )0( )f t f t- = 0  bzw. ( )0( ) :f t f t g= =  für alle .t EÎ                   
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Definition (abstraktes Riemann-Integral) Es sei [ ],E a b= , ( ),


   ein 

Banach-Raum und :f E    eine Abbildung, die  stark (schwach) stetig 
auf E sei. Für jede Zerlegung [ ],n a bD ÎD  und Zwischenpunkte 

[ ]1, , 1, ,i i it t i nx -Î =   sei ferner 

{ }( ) ( ) ( )11
1

, , : .
n

n
i n i i ii

i

S f f t tx x -=
=

D = ⋅ -å  
 

Die Größe { }1: max |1n i it t i nd -= - £ £  bezeichne die Feinheit der 

Zerlegung [ ], .n a bD ÎD  Existiert dann 

{ }( ) ( ) ( )110 0
1

lim , , lim
n n

n
n

i n i i ii
i

S f f t t
d d

x x -= 
=

D = ⋅ -å  
 

unabhängig von der Wahl der Zwischenpunkte im starken (schwachen) 
Sinn in ,  so heißt f stark (schwach) Riemann-Stieltjes-integrierbar, und 
der obige Grenzwert wird mit  

( )
b

a

f t dtòs    bzw.  ( )
b

a

f t dtòw     bezeichnet. 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Lemma (Eigenschaften des abstrakten Integrals). Es sei [ ],E a b= Ì   ein 

kompaktes Intervall, ( ),


   ein Banach-Raum und 1 2, , :f f f E    seien 

Abbildungen. Dann gilt: 
 

a) Ist f stark (schwach) stetig, so ist f auch stark (schwach) Riemann-
integrierbar. 

b) Das starke (schwache) Riemann-Integral ist linear, d.h. sind 1 2,f f  stark 
(schwach) Riemann-integrierbar, so auch 1 1 2 2f fa a+  für alle 1 2,a a Î   
mit 

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) .
b b b

a a a

f t f t dt f t dt f t dta a a a+ = +ò ò ò  

 

c) Ist f stark (schwach) Riemann-integrierbar über [ ], ,a b  so auch über 

jedem kompakten Teilintervall von [ ], .a b  Insbesondere gilt: 
 

( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f t dt f t dt f t dt= +ò ò ò  für alle ( ), .c a bÎ  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Lemma (Eigenschaften des abstrakten Integrals). Es sei [ ],E a b= Ì   ein 

kompaktes Intervall, ( ),


   ein Banach-Raum und 1 2, , :f f f E    seien 

Abbildungen. Dann gilt: 
 

d) Ist f stark Riemann-integrierbar über [ ], ,a b  so auch ( )f


  (im 

üblichen Sinne), und es gilt 
 

( ) ( ) ( )max ( ) .
b b

a x b
a a

f t dt f t dt b a f t
£ £

£ £ -ò ò  



 

 
e) Ist f stark (schwach) Riemann-integrierbar über [ ], ,a b  so auch ( )( )f f*   

für alle f * *Î  (im üblichen Sinne), und es gilt 
 

( )( ) ( )
b b

a a

f f t dt f f t dt* *
æ ö÷ç ÷ç =÷ç ÷÷çè ø
ò ò  für alle .f * *Î  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Lemma (Eigenschaften des abstrakten Integrals). Es sei [ ],E a b= Ì   ein 

kompaktes Intervall, ( ),


   ein Banach-Raum und 1 2, , :f f f E    seien 

Abbildungen. Dann gilt: 
 

f) Ist f stark (schwach) stetig, so ist die durch 
 

( ) : ( ) ,
t

a

F t f s ds a t b= £ £ò  

 

definierte Abbildung :F E    stark (schwach) differenzierbar mit 
 

( ) ( )
d

F t f t
dt

=  für alle .a t b£ £  
 

g) Besitzt f eine stark stetige Ableitung 'f  auf [ ], ,a b  so gilt 
 

'( ) ( ) ( ), .
t

a

f s ds f t f a a t b= - £ £ò  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Lemma (Eigenschaften des abstrakten Integrals). Es sei [ ],E a b= Ì   ein 

kompaktes Intervall, ( ),


   ein Banach-Raum und 1 2, , :f f f E    seien 

Abbildungen. Dann gilt: 
 

h) Ist { }( )n n
f

Î
  eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen auf [ ],a b  

mit  
lim sup ( ) ( ) 0,nn a t b

f t f t
¥ £ £

- =  

so gilt  

( ) - lim ( ) .
b b

nn
a a

f t dt f t dt
¥

=ò òs  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Lemma (Eigenschaften des abstrakten Integrals). Es sei [ ],E a b= Ì   ein 

kompaktes Intervall, ( ),


   ein Banach-Raum und 1 2, , :f f f E    seien 

Abbildungen. Dann gilt: 
 

i) Ist D Í  ein linearer Teilraum, ( ),


   ein weiterer Banach-Raum, 

:T D    ein beschränkter linearer Operator und f stark stetig mit 
Werten in D, so ist die Abbildung ( )( )( ) : ( )Tf t T f t=  für t EÎ  stark 

stetig mit 

( ) ( ) .
b b

a a

Tf t dt T f t dt
æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷÷çè ø

ò ò  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Lemma (Eigenschaften des abstrakten Integrals). Es sei [ ],E a b= Ì   ein 

kompaktes Intervall, ( ),


   ein Banach-Raum und 1 2, , :f f f E    seien 

Abbildungen. Dann gilt: 
 
 

j) Ist D Í  ein linearer Teilraum, ( ),


   ein weiterer Banach-Raum, 

:T D    ein abgeschlossener linearer Operator und f stark stetig mit 
Werten in D, so ist die Abbildung ( )( )( ) : ( )Tf t T f t=  für t EÎ  Riemann-

integrierbar mit 
 

( ) ( ) .
b b

a a

Tf t dt T f t dt
æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷÷çè ø

ò ò  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Lemma. Sind ( ),


   und ( ),


   Banach-Räume und ist der Operator 

[ ] [ ]: , ,T E a b=   L  stark stetig, dann existiert das Riemann-Integral 

( )
b

a

T t dtò  im Sinne der gleichmäßigen Konvergenz, und es gilt 

( )( ) ( ) .
b b

a a

T t dt f T t f dt
æ ö÷ç ÷ç =÷ç ÷÷çè ø
ò ò  

 

Ferner existiert die Abbildung  
 

( ) : ( ) ,
t

a

F t T s ds a t b= £ £ò  

 

punktweise im Sinne der gleichmäßigen Konvergenz, und ist gleichmäßig 
differenzierbar mit 
 

( ) ( ) ( ), .
t

a

d d
F t T s ds T t a t b

dt dt
= = £ £ò  
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Potenzen des infinitesimalen Erzeugers 
 

Für das Folgende sei wieder grundsätzlich angenommen, dass  
{ }( ) | 0 [ , ]T t t= ³ Í  T L  eine Operator-Halbgruppe der Klasse ( )0C  ist. 

 
Definition (infinitesimaler Erzeuger). Der inifinitesimale Erzeuger A einer 
Operator-Halbgruppe der Klasse ( )0C  ist definiert durch 
 

[ ]
0

1
: -lim ( )

h
Af T h f

h
= -s I  

 

für alle ,f Î  für die dieser Grenzwert existiert. Die Menge dieser f Î  
wird mit ( )D A  bezeichnet (Definitionsbereich von A). 
 
Aus Vereinfachungsgründen wird im Folgenden die Abkürzung 
 

[ ]1
: ( )hA T h

h
= -I  für alle 0h>  

verwendet. 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Potenzen des infinitesimalen Erzeugers 
 

Lemma (Eigenschaften des infinitesimalen Erzeugers). Der infinitesimale 
Erzeuger A und sein Definitionsbereich ( )D A  besitzen folgende 
Eigenschaften: 
 
 

a) ( )D A  ist ein linearer Teilraum von ,  und A ist ein linearer Operator 
auf  ( ).D A  

 

b) Es ist ( ) ( )T t f D AÎ  für alle ( )f D AÎ  und 0,t ³  mit 
 

( )( ) ( ) ( )( )
d

T t f A T t f T t Af
dt

= =  für alle ( )f D AÎ  und 0.t ³  
 

c) Es gilt 

0

( ) ( )
t

T t f f T s Af ds- = ò   für alle 0.t ³  

 

d) ( )D A  ist dicht in     und A ist abgeschlossen. 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Potenzen des infinitesimalen Erzeugers 
 

Die Nacheinander-Ausführung des infinitesimalen Erzeugers A führt 
damit in natürlicher Weise auf höhere Potenzen von A, wie die 
nachfolgende Definition zeigt. 
 

Definition  (höhere Potenzen von A). Für { }0,1,2,r +Î =   werden die 
(höheren) Potenzen des infinitesimalen Erzeugers A einer Operator-
Halbgruppe der Klasse ( )0C  folgendermaßen rekursiv definiert: 
 

( )0 1:    und :r rA A f A A f-= =I   für ( ), rr f D AÎ Î   mit 
 

( ) ( ){ }1 1: | ( ) .r r rD A f f D A A f D A- -= Î Î  Î  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Potenzen des infinitesimalen Erzeugers 
 

Satz (Eigenschaften der Potenzen des Erzeugers). Die Potenzen rA  des 
infinitesimalen Erzeugers A und die zugehörigen Definitionsbereiche 

( )rD A  besitzen folgende Eigenschaften: 
 

a) ( )rD A  ist ein linearer Teilraum von ,  und rA  ist ein linearer 

Operator auf ( )rD A  für alle .r Î  
 

b) Für jedes r Î  ist ( )( ) rT t f D AÎ  für alle ( )rf D AÎ  und 0,t ³  mit 
 

1
1

0 0

1
( ) ( ) ( )

! ( 1)!

tkr
k r r

k

t
T t f A f t s T s A f ds

k r

-
-

=

- = -
-å ò   für alle ( ), 0.rf D A tÎ ³   

 

Ferner gilt für jedes r Î   und alle 0 :h>  
 

( )1 1

0 0

1
h h

r r
h r rrA f T s s A f ds ds

h
= + +ò ò    für alle ( ).rf D AÎ  
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Potenzen des infinitesimalen Erzeugers 
 

Satz (Eigenschaften der Potenzen des Erzeugers). Die Potenzen rA  des 
infinitesimalen Erzeugers A und die zugehörigen Definitionsbereiche 

( )rD A  besitzen folgende Eigenschaften: 
 

c) ( )rD A  ist dicht in    für jedes ,r Î  ebenso ( ),r

r

D A
Î
  und rA  ist 

abgeschlossen. 
 
 

d) ( )rD A  ist ein Banach-Raum unter der Norm 

( )
0

:r

r
k

D A
k

f A f
=

=å 
 für alle ( ).rf D AÎ  
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Beispiel HG6 (Fortsetzung von Beispiel HG1). Hier gilt offensichtlich: 
 

0 0

( ) ( )
lim ( ) lim '( ) ( )hh h

f x h f x
A f x f x Af x

h 

+ -
= = =  für ,x Î   

mit 
{ }( ) ( )| ' ( )D A f UCB f UCB= Î Î   

 

(man beachte, dass die Konvergenz hier nicht nur punktweise, sondern 
gleichmäßig sein muss). Für die höheren Potenzen ergibt sich 
entsprechend 
 

( )r rA f f=  mit ( ) { }( )( )| ( ) , .r rD A f UCB f UCB r= Î Î Î    

 
Beispiel HG7 (Fortsetzung von Beispiel HG2). Hier gilt offensichtlich: 

 

0 0

1
-lim lim ,

h

hh h

e
A f f f Af

h

l

l
 

-
= = =s  

 

mit ( ) .D A =  Für die höheren Potenzen ergibt sich analog 
 

r rA f fl=   mit ( ) , .rD A r= Î   
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Beispiel HG8 (Fortsetzung von Beispiel HG3).  
 

Hier gilt, mit 
1

: , 0 :
2

t t t t

t t t t t

e e e e
B t

e e e e

m l m l

m l m l

é ù+ -ê ú= ³ê ú- +ë û
 

 

( )
0 0

1 1 1 1
1 1 1

lim lim : .
2 21 1 1 1

t t t t

t t t t th h

e e e e
t t t tB B

t e e e e
t t t t

m l m l

m l m l

m l m l
m l m l 

é ù- - - -ê ú+ - é ù+ -ê ú ê úê ú- = = =ê úê ú - +- - - - ë ûê ú- +
ê úë û

I  

 

 
Damit erhält man für den infinitesimalen Erzeuger und seine Potenzen: 
 

,r rA f B f= ⋅  mit ( ) , .rD A r= Î   
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Beispiel HG8 (Fortsetzung von Beispiel HG3).  
 

Die Potenzen der Matrix B können in diesem Fall explizit angegeben 
werden; es gilt: 
 

1
2

r r r r
r

r r r r
B

m l m l
m l m l

é ù+ -ê ú= ê ú- +ë û
 für .r Î  

 
Dies kann z.B. durch vollständige Induktion leicht verifiziert werden. 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Analytische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Satz  (Darstellungssatz für beschränkte Erzeuger). Es sei  [ ],AÎ  L  ein 
beschränkter linearer Operator. Dann wird durch 
 

0

( ) : : , 0
!

k
tA k

k

t
T t e A t

k

¥

=

= = ³å  

 
eine Halbgruppe T  der Klasse ( )0C  definiert, deren infinitesimaler 

Erzeuger gerade A ist, mit ( ) .D A =  Ferner gilt dann 
 

( ) , 0.t AT t e t£ ³  
 
Ist umgekehrt { }( ) | 0 [ , ]T t t= ³ Í  T L  eine Halbgruppe der Klasse ( )0C  

mit beschränktem infinitesimalem Erzeuger A, so ist notwendig 
( ) ,D A =  und die Halbgruppe besitzt die oben gegebene eindeutige 

Darstellung. 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Analytische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Bemerkung: Die die Halbgruppe { }| 0tAe t= ³T  darstellende Potenz-

reihe ist sogar gleichmäßig konvergent und die Halbgruppe ist auch 
gleichmäßig differenzierbar, d.h. es gilt 
 

( ) ( )1 1
( ) AT t e A

t t
- = - I I  gleichmäßig für 0t   (in der Operator-Norm), 

 

Ferner gilt: Sind { }( ) | 0i iT t t= ³T  kommutierende Operator-Halbgruppen 

der Klasse ( )0C  auf demselben Banach-Raum   mit den infinitesimalen 

Erzeugern , 1, ,iA i n=   so ist auch 
1

( ) | 0
n

i
i

T t t
=

ì üï ïï ï= ³í ýï ïï ïî þ
T  eine Operator-

Halbgruppe der Klasse ( )0 ,C  wobei das „Produkt“ die Hintereinander-

ausführung der Operatoren bezeichne. Diese Halbgruppe besitzt den 

infinitesimalen Erzeuger 
1

n

i
i

A A
=

=å  mit ( )
1

( ) .
n

i
i

D A D A
=

=   
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Analytische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Beispiel HG9 (Fortsetzung von Beispiel HG3). Der hier gegebene 
infinitesimale Erzeuger ist offensichtlich darstellbar als Summe zweier 
beschränkter linearer Operatoren, in Matrix-Form gegeben durch 
 

1

1 1
:

1 12
B

m é ù
ê ú= ê úë û

, 2

1 1
:

1 12
B

l é ù-
ê ú= ê ú-ë û

 mit 1

1 1
:

1 12

k
kB

m é ù
ê ú= ê úë û

, 2

1 1
:

1 12

k
kB

l é ù-
ê ú= ê ú-ë û

, .k Î  

 

Die hierdurch einzeln erzeugten Halbgruppen sind (in Matrix-Form): 
 

1

2

1
0 1

2
0 1

1 1 1 1 1 11 ( ) 1 1
1 1 1 1! 2 ! 2 2 1 1

1 1 1 11 ( ) 1 1
1 1 1 1! 2 ! 2 2

t tk k t
tB k

t t
k k

tk k t
tB k

k k

e et t e
e B

k k e e

et t e
e B

k k

m mm

m m

ll

m

l

¥ ¥

= =

¥ ¥

= =

é ùæ ö é ù é ù + --÷ç ê úê ú ê ú÷= = + = + =ç ÷ ê úç ê ú ê ú÷ç - +è øë û ë û ë û
æ ö é ù é ù- - +-÷ç ê ú ê ú÷= = + = + =ç ÷ç ê ú ê ú÷ç - -è ø ë û ë û

å å

å å

I I

I I
1 1

1 1

t

t t

e

e e

l

l l

é ù- +ê ú
ê ú- + +ë û

 

 

für 0,t ³  mit der erwarteten Produkt-Darstellung 
 

1 2 1 2( ) 1 1 1 11 1
.

4 21 1 1 1

t t t t t t t t
t B B tB tB

t t t t t t t t

e e e e e e e e
e e e

e e e e e e e e

m m l l m l m l

m m l l m l m l
+

é ù é ù é ù+ - + - + + -ê ú ê ú ê ú= = ⋅ =ê ú ê ú ê ú- + - + + - +ë û ë û ë û
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Analytische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Beispiel HG11. Ist { }( ) | 0T t t= ³T  eine Halbgruppe der Klasse ( )0C  mit 

infinitesimalem Erzeuger A, so ist offensichtlich auch die Halbgruppe 

{ }( ) | 0te T t tl
l = ³T  von der Klasse ( )0C  für beliebiges ,l Î   mit dem 

infinitesimalem Erzeuger A Al l= +I  wegen 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
( ) ( ) ( )t t te T t f T t e f T t f e f Af f

t t t t
l l l l

ì üï ïï ï- = - - + - + -  +í ýï ïï ïî þ
I I I I I I I  

 

für 0t   und ( ),f D AÎ  mit ( ) ( ).D A D Al =  Wählt man speziell l w£-  mit 

der Konstanten ( )M w  (siehe das Lemma auf Folie 92), so erhält man noch 
die Abschätzung 

( ) ( )te T t Ml w£  für alle 0.t ³  
 

Halbgruppen mit dieser Eigenschaft heißen gleichmäßig beschränkt 
(engl.: equi-bounded); im Fall ( ) 1M w =  heißen sie auch Kontraktions-
Halbgruppe.  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Analytische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Definition (Stetigkeitsmodul). Ist { }( ) | 0T t t= ³T  eine Halbgruppe der 

Klasse ( )0C  und 0,L>  so heißt für 0d>  und f Î  die Größe 
 

( ){ }( ; ) : sup ( ) ( ) , 0 ,L f T t T s f t s s t Lw d d= - - < £ £  
 

der rektifizierte Stetigkeitsmodul (der Halbgruppe) für f Î  im Intervall 
[ ]0, .L  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Analytische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Satz (E. Hille’s erste Exponentialformel (1942)). Es sei { }( ) | 0T t t= ³T  

eine Halbgruppe der Klasse ( )0 .C  Dann gilt: 
 

( )
0

( ) -limexp hh
T t f tA f


= s   für alle ,f Î  

 

wobei der Grenzwert gleichmäßig bzgl. t in jedem kompakten 
Teilintervall von +  existiert. Ist ferner 1L>  vorgegeben, so gibt es eine 
– nur von L  und dem charakteristischen Exponenten 0w  der Halbgruppe 
abhängige – universelle Konstante K  derart, dass genauer gilt: 
 

( ) ( )1/3 1/3( ) exp ;h LT t f tA f f h h K fw- £ +


 für alle [ ]0, 1t LÎ -  und ,f Î  

 
für genügend kleine 0.h>  
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Analytische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Bemerkung: Der Bereich für ,h  in dem die im Satz angegebene 
Ungleichung gültig ist, kann explizit angegeben werden, indem man die 

Gleichung ( )ln 1h hw = +  nach h  mit der (unter den gegebenen 

Voraussetzungen) eindeutigen Lösung, etwa ,h hw=  auflöst. Die 
Ungleichung gilt dann im Intervall [ ]0, .h hwÎ  Für (etwa durch 1)M ³  
gleichmäßig beschränkte bzw. Kontraktions-Halbgruppen kann die 
Abschätzung im Satz von Hille noch vereinfacht werden zu 
 

( ) ( )1/3 1/3( ) exp ; 2h LT t f tA f f h h M fw- £ +


  
 

für alle [ ]0, 1 , 0t L hÎ - >  und .f Î� 
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Analytische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Beispiel. Es sei ( )UCB=   der Banach-Raum der auf   definierten, 
gleichmäßig stetigen und beschränkten Funktionen. Dann gilt die 
verallgemeinerte Taylor-Formel: 
 

0
0

( ) lim ( )
!

k
k
hh

k

t
f x t f x

k
d

¥


=

+ = å   für jedes f Î  und ,x Î   

 

gleichmäßig bzgl. t  in jedem kompakten Teilintervall von .+  Dabei ist 
 

( ) ( )
( ) :h

f x h f x
f x

h
d

+ -
=  für x Î   und 0.h>  

 

Bemerkung: Dies ist deswegen bemerkenswert, weil hier eine 
approximative Reihenentwicklung ohne jegliche Differenzierbarkeits-
voraussetzungen möglich ist. Für die iterierten Differenzen gilt dabei 
noch folgende, aus dem binomischen Lehrsatz folgende Darstellung: 
 

0

1
( ) ( 1) ( )

k
k k i
h k

i

k
f x f x ih

ih
d -

=

æ ö÷ç= - ÷ +ç ÷ç ÷çè øå   für alle ,x Î   k Î  und 0.h>  
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Für das Folgende betrachten wir verschiedene Borel’sche s -Algebren: 
zum einen die von den offenen Mengen in   erzeugte s -Algebra 

( ),B   zum anderen die von den offenen Mengen der Banach-Algebra 

[ , ] L  erzeugte s -Algebra [ , ]. B   
 
Lemma. Es sei { }( ) | 0T t t= ³T eine Halbgruppe der Klasse ( )0 .C  Ist die 

Halbgruppe in einem genügend kleinen Intervall [ ]0,d  mit 0d>  injektiv 

und existiert ein 0 0t >  mit der Eigenschaft ( )
0

0liminf ( ) 0,
t t

T t T t


- >  so ist 

die Operator-wertige Abbildung ( )t T t  nicht [ , ] B -messbar. 
 
 
                                                                                                                                  
 
 
 



D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 133 

Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 

Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Beispiel. Eine Halbgruppe, auf die die Voraussetzungen des Lemmas 
zutrifft, ist die Halbgruppe der Linkstranslationen. Hier gilt nämlich: 
 

( ) ( ) 2T t T s- =  für alle , 0, .s t s t³ ¹  
 

 
Für die Bildung von "Erwartungswerten" für Abbildungen der Art ( )T X  

mit Zufallsvariablen X, die Werte in +  annehmen, benötigen wir 
allerdings noch weitere Integralbegriffe, die über dasoben definierte 
Riemann-Integral hinausgehen. Wir beginnen mit dem so genannten 
Bochner-Integral (eingeführt 1932 von Salomon Bochner, polnischer 
Mathematiker, 1899 – 1982). 
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Definition. Es sei ( ), ,mW   ein Maßraum und ( ),


   ein Banach-Raum. 

Eine Abbildung :j W   heißt Elementarfunktion, wenn sie in der Form  
 

1

( ) ( ),
i

n

i A
i

j w a w w
=

= ÎWå 1  

 

mit 1, , na a Î  und n Î  darstellbar ist. Sie heißt stark messbar, wenn 
es eine Folge { }n n

j
Î  von Elementarfunktionen gibt mit - lim .nn

j j
¥

= s  Das 

Bochner-Integral einer Elementarfunktion j  ist definiert als 
 

( )
1

: .
n

i i
i

B d Aj m m a
=

=åò  
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Eine stark messbare Abbildung j  heißt Bochner-integrierbar, wenn es 
eine Folge  { }n n

j
Î  von Elementarfunktionen gibt mit  

 

- lim nn
j j

¥
= s   -fast überallm    und    lim 0.nn

dj j m
¥

- =ò 
 

 

In diesem Fall existiert der Grenzwert  - lim nn
B dj m

¥ òs  in    und wird mit 

B dj mò  bezeichnet (Bochner-Integral von bzgl. ).j m  

 
Bemerkung: Das Bochner-Integral ähnelt in seinem Aufbau dem 
Lebesgue-Integral; es verfügt auch über analoge Eigenschaften.  
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Lemma. Es gilt:  
 

a) Ist j  stark messbar, so ist j


 messbar im üblichen Sinne. 

b) Für Elementarfunktionen j  gilt: .B d dj m j m£ò ò 
 

c) Sind 1 2,j j  Elementarfunktionen und 1 2, ,b b Î   so ist 1 1 2 2j bj b j= +  
ebenfalls eine Elementarfunktion, und es gilt  

 

1 1 2 2 .B d B d B dj m b j m b j m= ⋅ + ⋅ò ò ò  
 

d) Das Bochner-Integral ist eindeutig bestimmt.  
 
Bemerkung: Ähnlich wie beim Lebesgue-Integral wird als Konvention 
definiert: 
 

: .A

A

B d B dj m j m= ⋅ò ò 1  
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Satz (Bochner 1932). Es sei ( ), ,mW   ein Maßraum und ( ),


   ein 

Banach-Raum. Eine stark messbare Abbildung j  ist genau dann Bochner-

integrierbar, wenn ( )j


  im gewöhnlichen Sinne integrierbar ist. Ferner 

gilt: Ist { }n n
j

Î  eine Folge  von Elementarfunktionen mit  
 

- lim nn
j j

¥
= s   -fast überallm    und    lim 0,nn

dj j m
¥

- =ò 
 

 

so gilt auch  

lim .nn
d dj m j m

¥
=ò ò 
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Lemma. Für eine Bochner-integrierbare Abbildung j  gilt:  
 

.B d dj m j m£ò ò 
 

 
Ist g eine nicht-negative Lebesgue-integrierbare Abbildung und j  stark 
messbar mit ( ) gj £


  m -f.ü., so ist j  Bochner-integrierbar. Sind ferner 

{ }n n
y

Î  und y  stark messbar mit ( )n gy £


  und - lim nn
j y

¥
= s  m -f.ü., so 

sind alle ny  und y  Bochner-integrierbar. Ferner gilt: 
 

lim 0nn
dy y m

¥
- =ò 

   impliziert   - lim .nn
B d B dy m y m

¥
=ò òs  
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Lemma. Ist ( ),


   ein weiterer Banach-Raum und [ ],T Î  L  ein 

beschränkter linearer Operator, dann ist für eine  -wertige Bochner-
integrierbare Abbildung j  die  -wertige Abbildung Tj  ebenfalls 
Bochner-integrierbar mit 
 

( ).B T d T B dj m j m=ò ò  
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Lemma. Ist der Maßraum ( ), ,mW   vollständig und s -endlich, dann sind 

folgende Aussagen für eine Abbildung :j W  äquivalent: 
 
a) Es gibt eine m -Nullmenge Í   derart, dass : \j W    ( )B -

messbar ist und ( )\j W   eine abzählbare und in   dichte Teilmenge 

enthält (d.h. in diesem Sinn ist j  m -f.ü. separabel-wertig). 
 
b) Es existiert eine m -Nullmenge Í   und eine Folge { }n n

j
Î  von 

Elementarfunktionen mit ( ) - lim ( )nn
j w j w

¥
= s  für alle \ .w ÎW � 

 
Insbesondere ist die Abbildung j  genau dann stark messbar, wenn sie 

( )B -messbar ist und m -f.ü. separabel-wertig. 
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Lemma. Es sei X eine nicht-negative Zufallsvariable auf einem 
Wahrscheinlichkeitsraum ( ), ,PW   und { }( ) | 0T t t= ³T  eine Halbgruppe 

der Klasse ( )0 .C  Ferner existiere die momenterzeugende Funktion 

( )( ) tX
X t E ey =  für t h=  mit einem geeigneten 0 ,h w>  dem charakte-

ristischen Exponenten der Halbgruppe. Dann existiert für jedes f Î  das 
Bochner-Integral (Erwartungswert) 
 

[ ]( ) : ( )E T X f B T X f dP= ò  mit  

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) .XE T X f T X f dP M fh y h£ £ò  
 

 

Bemerkung: Ohne die Anwendung auf ein Element f Î  ist die 
Abbildung ( )( )T Xw w  i. Allg. nicht stark messbar, da die Abbildung 

( )t T t  i. Allg. nicht separabel-wertig ist. Daher kann auch auf diesem 
Weg i. Allg. kein "Erwartungswert" [ ]( )E T X  definiert werden. Hierzu ist 
ein weiterer Integral-Begriff nötig, nämlich der des Pettis-Integrals. 
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Definition (Pettis-Integral, B.J. Pettis 1938).  Es sei ( ), ,mW   ein Maßraum 

und ( ),


   ein Banach-Raum. Eine Abbildung :j W  heißt schwach 

messbar, wenn ( )f j*  messbar ist für alle beschränkten linearen 

Funktionale .f * *Î  j  heißt Pettis-integrierbar, wenn j  schwach 
messbar ist und ein Element J Î  existiert mit  
 

( ) ( )f J f dj m* *= ò  für alle .f * *Î  

 
In diesem Fall heißt J das Pettis-Integral von j  bezüglich ,m  in Zeichen: 

.J P dj m= ò  
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Lemma. Das Pettis-Integral besitzt u.a. folgende Eigenschaften: 
 
a) Sind 1 2,j j  Pettis-integrierbar und 1 2, ,b b Î  so ist 1 1 2 2j bj b j= +  

ebenfalls Pettis-integrierbar, und es gilt  
 

1 1 2 2 .P d P d P dj m b j m b j m= ⋅ + ⋅ò ò ò  

 
b) Das Pettis-Integral ist im Falle der Existenz eindeutig bestimmt. 
 
c) Ist j  Bochner-integrierbar, so auch Pettis-integrierbar, und es gilt 
 

.B d P dj m j m=ò ò  
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Das Pettis-Integral ist im Unterschied zum Bochner-Integral nicht 
"konstruktiv"; seine Bestimmung hängt wesentlich von der Struktur des 

Dualraums *  ab. Dies kann z.B. bei Banach-Algebren wie [ ], L  und 

deren Dualräumen zu Problemen führen. Man kann diesen 
Integralbegriff aber abschwächen, wenn man sich auf einen geeigneten 
Teilraum des Dualraums zurückzieht, der noch die Eindeutigkeit im Fall 
der Existenz garantiert. Dies führt zum Begriff des modifizierten Pettis-
Integrals. 
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Definition (modifiziertes Pettis-Integral). Es sei ( ), ,mW   ein Maßraum, 

( ),


   und ( ),


   seien Banach-Räume. Eine Abbildung 

[ ]: ,S W  L  heißt modifizert schwach messbar, wenn ( )( )( )f S f*   

messbar ist für alle beschränkten linearen Funktionale f * *Î  und alle 
.f Î  S heißt modifiziert Pettis-integrierbar, wenn S modifiziert schwach 

messbar ist und ein Element [ ],J Î  L  existiert mit  

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f J f f S f d f S f dm w m w* * *= =ò ò  für alle f * *Î  und .f Î  

 
In diesem Fall heißt J das modifizierte Pettis-Integral von S bezüglich ,m  

in Zeichen: .J P S dm*= ò  
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Lemma. Das modifizierte Pettis-Integral besitzt u.a. folgende 
Eigenschaften: 
 

a) Ist S modifiziert Pettis-integrierbar, so ist ( )( ) :S f W   Pettis-
integrierbar für alle .f Î  In diesem Falle ist  

 

( )( ) ( )( ) .P S d f P S f dm m* =ò ò   
 

b) Ist S Pettis-integrierbar im üblichen Sinn oder Bochner-integreirbar, 
dann auch modifiziert Pettis-integrierbar, und beide Integrale sind 
gleich. 
 

c) Sind 1 2,S S  Pettis-integrierbar und 1 2, ,b b Î   so ist 1 1 2 2S S Sb b= +  
ebenfalls Pettis-integrierbar, und es gilt  

 

1 1 2 2 .P S d P S d P S dm b m b m* * *= ⋅ + ⋅ò ò ò  
 

d) Das modifizierte Pettis-Integral ist im Falle der Existenz eindeutig 
bestimmt. 
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Lemma. Es sei ( ), ,mW   ein Maßraum, ( ),


   und ( ),


   seien 

Banach-Räume. Ferner sei eine Abbildung [ ]: ,S W  L  derart gegeben, 

dass ( )( )S f  stark messbar sei für jedes ,f Î  und dass ( )S   durch eine 
m -integrierbare Funktion 0g ³  dominiert sei. Dann ist S modifiziert 
Pettis-integrierbar, und es gilt  
 

.P S d gdm m* £ò ò  
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Satz. Es sei X eine nicht-negative Zufallsvariable auf einem 
Wahrscheinlichkeitsraum ( ), ,PW   und { }( ) | 0T t t= ³T eine Halbgruppe 

der Klasse ( )0 .C  Ferner existiere die momenterzeugende Funktion 

( )( ) tX
X t E ey =  für t h=  mit einem geeigneten 0 ,h w>  dem 

charakteristischen Exponenten der Halbgruppe. Dann existiert für ( )T X  
das modifizierte Pettis-Integral (Erwartungswert) 
 

[ ]( ) : ( ) ,E T X P T X dP*= ò  

mit 
 

[ ]( ) ( ) ( )XE T X M h y h£    und    [ ] [ ]( ) ( )E T X f E T X f=    für alle .f Î  
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Satz. Es seien X und Y nicht-negative, stochastisch unabhängige 

Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum ( ), ,PW   und 

{ }( ) | 0T t t= ³T eine Halbgruppe der Klasse ( )0 .C  Ferner existiere die 

momenterzeugende Funktion ( )( ) tX
X t E ey =  für t h=  mit einem 

geeigneten 0 ,h w>  dem charakteristischen Exponenten der Halbgruppe. 

Dann sind ( ),T X  ( )T Y  und ( ) ( )T X T Y  modifizierte Pettis-integrierbar, 

und es gilt die "Produkt-Formel" 
 

[ ] [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( ) .E T X T Y E T X E T Y=   
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Bemerkung: Diese Beziehung wurde von K.L. Chung in seiner Arbeit 1962 
verwendet, allerdings ohne die hierbei auftretenden Schwierigkeiten 
(„zufälliger Operator“) zu thematisieren. 
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Satz. Es sei N eine nicht-negative ganzzahlige und Y eine nicht-negative 
Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum ( ), ,PW   und 

{ }( ) | 0T t t= ³T eine Halbgruppe der Klasse ( )0 .C  Ferner existiere ein 

0 ,h w>  so dass die momenterzeugende Funktion ( )( ) tY
Y t E ey =  sowie die 

Komposition ( )( )N Y tj y  für t h=  existiere, wobei ( )( ) Y
N s E sj =  die 

wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von N bezeichne. Ist dann 
{ }k k
Y

Î  eine stochastisch unabhängige Folge von Zufallsvariablen, die wie 

Y verteilt und auch von N  unabhängig sind, und bezeichnet 
1

: ,
N

k
k

X Y
=

=å  

so ist ( )T X  modifiziert Pettis-integrierbar, und es gilt 
 

[ ] [ ]( ) [ ]{ }
0

( ) ( ) ( ) ( ) ,
k

N
k

E T X E T Y P N k E T Yj
¥

=

= = =å  
 

mit der üblichen Konvention [ ]{ }0
( ) .E T Y = I  
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Lemma. Es sei { }( ) | 0N t t ³  eine Familie nicht-negativer ganzzahliger 

Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum ( ), ,PW   derart, dass 

1
( )N t

t
 für t ¥  stochastisch gegen eine reelle Zahl 0z ³  konvergiere. 

Ist dann { }k k
Y

Î  eine stochastisch unabhängige Folge von Zufalls-

variablen, die wie eine nicht-negative Zufallsvariable Y  mit ( ) 0E Y g= ³  
verteilt und auch von der Familie { }( ) | 0N t t ³  unabhängig sind, und 

bezeichnet 
( )

1

( ) :
N

k
k

X Y
t

t
=

=å  für jedes 0,t ³  so gilt: 

 
( )

1

1 1
( )

N

k
k

X Y
t

t Vg
t t =

= å  stochastisch für .t ¥  
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Lemma. Es sei { }( ) | 0Z t t ³  eine Familie nicht-negativer ganzzahliger 

Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum ( ), , ,PW   die für 

t ¥  stochastisch gegen eine reelle Zahl 0x ³  konvergiere, und 

{ }( ) | 0T t t= ³T eine Halbgruppe der Klasse ( )0 .C  Ferner existiere ein 

0 ,h w>  so dass für die momenterzeugenden Funktionen der Ausdruck 

{ }
0

0 ( )( , ) : sup ( )Zs t
t t

h t y h
³

= <¥  für ein 0 0t ³  ist. Dann gilt: 

 
( )( ) ( )sE T Z f T ft xé ù ¾¾ë û   für ,t ¥  für alle .f Î� 
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Satz (Stochastischer Darstellungssatz für Operatorhalbgruppen, Pfeifer 
(1984)). Es sei { }( ) | 0T t t= ³T eine Halbgruppe der Klasse ( )0C  und 

{ }( ) | 0N t t ³  eine Familie nicht-negativer ganzzahliger Zufallsvariablen 

auf einem Wahrscheinlichkeitsraum ( ), ,PW   derart, dass 
1

( )N t
t

 für 

t ¥  stochastisch gegen eine reelle Zahl 0z ³  konvergiere. Ferner sei 

{ }k k
Y

Î  eine stochastisch unabhängige Folge von Zufallsvariablen, die wie 

eine nicht-negative Zufallsvariable Y  mit ( ) 0E Y g= ³  verteilt und auch 

von der Familie { }( ) | 0N t t ³  unabhängig sind. Existiert dann ein 0 ,h w>  

so dass für die momenterzeugenden Funktionen der Ausdruck 

{ }
0

0 ( )( , ) : sup ( )Zs t
t t

h t y h
³

= <¥  für ein 0 0t ³  ist, so gilt: 

 

( ) ( )s
N

Y
E T f T ftj x

t

æ öé ùæ ö ÷ç ÷çê ú÷ ¾¾ç ÷ç ÷÷ç ç ÷ê úç è øè øë û
  für ,t ¥  für alle ,f Î� mit .x Vg=  
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Stochastische Darstellungssätze für Operatorhalbgruppen 
 

Dieses Resultat erlaubt eine Vielzahl von Darstellungssätzen, die praktisch 
alle in der Halbgruppentheorie bekannten Ergebnisse umfassen (darunter 
Kendall (1954), Hille and Phillips (1957), Chung (1962), Ditzian (1971), 
Shaw (1980)). Wir zeigen hier nur exemplarisch, wie Hille’s erste 
Exponentialformel  leicht hieraus gewonnen werden kann.  
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Dazu betrachten wir einen homogenen Poisson-Prozess { }( ) | 0N t t ³  mit 
Parameter 0,x>  für den die Voraussetzung des Darstellungssatzes mit 
z x=  erfüllt ist, sowie die konstante Zufallsvariable 1.Y =  Da für jedes 

0t >  die Zufallsvariable ( )N t  eine Poisson-Verteilung mit Parameter tx  
besitzt, folgt  
 

( ){ } ( )( ){ }

( )( ){ } ( ){ } ( )
0 0

0

0 0

0 ( ) / /

1// 1/

( , ) : sup ( ) sup exp ( ) 1

sup exp 1 sup exp exp

N Y Ys

e e e

t t t
t t t t

th t t

t t t t

h t j y h tx y h

tx xh xh

³ ³

³ ³

= = -

= - £ = <¥
 

 

mit beliebigem 0 0.t >  Es folgt  
 

( )( ) 1/

1
( ) - lim - lim exp - limexp ,N

Y
T f s E T f s T I f s A ft tt t t
x j xt x

t t¥ ¥ ¥

æ ö æ öé ù é ùæ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç çê ú ê ú÷ ÷= = - =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷ê ú ê úç çè ø è øè ø è øë û ë û
  

 

für t ¥  und für alle ,f Î� was gerade der Aussage des Satzes von 
Hille entspricht. 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 
 

Weitere Inhalte: 
 
 Abschätzungen der Konvergenzgeschwindigkeit 
 
 Anwendungen auf die Poisson-Approximation 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
 
 

 
 
Umfang: 25 Seiten 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren und Poisson-Approximation 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren und Poisson-Approximation 
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Exkurs: Halbgruppen von Operatoren und Poisson-Approximation 
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Sonstiges: 
 

 Gastprofessur an der University of North Carolina, Chapel Hill 
(September 1985 bis Dezember 1985) 

 

Reisetätigkeiten und Gastbesuche: 
 

 The University of Iowa (Kooperation mit Ursula Gather) 
 The Pennsylvania State University, University Park 
 Johns Hopkins University, Baltimore (Kooperation mit Robert Serfling 

und Allan Karr) 
 Colorado State University, Fort Collins (Berufungsangebot) 
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IV. Heisenberg-Stipendium (1986-87) 
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Reisetätigkeit und Kooperationen: 
 
 Université Paris VI (Pierre et Marie Curie), 1986 

 

(Poisson-Approximation) 
 
 University of California, Santa Barbara (Sommersemester 1987) 

 

(Extremwertstatistik, Problem der besten Wahl) 
 
 Indiana University, Bloomington, Sommer 1987 

 

(Poisson-Approximation) 
 
 Stanford University, Palo Alto (August 1987) 

 

(Extremwertstatistik) 
 
[Publikation der Arbeiten zeitlich verzögert durch Begutachtungs-
prozesse] 
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Workshop on Extremes of Random Processes in Applied Probability, Santa 
Barbara 1987. In: Advances in Applied Probability 20 (1988), 12. 
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AAggeennddaa    
  
  IInnttrroodduuccttiioonn  

  

  PPrroobbaabbiilliissttiicc  rreepprreesseennttaattiioonnss  ooff  ooppeerraattoorr  sseemmiiggrroouuppss  
  

  TThhee  sseemmiiggrroouupp  aapppprrooaacchh  ttoo  PPooiissssoonn  aapppprrooxxiimmaattiioonn    
  

  BBiibblliiooggrraapphhyy  

  



178 D. Pfeifer   Conference in honor of Paul Deheuvels, Paris, June 20-21, 2013  

IInnttrroodduuccttiioonn  
  
Important relationships between  
 
semigroups  probability 
   
Feller semigroups  Markov processes 
convolution semigroups  Poisson approximation 
   
representation theorems  Bochner and Pettis integral 
approximation theorems  law of large numbers 
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IInnttrroodduuccttiioonn  
  
Semigroups { }³ Í0  [ , ] of class ( )0C  : on a Banach space   ( )|T t t

  
  (identity) = I(0)T

 ( )  for  + =( ) ( )T s t T s T ³, 0s tt

 


-
0

lim ( )
t

T t f f = 0 Îf

w Î1,

 for all  

 

There exist constants  such that ³M  w£ tMe ³ 0t( )T t  for   
 
Infinitesimal generator: 
 

[ ]


= -
0

1
( ) lim ( )

t
( )Af x T t

t
I Î(ff x  for )A   and  = =( ) ( ) ( )

d
AT t f T t Af T t f

dt
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IInnttrroodduuccttiioonn  
  
Feller semigroups { }³( )| 0t { }³T t  for standard Lévy processes | 0 :tX t  

  
( )é ù+= ë ûtX f( ) ( )T t f x E f x Î = � ( )UCB  for   

  
Infinitesimal generator: 
 

[ ]
( )

 

é ù+ -ë û( )tx X f x
Î( )f A= - =

0 0

1
( ) lim ( ) ( ) lim

t t

E f
Af x T t f x

t t
I  for  
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IInnttrroodduuccttiioonn  
  
Feller semigroups { }³( )| 0t { }³T t  for standard Lévy processes | 0 :tX t  

  
( )é ù+= ë ûtX f( ) ( )T t f x E f x Î = � ( )UCB  for   

  
Example: Brownian motion: m s=  2( ,t )t  with  tXP m sÎ >, 0 :
 

( ) s
m



é ù+ -ë û= =
0

( )
( ) lim +

2

'( ) ''(
2

t

t

E f x X f x
)Af x f x f x

t
  

 
for { }Î = Î ( ) | ',f A f f Î''f  
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IInnttrroodduuccttiioonn  
  
Feller semigroups { }³( )| 0t { }³T t  for standard Lévy processes | 0 :tX t  

  
( )é ù+= ë ûtX f( ) ( )T t f x E f x Î = � ( )UCB  for   

  
Example: Brownian motion: m s=  2( ,t )t  with  tXP m sÎ >, 0 :
 

( )
[ ] ( )

( )

+2 2

2

''( )f x t

t
s

m

é ù+ -ë û é ù= + ë û

= + +
2

( ) 1 1
'( )

2

'( ) ''( )
2

t
t t

E f x X f x
E X f x E X

t t t

f x f x
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IInnttrroodduuccttiioonn  
  
Feller semigroups { }³( )| 0t { }³T t  for standard Lévy processes | 0 :tX t  

  
( )é ù+= ë ûtX f( ) ( )T t f x E f x Î = � ( )UCB 

= Gt l> 0 :

 for   
  

Example: Gamma process: t  with  l( , )XP
 

( ) l
¥

-



é ù+ -ë û= = ò0
0

( )
( ) lim t u

t

E f x X f x f x + -( ) ( )u f x
Af x e d

t u
u   

 
for { }Î = Î( ) |f D A f Î'f   [pure jump process] 
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IInnttrroodduuccttiioonn  
  
Feller semigroups { }³( )| 0t { }³T t  for Lévy processes | 0 :tX t  

  
( )é ù+= ë ûtX f( ) ( )T t f x E f x Î = � ( )UCB 

=t l> 0 :

 for   
  

Example: Poisson process: )  with  l(XP t
 

( )
[ ]l



é ù+ -ë û= = + -
0

( )
( ) lim ( 1) ( )t

t

E f x X f x
Af x f x f x

t
  

 
for  Î = ( )f A
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IInnttrroodduuccttiioonn  
  
Convolution semigroups { }³( )| 0tT t  on  with = p { }Î ¥1, :p

= f Îf

 
 

*  for   p( )t( )T t f

  
where ( ) 1),=p p p p( ) ( )(0), ( )(1), ( )(2t t t t Î   is an infinitely divisible dis-

crete distribution, i.e.  
 

+ = *( ) (s tp p( )s t ³, 0.s tp )  for  
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IInnttrroodduuccttiioonn  
  
Convolution semigroups { }³( )| 0tT t  on  with = p { }Î ¥1, :p

= f Îf

 
 

*  for   p( )t( )T t f

  
(Example: Negative binomial convolution semigroup: )=p( ) ,t NB t

:
p  with 

< <0 1p   
 

æ ö+ - G +÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷ G ⋅è ø
p

1 ( )
( )( ) (1 )

( )
t nt n

t n p p
n

-(1 )
!

t nt n
p p

t n
 

  

[ ]
[ ]

=

ì - ⋅ïïïï= - = í -ï - -ïïïî
å0

1

ln(
1

( ) lim ( ) ( ) (1 )
( )

=

>

) (0) if 0

if 0
kn

t

k

p f n
Af n T t f n p

t f n k f n
k

I Îf
( )n

 for  
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IInnttrroodduuccttiioonn  
  
Convolution semigroups { }³( )| 0tT t  on  with = p { }Î ¥1, :p

= f Îf

lp( ) ( l> 0 :

 
 

*  for   p( )t( )T t f

  
Example: Poisson convolution semigroup: )t  with  = t

  

[ ]
[ ]) i

l
l

ì - =ïï= - = íï - - >ïî0

(0) if 01
( ) lim ( ) ( )

( 1) ( f 0t

f n
Af n T t f n

f n f n nt
I Îf  for  
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³( )

IInnttrroodduuccttiioonn  
  
Representation theorems for { }| 0t :   T t
 

History (excerpt): Hille (1942), Widder (1946), Yosida (1948), Kendall 
(1954), Trotter (1958), Kato (1959), Chung (1962), Ditzian (1969), Butzer 
& Hahn (1980), Shaw (1980), Pfeifer (1984-1986) 
 

If A is bounded:   
¥

= =å( )
k

tA k

k

t
T t f e f Î = ( )f A

=0 !
A f

k
 for  

 

                             
¥

æ ö÷ç= = +ççè ø
( ) lim

n
tA

n

t
T t f e f I Î = ( )f A÷÷A f

n
 for   

 

                             
-

¥

æ ö÷ç= = -ççè ø
( ) lim

n
tA

n

t
T t f e f I Î = ( )f A÷÷A f

n
 for   
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IInnttrroodduuccttiioonn  
  
General case (A unbounded): 
 

Hille’ s first exponential formula: with [ ]= -
1

( )h
h

I :  hA T
 

( )


=
0

( ) limexp hh
T t f f ÎftA  for  

  

Hille-Yosida: with resolvent   
ll l

¥
- -= - = ò1( ; ) ( ) ( ) ,tR A f A f e T t f dtI l w> :

0

 
( )ll¥

=( ) limexT t f f Îfp tB  for  

with  
[ ]  for    l l l l= -( ;B R I l w>)A
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IInnttrroodduuccttiioonn  
  

General case (A unbounded):  with [ ]= -
1

( )h
h

I :  hA T

 
Kendall: 
 



æ ö÷ç= + ÷ç ÷çè ø0
( ) lim

n

h

t
T t f fI Îf1/nA

n
 for  

 
Shaw:  

-



æ ö÷ç= -ççè ø0
( ) lim

n

h

t
T t f f

n
I Îf÷÷1/nA  for  

 
[particular cases of Chernov’s product formula] 
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PPrroobbaabbiilliissttiicc  rreepprreesseennttaattiioonnss  ooff  ooppeerraattoorr  sseemmiiggrroouuppss  
  
Some notation:  
 

j é ù= =ë û å( ) :
¥

=

=
0

(N n
N

n

t E t t P N )n  

 

[probability generating function for a non-negative integer valued 
random variable N] 
 

y
¥

=

é ù é= = ù
ë û ë( ) : tX

X t E e ûå
0 !

n
n

n

t
E X

n
 

 

[moment generating function for a non-negative real valued ran-
dom variable X] 
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z > 0Y

=

PPrroobbaabbiilliissttiicc  rreepprreesseennttaattiioonnss  ooff  ooppeerraattoorr  sseemmiiggrroouuppss  
  
Main Representation Theorem (Pfeifer 1984): Let N be a non-negative 
integer-valued random variable with  and  be a real-

valued random variable with  such that 

=( )E N

g( )E Y ( )j d <¥1N  and 

( )y d <¥2Y  for some  and  Then for sufficiently large n, d1 > 0.>1 d2

j
æ öé ùæ öç çê úç ççç ê úç è øè øë û

N E T ÷÷ ÷Î÷ ÷÷ ÷
 [ ,

Y
n

 ] with 

wæ ö
j j y

é ù æ öæ ö æ ö÷ç ÷ç÷ ÷ç çê ú÷ £ ÷ç ÷ ÷çç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ÷ç÷ê úç è ø è øè øè øë û
,N N Y

Y
E T M

n n
 

and 

x j
¥

ì üæ öé ùï ïæ ö ÷ï ïç ÷çê ú÷= çí ý÷ççç ê úçï ïè øè ø÷÷ ÷ë ûï ïî þ
( ) lim

n

Nn

Y
T f E T

n
Îf x z= .f  for  with g  
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x(1, ) º1,Y

PPrroobbaabbiilliissttiicc  rreepprreesseennttaattiioonnss  ooff  ooppeerraattoorr  sseemmiiggrroouuppss  
  
Corollary: comprises (all) known representation theorems: for example: 
 

 Choose  [binomial distribution] and  then  =NP B

  

 
xæ ö

èè ø
j
ì üæ öé ùï ïæ ö ÷ï ïç ÷ ÷ç çê ú÷ = +çí ý÷ ÷ç ç÷÷ ÷ç çç ÷ê úçï ïè ø øë ûï ïî þ

1/

n n

N n

Y
E T A

n n
I

x(1, ) º1,Y

   (Kendall) 

 
Choose  [negative binomial distribution] and  then  =NP NB
 

x -æ ö
è ø

j
ì üæ öé ùï ïæ ö ÷ï ïç ÷ ÷ç çê ú÷ = -çí ý÷ ÷ç ç÷÷ ÷ç çç ÷ê úçï ïè øè øë ûï ïî þ

n

N n

Y
E T

n n 1/

n

AI    (Shaw) 
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x( º1,Y

PPrroobbaabbiilliissttiicc  rreepprreesseennttaattiioonnss  ooff  ooppeerraattoorr  sseemmiiggrroouuppss  
  
Corollary: comprises (all) known representation theorems: for example: 
 

Hille’s first exponential formula: Choose )  and  then  =NP
 

( )x
öù
ú =
úø

j x
ì üæ ö æé ù éï ïæ ö æ ö÷ ÷ï ïç ç÷ ÷ç çê ú ê÷ ÷= -ç çí ý÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷ê ú êç çï ïè ø è øè ø èë û ëï ïî þ

1
exp

n

N

Y
E T n T

n n û
1/exp nAI  
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= = (1),YP

PPrroobbaabbiilliissttiicc  rreepprreesseennttaattiioonnss  ooff  ooppeerraattoorr  sseemmiiggrroouuppss  
  
Corollary: comprises (all) known representation theorems: for example: 
 

Hille-Yosida: Choose  and  then  x( )NP
 

( )
¥ ¥

- -é ùæ ö æ ö÷ ÷ç çê ú = =÷ ÷ç ç÷ ÷ç çê úè ø è øë û
ò ò
0 0

u nvY u
E T f e T f du n e T v f

n n
= ( ; )dv nR n A f Îf for  

 

and hence 
 

[ ]( )j x
ì üæ öé ùï ïæ ö ÷ï ïç ÷çê ú÷ = -çí ý÷ç ÷÷çç ÷ê úçï ïè øè øë ûï ïî þ

exp ( ; )
n

N

Y
E T n nR n A

n
( )x= exp nBI  
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PPrroobbaabbiilliissttiicc  rreepprreesseennttaattiioonnss  ooff  ooppeerraattoorr  sseemmiiggrroouuppss  
  
Idea of proof: Let { } În n

Y


1

 be i.i.d. as Y, independent of N. Consider the 

random sum 
=

=å
N

k
kX Y  with ( )y= ( )Yy j( )X Nt .t  Then in some sense 

 

[ ]

( ) ( )

( )

¥

= =

¥

=

¥

=

( )

( )( )j

é ùæ ö÷çê ú= ⋅ =÷ç ÷ê ÷úçè øë û

é ù= ⋅ë û =

é ù é= ⋅ = = ùë û ë

å å

å

å

0 1

1 2
0

0

( ) (

( )

n

k
n k

n

n

n

E T X E T Y P N n

E T Y T Y T

E T Y P N n

 

û

)

( )n

N

Y P N n

E T Y
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PPrroobbaabbiilliissttiicc  rreepprreesseennttaattiioonnss  ooff  ooppeerraattoorr  sseemmiiggrroouuppss  
  

Now take i.i.d. copies { }
=

= å
1

1 n

n k
k

În n
X


 of X and consider X X

n
x z= .

which 

converges a.s. (and thus also in probability) to g  By the law of 
large numbers, it follows that 
 

( )x j
¥ ¥ ¥

ì üæ öé ù é ùï ïæ ö æ ö ÷ï ïçé ù ÷ ÷ç çê ú ê ú÷= = = çí ý÷ ÷ç ç ÷ê ú ÷ ÷ç çë û ÷ê ú úï ïè ø øç êç èè øë û ëï ïî þ
( ) lim lim lim

nn

n Nn n n

X Y
T f E T X f E T f E T f

n n
Î .f

û
 for  

  

Idea of proof: modulus of continuity  
 

( ){ }w x d x= -( , , ) : sup ( ) ( )f T t T f x d- < >, 0t t

Î e> 0, w x d <( , , )f

  
 

[Note that for  and  there exists a  with e ] f d > 0
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0,

PPrroobbaabbiilliissttiicc  rreepprreesseennttaattiioonnss  ooff  ooppeerraattoorr  sseemmiiggrroouuppss  
  
For all  we have d >
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ){ } { }

( ){ }{ }

( ) { }w w

x d x d

x d

x x

x x

w x d x

w x d x d

È- < - ³

- ³

é ù é ù é- = - £ -ê ú ê ú êë û ë û ë

é ù= - =ê úë û

£ + +

é ù£ + - ³ + x

x

w x d

ù
úû

é ù-ê úë û

£ê úë û

ò ò

ò

( ) ( )

( )

( , , ) ( )

( , , ) n

n n

n

n n n

n n

n

X
n

X X

X

E T X f T f E T X T f E T X T

T X T f dP

f f T X T dP

f f P X M E e e

( )

( )

2 ( , , )

f

T X T f dP

f

 

 
for sufficiently large n. 
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PPrroobbaabbiilliissttiicc  rreepprreesseennttaattiioonnss  ooff  ooppeerraattoorr  sseemmiiggrroouuppss  
  

[ ](E T X )  exist, and does there hold Crucial point: In which sense does 
 

[ ] [ ] [ ] [ ])   (*) + = =( ) ( ) ( ) ( ) (E T X Y E T X T Y E T X E T Y 
 

for independent random variables X,Y? 
 

Theorem (Pfeifer 1984): If 


-liminf ( ) ( ) 0
t z

T t T z > 0>  for some z  and the 

semigroup is injective in a neighbourhood of zero, then t  is nei-
ther Borel-measurable nor separably valued, hence 

( )t T
[ ](E T X

( ) Î = ( )f UCB 

)  does in 
general not exist as a Bochner expectation. 
 

Example: semigroup of translations:  for  

with 

= +( )f f tT t

- = 2 whenever  ( ) ( )T t T z ¹ .t z
 

Solution: (modified) Pettis integral (uses a suitable subset of the dual 
space of  and the Hahn-Banach-Theorem) → (*) can be justified! [ , ]
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PPrroobbaabbiilliissttiicc  rreepprreesseennttaattiioonnss  ooff  ooppeerraattoorr  sseemmiiggrroouuppss  

  
Consequence: Main Representation Theorem (and extensions) can be 
used to find estimates for the rate of convergence, central idea: 
 

[ ] ( ) ( ) s
x»

2
2( )

2
T Ax xx x x- = - + - +2 21

( ) ( ) ( ) ( )
2

E T X f T f E X T Af E X T A f R

(X

f  

 

with );  more precisely (among other results): s =2 Var
 

[ ] ( ){ } { }{ }wx x w wx x y- £ - + -
2/33 6 1/33( ) ( ) (3 )

6 X

M
E T X f T f A f e E X E X

s
x-

2
2( )

2
T A f

 

for ( )3Îf A  → starting point for joint work on Poisson approximation 

 



201 D. Pfeifer   Conference in honor of Paul Deheuvels, Paris, June 20-21, 2013  

1, , n
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History (excerpt): Le Cam (1960), Franken (1964), Chen (1974), Serfling 
(1975, 1978), Arenbaev (1976), Shorgin (1977), Presman (1984), Barbour 
& Hall (1984), Serfozo (1985), Deheuvels and Pfeifer (1986-1989) 
 

Startup framework: Let X X  be independent binomially distrib-
uted over { }0,1  with ( ) ( )0,1  and T be Poisson distributed 

with parameter  Define .X  Then for a large class of prob-

ability metrics  we have 
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i
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P X
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r
 Î .ffor a suitable Banach space  with norm  and a suitable  

Here  A is the generator of the Poisson convolution semigroup. 
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Examples:  
 

total variation:   
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Theorem (Deheuvels & Pfeifer 1986): Under the assumptions of the 
startup framework, it holds 
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Particular cases: l
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Question: What is an (asymptotically) “optimal” choice of  
 

Answer: Minimize ( )
r
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where  is the positive root of  a =1.6784.
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Extensions:  
 

 multinomial distributions  

 point processes 

 Markov chains 

 mixed distributions 

 Poisson-stopped sums 

 weighted metrics 

 signed measures 

 … 
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(Lineare Optimierung, Operations Research) 
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Mathematik für Ökonomen (Analysis und Lineare Algebra) 
 

Unterstützung der Arbeitsgruppe Stochastik 
 

Mitwirkung an der Ausbildung von Lehramtstudenten 
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Applicable Analysis, 1993 
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Projekt: Ökosystemforschung Niedersächsisches Wattenmeer (ELAWAT: 
Elastizität des Ökosystems Wattenmeer), Teilprojekt B (1993 - 2000) 
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Projekt: Ökosystemforschung Niedersächsisches Wattenmeer (ELAWAT: 
Elastizität des Ökosystems Wattenmeer), Teilprojekt B (1993 - 2000) 
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Projekt: Ökosystemforschung Niedersächsisches Wattenmeer (ELAWAT: 
Elastizität des Ökosystems Wattenmeer), Teilprojekt B (1993 - 2000) 
 

 
 

Räumliche Verteilung von Arenicola marina (links) 
und Littorina littorea (rechts) 
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I. Punktprozess-Modelle (nach Skript Räumliche Statistik) 
 
Punktprozesse bilden den Einstieg in die einfachsten zufälligen 
räumlichen Strukturen mit diskretem Charakter. Ein wichtiger Punkt-
prozess, der die Grundlage zahlreicher Verallgemeinerungen bildet, ist 
der (homogene und inhomogene) räumliche Poisson-Prozess, der in 
seiner eindimensionalen Version als Markov-Prozess in der Warte-
schlangentheorie, der Informatik und der Versicherungs- und Finanz-
mathematik von fundamentaler Bedeutung ist. 
 
I.1. Maßtheoretische Grundlagen 
 

Lemma 1: Es sei  eine nicht-leere Menge, I  seien Mess-

räume mit einer nicht-leeren Indexmenge I. Ferner seien Y  für 

I  beliebige Abbildungen. Î  bezeichne wie üblich die von 

den Abbildungen  erzeugte -Algebra über  Ist ) ein weiterer 

Messraum und  eine Abbildung, so gilt: T  ist genau dann -
messbar, wenn alle Kompositionen Î, I   - -messbar sind. 

X ( ) ÎY , ,i i i

X:i iT

s

iT (W ,
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Îi ( );iT i I

iT T i

= :

s
X

X.

i

:T
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Lemma 2: Es sei ) ein Messraum und  eine nicht-leere Menge von 

Maßen auf  Für jedes  sei die Abbildung  definiert 
durch )  für jedes  (die so definierten Abbildungen 
heißen Evaluationsabbildungen).  bezeichne die von der Gesamtheit 
der Evaluationsabbildungen erzeugte s -Algebra über .  Dann gilt: 

( X, 
ÎB t :B 

B 
M

.
m=: (t m( )B m Î

 

a) Für jedes Î A  und jede Borel-Menge  gehört die Menge Î1D
{ }m mÎ Î| ( )A D M.

b) Besitzt die s -Algebra   einen abzählbaren,  erzeugenden Semiring 
 ,  der eine Folge von Mengen enthält, deren Vereinigung X  
überdeckt und auf dem alle m Î  endlich sind (d.h. alle Maße m Î  
sind s -endlich), so gehören alle einelementigen Mengen { }m  für 

m Î  zu M,  d.h. { }{ }m m= Î : |  ist das zu M  gehörige 

Atomsystem. Ferner gilt dann: { }t Î |E E  ist ein Erzeuger von M.  
Diese Aussage bleibt auch gültig, wenn  lediglich ein erzeugender 
Semiring von   ist. 

 zu  
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Lemma 2: Es sei ) ein Messraum und  eine nicht-leere Menge von 

Maßen auf  Für jedes  sei die Abbildung  definiert 
durch )  für jedes  (die so definierten Abbildungen 
heißen Evaluationsabbildungen).  bezeichne die von der Gesamtheit 
der Evaluationsabbildungen erzeugte s -Algebra über .  Dann gilt: 

( X, 
ÎB t :B 

B 
M

m n am bn+( , )

n n

.
m=: (t m( )B m Î

 

c) Für alle a b ³, 0  ist die Abbildung ab  

M -messbar. Allgemeiner gilt:  
{ }

´   : :S

ÄM M-
Ist  eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen, so ist die 

Abbildung   -messbar. 

a=α
Î

{ }m a m
¥¥

Î=
=

´ åα  
1

1

: : n n nnn
n

S  
¥

=
ÄM M

1
-

n

d) Es sei einschränkend   eine Menge s -endlicher Maße auf . Ist 
( )Y,  ein weiterer Messraum und   eine nicht-leere Menge s -

endlicher Maße auf  ,  so ist die Abbildung Ä ´   : :S  
m n m nÄ( , ) ÄM L N- -messbar, wobei L  die von den Evaluations-

abbildungen auf   und N  die von den Evaluationsabbildungen auf 
 ,  der Menge aller s -endlichen Maße auf  ,  erzeugten s -
Algebren bezeichnen.  

Ä
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Lemma 2: Es sei ) ein Messraum und  eine nicht-leere Menge von 

Maßen auf  Für jedes  sei die Abbildung  definiert 
durch )  für jedes  (die so definierten Abbildungen 
heißen Evaluationsabbildungen).  bezeichne die von der Gesamtheit 
der Evaluationsabbildungen erzeugte s -Algebra über .  Dann gilt: 

( X, 
ÎB t :B 

B 
M

Î   : :DS

.
m=: (t m( )B m Î

 

e) Ist  fest, so ist die Spurmaß-Abbildung  D

( )m m ÇD   -messbar. M M-

Î 




 

Bemerkung:  
 

Das Atomsystem }  ist sicher dann erschöpfend, wenn  

abzählbar ist. Für überabzählbare  ist das nicht unbedingt so; 
Gegenbeispiel: { }  (Menge aller Einpunktmaße über ).  

Hier gilt 

{ }{ m m= : |

e= Î|x x

{ }(
=X :

) { }e- = Î1 1 |A x xt ,A  ){ }( ) { }t e- -= Î1 10 { }(t=| 1cA

1

c
A x x A  für alle 

 und somit ÎA { }{= ÎM }Î1e | ;A M

1

x

x x A   ist damit in gewisser 

Weise „isomorph“ zur Borel’schen -Algebra  ( über die Abbildung 
e

s
x   für Î )x  , für die das entsprechende Atomsystem der ein-
elementigen Mengen gerade nicht erschöpfend ist. 
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Definition 1: In der Situation von Lemma 2 sei zusätzlich  ein 

Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Zufallselement )  heißt 

zufälliges Maß über  (mit Werten in   

( )W , ,P

(  M,



{ }x Îi i


). ( )x

Îi i i
B

)
Îi i I

Î1, ,
ii ik

x
Îi i

( )x W : ,

).
 
Lemma 3:  Es sei I eine nicht-leere Indexmenge und 

I
 eine 

stochastisch unabhängige Familie von zufälligen Maßen über  (mit 
Werten in  Dann ist auch jede Familie { }

I
 mit Mengen 

 stochastisch unabhängig. { } Î
Íi i I

B 
 

Bemerkung: Lemma 3 kann direkt auf Familien von Zufallsvektoren 

 mit Mengen  im Sinne der Bemerkung 

zu Definition 1 erweitert werden. Sind umgekehrt alle solchen Familien 
stochastisch unabhängig, so ist unter den Voraussetzungen in der 
zweiten Bemerkung zu Definition 1 auch die Familie { } I

 stochastisch 

unabhängig. 

( ) ( )({ }x x1 , ,i i i ikB B B B
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Lemma 4: In der Situation von Definition 1 sei  ein zufälliges Maß über 
 (mit Werten in  Dann wird durch die „punktweise“ Definition  

x
).

x


 

( ) [ ]x x= = Îò ( ) ,B dP B

 xE x.

( ) : ( )E B E B  

 
ein Maß auf  definiert.  heißt (das)  Intensitätsmaß zu  
 
Bemerkung: Im Sinne des Satzes 1 ist eine reguläre bedingte Verteilung 

( | )P  für eine beliebige Teil-s -Algebra       ein zufälliges Maß 

) , wobei  die Menge aller Wahrscheinlichkeits-

maße auf  ist. Denn eine reguläre bedingte Verteilung 
( )x W : , ( ,P


M, 

( | )P 

=

 besitzt 
gerade die genannten Eigenschaften (Wahrscheinlichkeitsmaß in der 
einen, messbare Abbildung in der anderen Variablen), ist also ein 
zufälliges (Wahrscheinlichkeits-)Maß der angegebenen Art. 
 

Für das Intensitätsmaß ergibt sich hier noch 
 

( ) [ ]x x x= = = Îò ò  ( ) : ( ) ( ) ( | ) (E B E B B dP P B dP ),P B B ,  also  x = .E P
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Definition 2: Ein zufälliges Maß  im Sinne der Definition 1 heißt 

Punktprozess, wenn gilt:  für alle  (d.h. )  „zählt“ die 
Anzahl der „Punkte“ in der Menge Î  

x
ÎB Î  x(B

).

P X,

=

x( ) +
B

B

 
Definition 3: Es sei X ein Zufallselement auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum ( )  mit Werten in einem Messraum ( ).  Dann heißt das 

zufällige Maß e
W , ,

x X  Einpunkt- oder Dirac-Prozess. 
 
Bemerkung: Für jedes  gilt  ÎB

( ) (X B X1

B1 -
x e=

 
x e= =( )B B )  

 
(mit der üblichen Indikatorfunktion ), und dies ist eine messbare 
Abbildung. Daher ist gemäß der ersten Bemerkung zu Definition 1 X  
ein zufälliges Maß. Hier gilt insbesondere  
 

( ) [ ] [ ]x x= = =( ) ( ) ( ) (BE B E B E X P X1 ÎB B x = .=) (XP ), also XE P  
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I.2. Der Poisson-Punktprozess 
 
Die in diesem Abschnitt betrachteten Punktprozess-Modelle sind 
fundamental für alle Anwendungen, in denen gewisse räumliche 
Unabhängigkeiten eine wesentliche Rolle spielen. Wir behalten hier der 
Einfachheit halber die Bezeichnungen aus Abschnitt I.1 bei, d.h. ( ) ist 
ein Messraum und  eine geeignete nicht-leere Menge von Maßen auf 
,   die von den Evaluationsabbildungen über   erzeugte s -Algebra 
und ein zufälliges Maß ( ) ( )  eine messbare Abbildung mit 

Werten in  

X,



M



x
),

Îi

M

x W : , ,

.
 
Definition 4: Ein zufälliges Maß  heißt Poisson-Punktprozess mit 
Intensitätsmaß  (auf  wenn die folgenden Eigenschaften erfüllt sind:  m
 

a) Für jedes  ist )  Poisson-verteilt mit Parameter .  Î B x(B m( )B

b) Ist I eine beliebige Indexmenge und { } Îi i I
B  eine Familie paarweise 

disjunkter Mengen aus ,  so ist die Familie der Zufallsvariablen 

}
I
 stochastisch unabhängig. ( ){x iB
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Bemerkungen:  

 Falls ein solches zufälliges Maß existiert, ist seine Verteilung gemäß 
der zweiten Bemerkung zu Definition 1 eindeutig bestimmt.  

 Die Frage der Existenz lässt sich zumindest im Fall, dass das 
Intensitätsmaß m  s -endlich ist, positiv (und konstruktiv) beantworten. 
Dabei werden einige wesentliche Eigenschaften der Familie der 
Poisson-Verteilungen ausgenützt, nämlich die Faltungsstabilität und 
die Zerlegungsstabilität. 
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Satz 2: Es sei  mit  eine endliche Indexmenge und 

I
 eine Familie positiver reeller Zahlen. Ferner sei  

{ }= 1,I n2, În 

liX I

(= *

,

{ }l
Îi i

l l
Î

=å: .i
i I

a) Ist { } Îi i I
X  eine unabhängige Familie Poisson-verteilter Zufallsvariablen 

auf einem Wahrscheinlichkeitsraum  mit ( )= Î, ,iP i  so 

gilt für 
Î

=å: i
i I

S X : ( )l= SP      bzw.     )l i  (Faltungs-

stabilität der Poisson-Verteilung). 
(

 

( )W , ,P

l
Î

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷è øå
i I

Îi i I

b) Ist S eine )l -verteilte Zufallsvariable auf ( )W , , ,P  unabhängig von 

einer weiteren Familie ( )= Î1, , ,k k knZ Z kZ    stochastisch unab-

hängiger, n-dimensionaler multinomialverteilter Zufallsvektoren mit  

=1ki  und ( )
Î
å
i I

Z
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(-1 P Z )l
l

= = = =1 : 0i
ki iP Z p  für alle Îk   und 

Î ,i I  so sind die Zufallsvariablen 
=

=å
1

:
S

i ki
k

= ki

X Z  für Îi I  stochastisch 

unabhängig und jeweils ( )l i -verteilt (Zerlegungsstabilität der 

Poisson-Verteilung). 



Bemerkung: Die Aussagen von Satz 2 lassen sich zum einen auf den Fall 
verallgemeinern, dass die  lediglich nicht-negativ sind mit der Setzung 

 (Einpunktverteilung in Null); zum anderen bleibt die Aussage a) 
sinngemäß auch für unendliche (aber abzählbare) Indexmengen I richtig. 

li

e0

În n
X 

P X, .

=(0)

 
Satz 3: Es sei  eine unabhängige, identisch (wie X) verteilte 

Familie von Zufallselementen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum 
( )  mit Werten in dem Messraum ( )  =

{ }

W , , XQ P

În 

P l³ 0.

x e
=

=å
1

:
n

N

 bezeichne die 

Verteilung von X. Ferner sei N eine von  stochastisch unabhängige 

Poisson-verteilte Zufallsvariable auf  )  mit Parameter  Dann 

ist der durch 

{ }nX

(W , ,

 

 X
n

.Q
l

 
definierte Punktprozess ein Poisson-Punktprozess mit dem Intensitätsmaß 
m l= ⋅  (Man sagt auch, x  sei ein Poisson-Punktprozess mit den 
Parametern  und Q.)  
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Ist umgekehrt  ein beliebiges, endliches Maß auf  welches ein vom 
Nullmaß verschiedenes Intensitätsmaß eines Punktprozesses x  ist, und ist 

der Grundraum )  genügend „groß“ (d.h. er erlaubt die Existenz 

beliebig vieler stochastisch unabhängiger Ereignisse), so wird durch 

m ,

, ,P

=

=å*

1

:
n

N

(W

 

x eX
n

În n 

 

 

mit N und  wie oben für { }X m
l

=
1

Q

x
x*

x

 ein Poisson-Punktprozess 

definiert, der dieselbe Verteilung wie  besitzt (und daher stochastisch 

nicht von  „unterscheidbar“ ist).  heißt deshalb auch Repräsentant 
von .  

x
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Zwischenbemerkungen:  
 

 Für den Fall º 0N  (d.h. l = =( ) 0)E N  wird x  auf Grund der dann 
leeren Summe zum Nullmaß. Ist umgekehrt das Intensitätsmaß m  vom 
Nullmaß verschieden, so ist zwingend .  Daher ist Q in 
diesem Fall wohldefiniert. 

l = > 0E N

ÎB

(

( )

 
 x  ist definitionsgemäß ein zufälliges Maß, denn für beliebiges  

sind alle Abbildungen  
 

x e
= =

= =å å
1 1

( ) ( )
n

N N

)X B nX1

-
n n

B B  

 messbar.  
 

D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 249 



Bemerkungen:  
 
 Ein Poisson-Punktprozess mit endlichem Intensitätsmaß m  kann 

offenbar als zufällige Mischung von Einpunkt-Prozessen nach einer 
Poisson-Verteilung aufgefasst werden. 

  

 Ist die Verteilung Q der Ausgangs-„Punkte“ { } În n
X   atomlos in dem 

Sinne, dass { }Îx  gilt für alle ÎXx  mit { }( )= 0,Q x  so ist auch die 

Verteilung xP  des Poisson-Punktprozesses atomlos. Insbesondere gilt 
dann x m= =( ) 0P  für alle nicht-trivialen Maße m Î.  Eine 

„Visualisierung“ des Poisson-Punktprozesses (z.B. im Fall =X d  mit 
=1,2,3)d  erfolgt dann üblicherweise durch Plotten der zufälligen 

„Punkt“-Menge G.  Punktprozesse dieser Art heißen auch einfach. 
 

 Ein Poisson-Punktprozess mit Parametern l  und atomloser Verteilung 
Q kann auch mit der zufälligen (fast sicher endlichen) „Punkt“-Menge 

{ }G = 1, , NX X  identifiziert werden (mit G =Æ  für = 0).N  Im Sinne 
der Maßtheorie ist das eine so genannte „zufällige abgeschlossene 
Menge“ (ZAM). 
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Bemerkungen:  
 
 

 Ist die Verteilung Q der Ausgangs-„Punkte“ { } În n
X   rein diskret, d.h. 

gibt es eine abzählbare Teilmenge ÎD  mit =D( ) 1,Q  so ist auch die 
Verteilung  des Poisson-Punktprozesses rein diskret. In diesem Fall 
ist x m=( 0P  für gewisse Maße m Î.   

xP
>)

d D= x e= ⋅N 0

-⋅e l> 0.

l

1

(
N

BB X1 ÎB

Beispiel: ,  mit  und  Hier gilt  

und somit 0,  falls  Die 
Visualisierung eines solchen  Poisson-Punktprozesses geschieht dann 
üblichweise durch Plotten der zufälligen „Punkt“-Menge G  unter 
Anbringung einer „Marke“, die die Vielfachheit der jeweiligen 
Realisation bezeichnet. 

( ) ( )=X,

( )P P

d

0

Îd 

l= =1)

{ }.0
l >x e= = (N

 

 Ein Poisson-Punktprozess x  mit Parametern  und Q ist faktisch ein 

Zählprozess in dem Sinne, dass die Größe x =( ) )n  für  

„zählt“, wie viele „Punkte“ in die Menge B fallen. 
=
å
n
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Satz 4: Es seien 1 und  stochastisch unabhängige Poisson-
Punktprozesse mit Parametern  und ,  Dann ist x x x= + 2  ein 
Poisson-Punktprozess mit den Parametern l2  und dem Para-

metermaß 

x x2

iQ i 1li =1,2.
l l= +1:

l
l l

= +
+ +

1

1 2

:Q Q

x l

2 1 2

x
l , =i x x= +1

l
l l1 2

2
2Q  (Überlagerungseigenschaft). 1

 

Ist umgekehrt ein Poisson-Punktprozess mit Parametern  und Q und 
sind l1 und l  zwei nicht-negative reelle Zahlen mit l l l+ = ,  so 
existieren zwei stochastisch unabhängige Poisson-Punktprozesse 1 und 

mit Parametern  und   so dass x2  gilt 
(Teilungseigenschaft). 
x2 i =iQ Q 1, ,2

 
Bemerkung:  
 

 Satz 4 kann offensichtlich sofort auf endlich viele Überlagerungen 
bzw. Teilungen verallgemeinert werden. Interessant ist hierbei, dass 
auch die unabhängige Überlagerung völlig unterschiedlicher Poisson-
Punktprozesse wieder zu einem Poisson-Punktprozess führt. 
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Satz 5: Der im vorigen Absatz konstruierte Punktprozess x  ist in 

Bezug auf seine Verteilung wohldefiniert und ist die Realisierung eines 
Poisson-Punktprozesses mit Intensitätsmaß m.  

x
Î

=å: i
i I

m s
x, m

.E

Î
ÅXi
i I

X

( ÇX (l m= Xi

 
Bemerkung: Ist  ein beliebiges -endliches Intensitätsmaß, so existiert 
immer ein Poisson-Punktprozess  der  als Intensitätsmaß besitzt, d.h. 
mit der Eigenschaft m x=  Eine kanonische Konstruktion für x  ist 
folgendermaßen möglich: 
 

Es sei  eine disjunkte (messbare) Zerlegung von  mit 

¥  und )i  für alle I  Sei ferner )i  und 

X =

( )<Xim<0 m m=:i Î .i

m
l
1

i

{ }X

=iQ i  für alle I  Die Zufallsvariablen 
I
 und die Zufalls-

elemente  (mit Werten in  seien gemeinsam stochastisch 

unabhängig, wobei die  jeweils 

Î .i

Î ´( , )i n I 

N

{ }N
Îi i

)in X

(i )li -verteilt seien und die inX  für alle 

 die Verteilung  besitzen mögen, für alle I   În  iQ Îi .
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Bemerkung: Ist  ein beliebiges -endliches Intensitätsmaß, so existiert 
immer ein Poisson-Punktprozess x  der m  als Intensitätsmaß besitzt, d.h. 
mit der Eigenschaft x  Eine kanonische Konstruktion für  ist 
folgendermaßen möglich: 

m s
,

m .E x

Î =
åå

1

i

in

N

=

 
Dann ist 

x e= X
i I n

x

 

 

ein Repräsentant des Poisson-Punktprozesses  mit dem Intensitätsmaß 
m.  
 
Für den allgemeinen Poisson-Punktprozess bleiben die in Satz 4 
formulierten Eigenschaften sinngemäß bestehen.  
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Satz 6: Es seien 1 und  stochastisch unabhängige Poisson-

Punktprozesse mit -endlichen Intensitätsmaßen 2.  Dann ist 

x2  ein Poisson-Punktprozess mit -endlichem Intensitätsmaß 

m2  (Überlagerungseigenschaft). 

x x2

s m =, 1,i i

x s

m 2 s m m+ =1 2 ,

x

1 1

x x= +1

m m= +1

s

 

Ist umgekehrt ein Poisson-Punktprozess mit -endlichem Intensi-

tätsmaß  und sind  und  zwei -endliche Maße mit m  so 

existieren zwei stochastisch unabhängige Poisson-Punktprozesse 1 und 

mit den Intensitätsmaßen   und so dass x2  gilt (Teilungs-

eigenschaft). 

m1 m

x2 m m2 , x x= +
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Bemerkungen:  
 

 Jeder allgemeine Poisson-Punktprozess x  mit s -endlichem Inten-

sitätsmaß m  kann lokal (d.h. bei Einschränkung auf eine Teilmenge 

ÎB  endlichen Maßes m <¥( ) )B  vermöge ( )x ÇB  kanonisch als 

einfacher Poisson-Punktprozess im Sinne von Satz 3 dargestellt 

werden. 

 Im Gegensatz zu den endlichen Poisson-Punktprozessen im Sinne des 
Satzes 3 können bei allgemeinen Poisson-Punktprozessen mit s -
endlichem Intensitätsmaß m  Punkthäufungen auftreten; in diesem 

Fall kann der Poisson-Punktprozess u.U. nicht mehr mit einer 
zufälligen  

abgeschlossenen Menge identifiziert werden.  

 

D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 256 



Bemerkungen:  
 

Beispiel:  

( ]= -¥X X =0, ,0 ( )¥ ,È 1,  
æ ùç= ççè ú+ û

1 1
,

1i i i
+Î =i I 

>1/ , 0

0, sonst.

x x

ú  für  mit dem 

Intensitätsmaß  mit der Lebesgue-Dichte  

X

m

ìïï= íïïî
( )f x  

Hier gilt ( )m
+

= =
æ ö÷ç + ÷ç ÷çè øòX

1/

1/( 1)

1 1
ln 1

i

i

i

dx
x i

Î ,i <¥  für alle  aber 

( ]( )x = =¥  für alle  (der Nullpunkt ist ein 

Häufungspunkt des Punktprozesses). Jede „Realisierung“ des 
Punktprozesses ist damit fast sicher keine abgeschlossene Menge, 
denn 0 ist fast sicher kein möglicher  „Punkt“ des Prozesses. 

ò
0

1
0,

b

E b dx
x

> 0b
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Satz 7: Es sei ein Poisson-Punktprozess mit Intensitätsmaß   sei 

fest. Dann ist das zufällige Maß )  ebenfalls ein Poisson-

Punktprozess mit dem Intensitätsmaß  

x m. ÎC

(x x=C 

( )= ÇC

x s
Ä1 . Î2C

ÇC

m m .C

 
Bemerkung: Satz 7 besagt anschaulich, dass die „Einschränkung“ eines 
Poisson-Punktprozesses auf eine feste Menge ÎC  wieder zu einem 
Poisson-Prozess führt mit dem Spurmaß als neuem Intensitätsmaß. Eine 
verwandte Aussage beinhaltet der folgende Satz. 
 
Satz 8: Es sei ein Poisson-Punktprozess mit -endlichem Intensitätsmaß 

 auf dem Produktraum )2   sei fest. Dann ist 

das zufällige Maß 

m ( )= ´ X X1 2, ,

(
( X

)x x= ´:C C  wieder ein Poisson-Punktprozess [über 

)1 ] mit dem -endlichen Intensitätsmaß  ( X1, s ( )m m= ´ .C C
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Bemerkungen: 

 
 Im speziellen Fall, dass m2  ein Produktmaß auf 2  ist, gilt 

noch m1.  

m m= Ä1 Ä1

( )m m m m= Ä ´ = ⋅1 2 2( )C C C

 Anschaulich bedeutet Satz 8, dass sich auch nach einer Projektion der 
„Punkte“ des Poisson-Punktprozesses auf einen niedriger dimen-

sionalen Teilraum wieder ein Poisson-Punktprozess ergibt. 
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I.3. Der homogene Poisson-Punktprozess 
 
Definition 5: Im Fall  und  (Borel’sche -Algebra) mit 

 (md : Lebesgue-Maß) Î  heißt der Poisson-
Punktprozess  mit dem Intensitätsmaß  homogener Poisson-
Punktprozess (oder kürzer: homogener Poisson-Prozess) mit Parameter  
(über ).d  

=X =  s
> ,

m
l

d d

dm l l= ⋅m , 0d

x

 
Bemerkungen:  
 

 Der homogene Poisson-Prozess kann als Repräsentant einer stetigen 
„Gleichverteilung“ über =X d  aufgefasst werden, weil nach der 
obigen kanonischen Konstruktion die in eine beliebige Menge ÎdB  
positiven Lebesgue-Maßes fallenden (zufällig vielen) „Punkte“ einer 
stetigen Gleichverteilung über B genügen. Der Parameter l  steuert 
dabei, wie „dicht“ die Punkte liegen. 

 Überlagerungen und Aufteilungen von homogenen Poisson-Prozessen 
(im Sinne von Satz 6) führen wieder auf homogene Poisson-Prozesse. 
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Satz 9: Es sei ein d-dimensionaler, homogener Poisson-Punktprozess mit 
Parameter l> Î .  Die der Größe nach sortierten Entfernungen 

 der „Punkte“ vom Nullpunkt sind dann gegeben durch 

x
)

³ Î) ,r i i 

( )K r > 0r
.

Î

0 (d
Î( ) ,iR i

 

( ){ }x= ³( ) : inf 0| (iR r K . 
 

Dabei bezeichne  die abgeschlossene Kugel mit Radius  um den 
Nullpunkt in  d
 

Es gilt: 
 

(a) Für jedes  besitzt der Zufallsvektor n )= (1) ( ), ,n R R

< <1

sonst.

nx x

n  die Dichte  R

( )
( ) ( )l l -

=

ìïï - <ïï= íïïïïî

 1

11

exp für 0
, ,

0

n
n d d

d d n i
in n

dv v x x
f x x  

Dabei bezeichnet 
p
æ ÷çG ÷ç ÷çè ø

2

2

d

d
d

( )=:dv
ö

 das d-dimensionale Volumen m (1)d K  

der Einheitskugel. 
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Satz 9: Es sei ein d-dimensionaler, homogener Poisson-Punktprozess mit 
Parameter .  Die der Größe nach sortierten Entfernungen 

 der „Punkte“ vom Nullpunkt sind dann gegeben durch 

x
Î )

³ Î) ,r i i 

( )K r > 0r
.

l> 0 (d
Î( ) ,iR i

 

( ){ }x= ³( ) : inf 0| (iR r K . 
 

Dabei bezeichne  die abgeschlossene Kugel mit Radius  um den 
Nullpunkt in  d
 

Es gilt: 
 
b) Die Zufallsvariablen -- -( ) ( 1), , ,d d d d d

n nR R  sind stochastisch unab-

hängig und jeweils -exponentialverteilt. 
(1) (2) (1)R R R

( )l dv
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Bemerkungen:  
 

 Die Verteilung(sfunktion) von (1)R  wird  sphärische Kontaktverteilung 

(sfunktion) genannt, auch bei allgemeineren Punktprozessen. Für 
einen Poisson-Punktprozess x  mit beliebigem -endlichem Intensi-

tätsmaß  erhält man beispielsweise 

s

m
 

( ) ( )( )x m> = = =(1) ( ) 0P R r P K r (exp ( )K r ³ 0.r)  für  ( )-
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Bemerkungen:  
 
 

 Die oben erwähnte alternative Konstruktion (→ Simulation) eines 
homogenen Poisson-Prozesses beschreiben wir zunächst für den 
speziellen Fall 2  = :X

 
1. Schritt: Erzeuge eine Folge  stochastisch unabhängiger, je { } În n

Z 

[ ] 0,1 -verteilter Zufallsvariablen (Standard-Zufallszahlen); setze  
 

lp =

æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø
1

1
n .

n

i

= -: ln iR Z  

 
Dies sind die sukzessiven Radien der Kreise, auf denen die „Punkte“ 
liegen. 
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Bemerkungen:  
 
 

 Die oben erwähnte alternative Konstruktion (→ Simulation) eines 
homogenen Poisson-Prozesses beschreiben wir zunächst für den 
speziellen Fall 2  = :X

 
2. Schritt: Erzeuge eine weitere, von der ersten unabhängige Folge 
{ }  stochastisch unabhängiger, je [ ]În n
V   0,1

p=: 2 V

j
j

æ ö÷çç ÷ç ÷çè ø

cos

sin
n

n

-verteilter Zufalls-

variablen; setze .n  Dies sind die sukzessiven Winkel der 
„Punkte“ auf den Kreisen. Setze nun  

jn

 

= ÷: .n nX R  

 
Dies ist die Folge der „Punkte“ des Poisson-Prozesses. 
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Bemerkungen:  
 

Diese Konstruktion kann auf beliebige Dimensionen  erweitert 
werden; dazu ist im ersten Schritt  

Îd 

 

ln =

æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø
1

1
ln

n

id

( )

= -: dn iR Z  

zu setzen (mit dem d-dimensionalen Volumen 
p
æ ö÷çG ÷ç ÷çè ø

m
2

(1)

2

d
d K

d
d

( ,0 I

nV

n = =d

n

 

der Einheitskugel), im zweiten Schritt müssen auf der d-dimensionalen 
Einheitssphäre stetig gleichverteilte Zufallsvektoren erzeugt werden. 
Diese erhält man am einfachsten durch eine Normierung 
unabhängiger Zufallsvektoren V  mit einer multivariaten Normal-

verteilung )  mit der Einheitsmatrix I als Varianz-Kovarianzmatrix 

(d.h. alle Komponenten von  sind unabhängig.  Die „Punkte“ des 
Poisson-Prozesses erhält man dann vermöge 



=: .n

n

V
Vn nX
R
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I.4. Besonderheiten des homogenen Poisson-Punktprozesses 
 
Einige der speziellen Eigenschaften des (mehrdimensionalen) Lebesgue-
Maßes „vererben“ sich in natürlicher Weise auf einen homogenen 
Poisson-Prozess x  mit Parameter l> 0.  So ist x  z.B. stationär 
(translationsinvariant) und isotrop (drehungsinvariant), d.h. die Prozesse 
x  und x  mit +a dr

x +(a ( ) ( )B ÎdB

x,

l> 0. Î da 

a

 
x+ =( )a B )B  und  )B  für  (x= Dxdr

  
besitzen dieselbe Verteilung wie  sind also ebenfalls homogene 

Poisson-Prozesse mit Parameter  Hierbei ist und D eine 
Drehungsabbildung. Anders ausgedrückt: verschiebt man die „Punkte“ 
eines homogenen Poisson-Prozesses um den festen Vektor Î d  oder 
dreht man sie in eine beliebige Richtung, so lässt sich die neue 
Punktkonfiguration statistisch nicht von einem homogenen Poisson-
Prozess mit demselben Parameter unterscheiden. Noch anders aus-
gedrückt: die „Punkte“ in einem Beobachtungsfenster ÎdB  verhalten 
sich statistisch gleich für alle zueinander kongruenten Mengen B. 
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Eine weitere Besonderheit des homogenen Poisson-Prozesses ist die 
folgende: Fügt man den „Punkten“ des Prozesses den Nullpunkt 0 als 
Punkt hinzu, ergibt sich ein Punktmuster, das statistisch identisch ist mit 
jedem Punktmuster, das sich ergibt, wenn man die „Punkte“ des 
Prozesses gleichmäßig so verschiebt, dass einer von ihnen den Nullpunkt 
trifft (Satz von Сливняк (Slivnyak), vgl. STOYAN, KENDALL AND MECKE (1987), 
Section 4.4). In der Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie bedeutet dies 
exakter: 

{ }( )( )x x x e+= =| 1 .0P P0  

 
Dies lässt sich folgendermaßen anschaulich motivieren: 
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e( )K

B
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Ist  klein und ,  so gilt für  e> 0 ÎB Îk 

}

eÎ Í( )K0
 

( )
{ } {( )

( )
{ }( )

( )
{ }

{ }( )
{ }( )

x x e
x x e

x e

x e

x e

x e

x e

= Ç
= = =

=

= - Ç
=

=

= = - »

= + =

( ) ( ( ))
( ) | ( ( )) 1

( ( )) 1

( \ ( )) 1

( ( ))

( \ ( )) 1

( ) ( ) ,

P B k K
P B k K

P K

P B K k

P K

P B K k

P B B k0

{ }( )

x e

x

=

=

= -

1

( ( )) 1

1

( ) 1

K

P B k

}

 

 

und für Æ  entsprechend e Ç =( )K B
 

( )
{ } {( )

( )

{ }( ) { }( )

x x
x x e

x e

x x

= Ç
= = =

=

= = =

( ) ( (
( ) | ( ( )) 1

( ( )) 1

( )

P B k K
P B k K

P K

P B k P

e

e

=

+ =

)) 1

( ) ( ) ,B B k0

e  0

e+ ( )B0 Î .dB

 

 

so dass nach Grenzübergang  folgt  
 

{ }( )( ) { }(x x x= = =( ) | 1 ( )P B k P B0 )=  für alle  k
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I.5. Statistik für den homogenen Poisson-Punktprozess 
 
Da der homogene Poisson-Prozess nur durch einen einzigen Parameter 

 charakterisiert ist, ist es vergleichsweise leicht, auf der Basis bereits 
einer einzigen (genügend großen) Realisation des Punktprozesses 
geeignete Schätzer für  zu finden. Wir stellen im Folgenden einige 
solcher Schätzer, die auch in der Praxis verwendet werden, vor und 
diskutieren ihre Güteeigenschaften. 

l> 0

l

> 0 Îd 
Îd

 
Wir setzen für den Rest dieses Abschnitts voraus, dass ein homogener d-
dimensionaler Poisson-Prozess mit Parameter  und  gegeben 

ist, der in einer hinreichend großen Menge  beobachtet werden 
kann. 

l

B
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Methode 1: Proportional-Statistik:    
x

l =
m

( )ˆ
( )d

B
B

 

 
Dieser Schätzer ist erwartungstreu wegen 
 

( ) ( )xx
l l

æ ö÷ç= =÷ç ÷÷çè øm m

( )( )ˆ
( ) ( )d d

E BB B
E E

B B
l= =

m

m

( )
.

( )

d

d B
 

Er besitzt die Varianz 
 

( ) ( )

{ } { }
xx l

l l
æ ö÷ç= = =÷ç ÷÷çè ø

m

m mm m
2 2

( )( )ˆ
( ) ( )

d dd d

Var BB B
Var Var

B BB B
=

( )
.

( )( )

d

 

 
Der Schätzer ist konsistent, wenn die Menge B vergrößert wird, d.h. für 

.d  ¥m ( )B
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Methode 2: Leerzellen-Statistik:    l

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø
=
m

ln
ˆ

( )d

n
n

N
B

0

  

 

( ){ x=mit  # | iN i B

=
=Å

1

n

i
ì

B

}=  für eine ausreichend feine disjunkte Zerlegung 

B  in Borel-Mengen  mit iB ( )= £ £m m
1

( ), 1d d
iB B i n

n
Î .  Dieser 

Schätzer ist motiviert durch die Beziehung 
 

( )( ) ( )( )l
l x

æ ö÷ç- = - = =÷ç ÷çè ø
m mexp ( ) exp 0 ;d d

i i

N
B B P B

n n

l

»  

 

Auflösen nach  ergibt den angegebenen Schätzer. Dieser ist nicht exakt, 
aber asymptotisch (für ¥)n  erwartungstreu mit der Abschätzung 
(Jensen’sche Ungleichung bei Konkavität) 
 

( )
l öæ ö÷ç- ÷è øø

=
m

m

( )
.

( )

d

d

B

B
l l

æ ö ææ ö æ ö÷ ÷ç ÷ çç ÷ç÷ ÷÷ ÷ç ç÷ç çç÷ ÷÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç çè øè ø è ø è
=- ³- =-

m m

( )ln ln expln
ˆ

( ) ( )d d

N E NnE nn
n nnE

B B
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Methode 3: Abstands-Statistik:    l
n

-
=

( )

1ˆ
d

d n

n
R

(nR

ln (dR

)

,   

 

wobei )  den n-größten Abstand der „Punkte“ vom Nullpunkt 

bezeichnet. (Hierfür ist Voraussetzung, dass B den Nullpunkt enthält und 
genügend „groß“ ist.) )

d
n  besitzt als Summe unabhängiger, identisch 

-exponentialverteilter Zufallsvariablen eine Erlang-Verteilung. Damit 
ergibt sich: 
(1

 

( )l l l l l  
ln

¥ ¥- -
- -

æ ö- ÷ç ÷= = - = =ç ÷ç ÷÷ç - -è ø ò ò
1 2

( ) 0 0

1 1ˆ ( 1) ,
( 1)! ( 2)!

n n
x x

d
d n

n x x
E E n e dx e dx

R x n n

³ 2n
 

d.h. der Schätzer ist erwartungstreu für  (der Schätzer hat den 
Erwartungswert Null für =1!)n , mit der Varianz  
 

( ) l
l

2
ˆ

2n
³ 3n=

-
Var  für  

wegen 
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( )l l l
ln

l l

¥

¥ -
-

ì üï ïæ ö-ï ï÷çï ï÷= = -çí ý÷ç ÷ï ï÷çè øï ïï ïî þ

- -
= =

- - -

ò

ò

2

2 2 2 2
2 2
( ) 0

3
2 2

0

1 1ˆ ( 1)

1 1
2 ( 3)!

d n

n
x

n x
E E n

R x

n x n
e dx

n n n

-
-

-

1

( 1)!

.
2

n
xe dx

n

¥.n

 

 
Der Schätzer ist also konsistent für  

 
 
Methode 4: Die so genannte PCQ-Methode:     
  
Diese Methode ist eine historische Variante der Methode 3 (PCQ = Point 
Center Quarter). Sie wurde beim Bau der amerikanischen trans-
kontinentalen Eisenbahnlinien angewendet, um den erwarteten Holz-
einschlag in bewaldeten Gebieten zu schätzen. 
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Bei der PCQ-Methode werden in den 4 (als paarweise disjunkt 
angenommenen) Quadranten ,Q  die durch die Himmelsrichtungen 
vorgegeben sind (→ Kompass), die kürzesten Abstände  der Bäume 
vom Nullpunkt (Standort) bestimmt. Diese Abstände sind auf Grund der 
zentralen Eigenschaft der stochastischen Unabhängigkeit der Poisson-
Prozesse ( ) ,4  ebenfalls stochastisch unabhängig; ihre 

Verteilung ist identisch und gegeben durch 

i

iR

x Ç =, 1iQ i ,
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( ) ( )( ) ( )( )2 ( )iQ K x⋅m

2
iR

2

( ) 0 exp

für e ;xp  0
4

i iP R x P Q K x

x x

x l

lp

> = = = -

æ ö÷ç= >- ÷ç ÷çè ø

 
  

 

d.h. jedes  ist exponentialverteilt mit Parameter 
lp
4

. Die originäre 

PCQ-Methode verwendet nun den Schätzer 
 

=

=
æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè øå

24

1

16

i
i

R

l.

 l̂PCQ

 
als Schätzer für den unbekannten Parameter  Dieser Schätzer ist 
allerdings nicht erwartungstreu, wie man anhand folgender 
Überlegungen leicht einsieht: 
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Es gilt für  =1,2i ,3,4 :
 

( ) ( )
lplp

lp

p
lp l

¥ ¥
-

= = =

= ⋅ =

ò ò2 4

0 0

2 2
4 2

2 1
2

x

i iE R E R xe dx ye
lp

- æ ö÷ç= G ÷ç ÷çè ø
3y dy

 

 
und damit auf Grund der Jensen’schen Ungleichung für konvexe 
Funktionen: 

( )
( )

l l

= =

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷= >ç ÷ç ÷æ ö æ÷ç ÷÷ ÷çç ç÷÷ ÷çç ç÷÷ ÷ç ÷ ÷ç ç÷çè ø èè ø
å å

2 24 4

1 1

16ˆ
PCQ

i i
i i

E E

R E

=
ö

ø

16
.

R

l

 

 

ˆDer Schätzer PCQ l überschätzt den wahren Parameter  also systematisch. 
Mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen erhält man genauer: 
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( ) ( )l l l» =ˆ ˆ1,268 ,PCQ PE Var l20,847 .CQ  
 

Es wäre demnach besser, den modifizierten erwartungstreuen Schätzer  
 

=

æ öçççè øå
24

12,618

i

( )modl l= 2ˆ 0,528Var
÷÷÷÷

1
iR

 mit  modl =ˆ

 
zu verwenden. Alternativ kann auch der (erwartungstreue) Schätzer 

l
p

=

=

å
4, 4

12ˆ
alt

i

2

1
iR

2
iR verwendet werden, denn 

4

ist 
=
å

1i

lp÷ç ÷ç ÷çè ø
 4,

4

æ ö
-Erlang-verteilt, 

und damit gilt 
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( )
lp

lp
l

¥
-

⋅

= ⋅ =

3
4

0

1
!

4
4

xx
e dx

x

lp

lp
l

pp

lp
p p

=

¥
-

æ ö÷ç ÷ç ÷ç æ ö÷ç ÷÷ ç= = ⋅ç ÷÷ çç ÷ç÷ è øç ÷÷ç ÷ç ÷çè ø

æ ö÷ç= ⋅ ÷ç ÷çè ø

ò
å

ò

4

4, 4
2

1

4 2
4

0

12 12ˆ
4 3

12
4 2!

alt

i
i

x

E E
R

x
e dx

 

 
mit 

( )
lp

l p
l

-
⋅

⋅ =

3
4

0

2 2
2

1
!

3
6 2

xx
e dx

x

lp

lp
l

p
p

lp
p p

¥

=

¥
-

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç æ ö÷ç ÷÷ ç= = ⋅ç ÷÷ ç ÷çç ÷ è øæ ö ÷ç ÷÷ç ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç ÷ç è øè ø

æ ö÷ç= ⋅ ⋅ =÷ç ÷çè ø

ò
å

ò

4
2
4, 2 2 24

2 2

1

4

4
2 2

0

144 144ˆ
4 3

24 24
4 1

alt

i
i

x

E E

R

x e dx

 

oder 
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( )l l
æ öç= -ççè ø4,

3 1ˆ
2 2altVar l÷ =÷÷

2 21 .  

 
Der alternative Schätzer hat damit eine leicht geringere Varianz als der 
modifizierte PCQ-Schätzer. 
 
Das Abstands-Verfahren kann leicht auf eine höhere Anzahl von Sektoren 
erweitert werden. Vergrößert man die Zahl der Beobachtungssektoren 
(mit gleichen Sektor-Winkeln) von 4 auf > 4m  (z.B. = 8;m  → Oktanten), 
so ist der passende erwartungstreue Schätzer gegeben durch  
 

l =,

p
=

-

å
1

( 1)ˆ
m alt m

i

m m

2
iR

( )   mit   
l

l =
-

2

,
ˆ .

2m alt m
Var  

 
Die folgenden Graphiken zeigen zwei Simulationen eines homogenen 
Poisson-Prozesses mit Parameter 1 und die zugehörigen Schätzer.  
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Methode Proportional Leerzellen PCQ modifiziert PCQ 4 alternativ PCQ 8 alternativ 
Schätzer 1,000 1,109 0,705 0,742 0,700 
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Methode Proportional Leerzellen PCQ modifiziert PCQ 4 alternativ PCQ 8 alternativ 
Schätzer 1,020 0,968 1,156 0,881 1,120 
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Neben Schätzverfahren für den Parameter eines homogenen Poisson-
Prozesses sind auch Testverfahren zur Überprüfung der Homogenitäts-
annahme wichtig. Ein häufig verwendeter und einfach durchzuführender 
Test ist der  
 

Dispersionsindex-Test: Dazu wird - ähnlich wie bei der Leerzellenstatistik 
- ein Beobachtungsfenster B für den Punktprozess  in n gleich große 

disjunkte Bereiche  (bzgl. des Lebesgue-Maßes) aufgeteilt: B  mit 

Borel-Mengen  und 

x

iB
=

=Å
1

n

i
ì

B

iB ( )= £m m
1

, 1d d
iB B

n


( )

£i nÎ .  Der Dispersions-

index I ist dann definiert als  

( )

 

( )x x
==
å

1

n

iI
x

-
2

iB
   mit  ( )x x

=

= å
1

1
.

n

i
i

B
n
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Unter der (Null-)Hypothese, dass  ein homogener Poisson-Prozess ist, ist 

der Dispersionsindex I asymptotisch (für  -verteilt (Chi-

Quadrat-verteilt mit  Freiheitsgraden; → Chi-Quadrat-Anpassungs-
test). Ist I zu groß, deutet das auf Klumpenbildung hin, ist I zu klein, 
deutet das auf eine zu starke Regelmäßigkeit hin. (Als Fausregel zur 

Anwendbarkeit des Dispersionsindex-Tests sollte  und 

x

¥)n c -
2

1n

-n

³ 6n

1

x ³1 sein.) 

Mit Hilfe der Chi-Quadrat-Verteilung kann man also entweder zwei 
verschiedene einseitige oder einen zweiseitigen Signifikanz-Test formu-
lieren. 
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mit x = 4  und dem Dispersionsindex ( )( )x
=

= - = 4.  Für den 

zweiseitigen Niveau- -Test ergeben sich folgende Annahmebereiche 
a( ) :
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Für die oberste Graphik wählen wir  (statt 100) mit der Auszählung = 25n
 

3 2 9 5 2 

8 5 3 3 3 

4 5 4 4 8 

3 2 7 3 3 

3 2 3 3 3 
 

å 2

1

1
4 2

4

n

i
i

I B

a
A  
 

a  0,10 0,05 0,01 
a( )A  [13,85 | 36,42] [12,40 | 39,36] [9,89 | 45,56] 

 
Der Dispersionsindex-Test würde also hier (wie zu erwarten) zu keinem 
der drei angegebenen a -Werte ablehnen. 



Poisson-Cluster-Prozesse 
 
Für viele naturwissenschaftlich motivierte Fragestellungen bietet es sich 
an, einen Poisson-Punktprozess („Elternprozess“) als Ausgangspunkt für 
eine Clusterbildung von Punkten um die Elternpunkte herum zu 
verwenden („Tochterprozesse“). Dabei können die Tochterprozesse z.B. 
selbst wieder (vom Elternprozess stochastisch unabhängige) Poisson-
Punktprozesse sein. Als (lokales) Modell in d  bietet sich beispielhaft 
etwa folgende Konstruktion an: 
 

1 1

,
k

k k

NN

X Z+
= =

}k kÎ

El

Tl k k
N

Î

i
 

k i

x e=åå
 

wobei  eine Familie stochastisch unabhängiger, Poisson-

verteilter Zufallsvariablen ist mit nicht-negativen Parametern  für N 
(Elternprozess) und  für die { }  (Tochterprozesse), unabhängig von 

den (ebenfalls untereinander unabhängigen)  d-dimensionalen 
Zufallsvektoren { } .  Ferner werde hier angenommen, dass die 

 die Verteilung 

{ ,N N

kÎ

,i k iÎ,k kX Z

{ }kX XQ  und die  die Verteilung { } ,ki k i
Z

Î
ZQ  besitzen. 
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Für das resultierende Intensitätsmaß ergibt sich dann: 
 
Satz 11: Unter den obigen Voraussetzungen gilt 
 

( ) (
d

X
E TE B Q Bx l l= ⋅ ⋅ ) (Zz Q dz- )ò



 für alle  .dB Î

 
Bemerkungen:  
 
 Für die mittlere Anzahl aller Tochterpunkte ergibt sich damit 

( )  .d
E TEx l l= ⋅

 In vielen Anwendungsfällen ist die Verteilung ZQ  symmetrisch um den 
Nullpunkt herum, so dass die Tochterpunkte dann symmetrisch um die 
Elternpunkte herum verteilt sind. 
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Anwendungsbeispiel Thomas-Prozesse: 
 
Das im Folgenden ausführlicher besprochene Anwendungsbeispiel hat 
seinen Ursprung in einer biologisch motivierten Fragestellung im Rahmen 
des Projekts Ökosystemforschung Niedersächsisches Wattenmeer, 
grundlagenorientierter Teil ELAWAT (1989 - 1999). 
 
Auszug aus dem Synthese-Bericht des ICBM vom März 1999 (nach WIRTZ 
UND NIESEL, modifiziert; vgl auch DITTMANN (1999), Kapitel 4.3.2): 
  
Im Wattsediment findet sich ein großer Artenreichtum an kleineren 
Organismen (Meiobenthos). Diese Organismen sind nicht gleichmäßig im 
Sediment verteilt. In Abhängigkeit von äußeren Bedingungen wie z.B. 
der Korngröße des Sediments, der bodennahen Advektion oder von den  
ökologischen Ansprüchen einer Art kann es auf unterschiedlichen 
räumlichen Skalen zu verschiedenen Verteilungsmustern kommen. Dies 
gilt beispielsweise für den Copepoden Harpacticus obscurus. 
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Die Charakterisierung der räumlichen Heterogenität des Meiobenthos ist 
von Bedeutung. Sie läßt Rückschlüsse auf ökologische Eigenschaften der 
jeweils betrachteten Art zu. Insbesondere räumliche Wechselwirkungen 
mit anderen Arten oder innerhalb der Population (z.B. Vermehrung) 
werden über die Verteilungsmuster indirekt erkennbar. 
Allerdings führen Dichteschwankungen in der ökologischen Freiland-
arbeit zu dem Problem, eine geeignete Meßstrategie zu finden. Die 
Probenahmedichte darf aus praktischen Gründen nicht zu groß sein. Sie 
sollte aber auch nicht zu gering gewählt werden, da sich sonst die 
Verteilungsmuster nicht charakterisieren lassen. Folglich müssen die 
Anzahl und Größe von erfaßten Flächen auch über einen minimalen 
Grenzwert liegen. 
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Aus der Problematik ergeben sich insgesamt zwei Fragestellungen: 
 
 Liegt den Dichteschwankungen meiobenthischer Organismen ein 

Muster zugrunde und falls ja, kann das Muster mit wenigen Größen 
beschrieben werden? 

 Welche Probenahmestrategie ist notwendig, um das Muster zu 

erfassen? 

 
Prinzipiell können die beiden Fragestellungen mit statistischen 
Verfahren bearbeitet werden. Doch vor allem die anvisierte, ökologische 
Interpretation der Verteilungsmuster macht den Einsatz eines Modells 
sinnvoll. Denn in dem Modell können bereits Hypothesen zur 
Musterbildung getestet werden.  
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Einen solchen hypothesenbasierten Weg beschreiten die in der Öko-
systemforschung Wattenmeer eingesetzten stochastischen Verteilungs-
modelle des Meiobenthos. Sie leiten sich aus Annahmen zu der 
Verteilungsart der betrachteten Arten ab. Das Modell zur Musterbildung 
des Copepoden Harpacticus obscurus (Ruderfußkrebs) beruht beispiels-
weise darauf, daß die Copepoden stark von der makrobenthische Art 
Lanice conchilega (Bäumchenröhrenwurm) gefördert werden. Im Detail 
basiert das Modell auf folgenden Hypothesen: 

 Die Copepoden gruppieren sich um einzelne Individuen des 
Bäumchenröhrenwurms gemäß einer radialsymetrischen Normal-
verteilung (Tochterprozesse). 

 Die Individuen des Bäumchenröhrenwurms sind zufällig gleichmäßig 

verteilt (Elternprozess). 
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Die folgenden Tabellen zeigen die Auszählungen der Anzahlen von 
Harpacticus obscurus an drei verschiedenen Standorten; die gesamte 
ausgezählte Fläche beträgt jeweils 100 cm2 [ = 1 Flächeneinheit]. m  
bezeichnet jeweils die durchschnittliche Anzahl Individuen pro Zelle und I 
den jeweiligen Dispersionsindex. 
 
 

95 1 3 0 42  165 22 1 94 68  245 142 326 52 293 

1 1 1 4 2  11 82 111 97 153  222 368 84 18 67 

0 5 8 81 24  0 0 24 13 15  239 25 477 213 204 

11 1 6 71 116  31 1 46 22 11  18 570 183 494 47 

1 5 116 2 10  2 0 5 8 6  238 119 126 591 20 

 
Probe 6                            Probe 8                            Probe 18 

 
24

1464I

m=
=

,28

,21

39,52

1490,1

=
=

215,24

3377,47I

m=
=

                                          
3I

m
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Die sehr großen Werte der Dispersionsindices deuten auf ein stark 
geklumptes Punktmuster hin. Insofern erscheint es naheliegend, für die 
Modellierung einen räumlichen Cluster-Prozess zu verwenden. In einem 
ersten Ansatz kann man einen Thomas-Prozess betrachten, bei dem die 
Tochter-Prozesse Poisson-Punktprozesse sind, deren Intensitätsmaße 
durch ein Vielfaches 0  bivariater radialsymmetrischer Normal-
verteilungen gegeben sind (d.h. mit stochastich unabhängigen Kom-
ponenten). Die folgenden Graphiken zeigen Simulationen solcher 
Prozesse mit den Parametern 10l =  für den Elternprozess und 50l =  
für die Tochterprozesse. Die Standardabweichung für die Normal-
verteilung beträgt jeweils 5 [in Pixel-Einheiten], die Auszählung erfolgt 
wie in den obigen drei Beispielen. 

Tl >

E T

 

D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 294 



 

D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 295 



 
 
 
 

D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 296 



 
 

D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 297 



 Für die Schätzung des Parameters  verwenden 
wir eine geeignete Modifikation der Leerzellen-
statistik, da diese nicht direkt angewendet 
werden kann, weil Zellen, die zwar von Eltern-
punkten frei sind, mit Tochterpunkten besetzt 
sein können. Wenn die Parameter l  und l  in 
einem „passenden“ Verhältnis zur Streuung  

der umgebenden Normalverteilung stehen, bietet sich ein Schwellenwert-
Verfahren der folgenden Art an: 

El

E T

s

0

(

 

Es sei  der Schwellenwert für eine „schwach besetzte Zelle“ (vgl. die 
Graphik links oben). Mit  

S >

){ }: #S iL i= £| B Sx

iB

 
 

sei die Anzahl derjenigen Zellen  bezeichnet, die höchstens S 
Tochterpunkte enthalten. Dann ist 
 

ˆ : ln ˆ( )d
S

n n
B L

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

El

El =
m

 

 

ein geeigneter Schätzer für .  
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Für die Schätzung des Parameters  verwenden 
wir eine geeignete Modifikation der Leerzellen-
statistik, da diese nicht direkt angewendet 
werden kann, weil Zellen, die zwar von Eltern-
punkten frei sind, mit Tochterpunkten besetzt 
sein können. Wenn die Parameter l  und l  in 
einem „passenden“ Verhältnis zur Streuung  

der umgebenden Normalverteilung stehen, bietet sich ein Schwellenwert-
Verfahren der folgenden Art an: 

El

E T

s

 

ˆHierbei bezeichnet SL die empirische Anzahl „schwach besetzter Zellen“. 
Diese werden ideell mit Zellen identifiziert, die ursprünglich frei von 
„Elternpunkten“ sind. Als heuristisch motivierte Wahl für den 
Schwellenwert S verwenden wir im Fall der Dimension 2 die Größe 

 

: ,
3( )

N
n

=
- 

( )x
1

n

i
i

B B
=

=


S  

wobei B  die Gesamtzahl aller Tochterpunkte im Gebiet  

bezeichnet und  die Anzahl der Zellen, die frei von Tocherpunkten sind.  

N =
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Für die Schätzung des Parameters  verwenden 
wir eine geeignete Modifikation der Leerzellen-
statistik, da diese nicht direkt angewendet 
werden kann, weil Zellen, die zwar von Eltern-
punkten frei sind, mit Tochterpunkten besetzt 
sein können. Wenn die Parameter l  und l  in 
einem „passenden“ Verhältnis zur Streuung  

der umgebenden Normalverteilung stehen, bietet sich ein Schwellenwert-
Verfahren der folgenden Art an: 

El

E T

s

 

Motivation: Tochterpunkte von Elternpunkten, die nahe an einer Kante 
einer Zelle liegen, streuen in etwa zur Hälfte in die Zelle, während 
Tochterpunkte für Elternpunkte, die nahe an einer Ecke einer Zelle 
liegen, in etwa zu einem Viertel in die Zelle streuen. Ferner ist n-   die 
Anzahl derjenigen Zellen, die von Tochterpunkten besetzt sind, so dass 

im Mittel 
N

 Tochterpunkte in einer besetzten Zelle liegen. Für den 

Parameter  bietet sich daran anschließend der Schätzer

n- 

Tl ˆ
ˆT
E

N
l

l
=  an.  
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Für die Schätzung des Parameters  verwenden 
wir eine geeignete Modifikation der Leerzellen-
statistik, da diese nicht direkt angewendet 
werden kann, weil Zellen, die zwar von Eltern-
punkten frei sind, mit Tochterpunkten besetzt 
sein können. Wenn die Parameter l  und l  in 
einem „passenden“ Verhältnis zur Streuung  

der umgebenden Normalverteilung stehen, bietet sich ein Schwellenwert-
Verfahren der folgenden Art an: 
 

Die Parameterschätzungen in den drei obigen Simulationsstudien wurden 
auf genau diese Weise ermittelt. Wie man sieht, werden die ursprüng-
lichen Parameter 10l =  und 50l =  relativ gut identifiziert. 
 
 
 
 
 
 
 

D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 301 



Vergleicht man die simulierten Auszählungsergebnisse 
mit der Probe 6, so sieht man zwar, dass die Anzahlen in 
der gleichen Größenordnung liegen und auch die 
Dispersionsindices vergleichbar hoch sind, allerdings 
enthält Probe 6 wesentlich weniger Leerzellen. Es ist 

daher davon auszugehen, dass neben einer geklumpten „Ansiedlung“ 
von Copepoden um Lanice-Röhren herum auch noch ein zufälliges 
Auftreten von Copepoden „im freien Gelände“ anzunehmen ist. Für die 
Modellierung bedeutet das die Annahme einer stochastisch unab-
hängigen Überlagerung eines Thomas-Prozesses für die Röhren-
orientierten Copepoden mit einem homogenen Poisson-Prozess mit 
Intensität 0l >  für die „frei wandernden“ Copepoden. Z
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Lanice-Feld 
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Für die mittlere Anzahl aller Tochterpunkte des modifizierten 
Gesamtprozesses ergibt sich damit der Wert  
 

( )d
tot El x= = .E T Zl l⋅

[0,1pÎ

l+  
 

Nimmt man an, dass ein Anteil ] aller Tochterpunkte den frei 
wandernden Teil der Gesamtpopulation bezeichnet, so erhält man die 
Gleichung 
 

Z totpl = ⋅l    bzw.   t  ( )1 ,top l- ⋅

Tl

( )

E Tl l⋅ =
 

So dass der Schätzer für den Parameter  modifiziert werden muss zu 
 

mod
ˆ

ˆ 1 .
ˆ
tot

E

p
l
l

⋅Tl = -  

 

Das Konzept der „schwach besetzten Zelle“ kann dabei weitgehend 
unverändert bleiben, solange der Anteil frei wandernder Copepoden 
nicht zu groß wird.  
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Ggf. bietet es sich an, den Schwellenwert geeignet anzupassen: 
 

.
1tot

S
S

p
=

-
 

 

Ein geeignetes adaptives Verfahren zur Schätzung aller drei Parameter 
wird in PFEIFER, BÄUMER, ORTLEB, SCHLEIER UND SACH (1996) beschrieben. 
 
Die folgenden drei Graphiken zeigen Simulationen nach dem 
modifizierten Thomas-Prozess für die drei Proben 6, 8 und 18. Die frei 
wandernden Copepoden sind mit einem grünen Kreuz dargestellt. 
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Simulation für Probe 6 
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Simulation für Probe 8 
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Simulation für Probe 18 
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II. Zufällige abgeschlossene Mengen 
 
Punktprozesse sind häufig der Ausgangspunkt für „kompliziertere“ 
räumliche Strukturen - zufällige abgeschlossene Mengen - , die z.B. durch 
geeignete zufällige Überlagerung abgeschlossener Mengen entstehen 
und die insbesondere ein positives Lebesgue-Maß (Fläche, Volumen) 
besitzen. Ihre theoretischen Grundlagen sind noch tiefer liegend als die 
der Punktprozesse. Wir beschränken uns hier auf den Fall des d-
dimensionalen Euklidischen Raumes  ( ) ( ), d  mit  , d  .d Î= X
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II.1. Maßtheoretische Grundlagen 
  
Wir verwenden hier durchgängig die folgende Notation: 
 

( ]{ }
{ }
{ }
{ }

, 1
: : , | , ,

: |  offen

: |  abgeschlosse

: |  kompakt

d
d d

i i i ii

d d

d d

d d

I a b a b

O O

A A

K K

=
= = Í

= Í

= Í

= Í

´a b







 







1, ,

n

i dÎ = 

Ç Æ K ÍX

( )

 

sowie 

{ }: |d d
K F F= Î  K ¹   für  

und 

{ }0 0: | , .d s F :=

F F KÇ ¹Æ

K ¹Æ

d d d
K K= Î   d  

 
Sofern keine Konfusion besteht, lassen wir den nach oben gestellten 
Index d im Folgenden meist weg, schreiben also { }  

statt { }  usw. 

: |K = Î 

: |d d
K F F= Î Ç 
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Lemma 6: Es sei  eine Mengenfolge mit { }n n
A

Î X .nÎ

.
n

 für alle  nA Í
 

a) Es gilt ohne weitere Einschränkungen:  
n

n

AA
nÎ Î

=



b) Unter der Voraussetzung 
k

 

  

n kA A A
Î

 für ein  =

 AÍX n und A Î

nÎ
nA

Î

n

 für 

alle  gilt auch: .  
n

n

A
nÎ

= 

 

Bemerkung: Die Annahme der Kompaktheit der Mengen A  ist 
wesentlich, wie das folgende Gegenbeispiel zeigt: Sei A Î  beliebig. 
Dann ist { }1 2\ , ,q

.nÎ

d A q=

{ }1 2, nq q+ + 
  eine unendliche, abzählbare Menge. Setze 

,  für alle  Diese Mengen sind sämtlich nicht 

kompakt, aber es gilt offensichtlich 

:n nA A= È

.nA A  Sei nun A  ein beliebiges 
abgeschlossenes d-dimensionales Intervall (ein solches existiert immer). 
Dann enthält die Menge ( )

cF Í

\dÇ =

Î

d

nA
¹



F F

n

A  unendlich viele Elemente, 

so dass Æ  für alle  gilt. Es folgt also  nicht aber 

  womit hier der Fall   vorliegt. 

Ç

,
nA

n

F
Î

Î 



n

n

A
Î


nF AÇ ¹

,
n

AA
=

n

F
Î

Î
nÎ
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Lemma 7: Es bezeichne K  für  Dann gilt  
für alle  und folgende Mengensysteme sind neben  ebenfalls 
Erzeuger von  

{ }:K F F= Î
,

| Í K Î F

 0
:F

{ }
{ }
{ }

.

O

A

I

O

A

O

A

I

O

A











K ÍX.
K Î È

 
{ }

{ }

1

2

3

4

5

: |

: |

: |

: |

: |

= Î

= Î

= Î

= Î

= Î
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Bemerkungen:  
 

 Die Erzeuger 0  bis 3  sind nicht durchschnittstabil, wohl aber  und 
 Beispielsweise gilt für disjunkte   nur 

4

5. 1 2,K K Î

1 2K KK È¹Æ Í

1 2K KÇ .K Î

1,K K ,KK Î



 

{ }
1 2 1 2|   und  K K F F K FÇ = Î Ç ¹Æ Ç    

 

ohne Gleichheit. Insbesondere ist K  für jedes  Denn 

entweder ist K zu 2  disjunkt - in diesem Fall gilt  aber 

2K  - oder es gilt 

¹ 

(
1KK Ï Ç )1 2K KÇ È

F KÇ

,K 1: .F K K= Ç ¹

2 = 1K KF Ï Ç  0

1 3 ).

1 2,O O Î

}
1 21 2

¹Æ  o.B.d.A. Æ  In 

diesem Fall gilt , aber Æ  und somit 
2
.  ist 

also nicht durchschnittstabil (analog argumentiert man für  bis  
KÎF

 

Andererseits gilt beispielsweise für alle  
 

{ } {
1 2 1 2|   und  | ,O OO O ÇÍ Ç = 

F F

O


O O F F O F O F FÇ = Î Í Í = Î     
 

d.h.  ist durchschnittstabil (analog argumentiert man für  4 5 ).

 Es lässt sich zeigen, dass auch die Systeme k  und { }: |k K= Î Ê   
für   (durchschnittstabile) Erzeuger von  sind, ebenso  für 

 und  für .

 

K Î
Î

F

O A A
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Lemma 8: Es sei  eine Mengenfolge mit { }n n
A

Î nA ÍX .nÎ

n

 für alle  
 

a) Es gilt ohne weitere Einschränkungen:  .
nn

AA
nÎ Î

= 
 


b) Unter der Voraussetzung n k

 

k

A
Î
 ,A =  für eine Menge A AÍ  

wobei die 

X

c
nA  kompakt sind für alle  gilt auch:  n .

nn
n

AA
nÎ Î

= 
 
 

} .K Î F

F Î F

Î

 
Satz 12: Es bezeichne K  für � Dann gilt   {:K F F= Î | Ê .K Î
 
Bemerkung: Aus dem letzten Satz bzw. der Bemerkung am Ende von 
Lemma 7 ergibt sich insbesondere die interessante Schlussfolgerung, dass 
für jede kompakte bzw. allgemeiner abgeschlossene Menge F Î  
wegen { } F  auch { }  liegt.  FF = Ç
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Definition 6: Es sei )  ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Zufalls-

element   

(
(

, ,PW 

( ): ,X W  ), F

( ),P KX Î

 X X

 heißt zufällige abgeschlossene Menge (ZAM). 

Die durch  
 

( ) ( )( ) : K KT K P K PX = XÇ ¹Æ = XÎ =   
 

auf   definierte Abbildung heißt das zu  gehörige (oder von  
induzierte) Kapazitätsfunktional. 
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Lemma 9: Das Kapazitätsfunktional einer ZAM   besitzt folgende 
Eigenschaften: 

X

£

n

nS n +Î

( )P =Æ K Î

)1 1; , ,n nK K K -È

, nÎ

( )i jK K KX È È 

, n

 

a)  mit  0 1TX£ ( ) 0TX Æ =

b) Ist Í  eine monoton fallende Folge kompakter Mengen mit 

 so gilt  auch )  für . 

 

{ }n n
K

Î

,nK K Î (T K X n ¥

c) Die Abildungen  seien für  induktiv wie folgt definiert: 

( )X T K
 

 

0( ) : 1 ( )S K T KX= - = KXÇ  für  
 

( ) ( ) (1 1 1 1 1; , , : ; , ,n n n n nS K K K S K K K S K- - -= -     
 

für .  Dann gilt: 1, , , nK K K Î
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Bemerkung: Es gilt auch 
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für alle  (→ Siebformel). n
 
Satz 13 (Choquet): Ist T ein Funktional auf  das die Eigenschaften a) 
bis c) von Lemma 9 erfüllt, so existiert eine eindeutig bestimmte 
Verteilung Q auf   mit 
 

)  für alle  ( )T K K
 

Der Beweis ist sehr aufwändig. Das wesentliche Problem besteht hier 
darin, dass der Erzeuger { }  nicht durchschnittstabil, also 
insbesondere kein Semiring ist, so dass der Maßfortsetungssatz von 
Carathéodory nicht direkt angewendet werden kann. 

0 = 
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Lemma 10: Die folgenden Abbildungen sind messbar: 
 
a)  { }: d dU ' Îx x  

1 { }1, , .i dÎ 

i

 
b) i Î  für jedes feste  { }: d

iV x' x 
 

Bemerkung: Lemma 10 b) impliziert, dass für einen d-dimensionalen 
Zufallsvektor X die Projektion { }iXX = 1 eine ZAM in  ist. 
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II.2. Messbare Operationen mit zufälligen abgeschlossenen Mengen 
 
In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die üblichen Mengenoperationen 
wie Vereinigung, Durchschnitt, kartesische Produkte usw. messbare 
Abbildungen sind, so dass solche Operationen, angewendet auf zufällige 
abgeschlossene Mengen, auch wieder zufällige abgeschlossene Mengen 
ergeben. 
 
Lemma 11: Die Mengenoperationen „Vereinigung“ und „Durchschnitt“ 
auf   sind -messbar. F

 
Ähnlich zeigt man, dass auch endliche Vereinigungen und abzählbare 
Durchschnitte auf   messbare Mengenoperationen sind. 
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Bemerkungen:  
 
 Es ergibt sich für Lemma 10 b) sofort folgende Verallgemeinerung: Die 

Abbildung V mit { } { } 1
1

1

: , ,
d

d
d i

i

V x x x
=

' = Îx      ist messbar, so 

dass für einen d-dimensionalen Zufallsvektor X die Menge der 
Koordinatenwerte { }1, , dX X  eine ZAM ist (ggf. nach Streichung von 
Vielfachheiten). 

 
 Endliche (auch zufällige) Vereinigungen und abzählbare (auch 

zufällige) Durchschnitte von ZAM sind wieder ZAM. 
 

 Die durch : :d d cW F F    und : :d dR F F ¶    definierten 
Abbildungen (Abschluss des Komplements von F bzw. Rand von F) sind 

d -messbar. -dF F

 
 

D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 321 



Lemma 12:  Die Abbildung m  sei stetig, für . Dann ist 
die Urbildabbildung ( )R F  für  n -messbar. 

: n  ,n m Î
F F Î -mF F

X 1(R- X

X 2X
X

: ( ( )F x1 d dÄF

s s d
d BT

) : (=

dF .dB Î

R
: :m nU   1-

 

Bemerkung: Mit  ist dann auch )  eine ZAM. 
 

Lemma 13: Die Mengenoperation „kartesisches Produkt“ für 
abgeschlossene Mengen ist messbar. 
 

Bemerkung: mit zwei n- bzw. m-dimensionalen ZAM 1 und  ist also 
auch 2  eine ZAM. 1X ´
 

Lemma 14: Die Abbildung  ist -
messbar. 

: d dS ´    , )F x 

 

Satz 15: Es sei  ein -endliches Maß auf der Borel- -Algebra  und 

für die Abbildung  definiert durch: 

m
B Î

 

: : (d
B BT F Fm m+   )F BÇ     [Spurmaß]. 

 

Dann ist  -messbar für jedes  BT
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Satz 16 („Robbin’s Theorem“): Es sei  ein -endliches Maß auf  und 
X  eine zufällige abgeschlossene Menge. Dann gilt: 

m s d

(Bm X

{ } (x

 
a) )  ist eine nicht-negative Zufallsvariable für alle 

 

( ) ( )B Bm mX = XÇ =

.dB Î
 

b) )xm( ) ( ) ( )
B

E B E B Tm mX X
é ù é ù= XÇ =ë û ë û dò  für alle . dB Î

Î .FÎ0

{ }: |r x x= ⋅ Î
d

: R FX = ⋅

 
Lemma 17: Es sei  mit  Dann ist die Skalierungs-Abbildung  dF
 

: :d r r Fr +  ⋅  F  
1- F -messbar. 

 
Bemerkung: Lemma 17 impliziert, dass das Objekt  eine ZAM 
bildet, wenn R eine nicht-negative reelle Zufallsvariable ist. Diese 
Tatsache führt uns später zu einer mathematischen Formulierung eines 
Minimal-Areals mit Anwendungen in der Biologie und Ökologie. 
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Ist speziell  der Einheitskreis in  so ist also  
mit dem Kapazitätsfunktional 

(1) =X ( )R F K RX= ⋅ =F K= 2 ,

 

{ }( ) ( ) ( ) (RF x )2 2
1T x P x P R xX = ÎX = ³ = - 2 ,x Î 

RF

s 2m= m

 für alle  
 

wobei hier zusätzlich angenommen sei, dass die Verteilungsfunktion  
von R stetig ist. Eine formale Anwendung von Satz 16 ergibt dann mit 
dem -endlichen Lebesgue-Maß  nach Umrechnung in Polar-
koordinaten 
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was wegen ( ) 2Rm X = p  zu erwarten war. 
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Definition 8: Eine d-dimensionale  ZAM  heißt stationär, wenn 
P PX X+= a  gilt für alle ,dÎ a  und isotrop, wenn ( )DP PX X=  gilt für alle 
Drehungsabbildungen D auf .Die ZAM  heißt bewegungsinvariant, 
wenn sie stationär und isotrop ist. 

X



d X

X
 ,

.d

d X

 
Bemerkung: Die Begriffe stationär und isotrop sind für ZAM sinnvoll, 
weil x x -a  und 1( )x D x-  stetige (sogar bijektive) Abbildungen von 

 auf sich sind und damit nach Lemma 12 für jede ZAM   die durch 
die entsprechenden Urbilder induzierten Objekte X+a  und ( )D X  
ebenfalls zufällige abgeschlossene Mengen sind. Die Stationarität einer 
ZAM ist dabei keine einfache Eigenschaft; nicht-triviale Beispiele werden 
wir erst in einem späteren Abschnitt kennen lernen. 



 
Lemma 18: Eine d-dimensionale ZAM  ist genau dann stationär, wenn 
mit d   ( ) ( )-a  gilt für alle dÎ a  und isotrop, wenn 

(  gilt für alle Drehungsabbildungen D auf  

K Î

( ) T=

T K T KX X=

)1( )D K-T KX X
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Definition 9:  Es sei  eine d-dimensionale stationäre ZAM. Dann heißt 
die Größe 

X

[ ]( ),1dd: 0p EX
é ùÇ= Xê úë û

.X

{ }hX Ç ÎX

.X

{ } { }( )d
hPX= Ç0 

.d

m  
 

Bedeckungsgrad von  Die Abbildung 
 

{ }( ): :dC h PX  Î0    
 

heißt Kovarianzfunktion von  
 
Bemerkung: Der Bedeckungsgrad einer ZAM ist ein charakteristischer 
Parameter; ihm kommt vor allem in biologischen und ökologischen 
Anwendungen eine wesentliche Bedeutung zu.  
 

Zur Beachtung: es gilt d  für alle 

 

{ } { }( )( )C h P hX = ÎX Ç ÎX0

hÎ 
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Lemma 19: Es sei  eine d-dimensionale stationäre ZAM. Dann gilt  X

( )CXÎ X =

X

(C k

 
{ }( ) ( )p T PX X= =0 0 .0  

 
Ist die ZAM  zusätzlich isotrop, dann gilt noch 
 

( )C hX = )X  für alle  mit , dh k Î 
2 2

,h k=

( )C hX

 

 
d.h. der Ausdruck  hängt funktional nur von  ab; Schreibweise: 

2
h

 

(c hX .dhÎ )2
( )C hX =  für alle  
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Statistische Auswertung des Bedeckungsgrades einer stationären 
ZAM: 

 
Eine methodisch recht einfache Vorgehensweise besteht darin, vor 
Ausführung des Experiments eine feste endliche Punktmenge 

{ } mit N Î  als „Testmenge“ auszuwählen und als 
Schätzer für 

0 1, , Nx x= ÌX  d

pX  den Mittelwert 
 

( )0# Çå X1
1

1 1ˆ : ( )
N

k
k

p x
N NX X

=

= = X  

 

anzusetzen. Dieser Schätzer ist erwartungstreu wegen 
 

( ) [ ] ( )
1 1

1 1ˆ ( )
N N

k k
k k

E p E x P x
N NX X

= =

= = ÎX ( )P pX= Î =å å 01 X  

 

und besitzt unter Isotropie die Schätzvarianz 
 
 

( ) ( )2
.i j

N

c x xX -2
2

1

1 2ˆ
i j

Var p p p
N NX X X

£ < £

= - + å  
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II.3. Das Minimal-Areal-Problem der Statistischen Ökologie 
 

1. Was ist ein  Minimal-Areal ?  
 

Das Problem des „richtigen“ Stichprobenumfangs oder der „richtigen“ 
Probenflächengröße  ist seit jeher ein brisantes Thema in Biologie und 
Ökologie. Hierzu zwei Zitate von Fachleuten: 
 

Optimum size of a plot for vegetation has always intrigued plant ecologists. 
Qualitative ecologists emphasize sampling for recurring plant assemblages and 
are interested in a plot size on which the species composition of the community 
is adequately represented. Such a plot is also referred to as „minimal area“. 
 
The selection of an appropriate plot size for measurement is a subjective 
decision and is based primarily on the size and spacing of individuals of a 
species. Some ecologists have tried to reach a plot size compromise by taking a 
sufficient number of smaller plots so that the sum of the areas of smaller plots is 
equal to, or larger than, the minimal area. Such an objective is achieved either 
by placing the smaller plots side by side until the size and shape of the minimal 
area is attained or by random placement of the plots in the community to be 
sampled.  

[Aus: CH. D. BONHAM (1989): Measurements for Terrestrial Vegetation] 
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II.3. Das Minimal-Areal-Problem der Statistischen Ökologie 
 

1. Was ist ein  Minimal-Areal ?  
 

Das Problem des „richtigen“ Stichprobenumfangs oder der „richtigen“ 
Probenflächengröße  ist seit jeher ein brisantes Thema in Biologie und 
Ökologie. Hierzu zwei Zitate von Fachleuten: 
 

Wie groß soll die Aufnahmefläche gewählt werden? - Sie soll einerseits 
möglichst alle vorkommenden Arten enthalten, andererseits sollte ihre 
Mindestgröße nicht zu hoch angesetzt werden, weil man sonst sehr leicht mit 
den Forderungen nach Einheitlichkeit und Quasi-Homogenität der Verteilung in 
Konflikt gerät. 
 

Man kann versuchen, diese Frage objektiv zu entscheiden, indem man die 
Probefläche allmählich vergrößert und die Artenzahl gegen die Flächengröße 
aufträgt. Wenn man dies im Gelände tatsächlich durchführt, so erhält man eine 
Art Sättigungskurve, die allerdings entgegen der Erwartung nicht vollständig in 
eine Waagerechte übergeht, sondern bei starker Erweiterung des so ermittelten 
„Minimalareals“ immer noch Anstiegstendenzen erkennen läßt. Die Form der 
Aufnahmefläche spielt dabei keine Rolle. 
 

[Nach M. MÜHLENBERG (1993): Freilandökologie] 
 

D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 330 



II.3. Das Minimal-Areal-Problem der Statistischen Ökologie 
 

1. Was ist ein  Minimal-Areal ?  
 

Offensichtlich enthalten beide „Definitionen“ eines Minimal-Areals eine 
gewisse Art von Willkür: für Bonham ist seine Bestimmung gar eine 
subjektive Angelegenheit, das Kriterium ist die „Adäquanz“ der 
Artenrepräsentation; für Mühlenberg gibt es immerhin eine Art 
mathematisches Kriterium, nach dem seine Größe bestimmt werden 
kann, indem man den Verlauf der Art-Areal-Kurve zur Entscheidung 
heranzieht. Beiden gemeinsam scheint jedoch unübersehbar der 
„dynamische“ Charakter des Minimalareals zu sein: man vergrößert das 
Probegebiet solange, bis der gewünschte Grad an „Zufriedenheit“ über 
das Ergebnis erreicht ist. Wir werden später sehen, daß genau diese Idee 
für eine sinnvolle Mathematisierung des Minimal-Areal-Begriffs 
verwendet werden kann, die alle wesentlichen Vorstellungen der 
Substanzwissenschaften dazu in sich trägt. 
 

D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 331 



2. Flächen-Arten-Beziehungen 
 
Ein bereits seit längerer Zeit bekannter Effekt ist die empirisch immer 
wieder belegbare Tatsache, daß die in Freilandversuchen ermittelte 
Anzahl gefundener Arten, in einem doppelt-logarithmischen Maßstab 
gegen die Probenflächengöße aufgetragen, den Eindruck einer linearen 
Beziehung vermittelt.  

 
Die linke Graphik stammt aus ent-
sprechenden Untersuchungen von 
Williams (1964) zum Pflanzenvor-
kommen in England; die Proben-
flächengröße erstreckt sich dabei in 
einer Skala von wenigen hundert 
Quadratmetern bis hin zur Gesamt-
größe von England. 
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Wir wollen nun in einem ersten Schritt zeigen, daß ein solcher Effekt 
auch durch ein geeignetes - sogar recht einfaches - stochastisches 
Verbreitungsmodell erklärt werden kann. Dazu machen wir folgende 
idealisierende Annahmen über die insgesamt s in der Ebene vorhandenen 
Arten: 
 
 Das Verbreitungsmuster jeder Art i wird durch einen räumlich 

homogenen Poisson-Prozeß x  mit Parameter 0l >  beschrieben. i i

 Die Verbreitungsmuster der s vorhandenen Arten sind stochastisch 
unabhängig. 
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Definieren wir nun für Borel-Mengen  die Größen 2AÎ

(i Ax

1

( ) : (
s

i
i

 

1, wenn
( ) :

0, sonstiZ A
ìïï= íïïî

) 0>
    mit   ),Z A Z

=

=å

( )

: (i xe S xl- =

2
xA Î ( )2 0,xA x= >m

A  

 

so gibt  die Anzahl der in der Menge A gefundenen Arten an. Der 
Erwartungswert dieser Zufallsgröße läßt sich auf Grund unserer 
Annahmen leicht bestimmen zu 

Z A

 

( ) ( )
1

( ) 1
s

x
i

E Z A
=

= -å )  

 

für jede Borel-Menge  mit Lebesgue-Maß  unab-

hängig von der Form der Menge Ax. Die Annahme eines homogenen 
Poisson-Prozesses im Verbreitungsmodell entspricht dabei der Quasi-
Homogenität bei Mühlenberg; daher ist es nicht verwunderlich, daß 
sowohl bei Mühlenberg als auch in unserem Modell die Form des 
Aufnahmegebiets A keine Rolle spielt.  
 

Die Funktion S heißt in der Ökologie Art-Areal- Kurve (engl.: species-area-
curve). 
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Die linke Graphik zeigt die erwartete 
Anzahl gefundener Arten im Poisson-
Modell in Abhängigkeit von der 
Flächen-größe für einen in Öko-
systemen „typischen“ Parametersatz 
der Form 
 

1 7

8

9

10

0,1

0,15

0,3

2,7.

= = =
=

=

=

l l
l
l
l

 

 
Man erkennt hier sehr deutlich sowohl den im unteren Bereich linear 
erscheinenden Verlauf der Art-Areal-Kurve als auch den von Mühlenberg 
in diesem Zusammenhang angedeuteten „Sättigungseffekt“. 
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3. Eine mathematische Definition des Minimal-Areals 
 
Nach den obigen Ausführungen können wir jetzt einen Versuch 
unternehmen, ein Minimal-Areal mathematisch zu definieren, wobei die 
Ideen von Bonham und Mühlenberg angemessene Berücksichtigung 
finden sollen. 
 
Definition 10: Es sei eine kompakte, sternförmige Menge mit 

 und ( )2  Setze, mit den Bezeichnungen von oben, 

2K Î
K0 Î 1.=Km

 
{ }inf 0 | ( )K Kr Z rKr r= > = , Ks X =

KX

.K  
  
Die zufällige abgeschlossene Menge  heißt Minimal-Areal vom Typ K 
(vgl. auch Lemma 17).  
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Lemma 20: Bezeichnet die Größe )K  das (zufällige) Lebesgue-

Maß des Minimal-Areals  vom Typ K, so gilt für die zugehörige 
Verteilungsfunktion: 

(2
K = Xm

1 , 0.i xe xl-- >

W

KX

 

{ } ( )
1 1

( ) ( ) 1
s s

K i x
i i

P W x P Z A
= =

æ ö÷ç£ = = =÷ç ÷÷çè ø   

 
Die obige Definition reflektiert gut den schon 
erwähnten „dynamischen“ Charakter eines 
Minimal-Areals: man vergrößere (oder verklei-
nere, je nachdem) das Probengebiet K 
solange, bis erstmalig – bei Erreichen von Kr – 
alle s vorhandenen Arten erfaßt sind. 
Hierdurch wird einerseits einer gewissen Art 
von „Minimalität“ Rechnung getragen, auf 
der anderen Seite wird aber auch die 
grundsätzlich stochastische Natur des 
Minimal-Areals deutlich.  

Beispiel für ein 
Minimal-Areal mit vier 
Arten 
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Die Sternförmigkeit des Gebiets K spielt dabei aus mathematischer Sicht 
keine Rolle; sie ist lediglich deshalb in die Definition mit aufgenommen 
worden, weil in der Praxis etwa im Rahmen einer Freilanduntersuchung 
bereits beprobte Teilgebiete grundsätzlich weiterverwendet werden und  
ein  nicht-stern-förmiges  Gebiet bei  Vergrößerung  u.U.  „Löcher“ 
erzeugt, in denen schon Proben genommen wurden (man denke etwa an 
einen echten Kreisring K, der bei Vergrößerung nach außen „wandert“). 
Die  Bedingung 0 KÎ  dient entsprechend lediglich einer  Festlegung  des  
aktuellen  „Standorts“ als Nullpunkt innerhalb des Ausgangsgebiets; 
Kompaktheit bezieht sich hier im wesentlichen auf die räumliche 
Beschränktheit des Probengebiets (ansonsten würde aus mathematischer 
Sicht auch die  Abgeschlossenheit von K genügen). 
 
Eine elegante Art, Momente der Minimal-Areal-Fläche   zu berechnen, 
liegt in der Bestimmung der zugehörigen momenterzeugenden Funktion 

.  

KW

KWy
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Satz 17:  Für das Minimal-Areal  vom Typ K gilt: KX
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woraus sich für die Momente ergibt: 
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4. Anwendungen in der Ökologie 
 
Die folgende Tabelle enthält Artenspektren aus Monitoring-
Untersuchungen im Niederländischen Wattenmeer, die mit einer 
Probenfläche von 0,43 m2 erhoben wurden (drei Standorte B,C,J in den 
Monaten 03 (März) und 08 (August)). Die Angaben sind hochgerechnete 
Anzahlen je m2. 
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                   ))KX        1,66      3,78    1,55     0,66     0,77   1,29 ( )KE W E= (( 2m
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Nimmt man idealisierend an, daß sich die verschiedenen Arten über der 
Probenfläche „rein zufällig“ und ohne gegenseitige Beeinflussung 
verteilen, so kann man das obige Minimal-Areal-Modell zumindest 
näherungsweise zur Anwendung bringen. Die erhobenen Abundanzen 
können dann als erwartungstreue Schätzer für die benötigten Poisson-
Parameter betrachtet werden. Man erhält damit für den Erwartungswert 
der Minimal-Areal-Fläche die obigen Zahlen (in m2). 
 
Man sieht hier aber, daß die Erwartungswerte der Minimal-Areal-
Flächen in jedem Fall die ursprüngliche Probenflächengröße von 0,43 
m2 weit übersteigen; das bedeutet, daß insbesondere die selteneren 
Arten bzw. solche mit niedriger Besiedlungsdichte häufig in der 
Probenfläche nicht gefunden werden, auch wenn sie – in 
großräumigerem Maßstab – tatsächlich vorhanden sind. Die 
zahlreichen Nullen in der Tabelle sind also nicht unbedingt ein 
Indikator dafür, daß die entsprechenden Arten nicht vorhanden 
wären – man hat sie u.U. nur einfach nicht entdeckt! 
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Die folgenden Graphiken zeigen die mit einem Programm berechneten 
Minimal-Areal-Auswertungen für die 6 Proben aus dem Wattenmeer. 
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Die folgenden Graphiken zeigen die mit einem Programm berechneten 
Minimal-Areal-Auswertungen für die 6 Proben aus dem Wattenmeer. 
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Die folgenden Graphiken zeigen die mit einem Programm berechneten 
Minimal-Areal-Auswertungen für die 6 Proben aus dem Wattenmeer. 
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Die folgenden Graphiken zeigen die mit einem Programm berechneten 
Minimal-Areal-Auswertungen für die 6 Proben aus dem Wattenmeer. 
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Die folgenden Graphiken zeigen die mit einem Programm berechneten 
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Karte des Probengebiets 
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II. 4.  Boole-Modelle 
 
Eine besonders interessante und zugleich verhältnismäßig einfache 
Konstruktion stationärer / isotroper zufälliger abgeschlossener Mengen 
erhält man durch das Ersetzen der „Punkte“ eines stationären / isotropen 
Punktprozesses durch geeignete „einfache“ zufällige abgeschlossene 
Mengen (z.B. Kugeln, Würfel usw.) Die so entstehenden Boole-Modelle 
gehen auf Matheron und andere Autoren gegen Ende der 1960er Jahre 
zurück; sie werden oft auch als Keim-Korn-Modelle bezeichnet. 
Insbesondere lassen sich damit geeignete Punktprozesse auch mit 
zufälligen abgeschlossenen Mengen identifizieren. 
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Lemma 21: Es sei N eine endliche Zufallsvariable mit Werten in  
unabhängig von  { }  einer Familie stochastisch unabhängiger d-

dimensionaler Zufallsvektoren mit derselben atomlosen Verteilung Q. 

Dann ist }, ,
N

N

,+
,n n

X
Î

1{ }
1

k
k

{: X XX = =

X=Æ

X

0)N =

(1Nj - ,dK Î

Nj

N = ,nÎ

(1 ( )Q- .dK Î

=
  eine zufällige abgeschlossene Menge 

(mit der Konvention  falls  mit dem Kapazitätsfunktional ,
 

( )( ) 1 1 ( ) 1
N

T K E Q KX
é ù= - - = -ê úë û ) für alle  ( )Q K

 
wobei  die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion der 
Zufallsvariablen N bezeichne. 
 
 
Bemerkung: Ist n  eine konstante Zufallsvariable für ein  so gilt 
offensichtlich  
 

)  für alle  ( ) 1T KX = - n
K
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Mit Hilfe von Lemma 21 ist es möglich, einen fundamentalen 
Zusammenhang zwischen Punktprozessen und zufälligen abge-
schlossenen Mengen herzustellen. Wir beginnen mit einer Beschreibung 
der Identifikation zwischen Poisson-Punktprozessen und ZAM. 
 

1
n

N

Satz 18: Es sei X
n=
å

1

x =

0l>

{ }
1

:
N

k

e  ein kanonischer Poisson-Punktprozess mit den 

Parametern  und einer atomlosen Verteilung Q im Sinne von Satz 3. 

Dann ist }, , N{kX X= X

1 e- .dK Î

{ 1, ,

=
X =  eine zufällige abgeschlossene Menge 

mit dem Kapazitätsfunktional 
 

(Q Kl )  für alle  ( )T KX = -
 

Ist umgekehrt }N{ }
1

N

k
k

X X X

NP =
1

:
n

N
=

X = =  eine ZAM gemäß der 

Konstrukton von Lemma 21 mit ,  so ist ( )l X
n

x
=

=å
0l>

e  ein 

kanonischer Poisson-Punktprozess mit den Parametern  und Q im 
Sinne von Satz 3. 
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Satz 19: Es sei  ein homogener Poisson-Punktprozess mit Parameter 
 im Sinne von Definition 5 und { }  eine Abzählung der 

Menge . Dann gibt es Familien  und  stochastisch 

unabhängiger Zufallsvariablen mit den Eigenschaften: 

x
0 |nI n= Îj 

 { }
,ij i j

X
Î

(l

l>
dI = { }n n

N
Î

 

 )  für alle  nNP =  nÎ
 ( )ijX

iP I=   für alle ,i j Î  mit dem Standard-Intervall 

,i i

dÎj j 1  (wobei 1 durch koordinatenweise Addition der 1 aus 

 hervorgeht) 
iI I +=

ij
i +j

 

so dass  die Darstellung  x

1 1

i

ij

N

X
i j

¥

= =

=åå

{
1 1

iN

ij

x e  

besitzt. Dann ist }:
i j

X
¥

= =

X =  eine zufällige abgeschlossene Menge mit 

dem Kapazitätsfunktional 
 

(d Km )  für alle  ( ) 1T KX = -e l- .dK Î
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Bemerkungen:  
 
 Da das Lebesgue-Maß dm  auf d  s -endlich ist, kann Robbin’s 

Theorem (Satz 16) angewendet werden mit dem Ergebnis 
 

( ) ( ) { }( ) ( )d d

B B

E B E B T x dxm mX X
é ù é ù= XÇ = =ë û ë û 0 ( )dx = 0ò ò

d

)= .dx Î 

m m   

für alle  wegen  B Î
 

{ }( ) { }( )(1 exp dT x xlX = - - m 1 1- = 0  für alle  
 

pDer Bedeckungsgrad X X eines homogenen Poisson-Prozesses  in 
ZAM-Form ist also erwartungsgemäß Null, da (auch abzählbar 
unendlich viele) isolierte Punkte des d  das Lebesgue-Maß Null 
besitzen. 

 

 Der in Satz 19 konstruierte homogene Poisson-Prozess X  in ZAM-Form 
ist offensichtlich auch mit diesem Sprachgebrauch stationär und 
isotrop im Sinne von Definition 8. Damit ergibt sich das vorige 
Ergebnis auch direkt aus Lemma 19. 
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Die Idee eines Boole-Modells besteht nun - vereinfachend ausgedrückt - 
darin, die „Punkte“ einer solchen ZAM geeignet zu „vergrößern“, indem 
diese durch Objekte mit positivem Lebesgue-Maß ausgetauscht werden, 
was einen positiven Bedeckungsgrad im Falle der Stationarität zur Folge 
hat. 
 
Definition 11 (Boole-Modell): Es sei  eine abzählbare zufällige abge-

schlossene Menge und  eine auch von  stochastisch unab-

hängige Familie von zufälligen beschränkten abgeschlossenen (d.h. 
zufälligen kompakten) Mengen mit demselben Kapazitätsfunktional 
T T=  für alle .Î  Dann heißt die zufällige abgeschlossene Menge 

0X

{ } Î
X  0X

nX

{ }
0

n nx
ÎX

+X

0x ÎX nX

0X

n n

n

 
:

nx

X =   

 
Boole-Modell mit den Keimen  und den Körnern . Ist 
insbesondere  ein Poisson-Punktprozess in ZAM-Form, so spricht man 
auch von einem Poisson-Boole-Modell.  
 

D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 354 



Bemerkungen:  
 
 Häufig wählt man als Körner d-dimensionale abgeschlossene Kugeln 

mit Mittelpunkt dÎ0   oder andere geeignete kompakte Mengen 
wie abgeschlossene Standard-Intervalle oder abgeschlossene Ellip-
soide, die die  als Element enthalten.  dÎ0 

 Im einfachen Poisson-Fall des Satzes 18 lässt sich das Boole-Modell 
auch so schreiben: 

 

 

{ }
1

.
N

k kX
=

+X

F

k

X=  

 
Lemma 22: Die Mengenoperationen „Spiegelung“ und „Minkowski-
Addition“ auf d sind d -messbar. 
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Lemma 23: Es sei X ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit der Verteilung 
Q und X  eine von X unabhängige zufällige abgeschlossene Menge. Dann 
besitzt die zufällige abgeschlossene Menge 

1

1: XX = +X

( 1Q

 das 
Kapazitätsfunktional 
 

)K( )T K EX
é ù= X +ê úë û


 für alle  .dK Î

X

( 1Q

 
 
Satz 20: Es sei  ein Poisson-Boole-Modell mit einem Poisson-
Punktprozess  in ZAM-Form mit den Parametern 0l>  und atomlosem 
Q. Dann gilt für das zugehörige Kapazitätsfunktional: 

0X

 

)K( )( ) 1 expT K ElX
é ù+= - - ⋅ Xê ú


 für alle  .dK Îë û
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Satz 21: Es sei  ein Poisson-Boole-Modell mit einem homogenen 
Poisson-Prozess X  in ZAM-Form mit Parameter 0.  Dann ist X  
stationär, und es gilt: 

X
0 >

( )E K

l

 

( )( ) ( )1 1( ) 1 exp 1 expd dT K E Kl lX
é ùé ù= - - ⋅ X + = - - ⋅ X +ê úê úë û ë û


m m


  

 

für alle Für den Bedeckungsgrad .dK Î pX

( )1
dEl

 ergibt sich hieraus noch 
 

{ }( ) ( )1 expp TX X .é ù⋅= = - - Xë ûm

{ }n nÎ
X 

K r

( )( )( ) ,d K r- ⋅m

x 0l>

0  

 
Bemerkung: Im speziellen Fall, dass die Körner  alle 

deterministische abgeschlossene Kugeln  um den Nullpunkt mit 
Radius 0r > sind, folgt die Formel für den Bedeckungsgrad in Satz 21 
auch direkt aus der Überlegung 

( )

 
( ) ( )( )1 ( ) 0 expp P P K rx lX- = Ï X = = =0  

 
wobei  einen homogenen Poisson-Punktprozess mit Parameter  
bezeichne.  
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Veranschaulichung für  die roten Punkte repräsentieren  

{ }
2;d = x

( )( ) 0K rx= =dargestellt ist der Fall  { }Ï X0
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Die nachfolgenden Graphiken zeigen vier Simulationen von zweidimen-
sionalen homogenen Poisson-Boole-Modellen mit Parameter 0,25l =  
und zufälligen abgeschlossenen Kreisen als Körnern. Als Verteilung für 
den Radius R wurde eine Lognormal-Verteilung mit Parametern 0m=  

und  gewählt. Die Fenster für den zu Grunde liegenden 
homogenen Poisson-Prozess wurden auf den Bereich [ ] [  
beschränkt. 

2s = 0,1
]10,10 10,10- ´ -

 
 

Für den Überdeckungsgrad pX  erhält man hier  

{ }( ) ( )( ) ( )2 0,6168...R ÷=÷÷1

1
1 exp 1 exp

4
dp T E El pX X

æ öé ù ç= = - - ⋅ X = - -çë û çè ø
0 m  

wegen ( ) ( )222 0,2E R e e
m s+

= = =1,2214...   
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Die nachfolgenden Graphiken zeigen eine Simulation eines dreidimen-
sionalen  homogenen Poisson-Boole-Modells mit Parameter 0,25l =  und 
zufälligen abgeschlossenen Kugeln als Körnern aus vier unterschiedlichen 
Perspektiven. Als Verteilung für den Radius R wurde wieder eine 
Lognormal-Verteilung mit Parametern  und  gewählt. Die 
Fenster für den zu Grunde liegenden homogenen Poisson-Prozess 
wurden auf den Bereich [ ] [ ] [ ]  beschränkt. 

0

10,10-

m=

0,10

2 0,1s =

10 1- ´ - ´,10
 

   
 

Für den Überdeckungsgrad pX  erhält man hier 

{ }( ) ( )( ) ( )3 0,8064.
3

R
p÷=÷÷11 exp 1 expdp T E ElX X

æ öé ù ç= = - - ⋅ X = - -çë û çè ø
0 m

( )

.. wegen 

29
33 0,452 1,5683...E R e e
m s+

= = =   
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VI. Berufung nach Hamburg (1995-2000) 
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Nachfolge Prof. Dr. Christian Hipp  
 

(Versicherungsmathematik) 
 
 
Lehraufgaben:  
 
Versicherungsmathematik, Risikotheorie 
 

Unterstützung der Arbeitsgruppe Stochastik 
 

Mitwirkung an der Ausbildung von Lehramtstudenten 
 
Projekt: 
 
PZVA – Prognose Zukünftiger Versorgungs-Ausgaben (im Öffentlichen 
Dienst des Landes Hamburg) 
 
Laufzeit: 1999 - 2009 
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      Blätter der DGVM XXII (1996)           Blätter der DGVM XXIV (2000) 
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Eigene Software zur Lebensversicherungsmathematik 
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Eigene Software zur Lebensversicherungsmathematik 
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VII. Zweite Berufung nach Oldenburg 
(2000-2016) 
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Nachfolge Prof. Dr. Ortwin Emrich  
 

(Angewandte Wahrscheinlichkeitstheorie) 
 
 
Lehraufgaben:  
 
Stochastik und verwandte Gebiete (Grundkurs Stochastik, Spieltheorie, 
Räumliche Statistik, Geostatistik, Risikotheorie, Monte-Carlo-Methoden, 
Stochastische Prozesse, Semigroups and Probability, Diskrete Stochas-
tische Finanzmathematik, Quantitative Risk Management) 
 

 
Unterstützung der Arbeitsgruppe Stochastik 
 

Mitwirkung an der Ausbildung von Lehramtstudenten 
 
Aufbau des neuen Schwerpunkts Versicherungs- und Finanzmathematik 
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Stochastik in der Schule 20 (2000) 
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Projekte: 
 
bmb+f –Projekt e-stat ( www.emilea.de ) 
 
Laufzeit: 2001 – 2006 (in Oldenburg) 
 
Die Entwicklung der multimedialen, internetbasierten und interaktiven Lehr- und 
Lernumgebung EMILeA-stat durch das Projekt e-stat wird seit April 2001 vom 
Bundesministerium für Bildung und Forschung (bmb+f) im Programm "Neue Medien in 
der Bildung" gefördert. Die Bezeichnung EMILeA-stat ist gleichzeitig eine eingetragene 
Marke.  
An dem bundesweiten Vorhaben sind Arbeitsgruppen unter der Leitung von Prof. Dr. 
Joachim Buhmann (Universität Bonn, seit WS 2003/2004 ETH Zürich), Prof. Dr. Erhard 
Cramer (Universität Oldenburg, seit WS 2004/2005 RWTH Aachen), Prof. Dr. Ursula 
Gather (Universität Dortmund), Prof. Dr. Heinz Lothar Grob (Universität Münster), Prof. 
Dr. Wolfgang Härdle (Humboldt-Universität zu Berlin), Prof. Dr. Udo Kamps (Universität 
Oldenburg, seit SS 2004 RWTH Aachen), Prof. Dr. Claus Möbus (Universität Oldenburg), 
Prof. Dr. Dietmar Pfeifer (Universität Oldenburg), Prof. Dr. Kristina Reiss (Universität 
Oldenburg, seit WS 2002/2003 Universität Augsburg), Prof. Dr. Bernd Rönz (Humboldt-
Universität zu Berlin), Prof. Dr. Hans Gerhard Strohe (Universität Potsdam), Prof. Dr. 
Karl-Heinz Waldmann (Universität Karlsruhe) und Prof. Dr. Claus Weihs (Universität 
Dortmund) beteiligt. 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

OOppttiioonn::  
  

- 3a - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

OOppttiioonn::  
  
RReecchhtt,,  eeiinnee  bbeessttiimmmmttee  MMeennggee  eeiinneess  bbeessttiimmmmtteenn  GGuutteess  zzuu  eeii--
nneemm  iimm  vvoorraauuss  ffeessttggeesseettzztteenn  PPrreeiiss  
  

- 3b - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

OOppttiioonn::  
  
RReecchhtt,,  eeiinnee  bbeessttiimmmmttee  MMeennggee  eeiinneess  bbeessttiimmmmtteenn  GGuutteess  zzuu  eeii--
nneemm  iimm  vvoorraauuss  ffeessttggeesseettzztteenn  PPrreeiiss  
  

  iinnnneerrhhaallbb  eeiinneerr  bbeessttiimmmmtteenn  FFrriisstt  ((aammeerriikkaanniisscchhee  OOppttiioonn))    
  

- 3c - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

OOppttiioonn::  
  
RReecchhtt,,  eeiinnee  bbeessttiimmmmttee  MMeennggee  eeiinneess  bbeessttiimmmmtteenn  GGuutteess  zzuu  eeii--
nneemm  iimm  vvoorraauuss  ffeessttggeesseettzztteenn  PPrreeiiss  
  

  iinnnneerrhhaallbb  eeiinneerr  bbeessttiimmmmtteenn  FFrriisstt  ((aammeerriikkaanniisscchhee  OOppttiioonn))    
  

ooddeerr  
  

  zzuu  eeiinneemm  bbeessttiimmmmtteenn  ZZeeiittppuunnkktt    ((eeuurrooppääiisscchhee  OOppttiioonn))  
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

OOppttiioonn::  
  
RReecchhtt,,  eeiinnee  bbeessttiimmmmttee  MMeennggee  eeiinneess  bbeessttiimmmmtteenn  GGuutteess  zzuu  eeii--
nneemm  iimm  vvoorraauuss  ffeessttggeesseettzztteenn  PPrreeiiss  
  

  iinnnneerrhhaallbb  eeiinneerr  bbeessttiimmmmtteenn  FFrriisstt  ((aammeerriikkaanniisscchhee  OOppttiioonn))    
  

ooddeerr  
  

  zzuu  eeiinneemm  bbeessttiimmmmtteenn  ZZeeiittppuunnkktt    ((eeuurrooppääiisscchhee  OOppttiioonn))  
  

oo  zzuu  kkaauuffeenn            ((CCaallll--OOppttiioonn))              
  

- 3e - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

OOppttiioonn::  
  
RReecchhtt,,  eeiinnee  bbeessttiimmmmttee  MMeennggee  eeiinneess  bbeessttiimmmmtteenn  GGuutteess  zzuu  eeii--
nneemm  iimm  vvoorraauuss  ffeessttggeesseettzztteenn  PPrreeiiss  
  

  iinnnneerrhhaallbb  eeiinneerr  bbeessttiimmmmtteenn  FFrriisstt  ((aammeerriikkaanniisscchhee  OOppttiioonn))    
  

ooddeerr  
  

  zzuu  eeiinneemm  bbeessttiimmmmtteenn  ZZeeiittppuunnkktt    ((eeuurrooppääiisscchhee  OOppttiioonn))  
  

oo  zzuu  kkaauuffeenn            ((CCaallll--OOppttiioonn))              
  

ooddeerr  
  

oo  zzuu  vveerrkkaauuffeenn  ((PPuutt--OOppttiioonn))..  
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

BBeezzeeiicchhnnuunnggeenn::  
  

- 4a - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

BBeezzeeiicchhnnuunnggeenn::  
  

T: Laufzeit; Verfalltag 
X: Ausübungspreis, Basispreis 

:t ≤ ≤t TS  Kurswert zur Zeit t, mit  0
i: risikoloser Zins 
= +1 :i Zinsfaktor r
=v 1/ :r Diskontfaktor 

  

- 4b - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

BBeezzeeiicchhnnuunnggeenn::  
  

T: Laufzeit; Verfalltag 
X: Ausübungspreis, Basispreis 

:t ≤ ≤t TS  Kurswert zur Zeit t, mit  0
i: risikoloser Zins 
= +1 :i Zinsfaktor r
=v 1/ :r Diskontfaktor 

  

Call-Option: > :TS X Option ausüben 
 ≤ :TS X Option nicht ausüben
   
Put-Option: < :TS X Option ausüben 
 ≥ :TS X Option nicht ausüben

  - 4c - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

VVeerraannsscchhaauulliicchhuunngg::  VVeerraannsscchhaauulliicchhuunngg::  

                               

X

T 
 

  Call-Option ausüben,  Put-Option nicht ausüben - 5 - 
417



Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

VVeerraannsscchhaauulliicchhuunngg::  VVeerraannsscchhaauulliicchhuunngg::  
    

                               

X

T 
 

  Put-Option ausüben,  Call-Option nicht ausüben - 6 - 
418



Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

ZZiieell::  BBeessttiimmmmuunngg  ddeess  „„rriicchhttiiggeenn““  OOppttiioonnsswweerrtteess  
  

 

- 7a - 
419



Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

ZZiieell::  BBeessttiimmmmuunngg  ddeess  „„rriicchhttiiggeenn““  OOppttiioonnsswweerrtteess  
  
z.B.  Wert der Call-Option zur Zeit :tC [ ]∈ 0,t T  
 

 

- 7b - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

ZZiieell::  BBeessttiimmmmuunngg  ddeess  „„rriicchhttiiggeenn““  OOppttiioonnsswweerrtteess  
  
z.B.  Wert der Call-Option zur Zeit :tC [ ]∈ 0,t T  
 
Es gilt am Verfalltag  = :t T
 
 

 

 

- 7c - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

ZZiieell::  BBeessttiimmmmuunngg  ddeess  „„rriicchhttiiggeenn““  OOppttiioonnsswweerrtteess  
  
z.B.  Wert der Call-Option zur Zeit :tC [ ]∈ 0,t T  
 
Es gilt am Verfalltag  = :t T
 
 

( ) ( )+= − = −max ;0T T TC S X S X  
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

BBeeiissppiieell::  BBeeiissppiieell::  

 

=0 100S

+ =130TS

− = 80TS

= 0,4p

− =1 0,6p

 
    

- 8a - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

BBeeiissppiieell::  BBeeiissppiieell::  

 

= =5%i X 110

+ = 20TC

=0 100S

130

= 80

+ =TS= 0,4p

− =1 0,6p − = 0TC−
TS

 

- 8b - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

BBeeiissppiieell::  BBeeiissppiieell::  

 

= =5%i X 110

+ = 20TC

=0 100S

130

= 80

+ =TS= 0,4p

− =1 0,6p − = 0TC−
TS

 
Callpreis nach Erwartungswert-Prinzip (  faires Spiel): 

 

[ ]TE v C= ⋅0C     

- 8c - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

BBeeiissppiieell::  BBeeiissppiieell::  

 

= =5%i X 110

+ = 20TC

=0 100S

130

= 80

+ =TS= 0,4p

− =1 0,6p − = 0TC−
TS

 
Callpreis nach Erwartungswert-Prinzip (  faires Spiel): 

 

[ ] += ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ( )+⋅ −T T TC C Sp pv v vE0C X     

- 8d - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

BBeeiissppiieell::  BBeeiissppiieell::  

 

= =5%i X 110

+ = 20TC

=0 100S

130

= 80

+ =TS= 0,4p

− =1 0,6p − = 0TC−
TS

 
Callpreis nach Erwartungswert-Prinzip (  faires Spiel): 

 

[ ] ( )+ += ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =−
1,05T T TC C S Xpvpv vE

⋅
0

0,4 20
C = 7,62     

- 8e - 
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Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 7,62C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                                                  
 
 
 

  

Aktion Kontobewegung + >TS X − <TS X  

Leerverkauf 2 Aktien +200,00 –260,00 –160,00 

Kauf 5 Call-Optionen –38,10 +100,00 0,00 

Kredit vergeben –161,90 +170,00 +170,00 

Saldo 0,00 +10,00 +10,00 

 

- 9a - 
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Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 7,62C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                                                  
 
 
 

  

Aktion Kontobewegung + >TS X − <TS X  

Leerverkauf 2 Aktien +200,00 –260,00 –160,00 

Kauf 5 Call-Optionen –38,10 +100,00 0,00 

Kredit vergeben –161,90 +170,00 +170,00 

Saldo 0,00 +10,00 +10,00 

 

- 9b - 
429



Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 7,62C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                                                  
 
 
 

  

Aktion Kontobewegung + >TS X − <TS X  

Leerverkauf 2 Aktien +200,00 –260,00 –160,00 

Kauf 5 Call-Optionen –38,10 +100,00 0,00 

Kredit vergeben –161,90 +170,00 +170,00 

Saldo 0,00 +10,00 +10,00 

 

- 9c - 
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Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 7,62C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                                                  
 
 
 

  

Aktion Kontobewegung + >TS X  − <TS X  

Leerverkauf 2 Aktien +200,00 –260,00 –160,00 

Kauf 5 Call-Optionen –38,10 +100,00 0,00 

Kredit vergeben –161,90 +170,00 +170,00 

Saldo 0,00 +10,00 +10,00 

 

- 9d - 
431



Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 7,62C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                                                  
 
 
 

  

Aktion Kontobewegung + >TS X − <TS X  

Leerverkauf 2 Aktien +200,00 –260,00 –160,00 

Kauf 5 Call-Optionen –38,10 +100,00 0,00 

Kredit vergeben –161,90 +170,00 +170,00 

Saldo 0,00 +10,00 +10,00 

 

- 9e - 
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Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 7,62C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                                                  
 
 
 

  

Aktion Kontobewegung + >TS X − <TS X  

Leerverkauf 2 Aktien +200,00 –260,00 –160,00 

Kauf 5 Call-Optionen –38,10 +100,00 0,00 

Kredit vergeben –161,90 +170,00 +170,00 

Saldo 0,00 +10,00 +10,00 

AArrbbiittrraaggee--MMöögglliicchhkkeeiitt!!  
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Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 12C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                höherer Preis    
 
 
 

  

Aktion Kontobewegung + >TS X − <TS X  

Kauf 2 Aktien –200,00 +260,00 +160,00 

Verkauf 5 Call-Optionen +60,00 –100,00 0,00 

Kredit aufnehmen +140,00 –147,00 –147,00 

Saldo 0,00 +13,00 +13,00 

 

- 10a - 
434



Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 12C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                höherer Preis    
 
 
 

  

Aktion Kontobewegung + >TS X − <TS X  

Kauf 2 Aktien –200,00 +260,00 +160,00 

Verkauf 5 Call-Optionen +60,00 –100,00 0,00 

Kredit aufnehmen +140,00 –147,00 –147,00 

Saldo 0,00 +13,00 +13,00 
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Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 12C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                höherer Preis    
 
 
 

  

Aktion Kontobewegung + >TS X − <TS X  

Kauf 2 Aktien –200,00 +260,00 +160,00 

Verkauf 5 Call-Optionen +60,00 –100,00 0,00 

Kredit aufnehmen +140,00 –147,00 –147,00 

Saldo 0,00 +13,00 +13,00 

 

- 10c - 
436



Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 12C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                höherer Preis    
 
 
 

  

Aktion Kontobewegung + >TS X  − <TS X  

Kauf 2 Aktien –200,00 +260,00 +160,00 

Verkauf 5 Call-Optionen +60,00 –100,00 0,00 

Kredit aufnehmen +140,00 –147,00 –147,00 

Saldo 0,00 +13,00 +13,00 

- 10d - 
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Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 12C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                höherer Preis    
 
 
 

  

Aktion Kontobewegung + >TS X − <TS X  

Kauf 2 Aktien –200,00 +260,00 +160,00 

Verkauf 5 Call-Optionen +60,00 –100,00 0,00 

Kredit aufnehmen +140,00 –147,00 –147,00 

Saldo 0,00 +13,00 +13,00 
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Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 12C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                höherer Preis    
 
 
 

  

Aktion Kontobewegung + >TS X − <TS X  

Kauf 2 Aktien –200,00 +260,00 +160,00 

Verkauf 5 Call-Optionen +60,00 –100,00 0,00 

Kredit aufnehmen +140,00 –147,00 –147,00 

Saldo 0,00 +13,00 +13,00 

AArrbbiittrraaggee--MMöögglliicchhkkeeiitt!!  
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Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 ?C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                richtiger Preis    
 
 

  

Aktion Kontobewegung +
TS X − <TS X>   

Kauf n Aktien − ⋅ 0n S + ⋅ −+ ⋅ Tn S +
Tn S   

Verkauf m  
Call-Optionen 

   

Kredit aufnehmen + ⋅ − ⋅0 0( )n S m C − ⋅r n − ⋅ ⋅ − ⋅0 0( )r n S m C ⋅ − ⋅0 0( )S m C   

Saldo 0,00 0,00 0,00 

 

- 11a - 
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Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 ?C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                richtiger Preis    
 
 

  

Aktion Kontobewegung +
TS X − <TS X>   

Kauf n Aktien − ⋅ 0n S + ⋅ −+ ⋅ Tn S +
Tn S   

Verkauf m  
Call-Optionen 

+ ⋅ +− ⋅ −( )Tm S X0m C   0,00 

Kredit aufnehmen + ⋅ − ⋅0 0( )n S m C − ⋅r n − ⋅ ⋅ − ⋅0 0( )r n S m C ⋅ − ⋅0 0( )S m C   

Saldo 0,00 0,00 0,00 
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Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 ?C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                richtiger Preis    
 
 

  

Aktion Kontobewegung +
TS X − <TS X>   

Kauf n Aktien − ⋅ 0n S + ⋅ −+ ⋅ Tn S +
Tn S   

Verkauf m  
Call-Optionen 

+ ⋅ +− ⋅ −( )Tm S X0m C   0,00 

Kredit aufnehmen + ⋅ − ⋅0 0( )n S m C − ⋅r n − ⋅ ⋅ − ⋅0 0( )r n S m C ⋅ − ⋅0 0( )S m C   

Saldo 0,00 0,00 0,00 

 

- 11c - 
442



Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 ?C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                richtiger Preis    
  
 

  

Aktion Kontobewegung +
TS X − <TS X>   

Kauf n Aktien − ⋅ 0n S  +
Tn S −+ ⋅ Tn S+ ⋅   

Verkauf m  
Call-Optionen 

+ ⋅ 0m C  +− ⋅ −( )Tm S X  0,00 

Kredit aufnehmen + ⋅ − ⋅0 0( )n S m C − ⋅r n − ⋅ ⋅ − ⋅0 0( )r n S m C ⋅ − ⋅0 0( )S m C   

Saldo 0,00 0,00 0,00 
 

Notwendige Bedingung:   − + +⋅ = ⋅ − ⋅ −( )T T Tn S n S m S X
 

     Hedge Ratio    ⇒
+

+

−
= =

−
T

Call
T T

n S X
h

m S S−   und  −= ⋅ − ⋅0 0( )Call TC h S v S  
- 11d - 
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Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 ?C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee::                richtiger Preis    
  
 

  

Aktion Kontobewegung +
TS X − <TS X>   

Kauf n Aktien − ⋅n S  +
0 + ⋅n ST  −

TS+ ⋅n  

Verkauf m  
ll-Optionen 

+ ⋅ 0m C  
Ca

+− ⋅ −( )Tm S X  0,00 

Kredit aufnehmen + ⋅ − ⋅0 0( )n S m C − ⋅r n − ⋅ ⋅ − ⋅0 0( )r n S m C ⋅ − ⋅0 0( )S m C   

Saldo 0,00 0,00 0,00 

LLöössuunngg iisstt uunnaabbhhäännggiigg vvoonn  pp!!     

 

Notwendige Bedingung:   − + +⋅ = ⋅ − ⋅ −( )T T Tn S n S m S X
 

     Hedge Ratio    ⇒
+

+

−
= =

−
T

Call
T T

n S X
h

m S S−   und  −= ⋅ − ⋅0 0( )Call TC h S v S  
- 11e - 
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Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 9,52C

Aktien, Derivate, Arbitrage 

PP

= 0t =t T

rroobbee::                                                  
 
 
 

  

Aktion Kontobewegung + >TS X − <TS X  

Kauf 2 Aktien –200,00 +260,00 +160,00 

Verkauf 5 Call-Optionen +47,60 –100,00 0,00 

Kredit aufnehmen –152,40 –160,00 –160,00 

Saldo 0,00 0,00 0,00 

 

 
+

+ −

−
= =

−
20
50

T
Call

T T

S X
h

S S
    − −

= ⋅ − ⋅ = ⋅ =0 0

2 105 80
( ) 9,52

5 1,05Call TC h S v S
- 12 - 
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Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 ?P

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee  ffüürr  PPuutt--PPrreeiiss::    richtiger Preis    
  
 

  

Aktion Kontobewegung +
TS X − <TS X>   

Kauf n Aktien − ⋅ 0n S  +
Tn S −+ ⋅ Tn S+ ⋅   

Kauf m  
Put-Optionen 

− ⋅ 0m P  0,00 −+ ⋅ −( )Tm X S  

Kredit aufnehmen + ⋅ + ⋅0 0( )n S m P − ⋅r n − ⋅ ⋅ + ⋅0 0( )r n S m P ⋅ + ⋅0 0( )S m P   

Saldo 0,00 0,00 0,00 
 

Notwendige Bedingung:   + − −⋅ = ⋅ + ⋅ −( )T T Tn S n S m X S
 

     Hedge Ratio    ⇒
−

+

−
= =

−
T

Put
T T

n X S
h

m S S−   und  += ⋅ ⋅ −0 0( )Put TP h v S S
- 13a - 
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Aktien, Derivate, Arbitrage

=0 ?P

Aktien, Derivate, Arbitrage 

AA

= 0t =t T

nnaallyyssee  ffüürr  PPuutt--PPrreeiiss::    richtiger Preis    
  
 

  

Aktion Kontobewegung +
TS X − <TS X>   

Kauf n Aktien − ⋅n S  +
0 + ⋅ Tn S  −

T  + ⋅n S

Kauf m  
Put-Optionen 

− ⋅ 0m P  0,00 −+ ⋅ −( Tm X S  )

Kredit aufnehmen 

LLöössuunngg iisstt uunnaabbhhäännggiigg vvoonn  pp!!     
+ ⋅ + ⋅0 0( )n S m P − ⋅r n − ⋅ ⋅ + ⋅0 0( )r n S m P ⋅ + ⋅0 0( )S m P   

Saldo 0,00 0,00 0,00 
 

Notwendige Bedingung:   + − −⋅ = ⋅ + ⋅ −( )T T Tn S n S m X S
 

     Hedge Ratio    ⇒
−

+

−
= =

−
T

Put
T T

n X S
h

m S S−   und  += ⋅ ⋅ −0 0( )Put TP h v S S  
- 13b - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

BBeeoobbaacchhttuunngg::  
  

- 14a - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

BBeeoobbaacchhttuunngg::  
  

  FFüürr  ddiiee  HHeeddggee  RRaattiiooss  ggiilltt::        
+ −

+ − + −

− −
+ = + =

− −
1T T

Call Put
T T T T

S X X S
h h

S S S S
  

  
  

- 14b - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

BBeeoobbaacchhttuunngg::  
  

  FFüürr  ddiiee  HHeeddggee  RRaattiiooss  ggiilltt::        
+ −

+ −

− −
+ = + =

− −
1T T

T T

S X X S
h h

S S+ −Call Put
T TS S

  

  
  

  OOppttiioonnsspprreeiissee  ssiinndd  ggeennaauu  ddaannnn  ppoossiittiivv,,  wweennnn    − <TS +<0 TrS S  ggiilltt,,  

dd..hh..  wweennnn  ppoossiittiivvee  KKuurrssbbeewweegguunnggeenn  ppootteennzziieellll  mmeehhrr  GGeewwiinnnn  eerrzziiee--

lleenn  aallss  ddiiee  rriissiikkoolloossee  GGeellddaannllaaggee    

- 14c - 
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Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

BBeeoobbaacchhttuunngg::  
  

  FFüürr  ddiiee  HHeeddggee  RRaattiiooss  ggiilltt::        
+ −

+ −

− −
+ = + =

− −
1T T

T T

S X X S
h h

S S+ −Call Put
T TS S

  

  
  

  OOppttiioonnsspprreeiissee  ssiinndd  ggeennaauu  ddaannnn  ppoossiittiivv,,  wweennnn    − <TS +<0 TrS S  ggiilltt,,  

dd..hh..  wweennnn  ppoossiittiivvee  KKuurrssbbeewweegguunnggeenn  ppootteennzziieellll  mmeehhrr  GGeewwiinnnn  eerrzziiee--

lleenn  aallss  ddiiee  rriissiikkoolloossee  GGeellddaannllaaggee    

  BBeeii  AArrbbiittrraaggee--ffrreeiieenn  ((ffaaiirreenn))  OOppttiioonnsspprreeiisseenn  iisstt  dduurrcchh  kkeeiinnee  mmeennggeennmmää--

ßßiiggee  KKoommbbiinnaattiioonn  vvoonn  DDeerriivvaatteenn  eeiinnee  AArrbbiittrraaggeemmöögglliicchhkkeeiitt  ggeeggeebbeenn    
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BBeeoobbaacchhttuunngg::  
  

  FFüürr  ddiiee  HHeeddggee  RRaattiiooss  ggiilltt::        
+ −

+ −

− −
+ = + =

− −
1T T

T T

S X X S
h h

S S+ −Call Put
T TS S

  

  
  

  OOppttiioonnsspprreeiissee  ssiinndd  ggeennaauu  ddaannnn  ppoossiittiivv,,  wweennnn    − <TS +<0 TrS S  ggiilltt,,  

dd..hh..  wweennnn  ppoossiittiivvee  KKuurrssbbeewweegguunnggeenn  ppootteennzziieellll  mmeehhrr  GGeewwiinnnn  eerrzziiee--

lleenn  aallss  ddiiee  rriissiikkoolloossee  GGeellddaannllaaggee    

  BBeeii  AArrbbiittrraaggee--ffrreeiieenn  ((ffaaiirreenn))  OOppttiioonnsspprreeiisseenn  iisstt  dduurrcchh  kkeeiinnee  mmeennggeennmmää--

ßßiiggee  KKoommbbiinnaattiioonn  vvoonn  DDeerriivvaatteenn  eeiinnee  AArrbbiittrraaggeemmöögglliicchhkkeeiitt  ggeeggeebbeenn  

  DDiiee  AArrbbiittrraaggee--ffrreeiieenn  ((ffaaiirreenn))  OOppttiioonnsspprreeiissee  hhäännggeenn  nniicchhtt  vvoonn  pp  aabb!!  
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+<0 TrS S

Aktien, Derivate, Arbitrage 

− <TS

AAbbeerr::  
  

„„ÄÄqquuiivvaalleenntteess““  EErrwwaarrttuunnggsswweerrttpprriinnzziipp::  IImm  FFaallll  vvoonn    gilt 
 

−
∗ ∗

+ −

−
< = = − <

−
00 1 1T

T T

r S S
p q

S S
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+<0 TrS S

Aktien, Derivate, Arbitrage 

− <TS

AAbbeerr::  
  

„„ÄÄqquuiivvaalleenntteess““  EErrwwaarrttuunnggsswweerrttpprriinnzziipp::  IImm  FFaallll  vvoonn    gilt 
 

−
∗ ∗

+ −

−
< = = − <

−
00 1 1T

T T

r S S
p q

S S
 

mit 
 

[ ]∗ ∗ +⋅ ⋅= ⋅T TE pC v Cv−⋅ =⋅−0( )Call Th S v S=0C  
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+<0 TrS S

Aktien, Derivate, Arbitrage 

− <TS

AAbbeerr::  
  

„„ÄÄqquuiivvaalleenntteess““  EErrwwaarrttuunnggsswweerrttpprriinnzziipp::  IImm  FFaallll  vvoonn    gilt 
 

−
∗ ∗

+ −

−
< = = − <

−
00 1 1T

T T

r S S
p q

S S
 

mit 
 

[ ]∗ ∗ +⋅ ⋅= ⋅T TE pC v Cv−⋅ =⋅−0( )Call Th S v S=0C  

 

[ ] ∗ −⋅ = ⋅ ⋅T TvP qv PE+ ∗⋅ ⋅ =− 0( )tPu Th v S S=0P  
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+<0 TrS S

Aktien, Derivate, Arbitrage 

− <TS

AAbbeerr::  
  

„„ÄÄqquuiivvaalleenntteess““  EErrwwaarrttuunnggsswweerrttpprriinnzziipp::  IImm  FFaallll  vvoonn    gilt 
 

−
∗ ∗

+ −

−
< = = − <

−
00 1 1T

T T

r S S
p q

S S
 

 
mit dem Arbitrage-freien Preis 

 

[ ] ( )∗ ∗∗= ⋅ ⋅= ⋅ + −+ ⋅T T TE p D qvD Dv0D  

 
ffüürr  jjeeddeess  bbeelliieebbiiggee  DDeerriivvaatt  DD!!  
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HH

= 0t =t T

eeddggiinngg  mmiitt  CCaallll--OOppttiioonneenn::                
  
 

  

Aktion Kontobewegung + >TS X  − <TS X  

Besitz n Aktien + ⋅ 0n S  +
Tn S −+ ⋅ Tn S+ ⋅   

Verkauf m  
Call-Optionen 

+ ⋅ 0m C  +− ⋅ −( )Tm S X  0,00 

Kredit vergeben − ⋅ 0m C  + ⋅r m ⋅ 0C + ⋅ ⋅ 0r m C  

Saldo + ⋅ 0n S  + ⋅r n⋅ 0S  + ⋅ ⋅ 0r n S  
 

mit der Hedge Ratio ( ) ( )+= = − −/ /Call T T Th n m S X S S+ −  wegen 

( ) ( )−⋅ − = ⋅ ⋅ 0TrS S r n S− − − −⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ − = ⋅ +0 0 0T T Call T Tn S r m C n S m h rS S n S n  
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HH

= 0t =t T

eeddggiinngg  mmiitt  PPuutt--OOppttiioonneenn::                
  
 

  

Aktion Kontobewegung + >TS X  − <TS X  

Besitz n Aktien + ⋅n S +
T

−+ ⋅ Tn S0  + ⋅n S   

Kauf m  
Put-Optionen 

− ⋅ 0m P  0,00 −+ ⋅ −( )Tm X S  

Kredit aufnehmen + ⋅m P0 0P − ⋅ ⋅ 0r m P − ⋅ ⋅r m   

Saldo + ⋅n S0  + ⋅ ⋅r n 0S  + ⋅ ⋅ 0r n S  
 

mit der Hedge Ratio ( ) ( )+ += = − −/ /Put T T Th n m X S S S−  wegen 

( ) ( )+⋅ − = ⋅ ⋅0 0TS rS r n S+ + + +⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ − = ⋅ −0 0T T Put T Tn S r m P n S m h S rS n S n  
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HHeebbeellwwiirrkkuunngg  vvoonn  OOppttiioonnssggeesscchhääfftteenn::    HHeebbeellwwiirrkkuunngg  vvoonn  OOppttiioonnssggeesscchhääfftteenn::    
    

GGeewwiinnnn  aauuss  CCaallll--OOppttiioonneenn  uunndd  AAkkttiieenn  aallss  FFuunnkkttiioonn  ddeess  KKuurrsseess  bbeeii  KKaappiittaalleeiinnssaattzz  1100..000000  GGeewwiinnnn  aauuss  CCaallll--OOppttiioonneenn  uunndd  AAkkttiieenn  aallss  FFuunnkkttiioonn  ddeess  KKuurrsseess  bbeeii  KKaappiittaalleeiinnssaattzz  1100..000000  
    

 

100    Aktien 
1050 Optionen - 19a - 

459
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HHeebbeellwwiirrkkuunngg  vvoonn  OOppttiioonnssggeesscchhääfftteenn::  HHeebbeellwwiirrkkuunngg  vvoonn  OOppttiioonnssggeesscchhääfftteenn::  
    

GGeewwiinnnn  aauuss  CCaallll--OOppttiioonneenn  uunndd  AAkkttiieenn  aallss  FFuunnkkttiioonn  ddeess  KKuurrsseess  bbeeii  KKaappiittaalleeiinnssaattzz  1100..000000  GGeewwiinnnn  aauuss  CCaallll--OOppttiioonneenn  uunndd  AAkkttiieenn  aallss  FFuunnkkttiioonn  ddeess  KKuurrsseess  bbeeii  KKaappiittaalleeiinnssaattzz  1100..000000  
    

 
Option ist „out of the money“

Option ist „in  
the money“ 

Option ist  
„at the money“ 

10,5fache Steigung 

100    Aktien 

Hebeleffekt: 

1050 Optionen - 19b - 
460
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KK

    

uurrssvveerrllääuuffee  ddeess  DDAAXX::  KKuurrssvveerrllääuuffee  ddeess  DDAAXX::  
    
    

                    
    
                TTaaggeessggaanngg  55..11..22001111                      WWoocchheennggaanngg                                    JJaahhrreessggaanngg                  TTaaggeessggaanngg  55..11..22001111                      WWoocchheennggaanngg                                    JJaahhrreessggaanngg  
    

((SSeellbbssttäähhnnlliicchhkkeeiitt  aauuff  aalllleenn  ZZeeiittsskkaalleenn!!))  ((SSeellbbssttäähhnnlliicchhkkeeiitt  aauuff  aalllleenn  ZZeeiittsskkaalleenn!!))  
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MMeehhrr--SSttuuffeenn--MMooddeellll  vvoonn  CCooxx--RRoossss--RRuubbiinnsstteeiinn:: MMeehhrr--SSttuuffeenn--MMooddeellll  vvoonn  CCooxx--RRoossss--RRuubbiinnsstteeiinn:: 

        
  

- 21a - 
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MMeehhrr--SSttuuffeenn--MMooddeellll  vvoonn  CCooxx--RRoossss--RRuubbiinnsstteeiinn:: MMeehhrr--SSttuuffeenn--MMooddeellll  vvoonn  CCooxx--RRoossss--RRuubbiinnsstteeiinn:: 

        

Annahmen: 
 
konstante Kursverhältnisse: 
 

±
± = −

0

1TS
k

S
   (Volatilitäten) 
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MMeehhrr--SSttuuffeenn--MMooddeellll  vvoonn  CCooxx--RRoossss--RRuubbiinnsstteeiinn:: MMeehhrr--SSttuuffeenn--MMooddeellll  vvoonn  CCooxx--RRoossss--RRuubbiinnsstteeiinn:: 

        

Annahmen: 
 
konstante Kursverhältnisse: 
 

±
± = −

0

1TS
k

S

( ) ( ) −+ −⋅ +1 1
N n N

k

   (Volatilitäten) 

 
stochastisch unabhängige 
Auf-/ Abwärtsbewegungen: 
 

= +nTS k  

−
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= = − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

( ) (1 ) , 0,..., .j n jn
P N j p p j n

j
- 21c - 
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− +−) ]jk X

AArrbbiittrraaggee--ffrreeiiee  BBeerreecchhnnuunngg  vvoonn  OOppttiioonnsspprreeiisseenn::  
  

∗ ∗

∗ ∗ −

+

+ −

=

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

−

+ +∑

0

0
0

( ) ( )

[ (1 ) (1

nT nT

j nj n j

n n

j

n
n

C S X

S k

C E Ev

n
p q

j

v

v   

mmiitt  

−

+ − +

− +
+ −

= =
+

0 0

0 0

(1 )
(1 ) (1 )

rS k S
k S k S

∗
−

−

−
−

Ti k
k k

p

−) 1T

  

uunndd      ((ZZiinnss  ffüürr  PPeerriiooddeennlläännggee  TT))  = +(1Ti i
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DD

 Grenzfall für wachsende n mit angepassten Volatilitäten:  Grenzfall für wachsende n mit angepassten Volatilitäten: 

iiee  FFoorrmmeell  vvoonn  BBllaacckk  uunndd  SScchhoolleess:: DDiiee  FFoorrmmeell  vvoonn  BBllaacckk  uunndd  SScchhoolleess:: 

  

σ σ+ −= =−,n n

T T
k k

n n  

 Approximation der Binomial- durch die Normalverteilung: 
 

σ⎛ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

2
0ln

2

Tr S
T

X

T

σ

σσ

⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= Φ − Φ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜

⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝

⎟⎝ ⎠

⎠ ⎝ ⎠

0

2

0

0ln
2

T

s Ta

r S
T

X
C S Xv

T
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DDiiee  FFoorrmmeell  vvoonn  BBllaacckk  uunndd  SScchhoolleess::  
 

 

- 24 - 

=0C 9,52

=0 7,78asC

n
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SSiimmuullaattiioonn  ddeess  GGrreennzzpprroozzeesssseess    
  

  ((ggeeoommeettrriisscchhee  BBrroowwnnsscchhee  BBeewweegguunngg))  
  

  

- 25a - 
468



Aktien, Derivate, ArbitrageAktien, Derivate, Arbitrage 

SSiimmuullaattiioonn  ddeess  GGrreennzzpprroozzeesssseess    SSiimmuullaattiioonn  ddeess  GGrreennzzpprroozzeesssseess    
    

  ((ggeeoommeettrriisscchhee  BBrroowwnnsscchhee  BBeewweegguunngg))    ((ggeeoommeettrriisscchhee  BBrroowwnnsscchhee  BBeewweegguunngg))  
    

  

Wochengang DAX 

SSoollcchhee  FFuunnkkttiioonneenn  ssiinndd  üübbeerraallll  sstteettiigg,,  aabbeerr  nniirrggeennddss  ddiiffffeerreennzziieerrbbaarr!!  
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AAuussbblliicckk::    
  

  PPrreeiissffiinndduunngg  ffüürr  
  

oo  nniicchhtt--aarrbbiittrraaggeeffrreeiiee  ((uunnvvoollllssttäännddiiggee))  MMäärrkkttee  
oo  aallllggeemmeeiinneerree  FFiinnaannzzpprroodduukkttee  ((zz..BB..  CCDDOO’’ss))  
oo  DDeerriivvaattee  aann  WWaarreenntteerrmmiinnbböörrsseenn  
oo  DDeerriivvaattee  aann  EEnneerrggiieebböörrsseenn  
oo  RReeaallooppttiioonneenn  

  

  MMooddeelllliieerruunngg  vvoonn  ZZiinnssssttrruukkttuurrkkuurrvveenn  
  

  AAsssseett--LLiiaabbiilliittyy--MMaannaaggeemmeenntt  
  

- 26 - 
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AAkkttiieenn,,  DDeerriivvaattee,,  AArrbbiittrraaggee::  
  

EEiinnee  EEiinnffüühhrruunngg  iinn  ddiiee  
  

mmooddeerrnnee  FFiinnaannzzmmaatthheemmaattiikk  
  
 

PPrrooff..  DDrr..  DDiieettmmaarr  PPffeeiiffeerr  
IInnssttiittuutt  ffüürr  MMaatthheemmaattiikk  

SScchhwweerrppuunnkktt  VVeerrssiicchheerruunnggss--  uunndd  FFiinnaannzzmmaatthheemmaattiikk  

  

471



Weitere Projekte: 
 
1. EFRE-Projekt „Entwicklung eines Solvency II-kompatiblen Risiko-

managementsystems für kleine Versicherungsvereine auf Gegen-
seitigkeit“ 
(zusammen mit mit Angelika May und Thomas Kneib) 

 
Förderlinie: 2.2.1 Kooperationsprojekte mit KMU 
Laufzeit: 2009 - 2010 
Beteiligte Unternehmen: 
5 in der Region Weser-Ems ansässige VVaG, 1 VVaG im Gebiet 
Lüneburg 

 
2. EFRE-Projekt Entwicklung und Konzeption eines Master-Weiter-

bildungsstudiengangs „Risikomanagement für Banken und Ver-
sicherungen“ 
(zusammen mit Angelika May und Jörg Prokop) 
 
Förderlinie: 4.2 Kooperationsprojekte mit KMU 
Laufzeit: 2010 - 2013 
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Tabellarische Darstellung der Minimalkorrelation zwischen  
lPoisson-verteilten Risiken mit gleichem Parameter   
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Graphische Darstellung der Minimalkorrelation zwischen  
lPoisson-verteilten Risiken mit gleichem Parameter   
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Sendung zum Lotto-Jackpot von NDR 3 am 31.1.2009, 19:30 Uhr  
 

http://www.staff.uni-oldenburg.de/dietmar.pfeifer/Lotto.mov 
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Dietmar Pfeifer
Textfeld
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New copulas based on general partitions-
of-unity  

and their applications to risk 
management 

 
 

Dietmar Pfeifer1),  
Hervé Awoumlac Tsatedem†,  

Côme Girschig2), 
Andreas Mändle1) 

 

1)Institut für Mathematik,  Universität Oldenburg and 
2)École des Ponts Paris Tech, Paris 
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1. Introduction  
 
 Construction of new multivariate copulas on the basis 

of a generalized infinite partition-of-unity approach  
 
 Allows for tail-dependence as well as for asymmetry 
 
 Can be easily implemented for risk management 

purposes 
 
 Can be extended to an uncountable infinite partition-

of-unity approach 
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2. Main Results 
 
Let }  denote the set of non-negative 
integers and suppose that  and  { }  are 

non-negative maps defined on the interval 

{0,1,2+ = ,3,

{ ( )i uj ( )j j
vy +Î

}i +Î

( )0,1

( )

0v , .i j +Î 

 each 
such that 
 

0 0

( )i j
i j

u vj y
¥ ¥

= =

= =å å 1 

and 
 

1 1

0 0

( ) 0, ( )i i ju du v dj a y= >ò ò j  for  b= >
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2. Main Results 
 
The maps )  and )  can be thought of repre-
senting discrete distributions over the non-negative 
integers +  with parameters u and v, resp.  

(i u (j vy

i i
a

Î { }j j
b +Î

j

 
The sequences  and  represent the 

probabilities of the corresponding mixed distributions. 

{ } +
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2. Main Results 
 
Let  represent the probabilities of an arbitrary 

discrete bivariate distribution over +  with marginal 

distributions given by i  and  

for .  Then  

{ }
,ij i j

p

,i j Î 

+Î
+´ 

0
j ij j

i

b
¥

=

= =å

+

0
ij

j

p
¥

=
åip = a= p p

 

( )), , 0,1
0 0

( , ) : ( ) (ij
i j

i j i j

p
c u v u vj y

a b

¥ ¥

= =

=åå u v Î  

 
defines the density of a bivariate copula, called 
generalized partition-of-unity copula.  
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2. Main Results 
 
The function c is in fact is the density of a bivariate 
copula: 
 

1 1

0 0 0 00 0

0 0 0 0

0

( , ) ( ) ( )

( )
( )

( ) 1,

ij
i j

i j ii j

ij i i
i i

i j i ji i

i
i

p p
c u v dv u v dv

p u u
u p

u

j y
a b

j j
j a

a a

j

¥ ¥ ¥ ¥

= = = =

¥ ¥ ¥ ¥

= = = =

¥

=

= =

= =

= =

åå ååò ò

åå å å

å

0

( )

( )

ij
j i

j i j

j i
i i

ub j
a b

a

¥

=

=å

)v du

 

likewise for .  
1

0

( ,c uò

D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 507 



2. Main Results 
 
From a „dual“ point of view, we can rewrite the above 
as 

( )), , 0,1u v
0 0

( , ) ( ) (ij i j
i j

c u v p f u g v
¥ ¥

= =

= Îåå  

 

where 
( )( )

( ) , ( ) ji
i j

i j

f g , ,i
yj

a b
+= =

 

( )i u { }( )j j
vy +Î

j Î   denote the 

densities induced by  and  .   {j }i +Î

 
This means that the copula density c can also be seen 
as a mixture of product densities, which possibly allows 
for a simple way for a stochastic simulation. 
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2. Main Results 
 
An extension of this approach to d dimensions with  
is obvious: assume that { }  for 1,=  
represent discrete probabilities with  

2d >
( )ki uj ,k d

( )ki u (0,1)u Î

0= > .i +Î 

iÎ +

 

0i

j
¥

=
å 1 for  =

and 
1

0

( )ki u duj aò ki  for  

D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 509 



2. Main Results 
 
Let  represent the distribution of an arbitrary 
discrete d-dimensional random vector Z over  where, 
for simplicity, we write 

{ }p
Îi i d+

d+
( )1 di i, , ,=i   i.e. 

 
( ) , .d+Îi i P p= =Z i  

 
Suppose further that for the marginal distributions, there 
holds 
 

( ) , ,k kiP Z i ia += = Î 1, , .k d=  
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2. Main Results 
 
Then  
 

(, 1
1

,
1

( ) : ( ), ,
k

d

k

d

k i kd
k

k i
k

p
c u uj

a+ =Î

=

= =å 


i

i

u u


) ( ), 0,1 d
du Î

) ( ), 0,1 d
du Î

 

 

defines the density of a d-variate copula, which is also 
called generalized partition-of-unity copula. 
 

Alternatively, we can rewrite this again as 
 

(, 1
1

( ) ( ), ,
k

d

d

k i k
k

c p f u u
+ =Î

= =å i
i

u u


  
 

with densities ( )
( ) , , 1, ,ki

ki
ki

f i k d
j
a

+= Î =
   .  
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3. The symmetric case (diagonal dominance) 
 
For simplicity, we restrict ourselves to the two-dimen-
sional case in the sequel. The generalization to higher 
dimensions is obvious. 

Let iy  for  and .i  Define ij = i Î  0u a= >

f 

rwise.

i j=

+
1

0

( )i u djò
 

, i
:

0, othe
i

ijp
aìïï= íïïî

 

Then 

( )), , 0,1v u v Î
0 0

( ) ( )
( , ) : ( ) (i i

i i i
i ii

u v
c u v f u f

j j
a

a

¥ ¥

= =

= =å å  
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defines the density of a generalized partition-of-unity 
copula with diagonal dominance. 



3. The symmetric case (diagonal dominance) 
 
Example 1 (binomial distributions - Bernstein copula).  
 
For a fixed integer  consider the family of binomial 
distributions given by their point masses 

2,m ³

0, , 1

.

m-

³



 
 

1

,

1
(1 ) ,

( )

0,

i m i

m i

m
u u i

u i

i m

j
- -

ìæ ö-ï ÷ïç - =÷ïçï ÷ç ÷= è øíïïïïî
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3. The symmetric case (diagonal dominance) 
 
Example 1 (binomial distributions - Bernstein copula).  
 

We have, for  0,i m= - , 1,
 

1

, ,

0

1

0

1

( 1)! ( 1) (
!( 1 )! )

( )

( 1

i m
m i m i

m
u u

i

m i

u

m i
i m

d

i m

ua j
æ ö- ÷ç= -÷ç ÷ç ÷è ø

- G + G
= ⋅

- +

=

- G

ò ò 1(1 )

) 1

i du

m

- -

-
=

( )1 , , 0,1u v Î

 

and hence 
 

( )
21

0

1
( , ) ( ) (1 )(1 )

m
m ii

m
i

m
c u v m uv u v

i

-
- -

=

æ ö- ÷ç= - -÷ç ÷ç ÷è øå , 
 

which is the density of a bivariate Bernstein copula.  
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3. The symmetric case (diagonal dominance) 
 
Example 2 (negative binomial distributions).  
 
Consider, for fixed  the family of negative binomial 
distributions given by their point masses 

0,b >

) ,iu ib +Î 

 

,

1
( ) (1i

i
u u

ib

b
j

æ ö+ - ÷ç= -÷ç ÷ç ÷è ø
. 
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3. The symmetric case (diagonal dominance) 
 
Example 2 (negative binomial distributions).  
 
Here we have, for  ,i +Î 
 

1 1

,

0

,

0

1
(1

( ) ( 1) (

( )

( )
1)

! ( ) ( 2)

i i
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b
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and hence for ( ), 0u v Î , ,

( )iuv
æ ö+ +

è ø

1  
 

( )
0

1 1
( , ) ( 1) (1 )(1 )

i

i i
c u v u v

i i
b

b
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¥

=
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3. The symmetric case (diagonal dominance) 
 
Example 2 (negative binomial distributions).  
 
For integer values of  this expression can be explicitly 
evaluated as a finite sum. 

,b

 
Lemma 1. For ( )and ,u vb Î  0,1 ,Î  there holds 
 

( ) 1

2 1
0

(1 )(1 )
( , ) ( 1)

1 1
( )

(1 )
i

i

u v
c u v uv

i iuv

b b
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b b
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+
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æ öæ ö- +- - ÷ ÷ç ç= + ÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷- è øè øå . 
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3. The symmetric case (diagonal dominance) 
 
Example 2 (negative binomial distributions).  
 
The following graphs show the negative binomial copula 
densities c  for 1, ,4.b =   b

 

           
 

  1 2 3b b b= = = 4b =

D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 518 



3. The symmetric case (diagonal dominance) 
 
Example 2 (negative binomial distributions).  
 
Negative binomial copulas typically show an upper tail 
dependence, as can be seen from the following 
exemplary table. 
 
b  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

( )Ul b
 

1
2
 

5
8
 

11
16
 

93
128

 

193
256
 

793
1024

 

1619
2048

 

26333
32768

 

53381
65536

215955
262144
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3. The symmetric case (diagonal dominance) 
 
Example 2 (negative binomial distributions).  
 

A closed formula for the tail dependence coefficients for 
integer values of b  is given in the following result. 
 

Lemma 2. For  there holds ,Î b
 

1 1

2 2 1

1

0 0

1 1
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3. The symmetric case (diagonal dominance) 
 
Example 3 (Poisson distributions).  
 
Consider the family of Poisson distributions given by their 
point masses 
 

, ( ) (1 )
i i

i

L u
u u

i
g

g
g

j = -
( )

,
!

i +Î 

u Î 0.g >

 

 
where )  and   ( ) ln(1 ) 0,L u u=- - > (0,1
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3. The symmetric case (diagonal dominance) 
 
Example 3 (Poisson distributions).  
 

Here for  with ),i Î + (z L u= (1 ) , and zg= +  y
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1 1
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indicating that the  correspond to a geometric distri-
bution with mean  and hence for ( ), 0, ,u v Î 1  

( )
2

)ln(1 )

!

i

i

u v
c u v u v

i
g g

g

g g
g
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=

+ - -
= + - - å
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(1 )ln(1
( , ) (1 )(1 ) (1 ) .  
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3. The symmetric case (diagonal dominance) 
 
Example 3 (Poisson distributions).  
 
The following graphs show some of these copula 
densities for different choices of .g  
 

                  
 

=1= 2g 5g =g                                               
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3. The symmetric case (diagonal dominance) 
 
Example 3 (Poisson distributions).  
 
The following graphs show some of these copula 
densities for different choices of .g  
 

        
 

=                                                      10 20g 30g =g =
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3. The symmetric case (diagonal dominance) 
 
Example 3 (Poisson distributions).  
 
The corresponding copula C cannot be calculated 
explicitly. However, in contrast to the visual impression, 
the coefficient )  of upper tail dependence is zero 
here for all  although we have a singularity in the 
point (1,1) in all cases.  

(Ul g

0,g >
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3. The symmetric case (diagonal dominance) 
 
Example 4 (log series distribution).  
 

Consider the family of log series distributions given by 
their point masses 

( )i

u
u i

i L
j = Î

⋅
,

( )

i

u


(0,1).u Î

 
 

where again   Here we get ( ) ln(1 ),L u u=- -
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ji i
b

a j +
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æ ö÷ç= = = -÷ç ÷ç ÷è øåò .i Î )+  for  

 

The density of the bivariate log series copula is given by 
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, , 0,1 .
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3. The symmetric case (diagonal dominance) 
 
Example 4 (log series distribution).  
 

The following graph shows the corresponding copula 
density. The log series copula also has no tail depen-
dence. 

 
plot of ) ( ,c u v
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4. The asymmetric case 
 
Specifying the probabilities ijp  in a non-symmetric way 
we obtain asymmetric copula densities even if the maps 

( )  and )y   are identical. A very simple approach to 
this problem is a specification of a suitable non-
symmetric 1)-matrix 

,n

ij  (j

(n
,

( 1)n+ ´ +
, 0j i j=n iM pé ù= ë û 

n Î 

kp a= 0, ,i = 

rwi

i j=
, .i j n>

 for +  

with  

0 0

n n

ik
k k

p
= =

=å å i i   for n               

and  
, if 

:
0, othe

i
ijp

aìïï= íïïî se
    for   
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4. The asymmetric case 
 
Example 5 (negative binomial distributions).  
 

We consider negative binomial distributions with  

Then 

1.b =
1

1,

0

(
(1

1
)

)i i u d
i

ua j= =
+ +ò .+ 4n =

(2 )i
 for  With  
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4

18 5

10 0 0 0 0
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ë
 

we obtain 
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4. The asymmetric case 
 
Example 5 (negative binomial distributions).  
 

( )), , 0,1u v

3 7
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with the polynomial 
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4. The asymmetric case 
 
Example 5 (negative binomial distributions).  
 

            
,

 

                   plot of )              plot of )  ( ,c u v ( , ) (c u v c v u-
 

Coefficient of upper tail dependence: 1
2Ul =   
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4. The asymmetric case 
 
Example 6 (different negative binomial distributions).  
 

For  and  resp. we get  1 2,=b = b
1

1,

0

(
(1

)i i u dua j= =ò
1
)(2 )i i+ +

     and 
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4. The asymmetric case 
 
Example 6 (different negative binomial distributions). 
 

Then i=  and j=  for  

since 
0

i
j

p p
¥
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=å ij a
0i

¥

=
å ,i j +Î jp = ijp b
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It now follows that 
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which obviously is asymmetric. 
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4. The asymmetric case 
 
Example 6 (different negative binomial distributions). 
 

 
 

plot of ) ( ,c u v
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4. The asymmetric case 
 
Example 6 (different negative binomial distributions). 
 
The corresponding copula C is, for 1), given by , (0,x y Î
 

( )
( )3 4

22
( , ) 2 2

1

xy
C x y x xy xy x

xy
= - - + +

-
2 3 2 32y y y- +  

 
This copula has a coefficient of upper tail dependence 
of 
 

5
9Ul =  
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5. Conclusions and Applications 
 
Remark 1: Negative binomial copulas can easily be 
simulated through the alternative representation formula 
(2.5) involving mixed product-Beta distributions. Poisson 
copulas can be simulated using the transformation 

e  applied to Gamma distributed random 
variables Z with a random shape parameter  where 

 is generated by a geometric distribution, and scale 
parameter  

1z -

1a-

z-

,a

g+1 .
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5. Conclusions and Applications 
 
Remark 2: For practical applications in quantitative risk 
management, it seems reasonable to fit the required 
probabilities  to empirical data via their empirical 

copula, for instance as was proposed in PFEIFER, 
STRASSBURGER AND PHILIPPS (2009). In the particular case of 
Bernstein copulas such a procedure can be very easily 
implemented, even in higher dimensions (cf. COTTIN AND 

PFEIFER (2014)). 

,i j +Îijpé ù
ë û

 

D. Pfeifer: Abschiedsvorlesung (Sommersemester 2016) 537 



5. Conclusions and Applications 
 
As a practical exercise, we refer to Example 4.2 in COTTIN 

AND PFEIFER (2014) where the empirical copula from an 
original data set was fitted to a Bernstein copula. The 
following two graphs show the scatter plot from the 
empirical copula (big red dots) superimposed by 1000 
simulated points of that Bernstein copula (left) and of a 
negative binomial copula, with   5.b =
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5. Conclusions and Applications 
 

     
 

         Bernstein copula fit       negative binomial copula fit 
 

The Bernstein copula represents the local asymmetry of 
the empirical copula better, but shows no tail depen-
dence, as does the negative binomial copula. 
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5. Conclusions and Applications 
 

The fit to the negative binomial copula was performed 
by a numerical match between the theoretical corre-
lation for the negative binomial copula and the corre-
lation of the empirical copula, which is 0.815. Note that 
the theoretical correlation ( )r b  for the negative binomial 
copula can be explicitly calculated as 
 

 

( )

2

0

2

( 1)
( ) 12

( )( 1)(

3 2( 1) (1, 2) 2

i

i
i i

r b b
b b b
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æ +ç= çç + + + +è

= + Y + -

å 2 3
2)

1

i

b

ö÷-÷÷÷+ ø

-
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where  denotes the first derivative of the digamma 

function, or 

(1Y
2

2(1, ) ln (
d

z z), 0.
dz

Y = G >z  
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5. Conclusions and Applications 
 

b  1 2 3 4 5 6 7 

( )r b  0.4784 0.6529 0.7410 0.7937 0.8288 0.8537 0.8723 

 
For the sake of completeness, we finally show a 
comparison between the Bernstein copula fit and a 
Poisson copula fit with parameter 6.g =  The empirical 
correlation for the Poisson copula here is 0.814. 
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5. Conclusions and Applications 
 

     
 

          Bernstein copula fit                 Poisson copula fit 
 

Note that although the empirical plot for the Poisson 
copula might suggest some tail dependence here this is 
actually not the case. 
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