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Zielformulierung

Zielformulierung

In dieser letzten Lektion des Lehrgangs ,,Finanzmathematik® erhalten Sie auf
anschauliche Weise einen Einblick in die aktuariellen Grundlagen der Nichtlebens-
versicherung.

Im Unterschied zur Lebensversicherung ist die Schaden-/Unfallversicherung durch
eine Vielzahl mathematisch-stochastischer Modellansédtze gekennzeichnet, die von
der Tarifierung unterschiedlicher Versicherungsprodukte tiber die Bewertung von
Reserven fiir lang dauernde Schadenabwicklungen (z. B. im Bereich der Haftpflicht-
versicherung) bis zur rechnerischen Bestimmung des Solvenzkapitals nach den
zukiinftigen europédischen aufsichtsrechtlichen Vorgaben (Solvency II) reichen.

Ein gewisses mathematisches Grundverstidndnis — wie Sie es durch die Lektiire von
Lektion 1, ,,Finanzmathematische Grundlagen®, erhalten haben — ist vorteilhaft. Auf
Lektion 1 wird daher hier hdufiger Bezug genommen, die unterschiedlichen mathe-
matischen Ansétze und Formeln werden aber stets auch durch plakative Beispiele
veranschaulicht. Die auf der beigelegten CD-ROM gesammelten Excel-Arbeitsblét-
ter zu dieser Lektion kdnnen und sollen Sie interaktiv im Sinne eines Ausprobie-
rens nach dem Motto ,,Learning by Doing* verwenden.

Am Ende dieser Lektion sollten Sie ein wesentliches Verstindnis dafiir erlangt
haben, mit welchen mathematischen Methoden ein Aktuar in einem Schaden-/
Unfallversicherungsunternehmen seine unterschiedlichen Aufgaben wahrnimmt
und wie er sich im Rahmen eines quantitativen Risikomanagements sowie der
zukiinftigen europdischen aufsichtsrechtlichen Anforderungen von Solvency II
positioniert.

X Die Ubungsaufgaben finden Sie in dieser Lektion thematisch
I/ eingebunden in den jeweiligen Kapiteln sowie lbersichtlich
zusammengefasst zusammen mit den Losungen zur Selbstkont-

rolle am Ende der Lektion.
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Risikomodelle der Schaden-/Unfallversicherung

1 Risikomodelle der Schaden-/Unfallversicherung

Ein wesentlicher und historisch bereits weit zuriickreichender Grundgedanke in
der Sachversicherung ist die Kollektivierung gleichartiger, im Einzelnen jedoch
ungewisser, monetir bewertbarer Risiken nach dem Prinzip des Umlageverfahrens.
Die gleichmiBige Verteilung der Schadenlast auf alle Angehorigen des Kollektivs
flihrt zu einem finanziellen Ausgleich innerhalb der Versichertengemeinschaft, der
die individuellen Risiken fiir jeden Einzelnen kalkulierbar und damit auch tragbar
macht.

Um den so zustande kommenden Beitrag jedes Versicherten zum Kollektiv stabil
zu halten, sind zwei Aspekte besonders wichtig: die Gro3e des Kollektivs und der
zeitliche Rahmen der Versicherung. Erfahrungsgemifl wird die Schwankung des
Beitrags mit wachsender Grofle des Kollektivs und langerem Zeithorizont kleiner,
der Beitrag néhert sich dabei einem fiir das Risiko charakteristischen mittleren
Wert an. Man spricht deshalb in diesem Zusammenhang auch vom Risikoausgleich
im Kollektiv und in der Zeit.

Aus Sicht der Mathematik wird die Unsicherheit der einzelnen Risiken durch geeig-
nete Wahrscheinlichkeitsverteilungen modelliert, wie sie bereits in Lektion 1 ein-
gefiihrt wurden. Die Risiken selbst werden aufgrund der Gleichartigkeitsannahme
durch identisch verteilte Zufallsvariablen beschrieben, die im Standardmodell der
Versicherung zusétzlich als stochastisch unabhdngig angenommen werden. Damit
verbunden ist die Vorstellung, dass Schiaden bei unterschiedlichen Vertrdgen ,,rein
zufiéllig® und nicht etwa systematisch gehduft auftreten. Unter diesen Annahmen
fithrt der Risikoausgleich im Kollektiv und in der Zeit durch fortlaufende Mittelbil-
dung aufgrund des Gesetzes der grofien Zahlen zum Erwartungswert der Risiken
als Bedarfsprdmie, also derjenigen Grof3e, die dem idealisierten Beitrag des Versi-
cherten bei unendlich groBem Kollektiv bzw. unendlich langer Versicherungsdauer
entspricht. Die Bedarfspramie ist daher eine wesentliche kalkulatorische Grundlage
jedes Versicherungstarifs.

In der Praxis sind sowohl das Kollektiv als auch der Zeithorizont der Versiche-
rung endlich; daher treten hier Schwankungen in den iiber die Zeit aggregierten
Schadenlasten auf, die durch den zentralen Grenzwertsatz genauer beschrieben
werden konnen. Es stellt sich hier insbesondere das Problem des technischen Ruins
der Versicherung, also der Situation, dass die eingenommenen Bedarfspramien (als
fest vereinbarte Versicherungsbeitrdge) nicht ausreichen, um die im Laufe der Zeit
zufillig eingetretenen Schéden insgesamt zu begleichen. Auf die Bedarfspriamie
muss daher ein geeigneter Risikozuschlag erhoben werden, um die Wahrscheinlich-
keit eines Ruins moglichst klein zu halten.

Eine weitere Moglichkeit zur Reduzierung der Ruinwahrscheinlichkeit besteht in
der Vorhaltung eines geniigend groflen Sicherheits- oder Solvenzkapitals; dies ist
aktuell Gegenstand der neuen europdischen Aufsichtsregelungen (Stichwort: Sol-
vency II).
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/ Anders als bei der Lebensversicherung, wo die biometrischen
Rechnungsgrundlagen durch eine ausreichend grof3e Zahl personen-
bezogener Daten (Volkszédhlung, Rentenversicherungstréager
u. a.) abgesichert sind, miissen in der Schaden-/Unfallversiche-
rung die (Wahrscheinlichkeits-)Verteilungen der Risiken in der
Regel mit geeigneten statistischen Verfahren erst aufwindig aus
beobachteten Schadendaten ermittelt werden.

1.1 Das individuelle Modell der Risikotheorie

Im individuellen Modell der Risikotheorie geht es um die stochastische Beschrei-
bung der innerhalb einer Versicherungsperiode anfallenden Schidden in einem
homogenen Kollektiv, also einem Bestand aus n gleichartigen Risiken X, ..., X
sowie dem daraus resultierenden Gesamtschaden. Beispiele hierfiir sind:

* die jahrlichen Feuerschiden bei einer Gebdudeversicherung in einer bestimm-
ten Gebidudeklasse, z. B. private Wohngebdude mit Versicherungssummen
zwischen 200.000 und 300.000 EUR

* die jdhrlichen Schéden aus einer Kraftfahrzeug-Haftpflichtversicherung fiir
ménnliche Fahranfénger mit einer bestimmten Regional- und Typklasse

* die jdhrlichen Schiden aus einer Unfallversicherung fiir Frauen der Alters-
gruppe 40 bis 50 Jahre

* die Anzahl der Schdden oberhalb von 10.000 EUR (so genannte Grof3sché-
den) aus einer privaten Haftpflichtversicherung

In der Praxis stellt sich dabei natiirlich das Problem, inwieweit die betrachteten (Teil-)
Kollektive tatséchlich homogen sind, also durch identisch verteilte Zufallsvariablen
beschrieben werden konnen. Naturgemif sind grofe Kollektive eher inhomogen,
d. h., die mathematischen Voraussetzungen sind hier oft nicht ausreichend erfiillt;
zu kleine Kollektive weisen demgegeniiber grolere zufillige Schwankungen auf,
erfordern also hohere Sicherheitszuschlége.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Gesamtschadens S, = ZX . ist im Allge-
i=l1

meinen nicht geschlossen darstellbar, selbst wenn die Verteilung der Einzelrisiken

bekannt ist; mathematisch spricht man hier von der Faltung der Risikovertei-

lungen.
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X Verteilungsfamilien, fiir die die Verteilung der Summe vom
I/ gleichen Typ und damit geschlossen darstellbar ist, sind u. a.
(siehe Lektion 1, Kapitel 2):

* Binomialverteilung B(m; p)
* Poisson-Verteilung L,

* Normalverteilung N (,u, o )

Die folgende Tabelle zeigt den genauen Zusammenhang auf:

Verteilung der X B(m; p) P(A) N(Na 0_2)

Verteilung von S, B(m-n;p) | P(n-A) N(n-,u,n-a2)

Das individuelle Modell der Risikotheorie kommt auch in der Lebensversicherung
zur Anwendung, wie das folgende Beispiel zeigt.

‘oll,/ Beispiel 1

Wir betrachten ein Kollektiv von n = 1.000 ménnlichen Versi-
cherten des Alters x = 50 [Jahre] mit einer Risiko-Lebensversi-
cherung iiber die Versicherungssumme V = 100.000 EUR. N,
bezeichne diejenige Zufallsvariable, die angibt, ob der Versi-
cherte i im Versicherungsjahr verstirbt und damit die Versiche-
rungsleistung V auslost (Fall N, = 1) oder nicht (Fall N, = 0).
Die vom Versicherungsunternehmen verwendete Sterbetafel
weist eine Ein-Jahres-Sterblichkeit von ¢ = 0,00166 aus,
d,h, die Zufallsvariable N, folgt einer B(l; g _)-Verteilung. Die

Anzahl M, :ZNI. der Todesfélle im Versicherungsjahr ist
i=1

dann B(n;q, ) verteilt. Als Risiko S=V-M wird die im Ver-
sicherungsjahr ausgezahlte Summe an Versicherungsleistungen
angesetzt. Damit kann man z. B. die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass im Versicherungsjahr maximal 200.000 EUR Versiche-
rungsleistung im Kollektiv ausbezahlt werden, exakt berech-
nen:

2
P[S, <200.000] = P[M, <2]= Z[:] F gy
k=0

=(1—¢)" +1.000xq (1—g.)" +499.500x > (1—q.)""*
—0,7678
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Ubungsaufgabe 1

Wie groB ist in Beispiel 1 die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
im Versicherungsjahr mindestens 100.000 EUR Versicherungs-
leistung im Kollektiv ausbezahlt werden?

Ubungsaufgabe 2

Bei einer privaten Haftpflichtversicherung wird unterstellt, dass
pro Jahr von 2.000 Versicherten im Schnitt einer einen Grof3-
schaden (iiber 10.000 EUR) verursacht. Das betrachtete Kollektiv
enthilt 500 Versicherte. Welche Verteilung besitzt die jahrliche
Anzahl der Grofischdden im Kollektiv, wenn diese GroBle pro
Versicherten als Poisson-verteilt angenommen wird?

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Kollektiv
mehr als zwei Grof3schdden verursacht?

Die Verteilung des Gesamtschadens S, kann nach dem zentralen Grenzwertsatz
fiir groBe n approximiert werden, wenn der Erwartungswert u = FE [X ;] und die
Varianz o° = Var[X i] der Einzelrisiken X, bekannt sind.

Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt:

Sn—n/1/<x—n/1, X—np

\/1’10’2 B \/ncrL’ \/}’10'2

mit der Verteilungsfunktion N fiir die Standardnormalverteilung mit Erwartungs-
wert 0 und Varianz 1.

P[S,<x]=P ~N

‘QI/// Beispiel 2

Wir nehmen an, dass das Kollektiv in Beispiel 1 statt n = 1.000
zehnmal mehr, also n = 10.000 Versicherte umfasst. Wenn jetzt
die Wahrscheinlichkeit dafiir, das im Versicherungsjahr maxi-
mal 2.000.000 EUR Versicherungsleistung im Kollektiv ausbe-
zahlt werden, berechnet werden soll, ist das aufgrund der Grofle
der Zahlen elementar kaum mdglich. Mithilfe des zentralen
Grenzwertsatzes konnen wir die gesuchte Wahrscheinlichkeit
unter Verwendung von

pw=E(X,)=q.V =166

o= Var(X,)=\q,(1—q,)V =4070,9

Verlag
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aber fiir x = 2.000.000 wie folgt approximieren:

X —np

on

P[S, <x|~N = N (0,8351)=0,7981.

407.090

_ N[340.000

Zum Vergleich: Die exakte Losung ist P[Sn < x} =0,8323.

Wird lediglich die Bedarfspramie u vom Versicherten erhoben, kann die technische
Ruinwahrscheinlichkeit P[S, > nyu| (die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Schi-
den die vom Kollektiv eingenommenen Pramien iibersteigen) mit dem zentralen
Grenzwertsatz folgendermallen approximiert werden:

n

P[S,>nu]=P >0

S 50|~ 1-N(0)=0.5,

no

d. h., langfristig oder mit wachsender KollektivgroBe erleidet das Versicherungs-
unternehmen einen technischen Ruin mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 50 %!

c
Die Bestimmung eines geeigneten Sicherheitszuschlages 6, = T
n
auf die Bedarfspramie (in Abhingigkeit von der KollektivgroBe) kann ebenfalls

mithilfe des zentralen Grenzwertsatzes erfolgen; fiir die technische Ruinwahr-
scheinlichkeit ergibt sich dann:

P{S” >n<,u+ 5)} =P

S —n né c

n ﬂ> ”7 %IN[—]_O[

no® \no g
Wenn man hier a als maximal tolerierte Ruinwahrscheinlichkeit vorgibt, kann ¢
explizit berechnet werden als

c= O"Nil(l—a/>.

Die inverse Verteilungsfunktion N ' heiBt auch Quantilfunktion, die GroBe
N (1— a) das (1— a)-Quantil der Normalverteilung. Bemerkenswert ist hier,
dass die Konstante ¢ direkt proportional zur Standardabweichung o des Gesamt-
schadens ist.

Fiir o = 0,005 (Solvency-I1-Standard) erhélt man z. B. den Wert
c=2,5758o.
Will man neben einer asymptotischen Aussage iiber exakte Abschidtzungen der

Ruinwahrscheinlichkeit verfiigen, kann man auf die Tschebyscheff-Ungleichung
zuriickgreifen.

Verlag
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Vergleiche dazu Lektion 1, ,,Finanzmathematische Grundla-
gen*,

Mit § = < erhélt man

Jn

Var(S,,) 75’

PIS, >n(u+ 8 )| < P[S, —m|>ns |<——"4 =" =a

(’715” )2 c’l

und hieraus die im Vergleich zum zentralen Grenzwertsatz im Allgemeinen erheb-
lich grofere Losung

C
5 =——
" n

Fiir o = 0,005 erhélt man etwa ¢ = 14,1421 - o.

I/X

Y,

\°/

Dieses Thema wird im spéteren Abschnitt 2.2 im Zusammen-
hang mit allgemeineren Prdmienkalkulationsprinzipien wieder
aufgegriffen.

Ubungsaufgabe 3

Fiir die jdhrlichen Schiaden aus einer Kraftfahrzeug-Haftpflicht-
versicherung fiir ménnliche Fahranfénger mit einer bestimmten
Regional- und Typklasse wird aus Erfahrung eine Normalvertei-
lung mit dem Erwartungswert 4 = 900 EUR und eine Standard-
abweichung ¢ = 400 EUR angenommen. Wie grof ist nach dem
Solvency-I1-Standard der Risikozuschlag, wenn das Kollektiv
500 Versicherte umfasst? Wie dndert sich der Risikozuschlag
bei Vervierfachung der Versichertenzahl? Wie groB ist jeweils
die resultierende Pramie?

Ubungsaufgabe 4

Wie grof3 wird asymptotisch die technische Ruinwahrscheinlich-
keit, wenn eine Priamie unterhalb der Bedarfspramie festgesetzt
wird?

Vertiefungen zu diesem Abschnitt finden Sie in den Biichern
von Cottin/Dohler (Abschnitte 2.2 und 2.5.2), Mack (Abschnitt
1.3) und Schmidt (Kapitel 6).

10
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1.2 Das kollektive Modell der Risikotheorie

Im vorigen Abschnitt haben wir die Verteilung der einzelnen Risiken im Kollektiv
undifferenziert betrachtet. Typischerweise ist das Risiko jedes einzelnen Versicher-
ten aber selbst wieder zusammengesetzt. Sehen wir dazu noch einmal das folgende
Beispiel an:

 die jéhrlichen Schéden aus einer Kraftfahrzeug-Haftpflichtversicherung fiir
maéannliche Fahranfianger mit einer bestimmten Regional- und Typklasse

Erfahrungsgemif3 verursachen gerade Fahranfidnger hédufiger Unfille pro
Jahr, deren Schédden sich dann zu dem individuellen Jahresschaden des Ver-
sicherten saldieren. Charakteristisch fiir diese Situation sind zwei Zufalls-
groBen:

» die (zufillige) Schadenfrequenz N, das ist die Anzahl der Schiden, die sich
flir dasselbe versicherte Risiko in der Versicherungsperiode ereignen

* die positiven Einzelschadenhdhen Y, ..., Y,, die dabei eintreten

Der individuelle Schaden pro Versicherungsperiode ist damit gegeben durch die
zufillige Summe

X=)>) 7.

1

N
k=1

Auch hier wird zunéchst wieder davon ausgegangen, dass die Einzelschadenhdhen
identisch (wie Y) verteilt sind und sowohl untereinander als auch von der Schaden-
frequenz stochastisch unabhéngig sind.

Die Beschreibung von Risiken iiber Schadenfrequenz und Einzelschadenhdhe ist
das charakteristische Merkmal des kollektiven Modells der Risikotheorie.

Das individuelle Modell der Risikotheorie ist ein Spezialfall des kollektiven
Modells, bei dem die Schadenfrequenz deterministisch ist, z. B. der Anzahl der
Versicherten im Kollektiv entspricht. Grundsétzlich kann das kollektive Modell
aber auch hier zur Beschreibung sinnvoll sein, ndmlich dann, wenn nicht alle Versi-
cherten tatsichlich Schadenfille verursachen. In diesem Fall wire N die Anzahl der
von echten (d. h. positiven) Schiden betroffenen Versicherten im Kollektiv. N = 0
bedeutet also beispielsweise, dass wihrend der Versicherungsperiode kein Schaden
fiir dieses Risiko eingetreten ist.

11
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Beispiel 3

Wir betrachten noch einmal die Situation aus Beispiel 1. Das
hier vorgestellte Risikomodell ldsst sich in natiirlicher Weise
auch als kollektives Modell auffassen, wobei die Zufallsvariable
N, der Schadenfrequenz des Versicherten i und die konstante
GroBe V seinem (deterministischen) Einzelschaden entspricht.

Die Berechnung der Verteilung des zusammengesetzten Risikos X ist naturgeméf
komplizierter als im individuellen Modell. Fiir den Erwartungswert und die Varianz

von X ergeben sich

z. B. folgende Formeln:

E[X|=E[N|-E[Y]

Var|X]= E[N]-Var[Y]+Var[N]-{E[Y]}

Erklarung: Unter

Verwendung bedingter Wahrscheinlichkeiten (Lektion 1,

Abschnitt 2.1.2) und Ausnutzung der Unabhéngigkeitsannahmen ergibt sich:

=E[Y }

l Z lZY} N =n]= ZnE |- P[N =n]

Diese Formel ist noch intuitiv nachvollziehbar: Der durchschnittliche Schaden ent-
spricht hier dem Produkt aus der durchschnittlichen Schadenzahl und der durch-
schnittlichen Einzelschadenhdhe.

Die nachfolgende Rechnung nehmen wir nur der Vollstdndigkeit halber mit in den
Text auf; sie soll erldutern, warum fir die Varianz eine dhnlich intuitive Formel

nicht zutrifft.

Zur Systematisierung der Rechnung bestimmen wir zuerst £ [X 2] :

E[X*|=E

:ZE

>
n

= E[Y?| EINJ+{E[Y ]} - E[N (N =D): 2

£

ZY +> >0,

1<i, j<N
=]
ZY2+ZZY Y, |- P[N = n]
1<i, j<n
=]

DRSS A WAV IR
k=1 n l</]¢] /<n

E[Y?]-PIN =n]+ > n-(n—1){E]Y]} - P[N = 1]
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Fiir die Varianz erhalten wir damit:
var|X]= E[x*]-{E[X]}
= B[} BN+ (B[] [N - V] BT {EV]
. 2 2 2
= V(£ (B0 {0 e[V (B
= E[N]-Var[Y]+Var[N]-E[¥?].
Fiir die analytische Berechnung der Verteilung von X gibt es mehrere Moglich-
keiten (darunter die schnelle Fourier-Transformation), von denen wir hier aber nur

eine spezielle besprechen, ndmlich die Panjer-Rekursion’ fiir eine Poisson-verteilte
Schadenfrequenz.

X Dieser Ansatz ist in der Praxis weit verbreitet und bildet auch
die Grundlage fiir die in Abschnitt 1.3 im Detail vorgestellten
Naturgefahrenmodelle.

Zur Verwendung des Panjer-Algorithmus muss die Einzelschadenhdhenverteilung
geeignet diskretisiert werden, z. B. aufgerundet als Vielfache von 1.000 EUR oder
anderen, geeigneten monetdren Einheiten. Das so diskretisierte (positive!) Risiko
wollen wir mit Y, bezeichnen. Abkiirzend setzen wir noch:

fo=PYy=k). g:=P(Xy=k), k=012,

Die f, geben also die Wahrscheinlichkeiten der diskretisierten Einzelschadenhéhen
wieder, die g, die Wahrscheinlichkeiten des gesuchten (diskretisierten) Summen-

N
schadens X, =) Y,
k=1

Diese Wahrscheinlichkeiten lassen sich sukzessive folgendermalBlen berechnen
(Panjer-Rekursion):

) A
g =c’ g :;ZJ'f_,'gk,_,, k=12,
J=1

1 Benannt nach Harry Panjer, einem kanadischen Versicherungsmathematiker.
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Oder explizit:

A

8o =e
g =AM&

A
& = E(ﬁ& +2fzgo)
A
&= E(ﬁgz +21,8 +3f330)

A
8y = Z(ﬁgs +21,8,+3/.8 +4f4g0)

‘oll,/ Beispiel 4
Wir betrachten eine private Haftpflichtversicherung, fiir die wir
annehmen, dass je Versicherten die jahrliche Schadenfrequenz
Poisson-verteilt ist mit Parameter 0,1. (Anschaulich gespro-
chen bedeutet dies, dass der Versicherte im Schnitt alle zehn
Jahre einen Haftpflichtschaden verursacht.) Die diskretisierte
Einzelschadenhdhenverteilung sei tabellarisch folgendermalien
gegeben (monetdre Einheit: 1.000 EUR):

fi 0,7 0,2 0,1

Als Losung erhdlt man z. B. mit dem Excel-Arbeitsblatt PAN-
JER.XLS (gerundet):

g 0,9048 | 0,0633 | 0,0203 | 0,0104 | 0,0009 | 0,0002

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Versicherter einen jéhrlichen Schaden von
3.000 EUR und mehr verursacht, betrdgt hier also (nur):

P[XA > 3] = l—P[XA < 2] =1-(0,9048+0,06334-0,0203) = 0,01 16.
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Eine Besonderheit des Poisson-Frequenzmodells, das insbesondere fiir Natur-
gefahrenmodelle von Bedeutung ist, besteht in der Moglichkeit, auch Schiden
aus gewissen inhomogenen (Teil-)Kollektiven zu aggregieren und ihre Summen-
verteilung explizit zu bestimmen.

Dazu nehmen wir an, dass das Gesamtkollektiv aus K in sich homogenen, aber
unterschiedlichen Teilkollektiven besteht, wovon jedes fiir sich in folgender Art
beschrieben werden kann:

» Jedes Teilkollektiv entspricht einem kollektiven Modell der Risikotheorie mit
einer Poisson-verteilten Schadenfrequenz A, >0 und einer Einzelschaden-
hohenverteilung Q.

» Die Schadenfrequenzen und Einzelschadenhdhen aller Teilkollektive sind
untereinander stochastisch unabhéngig.

/ Dann ldsst sich das Gesamtkollektiv beschreiben durch ein dqui-
valentes kollektives Modell der Risikotheorie mit der Poisson-
verteilten Schadenfrequenz

K
)\:Z/\,
j=1

und der Einzelschadenhohenverteilung

KA

0= ZTjQ./'
j=1
Die zusammengesetzte Verteilung Q:ZT/QJ wird auch als Mischung der
=
Einzelschadenhdhenverteilungen Q,, ..., O, mit den Gewichten ﬁ,...’/\_K bezeich-
A A

net. Diese Gewichte sind positiv und summieren sich zu 1.

‘0,/// Beispiel 5

Der zuletzt behandelte Sachverhalt wird u. a. in der Lebens-
versicherung angewendet, wenn ein Kollektiv aus Versicherten
mit unterschiedlichen Altern x; (und damit unterschiedlichen
Sterblichkeiten ¢, ) und unterschiedlichen, aber je Altersgruppe
identischen Versicilerungssummen V; vorliegt. In dem folgenden
Beispiel beziehen wir der Einfachheit halber die nominalen Ver-
sicherungssummen auf Vielfache von 50.000 EUR:

15
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Alter x. 7 . Nominale y Anzahl
i ¥ Versicherungssumme j Versicherte n,
20 0,001 50.000 EUR 1 40
40 0,002 100.000 EUR 2 30
60 0,004 200.000 EUR 4 25

Es liegen drei in sich homogene Teilkollektive (zu den Alters-
gruppen 20/40/60) vor. Die Frequenzvariable N, je Alters-
gruppe (Teilkollektiv) j ldsst sich aufgrund der geringen GrofBe
der Sterblichkeiten sehr gut durch eine Poisson-verteilte Zufalls-
variable approximieren (Poisson’scher Grenzwertsatz; ,,Gesetz
der kleinen Zahlen) mit dem Parameter £ (N ) =\ = q, n;.

J

Diese GroBe stimmt zugleich mit der erwarteten Anzahl der
Versicherungsleistungen (= Todesfélle) in der Versicherungspe-
riode tiberein. Tabellarisch ergibt sich also:

J 1 2 3 Summe
4 1

)\]_ 0,0 0,06 0, A=02

A

. 0,2 0,3 0,5 1

A

Als Mischverteilung Q erhalten wir somit die folgende diskrete

Verteilung:
k 1 2 3 4
f.i=0(k}) | o2 03 0 0,5

Als Losung erhélt man z. B. wieder mit dem Excel-Arbeitsblatt

PANJER.XLS (gerundet):
k 0 1 2 3 4
8 0,81873 0,03275 0,04978 0,00197 0,08339
k 5 6 7 8 9
& 0,00333 0,00501 0,00020 0,00425 0,00017
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Damit betrdgt beispielsweise die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass an das Kollektiv
mehr als dreimal 50.000 EUR = 150.000 EUR ausbezahlt werden, gerade
1- (g,+ g+ g,+ g;) = 0,09677.

Beispiel 6

Die Einzelschadenhthenverteilung in einer Sturmversicherung
sei gegeben durch die Dichte

fx)=

6—x4 fur x> 0
1+ x)

mit Verteilungsfunktion

_FR)—FE-D gires o
F(20)

Ji

(monetédre Einheit: 1 Mio. EUR). Die Anzahl der Stiirme im
Jahr sei Poisson-verteilt mit Erwartungswert A = 1,7. Das Ver-
sicherungsunternehmen hat eine Reserve in Hohe von 8 Mio.
EUR zur Begleichung der Sturmschaden gebildet. Gesucht ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der jahrliche Gesamtschaden
im Segment Sturm die Reserve iibersteigt.

0.67
0.5
0.47
fix) 531
0.24

0.1

0.8
0.6
Fix)

0.4+

.29

Abbildung 1: Dichte f(x) (oben) und Verteilungsfunktion F'(x) (unten)
Quelle: eigene Darstellung
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Fiir eine (approximative) Losung mit der Panjer-Rekursion muss
die Verteilung zunichst diskretisiert werden. Wir teilen dafiir
den Bereich [0,20] auf der x-Achse in 20 gleich groB3e Teilinter-
valle der Lénge 1 ein und wihlen:

o EW=FE=D firk =1, L, 20,

‘ F(20)
Faktisch wird die Einzelschadenhohenverteilung damit bei 20
Mio. EUR nach oben abgeschnitten; die Division durch F'(20)
ist dabei notwendig, damit sich alle f, zu eins addieren.

Die folgende Grafik zeigt die Verteilungsfunktion F~ der Dis-
kretisierung (als Treppenfunktion) zusammen mit der originiren
Verteilungsfunktion F:

74
F(x)
.89
0.67 F(x)
49
029
A A A A R PR
x
Abbildung 2: origindre und diskretisierte Verteilungsfunktion
Quelle: eigene Darstellung
Tabellarisch:
k 0 1 2 3 4 5 6

i 0 | 05033 | 0,2423 | 0,1037 | 0,0526 | 0,0301 | 0,0188

Je | 00125 | 00087 | 00063 | 00047 | 00036 | 00029 | 0,0023

f% | 00018 | 0,0015 | 0,0013 | 0,0011 | 0,0009 | 0,0008 | 0,0007
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Numerisches Ergebnis der Panjer-Rekursion mit Excel:

g, | 01827 | 0,1563 | 0,1421 | 0,1157 | 0,0910 | 0,0702 | 0,0537

k 7 8 9 10 1 12 13

g, | 0,410 | 0,0314 | 0,0241 | 0,0187 | 0,0146 | 0,0115 | 0,0091

g; | 0,0073 | 0,0059 | 0,0048 | 0,0040 | 0,0033 | 0,0028 | 0,0023

Hieraus folgt: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der jahrliche
Gesamtschaden im Segment Sturm die Reserve tibersteigt, ist

8
gegeben durch 11— ng =0,11595.

k=0

1.0 4
09 1
05 4
07 4
06 1
0.3 1
04 1
03 4
0.3 1
01 4
0.0

Abbildung 3: Verteilungsfunktion der Einzelschadenhdhen (durchgezogene Linie)
und des Gesamtschadens nach Panjer-Rekursion, linear geglittet (gestrichelte Linie)
Quelle: eigene Darstellung

/// Ubungsaufgabe 5

)

Ein Versicherungsunternehmen betreibt eine Feuerversicherung
fiir gewerbliche Risiken. Im Risikohandbuch sind fiir die fiinf
groBiten Betriebe folgende Angaben zu finden (in Mio. EUR):
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Betrieb 1 2 3 4 5

Maximalschaden 10 7 5 2 1

Eintrittswahrscheinlichkeit | 0,001 0,002 0,002 0,02 0,1

Berechnen Sie approximativ mit der Panjer-Rekursion die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass im Kollektiv der fiinf Betriebe ein
jéhrlicher Schaden von 7 Mio. EUR und mehr entsteht.

Ubungsaufgabe 6

Fiir die jéhrlichen Einzelschadenhdhen aus einer Kraftfahrzeug-
Haftpflichtversicherung fiir ménnliche Fahranfidnger mit einer
bestimmten Regional- und Typklasse wird aus Erfahrung eine
Verteilung mit der Verteilungsfunktion

F(x)=1- fiir x> 0

1
1+ x)’

angenommen (monetdre Einheit: 500 EUR). Die Schadenfre-
quenz wird als Poisson-verteilt angenommen mit dem Erwar-
tungswert A =2,3. Wie groB} ist nach dem kollektiven Modell
der Risikotheorie die Bedarfspramie? Wie groB ist approximativ
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Fahranfanger im Versi-
cherungsjahr einen Gesamtschaden von maximal 1.000 EUR
verursacht?

Hinweis: Der Erwartungswert E[Y] einer Zufallsvariablen Y
mit Verteilungsfunktion F' kann alternativ berechnet werden
iiber die Formel

]‘ l—F(x)

Vertiefungen zu diesem Abschnitt finden Sie in den Biichern von
Cottin/Ddhler (Abschnitte 2.3.5 und 2.5.3), Mack (Abschnitt 1.4)
und Schmidt (Kapitel 7).

1.3 Modelle fiir Naturgefahren

Die weitaus groBten Risiken in der Schadenversicherung gehen auf hdufiger wieder-
kehrende Naturkatastrophen wie Stiirme, Uberschwemmungen, Erdbeben oder
ganze Landstriche betreffende GrofSbrédnde zuriick. Erstversicherungsunternehmen
beteiligen fast immer einen oder mehrere in der Regel international operierende
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Riickversicherer an den auf sie entfallenden Schiden dieser Art, wodurch eine welt-
weite Diversifizierung dieser Risiken erfolgt, ohne die eine stabile Versicherungs-
wirtschaft gar nicht moglich wére.

Die beobachteten zeitlichen Zunahmen sowohl der SchadenhShen wie auch der
Schadenfrequenzen sind dabei sehr wahrscheinlich nicht nur durch die aktuell
diskutierten moglichen klimatischen Verdnderungen bedingt, sondern auch durch
okonomische Faktoren wie Inflation oder zunehmende Wertekonzentrationen in
fiir Naturgefahren exponierten Lagen (z. B. Bebauung in kiisten- und flussnahen
Gebieten oder im Gebirge).

In der Praxis haben sich in der jiingeren Vergangenheit Risiko-Analysen auf der
Basis so genannter geophysikalischer Modelle als sehr effizient herausgestellt, bei
denen die jahrlichen Schadenfrequenzen und Einzelschadenhéhen im Rahmen eines
geeigneten kollektiven Modells der Risikotheorie hinterlegt sind. Das im vorange-
gangenen Abschnitt besprochene Poisson-Frequenzmodell spielt hier eine wesent-
liche Rolle, weil fiir die einzelnen Naturgefahren historische Szenarien (Historic
Event Sets) vorliegen, die den homogenen Teilkollektiven des Poisson-Frequenz-
modells entsprechen. Durch stochastische Perturbationen der zusammen mit den
Szenarien hinterlegten geophysikalischen Parameter wie Windrichtung und Zug-
bahn, Windgeschwindigkeit, Sturmdauer, Lage der Epizentren von Erdbeben, Art
und Stérke der Schockwellenausbreitung usw. lassen sich hieraus aber leicht weitere
reprasentative virtuelle Szenarien generieren (Stochastic Event Sets), die miithelos
50.000 und mehr Eintrdge umfassen kdnnen. Wahlt man unter diesen Szenarien
diejenigen aus, die ein bestimmtes Versicherungskollektiv tangieren (z. B. die gegen
Sturmschiden oder Uberschwemmung versicherten Gebiude einer Versicherungs-
gesellschaft in Norddeutschland), lassen sich auf diese Weise mit dem Computer
alle wesentlichen Aspekte der Schadenverteilung fiir das Kollektiv berechnen oder
simulieren.

Die Basisversion eines geophysikalischen Modells ist durch zwei wesentliche Ein-
gabeparameter gekennzeichnet:

* den typischen oder durchschnittlichen Schaden L; (Loss), der bei jeder Rea-
lisation des Szenarios j eintritt

* den Schadenfrequenz-Parameter ). (Rate), d. h. die erwartete Anzahl des
wiederholten Eintretens des Szenarios j pro Jahr

Eine Auflistung dieser Parameter in tabellarischer Form wird iiblicherweise als
Event Loss Table (ELT) bezeichnet.

Da die Schadenfrequenzen A . in realen geophysikalischen Modellen relativ klein
ausfallen (typischerweise deutlich unterhalb von 1), stimmen sie aufgrund der
Formeln fiir die Poisson-Verteilung in sehr guter Niherung mit der Eintrittswahr-
scheinlichkeit des Szenarios j iiberein.
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X Siehe Lektion 1, ,,Finanzmathematische Grundlagen®.

In der Versicherungstechnik — insbesondere im Hinblick auf eine sinnvolle Riick-
versicherungsstruktur — sind die folgenden Schadentypen besonders interessant:

* der Jahresgesamtschaden S (Aggregate Loss)
* der Jahresmaximalschaden M, der auch als Ereignisschaden (Occurrence
Loss) bezeichnet wird

Es hat sich eingebiirgert, diese beiden Schadentypen durch die jeweilige komple-
mentire Verteilungsfunktion (Uberschreitungswahrscheinlichkeiten) zu beschrei-
ben, also:

AEP(x)= P(S> x) und OEP(x)= P(M > x) fiir x> 0.

Hierbei steht AEP fiir ,, Aggregate Loss Exceeding Probability” und OEP fiir
,,Occurrence Loss Exceeding Probability*.

Die Verteilung des Jahresgesamtschadens S und damit die AEP-Kurve ldsst sich
bequem mit der Panjer-Rekursion des vorigen Abschnitts berechnen, wenn die im
Basismodell als deterministisch angenommenen Schéden L, ganzzahlige Vielfache
einer geeigneten monetéren Einheit sind (z. B. 1.000 EUR). Die zur Rechnung bené-
tigte Mischverteilung ist hier sehr einfach: Es ist die diskrete Verteilung mit den

»Ergebnissen” L, und den ,,Eintrittswahrscheinlichkeiten 2 mit A = Z/\j.
/\ J

X Siehe Lektion 1, ,,Finanzmathematische Grundlagen®,
,/ Abschnitt 2.1.

Das Poisson-Frequenzmodell erlaubt auch eine einfache Berechnung der OEP-Kurve,
wenn die Szenarien nach GroBe der Schiaden L ; angeordnet sind, d. h., wenn gilt:

L <L, <---<L,<--.

Die OEP-Kurve hat dann die Form:

P(M>L,)= l—exp{—Z)\,}, j=12,

>
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Fiir die Analyse des Sturmrisikos eines Kollektivs liegt folgende
Basis-ELT vor (monetdre FEinheit: 1 Mio. EUR):

Szenarioj | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 A
Loss L/_ 1 2 4 5 7 8 10 11 12 15
Rate 2, 1,08 011|016 |005]| 003|004 /001 |005]|001 | 225

Als Losung erhélt man mit dem Excel-Arbeitsblatt ELT XLS fol-
gende Grafik (linear geglittet):

1.00

AEP / OEP-Kurve

0,90

0,50

070
0,60

050
040

0,30

0,20

0,10
0,00

NN
S
\ N
o~
—_ ~ _AEP()
OEP(x) \ ~
0 2 zll é 8 10 1‘2 14 16 18 X 20

Abbildung 4: AEP- und OEP-Kurve
Quelle: eigene Darstellung

Es ist anschaulich klar, dass die AEP-Kurve immer oberhalb
der OEP-Kurve liegt, weil der Jahressummenschaden S immer
mindestens so grofl wie der Jahresmaximalschaden M ist. Die
AEP-Kurve ist typischerweise auch immer weniger wellig als
die OEP-Kurve.

Fortgeschrittene geophysikalische Modelle enthalten neben den deterministischen
Schidden L; auch Angaben zu den Standardabweichungen oder sogar ganze Ver-
teilungsmodelle (sogenannte Secondary Uncertainties). Meist werden auch noch
Varianten fiir die Frequenzverteilungen der Szenarien betrachtet. Die AEP- und
OEP-Kurven konnen dann im Allgemeinen nicht mehr explizit berechnet werden;
sie werden in diesen Féllen alternativ mit Methoden der Monte-Carlo-Simulation

generiert.
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X Vergleiche Lektion 2, ,,Finanzmathematik und Investment-
management*.

Die einzelnen Komponenten eines geophysikalischen Modells folgen grundsétzlich
folgendem Aufbau:

Gefahrdungsmodell (Hazard)

Historische Ereignisse pro Gefahr inkl.
Frequenzen, stochastischer Ereignis-  |——
Katalog, meteorologische /
geologische Gegebenheiten und
Geokodierung

Verwundbarkeitsmodell
(Vulnerability)

Monetére Schaden-

Brutto-Schadenberechnung auf Basis bewertung (Loss)
des Einflusses der Naturgefahr auf
das Portefeuille

Portefeuille-Informationen
(Inventory)

Aggregierte Versicherungssummen
(Postleitzahlen / Cresta-Zonen
unterteilt nach Sparten und
Deckungstyp)

Abbildung 5: Modularer Aufbau geophysikalischer Modelle
Quelle: modifiziert nach Grossi/Kunreuther (2005)

Das Gefihrdungsmodul enthdlt neben den historischen und synthetischen Ereig-
nissen (Szenarien) die Schadenfrequenz-Parameter (Rates) A ; im Poisson-Frequenz-
modell oder andere Angaben und Parameter fiir alternative Frequenzverteilungen.

Das Inventarmodul gibt u. a. Auskunft dariiber, wo sich die versicherten Objekte
befinden, welche Art von Versicherung vorliegt und wie grof3 die betroffenen Ver-
sicherungssummen sind.

Das Verwundbarkeitsmodul beruht sehr wesentlich auf ingenieurwissenschaftlichen
Erkenntnissen dariiber, welche Schaden (Art und Hohe) je nach geophysikalischen
Gegebenheiten an den versicherten Objekten entstehen konnen. Die dabei als Funk-
tion von Winddruck, Windstirke, Magnitude (MMI) bei Erdbeben, Uberschwem-
mungshohe und -dauer usw. verwendeten Kurven zur Darstellung des Grades der
Beschddigung heilen Damage Functions und bilden vor allem bei den kommer-
ziellen Anbietern geophysikalischer Modelle ein Herzstiick ihrer Produkte.
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Damage Funktionen bei Erdbeben
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-10

g 10

Magnitude

Abbildung 6: Typische Schadengradkurven bei Erdbeben

Quelle: eigene Darstellung

Das Schadenbewertungsmodul transferiert schlieBlich die Beschddigungsgrade in
dquivalente GeldgroBen; hierdurch ergeben sich im Prinzip die monetéren Schiden

L, (Losses).

Ubungsaufgabe 7

Ein Versicherungsunternehmen betreibt

eine verbundene

Gebdudeversicherung (VGV) fiir private Wohngebédude. Die
Gebaude liegen in zwei verschiedenen Regionen R, und R,.
Je nach Region konnen fiinf verschiedene Sturmszenarien ein-
treten. Die folgende Tabelle gibt — regional differenziert — die
zugehdorigen Event Loss Tables wieder (monetére Einheit: 1 Mio.

EUR):
Szenario 1 2 3 4 5
R, | Loss 1 2 4 5 7
Rate 12 | 08 | 03 015 | 0,05
Szenario 1 2 3 4 5
R, | Loss 1 3 4 5 6
Rate 09 | 04 | 01 0,05 | 0,05

a) Berechnen Sie die AEP- und OEP-Kurven regional differen-

ziert sowie fur den Gesamtbestand.
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b) Fiir beide Regionen sollen jeweils Reserven in Hohe des
99,5 %-Quantils der Gesamtschadenverteilung gebildet wer-
den (Solvency-II-Standard).

c) Welcher Diversifikationseffekt ergibt sich, wenn man statt
der regionalen Differenzierung eine Reserve in Hohe des
99,5 %-Quantils der Gesamtschadenverteilung fiir den
Gesamtbestand bildet?

Vertiefungen zu diesem Abschnitt finden Sie in den Biichern
von Grossi/Kunreuther, Diers (Abschnitt 4.4.3.1) und Kortebein
et al. (Abschnitt 4.3.4).

Quintessenz

Stochastische Modelle sind die Grundlage samtlicher aktuari-
eller Betrachtungen in der Schaden-/Unfallversicherung. Mit
ihnen lassen sich alle versicherungstechnischen Risiken, die in
einem Versicherungsunternehmen dieser Ausrichtung auftreten,
erfassen und quantitativ beschreiben.
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Grundlagen der Tarifierung

2  Grundlagen der Tarifierung

Sie haben zu Beginn des Kapitels 1 dieser Lektion bereits das grundlegende Prinzip
der Sachversicherung kennen gelernt. Durch den charakteristischen Risikoausgleich
im Kollektiv und in der Zeit wird der Beitrag jedes Versicherten tendenziell stabi-
lisiert; er nédhert sich der Bedarfsprdmie an. Bedingt durch den zufilligen Charak-
ter des Schadenaufkommens im Kollektiv ist es jedoch auch in einem homogenen
Bestand immer moglich, dass die zu begleichenden Schiden das eingenommene
Préamienvolumen iibersteigen. Eine Beschrinkung auf die reine Bedarfsprimie
fithrt im Laufe der Zeit mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit zum technischen Ruin;
aus diesem Grund muss die tatsdchliche Pramie, die jeder Versicherte zu entrichten
hat, angepasst werden. Eine Mdglichkeit, wie man dies unter Heranziehung des
zentralen Grenzwertsatzes im individuellen Modell der Risikotheorie leisten kann,
haben Sie ebenfalls schon in Kapitel 1 gelernt.

In den nachfolgenden Abschnitten werden die Uberlegungen, wie man zu einer
risikogerechten Pramie gelangt, weiter vertieft.

2.1 Statistische Methoden zur Datenauswertung

Die Bedarfspramie ist als theoretische GroB3e iiber das Gesetz der grofien Zahlen
und damit als Erwartungswert des zugrunde liegenden Risikos X im Sinne einer
Zufallsvariablen definiert. Zur Berechnung von Pramien fiir ein homogenes Kollek-
tiv ist es daher zunichst erforderlich, aus beobachteten Schiaden der Vergangenheit
eine passende Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir X zu bestimmen. Mit einem so
genannten Quantil-Quantil-Plot (Q-Q-Plot) bietet sich fiir den ersten Schritt ein
grafisches Verfahren an, mit dem man die Giite der Ubereinstimmung zwischen
Modell und Daten visuell {iberpriifen kann.

Bei einem Q-Q-Plot geht man davon aus, dass das Modell durch zwei reelle Para-
meter g und o> 0 gekennzeichnet ist, die man Lage- und Skalenparameter
nennt. Dahinter verbirgt sich die Vorstellung, dass das untersuchte Risiko X durch
eine lineare Transformation X = u+ oZ aus einem Risikoprototypen Z, der eine
bekannte Verteilung Q besitzt, hervorgeht, oder umgekehrt, dass das linear transfor-

X—u
g

mierte Risiko Z =

der bekannten Verteilung Q folgt. Die durch die Trans-

formation X =y + oZ entstehenden Verteilungen fasst man unter dem Begriff der
durch Q induzierten Lage-Skalenfamilie zusammen. Ein klassisches Beispiel ist die
Familie der Normalverteilungen N(,u, 02) , denn geniigt X einer solchen Verteilung,

dannist Z = X=n gerade N(0,1)-verteilt. Diese Transformation ist in der Statistik
g

auch als z-Transformation bekannt.
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In vielen Fillen stammt die Verteilung des Risikos X nicht sofort aus einer Lage-
Skalenfamilie, sondern muss vorher entsprechend transformiert werden. Ein
typisches Beispiel hierfiir ist die Familie der Lognormalverteilungen LN (,u, az).

X Vergleiche dazu Lektion 1, ,,Finanzmathematische Grundlagen®.

Das logarithmisch transformierte Risiko ¥ = In(X) ist hier normal verteilt, sodass
die Methodik der Q-Q-Plots auf das logarithmierte Risiko anwendbar ist.

Die dem Q-Q-Plot zugrunde liegende Idee ist einfach zu formulieren: Man ver-
gleicht zwei Zahlenreihen miteinander. Die eine besteht aus angeordneten Quan-
tilen der Prototypverteilung

w2

n-+1 n-+1

wobei F die zugehorige Verteilungsfunktion bezeichnet, die andere aus den der
GroBe nach sortierten Daten. Die Quantilreihe kann man in einem idealisierten
Sinn auch als ,theoretische Stichprobe™ aus der Prototypverteilung Q auffassen.
Stammen die Daten aus der vermuteten Lage-Skalenfamilie, dann ergibt sich beim
Abtragen der Datenreihe gegen die Quantilreihe nédherungsweise eine Gerade. Wire
die Datenreihe idealerweise eine ,,theoretische Stichprobe® aus der Risikoverteilung
von X, so ergibe sich exakt eine Gerade, mit dem Achsenabschnitt ¢ und der Stei-
gung o. Neben einer visuellen Uberpriifung, ob die Punktepaare der beiden Zah-
lenreihen (zumindest ndherungsweise) einer Geraden nahekommen, lassen sich die
charakteristischen Lage- und Skalenparameter zusitzlich noch durch die Bestim-
mung einer Regressionsgeraden nach der Methode der kleinsten Abweichungsqua-
drate ermitteln. (Diese Funktionalitit ist beispielsweise in Excel hinterlegt.)

‘°//// Beispiel 8

Bei einer Betriebsunterbrechungsversicherung fiir das produzie-
rende Gewerbe wurden in den Jahren 2000 bis 2009 folgende
gemeldete Schdden? registriert (monetére Einheit: 1.000 EUR):

Jahr 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009

Schaden 1,6 104,0 4,7 22,4 14,1 41,7 8,8 23,1 77 34

2 Die Daten stammen in verfremdeter Form aus einem realen Bestand.
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Als Losung erhdlt man mit dem Excel-Arbeitsblatt QOPlot. XLS
nach logarithmischer Transformation der Schidden und der Nor-
malverteilung als Prototypverteilung folgende Grafik:

Q-Q-Plot Lognormal-Verteilung
5.0
y = 1,4864x +2,4727 e >
46 ~
55 e
c
g 3.6
2 s /
3 =
g e
S 3
// +5
/ 16
8.5
T T 6,0 T T
-1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5
Quantile

Abbildung 7: Q-Q-Plot zu Beispiel 8
Quelle: eigene Darstellung

Die rote Linie entspricht der mit Excel automatisiert erzeugten
Regressionsgeraden mit dem Achsenabschnitt £ = 2,4727 und
der Steigung 6 =1,47925. Da die Anpassung der Daten an eine
Gerade ausreichend gut erscheint, entscheiden wir uns zur
Akzeptanz des Verteilungsmodells. Fiir die Originalschiden
bedeutet das also die Akzeptanz einer Lognormalverteilung mit
den aus der Regression geschitzten Parametern [ =2,4727
und 6 =1,47925.

Mit dieser Schétzung ergibt sich eine Bedarfsprdmie BP fiir das
Kollektiv in Hohe von (vgl. Lektion 1, Abschnitt 2.3.4):

n2

BP = exp[,& +%] =35,778

oder 35.778 EUR. Zum Vergleich: Das arithmetische Mittel der
beobachteten Schaden betragt demgegeniiber nur 23.150 EUR!

Neben dem beschriebenen grafischen Verfahren gibt es auch rigorose statistische
Testverfahren, mit denen die Hypothese, dass eine bestimmte Verteilung vorliegt,
tiberpriift werden kann (x’-Anpassungstest, Kolmogoroff-Smirnoff-Test, Anderson-
Darling-Test u. a.) Die Hintergriinde dieser Verfahren sind allerdings zu komplex,
um hier behandelt werden zu kénnen.
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Hat man sich einmal fiir eine passende Verteilungsfamilie fiir das Risiko X ent-
schieden, lassen sich die Parameter alternativ z. B. auch mit der Maximum-Likeli-
hood-Methode (ML-Methode) bestimmen.

X Vergleiche Lektion 1, ,,Finanzmathematische Grundlagen®.

Im Falle einer Lognormalverteilung LN (,u, az) erhdlt man aus den Originalschiden
X;,-++,x, ganz dhnlich wie bei der Normalverteilung folgende ML-Schétzer:

RN
,u:;ZIn(xl.)
i=1
& :lZ(IH(xi)—[L)Z.
i=1

n -

Die Bedarfspramie BP wird dann wieder mit der obigen Formel bestimmt. Fiir
den Datensatz aus Beispiel 8 ergibt sich nach dieser Methode der gleiche Schitzer
4 =2,4727 wie beim Q-Q-Plot, aber der kleinere Schitzer 6 =1,1781, was zu einer
entsprechend geringeren Bedarfsprdmie BP = 23.730 EUR fiihrt. Bemerkenswert
ist, dass auch diese noch knapp liber dem Mittelwert von 23.150 EUR liegt.

/ Es gibt keine eindeutige Methode, um anhand beobachteter
Schiden das ,,richtige” Verteilungsmodell fiir das zugrunde lie-
gende Risiko und damit die Bedarfspramie als Erwartungswert
zu bestimmen. Meist gibt es sogar konkurrierende Modellan-
passungen mit unterschiedlichen Schiatzungen fiir die Parame-
ter oder daraus abgeleitete Grofen. Je nach Zielsetzung muss
man dann entsprechend vorsichtig vorgehen. Bei der Tarifierung
sollte man unter verschiedenen Alternativen daher eher grof3ere

als zu kleine Schétzwerte fiir die Bedarfspramie auswéhlen.

Y Ubungsaufgabe 8

|
Untersuchen Sie unter Verwendung des EXCEL-Tabellenblatts
QQPlot. XLS, wie die Schitzer fiir 4 und o bzw. die Bedarfs-
pramie auf den grofiten beobachteten Schaden des Jahres 2001
in Beispiel 8 reagieren, indem Sie diesen Wert der Reihe nach
durch die Zahlen 100, 90, 80, 70 ersetzen. Wie reagiert darauf
der Q-Q-Plot?
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Ubungsaufgabe 9

Es gibt Lage-Skalenfamilien von Verteilungen, fiir die die
ML-Schitzer nicht elementar berechnet werden kénnen, z. B.
bei der Logistischen Verteilung (vgl. Lektion 1, Abschnitt 2.2.1,
Beispiel 8). Ein Q-Q-Plot ist aber auch in diesem Fall durch-
fithrbar.

a) Zeigen Sie, dass hier die theoretischen Quantile gegeben sind
durch

k
=In|———|, k=1,---,n.
T [n+l—k] 5

b) Erstellen Sie unter Verwendung des Excel-Arbeitsblatts
QQPlot. XLS einen Q-Q-Plot fiir die logarithmierten Schéden
aus Beispiel 8 mit der logistischen Verteilung als Prototyp.
(Die sich hieraus ergebende Verteilung fiir die Originalschi-
den heif3t sinngemaB loglogistische Verteilung.)

¢) Vergleichen Sie die sich jetzt ergebende Bedarfspramie mit
derjenigen aus dem Lognormalverteilungsansatz.

Vertiefungen zu diesem Abschnitt finden Sie in dem Buch von
& Cottin/Dohler, Kapitel 6.

2.2 Pramienkalkulationsprinzipien

Wir greifen hier einen schon in Abschnitt 1.1 behandelten Gedanken wieder auf,
der fiir den langfristigen Bestand eines Versicherungsunternechmens von zentraler
Bedeutung ist. Sie haben bisher gelernt, dass die Bedarfsprdmie in einem homo-
genen Kollektiv diejenige Pramie ist, die sich aus dem Umlageprinzip aufgrund
des Gesetzes der groflen Zahlen bei wachsendem Bestand oder im zeitlichen Ver-
lauf der Versicherung ergibt. Sie ist allerdings nicht ausreichend, um die Mog-
lichkeit eines technischen Ruins angemessen zu kontrollieren. Die Bedarfspramie
muss daher geeignet angepasst werden, um den Fortbestand des Unternehmens mit
hoher Sicherheit zu garantieren. Hierbei ist auf einen fairen Interessenausgleich
zwischen den Versicherten und dem Unternehmen zu achten: Wird die Primie zu
hoch, besteht kein Anreiz, Versicherungsschutz im Kollektiv zu suchen, ist sie zu
niedrig, lauft der Versicherte Gefahr, dass auftretende Schiaden eventuell nicht mehr
reguliert werden konnen. Ferner miissen in die Prdmie auch anteilige Betriebs- und
Verwaltungskosten eingerechnet werden. Dies ist aber nicht Gegenstand dieser Lek-
tion.
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Es macht Sinn, Uberlegungen der obigen Art mathematisch durch so genannte
Primienkalkulationsprinzipien zu prézisieren und zu systematisieren.

Als eine grundlegende Anforderung sollte ein Prdmienkalkulationsprinzip nur von
der zufilligen Systematik der einzelnen Risiken abhidngen, also von ihren (Wahr-
scheinlichkeits-)Verteilungen. Die Verteilung eines Risikos X ist aber bereits durch
die zugehorige Verteilungsfunktion F, vollstindig bestimmt.

X Siehe Lektion 1, ,,Finanzmathematische Grundlagen®.

Bezeichnen wir mit R die Menge der Risiken X, fiir die eine Primie H(X)
bestimmt werden soll, ldsst sich dieser Grundsatz folgendermafen formalisieren:

F,=F, = HX)=H(Y) furalle X,Y € R.

Offensichtlich geniigt die Bedarfspramie selbst schon einem Pramienkalkulations-
prinzip, da der Erwartungswert einer Zufallsvariablen die obige FEigenschaft
besitzt.

Weitere sinnvolle Anforderungen an ein solches Prinzip sind im Folgenden zusam-
mengestellt.

Ein Pramienkalkulationsprinzip H heifit

a) erwartungswertiibersteigend (eii), wenn gilt: H(X)> E(X) fiir alle
XeR,;

b) positiv homogen (ph), wenn gilt: H(cX)= cH(X) fiir alle ¢ >0 und
X eR,

¢) additiv (ad), wenn gilt: H( X+ Y)= H(X)+ H(Y) furalle X,Y ¢ R;
die stochastisch unabhdngig sind

d) subadditiv (sa), wenn gilt: H(X +Y)< H(X)+ H(Y) fir alle
X,Y € R; die stochastisch unabhdngig sind

e) maximalschadenbegrenzt (ms), wenn gilt: H(X)< M(X) firalle X € R;
wobei M (X)) den rechnerisch mdglichen Maximalschaden fiir das Risiko X
bezeichne

f) stochastisch monoton (sm), wenn gilt: H(X) < H(Y) fiir alle X,Y € R mit
F,>F,.
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Die Eigenschaft a) sollte jedes Pramienkalkulationsprinzip aus Vorsichtsgriinden
mindestens besitzen; dazu haben wir bereits oben einiges ausgefiihrt. Die Eigen-
schaft b) der positiven Homogenitét bedeutet, dass die monetire Skala keine Rolle
spielt, also die Prdmie in Euro oder Dollar bis auf den Wechselkursfaktor gleich
ist. Die Eigenschaften c) und d) garantieren einem Versicherungsnehmer, dass der
Abschluss zweier Versicherungsvertrige aus sich nicht gegenseitig beeinflussenden
Risiken fiir ihn kostenneutral ist. Die Eigenschaft d) wird auch als Diversifikations-
effekt bezeichnet, weil hier der Grundsatz zum Tragen kommt, dass sich Risiken im
Kollektiv ausgleichen. Eigenschaft ) bedeutet, dass die Versicherung {iberhaupt ein
Risiko trdgt (anderenfalls wire es fiir den Versicherungsnehmer besser, gar keine
Versicherung abzuschlieBen), und Eigenschaft f) bedeutet, dass eine Versicherung
von Risiken Y, die hdufiger die Grenze x iiberschreiten als Risiken X, also fiir die
die dquivalente Beziehung 1— F, (x) > 1— F, (x) gilt, entsprechend teurer ist. Diese
Eigenschaft ist sicher dann erfiillt, wenn fiir die Risiken die Relation X <Y gilt.

Es ist offensichtlich, dass die Bedarfspramie formal allen sechs Eigenschaften
geniigt; allerdings ist sie aus den bekannten Griinden wirtschaftlich nicht vertretbar.
Es ist daher wichtig, auch andere Pramienkalkulationsprinzipien auf ihre Anwend-
barkeit zu untersuchen. Im Folgenden werden Sie einige in der Praxis verwendeten
Pramienkalkulationsprinzipien A genauer kennen lernen.

Es sei >0 (Zuschlagsfaktor), o€ (0,1) (Risikowahrscheinlichkeit). Dann heif3t
H mit

a) H(X)=(+ 0)E[X] Erwartungswertprinzip (EwP)

b) H(X)=E[X]+ éVar|X] Varianzprinzip (VaP)

¢) H(X)=E[X]+ 6 Var[X] Standardabweichungsprinzip (StP)
d) F, (H(X)) >1— « Quantilprinzip (QuP)

Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber die oben formulierten Eigenschaften
dieser Pramienkalkulationsprinzipien.

Eigenschaft
eli ph ad sa ms sm
Prinzip
EwP ja ja ja ja nein* ja
VaP ja nein ja ja nein* nein
StP ja ja nein ja nein* nein
QuP nein* ja nein nein ja ja

Die globale Verletzung einiger Kriterien wie (eii) oder (ms) durch gewisse Pramien-
kalkulationsprinzipien ist nicht notwendig kritisch, da durch eine entsprechende
Wabhl der Parameter fiir jede konkrete Risikoverteilung die Einhaltung erreicht wer-
den kann (gekennzeichnet durch ).
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Die in Abschnitt 1.1 betrachtete Situation mit dem Sicherheitszuschlag

s _oN(1-a)

" Jn
beinhaltet Aspekte verschiedener Prdmienprinzipien: Es handelt sich hier offen-
sichtlich formal um ein Standardabweichungsprinzip (mit einem Zuschlagsfaktor,
der mit der GroBe des Kollektivs abnimmt), von der Intention her entspricht es aber
eigentlich einem Quantilprinzip (Kontrolle der Ruinwahrscheinlichkeit).

Vertiefungen zu diesem Abschnitt finden Sie in dem Buch von

& Schmidt (Kapitel 12).

2.3 Erfahrenstarifierung (Credibility)

In einigen Geschéftszweigen der Schaden-/Unfallversicherung mdchte man bei der
Tarifgestaltung die Schadenerfahrungen des Versicherten beriicksichtigen, um ihn
»risikogerecht™ einzugruppieren. Dies betrifft vor allem Sparten, in denen der Ver-
sicherte durch sein personliches Verhalten unmittelbar Einfluss auf das Schaden-
geschehen nimmt, z. B. in der Kfz-Haftpflichtversicherung, aber auch in Teilen der
Lebens- und Krankenversicherung (Raucher/Nichtraucher, iibergewichtig/normal-
gewichtig usw.). Dies ist in einem gewissen Sinn auch gerecht, da die Gemeinschaft
der Versicherten in erster Linie nur die unabwendbaren (rein zufélligen) Risiken
kollektivieren soll, nicht aber die durch personliches Fehlverhalten provozierten
Schidden. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von einer risikogerechten
Primiendifferenzierung.

Bei der Erfahrenstarifierung oder Credibility-Theorie geht man davon aus, dass die
Risikosituation jedes Versicherten durch einen so genannten Strukturparameter ¢/
charakterisiert ist, den man aber a priori nicht kennt, wenn der Versicherte in das
Kollektiv eintritt. Anders ausgedriickt: die Verteilungsfunktion F, des Risikos X
hingt zusétzlich von dem Strukturparameter ¢ funktional ab. Der Parameter ¢/
wird als Realisierung einer Zufallsvariablen © angesehen; die Verteilung von ©
nennt man Strukturverteilung. Formal betrachtet man hier bedingte Wahrschein-
lichkeiten &hnlich den bedingten Erwartungen in der Finanzmathematik.

X Siehe Lektion 1, ,,Finanzmathematische Grundlagen®.
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Der Ausdruck
Fy(x;9)=P(X <x|© =)

entspricht hier der bedingten Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Risiko X nicht
groBer als x ausfillt, wenn der Strukturparameter den Wert ¢7 annimmt. Die unbe-
dingte Verteilung des Risikos X im Kollektiv stellt sich dadurch als eine Mischung
der einzelnen Verteilungen mit den verschiedenen Werten dar, die © annehmen
kann.

Eine mogliche Vorgehensweise zur Schitzung der risikogerechten Bedarfspra-
mie H(Y¥)=E[X|©=17)], die dem tatsdchlich vorliegenden, aber unbekannten
Strukturparameter J zuzuordnen wire, besteht darin, dass man eine geeignete
Gewichtung zwischen der nichtbedingten Kollektivbedarfspramie E[X] und dem

arithmetischen Mittel der im Laufe der Zeit beobachteten Schiden X, = lZX .
vornimmt, formal iiber den Ansatz =

H:=aX, +(1—a,)E[X].

Die Gewichte «, sind dabei so zu bestimmen, dass die mittlere quadratische
Abweichung zwischen der ,,wahren* Pramie H(©) und der Credibility-Prdmie
H, moglichst klein wird. Die hier nicht explizit herleitbare Losung dieses Opti-
mierungsproblems ist gegeben durch

B Var(H(@)) Var(H(@))

o = = .

Var(X,) 1 plyarcx |0)] 4 var(H©))
n

Man sieht sofort, dass mit wachsendem » die Gewichte monoton gegen eins streben.
Damit wird der gewiinschte Effekt erzielt: Im Laufe der Zeit orientiert sich die dif-
ferenzierte Bedarfspramie immer mehr am Durchschnitt der beobachteten Schiaden;
nur am Anfang der Versicherung wird die Credibility-Prdmie von der nichtdifferen-
zierten Kollektivbedarfsprimie dominiert.

Zur Berechnung der Gewichte ist allerdings Kenntnisse iiber die Strukturverteilung
erforderlich.
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Beispiel 9

Wir nehmen stark vereinfachend an, dass bei einer Kfz-Haft-
pflichtversicherung die jdhrliche Durchschnittsschadenh6he
5.000 EUR betrégt. Das Versicherungsrisiko fiir einen Versicher-
ten ldsst sich damit auf die Schadenfrequenz X reduzieren, fiir
die wir wieder sehr vereinfachend eine bedingte Binomialvertei-
lung B (1; ¥) mit Strukturparameter /< (0,1) annehmen (d. h.,
pro Jahr und Versicherten tritt maximal ein Unfall ein). Wegen
= E[ X |© = oJ] charakterisiert der Strukturparameter ¢} damit
die individuelle Risikoneigung des Versicherten: Ist ¢/ hoch,
verursacht der Versicherte tendenziell haufiger Unfille, ist ¢/
niedrig, verursacht der Versicherte tendenziell seltener Unfille.
Zur Konkretisierung des Beispiels nehmen wir weiter vereinfa-
chend an, dass es nur zwei Risikoklassen fiir ,,vorsichtige* und
,unvorsichtige Fahrer gibt, die durch J=0,1 bzw. v=0,2
charakterisiert sind. Der ,,vorsichtige* Fahrer verursacht also im
Mittel nur einen Schaden alle zehn Jahre, der ,,unvorsichtige*
einen alle fiinf Jahre. Geht man davon aus, dass es im Kollektiv
etwa dreimal so viele ,,vorsichtige* wie ,,unvorsichtige Fahrer
gibt, besitzt © die folgende diskrete Verteilung:

¥ 01 | 02
P(O=19) | 3/4 | 1/4

Nach den obigen Voraussetzungen ergibt sich wegen

Y= E[X|© = 4J] die theoretische Primie zu H(©)=0

mit E[©]=0,75%x0,1+0,25x0,2 =0,125 und ana-

log Var[©]=0,001875. Ferner ist nach der Binomial-
verteilungsannahme Var[ X |© = ] = 4-(1— ¥,

also Var[X|©]=0-(1—0) mit E[Var[X|O]] =
E[©-(1-©)]=0,75%x0,1%x0,940,25x%0,2x0,8 = 0,1075.
Damit lassen sich die Credibility-Gewichte explizit berechnen,
man erhélt mit der obigen Formel nach Kiirzen des Bruchs

o — 0,001875n _ 3nm
" 0,001875n+0,1075 3n+172°

Die nichtbedingte Verteilung der Schadenfrequenz X ldsst sich
ebenfalls explizit berechnen; sie ist gegeben durch

P[X:k]:%P[X =k|O :O,1]+%-P[X:k|® =0,2]
fur ke{O,]}
bzw. tabellarisch:
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0

1

PX = k]

=0,875

0,75x0,9+0,25%x0,8

0,75x0,1+0,25x%0,2
=0,125

Damit erhédlt man wieder eine Binomialverteilung, ndmlich

B(1;0,125) mit E[X]=0,125= E[O]. Dies ist kein Zufall; die

Gleichheit folgt hier ndmlich aus dem ,,Tower Law* fiir bedingte
Erwartungen: E[X ]| = E(E[X|®]) =E[O].

I/X

Die folgende Tabelle zeigt den Schadenfrequenzverlauf X,,--- X, eines Versicher-
ten iiber zehn Jahre, zusammen mit der jeweiligen Credibility-Préamie

3n

Hn* :—.)7;1+7.
3n+172 3n+172

und der daraus resultierenden monetidren Bedarfspramie nach n Versicherungs-

172

jahren (d. h. H, x 5.000 EUR).

E[X]

n 1 2 3 4 5
X 1 0 0 0 1
H 0,1400 0,1376 0,1354 0,1332 0,1471
Bedarfspramie in EUR 700,00 688,20 676,80 665,76 735,29
n 6 7 8 9 10
X 0 0 0 1 0
H 0,1447 0,1425 0,1403 0,1533 0,1510
Bedarfspramie in EUR 723,68 712,44 701,53 766,33 754,95

Die anféngliche Bedarfspramie betrdgt 625 EUR; sie steigt aufgrund der Entwick-

Siehe Lektion 1, ,,Finanzmathematische Grundlagen®.

lung der Unfallzahlen innerhalb der zehn Jahre mit schwankender Tendenz auf

754,95 EUR. Nach unfallfreien Jahren sinkt die Bedarfspramie, nach jedem Unfall-
jahr erhoht sie sich (Bonus-Malus-System). Zum Vergleich: Die Bedarfsprimie
eines bekannt ,vorsichtigen™ Fahrers wiirde 0,1 x 5.000 EUR = 500 EUR betragen,
die eines bekannt ,,unvorsichtigen Fahrers 0,2 x 5.000 EUR = 1.000 EUR.
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Dieses Beispiel finden Sie auch im Excel-Arbeitsblatt Credibi-
lity. XLS.

Ubungsaufgabe 10

Berechnen Sie mithilfe des Excel-Arbeitsblatts Credibility. XLS
die Credibility-Primien H, sowie die jeweiligen Prdmien (in
Euro) fiir das zuletzt behandelte Beispiel, wenn statt zwei drei
Risikogruppen betrachtet werden, und zwar mit dem zusétz-
lichen Strukturparameter = 0,15 (Normalfahrer). Das Ver-
hiltnis zwischen vorsichtigen, normalen und unvorsichtigen
Fahrern im Kollektiv sei 2:3:1. Die Primien sollen nach
dem Erwartungswertprinzip mit dem Zuschlagsfaktor 6 =0,2
bestimmt werden.

Vertiefungen zu diesem Abschnitt finden Sie in den Biichern
\,"/ von Bithlmann/Gisler und Mack (Abschnitt 2.5).

2.4 Spatschadenreservierung

Ein zentrales, in der Versicherungspraxis immer wieder zu beobachtendes Pro-
blem stellt die verzogerte Abwicklung von Schdden dar, die z. B. in der Kfz-Haft-
pflichtversicherung oder in der Krankenversicherung durch aufwindige Gutachten,
Gerichtsprozesse usw. verursacht werden kénnen. Manchmal kdnnen sogar mehrere
Jahre oder Jahrzehnte zwischen dem Auftreten des Schadens und seiner abschlie-
Benden Regulierung liegen, z. B. bei Produkthaftpflichtschdden oder Verkehrsunfil-
len mit Personenschiden, die zu lebenslangen Rentenzahlungen fithren. Aus diesem
Grund miissen die Versicherungsunternehmen friithzeitig geeignete Riickstellungen
bilden, um die Konsequenzen moglicher Spétschidden finanziell ausreichend tragen
zu konnen. Aullerdem miissen solche Riickstellungen streng genommen auch in die
Berechnung der Bedarfspramie einflieBen. Mathematisch stellt sich dabei das Pro-
blem, aus den finanziell eher geringen Anfangsschdden auf die Gréenordnung der
Gesamtschédden zu schlieBen. Dies wird formal durch die Betrachtung so genannter
Abwicklungsdreiecke geregelt, wobei noch zwischen den Schadenzuwdchsen und
den Schadenstinden unterschieden wird.

‘oll,/ Beispiel 10
Einem VU liegen aus den letzten fiinf Jahren folgende Informa-
tionen zu Schadenzahlungen aus der Kfz-Haftpflichtversiche-
rung vor (in TEUR):
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Anfalljahr | Abwicklungsjahr (Schadenzuwéchse)
1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003
1999 255 354 199 153 34
2000 312 427 155 88
2001 165 201 123
2002 178 204
2003 148

Man sieht, dass die Zahlungen im zweiten Jahr nach FEintritt des Schadens am
hochsten ausfallen, um dann in den Folgejahren langsam abzunehmen. Diesen
Effekt sieht man allerdings bei der hier gewéhlten Form der tabellarischen Dar-
stellung nicht sehr deutlich. Aus diesem Grund werden Abwicklungsdreiecke fast
immer als relative Abwicklungsdreiecke (engl.: run-off-triangle) behandelt, d. h. in

dieser Form:

Anfalljahr | Abwicklungsjahr (Schadenzuwéchse)
0 1 2 3 4
0 255 354 199 153 34
1 312 427 155 88
2 165 201 123
3 178 204
4 148

Der genannte Effekt wird jetzt wesentlich deutlicher sichtbar. Fiir die saldierten
Schadenstinde erhdlt man analog:

Anfalljahr | Abwicklungsjahr (Schadenstande)
0 1 2 3 4
0 255 609 808 961 995
1 312 739 894 982
2 165 366 489
3 178 382
4 148

Ziel der mathematischen Analyse ist es nun, diese Dreiecke in der unteren Hilfte
sinnvoll zu vervollstindigen, um somit eine Ubersicht iiber die zukiinftig zu erwar-
tenden Schadenlasten zu erhalten. Es ist naheliegend, hierfiir die Verhéltniszahlen
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zwischen den einzelnen Spalten in geeigneter Weise zu benutzen. Da im Abwick-
lungsjahr 4 nur eine Beobachtung zur Verfiigung steht, wird man hier das Ver-
hiltnis 995:961= 1,0354 ansetzen; beim Ubergang von Abwicklungsjahr 2 nach
Abwicklungsjahr 3 stehen aber schon vier Werte (graue Felder) zur Verfiigung,
sodass hier die Betrachtung des Verhéltnisses der Jahresgesamtschadenstinde
sinnvoll scheint, also der Quotient

(961+ 982): (808+ 894) = 1943:1702 = 1,1416.

Diese Vorgehensweise ist charakteristisch fiir das so genannte Chain-Ladder-Ver-
fahren (,,Strickleiter“~-Verfahren), das mit seinen diversen Varianten das am héu-
figsten verwendete Verfahren zur Berechnung von Spitschadenreserven darstellt
und auch im Rahmen der Reservenbewertung unter Solvency 1l eine fundamentale
Rolle spielt.

Fiir den Rest dieses Abschnitts verwenden wir folgende allgemeine Notation fiir
Abwicklungsdreiecke:

Abwicklungsjahr (Schadenstinde)
Anfalljahr -
0 | e k e n—i n—1 n

0 So,o So. o Sﬂ,/{ | Soa S(),nfl So
1 SI,O Sl,l o Sl,k o Sl,nfi Sio
! Si‘() S/ 1 Si,k Si,ﬂ—[

n— k Snf/(,() Sﬂ*/\"l Snfk,k

n—1 Sn—l,O Sn—l,l
n n,0

Die Schadenstdnde S, ; sind positiv und in der Regel — als kumulierte Jahressché-
den — monoton wachsend in j. Es werden nun so genannte Abwicklungsfaktoren
betrachtet, die in Anlehnung an die oben beschriebene Vorgehensweise formal defi-
niert sind durch
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also das Verhéltnis der durch Saldieren bekannten Schadenstinde der benachbar-
ten Spalten k£ und k- 1. Das Abwicklungsdreieck wird dann in der unteren Hilfte
durch sukzessive Multiplikation der letzten bekannten Schadenstinde mit den
Abwicklungsfaktoren ergénzt:

k
Se=S,,. H F.,i=0:-n k=n—i,---n

m?o
m=n—i+l1

Beispiel 11

(Fortsetzung von Beispiel 10)

Als Vervollstdndigung nach dem Chain-Ladder-Verfahren ergibt

sich (graue Felder):
Anfall- | Abwicklungsjahr (Schadensténde) Bendtigte
jahr Reserve
0 1 2 3 4
0 255 609 808 961 995 -
1 312 739 894 982 1016,743 | 34,743
2 165 366 489 558,241 | 577,992 88,992

3 178 382 488,309 | 557,453 | 577,175 195,175

4 148 | 340,888 | 435,756 | 497,458 | 515,058 367,058

F - 2,3033 1,2783 1,1416 1,0354 Summe:
k 685,968

Die Zahlen in Spalte 4 stellen die endgiiltigen erwarteten
Schadenstdnde dar (so genannte ,,Ultimates*). Die letzte Spalte
enthilt als benotigte Reserve die Differenzen zwischen den Ulti-
mates und den letzten bekannten Anfalljahresschidden auf der
Diagonalen. Die Gesamtreserve belduft sich auf 685.968 EUR.

Dieses Beispiel finden Sie auch im Excel-Arbeitsblatt ChainLad-
der. XLS.

Das Chain-Ladder-Verfahren sollte allerdings nur dann angewendet werden, wenn
sich die Schadenstéinde pro Anfalljahr {iber die Abwicklungsjahre hinweg syste-
matisch dhnlich entwickeln. Man kann dies aus statistischer Sicht préazisieren, wenn
folgende Annahmen gerechtfertigt sind (sogenanntes multiplikatives Modell):
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Die Schadenzuwichse

, S, fiir k =0
s, =S, furk>0

miti=1, .., nund k=0, ..., n sind strikt positive Zufallsvariablen mit der Eigen-
schaft

E(Z,)=0,-9,, i,k=01-nund Y o =1
k=0
fiir geeignete Parameter q,---,a, >0 und o,,---, 4, €(0,1).
Das Chain-Ladder-Verfahren ist Ausgangspunkt zahlreicher Varianten, z. B.

e des Loss-Development-Verfahrens, bei dem die obige multiplikative Struktur
auf die Schadenstinde angewendet wird und bei dem statistische Annahmen
iiber die Abwicklungsfaktoren getroffen werden,

* des Bornhutter-Ferguson-Verfahrens, bei dem statistische Annahmen iiber
die Endschadenstinde getroffen werden, oder

* des Cape-Cod-Verfahrens, bei dem ,,Ausreifler auf der Diagonalen des
Abwicklungsdreiecks, die das Ergebnis verzerren, entsprechen bereinigt wer-
den.

Daneben gibt eine Vielzahl von Abwicklungsmodellen auf rein statistischer Basis
(lineare und loglineare Modelle mit spezifizierten Verteilungsannahmen (Normal-
verteilung, Lognormalverteilung). Zahlreiche weitere Modellansitze beriicksich-
tigen Zufalls- und Schétzfehler, den so genannten Nachlauf (Extrapolation der
Rechnungen in die Zukunft bei zu geringer Datenlage) oder beziehen Aspekte der
Credibility-Theorie mit ein.

Ubungsaufgabe 11

a) Berechnen Sie die Ultimates und benétigte Reserven mithilfe
des Excel-Arbeitsblatts ChainLadder. XLS fiir den folgenden
Datensatz:
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Anfalljahr | Abwicklungsjahr (Schadenstande)
0 1 2 3 4

0 123 367 402 415 455

1 359 674 773 859

2 69 m 123

3 666 1001

4 207

F, -

b) Passen Sie die Anfalljahresschiden sowie die Ultimates an
eine Lognormalverteilung an und ermitteln Sie auf statisti-
scher Basis jeweils eine geeignete Bedarfspramie. Wie beur-
teilen Sie das Ergebnis?

¢) Wie hoch ist die tatsdchliche Primie, wenn auf Ultimate-
Basis kalkuliert wird und ein Sicherheitszuschlag nach dem
Standardabweichungsprinzip mit d = 20% erhoben wird?

Vertiefungen zu diesem Abschnitt finden Sie in den Biichern von
Mack (Kapitel 3), Radtke/Schmidt und Schmidt (Kapitel 13).

Quintessenz

Eine risikogerechte Tarifierung ist das Herzstiick eines jeden
Versicherungsvertrages. Neben den zusitzlichen Kosten- und
Gewinnanteilen in der Pradmie garantiert nur eine saubere aktu-
arielle Rechnungsgrundlage langfristig das Uberleben und den
Erfolg einer Versicherungsgesellschaft. Dabei sind unterschied-
liche Aspekte wie ausreichende Risikozuschliage, Pramiendifte-
renzierung und Abwicklungsdauer fiir Spétschiden angemessen
zu beriicksichtigen.

43

Verlag




Lektion 6: Aktuarwissenschaften: Schaden-/Unfallversicherung —ELLBQF—O—BLLM—

\ Verlag

Riickversicherung

3  Riickversicherung

Unter Riickversicherung versteht man im Allgemeinen eine ,,Versicherung der Ver-
sicherer. Sie basiert auf einem frei vereinbarten Vertrag zwischen einem Erstver-
sicherer, der Zedent genannt wird, und einem Riickversicherer, genannt Zessiondir.
Riickversicherung dient zum einen als eine Form von Eigenkapitalersatz, zum
anderen dazu, grofle Risiken — etwa aus Naturkatastrophen — und damit eventuell
verbundene hohe finanzielle, eventuell sogar ruindse Belastungen zu mildern oder
sogar fast vollig zu vermeiden.

Bei der Form der Riickversicherung unterscheidet man grundsétzlich zwischen obli-
gatorischer und fakultativer Riickversicherung. Erstere bedeutet, dass die Abgabe
des Risikos vom Erstversicherer bzw. die Annahme des Risikos durch den Riick-
versicherer verpflichtend bzw. freiwillig (auch beziiglich der Risikoiibernahme!) ist.
Als Kombination beider Formen gibt es noch die fakultativ-obligatorische Riick-
versicherung (engl.: open cover), bei der der Zedent die freie Wahl hat, Risiken in
Riickdeckung zu geben, der Zessiondr aber in diesem Fall die Haftung {ibernehmen
muss.

Bei der Art der Riickversicherung unterscheidet man zwischen proportionaler und
nich-proportionaler Riickversicherung. Bei der ersteren {ibernimmt der Zessionar
einen bestimmten Anteil am versicherungstechnischen Risiko des Zedenten und
erhélt dafiir auch einen entsprechenden proportionalen Anteil an der Originalpramie
des Erstversicherers (plus ggf. weiterer Zuschldge). Wenn die Bemessungsgrundlage
fiir die Bestimmung des Beteiligungsverhiltnisses des Riickversicherers eine gestaf-
felte Versicherungssumme ist, spricht man auch von einer Summenexzedenten-
Riickversicherung.

Bei der nichtproportionalen Riickversicherung versichert der Riickversicherer seinen
Zedenten gegen Schéden, die dieser durch den Eintritt fest definierter Schaden-
ereignisse erleidet (z. B. Schiden aus Stiirmen, die meteorologisch einer klar
abgrenzbaren Wetterlage zugeordnet werden kdnnen, wie die regelméfig vor der
US-amerikanischen Ostkiiste auftretenden Hurrikane oder die schwer wiegenden
europdischen Winterstiirme, in Deutschland zuletzt Sturm Kyrill Anfang 2007 mit
einem Schadenpotenzial von iiber 2 Mrd. EUR). Die Hohe der Leistung des Riick-
versicherers wird ausschlieBlich durch die Hohe des Schadens bestimmt, weswegen
diese Art der Riickversicherung auch ,,Schadenriickversicherung® genannt wird.
Wenn sich die Riickversicherung auf Schidden aus Einzelereignissen bezieht, spricht
man von einem Excess-of-Loss-(kurz XL-)Vertrag, wenn sie sich auf den Jahres-
gesamtschaden bezieht, von einem Stop-Loss-(kurz SL-)Vertrag. Die Tarifierung
dieser Vertragsformen insbesondere bei Naturgefahren orientiert sich sehr héufig
an den in Abschnitt 1.3 vorgestellten Modellierungsansétzen.

44




Lektion 6: Aktuarwissenschaften: Schaden-/Unfallversicherung —ELLBQF—O—BLLM—

\ Verlag

Riickversicherung

3.1 Proportionale Riickversicherung

Die Grundform der proportionalen Riickversicherung bildet ein einfacher Quoten-
vertrag, bei dem sich der Riickversicherer in Bezug auf das Geschift seines Zeden-
ten wie ein stiller Teilhaber verhilt. Er tibernimmt im Verhiltnis zum Zedenten die
Verpflichtungen, die sich aus dessen Vertrdgen ergeben (inklusive der anteiligen
Verwaltungskosten), und stellt auf diesem Wege indirekt Eigenkapital zur Bewdl-
tigung der vom Erstversicherer iibernommenen Verpflichtungen bereit. Mit einer
Quote ibernimmt der Riickversicherer seinen Anteil von allen Deckungen so, wie
sie der Erstversicherer original {ibernommen hat.

Eine Summenexzedenten-Riickversicherung funktioniert im Prinzip wie ein Quoten-
vertrag, jedoch werden hier ein Selbstbehalt und die Riickversicherungsabgabe fiir
jede Risikoklasse individuell festgelegt. Maligeblich ist der auch als ,,erstes Maxi-
mum® bezeichnete Selbstbehalt des Erstversicherers. Er wird als absoluter Betrag
festgelegt. Hierzu wird eine die GroBe der einzelnen Risiken beschreibende Summe
herangezogen, in der Regel die Versicherungssumme, in einigen Sparten auch das
vom Risiko ausgehende Hochstschadenpotenzial. Die maximale Aufnahmeféhigkeit
eines solchen Vertrages wird als Vielfaches des Selbstbehalts (,,Anzahl Maxima*)
festgelegt. Die je Risikoklasse resultierende Quote ergibt sich aus dem Verhéltnis
der Anzahl der Maxima in Bezug auf die Risikosumme (Versicherungssumme).

‘O//// Beispiel 12

Eine Gebdudeversicherung vereinbart mit ihrem Riickversicherer
fiir das Privatkundensegment mit 17.245 Vertrigen eine 60-pro-
zentige Quotenabgabe. Die Gebidude sind in fiinf Versicherungs-
summenklassen in Schritten von 100.000 EUR gruppiert.

Das teuerste Gebdude hat eine Versicherungssumme von 495.000
EUR. Die Pramie des Erstversicherers betrdgt 0,75 %o der Ober-
grenze der jeweiligen VS-Klasse. Die nachfolgende Tabelle zeigt
die Versicherungsstruktur und die je VS-Klasse angefallenen
Jahresschidden (Bruttoschadenaufwand). Die monetidre Einheit
ist durchgédngig TEUR.

VS- Anzahl Beitragssatz |Beitrage EV |Abgabequote|zedierte |Beitrage gtr;t;?ﬂ—en- zedierte

Klasse Vertrage (in %o der VS) | (brutto) (in %) Beitrage |EV (netto) aufwand Schaden
100 7.841 0,75 588 60,00% 3563 235 507 304 203
200 4.785 0,75 718 60,00% 431 287 707 424 283
300 2.573 0,75 579 60,00% 347 232 443 266 177
400 1.289 0,75 387 60,00% 232 155 276 166 110
500 757 0,75 284 60,00% 170 114 260 156 104
Summe 17.245 2.555 1.180 1.022 2.193 1.316 877
Brutto-SQ: 85,82% Netto-SQ: 85,82%

Selbstbehalt
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Die Schadenquote betrégt in diesem Beispiel erwartungsgeméf
mit oder ohne Quotenriickversicherung (Netto-/Brutto-SQ)
85,82 %.
Beispiel 13
(Fortsetzung von Beispiel 12)
Die Gebédudeversicherung vereinbart abweichend zu Beispiel 12
mit ihrem Riickversicherer eine Summenexzedenten-Riickver-
sicherung mit vier Maxima. Die nachfolgende Tabelle zeigt die
Auswirkungen dieser proportionalen Riickversicherung:
) . . . e Brutto- .
e | Vi | (el | e waxmal Tt | zeden | BeseRV | sonssen | 25T | Sassenat
100 7841 0,75 588 0 0,00% 0 588 507 0 507
200 4785 0,75 718 1 50,00% 359 359 707 354 354
300 2573 0,75 579 2 66,67% 386 193 443 295 148
400 1289 0,75 387 3 75,00% 290 97 276 207 69
500 757 0,75 284 4 80,00% 227 57 260 208 52
Summe 17.245 2.555 1.262 1.293 2.193 1.064 1.129
in % der Brutto- o o 5 * P
e irage 49,39% 50,61% RV-SQ:  84,30%|  Netto-SQ: 87,30%

Die Nettoschadenquote steigt in diesem Beispiel gegeniiber
Beispiel 12 leicht an auf 87,30 %; die Schadenquote des Riick-
versicherers betrdgt dagegen nur 84,30 %, also leicht weniger
als die Schadenquote von 85,82 % vorher. Insgesamt zediert die
Gebéaudeversicherung mit diesem Vertragstyp knapp 50 % ihrer
Bruttobeitrige.

Dieses Beispiel finden Sie auch im Excel-Arbeitsblatt PropRV.
XLS.

Die Summenexzedenten-Riickversicherung scheint in diesem Beispiel im direkten
Vergleich mit der einfachen Quotenriickversicherung nachteilhaft zu sein; man muss
aber bedenken, dass die Entlastung hier iiberwiegend in den héheren VS-Klassen
eintritt, die moglicherweise auch mit einem hoheren Schadenpotenzial behaftet sind.
Die zufillige Entwicklung der Schidden kann also mit einem solchen Vertragstyp
durchaus auch eine Entlastung gegeniiber der reinen Quote bringen. Diesen Effekt
konnen Sie in der nachfolgenden Aufgabe 12 niher untersuchen.
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‘OI/// Ubungsaufgabe 12

Untersuchen Sie durch Ausprobieren mit dem Excel-Arbeitsblatt
PropRV.XLS, ab welchem Schadenaufwand in der hochsten VS-
Klasse in Beispiel 13 die Summenexzedenten-Riickversicherung
in Bezug auf die Nettoschadenquote giinstiger als ein reiner
Quotenvertrag wird, wenn in den iibrigen VS-Klassen die Scha-
denaufwinde gleich bleiben.

Ab welchem Schadenaufwand in der hochsten VS-Klasse wird
beim Quotenvertrag die 100 %-Grenze fiir die Schadenquote
iiberschritten? Wie verhilt sich hier der Summenexzedenten-
Riickversicherungsvertrag?

3.2 Nichtproportionale Riickversicherung

Bei der nichtproportionalen Riickversicherung vereinbaren Erst- und Riickversi-
cherer Ursache und Hohe eines Schadens beim Erstversicherer, der eine Leistung
des Riickversicherers auslost, sowie den Umfang der Leistungspflicht des Riickver-
sicherers. Der Riickversicherer erhilt fiir sein Leistungsversprechen einen von der
Originalprdmie unabhdngigen Riickversicherungsbeitrag. Bei Eintreten der riick-
versicherten Umstédnde ist er im Rahmen der zur Verfiigung gestellten Haftungs-
summe nach Abzug des im Vertrag vorgesehenen Selbstbehalts des Erstversicherers
(Prioritdt genannt) zu einer Ersatzleistung an diesen verpflichtet.

Ein Einzelschadenexzedent wird beschrieben durch die ,,Haftung excess (kurz: xs)
of Prioritdt™. Die Prioritét gibt an, bis zu welcher Hohe der Erstversicherer selbst
Anteile am Schaden triagt. Der Riickversicherer iibernimmt dann alle Kosten aus
Schiaden zwischen der Prioritdt und dem sogenannten Plafond; die Differenz aus
Plafond und Prioritét heilt Haftungsstrecke, das zugehorige Intervall wird meist
als Layer bezeichnet. Bei einem XL-Vertrag mit ,,6 Mio. EUR xs of 2 Mio. EUR"
tragt also der Erstversicherer am eventuellen Schaden einen Kostenanteil bis zu
2 Mio. EUR, der Riickversicherer trigt das, was dariiber hinausgeht, bis zu einer
Hohe von 8 Mio. EUR mit einer Haftungsstrecke von 6 Mio. EUR. Die folgende
Tabelle zeigt exemplarisch die technischen Aspekte dieses Riickversicherungsver-
trags.

Einzelschadenhdhe

Anteil Erstversicherer

Anteil Riickversicherer

Nicht versichert sind

1,5 Mio. EUR 1,5 Mio. EUR
2,8 Mio. EUR 2,0 Mio. EUR 0,8 Mio. EUR
9,4 Mio. EUR 2,0 Mio. EUR 6,0 Mio. EUR 1,4 Mio. EUR

In der Praxis werden in der Regel mehrere aufeinander autbauende Layer, zur Diver-
sifikation des Risikos hdufig bei verschiedenen Unternehmen, riickversichert.
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Die Tarifierung eines solchen Riickversicherungsvertrags erfolgt nach denselben
Prinzipien wie bei der Erstversicherung. Bezeichnen wir das Risiko des Erstversi-
cherers wieder mit X und mit a bzw. b die Prioritdt bzw. die Haftungsstrecke, tragt
der Riickversicherer das Risiko

0, X<a
Xp=1X—a, a<X<b
b—a, X>b.

Man kann zeigen, dass die Bedarfspramie des Riickversicherers fiir einen solchen
XL-Vertrag aus der Verteilungsfunktion £, des Risikos X berechnet werden kann
nach der Formel

b

E[x,,|= [(1=F(x))ax.

a

Fiir a= 0 und b = oo ergibt sich £ {X a‘b} = E[X], was Sinn macht, weil in diesem
Fall der Erstversicherer sein Risiko vollstdndig an den Riickversicherer transferiert,
also dessen Bedarfsprdmie mit derjenigen des Erstversicherers iibereinstimmt.

Im Fall einer Lognormalverteilung LN (,u,oz) fiir das Risiko X kann der letzte

Ausdruck explizit berechnet werden nach der Formel

E[Xab}:E[X] N ln(b)—y_gz e ln(a)_’u_az L
| - -
"'*b'[l—N M]]—w[l—N MH
v g

2

mit E[X]=exp|p —s—%],wobei N wieder die Verteilungsfunktion der Standard-

Normalverteilung bezeichnet.

Fiir einen Stop-Loss-Vertrag gilt in Bezug auf das Formelwerk dasselbe wie fiir
einen XL-Vertrag, auBBer dass hier der aggregierte Jahresschaden X und kein Ereig-
nisschaden betrachtet wird.

Das Verhiltnis aus Riickversicherungspramie und Haftungsstrecke wird in der
Riickversicherungsbranche auch als Rate on Line (RoL) bezeichnet.
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@ Beispiel 14
(Fortsetzung der Beispiele 12 und 13)

Die Gebidudeversicherung hatte mit ihrem Riickversicherer einen
Stop-Loss-Vertrag mit Prioritdt 1.800 TEUR und Haftungsstre-
cke 600 TEUR abgeschlossen. Der Aktuar der Riickversicherung
hatte auf der Basis der Daten der Versicherung herausgefunden,
dass sich die Schdden gut durch eine LN(,u,az)-Verteilung mit
pu=7,7und o=0,]1beschreiben lassen, d. h. mit E[X]=2.219
und der Streuung +/Var[X]=222.Mit diesen Zahlen hatte der
Aktuar eine Bedarfsprdmie von 392 TEUR errechnet (vgl. das
Excel-Arbeitsblatt NPropRV.XLS). Die Riickversicherung stellte der
Gebidudeversicherung eine Pramie von 450 TEUR fiir den SL Ver-
trag in Rechnung (entsprechend einer RoL von 75 %), sodass das
Nettoprdmienaufkommen der Gebdudeversicherung 2.105 TEUR
betragt.

Da sich der Bruttogesamtschaden auf 2.193 TEUR beléuft, tragt
die Gebiudeversicherung 1.800 TEUR selbst; 393 TEUR f{iber-
nimmt die Riickversicherung. Die Nettoschadenquote der Gebédude-
versicherung beléduft sich damit auf 85,51 %, die Schadenquote der
Riickversicherung betrigt 87,33 %.

XL- und SL-Riickversicherungsvertrige sind zur Minderung der Schadenlasten
aus Naturgefahren sehr verbreitet; als Tarifierungsgrundlage dienen dann in der
Regel die OEP- und AEP-Kurven der geophysikalischen Modelle, die ja gerade die
komplementdren Verteilungsfunktionen von Ereignis- und Jahresaggregatschiden
darstellen.

‘oll// Ubungsaufgabe 13

Berechnen Sie fiir die Betriebsunterbrechungsversicherung
aus Beispiel 8 die Riickversicherungsbedarfspramie fiir einen
SL-Vertrag mit Prioritdt 50 und Haftungsstrecke 100.

3.3 Alternativer Risikotransfer (ART)

Neben dem klassischen Instrumentarium der typischen Riickversicherung haben
sich seit einigen Jahren Alternativen entwickelt, die versicherungstechnische Risiken
auf den Kapitalmarkt transferieren. So kann ein Erstversicherer beispielsweise mit
einem so genannten Special Purpose Vehicle (SPV) — einer Zweckgesellschaft, die
meist in Ladndern mit gilinstiger Steuergesetzgebung an Offshore-Finanzplédtzen wie
den Bahamas u. a. angesiedelt ist — Wertpiere emittieren, die eine verbriefte Bin-
dung an definierte Ereignisse, typischerweise Naturgefahren, vorsehen (Insurance
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Linked Bonds). Treten solche Ereignisse wihrend der Laufzeit des Papiers ein, ist
der Emittent — das Erstversicherungsunternehmen — beispielweise von der Zah-
lung von Zinsen oder gar des belichenen Kapitals befreit. Andere Mdglichkeiten
bestehen in der Konstruktion von Derivaten, die sich auf ein Underlying beziehen,
das gefahrenbezogen ist (z. B. Temperaturkurven bei Wetterderivaten an definierten
Messstationen oder Schadenindices, die sich an kumulierten Katastrophenschiden
z. B. aus lokalen Hurrikanen vor der US-amerikanischen Ostkiiste orientieren).
Durch einen geschickten Handel mit Optionen auf solche Indices lésst sich dann
ein finanzieller Schutz gegen Verluste aus den Gefahren, mit denen das Underlying
assoziiert ist, aufbauen.

X Zum besseren Verstindnis des folgenden Textes sei auf die
I/ entsprechenden Ausfithrungen zu Finanzderivaten in den Lek-
tionen 1, ,,Finanzmathematische Grundlagen®, und Lektion 3,
»Kapitalmarktprodukte: Charakteristika und Bewertung®, ver-

wiesen.

Ein Indexpunkt bei solchen Versicherungsderivaten entspricht dabei grundsétzlich
einem festen Schadenbetrag L, z. B. L = 10 Mio. USD. Eine Call-Option mit Aus-
iibungspreis X auf einen solchen Index greift also dann, wenn der Index zu einem
bestimmten, vorher festgelegten Zeitpunkt (z. B. einem Quartalsende) den Wert X
erreicht oder {iberschreitet. Die damit verbundene Auszahlung durch den Verkau-
fer der Call-Option wird in sogenannten Ticks verrechnet, d. h., pro Indexpunkt
Unterschied zwischen Indexwert # und Ausiibungspreis X wird im Ausiibungsfall
eine feste Summe Q, z. B. O = 200 USD, vergiitet. Erreicht der Indexwert /¥ den
Austiibungspreis X dagegen nicht, ist die Option wertlos; es findet dann keine Aus-
zahlung statt.

In dieser Konstruktion entspricht der Ausiibungspreis X der Prioritit a einer
Riickversicherung mit Illimitée-Deckung, d. h. b =oco. Allerdings ist hierbei nur
der ,,Markt* als Ganzes versichert, nicht unbedingt ein einzelnes Versicherungs-
unternehmen. Durch Kauf einer Call-Option mit Ausiibungspreis X, auf den Index
und gleichzeitigem Verkauf einer Call-Option mit hdherem Ausiibungspreis X, auf
den Index (sogenannter Bull-Call-Spread) erhélt man ein Konstrukt, das der klas-
sischen Riickversicherung mit Prioritdt a (bezogen auf X,) und Plafond b (bezo-
gen auf X,) entspricht. Das folgende fiktive Beispiel soll verdeutlichen, wie dies
technisch funktioniert.

Beispiel 15

In einem Gebédudeversicherungsmarkt sind fiinf Unternehmen
vertreten mit folgenden Marktanteilen « :
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Unternehmen i 1 2 3 4 5
Q; 0,10 0,05 0,35 0,20 0,30

Unternehmen 1 mochte sich auf dem Finanzmarkt . riickver-
sichern” iiber einen Bull-Call-Spread, der einer klassischen
Riickversicherung mit Prioritdit @ = 50 Mio. USD und Plafond
b =100 Mio. USD entspricht. Da der Marktanteil 10 % betrégt,
entspricht dies Indexwerten zwischen 50 Punkten (= 500 Mio.
USD) und 100 Punkten (= 1 Mrd. USD). Die Ausiibungspreise
sind hier also gegeben durch X, =50 und X,=100. Da
jeder Indexpunkt 10 Mio. USD/200 USD = 50.000 Ticks ent-
spricht und der Marktanteil 10 % betrdgt, miissen also 5.000
Spreads erworben werden. Die Call-Option zum Ausiibungs-
preis X, = 50 koste nun 600 USD, die zum Ausiibungspreis
X, = 100 koste 350 USD. Dann betrigt der finanzielle Aufwand
fiir das Unternehmen genau 250" 5.000 = 1,25 Mio. USD oder
in der Sprache der klassischen Riickversicherung 2,5 % RoL (fiir
die Haftstrecke von 50 Mio. USD).

Wir betrachten jetzt drei Szenarien fiir mogliche Schadenent-

wicklungen:
Szenario 1 Unternehmen i 1 2 3 4 5
Schaden (Mio. USD) 55 27 195 | 110 | 123
Szenario 2 Unternehmen i 1 2 3 4 5
Schaden (Mio. USD) 45 28 | 204 | 122 | 1M
Szenario 3 Unternehmen i 1 2 3 4 5

Schaden (Mio. USD) | 55 | 27 | 195 | 110 | 103

In den ersten beiden Szenarien betrdgt der Marktschaden 510
Mio. USD mit Indexwert W = 51, d. h., die Call-Option mit
Ausiibungspreis X, = 50 greift in beiden Fillen. Die Aus-
zahlung an Unternehmen 1 belduft sich in beiden Szenarien
auf 5000° 1" 200=1 Mio. USD. Fiir das erste Szenario wére
eine klassische Stop-Loss-Riickversicherung mit der Entschidi-
gungszahlung von 5 Mio. USD giinstiger gewesen, im zweiten
Szenario hitte die Riickversicherung wegen Unterschreitens
der Prioritdt gar nicht gezahlt. Kritisch ist Szenario 3, da hier
der Marktschaden nur 490 Mio. USD mit Indexwert W = 49
betrégt, also beide Optionen wertlos sind und damit keine Aus-
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zahlung an Unternehmen 1 erfolgt, wogegen die klassische
Riickversicherung wieder 5 Mio. USD gezahlt hitte.

Dies zeigt, dass ein solcher alternativer Risikotransfer in der Regel kein exaktes
Aquivalent fiir die Riickversicherung sein kann; manchmal ist er trotz gleichen
Schadenaufkommens giinstiger (Szenario 2), manchmal ungiinstiger (Szenarien 1
und 3).

Die obige Rechnung zeigt, wie die Anzahl n der benétigten Spreads und die Aus-
tibungspreise X, und X, durch die GréBen L,Q,a,b und o (Marktanteil) allge-
mein bestimmt werden konnen, namlich durch

“a
1 ol 2 al, Q .
Sind die Optionspreise entsprechend gegeben durch C,und C,, kostet der ,,Riick-

versicherungsschutz* also genau 7n-(C, —C,) mit einer RoL von

n(C,-C)

_ 16—
b—a 0X,—

—C,

Vertiefungen zu diesem Abschnitt finden Sie in den Biichern von
\»‘/ Liebwein, Mack (Kapitel 4), Schmidt (Kapitel 9) und Schwepcke.

N\ N

/4 Quintessenz

Die Riickversicherung und ihre modernen Kapitalmarktvari-
anten sind ein unverzichtbares Instrument fiir das ,,Uberleben*
jedes Schaden-/Unfallversicherungsunternechmens, insbesondere
bei der Absicherung gegen industrielle Grofschéden oder Natur-
gefahren. Die moglichen Vertragsformen sind duBerst vielfaltig
und erfordern fiir die Tarifierung insbesondere bei den nicht
proportionalen Versicherungsformen ein erhebliches aktuariel-
les Wissen.
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4  Aspekte eines quantitativen Risikomanagements

Spétestens seit der Einfiihrung der aufsichtsrechtlichen Mindestanforderungen
an das Risikomanagement (MaRisk VA) durch die BaFin Anfang 2009 sind alle
deutschen Versicherungsunternehmen gehalten, dem firmeninternen Risikomanage-
ment verstarkt Aufmerksamkeit zu widmen. Im Rahmen von Solvency II findet sich
dieses Thema auch in der Sdule II wieder unter dem Stichwort ORSA: Own Risk
and Solvency Assessment. Aber auch die Sdule I mit ihrem Standardansatz zur Sol-
venzkapitalbestimmung ist schon stark geprédgt durch mathematische Verfahren zur
Risikomessung und -bewertung. Die Hintergriinde dieser Vorschriften sollen Sie in
den letzten beiden Abschnitten dieser Lektion etwas genauer kennen lernen.

4.1 RisikomaBe und Solvenzkapitalbestimmung

Risikomessung und Risikomafe sind ein unverzichtbarer Bestandteil aller aufsichts-
rechtlichen Vorgaben zur Solvenzkapitalbestimmung fiir Versicherungsunterneh-
men. Die aktuelle Diskussion iiber Risikomale, die der iiber Pramienprinzipien
dhnlich ist (vgl. Abschnitt 2.2), konzentriert sich dabei verstirkt auf axiomatisch
begriindete Konzepte, darunter das Konzept der Kohdrenz. Wir bezeichnen hier
wieder mit R die Menge der Risiken X, fiir die eine Risikobewertung (-messung)
vorgenommen werden soll.

Ein RisikomaB auf der Menge R heif3t kohdrent, wenn es folgende Eigenschaften
besitzt:

* R ist positiv homogen, d. h., es gilt:
R(cX)=cR(X)firalle c>0 und X € R;

* R ist translationsinvariant, d. h., es gilt:
R(X+c)=R(X)+cfiralle X€cRundc€Ej;

* R ist subadditiv, d. h., es gilt:
R(X+Y)<R(X)+R(Y)fir alle X, Y €R;

* R ist monoton, d. h., es gilt:
R(X)<R(Y)furalle X,y e Rmit X <Y.

Die (nicht unumstrittene) Bedingung der Subadditivitét soll dabei den so genannten
Diversifikationseffekten Rechnung tragen. Ein sehr gebrauchliches Risikomal, das
im Basel-II-Prozess und in der Lebensversicherung Anwendung findet, ist der Value
at Risk zum Risikoniveau o, definiert durch

VaR (X):=F'(1-a)fiir 0< a<],
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wobei hier F' die Verteilungsfunktion des Risikos X bezeichnet. Der Value at Risk
entspricht damit inhaltlich dem Quantil-Prinzip der Primienkalkulation. In der
Versicherungstechnik ist dieser Ausdruck auch als PML (Probable Maximum Loss)
zur Wiederkehrperiode 7' =1/ a bekannt. Er bezeichnet als Risikokapital denje-
nigen finanziellen Betrag, der ausreicht, damit das Unternehmen mit Wahrschein-
lichkeit 1 — «v allen finanziellen Verpflichtungen, die mit diesem Risiko verbunden
sind, innerhalb der zugrunde gelegten Zeitperiode — unter Solvency Il ist das ein
Geschiftsjahr — nachkommen kann.

Der Value at Risk erfiillt grundsétzlich alle obigen Anforderungen bis auf eine: Er
ist leider fiir viele Verteilungsfamilien von Risiken kein kohédrentes Risikomall im
obigen Sinne, da die Subadditivitdtsbedingung verletzt ist.

‘O//// Beispiel 16
Die Risiken X und Y seien stochastisch unabhingig und jeweils
Pareto-verteilt mit der Verteilungsfunktion

F(x):l—; x>0.

(—l—f—x, jtl

Dann kann die Verteilungsfunktion G des Summenrisikos
S := X 4 Y explizit berechnet werden:

NIE

G(z)=1-2 , z>0.
24z

Hieraus folgt:

VaR (X)=VaR (Y)=F '(1—a)= iz VaR, (X)+ VaR (¥)= %
(@] (@4

4 2
VaR (S)=G '(l—a)=——2—— =
o’ 1++1-a

rv::z—4 (a—0)
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10.000

1.000 &
\\ VaR, (5)

100

10

VaR_(X)+ VaR_(¥)

0 0,2 0.4 0,6 08 1
o

Abbildung 8: Vergleich des Value at Risk fiir das Summenrisiko mit der
Summe der Vakue-at-Risk-Werte der Einzelrisiken
Quelle: eigene Darstellung

Offenkundig gilt hier VaR _(S) > VaR _(X)+ VaR (Y) fir
0< a<0,8, d. h.,, der Value at Risk ist im Allgemeinen nicht
subadditiv.

Ein weiteres — kohérentes — RisikomaB ist der u. a. im Schweizer Solvenztest (SST)
verwendete Expected Shortfall, der im Fall der Stetigkeit der Risikoverteilung als
bedingter Erwartungswert der Beobachtungen oberhalb des VaR _ gegeben ist, d. h.
(mit einigen analytischen Umformungen):

1 a
ES,(X)=E(X|X > VaR (X))= il fF’l(x)dx - lfVaR,,(X)du
« «
0

I—a

(synonyme Bezeichnungen sind in diesem Fall 7ail Value at Risk und Conditional
Value at Risk). Der Expected Shortfall kann auf zwei Weisen interpretiert werden:
einmal als ,,Mittelwert* aller Schaden oberhalb des Value at Risk, zum anderen als
gemittelter Value at Risk tber alle Risikoniveaus unterhalb von «. Er ist zugleich
das kleinste kohdrente Risikomal oberhalb des Value at Risk.

Da der Value at Risk als grundlegendes Risikomal} Eingang in die Solvenzkapital-
berechnungen unter Solvency II gefunden hat, sollen hier noch fiir die Klasse der
Lognormalverteilungen LN (,u, o ), die dort ebenfalls von zentraler Bedeutung fiir
die Schaden-/Unfallversicherung sind, die explizit bekannten Formeln fiir beide
Risikomale vorgestellt werden.

Es sei X ein LN (,u,02> -verteiltes Risiko. Dann gilt:
VaR ,(X) = exp(u+u,0)

2

ES, (X)= iexp[,u +%](1 —N(u,—0))
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mit u, =N 71(1 —a)fir 0<a<]1.Hier bezeichnet N wie im -einfithrenden
Abschnitt 1.1 die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung und N ' die
zugehorige Quantilfunktion (Inverse). #,kann damit auch als Value at Risk eines
standardnormalverteilten Riskos zum Risikoniveau « aufgefasst werden.

Die Berechnung dieser Risikomafe fiir Lognormalverteilungen
ist im Excel-Arbeitsblatt QQPlot. XLS hinterlegt.

Die Berechnung des Solvenzkapitals (SCR: Solvency Capital Requirement) im
Modul Nicht-Leben der europaweit durchgefiihrten Auswirkungsstudien zu Sol-
vency Il (QIS: Quantitative /mpact Studies) wurde auf der Basis von Schaden-
Kosten-Quoten der Vergangenheit durchgefiihrt, wobei die reinen Sachsparten
der Schaden-/Unfallversicherung in groferen Gruppen, darunter verschiedene
Haftpflichtversicherungstypen, Feuer- und Sachversicherung, Kredit- und Kau-
tionsversicherung, Rechtsschutzversicherung u. a. zusammengefasst wurden. Als
Modellansatz wurde dabei unterstellt, dass die jahrlichen Schadenaufwendungen
(inklusive Kostenanteilen) in diesen Gruppen dargestellt werden kdnnen als Rea-
lisationen eines Produkts S =V -X,bei dem V' das aktuelle Primienvolumen und
die Schaden-Kosten-Quote X eine LN(ﬂ,UZ)—Zufallsgr(')Be mit Erwartungswert
E[X]=1ist? (Dies bedeutet anschaulich, dass fiir die Berechnung des Solvenz-
kapitals in den QIS — unabhingig von den tatsdchlichen Gegebenheiten des einzelnen
Versicherungsunternehmens — durchgehend eine durchschnittliche Schaden-Kos-
ten-Quote von 100 % unterstellt wurde!) Die Streuung der Lognormalverteilung
wurde durch die empirische Streuung der historischen Schaden-Kosten-Quoten
geschitzt.

Von der Idee her ist das Solvenzkapital SCR je Gruppe der Differenzbetrag zwi-
schen dem in den QIS verwendeten Risikomal} Value at Risk (zum Risikoniveau
a= 0,005 — entsprechend einer Wiederkehrperiode von 200 Jahren) und dem vor-
handenen Kapital, gemessen durch das Pramienvolumen ¥, oder in Formeln, unter
Ausnutzung der positiven Homogenitét des VaR:

SCR = VaR ,,,s(S) =V =V VaR ;. (X) =V =(VaR,, 5 (X)—1) V.
Das SCR entspricht also gerade demjenigen Kapital, das liber die Pramieneinnahmen
hinaus erforderlich ist, um einen ordnungsgemafBen Geschéftsbetrieb im Folgendef

Geschiftsjahr mit 99,5-prozentiger Wahrscheinlichkeit sicherstellen zu kdnnen.

3 Genau genommen wurde — neben einer ldnderspezifischen Differenzierung — dieser Ansatz je Gruppe
noch iiber einen Credibility-ahnlichen Ansatz mit Marktdaten verschnitten, wobei die Gewichtungs-
faktoren europaweit einheitlich vorgegeben wurden.
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Die obige Formel fiir das SCR lésst sich durch einige Uberlegungen weiter konkre-
tisieren: Aus der Annahme

E[X]=exp

+U—2 =1
a 2
folgt zunédchst

/u:_?:

Aus
S =Var[X]= (exp(az)—l)-exp(Zu - 02)
= (e:>(p(02)—1>-{E[X]}2 = (exp(ol)—l)
ergibt sich damit

o= 1n(1—|—sz),

sodass der Parameter o der Lognormalverteilung iiber die empirische Standard-
abweichung * § der Schaden-Kosten-Quoten wie folgt geschétzt werden kann:

= In(145).
Durch Einsetzen dieses Schitzwertes in die Formel VaR  (X)=-exp (ﬂ + u”a) fiir
den Value at Risk eines LN (,u, 0'2) -verteilten Risikos X (mit dem (1 — a)-Quantil

u,der Standardnormalverteilung, s. 0.) erhalten wir also abschlie3end:

SCR = (VaRo.oos(X) - l) V= (eXp (,U + ”04005&) - 1> v

exp(u“w. |n<l+§z>)
1+ 3§

V= 1|7

&2—0— o|—1
=|exp|——+u,0|—
p 2 e

Dies entspricht genau der SCR-Formel, die in den letzten QIS implementiert war.

4 Im Gegensatz zur ML-Schatzung ist hier im Nenner um 1 kleiner; vgl. Formel (2.9) in Lektion 1.
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‘QI//’ Beispiel 17
Die folgende Grafik zeigt die Entwicklung der Schadenaufwinde
(inklusive Kostenanteilen) in Mio. EUR sowie die zugehdrigen
Schaden-Kosten-Quoten in der Sparte ,,private Haftpflichtver-
sicherung® eines Schaden-/Unfallversicherers in den Jahren
1995 bis 2009. Das jahrliche Prdmienvolumen betrégt konstant
5 Mio. EUR.

Verlauf der Schadenquoten

300%

z

o|~]o|als]|w|n]|=]F

Jahr | Schaden
2,069
1,074
1,611
1.832
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5.467

13,704

100% 1,138

4121

1,229

50% 1,536
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0%
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Abbildung 9: Beispielverlauf von Schaden-Kosten-Quoten
Quelle: eigene Darstellung

Als der Aktuar der Gesellschaft untersuchen Sie die Datenreihe
mithilfe eines Q-Q-Plots (vgl. Abschnitt 2.1) und erhalten daraus
folgende Informationen:

Q-Q-Plot Loghormal-Verteilung

n
=}

y = 1,0311x - 0,9226

-2,0 -1,5 -1,0 05 o%/ e e 8o

k-3

Log Schaden-Kosten-Quoten

2.0
=30

Quantile

Abbildung 10: Q-Q-Plot der logarithmierten Schaden-Kosten-Quoten
Quelle: eigene Darstellung
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Als Schitzer fiir die Parameter der Lognormalverteilung lesen
Sie hieraus ab:

fo =—0,9226 sowie &,,=1,0311.

Durch Einsetzen in die allgemeine SCR-Formel oben erhalten
Sie damit:

SCR,, = (exp(,&QQ g 050 ) — 1)V = 23,296,

also eine unternehmensinterne Einschitzung fiir das Solvenz-
kapital in diesem Segment in Hohe von 23,296 Mio. EUR.

Mit einer Gegenrechnung nach dem in den QIS implementierten
Formelwerk erhalten Sie abweichend:

§=0,6923 und daraus &= ln(l + §2) =0,6258

mit einem deutlich kleineren (!) resultierenden SCR in Hohe
von

exp(uo‘ooj : ln(l + 3'2)>
SCR s = : —1[-V =15,604,

V145

also nur 15,604 Mio. EUR.

@ Dieses Beispiel finden Sie auch im Excel-Arbeitsblatt SCR.
XLS.

Beispiel 17 zeigt, dass die (voraussichtlichen) Solvenzkapitalberechnungen in der
Séule I von Solvency II unter Umstdnden giinstigere Anforderungen ergeben als
unternehmensinterne Berechnungen, obwohl die tatsdchliche mittlere Schaden-Kos-
ten-Quote des Beispielunternehmens nur bei 61,11 % liegt. Eine kiinstliche Her-
aufsetzung der mittleren Schaden-Kosten-Quote auf 100 % unter Verwendung der
empirischen Standardabweichung fiir die Schitzung von o fiihrt also entgegen der
Intuition nicht automatisch zu einer im Prinzip wiinschenswerten konservativen
Schitzung des Solvenzkapitalbedarfs. Dies liegt daran, dass bei diesem Vorgehen

A2
. . . . . o
dem zweiten Parameter der Lognormalverteilung intern der fiktive Wert ;3 = ——

zugewiesen wird, der sich deutlich vom wahren Parameter x unterscheidet, wenn
die mittlere Schaden-Kosten-Quote stark von 100 % abweicht. Im obigen Beispiel ist

A2

das 4 = f% = —0,1958 im Vergleich zum deutlich anderen Wert /,,, = —0,9225!
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Da in die Berechnung des SCR aber beide Parameter eingehen, kdnnen die beiden
Methoden zu unterschiedlichen Ergebnissen fiihren.

Wihlt man fiir die Schiatzung der Parameter nicht die Q-Q-Plot-Methode, sondern
die Maximum-Likelihood-Methode (vgl. Abschnitt 2.1), konnen wieder andere
SCR-Schitzungen resultieren. Fiir das obige Beispiel erhdlt man hier:

f,, =—0,9225 —0,8834,

sowie 7
was zu einer geschétzten Solvenzkapitalanforderung von

SCR,, = (exp</2w, + uo,oos&w,)_ 1) -V =14,346,

also 14,346 Mio. EUR fiihrt, was jetzt sogar unter dem SCR ¢ liegt.

/ Ein schwer wiegendes Problem bei einer unterstellten Lognormal-

verteilung fiir ein Risiko ist die hohe Volatilitdt der Schitzer fiir

das Solvenzkapital. Selbst geringe Unterschiede insbesondere im

Skalenparameter ¢, die iiblicherweise beim Einsatz alternativer

statistischer Schitzverfahren auftreten, konnen zu erheblichen
Abweichungen im SCR fiihren.

Die bisherige QIS-Methodik leidet zudem unter einem systema-
tischen mathematischen Defizit, weil sie in Bezug auf die
Risikosituation und im Vergleich mit der ML-Schitzmethode
gut positionierten Unternechmen mit geringen durchschnitt-
lichen Schaden-Kosten-Quoten tendenziell zu hohe SCR-Werte
zuweist, schlechter gestellten Unternehmen dagegen zu nied-
rige.

7 Ubungsaufgabe 14

Y
Untersuchen Sie unter Verwendung des Excel-Arbeitsblatts SCR.
XLS, wie die nach den drei vorgestellten Verfahren geschitzten
Solvenzkapitalien in Beispiel 17 reagieren, wenn sich das Pré-
mienvolumen auf

a) 10 Mio. EUR
b) 18 Mio. EUR
¢) 1 Mio. EUR

belaufen wiirde. Wie beurteilen Sie in diesem Zusammenhang
die Solvenzkapitalanforderungen nach QIS?
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Ubungsaufgabe 15

Wie reagieren die SCR-Berechnungen in Beispiel 17, wenn
lediglich die letzten fiinf Jahre der Schadenerfahrung beriick-
sichtigt werden, wie es die QIS z. B. im Segment der Gebaude-
versicherung (Feuer-Sach) vorsieht?

Vertiefungen zu diesem Abschnitt finden Sie in den Biichern
\»‘/ von Cottin/Doéhler (Abschnitt 6.2), Diers (Abschnitt 9.2.1) und
Kortebein (Kapitel 2).

4.2 Interne Risikomodelle fiir die Schaden-/Unfallversicherung

Eine wesentliche Neuerung der zukiinftigen aufsichtsrechtlichen Ausgestaltung
des européischen Solvency-1I-Prozesses liegt in der Prinzipienbasiertheit gegen-
iiber der bisherigen starren Regelbasiertheit. In der Konzeption von Solvency II
ist daher die Moglichkeit vorgesehen, dass Versicherungsunternehmen eigene
aktuarielle Modelle einsetzen, um die in der Séule I verankerten quantiativen
Solvenzkapitalberechnungen unternehmensspezifisch abzugleichen oder sogar nach
Beantragung auf Zulassung durch geeignete interne Modelle zu ersetzen. Die im
vorangehenden Abschnitt behandelte Problematik der angemessenen Bestimmung
einer addquaten Eigenkapitalausstattung hat Ihnen bereits gezeigt, wie wichtig sol-
che Modelle insbesondere fiir Schaden-/Unfallversicherer sind, die in aller Regel
neben exponierten industriellen Grofrisiken auch extreme Naturgefahren (Sturm,
Hagel, Uberschwemmungen ...) z. B. im Rahmen der Geb#udeversicherung tra-
gen. Interne Risikomodelle werden zukiinftig aber nicht nur fiir aufsichtsrecht-
liche Zwecke eingesetzt werden. Sie konnen ndmlich grundsétzlich mathematische
Ergebnisverteilungen fiir diejenigen Wertgrof3en produzieren, die in einem grof3eren
O6konomischen Rahmen zur ganzheitlichen Unternehmenssteuerung und -bewer-
tung geeignet sind. Technisch wird dies durch die rasante EDV-Entwicklung der
letzten Jahre und die fortschreitenden Programmiertechniken ermdglicht, mit denen
man Millionen von Simulationsléufen in kurzer Zeit erzeugen kann. Die Erstellung
einer Vielzahl unterschiedlicher Szenarien auf der Aktiv- und Passivseite der Bilanz
ermoglicht dem Management damit quasi ,,einen Blick in die Zukunft®. So konnen
die Auswirkungen unternehmerischer Entscheidungen bereits im Computer auf ihre
Effizienz getestet werden. Fiir Schaden-/Unfallversicherer sind hier als besonders
wichtige Anwendungsgebiete zu nennen:

 eine risikogerechte Tarifierung aller Versicherungsprodukte unter Ein-
schluss der relevanten Kostenanteile

» die Ausgestaltung einer effizienten und preislich optimierten
Riickversicherungsstruktur

+ eine risikogerechte Spitschadenriickstellungsstrategie und -bewertung

* der Aufbau eines ganzheitlichen Risikomanagementsystems

» cine angemessene Risikokapitalallokation

* ein effizientes Asset-Liability-Management
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Passivmodell

Bestandsmodell Stoch. Projektionen

Riickver-

- Annahmen zur sicherungs- .
modell Abwicklungs-

Bestandsentwickl.

- Annahmen zur - Kumul- -
Geschaftspolitik schaden

- Annahmen zu
externen Entwick-

lungen (z.B. Basis- und
Pramienzyklen -
ramienzyklen) GroB3schaden
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Bestandsmodell KA |

- Existing u. Invest-
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zierungsregeln, etc.

Projektionen der
Kapitalmarkt- ‘ Kapitalanlagen —
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Abbildung 11: Schematische Darstellung eines internen Modells
Quelle: D. Diers: Interne Unternehmensmodelle, ifa-Verlag 2007

Die Konzeption und inhaltliche Ausgestaltung eines internen Modells ist, wie
man der obigen Grafik aus der Monografie von Diers entnehmen kann, eine sehr
anspruchsvolle Aufgabe. Neben den in dieser Lektion vorgestellten aktuariellen
Methoden im Passivmodell spielen fiir interne Modelle auch finanzmathematische
Aspekte, wie sie in den Lektionen 2 bis 4 vorgestellt wurden, im Aktivmodell eine
wichtige Rolle.

Vertiefungen zu diesem Abschnitt finden Sie in den Biichern
& von Diers und Kortebein.

Quintessenz

-

ie zukiinftige Ausgestaltung von Solvency II erlaubt es prinzipi-
ell allen europdischen Versicherungsunternehmen, auf der Basis
interner Modelle eigene Solvenzkapitalberechnungen im Ver-
gleich mit der Séule I vorzunehmen. Hiermit ist eine gro3e Her-
ausforderung an die im Sachversicherungsbereich arbeitenden
Aktuare verbunden, die ein profundes Wissen in der Versiche-
rungs- und Finanzmathematik gleichermaflen erfordert.
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

Sie haben in dieser Lektion viele grundlegende Anwendungsfelder, Begriffe und
Modellierungsansétze der aktuariellen Versicherungsmathematik mit einem Fokus
auf die Schaden-/Unfallversicherung kennen gelernt. Ein Schwerpunkt der Lek-
tion bestand in dem interaktiven Bearbeiten von Beispielen mit einem Tabellen-
kalkulationsprogramm, das Ihnen das Verstindnis der mathematischen Sachverhalte
erleichtern und Anregungen fiir eigene Anwendungen geben sollte.

In Kapitel 1 haben Sie die wahrscheinlichkeitstheoretischen Grundlagen der Risiko-
theorie kennen gelernt, die die Basis der mathematischen Modellierung im Bereich
der Schaden-/Unfallversicherung bilden.

Im zweiten Kapitel wurde Ihnen eine Ubersicht iiber die unterschiedlichen mathe-
matischen Methoden und Verfahrensweisen zur Tarifierung von Versicherungsver-
trdgen vermittelt.

Riickversicherung als Instrument der Risikoliberwilzung auf den sekundéren Ver-
sicherungs- und Finanzmarkt haben Sie in Kapitel 3 ndher kennen gelernt.

Im vierten Kapitel haben Sie einen ersten Einblick in die aktuellen Entwicklungen
und mathemematischen Werkzeuge zur Einrichtung eines quantitativen Risikoma-
nagements speziell im Hinblick auf die zukiinftigen aufsichtsrechtlichen Vorgaben
flir die europdische Versicherungswirtschaft erhalten.

Naturgemil konnen in einem solchen Lehrgang nicht alle Aspekte der Aktuarwis-
senschaften vollstdndig behandelt werden. Dafiir ist das Gebiet mit seiner {iber 300-
jahrigen Geschichte zu umfangreich und zu spezialisiert. Die in der Literaturliste
aufgefiihrten Titel, die in Ausziigen auch zur Abfassung dieser Lektion gedient
haben, bilden aber eine gute Ergdnzung zur Vertiefung des gelernten Stoffes.
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Ubungsaufgaben

Die Ubungsaufgaben entsprechen denen in den jeweiligen
Kapiteln, siche den entsprechenden Hinweis in der Zielformu-
lierung dieser Lektion. Die Losungen zur Selbstkontrolle folgen
im Anschluss.

Gs

Aufgabe 1

Wie grof} ist in Beispiel 1 die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass im Versicherungsjahr
mindestens 100.000 EUR Versicherungsleistung im Kollektiv ausbezahlt werden?

Aufgabe 2

Bei einer privaten Haftpflichtversicherung wird unterstellt, dass pro Jahr von 2.000
Versicherten im Schnitt einer einen GroBschaden (iiber 10.000 EUR) verursacht.
Das betrachtete Kollektiv enthélt 500 Versicherte. Welche Verteilung besitzt die
jéhrliche Anzahl der GroB3schiaden im Kollektiv, wenn diese Grof3e pro Versicherten
als Poisson-verteilt angenommen wird?

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Kollektiv mehr als zwei Grof3-
schiaden verursacht?

Aufgabe 3

Fiir die jahrlichen Schidden aus einer Kraftfahrzeug-Haftpflichtversicherung fiir
minnliche Fahranfianger mit einer bestimmten Regional- und Typklasse wird aus
Erfahrung eine Normalverteilung mit dem Erwartungswert p =900 EUR und eine
Standardabweichung o= 400 EUR angenommen. Wie grof3 ist nach dem Solvency-
[I-Standard der Risikozuschlag, wenn das Kollektiv 500 Versicherte umfasst? Wie
andert sich der Risikozuschlag bei Vervierfachung der Versichertenzahl? Wie grof3
ist jeweils die resultierende Pramie?

Aufgabe 4

Wie grol3 wird asymptotisch die technische Ruinwahrscheinlichkeit, wenn eine Pra-
mie unterhalb der Bedarfspramie festgesetzt wird?
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Aufgabe 5

Ein Versicherungsunternehmen betreibt eine Feuerversicherung fiir gewerbliche
Risiken. Im Risikohandbuch sind fiir die fiinf groften Betriebe folgende Angaben
zu finden (in Mio. EUR):

Betrieb 1 2 3 4 5
Maximalschaden 10 7 5 2 1
Eintrittswahrscheinlichkeit 0,001 0,002 0,002 | 0,02 | 01

Berechnen Sie approximativ mit der Panjer-Rekursion die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass im Kollektiv der fiinf Betriebe ein jahrlicher Schaden von 7 Mio. EUR und
mehr entsteht.

Aufgabe 6

Fiir die jahrlichen Einzelschadenhdhen aus einer Kraftfahrzeug-Haftpflichtversiche-
rung fiir mannliche Fahranfanger mit einer bestimmten Regional- und Typklasse
wird aus Erfahrung eine Verteilung mit der Verteilungsfunktion

F(x)=1- fiir x>0

(1+x)°

angenommen (monetére Einheit: 500 EUR). Die Schadenfrequenz wird als Pois-
son-verteilt angenommen mit dem Erwartungswert A = 2,3. Wie grof3 ist nach dem
kollektiven Modell der Risikotheorie die Bedarfspramie? Wie grof3 ist approximativ
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Fahranféinger im Versicherungsjahr einen
Gesamtschaden von maximal 1.000 EUR verursacht?

Hinweis: Der Erwartungswert FE [Y]einer Zufallsvariablen Y mit Verteilungsfunk-
tion F kann alternativ berechnet werden iiber die Formel

E[Y] = (I—F(x))dx.

ng

Aufgabe 7

Ein Versicherungsunternehmen betreibt eine verbundene Gebdudeversicherung
(VGV) fiir private Wohngebéude. Die Gebédude liegen in zwei verschiedenen Regi-
onen R und R,. Je nach Region konnen fiinf verschiedene Sturmszenarien eintre-
ten. Die folgende Tabelle gibt — regional differenziert — die zugehorigen Event Loss
Tables wieder (monetire Einheit: 1 Mio. EUR):
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Szenario 1 2 3 4 5
R, | Loss 1 2 | 4 5 7
Rate 12108103 015 | 0,05
Szenario 1 2 3 4 5
R, | Loss 1 3 4 5 6
Rate 09 |04 | 01| 005 | 005

a) Berechnen Sie die AEP- und OEP-Kurven regional differenziert sowie fiir
den Gesamtbestand.

b) Fiir beide Regionen sollen jeweils Reserven in Hohe des 99,5 %-Quantils der
Gesamtschadenverteilung gebildet werden (Solvency-II-Standard).

c) Welcher Diversifikationseffekt ergibt sich, wenn man statt der regionalen
Differenzierung eine Reserve in Hohe des 99,5 %-Quantils der Gesamtscha-
denverteilung fiir den Gesamtbestand bildet?

Aufgabe 8

Untersuchen Sie unter Verwendung des Excel-Tabellenblatts QQPlot. XLS, wie
die Schétzer fiir 2 und o bzw. die Bedarfsprimie auf den grofiten beobachteten
Schaden des Jahres 2001 in Beispiel 8 reagieren, indem Sie diesen Wert der Reihe
nach durch die Zahlen 100, 90, 80, 70 ersetzen. Wie reagiert darauf der Q-Q-Plot?

Aufgabe 9

Es gibt Lage-Skalenfamilien von Verteilungen, fiir die die ML-Schétzer nicht ele-
mentar berechnet werden kdnnen, z. B. bei der logistischen Verteilung.

I_X Vergleiche dazu Lektion 1, ,,Finanzmathematische Grundlagen®,
/ Abschnitt 2.2.1.

Ein Q-Q-Plot ist aber auch in diesem Fall durchfiihrbar.

a) Zeigen Sie, dass hier die theoretischen Quantile gegeben sind durch

k
=In|———|, k=1,---,n.
% [n—i—l—k]
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b) Erstellen Sie unter Verwendung des Excel-Arbeitsblatts QQPlot. XLS einen
Q-Q-Plot fiir die logarithmierten Schiden aus Beispiel 8 mit der logistischen
Verteilung als Prototyp. (Die sich hieraus ergebende Verteilung fiir die Ori-
ginalschédden heiB3t sinngemil loglogistische Verteilung.)

¢) Vergleichen Sie die sich jetzt ergebende Bedarfspridmie mit derjenigen aus
dem Lognormalverteilungsansatz.

Aufgabe 10

Berechnen Sie mithilfe des Excel-Arbeitsblatts Credibility. XLS die Credibility-Pra-
mien H, sowie die jeweiligen Pramien (in Euro) fiir das zuletzt behandelte Beispiel
in Abschnitt 2.3, wenn statt zwei drei Risikogruppen betrachtet werden, und zwar
mit dem zusétzlichen Strukturparameter ¢ = 0,15 (Normalfahrer). Das Verhélt-
nis zwischen vorsichtigen, normalen und unvorsichtigen Fahrern im Kollektiv sei
2 :3: 1. Die Pramien sollen nach dem Erwartungswertprinzip mit dem Zuschlags-
faktor 6 = 0,2 bestimmt werden.

Aufgabe 11

a) Berechnen Sie die Ultimates und bendtigte Reserven mithilfe des Excel-
Arbeitsblatts ChainLadder. XLS fiir den folgenden Datensatz:

Anfalljahr Abwicklungsjahr (Schadenstande)
0 1 2 3 4

0 123 367 402 415 455
1 359 674 773 | 859
2 69 1M 123
3 666 1001
4 207

F;{ J—

b) Passen Sie die Anfalljahresschdden sowie die Ultimates an eine Log-
normalverteilung an und ermitteln Sie auf statistischer Basis jeweils eine
geeignete Bedarfspramie. Wie beurteilen Sie das Ergebnis?

¢) Wie hoch ist die tatsdchliche Pramie, wenn auf Ultimate-Basis kalkuliert
wird und ein Sicherheitszuschlag nach dem Standardabweichungsprinzip mit
0 = 20% erhoben wird?
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Aufgabe 12

Untersuchen Sie durch ,,Ausprobieren” mit dem Excel-Arbeitsblatt PropRV.XLS,
ab welchem Schadenaufwand in der hochsten VS-Klasse in Beispiel 13 die Sum-
menexzedenten-Riickversicherung in Bezug auf die Nettoschadenquote giinstiger
als ein reiner Quotenvertrag wird, wenn in den iibrigen VS-Klassen die Schaden-
aufwinde gleich bleiben.

Ab welchem Schadenaufwand in der hdchsten VS-Klasse wird beim Quotenvertrag
die 100 %-Grenze fiir die Schadenquote iiberschritten? Wie verhélt sich hier der
Summenexzedenten-Riickversicherungsvertrag?

Aufgabe 13

Berechnen Sie fiir die Betriebsunterbrechungsversicherung aus Beispiel 8 die Riick-
versicherungsbedarfspramie fiir einen SL-Vertrag mit Prioritdt 50 und Haftungs-
strecke 100.

Aufgabe 14

Untersuchen Sie unter Verwendung des Excel-Arbeitsblatts SCR.XLS, wie die nach
den drei vorgestellten Verfahren geschitzten Solvenzkapitalien in Beispiel 17 rea-
gieren, wenn sich das Pramienvolumen auf

a) 10 Mio. EUR
b) 18 Mio. EUR
¢) 1 Mio. EUR

belaufen wiirde. Wie beurteilen Sie in diesem Zusammenhang die Solvenzkapi-
talanforderungen nach QIS?

Aufgabe 15

Wie reagieren die SCR-Berechnungen in Beispiel 17, wenn lediglich die letzten

fiinf Jahre der Schadenerfahrung beriicksichtigt werden, wie es die QIS z. B. im
Segment der Gebdudeversicherung (Feuer-Sach) vorsieht?
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Losungen

Losung 1

Durch Ubergang zu komplementiren Wahrscheinlichkeiten erhalten wir:
n 0 n
P[S, >100.000|= P[M, >1]=1-P[M, =0|= [0]%(1 —q,)
=0,99834""" =0,1899.

Losung 2

Nach Aufgabenstellung betrdgt die erwartete Groflschadenzahl je Versicherten

A= ﬁ =0,0005. Der Erwartungswert der Gesamtzahl der Groflschiden im
Kollektiv ist demnach gegeben durch 500-A = 0,25. Die Verteilung der jdhrlichen
Anzahl der Grof3schidden S, im Kollektiv ist ebenfalls eine Poisson-Verteilung, und
zwar mit dem Parameter »=0,25.Es folgt:

2k y:
P[S” > 2] = I—P[S,, < 2] = l—e"’z% = l—[l + z/—i—%]e_” =0,002161.

k=0

Losung 3

2,5758-0  2,5758-400
Jn J500

Fall, im zweiten die Hélfte hiervon (wegen 1/ Ja=1/ 2). Die resultierende Primie
ist im ersten Fall 946,08 EUR, im zweiten 923,04 EUR.

Der Risikozuschlag betriagt o, = =46,08 EUR im ersten

Losung 4

Die Prémiesei p<pu=E [X ,}. Dann folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz:

- oS, n(p—p) : p—H

lim P|S, > np|= lim P|—= > =1-1limN|vn

n—oo [ ] n—oo ,I’ZUZ nO_Z n—oo o
=1-— lim N[z]zl

Z——00

wegen p—pu <0.
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Losungen

Losung 5

Das Problem ist &hnlich wie in Beispiel 5 (Lebensversicherung). Die fiinf Betriebe
konnen jeder fiir sich als ein homogenes Teilkollektiv aufgefasst werden, wobei
die jeweilige Frequenzverteilung eine Binomialverteilung mit den angegebenen
Eintrittswahrscheinlichkeiten ist, die durch eine Poisson-Verteilung mit demselben
Erwartungswert approximiert wird. Die jeweilige Schadenhohe entspricht dem
angegebenen Maximalschaden. Tabellarisch ergibt sich:

J 1 2 3 4 5 Summe
/\j 0,001 0,002 0,002 0,02 0,1 A=0,125
A
L 0,008 0,016 0,016 0,16 0,8 1
A
Max. Schaden 10 7 5 2 1

Als Mischverteilung Q erhalten wir somit die folgende diskrete Verteilung:

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

O({k}) | o8 | o6 | o | 0| 0016 | 0| 0016 [0 | 0| 0008

Beachten Sie bitte, dass hier wieder f, = Q({k}) gilt! Mit Excel ergibt sich aus der
Panjer-Rekursion:

k 0 1 2 3 4
g, 0,88250 | 0,08825 0,02206 0,00191 0,00027
kumuliert 0,88250 0,97075 0,99281 0,99472 0,99499
komplementar 0,11750 0,02925 0,00719 0,00528 | 0,00501

k 5 6 7
g, 0,00179 0,00018 0,00181
kumuliert 0,99678 0,99695 0,99876
komplementar 0,00322 0,00305 0,00124

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betréigt also approximativ 0,00124.
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Losung 6

Wir bezeichnen wie zuvor mit Y den typischen Einzelschaden und mit N die Fre-
quenzvariable. Nach Hinweis gilt:

N . N
E[Y]:f(l—F(x))dx:f(H_x)zdx:—H_x =1,

Das entspricht nominal 500 EUR. Die Bedarfspramie ergibt sich aus der Formel
E[X]=E[N]-E[Y]=2.6x500 EUR =1.300 EUR.
Nach der Panjer-Rekursion erhdlt man mit Excel analog zu Beispiel 6 mit

g = EO =P gy g —1,0.,20:

F(20)
k 0 1 2 3 4
&, 0,1003 0,1733 0,1819 0,1531 0,1151

kumuliert 0,1003 0,2736 | 04555 | 06086 | 0,7237

Der Schwellenwert 1.000 EUR entspricht hier k& =2, somit betrdgt die gesuchte
Wahrscheinlichkeit 0,4555.

0,9 A -
08 1 v

07 1 /

06 /

05 A /

o4 7/
034 7
02 1ly
01

Verteilungsfunktion der Einzelschadenhdhen (durchgezogene Linie) und Vertei-
lungsfunktion des jéhrlichen Gesamtschadens nach Panjer-Rekursion, linear geglét-
tet (gestrichelte Linie)
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Losungen

Losung 7
Die Aufgabe kann vollstdndig mit dem Excel-Arbeitsblatt ELT XLS gelost werden.

a) Tabellarisch ergibt sich (auf drei Dezimalen gerundet):

Region I: A(1)=>Y A, (1)=2,5
J

x 0 1 2 3 4 5 6
AEP(x) | 0918 | 0819 | 0695 | 0592 | 0487 | 0393 | 0309
OEP(x) | 0918 | 0727 | 0393 | 0393 | 0,181 | 0,049 | 0,049
x 7 8 9 10 n 12 13
AEP(x) | 0238 | 0181 | 0,134 | 0,099 | 0071 | 0051 | 0,036
X 14 15 16 17 18 19 20
AEP(x) | 0,025 | 0,017 | 0012 | 0,008 | 0,005 | 0,003 | 0,002
AEP / OEP-Kurve
1,00
090 \
N\
080
070 \\\
\
0,60 \ ==
N
050
' N
o \  AEP(x)
N
" TTOEP(x) \ SO
020 \
0,10 = . =
000 . . > : —
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 X 20
Region 1
Region 2: \(2)=> A,(2)=1,5
J
X 0 1 2 3 4 5 6
AEP(x) | 0777 | 0576 | 0486 | 0369 | 0,261 | 0192 | 0133
OEP(x) | 0777 | 0451 | 0451 | 0,181 | 0,095 | 0,049 | 0,000

72




Lektion 6: Aktuarwissenschaften: Schaden-/Unfallversicherung

_ EUROFORUM

Gesamtbestand: A = A1)+ A(2) =4

X 7 8 9 10 11 12 13
AEP(x) 0,088 | 0,061 0,040 | 0,025 0,016 0,010 0,006

X 14 15 16 17 18 19 20
AEP()C) 0,004 | 0,002 0,001 0,001 0,000 | 0,000 | 0,000

AEP / OEP-Kurve

0,90

0,80

0,70 \\\

060 T4

\'\

0,50

040 \_\\\\ AEP(x)

030 \ AN <

0,20 >

oo OEP(x)\_ \\..

0,00 —— = . . .

2 4 6 8 10 12 14 16 18 X 20
Region 2

Losungen

(Die Erwartungswerte der einzelnen Schadenfrequenzen addieren sich.)

X 0 1 2 3 4 5 6
AEP(x) | 0982 | 0943 | 0888 | 0822 | 0,746 | 0,664 | 0,580
OEP(x) | 0982 | 0850 | 0667 | 0,503 | 0,259 | 0,095 | 0,049

X 7 8 9 10 11 12 13
AEP(x) | 0497 | 0419 | 0347 | 0,284 | 0,228 | 0,18] 0,142

X 14 15 16 17 18 19 20
AEP(x) | 0110 | 0,084 | 0,063 | 0047 | 0,035 | 0026 | 0,019
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X 21 22 23 24 25 26 27
AEP(x) | 0,013 | 0009 | 0007 | 0005 | 0,003 | 0,002 | 0,002
AEP / OEP-Kurve

120
1,00

~

=
0,80 >
\ N
0,60 =~ =
\ ~ _ AEP(x)

040 =

OEP(x) \ o
020 \ ~ _ =
0.00 _ _ . el

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 x 20

Losungen

b) Durch Ablesen aus den obigen Ergebnistabellen (grau unterlegte Felder)
erhélt man:

Reserve flr Region 1: 18 Mio. EUR

32 Mio. EUR
Reserve fiir Region 2: 14 Mio. EUR
Reserve fiir Gesamtbestand: 24 Mio. EUR | 24 Mio. EUR

¢) Gegeniiber der Bildung zweier einzelner Reserven spart man bei der Bildung

einer (Gesamt-)Reserve 12 Mio. EUR ein (= Diversifikationseffekt).

Losung 8

Losung in tabellarischer Form (auf eine Dezimale gerundet):

Schaden 2001 | QQ-Prdmie | ML-Prémie Mittelwert
104 35,778 23,730 23,150
100 35,196 23,438 22,750
90 33,690 22,687 21,750
80 32,103 21,903 20,750
70 30,416 21,078 19,750
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Fazit: Sowohl die Bedarfspramie nach dem Q-Q-Plot wie nach dem ML-Verfahren
sinken mit dem Schaden, beide liegen jeweils liber dem mittleren Schaden aus den
zehn Jahren Schadenerfahrung. Die Bedarfspriamie aus dem Q-Q-Plot liegt tenden-
ziell stets deutlich iiber derjenigen aus dem ML-Verfahren.

Mit fallendem Schaden aus dem Jahr 2001 wird der Q-Q-Plot vor allem am oberen
Ende immer glatter, wie die Grafik fiir den kleinsten Schaden deutlich zeigt:

Q-Q-Plot Lognormal-Verteilung
y = 1,4013x +2,4331
H
40 —
35 /
c /
% 3,0 It
§ 25 ,/
g‘n %
] =
// 155
~ 05
-1,5 -1,0 -05 0,0 0,5 1,0 1.5
Quantile

Losung 9

k
a) Wegen q, = F ' [?], k =1,---,n muss folgende Gleichung gel6st werden:
n

F(x)= ]_A= k & l+e_"'=n+1 = e_"'=n+]—1=n+]_k
I+e™ n+1 k k k
n+1—k k
& x=—-Inl—|=In|———
k n+l1—k
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b) Mit Excel erhilt man:

Q-Q-Plot Loglogistische Verteilung

y = 08807 +2.4727 ) _

Log Schaden
(4

-28 23 18 -1,3 -08 -03 0,2 0,7 1,2 1.7 2,2 2,7
Quantile

Die Anpassung erscheint ebenfalls akzeptabel.

¢) Als Bedarfspramie ergibt sich fiir den Fall, dass 6 <1 ist, die Grof3e

e'-o-m

BP = = 89,565 (Formel ohne Beweis). Dieser Wert ist mehr als

sin(&~ 7r)

doppelt so hoch wie die Bedarfspramie im Lognormalverteilungsmodell!

Losung 10

Eine allgemeine Losung fiir K Risikoklassen mit den Strukturparametern 4,---, ¢
erhilt man fiir dieses Beispiel wie folgt:

E[H(©)]=E[0]=E[X]=) 4 P[0 = 4]

E[Var(X|©)]=) ¢ -(1—1)-P[© = 9]

i=1

Var[H(©)] =Var[©] = {ZK: - P[O = 1&5]}—{15[@]}2
1

Diese GroBen sind im Excel-Arbeitsblatt Credibility. XLS fiir bis zu zehn Risiko-
klassen hinterlegt. Konkret gilt hier: K =3 mit

#,=015 | 9,=0,2

PO =49] 2/6 3/6 1/6
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Losungen

und
E[H(®)]=E[X]=0,14167 , Var[H(©)]=0,00118, E[Var(X|©)] = 0,12042.

Mit Excel erhalten wir als Endergebnis:

n 1 2 3 4 5
X, 1 0 0 0 1
H* 0,1500 | 0,1486 0,1471 0,1458 0,1537

Bedarfspramie in EUR | 750,00 | 742,79 735,71 728,77 | 768,69

Pramie in EUR 900,00 | 891,35 | 882,86 | 874,53 922,43
n 6 7 8 9 10
X, 0 0 0 1 0

H 0,1523 0,1509 0,1495 0,1572 0,1558

n

Bedarfspramie in EUR 761,57 754,59 74773 786,04 | 779,02

Pramie in EUR 913,89 | 905,550 | 89727 943,24 | 934,82

Losung 11

a) Die Losung besteht aus einer Kombination der beiden Excel-Arbeitsblétter
ChainLadder. XLS und QQPlot. XLS:

71




Lektion 6: Aktuarwissenschaften: Schaden-/Unfallversicherung

_ EUROFORUM

Losungen
Abwicklungsjahr (Schadenstande)
Anfalljahr| o 1 2 3 4 Reserve
(Ultimates)

0 123 367 402 415 455,00 -

1 359 674 773 859 941,80 82,80

2 69 111 123 | 133,36 146,22 23,22

3 666 1001 |1127,86 | 1222,89 1340,76 | 339,76

4 207 (366,20 | 412,62 | 447,38 490,50 | 283,50

Fk - | 1,7691| 1,1267| 1,0843 ,0964 | 729,28
K SCha:?(Sth?:len uk | Quanti I_Ogssciher‘c - mu | sigma chr;_ie Pg:ie
1 123| 4,8122(0,1667|-0,9674 4,2341|5,35| 1,18|425,472|289,220
2 359| 5,8833(0,3333(-0,4307 4,8122
3 69| 4,2341 0,5009 0,0000 5,3327
4 666( 6,5013 0/96/67 0,4307 5,8833
5 207 5,339/?' 0,8333| 0,9674 6,5013
k SChfdjﬂ/Sth?jen uk | Quanti Logsfriir;?:len mu | sigma Pz(r)n_ie P:\z‘/la':ie
1 455( 6,1203|0,1667 |-0,9674 4,9851(6,27| 1,10(962,927|704,772
2| 941,80 6,8478|0,3333|-0,4307 6,1203
3| 146,22| 4,9851|0,5000| 0,0000 6,1954
41 1340,76( 7,2010|0,6667| 0,4307 6,8478
5] 490,50| 6,1954|0,8333| 0,9674 7,2010

b) Bedarfsprimien:

Anfalljahresschdden: 425.472 EUR (nach Q-Q-Plot) bzw.

Ultimates:

289.220 EUR (nach ML-Methode)

962.927 EUR (nach Q-Q-Plot) bzw.
704.772 EUR (nach ML-Methode)
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Q-Q-Plot Lognormal-Verteilung

f=
@
=
©
£
o
2]
i=21
=]
-1
-1,0 -05 0.0 05 1,0
Quantile
Q-Q-Plot fiir Anfalljahresschiden
Q-Q-Plot Lognormal-Verteilung
g
=
<
=
=3
(7]
E=1
(=)
-1

-1,0 -0,5 0,0 05 1,0

Quantile

Q-Q-Plot fiir Ultimates

Beurteilung: Es fillt auf, dass die Anfalljahresschidden extrem gut an eine
Lognormalverteilung angepasst werden kdnnen, die Ultimate-Schiden weni-
ger gut, aber noch akzeptabel.

Die Ultimate-Bedarfspramie(n) ist/sind mehr als doppelt so hoch wie die
Anfalljahres-Bedarfspramie(n)!

¢) Fiir Erwartungswert und Varianz einer lognormalverteilten Zufallsvariablen
X gilt nach Lektion 1, Abschnitt 2.3.4:

E(X)= exp[u +7]

Var(X) = exp(2ﬂ + 202)—exp(2,u + 02) = (exp(az)— l)-{E(X)}
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Fiir die Ultimate-Verteilung lesen wir im ersten Q-Q-Plot oben ab:
#=06,2699und o=1,0955, woraus E(X)=962,927 folgt sowie
Var(X)=2.151.613mit ;[Var(X) =/2.151.613 = 1466,838. Die Primic
betrdgt also E(X)+0,2-/Var(X) =962,927+ 293,368 = 1.256,295 TEUR.

Losung 12

Durch wechselnde Verdnderung der Zelle H6 im Excel-Arbeitsblatt PropRV.
XLS/Quote] erhélt man z. B. folgende Zwischenergebnisse (in %):

Schadenaufwand

(TEUR) 260 270 280 290 300 310 320 330
Ngtto-SQ 85,82 86,21 86,60 | 86,99 | 8739 87,78 | 88,17 | 88,56
reine Quote

Netto-5Q 87,30 87,46 87,61 87,77 87,92 88,08 | 88,23 | 88,39
Summenexzedent

Die Nettoschadenquote des reinen Quotenvertrags steigt mit wachsendem Schaden-
aufwand schneller als diejenige des Summenexzedentenvertrages.

Netto-Schadenquoten
89,00%
88,50%
Summenexzedent
88,00%
O
S
2 87.50%
=
-]
& 37,00%
S reine Quote
86,50%
86,00%
85,50% . . . .
250 270 200 310 330
Schadenauwfand

Der Schnittpunkt wird bei einem Schadenaufwand von 322,5 TEUR erreicht. Die
Nettoschadenquote betrdgt dann bei beiden Vertragstypen 88,27 %.

Beim reinen Quotenvertrag wird die 100 %-Schadenquote bei einem Schadensauf-
wand von 622,4 TEUR erreicht. Der Summenexzedentenvertrag weist demgegenii-
ber nur eine 92,91 %-Nettoschadenquote auf.

80

Verlag




Lektion 6: Aktuarwissenschaften: Schaden-/Unfallversicherung —ELLBQF—O—BLLM—

\ Verlag

Losungen

Losung 13

Mithilfe des Excel-Arbeitblatts QQPlot. XLS erhélt man als Schitzer fiir die Para-
meter ;2 =2,47647und 6 =1,47925. Durch Einsetzen dieser Werte in das Excel-
Arbeitblatt NPrpopRV.XLS ergibt sich als Riickversicherungsbedarfspramie der
Wert 8.604 EUR.

Verteilungsfunktion der Lognormalverteilung

1 A

zz 1 . RV-Bedarfspramie

0,7 /
0,6

F(x) 0,5 /

04 /

0,3

0,2 /

0.1 !

0 L}
0 50 100 150 200

Losung 14

Der Q-Q-Plot verdndert sich durch eine proportionale Verdnderung des Prdmien-
volumens nur in Form einer Parallelverschiebung der Regressionsgeraden nach
unten; als Schitzer ergeben sich die folgenden Werte:

a) fi,, =—16157 4,,=1,0310 SCR,, =18.,296
i, =—1,6157 &, =0,8834 SCR,, = 9,346
figs = —0.0566 6, =0,3364 SCR,,, =12.478

Mittlere Schaden-Kosten-Quote: 30,55 %

b) fip, =—2.2034 &,,=10310 SCR,, =10,296
[l =—2.2034 6, =0.8834 SCR,, = 1.346
figs =—0,0182 5,0 =0,1906 SCR,, =10,878

Mittlere Schaden-Kosten-Quote: 19,23 %
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c)

Losungen

0,6869 &, =1,0310 SCR,, = 27,296

Hoo =

0.6869 5, =0,8834 SCR,, =18,346

/ZML =
[LQIS =-—1,2818 &Q,S =1,6011 SCRQ,S =16,157

Mittlere Schaden-Kosten-Quote: 305,55 %

Beurteilung:

a)

b)

Obwohl die Risikosituation des Unternechmens durch die hoheren Pramien
jetzt wegen der mittleren Schaden-Kosten-Quote 30,55 % deutlich besser ist,
féllt die Solvenzkapitalanforderung nach QIS-Standard deutlich héher aus
als nach der Maximum-Likelihood-Methode. Die Q-Q-Plot-Methode schétzt
dagegen wieder einen wesentlich hoheren Kapitalbedarf.

Hier liegt der Extremfall einer &ufBlerst geringen mittleren Schaden-Kos-
ten-Quote vor, die Risikosituation des Unternehmens ist also sehr moderat.
Trotzdem féllt das nach QIS-Standard berechnete Solvenzkapital héher aus
als das nach aktuariellen Methoden berechnete, es ist sogar mehr als achtmal
so hoch wie das SCR nach dem ML-Ansatz!

Dies entspricht dem gegenteiligen Extrem einer vollig untertarifierten Situ-
ation. Hier liegt das SCR nach QIS-Standard unter beiden anderen Alter-
nativen. Diese Eigenkapitalanforderung ist erheblich zu gering.

Losung 15

Die Berticksichtigung lediglich der letzten fiinf Jahre fiihrt zu folgendem Q-Q-

Plot:

Q-Q-Plot Lognormal-Verteilung

1.0
1.0

y = 0,9934x - 0,7946

ge=)
]

jeni
(==}

Log Schaden-Kosten-Quoten
D
[4,]

a0
=2.0

Quantile
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mit den Schétzungen
fiyy =—0,7946  G,,=0,9934 SCR,, =24,182
by, =—0,7946  4,, =0,7091 SCR,, = 9,034
flys =—0,1045 6, =0,4572 SCR

QIS

= 9,624

bei einer mittleren Schaden-Kosten-Quote von 58,67 %.

\ Verlag

Losungen

Beurteilung: Obwohl sich die Risikosituation des Unternehmens durch die etwas
geringere mittlere Schaden-Kosten-Quote besser darstellt, féllt die Solvenzkapital-

anforderung nach der Q-Q-Plot-Methode geringfiigig hoher aus als vorher.

Die Kapitalanforderungen nach den beiden anderen Ansétzen sind dagegen deutlich

geringer als vorher und unterscheiden sich numerisch nur wenig.
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