Zum Problem des Minimal-Areals
in der Statistischen Okologie

Dietmar Pfeifer
Institut fiir Mathematische Stochastik
und
ZLentrum fiir Modellierung und Simulation
Universitit Hamburg

Inhalt:

Was ist ein Minimal-Areal ?
Flichen-Arten-Beziehungen

Eine mathematische Definition des Minimal-Areals
Elemente der Stochastischen Geomettie
Anwendungen in der Okologie

ARSI

1. Was ist ein Minimal-Areal ?

Das Problem des ,,richtigen® Stichprobenumfangs oder der ,,richtigen® Problen-
flichengrof3e ist seit jeher ein brisantes Thema in Biologie und Okologie. Hierzu
zwel Zitate von Fachleuten:

Optimum size of a plot for vegetation has always intrigued plant ecologists.
Qualitative ecologists emphasize sampling for recurring plant assemblages and are
interested in a plot size on which the species composition of the community is
adequately represented. Such a plot is also referred to as ,,zinimal area‘.

The selection of an appropriate plot size for measurement is a subjective decision
and is based primarily on the size and spacing of individuals of a species. Some
ecologists have tried to reach a plot size compromise by taking a sufficient number
of smaller plots so that the sum of the areas of smaller plots is equal to, or larger
than, the minimal area. Such an objective is achieved either by placing the smaller
plots side by side until the size and shape of the minimal area is attained or by
random placement of the plots in the community to be sampled.

[Aus: Ch. D. Bonham (1989): Measurements for Terrestrial Vegetation, Wiley, N.Y ]

Wie grof3 soll die Aufnahmefliche gewiahlt werden? - Sie soll einerseits moglichst
alle vorkomenden Arten enthalten, andererseits sollte thre MindestgréBe nicht zu
hoch angesetzt werden, weil man sonst sehr leicht mit den Forderungen nach
Einheitlichkeit und Quasi-Homogenitit der Verteilung in Konflikt gerit.

Man kann versuchen, diese Frage objektiv zu entscheiden, indem man die
Probefliche allmihlich vergroBert und die Artenzahl gegen die Flichengrofie
auftragt. Wenn man dies im Gelinde tatsachlich durchfihrt, so erhilt man eine Art
Sattigungskurve, die allerdings entgegen der Erwartung nicht vollstindig in eine
Waagerechte ibergeht, sondern bei starker Erweiterung des so ermittelten



wMinimalareals immer noch Anstiegstendenzen erkennen liBt. Die Form der
Aufnahmefliche spielt dabei keine Rolle.

[Nach M. Mihlenberg: Freiland6kologie (1993). Quelle & Meyer, Heidelberg,]

Offensichtlich enthalten beide ,,Definitionen® eines Minimal-Areals eine gewisse
Art von Willkir: fir Bonham ist seine Bestimmung gar eine subjektive
Angelegenheit, das Kriterium ist die ,,Addquanz® der Artenrepriasentation; fur
Miihlenberg gibt es immerhin eine Art mathematisches Kriterium, nach dem seine
Grofle bestimmt werden kann, indem man den Verlauf der Art-Areal-Kurve zur
Entscheidung heranzieht. Beiden gemeinsam scheint jedoch untibersehbar der
,dynamische® Charakter des Minimalareals zu sein: man vergroBert das
Probegebiet solange, bis der gewiinschte Grad an ,,Zufriedenheit tber das
Ergebnis erreicht ist. Wir werden spiter sehen, dal3 genau diese Idee fir eine
sinnvolle Mathematisierung des Minimal-Areal-Begriffs verwendet werden kann,
die alle wesentlichen Vorstellungen der Substanzwissenschaften dazu in sich tragt.

2. Flichen-Arten-Beziehungen

Ein bereits seit lingerer Zeit bekannter Effekt ist die empirisch immer wieder
belegbare Tatsache, dal3 die in Freilandversuchen ermittelte Anzahl gefundener
Arten, in einem doppelt-logarithmischen Mal3stab gegen die Probenflichengtfe
aufgetragen, den Eindruck einer linearen Beziehung vermittelt.
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Wir wollen nun in einem ersten Schritt zeigen, dal3 ein solcher Effekt auch durch
ein geeignetes - sogar recht einfaches - stochastisches Verbreitungsmodell erklart
werden kann. Dazu machen wir folgende idealisierende Annahmen iber die
insgesamt s in der Ebene vorhandenen Arten:



e Das Verbreitungsmuster jeder Art 7 wird durch einen raumlich homogenen
Poisson-Prozel3 &; mit Parameter A\, > 0 beschrieben.

e Die Verbreitungsmuster der s vorhandenen Arten sind stochastisch unabhingig.

Definieren wir nun fiir Borel-Mengen A4 < R’

1 (A .
Zl.(A):{ wenn &(A)>0 mit Z(A)=Y7.(A),

0 sonst

so gibt Z(A4) die Anzahl der in der Menge A gefundenen Arten an. Der
Erwartungswert dieser Zufallsgrof3e 1d6t sich aufgrund unserer Annahmen leicht
bestimmen zu

S

Bz )=y 0-)
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fiir jede Borel-Menge A, < R’ mit Lebesgue-MaB m(.A4, )= x>0, unabhingig
von der Form der Menge 4. Die Poisson-Annahme im Verbreitungsmodell
entspricht dabei der Quasi-Homogenitit bei Muhlenberg; daher ist es nicht
verwunderlich, dal3 sowohl bei Miihlenberg als auch in unserem Modell die Form
der Aufnahme-gebiets 4 keine Rolle spielt. Aufgrund der Faltungshalb-
gruppeneigenschaft der Poisson-Verteilung kénnen wir dabei sogar anstatt eines

einzigen Gebiets A4, im Sinne von Bonham (abzihlbar) beliebig viele Teilgebiete
A, < R? mit Lebesgue-MafBen m(A ): x, >0 und ) x, =x verwenden.
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Man erkennt hier sehr deutlich sowohl den im unteren Bereich linear erscheinenden
Verlauf der Art-Areal-Kurve als auch den von Mihlenberg in diesem
Zusammenhang angedeuteten ,,Sattigungseffekt®.



3. Eine mathematische Definition des Minimal-Areals

Nach den obigen Ausfiihrungen kénnen wir jetzt einen Versuch unternehmen, ein
Minimal-Areal mathematisch zu definieren, wobei die Ideen von Bonham und
Muhlenberg angemessene Berticksichtigung finden sollen.

Definition: Es sei K eine kompakte, sternférmige Menge in R? mit 0 € K und
m(K)=1. Setze

py =inf{r>01Z(K)=s}, =, =p.K.

E¢ heilit Minimal-Areal vom Typ K (und ist eine zufillige Menge im Sinne der
Stochastischen Geometrie, siche Abschnitt 4). Das dazugehorige Lebesgue-Mal3
W,=m (E K) ist eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

S

P(W <x)= P[ﬁ{Zl.(AX) = 1}} = H(l — e ), x> 0.

i= i=1

Die obige Definition reflektiert gut den schon erwihnten ,,dynamischen® Charakter
eines Minimal-Areals: man vergroBere (oder verkleinere, je nachdem) das Proben-
gebiet K solange, bis erstnalig - bei Erreichen von py - alle s vorhanden Arten erfal3t
sind. Hierdurch wird einerseits einer gewissen Art von ,,Minimalitit“ Rechnung
getragen, auf der anderen Seite wird aber auch die grundsitzlich stochastische
Natur des Minimal-Areals deutlich. Die Sternférmigkeit des Gebiets K spielt dabei
aus mathematischer Sicht keine Rolle; sie ist lediglich deshalb in die Definition mit
aufgenommen worden, weil in der Praxis etwa im Rahmen einer Freiland-
untersuchung bereits beprobe Teilgebiete grundsitzlich weiterverwendet werden
und ein nicht-sternférmiges Gebiet bei Vergroflerung u.U. ,Loécher erzeugt, in

denen schon Proben genommen

wurden (man denke etwa an einen
° echten Kreisring K, der bei Ver-
groflerung nach auflen ,,wandert™). Die
Bedingung 0€ K dient entsprechend
lediglich einer Festlegung des aktu-
ellen ,,Standorts® als Nullpunkt inner-
halb des Ausgangsgebiets; Kompaktheit
bezieht sich hier im wesentlichen auf die
raumliche Beschrinktheit des Proben-
gebiets (ansonsten wiirde aus mathema-
tischer Sicht auch die Abgeschlossen-
Beispiel fiir ein Minimal-Areal heit von K gentigen).

mit 4 Arten

Minimal-Areal EK



Eine elegante Art, Momente der Minimal-Areal-Fliche zu berechnen, liegt in der
Bestimmung der zugehérigen moment-erzeugenden Funktion:

B )=t Y S iy,
k=1

1<, <ip <.y <s >‘;'1 T+t )\,-k -1

woraus z.B. unmittelbar fir den Erwartungswert folgt:

E)=3 0 Y ——

1<, <y <oy <s )‘zl T+t )\z’/e

4. Elemente der Stochastischen Geometrie

Wir wollen hier kurz auf den theoretischen Hintergrund zufilliger abgeschlossener
Mengen eingehen, weil sich die wahrscheinlichkeitstheoretischen Grundlagen in
diesem Bereich doch etwas von dem ,klassischen” Zugang im Reellen
unterscheiden.

Definition: F bezeichne die Menge der abgeschlossenen und K die Menge der
kompakten Teilmengen des R?. Ferner bezeichne F; = {F cF ‘F NK= @}
fir eine kompakte Menge K sowie § :G{f;{‘K E/C} die zugehorige (kano-
nische) © - Algebra iiber F.

Eine (F,§) - meBbare Abbildung Z iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A,P) heiBt zufillige abgeschlossenen Menge.

,»Kompliziert” wird die Theorie hier dadurch, daf3 z.B. im Gegensatz zum System
der Intervalle das Erzeugendensystem € = {fK ‘K € /C} keinen Semi-Ring bildet.

Dennoch ist die Verteilung einer zufilligen abgeschlossenen Menge & auch hier -
analog dem reellen Fall - eindeutig durch geeignete zugehérige Wahrschein-
lichkeiten P(E NK= @) = P= (]5}(), KeK fur alle kompakten Mengen K
bestimmt; dies ist Gegenstand des berthmten Satzes von Choquet/Matheron, vgl.

Ortleb (1998). Die spezielle Struktur des R? spielt dabei keine wesentliche Rolle;
an seine Stelle kann im Prinzip jeder lokalkompakte polnische Raum treten, d.h. ein
beliebiger lokalkompakter Hausdorff-Raum, der das zweite Abzihlbarkeitsaxiom
erfillt.

Den formalen Zusammenhang zum Minimal-Areal geben die folgende Resultate:



Satz 1: Es sei K eine kompakte Menge und p eine nicht-negative Zufallsvariable.
Dann ist = = pK eine zufillige abgeschlossene Menge.

Beweisskizze: Sei [ kompakt und T} :{r> 0 ‘ rKNL = @}. Dann ist T} ab-

zihlbare Vereinigigung abgeschlossener Intervalle und somit Borelsch. Also ist
die Abbildung 7 7K (f ,5) - mefBbar, somit ist auch pK eine melBbare
Abbildung.

Satz 2: Sei H: F xR* —{0,1}: (F,x)1,(x) [mit der Indikatorfunktion 1,.(-)].
Dann ist H § ® B” - meBbar [wobei mit B die Borel‘sche 6 - Algebra iiber R”

bezeichnet sei].

Beweisskizze: H ' ({1}) = {(F,x) e F xR’ ‘ x € F} = ﬁ@me xK, €3 B

n=1n=1

1
mit geeigneten kompakten Mengen K, mit Durchmesser 6 (Km) < — fir alle 7und
Z

UKM =TR? fiir alle .

=1

Satz (,,Robbin‘s Theorem*): Sei u cin G - endliches Ma auf B° und Z eine
zufillige abgeschlossene Menge. Dann ist p(=') eine Zufallsvariable, mit

Fi(E)) = [ P(x € Z)p(dx) = [ P Nischpu(d),
Beweisskizze: Nach Satz 2 ist die Abbildung (Z,x)r—1-(x) meBbar, also

auch
) (=)= [1=(o)pa),

mit
E(E) = [ El=(a)luax) = [ P(x € Z)p(ds).

Die Minimal-Arealfliche W, = m(E K) ist damit also tatsichlich melBbar, d.h. eine

Zufallsvariable, wir oben behauptet. Wesentlicher Grund hierfiir ist die ¢ - End-
lichkeit des Lebesgue-Mal3es m. Dies zeigt folgendes

Gegenbeispiel: Sei g: R* —[1,00] nicht-meBbar. Definiere ein Mafl p auf B°
durch

S g(x), wenn B endlich
,U/(B>: xEB

o0, sonst.

>



Dann ist u(E) ia. keine Zufallsvariable: ist etwa P eine Verteilung auf 9 und
wihlen wir als Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P) = (RZ,%Z,P> mit der Abbildung

X = id (Identitit) sowie als zufillige abgeschlossene Menge = = {X}, so ist u(=) =
g(X), also p(E) nicht meB3bar (vgl. Baddeley und Molchanov (19906)).

6. Anwendungen in der Okologie
Die folgende Tabelle enthilt Artenspektren aus Monitoring-Untersuchungen im

Niederlindischen Wattenmeer, die mit einer Probenfliche von 0,43 m? erhoben
wurden. Die Angaben sind hochgerechnete Anzahlen je m”.

Species BO3 CO03 JO3 BO8 co8 J08
1 Sagartia troglodytes 5] 5] 8 ] a 2
2 Hemertini sp. a a L] a 5 2
3 Littorina littorea ] 5] 8 ] a 8
4 Hydrobia uluae ] 31 8 ] 1198 A
5 Hytilus edulis 129 16 a8 3224 a 2
6 Cerastoderma edule i2 9 A Lh 64 a
7 Tellina tenuis ] 5] 82 ] a 63
8 Hacoma balthica 188 i6 27 188 oL 32
9 Scrobicularia plana 18 5] 8 5 a 8
18 Ensis americanus 1 5] 8 4 18 52
11 Hya arenaria 9 12 a 27 171 a
12 Harmothoe sarsi 8 a 1 L 2 A
13 Eteone longa 19 13 18 i 2y a
14 Anaitides mucosa 13 3 8 8 26 8
15 Hereis diversicolor ta L2 8 164 81 8
16 Hereis virens ] 8.3 a ] a 8
17 Hereis longissima 2 a a a a 2
18 Hephtys hombergii 4 1 22 2 a 17
19 Scoloplos armiger 21 148 19 14 731 0%
28 Scolepsis foliosa a 2 6 8 2 7
21 Harenzelleria viridis 1 1 8 ] a 8
22 Magelona papillicornis 5] 8 9 ] a 21
23 Tharyx marioni a g a 8 o 2
24 Heteromastus filiformis oy o8 8 279 188 8
25 Arenicola marina L8 L2 Fd 48 52 7
26 Lanice conchilega 2 a Ll 24 o 21
27 Gammarus locusta 0 a A 19 a a
28 Bathyporeia sarsi a o 11 a a 7
29 Urothoe poseidonis A 8 1 ] a A
38 Corophium arenarium a 2 a 8 ca a
31 Crangon crangon a 2 3 17 L2 21
32 Carcinus maenas 9 8 A 38 18 2
33 Asterias rubens 8 o 8 g a 2
Wx=E (| (Zx) ) 1,66 3,78 1,55 0,66 0,77 1,29

Nimmt man idealisierend an, dal3 sich die verschiedenen Arten uber der
Probenfliche ,,rein zufillig® und ohne gegenseitige Beeinflussung verteilen, so kann
man das obige Minimal-Areal-Modell zumindest niherungsweise zur Anwendung
bringen. Die erhobenen Abundanzen kénnen dann als erwartungstreue Schitzer



tir die bendtigten Poisson-Parameter betrachtet werden. Man erhalt damit fiir den
Erwartungswert der Minimal-Areal-Fliche die obigen Zahlen (in m?).

Man sieht hier, daf3 die Erwartungswerte der Minimal-Areal-Flichen in jedem Fall
die urspriingliche ProbenflichengréBe von 0,43 m* weit {ibersteigen; das bedeutet,
dal3 insbesondere die selteneren Arten bzw. solche mit niedriger Besiedlungsdichte
hiaufig in der Probenfliche nicht gefunden werden, auch wenn sie — in
grof3raumigerem Mal3stab — tatsachlich vorhanden sind. Die zahlreichen Nullen in
der Tabelle sind also nicht unbedingt ein Indikator dafiir, daf3 die entsprechenden
Arten nicht vorhanden wiren — man hat sie u.U. nur einfach nicht entdeckt.

Fir andere Aspekte des Minimal-Areal-Problems und weiterfiihrende Diskussionen
sei auf Pfeifer, Baumer und Schleier (1996) sowie Pfeifer, Biumer, Dekker und
Schleier (1998) verwiesen.
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