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Mathematik

Tschernobyl und die Folgen
aus der Sicht der Mathematik

von Dietmar Pfeifer

Is ich Ende April 1986 mit meiner Familie im Garten

unserer belgischen Freunde in der Ndhe unseres damaligen
Wohnsitzes Aachen bei strahlendem Wetter einen unbeschwerten
Nachmittag verbrachte, war mir noch nicht klar, welche verhee-
renden Auswirkungen die Reaktorkatastrophe von Tschernobyl
nicht nur in der Sowjetunion selbst, sondern flichendeckend in
grofien Teilen Europas haben sollte. Damals war es fiir mich
unvorstellbar, dafl} ein Unfall in einem Kernkraftwerk in iiber
12000 km Entfernung derartig gravierende Konsequenzen fiir das
alltagliche Leben haben konnte: Verzicht oder starke Ein-
schrankung von bestimmten Lebensmitteln wie Milch und Ge-
miise, Spielverbot fiir Kinder in Sandkésten oder AuBlenanlagen
von Schulen, eingeschrinkter Aufenthalt im Freien bei regneri-
schem Wetter... . Tagliche Meldungen von Belastungen des Bo-
dens und der Nahrungsmittel in Becquerel pro m # oder kg oder
Liter wurden bald zur Gewohnheit. Eigene Messungen der
Kontamination des Bodens mit Geridten von Kollegen des
physikalischen Instituts der RWTH Aachen bestitigten die
Meldungen in vollem Umfang: Mehrere Tausend Bq/m? auf dem
Spielplatz hinter dem Haus, den Nutzpflanzen in den Girten der
Nachbarschaft, dem Geldnde des stadtischen Kindergartens, den
unsere Tochter damals besuchte. Die anfingliche Beunruhigung
iber langfristig mogliche Folgeschdden wie eine Zunahme von
Krebserkrankungen, oder schlimmer noch - da nicht kalkulier-
bar - genetischer Verdnderungen bei kiinftigen Generationen, hat
sich mittlerweile allerdings gelegt. Erst die anlaBlich des fiinften
Jahrestages der Katastrophe auflebende Berichterstattung in
Zeitungen und Fernsehen 143t wieder aufhorchen: da gibt es
Dorfer in der Ndhe des Unfallorts, die sogar von hochsten
politischen Stellen fiir die nachsten 700 Jahre als unbewohnbar
angesehen werden; iiber 88000 umgesiedelte Menschen haben
keine Heimat mehr; Wissenschaftler sprechen allein fiir die
Sowjetunion von iiber 5000 Toten als unmittelbare Konsequenz
der Katastrophe. Der fiir urspriinglich auf mindestens 30 Jahre
Schutz ausgelegte Sarkophag der Ruine des Reaktors droht
bereits jetzt zusammenzubrechen - eine zweite Verbreitungswelle
hochst radioaktiven Staubes konnte Westeuropa erncut bedro-
hen.

Ein mathematisches Modell
des radioaktiven Zerfalls

on den zahlreichen bei dem Reaktorunfall von Tschernoby!

freigewordenen Spaltprodukten sind in erster Linie die
fliichtigen radioaktiven Isotope '3'J (Jod), '¥’Cs (Cisium) und
St (Strontium) mit Halbwertszeiten von ca. 8 Tagen bzw. 30.2
bzw. 28.5 Jahren Hauptverursacher der hohen flichendeckenden
Kontamination. Nach dem bereits vor 25 Jahren erschienenen
vierbandigen Chemie-Lexikon von Rémpp ist '3’Cs eines der
potentiell getdhrlichsten Radionuclide, da es vom Magen-
Darm-Trakt vollstindig resorbiert wird und beim Menschen eine
Halbwertszeit (bezogen auf die Verweildauer im Kérper) von 100
bis 150 Tagen aufweist. '3'J, das sich bevorzugt in der Schilddriise
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anreichert, liegt hier etwa im selben zeitlichen Bereich, wiahrend
%Sr beim Menschen eine Halbwertszeit von mehreren Jahren
besitzt, wodurch es wegen der Einlagerung im Knochenmark
besonders gefahrlich wird.

Im folgenden wollen wir ein einfaches mathematisches Modell
vorstellen, welches das Langzeitverhalten radioaktiver Stoffe
hinreichend genau beschreibt, wobei spezifische physikalische
Besonderheiten (z.B. Wechselwirkungen mit anderen Elementar-
teilchen, Kaskadenprozesse) vernachlissigt werden konnen, oh-
ne die tatsdachlichen Gegebenheiten qualitativ oder quantitativ
wesentlich zu verdndern. An den Beispiclen Jod (kurzlebig) und
Casium (langlebig) kdnnen wir dabei zwei statistisch grundle-
gend verschiedene Gesichtspunkte des Zerfalls modellmiBig
erfassen.

In der Physik geht man im allgemeinen davon aus, dafy der Zerfall
eines radioaktiven Teilchens spontan, d.h. ohne erkennbare
auflere Wirkung geschieht. Den zufilligen Charakter dieses
Vorgangs kann man dann mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie dadurch modellieren, dafl man fiir die Lebensdauer X; eines
individuellen Teilchens i eine sogenannte Exponentialverteilung
annimmt, d.h. es gilt

P(X;i>z)=e", z>0. (1)

ierbei bezeichnet P das Symbol fiir Wahrscheinlichkeit

(lat.: probabilitas) und lambda eine positive Materialkon-
stante, die von der Halbwertszeit des Isotops abhéngt. Der in (1)
angegebene Ausdruck ist die formelmafige Beschreibung der
Wahrscheinlichkeit dafiir, daf} das Teilchen i langer als x Zeitein-
heiten iiberlebt. Die Annahme einer solchen Exponentialvertei-
lung ist mathematisch zwingend, wenn die Spontaneitdt des
Zerfalls gleichgesetzt wird mit der Bezichung

P(Xi>z+y|Xi>y) =P(Xi>2), z,y20, (2)

d.h. die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, daB3 das Teilchen ¢
weitere x Zeiteinheiten iiberlebt, wenn es bereits y Zeiteinheiten

Abstract

We present a statistical model of radioactive decay which allows for
an exhaustive study of the radiation time for a source of nuclear
particles. The results are in particular applied to the nuclear power
plant accident of Chernobyl in 1986.

Uberlebt hat, unabhingig von y ist und gerade genau so groB wie
die - unbedingte - Wahrscheinlichkeit dafiir, daB es iiberhaupt x
Zeiteinheiten iberlebt. Man sagt auch, die Exponentialverteilung
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sei geddchtnislos: fiir einen externen Beobachter spielt es keine
Rolle, ab wann er das Verhalten des Teilchens studiert - solange es
vorhanden ist, verhélt es sich beziiglich seines Zerfallszeitpunktes
verteilungsmaBig stets gleich. Offensichtlich erfullt der in (1)
angegebene Ausdruck auch Beziehung (2); mit tiefliegenden
mathematischen Argumenten lat sich umgekehrt zeigen, daf3 die
Funktionalgleichung (2) als Wahrscheinlichkeiten auch nur - und
damit genau - die Lésungen der Form (1) besitzt.
E ine weitere natiirliche Annahme, die sich aus der Spontanei-
tat des Zerfalls ergibt, ist die der (stochastischen) Unabhan-
gigkeit der Zerfallszeitpunkte, wenn die Strahlungsquelle insge-
samt gleichartige Atome 1,2,....,n umfaflt, d.h. es gilt

P (ﬂ{Xi >'z,~}) = HP(Xi > z;). (3)
1 i=1

i=1

abei konnen die Relationszeichen ,grofler auch durch
kleiner oder gleich“ ersetzt werden. Bezichung (3) model-
liert in der Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie gerade das
gegenseitige Nicht-Beeinflussen der Zerfallszeitpunkte der einzel-
nen Atome.
ie steht es nun mit dem vermeintlich deterministischen
Gesetz der exponentiellen Abnahme der Menge radioak-
tiver Atome mit der Zeit, wie es liblicherweise in der elementaren
Physik gelehrt wird? Die Antwort hierauf gibt das berithmte
Gesetz der groffen Zahlen: fixiert man einen positiven Zeitpunkt x
und betrachtet die Zufallsgrofen /,,...,1,, definiert durch

1,
h:{m

d.h. 7; gibt an, ob das Teilchen i noch existiert (1; = 1) oder schon
zerfallen ist (I; = 0), so sind die abgeleiteten Grofien /;...,1,,
wieder unabhingig und jeweils binomialverteilt mit

X,')I
Xi<sz, )

pi=Pi =1)= P(X; >z) =%, (5)

iqsbesqndcre ist dann die Summe S, der I,...,I, ebenfalls
binomialverteilt mit Erwartungswert E(S,) = np und Varianz

Var(s,) =np(l-p). S, gibt also die Anzahl der noch existierenden
Teilchen zur Zeit x an. Die Grofie S,/n, also die relative Anzahl
der verbleibenden Teilchen zur Zeit x, strebt aber nach dem schon
Jakob Bernoulli im 17. Jahrhundert bekannten Gesetz der
groflen Zahlen gegen p, wobei die Abweichung vom Grenzwert
noch durch die Tschebyscheff-Ungleichung prazisiert werden
kann:

1 Var(Sn) _ p(1-p) 1
P(|nSn Pl>€)S n2e¢2 T pe? S4n52’ &)

unabhingig von p bzw. vom Zeitpunkt x.

Um einen Eindruck von der GréBenordnung des Approxima-
tionsfehlers in (6) zu bekommen, braucht man sich nur zu
tiberlegen, daf ein Mol eines Isotops (d.h. sein Molekulargewicht
in g) nach dem Avogadro’schen Gesetz stets gleich viele, nimlich
ca. 6 102 Atome enthilt - die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die
relative Anzahl S,/n der noch existierenden Atome zur Zeit x um
mehr als z.B. epsilon = 107" von der GroBe p abweicht, betriigt
also weniger als 0.00005! Dies bedeutet, da3 die Ausgangsmenge
des radioaktiven Materials ’praktisch’ deterministisch mit der
Zeit x exponentiell abnimmt.

Damit wird auch die Bedeutung der Materialkonstanten lambda
deutlich: die Halbwertszeit 4 des betreffenden Isotops ist nimlich
durch die Beziehung

—Ah

N =
I
®

e (7)

gegeben.

Die Zerfallsintensitat Z(x) zur Zeit x ldBt sich nun aus den
Beziehungen (1) und (7) wie folgt ableiten: dic Wahrscheinlich-
keit dafiir, dafl innerhalb von Delta Zeiteinheiten nach x das
Teilchen i zerfillt, betrégt

Pz<Xi<z+A)=e*" (1 - e_)‘A) ~ Axe™N, (8)

wenn die positive Zeitspanne Delta klein genug ist. Wihlt man

analog zu (4) die GroBen J; gemil

1,
Ji= {0,

so gibt die wieder binomialverteilte GroBe T, der Summe der
Jy,....Jyentsprechend die Anzahl der innerhalb von Delta Zeitein-
heiten nach x zerfallenen Atome an. Wihlt man die Zeitskala in
Sekunden sowie Delta = 1 [sec], so ergibt sich die Zerfallsintensi-
tat zur Zeit x - in Becquerel (Bq) - zu

r<X;<z+ A

sonst,

(9)

Z(z) = E(Tn) mn-Xe 7. (10)

ur x =0 ergibt sich hieraus die anfangliche Zerfallsintensitit
Z (0) und damit lambda = Z (0)/n als anfiangliche relative
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Zerfallsintensitat, was die Bedeutung von lambda noch einmal
aus anderer Sicht erklart.

Bezicht man die Zerfallsintensitit auf ein Mol (also n = 6 - 10%)
und mifit die Halbwertszeit 4 sowie die Zeit x in Jahren (1 Jahr
entspricht 3.1536 - 107 sec), ergibt sich demnach

1.32.10%6

Z(z) ~ oo lh

(Bd). (11)

Fiir dic Isotope '*'J und '3Cs bedeutet dies, daB eine Ausgangs-
menge von 131 g bzw. 137 g dieses Stoffes eine anfingliche
Zerfallsintensitit von ca. 3.85 10" Bq bzw. 4.37 - 10'* Bq besitzt.

Die Groenordnung der anfinglichen Zerfallsintensitit von 3! J
wird deutlich, wenn man sich vor Augen hilt, dal durch
atmospharische Verdriftung eine annéhernd kreisférmige Flache
von ca. 2000 km Radius um Tschernobyl mit mindestens 1000
Bq/m? kontaminiert wurde - das entspricht etwa 12.5 Millionen
km?. Aufgrund zahlreicher Messungen von Bodenproben kann
man ziemlich sicher davon ausgehen, daf ca. 95% der anfangli-
chen Kontamination in Westeuropa durch Jod (der Rest tiber-
wiegend durch Cisium, in geringerem Umfang durch Strontium)
verursacht wurde. Man erhilt so mit dem unteren Grenzwert von
1000 Bq/m? rechnerisch cine anfingliche Zerfallsintensitit fiir '3 J
in ciner GroBenordnung von etwa 10'° Bq, was ciner Ausgangs-
menge im Grammbereich entspricht. Die Gesamtmenge des
radioaktiven Fallouts in der Nahzone des Reaktors sowie den
etwas entfernteren Gebieten betrug im Vergleich hierzu am
5.5.1986 ctwa 3 - 107 Ci (Curie) = 1.11 - 10'® Bq.

Kontamination nach dem Unfall von Tschernobyl

Eine Modellstudie der Aktivititsdauer

E ine wichtige Frage, die sich seit 1986 stellt, ist die nach der
moglichen Dauer der durch die flichendeckende Kontami-
nation verursachten radioaktiven Belastung bzw. der dadurch
verursachten Wirkungen auf den menschlichen Korper. Das
oben vorgestellte mathematische Modell erlaubt eine einfache
stochastische Analyse dieses Problems z.B. im Rahmen der

Extremwertstatistik. In erster Ndherung kann man sich dab.ei. an
der ’deterministischen’ exponentiellen Abnahme der Aktivitit
orientieren, also an der Lsung der Gleichung

Az

_log(ng/n) — hlog(n/ng), (12)

d -
oder ¥ ) log 2

ng=mn-e

wobei wieder n die Anzahl der anfanglich vorhandenen Atome
und n, dic vorgegebene Grenzmenge bezeichnet. Aufgrund des
stochastischen Charakters des radioaktiven Zerfalls zeigt eine
genauere Analyse jedoch, daf dieser so berechnete Zeitpunkt x
selbst zufillig ist, also insbesondere eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung besitzt, deren Varianz mit dem Abnehmen von n, wichst.
Wir wollen hier speziell zwei Zeitrdume nennen, die sich beziig-
lich der angesprochenen Verteilungsstruktur wesentlich vonein-
ander unterscheiden:

1. die gesamte Aktivititsdauer bis zum vollstandigen Zerfall,
d.h. n, = 0;

2. die Aktivitatsdauer bis zu einem festen positiven Grenzwert ,
kleiner als n.

Wenn wir wieder wie oben die - exponentialverteilten - Lebens-
dauern der einzelnen Atome mit X,...,X, bezeichnen, wird die
gesamte Aktivititsdauer beschrieben durch die maximale Le-
bensdauer aller Teilchen, also dic Zufallsgrofle M, := max
(X,......X,). Aus der Unabhingigkeitsannahme (3) folgt dann fiir
die Verteilung von M,, die Bezichung

P(Mp <z)=P (ﬁ{x, < I})

i=1

n (13)
= H PX;<z)=(1-¢*)", z>0
i=1
Durch Zentrieren erhilt man aus (13) die Gleichung
P(/\(Mn —logn) < :c) = (1 - e'(“']"g”))n
. (14)

= (1 - if—)n — G(r) =e %

n

die sich so ergebende Grenzverteilung mit der Verteilungsfunk-
tion G heilit sinngemil doppelte Exponentialverteilung, Gumbel-
verteilung oder auch Extremwertverteilung vom Typ I. (Diese
Verteilung spielt z.B. auch eine Rolle bei der Untersuchung der
maximalen SO,-Konzentration in der Luft.) Die durch (14)
beschriebene Verteilung besitzt den Erwartungswert gamma =
0.5772... (sog. Euler’sche Konstante) sowic die Varianz pi%/6
=1.6449.... Hieraus ergibt sich fiir die mittlere Aktivitatsdauer
E(M,) sowie deren Varianz bzw. Standardabweichung:

_logn ++v _hlogn+7

E(Mn) = A log2 '’
J—. ) T \ (15)
On R ——= . On X h———=1.85h.
nEear Y R g2

R echnet man mit einer bei dem Reaktorunfall insgesamt
freigesetzten Menge Jod '*' J in Héhe von 1 g (entsprechend
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n = 4.6 + 10%"), erhilt man also fiir die gesamte mittlere
Aktivitatsdauer dieser Jod-Atome zusammengenommen appro-
ximativ 1.6 Jahre mit einer Standardabweichung von 14.8 Tagen;
der Einfluf} von Jod ist damit inzwischen praktisch vollstindig
verschwunden.
B ei einer lokalen Betrachtung (z.B. bezogen auf 1 m? Boden)
ergibt sich analog fiir eine Menge Jod, die eine anfingliche
Zerfallsintensitit von 5000 Bq besitzt (n = 5 - 10°): mittlere
Aktivititsdauer = 264.4 Tage, Standardabweichung = 14.8 Tage.

AY

0,640

3,0 4,0 3,0 £,0 X

I: Dichte der Gumbelverteilun
mit Erwartungswert v und Varianz T versus
II: Dichte der Normalverteilung
mit Erwartungswert ¥ und Varianz %

Allgemeiner zeigt die obige Rechnung, daf fiir ein radioaktives
Isotop mit einer Halbwertszeit / (in Jahren) und einer anfingli-
chen Zerfallsintensitdt b [Bq] die Beziehung

log(hb) + 18.21

B{ M} = log 2

h, on~185h  (16)

mit # = 4.55 - 107 - h - b und einer entsprechend zentrierten
doppelten Exponentialverteilung als approximativer Verteilung
gilt. Ahnlich wie in Beziehung (6) 148t sich auch hier zeigen, daB
der entsprechende Approximationsfehler wie 1/n mit wachsen-
dem n (=Anzahl der Atome) abnimmt, also fiir die hier betrachte-
ten konkreten Fille hinreichend klein ist.

M essungen von 1990 in der nérdlichen Ukraine haben
ergeben, dall die durchschnittlichen Zerfallsintensitidten
immer noch in der GréBenordnung von /0° Bg/m? liegen. Dies
zeigt, daBl nach dem Jod nunmehr die langlebigen Isotope '*7Cs
und Sr Hauptverursacher der noch bestehenden Kontamina-
tion sind. Wir wollen deshalb jetzt das Verteilungsverhalten der
Aktivitatsdauer in der zweiten Situation fur diese Stoffe untersu-
chen. Hierbei ist es zweckmiBig, die sogenannten Ordnungsstati-
stiken (order statistics) der Zerfallszeitpunkte X,,...,X, zu
betrachten, d.h. die der GréBe nach geordneten Werte min
(X1 X)) = Xiinpeios Xoun = max (X ..., X,). Diese geben zugleich
die natiirliche Reihenfolge an, in der die Zerfallszeitpunkte der
einzelnen Atome z.B. in einem physikalischen MeBgerit regi-

striert werden. Die Aktivitatsdauer bis zum Erreichen der
Grenzmenge 7, bei anfinglich # Atomen ist dann gegeben durch
die Ordnungsstatistik mit Index n - n, - n, welche wir hier mit ¥, ,
abkiirzen wollen. Es gilt fiir Erwartungswert und Varianz dieser
Grole

E(Yag) ~ b8/ vy, WL
™9 log2 ’ g nglog22

falls n, positiv, aber klein gegeniiber # ist. Der Approximations-
fehler bewegt sich auch hier wieder in Groflenordnungen von
1/n.

Bezieht man Erwartungswert und Standardabweichung nicht aut
Absolutzahlen n und n,, sondern auf die entsprechenden Zerfalls-
intensititen b und g, ergibt sich entsprechend

1
E(Yng) =~ ploelb/e) Ong~214-107%, \/g (18)

log 2

iir grofe Werte von n, bzw. g stimmt also die mittlere

Aktivitatsdauer ziemlich genau mit den in (12) angegebenen
Werten tiberein, da die zugehorige Standardabweichung in den
praktisch relevanten Situationen im allgemeinen sehr klein
ausfallt. Im Gegensatz zur ersten Situation kann man hierfur die
betrachteten Gréfienordnungen vor n, bzw. g dic Aktivititsdau-
er approximativ als normalverteilt mit den durch (18) gegebenen
Parametern ansehen.
Fiir die in der Ukraine gemessenen Werte ergibt sich mit 5=10%,
g = 1000 im Fall des Cisiums der Erwartungswert 501.6 mit
Standardabweichung 0.07. Wenn man eine ldngerfristige radio-
aktive Belastung iiber 1000 Bq/m? fiir die Bevolkerung fiir
unzumutbar hilt, bleibt diese Gegend also notgedrungen fiir die
ndchsten 500 Jahre unbewohnbar....

inige Informationen zu den physikalischen Aspekten der

hier dargestellten Zusammenhénge hat freundlicherweise
mein Kollege Wolfgang Ebenhoh beigetragen, wofiir ich ihm an
dieser Stelle besonders danken mochte.
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