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Einen Prozefl, mit dem man tberhaupt nie fertig werden konnte, wie das
Zusammenzahlen einer unendlichen Reshe, ermdéglicht die Mathematik un-
ter gunstigen Umstinden in wenigen Augenblicken zu vollziehen. Bis zu
komplizierten Logarithmenrechnungen, ja selbst Integrationen macht sie es
uberhaupt schon mit der Maschine; die Arbeit des Heutigen beschrinkt sich
auf das Einstellen der Ziffern seiner Frage und auf das Drehen an einer
Kurbel oder dhnliches. Der Amtsdiener einer Lehrkanzel kann damsit Pro-
bleme aus der Welt schaffen, zu deren Auflosung sein Professor noch vor
zwethundert Jahren zu den Herren Newton in London oder Leibniz in Han-
nover hdtte reisen missen.

Aus: Robert Musil, Der Mathematische Mensch (1918)



Vorwort

Das vorliegende Buch entstand aus einer Reihe von Vorlesungen, die wir an der
Rheinisch-Westfalischen Technischen Hochschule Aachen, der European Business
School, der Universitat Oldenburg und der Universitit Augsburg seit 1984 ge-
halten haben. Diese Vorlesungen wandten sich vor allem an Informatikstudenten
und Mathematikstudenten mit Nebenfach Informatik mit dem Ziel, stochastische
Grundbegriffe unter besonderer Beriicksichtigung Informatik-spezifischer Aspekte
zu vermitteln.

Unter den zahlreichen Einsatzfeldern stochastischer Methoden in der Informatik
seien hier beispielhaft genannt:

Die Average—Case—Analyse von Algorithmen, die stochastische Automatentheorie,
Anwendungen im Bereich des CAD (Bézier-Kurven und -Flichen), stochastische
Informationstheorie und Codierungstheorie, Rechnernetze und Leistungsbewer-
tung von Rechnersystemen (Warteschlangenprobleme), Bildverarbeitung (Compu-
tertomographie), automatische Spracherkennung (Hidden-Markov-Modelle), Ex-
pertensysteme (effiziente Berechnung von bedingten Wahrscheinlichkeiten), kiinst-
liche Intelligenz (Neuronale Netze), stochastische Optimierungs— und Suchverfah-
ren (Simulated Annealing), stochastische Simulation, probabilistische Algorithmen
u.v.a..

Die zum Verstandnis bendtigten theoretischen Grundlagen, die erfahrungsgemif
héufig weit iiber den in einflihrenden Veranstaltungen angebotenen Stoff hinausge-
hen, sind dementsprechend vielfaltig und reichen von einfachen kombinatorischen
Uberlegungen bei einigen Problemen der Average-Case-Analyse von Algorithmen
bis hin zu tiefliegenden Satzen der axiomatischen Wahrscheinlichkeitstheorie, etwa
bei den Markoff-Ketten und —Prozessen oder der Theorie der Punktprozesse im
Bereich der Bildverarbeitung. )

Ziel des Buches ist es daher, eine einheitliche und méglichst geschlossene Ubersicht
iuber die zum Verstindnis benodtigten Grundlagen zu geben. Der weitaus grofite
Teil des Textes kann dabei mit Kenntnissen der Mathematik etwa im Rahmen des
Werkes von Kiyek & Schwarz (1989), das in derselben Reihe wie das vorliegende
Buch erschienen ist, verstanden werden; bei tieferliegenden Problemen der Analysis
wird gelegentlich auf die beiden Bande von Heuser (1989) verwiesen. Der Text wird
dariiberhinaus durch Ubungsaufgaben erganzt.

Das Buch ist so konzipiert, dafl es sowohl im Rahmen einer einfiihrenden Ver-
anstaltung in die Stochastik als auch fiir weiterfithrende Vorlesungen eingesetzt
werden kann. Trotz des iiberwiegenden Lehrbuchcharakters dieses Textes haben
wir uns allerdings auch bemiiht, neuere Entwicklungen, die z.T. bisher nur in Ori-
ginalarbeiten vorliegen, mit einzubeziehen, um dort, wo es im Rahmen unseres
Zugangs moglich ist, Anschlufl an Fragestellungen der aktuellen Forschung zu er-
langen. Dies betrifft insbesondere die Abschnitte 3.3 (Simulated Annealing) und
6.1 (Erzeugung von Zufallszahlen) sowie Kapitel 4 (Probabilistische Analyse von
Algorithmen). Dementsprechend haben wir haufig auch Querverweise auf andere
Literatur mit in den Text aufgenommen.



Bei der didaktischen Konzeption des Buches haben wir uns von dem Grundsatz
leiten lassen, zur Einfithrung neuer Begriffe wenn méglich immer zuerst den ein-
fachsten Zugang zu wahlen und diesen dann schrittweise zu verallgemeinern, also
z.B. vom Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsbegriff der endlich—diskreten Gleich-
verteilung und seiner kombinatorischen Interpretation auszugehen, um dann iber
beliebige diskrete Verteilungen und ihre Eigenschaften den allgemeinen, an der
Ma#Btheorie orientierten Wahrscheinlichkeitsbegriff einzufithren. Dem — geringfii-
gigen — Nachteil einer Ausweitung des Textes steht demgegeniiber der Vorteil,
groBe Teile spaterer Kapitel auch dann noch lesen und verstehen zu kénnen, wenn
man sich in den beiden einfithrenden Kapiteln lediglich mit den Grundlagen der
diskreten Wahrscheinlichkeitsrechnung vertraut machen méchte. Allerdings sind
zum Verstandnis komplexerer Zusammenhénge etwa im Bereich der stochastischen
Prozesse, deren Anwendung in den verschiedensten Bereichen der modernen Infor-
matik zunehmend zu beobachten ist, auch gewisse mafitheoretische Denkweisen
unabdingbar.

Die Motivation der behandelten Theorie haben wir als wichtigen Aspekt aus zwei
Perspektiven betont. Einen Teil hiervon bilden die zahlreichen angewandten Pro-
blemstellungen, die mit den bereitgestellten Hilfsmitteln elegant angegriffen werden
koénnen. Zum anderen sto8t man haufig relativ schnell bei griindlichem Durchden-
ken einiger einfacher Axiome auf tiefliegende Probleme, deren Losung fiir eine be-
friedigende Darstellung der Theorie unvermeidbar ist. Wir haben dies an der Frage
der Existenz einer Gleichverteilung auf dem Einheitsintervall genauer dargestellt.
Von den zahlreichen Beispiele aus der Informatik, die wir zur Veranschaulichung
der theoretischen Grundlagen in den Text aufgenommen haben, werden einige in
verschiedenen Kapiteln wiederholt aufgegriffen. Hierdurch laBt sich der Einsatz
verschiedener Methoden der Theorie an den gleichen Problemstellungen verdeutli-
chen.

Unseren herzlichen Dank méchten wir allen Freunden, Kollegen, Mitarbeitern und
Studierenden aussprechen, die durch ihre Kritik und Unterstiitzung am Entste-
hen des Buches direkt oder indirekt mitgewirkt haben. Insbesondere danken wir
den Herren Prof. Dr. O. Emrich, Dr. H.J. Witte, Dipl. Math. M. Scheiper, und
Cand. Math. B. Roos fiir die grindliche Durchsicht von Teilen des Manuskripts,
verbunden mit zahlreichen wertvollen Hinweisen, ebenso Herrn Prof. Dr. K. Flo-
ret fiir interessante Anregungen bei einigen mafBtheoretischen Grundlagenfragen.
Herr Dipl. Math. G. Briicks und Herr Dipl. Math. J. Meier haben uns tatkraftig
mit Thren Soft— und Hardware-Kenntnissen bei der Anfertigung einiger schwie-
riger Zeichnungen unterstiitzt. Frau Doetsch hat in Augsburg Teile des Manus-
kripts in TEX geschrieben. Die kompakte Darstellung einer Charakterisierung von
Zusténden bei Markoff-Ketten geht auf Ideen von Herrn Prof. Dr. N. Gaffke zurtck.
Allen genannten mochten wir an dieser Stelle besonders herzlich danken.

Aachen und Oldenburg, im August 1990 Rudolf Mathar
Dietmar Pfeifer
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1. Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

In beinahe allen Bereichen des taglichen Lebens treten Situationen auf, bei denen
“Zufall” eine Rolle spielt. Eine Bewertung des “Zufalls” (genauer: “zufalliger”
Ereignisse) geschieht dann iblicherweise durch die Angabe einer “Wahrscheinlich-
keit”, mit der das betreffende Ereignis eintritt. Dabei ist zwischen verschiedenen
Qualitaten des Begriffs “Wahrscheinlichkeit” zu unterscheiden, wie man an den
beiden Feststellungen

“Wahrscheinlich gibt es heute abend ein Gewitter.”

oder

“Bei binarer Suche findet man ein Schliisselelement in einem geordneten Feld der
Lénge 2" — 1 mit Wahrscheinlichkeit 2¥=1/2" in genau k Schritten (1 < k < n).”
erkennen kann. Die erste Aussage benutzt namlich den Begriff “Wahrscheinlich-
keit” im Sinn eines subjektiven Gefiihls fiir die Moglichkeit des Eintretens eines be-
stimmten Ereignisses, wahrend die zweite Aussage eine Quantifizierung der “Wahr-
scheinlichkeit” in einem mathematischen Modell etwa aufgrund kombinatorischer
Uberlegungen vornimmt. Aussagen der ersten Art entziehen sich in der Regel
einer rigorosen mathematischen Behandlung. Wir werden uns im folgenden mit
solchen Wahrscheinlichkeitsaussagen beschéaftigen, die im Rahmen eines geeigneten
mathematischen Modells formulierbar sind.

Eine erste Schwierigkeit besteht darin, zu prizisieren, was man tberhaupt
unter einem “Ereignis”, fiir dessen Eintreten eine Wahrscheinlichkeit angegeben
werden soll, zu verstehen hat. Fiir die mathematische Modellbildung hat es sich
als sinnvoll erwiesen, Ereignisse durch Teilmengen einer bestimmten Grundmenge
zu beschreiben. Logische Verkniipfungen von Ereignissen, etwa mittels “und”
(gleichzeitiges Eintreten), “oder” (wahlweises Eintreten) oder “nicht” (Nicht—
Eintreten), lassen sich dann vermoge der Durchschnitts—, Vereinigungs— oder Kom-
plementbildung beschreiben. “Ereignisse” werden damit aufgefafit als Teilmengen
A, B, ... einer nicht-leeren Grundmenge 2, denen mittels einer geeigneten Abbil-
dung P, die in einigen Fallen auf der ganzen Potenzmenge P(2) definiert werden
kann, Wahrscheinlichkeiten P(A4), P(B),... zugeordnet werden; P heifit deshalb
auch Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber 2. Das Symbol P fiir Wahrscheinlichkeit
ist dabei historisch auf das entsprechende Wort “probabilité” (englisch: “probabi-
lity”) zurlickzufiihren.

Nattrlich wird man verlangen, dafl die Abbildung P gewisse Eigenschaften
besitzt, die sich soweit als moglich mit den intuitiven Vorstellungen von “Wahr-
scheinlichkeit” decken. Neben der Normierungsbedingung

0< P(A)<1 firalle A€ P(Q) (1.0.1)

wird man beispielsweise fiir das “unmogliche” Ereignis §# bzw. das “sichere” Ereig-
nis (2 fordern

P(®)=0, P(Q)=1. {1.0.2)
Weiter erscheint es sinnvoll, das Nicht—Eintreten eines Ereignisses A, also das Ein-
treten des komplementaren Ereignisses A€, mit der Wahrscheinlichkeit

P(A%)=1-P(A) fir alle A € P(Q) (1.0.3)
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zu bewerten. Fir sich gegenseitig ausschlieende Ereignisse A und B, d.h. mit der
Eigenschaft AN B = §, wird allgemeiner die Additivitdt von P gefordert, ndmlich

P(AUB)=P(A)+ P(B), A,BeB(9). (1.0.4)

Will man auch die Verkniipfung abzahlbar-unendlich vieler Ereignisse miterfassen,
was z.B. bel bestimmten Wartezeitproblemen notig ist, so kann man die letzte
Eigenschaft auch auf den Fall abzahlbar vieler, paarweise disjunkter Ereignisse

A, € B(Q),mneN, AinA; =0,: # j, ausdehnen (oc—-Additivitat von P):

p( G A,,) - iP(A,,), A, € P@. (1.0.5)

Allerdings bringt dies gewisse Probleme mit sich, wenn P auf P(Q2) definiert wer-
den soll und die Grundmenge 2 {iberabzahlbar ist, da dann moglicherweise keine
Wahrscheinlichkeiten mehr mit eventuell geforderten zusétzlichen Eigenschaften
existieren. Beispielsweise gibt es keine “Gleichverteilung” iiber der Potenzmenge
des Intervalls Q = (0, 1], d.h. eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf P(2) mit
der charakterisierenden Eigenschaft

P((a+h,b+h]) = P((a,b]) firalle0<a<b<1, —a<h<1-b (1.0.6)

(jedes linkshalboffene Intervall besitzt — unabhangig von seiner Lage in (0,1] —
dieselbe Wahrscheinlichkeit) bzw. allgemeiner

P(A+h)=P(A) firalle A€ P(Q), A+h e BQ) (1.0.7)

mit A+ h={a+h|a€ A}, h € R (jede Teilmenge A von (0, 1] besitzt dieselbe
Wahrscheinlichkeit wie die um den Betrag h verschobene Menge A + h).

Beziehung (1.0.6) ist dabei wegen der o—Additivitat von P gleichbedeutend
mit der Eigenschaft

P((a,b]) =b—a firalle0<a<b<1 (1.0.8)

(vgl. Aufgabe 1.1).

Mit Methoden, die schon 1905 von Vitali entwickelt wurden, 1afit sich nach-
weisen, dafl eine solche allgemeine Gleichverteilung (d.h. eine Verteilung mit der
Eigenschaft (1.0.7)) auf der Potenzmenge PB(Q2) nicht existieren kann.

Wenn man auf die o—-Additivitdt von Wahrscheinlichkeitsverteilungen nicht
verzichten will, mufl man also notgedrungen den Definitionsbereich B(2) von P
einschrianken. Dies sollte so geschehen, dafl einerseits noch gentigend viele “inter-
essante” Ereignisse Uibrig bleiben, andererseits hinreichend viele P mit bestimmten
gewlinschten Eigenschaften existieren. Man gelangt damit zu o—Algebren von Er-
eignissen, welche im nachfolgenden Abschnitt besprochen werden.
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1.1. o—Algebren und Wahrscheinlichkeitsmafie

Lehrbiicher iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung und damit verbundene kombinato-
rische Probleme gibt es bereits seit dem 16. Jahrhundert, 2z.B. “Liber de ludo
aleae” von Cardano (1501-1576), “De ratiociniis in ludo aleae” von Huygens (1629—
1695), “Ars conjectandi” von J. Bernoulli (1654-1705), “The doctrine of chances”
von de Moivre (1667-1754), “Théorie analytique des probabilités” von Laplace
(1749-1827) oder “Recherches sur la probabilité des jugements en matiére crimi-
nelle et en matiére civile” von Poisson (1781-1840). Obgleich sich diese frithen
Lehrbiicher nicht auf eine axiomatische Theorie der Wahrscheinlichkeitsrechnung
im heutigen Sinn griinden, gibt es doch Ansétze zur Entwicklung eines Wahr-
scheinlichkeitsbegriffs (insbesondere durch Laplace), der im wesentlichen den oben
gestellten Forderungen wenigstens fiir endliche Grundmengen € gentigt. Wegen sei-
ner grundsatzlichen Bedeutung im Zusammenhang mit gewissen kombinatorischen
Problemen soll dieser Wahrscheinlichkeitsbegriff hier kurz vorgestellt werden.

Definition 1.1.1. (Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsbegriff)
Es sei §) eine nicht-leere endliche Menge, #(A) bezeichne die Anzahl der Elemente
einer Teilmenge A € B(). Dann wird vermége

P(A) = ﬁ%, A€ B, (1.1.1)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf ‘B(2) definiert, welche normiert und (o-)
additiv ist. P heiBt auch diskrete Gleichverteilung (oder Laplace-Verteilung) tiber
Q, in Zeichen: P = £(Q).

In praktischen Beispielen beschreibt €2 die Menge aller “méglichen” und A die
Menge aller “giinstigen” Ergebnisse.

Beispiel 1.1.1. (bindre Suche — binary search)

In dem eingangs erwahnten Beispiel der bindren Suche kénnte man z.B. als Grund-
menge die Menge Q = {0,1,2,...,2"~1} wéhlen, wobeiw € 2, w > 1, die mogliche
Platznummer des Schliisselelements bezeichnet. w = 0 bedeutet, dafl das gesuchte
Element nicht im Feld vorhanden ist.

Das Ereignis A;, daf das Schliisselelement in genau einem Schritt gefunden wird,
148t sich darstellen als A; = {2"!}, da das Schliisselelement bei binary search
in einem geordneten Feld genau dann im ersten Schritt gefunden wird, wenn es
sich in der Mitte des Feldes, also auf dem Platz Nummer 2"~! befindet. Entspre-
chend 14t sich das Ereignis A;, daf8 das Schliisselelement in genau zwei Schritten
gefunden wird, darstellen als A; = {2"72%,3-2""2}, da das Schliisselelement genau
dann in zwei Schritten gefunden wird, wenn es entweder in der Mitte des rechten
oder in der Mitte des linken Restfeldes liegt. Allgemein 148t sich das Ereignis Ag,
daB zum Auffinden des Schliisselelementes k Schritte nétig sind, darstellen als

Ar={2j-1-2"F|1<j<2¥!} fir1<k<n. (1.1.2)
Es ist also #(Ak) = 2! und damit

2k—1
P(Ay) =

firl<k<n (1.1.3)
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im Laplaceschen Sinn. n

Man beachte jedoch, daB hierbei stillschweigend eine Gleichverteilungsan-
nahme getroffen wurde insofern, als alle moglichen Platznummern w € Q, w > 1,
und das Ereignis Ag = {0}, daB das Schliisselelement nicht in dem Feld vorhanden
ist, mit derselben Wahrscheinlichkeit 1/#(2) = 1/2™ bewertet wurden.

Man kann sich natirlich auch fir die Wahrscheinlichkeit zusammengesetzter
Ereignisse interessieren, etwa fiir das Ereignis By, dafl das Schliisselelement in
héchstens k < n Schritten gefunden wird, d.h.

2k 1
on

k k
By = 4i, mit P(By) =) P(4i) = , 1<k<n. (1.1.4)
=1

i=1

Man erkennt hieran, dafl die Wahrscheinlichkeit dafur, das Schliisselelement in we-
niger als n Schritten (dem ungiinstigsten Fall) zu finden, P(Bn—;) = (2*! — 1)/
2", kleiner als 1/2 ist! Dies erklart, warum das durchschnittliche Verhalten des Al-
gorithmus praktisch kaum vom schlechtesten Fall abweicht; fiir eine ausfiihrlichere
Diskussion hierzu sei auf Knuth (1973), Bd. 3, S. 410ff. verwiesen. Natiirlich ist
binary search schon im schlechtesten Fall sehr effizient.

Wir wollen an dieser Stelle gleich noch einen weiteren Wahrscheinlichkeits-
begriff erwahnen, der ebenfalls im Laplace’schen Sinn definiert werden kann, den
Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit. Weifl man z.B., dal das Schliisselelement
in dem Feld vorhanden ist, ben6tigt man zur Analyse des Verfahrens lediglich die
kleinere Teilmenge B = {1,2,...,2" — 1}. Die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB das Schliisselelement dann in & < n Schritten gefunden wird, muf sich dem-
nach als Verhéaltnis der “glinstigen” Falle in Bezug auf die nunmehr moglichen
Falle darstellen. Dies gibt Anla8 zu folgender Definition.

Definition 1.1.2. (Laplace’scher bedingter Wahrscheinlichkeitsbegriff)
Es sei ) eine nicht-leere endliche Menge und B eine nicht-leere Teilmenge von Q.

Dann wird auf B(?) durch

#(AN B)

P(AFB)=—W,

A€ PQ), (1.1.5)

eine (weitere) Wahrscheinlichkeitsverteilung P(- | B) definiert, welche als die ele-
mentare bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung unter (der Hypothese) B bezeich-
net wird.

Wie man durch den Vergleich der Beziehungen (1.1.1) und (1.1.5) sofort fest-
stellt, 1aBt sich die gerade definierte bedingte Wahrscheinlichkeit auch ausdriicken
als
P(ANB)

P(4]B)= 5,

A€ PQ), (1.1.6)

was fir spatere Zwecke die niitzlichere Schreibweise ist.
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Fir das obige Suchbeispiel erhilt man somit als bedingte Wahrscheinlichkeit
dafir, dal das Schliisselelement im Falle des Vorhandenseins in k Schritten gefun-
den wird, den Ausdruck

2k—l

wie sich unmittelbar aus (1.1.3) und (1.1.5) ergibt.

Zur Berechnung Laplace’scher Wahrscheinlichkeiten ist es offensichtlich von
Vorteil, systematische Methoden zur Bestimmung der Anzahl von Elementen be-
stimmter Mengen zur Verfiigung zu haben. Solche Methoden stellt die Kombina-
torik bereit. Wir werden im folgenden einige fiir die Stochastik wichtige Begriffe
aus diesem Bereich behandeln.

Definition 1.1.3. (Permutationen und Kombinationen)
Es sei @ = {wi,...,w,} eine nicht-leere Menge, also #(Q) = n, n € N. Fir
1 < k < n definieren wir:
a) Jedes Element (91,7s,--.,nk) € QY (k-faches kartesisches Produkt) heifit
(k, n)-Permutation aus Q (mit Wiederholung). Die Menge aller solcher Per-
mutationen wird mit Permy(§); m.W.) bezeichnet.

b) Jede (k,n)-Permutation (1,72, . ..,nk) mit paarweise verschiedenen Kompo-
nenten heifit (k,n)-Permutation aus Q) ohne Wiederholung. Die Menge dieser
Permutationen wird mit Permp(§2;0.W.) bezeichnet.

¢) Jede (k,n)-Permutation (wj, ,wiy,...,wi,) mit 1 < i3 < i3 < ... < 4 <
n heiBt (k,n)-Kombination aus § (mit Wiederholung). Die Menge dieser
Kombinationen wird mit Komby(Q2; m.W.) bezeichnet.

d) Jede (k,n)-Kombination mit paarweise verschiedenen Komponenten heifit
(k,n)-Kombination aus 2 ohne Wiederholung. Die Menge dieser Kombina-
tionen wird mit Kombj (§2;0.W.) bezeichnet.

Uber die Machtigkeit von Permutations- und Kombinationsmengen gibt das
folgende Resultat Auskunft.

Lemma 1.1.1. Mit den Bezeichnungen von Definition 1.1.3 gilt:
# (Permp(Q; m.W.)) = n* (1.1.8)
#(Permi(Q;0.W.)) = (n)g = (Z) K=nn-1)---(n—k+1) (1.1.9)

n+k—1)

L (1.1.10)

#(Kombj (% m.W.)) = (

#(Komb}(;0.W.)) = (2) (1.1.11)

Beweis. Fir jede Komponente n; einer (k,n)-Permutation mit Wiederholung
(m1,- .. ,n&) gibt es jeweils n = #(Q) Wahlméglichkeiten, woraus sich sofort (1.1.8)
ergibt. Fir eine entsprechende Permutation ohne Wiederholung gibt es n Wahl-
moglichkeiten fiir die erste Komponente 7y, fiir die zweite Komponente 7, gibt es
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(n—1) Wahlmoglichkeiten, usw. bis schlieBlich (n—k+1) Wahlmoglichkeiten fiir die
letzte Komponente 7. Dies ergibt (1.1.9). Zum Beweis von (1.1.11) beachte man,
da88 jede (k,n)-Kombination (wj,,...,wi,) ohne Wiederholung genau k! verschie-
dene Permutationen ohne Wiederholung mit denselben Komponenten erzeugt. Die
angegebene Formel ergibt sich aus (1.1.9). Beziehung (1.1.10) folgt aus (1.1.11),

wenn man die Menge £ um weitere (k — 1) Elemente wny1,...,Wn4k—1 Zu einer
Menge Q* erganzt und die Bijektion (wi,,wiy,- .., wi, ) > (Wiy,Wig41y -+ Wiy +k—1)
von Komb}(Q;m.W.) auf Komb}~*+1(Q*; 0.W.) betrachtet. =

Beispiel 1.1.2. (Hashing)

Kombinatorische Fragestellungen der obigen Art treten in der Informatik z.B. im
Zusammenhang mit dem sogenannten Hashing auf; hierbei handelt es sich um das
Problem, Teilmengen eines Universums mit Hilfe geeigneter Tafeln (sog. Hash-
tafeln) abzuspeichern oder auch auf derartig abgespeicherte Mengen zuzugreifen
(etwa um Einfligungen oder Streichungen durchzufiihren). Bei “rein zufslligem”
Ablegen von k Daten in einem Feld der Lange n (k < n) kénnen dabei Mehrfachbe-
legungen desselben Speicherplatzes vorkommen (Kollision). Bezeichnen wir dieses
Ereignis mit Ak n , so 148t sich das komplementére Ereignis Af, ,, offensichtlich mit
der Klasse Permj(Q;0.W.) identifizieren, wobei 2 die Menge der zur Verfiigung
stehenden Speicherpléatze reprisentiert und die Komponente w; einer entsprechen-
den (k,n)-Permutation mit Wiederholung anzeigt, auf welchem Speicherplatz das
Datenelement ¢ abgelegt wird. GemaB Definition 1.1.1 gilt demnach

¢ N\ #(Perm"(Q;o.W)) (n) _k"l i
P(Ain) = #(Perm};(ﬂ;m.W)) = n"lc - H (1 B ;i)

i=0
k-1 .

=exp(§ln(1—— %)) Sexp(—Z%) (1.1.12)

=0
_ (k- l)k)
Hierbei wurde die Ungleichung In(1 — z) < ~z, z < 1, benutzt. Wahlt man fiir
vorgegebenes p € (0,1) k in Abhéngigkeit von p und n, so erhélt man z.B.

12
P(A§ ) ~ exp (—2’;—) ~p, fallsk~+/2-n-|lnp| mitn— oo (1.1.13)

aufgrund der Taylor-Entwicklung der In-Funktion. .

Eine weitergehende Diskussion zu diesem Problemkreis findet man etwa in
Mehlhorn (1988), S. 138.

Fiir n = 365 ist das obige Problem auch als “Geburtstags—Paradoxon” be-
kannt, da nach (1.1.12) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB unter bereits nur 23
zuféllig ausgesuchten Personen wenigstens zwei am selben Tag Geburtstag haben,
schon gréBer als 1/2 ist. (Zum Vergleich: der asymptotische Ausdruck auf der
rechten Seite von (1.1.13) ergibt k & 22.49 , also eine bereits recht gute Naherung.)
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Beispiel 1.1.3. (Suchbiume)

Kombinationen treten haufig auch im Zusammenhang mit der Auswahl von Teil-
mengen der Grundmenge 2 auf, z.B. bei digitalen Suchbaumen. Dabei werden die
Elemente einer Datei durch Folgen von Ziffern dargestellt vermoge eines Baumes,
dessen Knoten die Prafixe der betreffenden Elemente reprasentieren. Das Verhalten
der Zugriffszeit auf solche Dateien hingt dabei wesentlich von der Grofle der abge-
speicherten Menge ab. Benutzt man etwa die Tatsache, dafl jede k—elementige Teil-
menge von ) mit einer (k, n)-Kombination ohne Wiederholung identifiziert werden
kann, so gibt es (}) verschiedene k—elementige Teilmengen von Q, 1 < k < n. Greift
man nun aus einer n-elementigen Grundmenge Q “zufallig” eine k—elementige Teil-
menge heraus (1 < k < n), so 148t sich die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis
Aj », daB die ausgesuchte Teilmenge ein bestimmtes Schliisselelement w; enthilt,
berechnen zu

(y
k=1

(%)

P(A1,n) =

3|

; (1.1.14)

wobei formal
Aj 5 = {(w1,7) | 7 € Komb}~}(Q\ {w1};0.W.)} (1.1.15)

gewahlt werden kann und die Bezugsmenge zur Berechnung von P(A;) nach Defi-
nition 1.1.1 die ganze Klasse Komby(Q;0.W.) ist. (Fur k = 1 ist (1.1.15) zu lesen
als Ay n = {(w1)}.)

Entsprechend erhalt man als Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A, ,,, daf§ in der
ausgewahlten Teilmenge die Schliisselelemente wy,...,w, enthalten sind,

Gor) _ (B <k<n,

® ~e

P(Arn) =

mit
Arn = {(w1,...,wr,n) | n € KombpZ (Q\ {w1,...,w,};0.W.)}.

LaBt man r fest aber k (in Abhangigkeit von n) und n so gegen oo streben, daf
das Verhaltnis k/n gegen eine Zahl p € (0, 1) strebt, so gilt offensichtlich

P(A,n)~p" (n— o).

Will man also mit mehr als 50%iger Wahrscheinlichkeit alle r Schliisselelemente in
der ausgewahlten Teilmenge vorfinden, so mufl man den Auswahlumfang asymp-
totisch mindestens so grof wie k ~ n - 271/7 wihlen. [

Fir eine weiterflihrende Diskussion im Zusammenhang mit digitalen Suchbau-
men sei auf Mehlhorn (1988), S. 99ff. verwiesen.

Die in den obigen Beispielen auftretenden Grenzwahrscheinlichkeiten lassen
sich offensichtlich nicht unmittelbar aus einfachen Laplace-Experimenten mit end-
lichen Grundmengen gewinnen. Dies ist evident z.B. fiir den Fall, da p eine
irrationale Zahl ist. Andererseits vereinfachen sie in sinnvoller Weise die kom-
plizierten kombinatorischen Ausdriicke fiir die Laplace-Wahrscheinlichkeiten aus
Definition 1.1.1, so da8 eine modellmaflige Erfassung auch solcher Grenzsituationen
wiinschenswert ist.

In der folgenden allgemeineren Vorgehensweise wird daher der Laplace’sche
Wahrscheinlichkeitsbegriff zunachst auf abzahlbare Grundmengen 2 erweitert.
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Definition 1.1.4. (diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung)
Es sei Q eine nicht-leere, abzihlbare Menge. Eine Abbildung P:‘B(2) — [0,1] mit
den Eigenschaften

P(Q) =1 (1.1.16)
P( D A,,) = iP(A,.) (1.1.17)

fiir jede Familie { A, }nen C PB(Q) paarweise disjunkter (p.d.) Mengen heifit Wahr-
scheinlichkeitsverteilung oder Wahrscheinlichkeitsma8 tber €Q.

Die Eigenschaft (1.1.17) ist dabei gerade die o—Additivitdt der Wahrschein-
lichkeitsverteilung P.

Offensichtlich geniigt der Laplace’sche Wahrscheinlichkeitsbegriff den Bedin-
gungen (1.1.16) und (1.1.17), so dafl Definition 1.1.4 in der Tat eine Erweiterung
des Laplace’schen Begriffs vornimmt.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P nach Definition 1.1.4 erzeugt fiir Er-
eignisse B € P(Q) mit P(B) > 0 in der folgenden Weise bedingte Verteilungen
iber Q.

Definition 1.1.5. (elementare bedingte Wahrscheinlichkeit)
Unter den Voraussetzungen von Definition 1.1.4 wird fiir jedes Ereignis B € P(2)
mit P(B) > 0 durch

P(ANB)

P(4]B)= =55,

A € P(Q), (1.1.18)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P(- | B) iiber Q definiert, die bedingte Vertei-
lung unter (der Hypothese) B.

P(A | B) heiBit elementare bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter (der Hypo-
these) B.

Die beiden letzteren Definitionen werfen die Frage auf, wie Wahrscheinlich-
keitsverteilungen auf abz&hlbaren Grundmengen beschrieben werden kénnen, ohne
die Wahrscheinlichkeit fiir jedes einzelne Ereignis A € P(2) angeben zu miissen.
Hierauf gibt das folgende Resultat Antwort.

Lemma 1.1.2. (Darstellung diskreter Verteilungen)

Es sei 2 eine nicht-leere abzihlbare Menge und P eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung tiber Q. Dann ist P bereits vollstindig durch die Elementarwahrscheinlich-
keiten P({w}) festgelegt vermége

P(A)= ) P({w}), A€ BQ). (1.1.19)

wEA

Beweis. Esist A = |J ¢ {w}, so daB sich die Aussage aus der o-Additivitét
(1.1.17) von P ergibt. =
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Fir bedingte Wahrscheinlichkeiten gilt entsprechend

_ EweAnB P({w}) _ w
P(A|B)= S ) —“;P({ }| B) (1.1.20)

fir A,B € P(N) mit P(B) > 0.

Umgekehrt 148t sich durch Festlegung von Elementarwahrscheinlichkeiten p,,
firw € Qmit p, >0, Y cqPw =1 durch P(A) = 3 ., po jede beliebige
Verteilung tiber €2 gewinnen.

Leider reichen zur Beschreibung vieler stochastischer Vorginge selbst abzahl-
bar—unendliche Grundmengen 2 nicht aus, wie wir im folgenden einsehen werden.
Wir bendtigen hierzu den zentralen Begriff der stochastischen Unabhéngigkeit von
Ereignissen.

Definition 1.1.6. (stochastische Unabhéngigkeit von Ereignissen)

Es seien Ay,...,A, € B(Q), n € N, Ereignisse und P eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung. A;,..., A, heiflen stochastisch unabhéingig, wenn fiir alle Mengen B; €
{Ai, A8}, 1< i< n,gilt

P(ﬁ B)) = ﬁP(B,'). (1.1.21)

Eine Familie von Ereignissen {Ap}neN heilt stochastisch unabhangig, wenn die
Ereignisse A,, ..., A, stochastisch unabhiangig sind fiir alle n € N.

Wie einfache Rechnungen zeigen, ist (1.1.21) fir n = 2 aquivalent zu

P(A; N Ay) = P(4;)- P(A4,), (1.1.22)
und falls P(A;) > 0 bzw. P(A;) > 0 ist, auch aquivalent zu

Die letztere Beziehung besagt, dafl die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des
Ereignisses Az nicht von dem Eintreten des Ereignisses A; beeinflut wird und
umgekehrt, dal die Ereignisse in diesem Sinn also unabhéngig voneinander eintre-
ten.

Allgemeiner folgt bei beliebigem n € N aus (1.1.21), da8 fiir alle Auswahlen
1<y <...<1r<n, k <n, mit P(B,’l ﬂ...ﬂB,’k) >0und 1 <! <n,
l¢ {ih'")ik}

P(A[ |B,‘1 ﬂ...ﬂB,‘J:P(A[) (1.1.24)

gilt. Dies kann entsprechend interpretiert werden: die Wahrscheinlichkeit fir das
Eintreten eines Ereignisses wird weder von dem Eintreten noch dem Nichteintreten
der anderen Ereignisse beeinflufit.

Insbesondere Folgen von stochastisch unabhéngigen Ereignissen spielen in der
Stochastik bei der Modellbildung eine zentrale Rolle; sie werden z.B. in der Simu-
lation im Zusammenhang mit sogenannten Verwerfungsverfahren benotigt, die in
Kapitel 6 behandelt werden.

Das folgende Resultat zeigt, da8 solche Strukturen allerdings in wichtigen
Fiéllen nicht mehr mit Hilfe abzéhlbarer Grundmengen 2 beschrieben werden
kénnen.
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Satz 1.1.1. (Folgen unabhangiger Ereignisse)

Es sei Q) eine nicht-leere, abzihlbare Menge, P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
tiber @ und p € (0,1) beliebig. Dann existiert keine Folge stochastisch unabhangi-
ger Ereignisse {A,}nen C P(Q) mit P(A,) = p fiir allen € N.

Einen Beweis dieses Satzes werden wir spater fithren, wenn Rechenregeln fiir
Wahrscheinlichkeiten von Grenzwerten von Ereignisfolgen bereitgestellt sind.

In Abschnitt 1.4 wird gezeigt, da8 auf gewissen tiberabzéhlbaren Grundmen-
gen  mit geeigneten o—Algebren Folgen stochastisch unabhéngiger Ereignisse (z.B.
mit gleicher Wahrscheinlichkeit p, 0 < p < 1) existieren.

Zu iiberabzahlbaren Grundmengen  wird man auerdem in natiirlicher Weise
gefiihrt, wenn man Zufallsexperimente betrachtet, deren Ausgang reelle Zahlen
sind. Beispiele hierfiir sind zufillige Wartezeiten, etwa eines Programms in der
Warteschlange, oder zufallig schwankende Schichtdicken bei der Chipherstellung.
Jede reelle Zahl innerhalb eines bestimmten Intervalls kann hierbei als moglicher
Wert auftreten, und das sind bekanntlich tiberabzahlbar viele.

Um eine geniigend reichhaltige Theorie entwickeln zu kénnen, muff man also
auch Giberabzahlbare Grundmengen  in die Betrachtungen mit einbeziehen. Will
man den bisher eingeschlagenen Weg naiv fortsetzen und Wahrscheinlichkeitsmafie
auf der ganzen Potenzmenge von Q definieren, stoft man bald auf Schwierigkeiten.
Erinnert sei an die Nichtexistenz einer Gleichverteilung, charakterisiert durch Be-
dingung (1.0.6) bzw. (1.0.7), auf der gesamten Potenzmenge P(?) mit 2 = (0,1].

Ein Ausweg aus dieser Situation ist, den Definitionsbereich fir die Wahr-
scheinlichkeitsmafle P einzuschranken, und zwar so, dafl gentigend viele Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen mit zusétzlichen, charakteristischen Eigenschaften exi-
stieren, andererseits aber nicht zu viele interessante Ereignisse verlorengehen. Eine
Moglichkeit zur Bewiltigung dieser Problematik bietet der mafSitheoretische Zu-
gang, wie er im wesentlichen von Kolmogoroff seit 1933 entwickelt wurde. Dieser
basiert auf dem Begriff von o0—Algebren von Ereignissen, den wir nun ausfithrlicher
behandeln wollen.

Definition 1.1.7. (0-Algebra von Ereignissen)
Es sei Q) eine nicht-leere Menge und A C B(2) ein System von Teilmengen von 2.
A heiBt o-Algebra (von Ereignissen) tiber 1, wenn gilt:

QecA (1.1.25)

AcA = A°cA (1.1.26)

{AnlrenCA = |J4n€ A (1.1.27)
n=1

Eine o—Algebra von Ereignissen ist also abgeschlossen gegeniiber der Bildung
von Komplementen und abzahlbaren Vereinigungsbildungen. Aufgrund der De-
Morgan-Regeln und (1.1.26) erhilt man sofort auch die Abgeschlossenheit ge-
geniiber abzahlbaren Durchschnittsbildungen:

{Ap}enCA = [ 4n€ A (1.1.28)

n=1
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Damit erlaubt eine o—Algebra jedenfalls die gewlinschten logischen Verkniipfungen
von Ereignissen mittels “und”, “oder” und “nicht”. Insbesondere ist P(Q) stets
eine o—Algebra iiber (2, und zwar die feinste, d.h. die gréfite in Bezug auf Kar-
dinalitat. A = {#,Q} ist offensichtlich die grobste o—Algebra, d.h. die kleinste
beziiglich Kardinalitat.

Wir erweitern nun noch einmal den Begriff einer (bedingten) Wahrscheinlich-
keitsverteilung, welcher auch die Behandlung iberabzahlbarer Grundmengen 2
erlaubt.

Definition 1.1.8. (allgemeine Wahrscheinlichkeitsverteilung)
Es sei A eine o-Algebra von Ereignissen tiber einer nicht-leeren Grundmenge Q.
Eine Abbildung P: A — [0,1] mit den Eigenschaften

PQ) =1 (1.1.29)
P( G A,,) = iP(A,,) (1.1.30)
n=1 n=1

fiir jede Familie {An}neN C A paarweise disjunkter (p.d.) Mengen heifit Wahr-
scheinlichkeitsverteilung oder Wahrscheinlichkeitsmaf auf A. Das Tripel (2, A, P)
heiBt Wahrscheinlichkeitsraum.

Man beachte, dafl die ein Wahrscheinlichkeitsmaf definierenden Bedingungen
(1.1.29) und (1.1.30) mit (1.1.16) und (1.1.17) tibereinstimmen. Definition 1.1.8 ist
eine Erweiterung von Definition 1.1.4 in dem Sinn, daf} als Definitionsbereich fiir P
eine beliebige o-Algebra — nicht nur die Potenzmenge PB(2) — zugelassen ist. Die
Abzahlbarkeit der Grundmenge  spielt jetzt keine Rolle mehr. Alle Aussagen, die
wir im folgenden fiir Wahrscheinlichkeitsraume (2, A, P) erhalten, gelten natiirlich
auch fiir die speziellere Situation A = P(Q) aus Definition 1.1.4.

Aufgrund der o—Additivitat (1.1.30) erhalt man

P(9) =0,

indem man A; = Q und 4, = 0 fir alle n € N, n > 2, wahlt. Diese Eigenschaft
gilt mit obiger Bemerkung auch fiir den diskreten Wahrscheinlichkeitsbegriff aus
Definition 1.1.4.

In Analogie zu Definition 1.1.5 erhélt man entsprechend:

Definition 1.1.9. (elementare bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung)
Unter den Voraussetzungen von Definition 1.1.8 wird fiir jedes B € A mit P(B) > 0

durch
P(AN B)
P(B)
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P(- | B) auf A definiert, die bedingte Verteilung
unter (der Hypothese) B.

P(A | B) heifit elementare bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter (der Hypo-
these) B.

Definition 1.1.6 fiir stochastische Unabhangigkeit von Ereignissen mit den
nachfolgenden Aussagen (1.1.22) bis (1.1.24) {ibertragt sich unmittelbar auf allge-
meine Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Es ist lediglich zu beachten, da8 in (1.1.21)

P(A|B) = A€ A, (1.1.31)
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die Ereignisse A4,..., A, jetzt Elemente einer c—Algebra A sind, ein eventuell klei-
neres Mengensystem als PB(£2).

Wir werden nun zeigen, da die Normierungsbedingung (1.1.29) zusammen
mit der o—Additivitat (1.1.30) plausible Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten wie
z.B. (1.0.3) oder (1.0.4) implizieren. Dartiiberhinaus erhélt man jedoch auch Eigen-
schaften von Wahrscheinlichkeitsverteilungen im Zusammenhang mit unendlichen
Verkniipfungen von Ereignissen. Solche Grenzwerte von Ereignisfolgen werden in
der folgenden Definition betrachtet.

Definition 1.1.10. (Limites von Ereignisfolgen)
Es sei {A,.}neN eine Folge von Ereignissen aus einer c—Algebra A uber einer nicht-
leeren Grundmenge Q. Gilt fiir allen € N

An C Ana,
so heifit die Folge monoton wachsend. Gilt
An+1 g An,

so heiBt die Folge monoton fallend. Fiir monoton wachsende bzw. monoton fallende
Ereignisfolgen heiBt jeweils

o0
nmm=UAnwm

n—oo
n=1
(o o)
1m&:ﬂ%
n—00

n=1

der Limes der Ereignisfolgen {A,}. Fir beliebige (nicht notwendig monotone)
Ereignisfolgen {A,} heiflen

limsup 4, = nlgrgo( D Ak) = ﬁ G Ar  bzw. (1.1.32)
k:n n:l k;—-on
liminf A, = lim () 4¢) = [J () 4 (1.1.33)

n~
I
3
3
Il
-
n~
1
3

Limes superior bzw. Limes inferior der Ereignisfolge {A,}.

Der Limes superior einer Ereignisfolge {A,} ist gerade die Menge der w €
2, die in unendlich vielen der A, liegen; er beschreibt, da8 unendlich viele der
Ereignisse A,, eintreten. Der Limes inferior enthalt alle w € 2, die in fast allen
der A, (d.h. allen bis auf endlich viele Ausnahmen) liegen; anschaulich ist das das
Ereignis, dafl fast alle der Ereignisse A, eintreten. Wegen (1.1.27) und (1.1.28)
gehoren limsup und liminf von Ereignisfolgen {A,} mit A, € A ebenfalls zur
entsprechenden o—Algebra A.
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Lemma 1.1.3. Essei(Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B, { An}neN seien
Ereignisse in A. Dann gilt:

P(A%) =1 — P(4) (1.1.34)
P(AUB) = P(A)+ P(B), falll ANB=10 (1.1.35)
P(A) < P(B), falls AC B (Monotonie von P) (1.1.36)
P(B\ A) = P(B)~ P(A), falll ACB (Subtraktivitit von P)(1.1.37)
P( G A,,) = P(lim 4,) = lim P(A,), (1.1.38)
n=1

falls {A,} monoton wachsend (Stetigkeit von P von unten)
P (Dl An) =P(lim A,) = lim P(A,), (1.1.39)

falls {A,} monoton fallend (Stetigkeit von P von oben)

P(limsup 4,) = lim P( G 4) (1.1.40)
n—oo n-—00 P
P(liminf 4,) = lim P( 6 Ak) (1.1.41)
P( G 4,) < i P(A,) (Subadditivitit von P) (1.1.42)
n=1 n=1
n n k
P( U Ak) = 2(—1)k+1 o Z P( [ A,-,.)
k=1 k=1 (i1,...,ix)EKomb} ({1,...,n};0.W.) j=1
n n 1.1.43
=ZP(A’¢)— Z P(Ai1nAi2)+_"'+(_1)n+1P(n Ak) ( )
k=1 1< <, <n k=1
(Siebformel von Poincaré — Sylvester)
n n n
S PA)- Y P(Aan4,) < P( | A) S0 P4
k=1 1<#1 <i2&n k=1 k=1 (1144)

(Bonferroni — Ungleichung)

Beweis. Beziehung (1.1.34) ergibt sich aus (1.1.35) mit B = A¢; letztere folgt
aus der o—Additivitat (1.1.30) durch Wahl von A; = A, A; = B, A, = 0 fur
n > 3. Wegen der Nichtnegativitat von P folgt die Monotonieeigenschaft (1.1.36)
aus (1.1.37), welche sich wiederum aus (1.1.35) ergibt, wenn man dort B durch die
Differenzmenge B \ A ersetzt.
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Zum Beweis von (1.1.38) bemerken wir, daf8 fir die durch By = Ay, Bpy1 =
,,_H \A,,, n € N, definierte Ereignisfolge gilt: {B,} ist paarweise disjunkt mit
UneiAn=Uz, B Wegen der o—Additivitat von P ist somit

P(U 40 = 3 P(Ba) = P + lim 3 Pldra \ A1)
n=1 n=1 k=1
= P(A)+ Jim 3" (P(4xs) ~ P(AY) = Jim PAw),
k=1

wobei im vorletzten Schritt die Subtraktivitat (1.1.37) ausgenutzt wurde.

(1.1.39) folgt aus (1.1.38) durch Anwendung der De-Morgan—Regeln auf (|- , A
dh. P(N32; An) =1—P(U22, AS), wobei nun {AS} monoton wachsend ist.

Die Beziehungen (1.1.40) bzw. (1.1.41) ergeben sich unmittelbar aus (1.1.39) bzw.
(1.1.38) nach Definition 1.1.10. Beziehung (1.1.42) kann aus der rechten Unglei-
chung in (1.1.44) gefolgert werden, indem man die rechte Seite durch Y ;o , P(Ax)
abschétzt und beachtet, daB die Ereignisfolge { Jj—; 4k}, ¢n monoton wachsend

ist, so daf8 wir mit der Stetigkeitseigenschaft (1.1.38) erhalten: P({Ji~, An) =
(hmn_.oo Uk= Ak) =limp_o P (Uk=l Ak)

Die Bonferroni-Ungleichung (1.1.44) folgt ihrerseits aus der Siebformel (1.1.43),
welche man z.B. mit vollstandiger Induktion folgendermaBen beweisen kann:

Fir n = 1 ist die Formel trivial giiltig. Fiir n = 2 erhélt man unter Ausnutzung
der Subtraktivitat (1.1.37):

P(A; U A4,y) = P(((A1 U 42)\ (A1 N 42)) U(4;1 N Az))
= P((A1 U 42) \ (41 N A42)) + P(A;1 N 43)
= P(A;)+ P(Az2) —2- P(A; N Ay) + P(A1 N A3)
= P(A]) + P(Az) - P(A] nAz).

Dies ist aber gerade die Siebformel fir n = 2.

Unter der Induktionsvoraussetzung, daf (1.1.43) fir ein n € N gilt, erhalt man
unter Verwendung von (1.1.45):

n+1

P(kL=J1 Ak) = P(,CL:J]AI:) + P(Any1) — P( O(Ak n An+1))

k=1
n-1

=ZP(Ak)_ E P(AilnAi2)+_'“+(—1)n+1P(ﬁAk)
k1 k=1

1<i;<iz<n
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—(ZP(Ak NAng1)— Y. P(AyNA,NApg +—

k=1 1<i;<iz2<n
n+1
-

k=1

n+1 n+1

=Y PA)- Y P NAn)+ -+ (0P [ A),
k=1 k=1

1<i;<iz<n+1

d.h. die Siebformel fiir n 4+ 1. Hierbei wurde die Siebformel fiir n zusatzlich auf
P(U;::l(Ak NAnsr )) angewandt. .

Weitere Bonferroni-Ungleichungen ergeben sich durch Abbruch der Siebfor-
mel nach Termen gerader bzw. ungerader Ordnung. Wegen des Alternierens der
Reihe erhélt man fur P( Us=, Ax) eine obere Schranke bei Abbruch nach einem
Summanden mit positivem Vorzeichen bzw. eine untere Schranke bei Abbruch nach
einem Summanden mit negativem Vorzeichen.

Wir kommen nun zu dem angekiindigten Beweis des Satzes 1.1.1. Man be-
achte, da8 B(Q) stets eine o—~Algebra ist. Folglich ist die in Satz 1.1.1 verwendete
diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung eine Wahrscheinlichkeitsverteilung im Sinn
von Definition 1.1.8 und die Aussagen von Lemma 1.1.3 kénnen angewendet wer-
den.

Sei etwa {An}nen C P(N) eine Folge von stochastisch unabhéngigen Ereig-
nissen der abzdhlbaren Menge @ mit P(A,) = p, 0 < p < 1. Fiir jedes w € Q2
definieren wir

_JA, firweA,
Bn(w) = {Ag fiir w € A°.

Es gilt w € B,(w) fiir alle n € N, also auch w € (o, Bn(w). Wegen der Stetigkeit
von P von oben (1.1.39), der Monotonie und der Unabhangigkeit folgt fir alle
we

Pt < P( (] 5i) = P i, () 60)) = Jim P( () B1)
k=1 k=1 k=1

= lim [T P(Bi(w)) < lim ¢" =0,

k=1

wobei ¢ = max{p,1 — p} < 1 ist.
Wegen der Abzahlbarkeit von § gelangt man damit zu folgendem Widerspruch

1=P@)=P( |J{w}) =3 P({w}) =0,

wEN weN

woraus die Behauptung folgt. n
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Der obige Beweis zeigt, dafl Satz 1.1.1 auch dann noch giiltig bleibt, wenn
fir die Erelgmsse {An} nur gefordert wird, daB mit p, = P(A,), n € N gilt:
limp—oo [I5=; gx = O bzw. dquivalent dazm Y ore(1 — gk) = oo, wobei wieder
gr = max{px,1 — pi} zu setzen ist.

Mit Hilfe der Eigenschaften (1.1.34) und (1.1.35) 148t sich die folgende zu
(1.1.21) aquivalente Beziehung fiir stochastische Unabhangigkeit von Ereignisen
Ay,..., A, zeigen. Sie ist in vielen Fallen leichter zu iiberpriifen als die Definition,
da die Wahrscheinlichkeiten der Komplemente nicht benétigt werden.

Satz 1.1.2. (Stochastische Unabhingigkeit von Ereignissen)

Es sei (R, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. A,,..., A, € A seien Ereignisse, n €
N. Ai,..., A, sind genau dann stochastisch unabhéangig, wenn fiir alle Auswahlen
1< <...<tx €n,1<k<n,gilt

P( (k] Ay) = f[ P(Ay). (1.1.46)

i=1
Beweis. Wenn (1.1.21) fir je n Mengen B, ..., B, gilt, so auch fiir je k¥ Mengen

B;,...,B;,, 1 <1 < ... < i £ n. Dies sieht man wie folgt. Fiur jedes | €
{1,. n} gilt

ﬁB.- (BiU By) (ﬂB) = (Bin ﬂB)u(Bfn ﬁB.-),
=, = b=, =,

also nach Vora.ussetzung und (1.1. 35)

( ﬂ B) P(B))- HP(B )+ P(BE) - HP(B)
) oy iy
- (p(B) + P(BD) [T P(B) = H P(B).
':;11 ;;él
(1.1.46) folgt hieraus mit Induktion, wobei B; = A;, 1 <1 < n, gesetzt wird.
Umgekehrt kdnnen in (1.1. 46) die Mengen A;; beliebig durch 1hre Komplemente

ersetzt werden. Ist i3 < ... < i) eine Auswahl von Indizes und I € {1,...,k}, so
gilt namlich

k
(ﬂ 4;) = P(4qn (] 4;) + P(450 ﬂ i)
J?ﬂ JJ;II J#I
also wegen (1 1.46)
P(45n ﬂ 4;) = H P(A;;) - HP(A,,
J#l J#l
= (1 - P(4;,)) 1‘[ P(4;,) = P(4) f[ P(4;)).

J=1 j=1
i#l J#l

(1.1.47)



1.1. o-Algebren und Wahrscheinlichkeitsmafe 17

Durch iterierte Anwendung (Induktion) von (1.1.47) folgt jetzt (1.1.21), wobei
k=nundi; =j, 1 <j<n, gesetzt wird. =

Wihrend mit Definition 1.1.8 zunachst nur Wahrscheinlichkeiten fur Verei-
nigungen disjunkter Ereignisse berechnet werden konnen, erlaubt die Siebformel
(1.1.43) auch die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten beliebiger, endlicher Verei-
nigungen von Ereignissen, sofern die Wahrscheinlichkeiten aller Durchschnitte be-
kannt sind. Beispielsweise 148t sich das sogenannte Rencontre-Problem mit Hilfe
der Siebformel bzw. der Bonferroni-Ungleichung elegant 16sen. Eine Formulierung
dieses Problems im Bereich der Informatik lautet etwa folgendermaBen:

Beispiel 1.1.4. (Sortierprobleme)

Gegeben sei ein Feld der Lange n. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da§
mindestens k£ < n Elemente des Feldes schon an der richtigen Stelle stehen, wenn
die Elemente beziiglich eines ordinalen Merkmals sortiert werden sollen. Fiir alle
n! méglichen Anordnungen von Elementen wird hierbei dieselbe Wahrscheinlich-
keit 1/n!, also eine Gleichverteilung, vorausgesetzt. Solche Fragen spielen bei der
Untersuchung der Effizienz von Sortierverfahren eine Rolle. (qicksort verhilt sich
z.B. bei bereits teilsortierten Eingabefolgen extrem schlecht (vgl. etwa Mehlhorn
(1988), S. 51).)

Wir betrachten zunachst den Fall ¥ = 1, d.h. die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§
wenigstens ein Element bereits an der richtigen Stelle im Feld steht. Nehmen wir
als Grundmenge Permp,({1,...,n};0.W.) und bezeichnen wir mit A, = {n € Q |
ne = £}, 1 £ £ < n, die Menge aller Eingabefolgen 7, deren ¢~tes Element bereits
richtig sortiert ist, so mufl P( Uy At) berechnet werden. Fiir beliebige Auswahlen

1<é1<i2<...<i;<n, 1<j<n,ist ﬂ{=1A.~, ={neQ|n, =t1,...,m =
ij}, folglich gilt #((NJ=; Ai,) = (n — j)! fiir jede solche Auswahl und somit nach

(1.1.1)
(ﬂ An) - __])' (J'!' (?»_1, 1<j<n (1.1.48)

Die Summanden im /~ten Term der Siebformel (1.1.43) sind hiermit konstant; ihre
Anzahl berechnet sich mit (1.1.11) zu (1), so da8

P(QIAl):gP(A[)— Z P(A,’lﬂA,'z)-{-—...

lSl‘1 <i2Sn

n

+ (—1)"+’P( N Az)

=1
_n_ (), () nt1_()
_5_2!z;‘)+3!23)—+'”+(—1)+lr(7,)
1 1 _1n+l
=1_(1-%+%—%+—...(_n1!) ): (1.1.49)



18 1.1. o-Algebren und Wahrscheinlichkeitsmafle

Der Ausdruck in der Klammer ist die n-te Partialsumme der Taylorentwicklung
von e”! = 1/e, so daf folgt:

JEIC:OP(UAg) —1——_06321
=1

Man erhalt also die erstaunliche Aussage, dafl die Wahrscheinlichkeit fiir richtige
Vorsortierung wenigstens eines Feldelementes fiir grofle n praktisch unabhingig
von n etwa 0.63 betragt. =

Der Abbruch der Reihe 1 — 2, + 3, ...+ K—L in (1.1.49) nach Gliedern
mit negativem bzw. positivem Vorzeichen hefert Bonferrom — Ungleichungen, etwa
zweiter und dritter Ordnung

1 " 1,1 2

Wir betrachten nun allgemein den Fall, dafl mindestens &, 2 < k < n, Elemen-
te des Feldes schon richtig sortiert sind. Dieses Ereignis wird beschrieben durch

. k . .
die Menge U;<;, <i,<..<iz<n[)i=1 Ai;- Die Anwendung der oberen Bonferroni-

Schranke (1.1.44) auf die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses liefert mit (1.1.48)
und (1.1.11) die Abschatzung

AU Aw)s ¥ r(a) -k h

1<i <iz<...<ix<n I=1 1<i1<iz<...<ix<n

welche fiir den Fall ¥ = n sogar mit Gleichheit gilt. Fir k > 2 ist die gesuchte
Wahrscheinlichkeit damit kleiner oder gleich 1/2, fiir ¥ > 3 sogar kleiner oder
gleich 1/6. Sie fallt allgemein bei wachsendem k mindestens so schnell wie 1/k!.
Dies zeigt, daB bei Gleichverteilung aller Eingabefolgen die Wahrscheinlichkeit fiir
bereits mindestens k vorsortierte Elemente rasch sehr klein wird.

Die Wahrscheinlichkeit, da8 in einem Feld der Lange n bereits genau k, k < n,
Elemente richtig sortiert sind, ist durch den Ausdruck

1 1 1 1 (=1 *
p= (-t gt acye =) (1.1.50)

gegeben.

Dies sieht man wie folgt. Es gibt (}) Moglichkeiten, das Gesamtfeld in eine
Gruppe von k und die (n — k) verbleibenden Elemente aufzuteilen. Durch Multipli-
kation der Komplementarwahrscheinlichkeit von (1.1.49) mit (n — k)! erhélt man
die Anzahl der Anordnungen im Restfeld, bei denen kein Element an der richtigen

Stelle steht, zu (n — k) (1~ & + & — & + ... G050,

Insgesamt gibt es also (})(n—k)! (1—- GtE—git—... Q(le—),) Moglichkeiten,
genau k Elemente richtig anzuordnen und die (n — k) restlichen alle falsch. Die
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Wabhrscheinlichkeit (1.1.50) ergibt sich durch Division dieses Ausdrucks durch nl,
der Anzahl aller Permutationen des Feldes.

Asymptotisch folgt damit fiir die Wahrscheinlichkeit g, da8 in einem (grofen)
Feld der Lange n bereits mindestens k& Elemente richtig sortiert sind,

l1en1 1
Py e I

Die folgende Tabelle enthalt einige Werte von ¢, die man mit den oben angege-
benen Bonferroni-Schranken vergleichen mage.

| & |
[ at |

| 1 | 2 | 3 | 4 | 5 |
| 06321 | 02642 | 00803 | 0019 | 0.0037 |

Eine ausfithrliche Behandlung dieses Sortierproblems findet man auch bei
Knuth (1973), Bd. 1, S. 178.

Fiir unabhéngige Ereignisse Aj,..., A, 148t sich die Wahrscheinlichkeit fur
die Vereinigung mit Hilfe der De-Morgan—Regeln darstellen als

n n

P(U4)=1-P(() 45) =1- [] (1 - P(4w).
k=1 k=1 k=1
Die in dem vorigen Beispiel auftretenden Ereignisse A; sind jedoch nicht sto-
chastisch unabhéngig. Dies sieht man daran, daf P(A1 N4,) = (2'("))_1 = #ﬁ

fiir n > 2 verschieden ist von P(A;) - P(A4;) = Allerdings sind bei festem k
und groBlem n die Ereignisse Ay, ..., A nach Satz 1 1.2 “fast” unabhangig, da fir
alle Auswahlen 1 <i; < ... <4 < k

P(() ) = O = L= T rn)

1=1 =1

gilt. Wiirde man statt der Grundmenge Penn"({l ,n}o. W) die Grundmenge
Perm}({1,...,n};m.W.) verwenden, so wiren die Erexgnlsse A,,..., A, tatsichlich
unabhingig mit P(A)=Lfir1<i<n.

Die gerade durchgefuhrten Rechnungen lassen vermuten, dal bei stochasti-
scher Unabhéangigkeit Wahrscheinlichkeiten fiir Limes superior und Limes inferior
von Ereignisfolgen mit relativ einfachen Mitteln berechnet werden kénnen. Ein
wichtiges Hilfsmittel stellt hierbei das folgende Ergebnis dar.

Satz 1.1.3. (Borel-Cantelli-Lemma)
Es sei {An}neN eine Folge von Ereignissen in einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P). Dann gilt:

a) Z P(A;) <00 = P(limsupA,)=

n—oo
n=1
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Ist {A,} zusétzlich stochastisch unabhangig, so gilt

b) Z P(A,)=00 = P(limsupA,)=1.

n—o00
n=1

Beweis. a) Nach (1.1.42) folgt fiir alle n € N

P(U4) < S PUA) =0 (n— o)

k=n k=n
also
P(limsup 4,) = lim P( U A’“) 0
ken
b) Es ist
P(hmsupA )=1-P(lminf A7) =1 - ,}I—I»Eop< ﬁ Ak)
k=n

=1- lim H (1 - P(Ax)).

n—oo

Aus limsup,_,o, P(A4,) = 1 folgt trivialerweise [[72, (1 — P(Ax)) = 0 fiir alle
n € N, also die Behauptung. Ist andererseits limsup,_,., P(4,) = L < 1, so gilt

Mren (1= P(Ar)) =exp{ Yo, In (1-P(Ax))} S exp{— s, P(Ak)} = 0 fiir
alle gentigend grofien n € N, also ebenfalls die behauptete Gleichheit. »

Unter Verwendung der De-Morgan-Regeln kann man Satz 1.1.3 sofort um
folgende Identititen ergénzen:

c) f: (1-P(4n)) <00 = P(liminf 4,) = 1.

n=

-

Ist {A,} zusatzlich stochastisch unabhangig, so gilt

[o o]
d) Z 1-P(4,)) =co = P(liminf4,)=0.

Wir wollen uns nun naher mit der Frage beschaftigen, welche o-Algebren
geeignet sind, um etwa das Existenzproblem einer Gleichverteilung im Sinn von
(1.0.6) und (1.0.7) zu losen. Offensichtlich ist dabei mindestens zu fordern, daf
eine solche o—Algebra alle Teilintervalle (a,b], 0 < a < b < 1 von (0, 1] enthélt.
Man gelangt damit in natiirlicher Weise zum Begriff des Erzeugers einer o—Algebra.
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Lemma 1.1.4. (Erzeuger einer o—Algebra)
Es sei ) eine nicht-leere Menge und € C P(Q2) ein System von Teilmengen von Q.
Dann ist

(&) = n{A | A ist o—Algebra iber Q, £ C A}

eine o—Algebra iiber R, die £ enthalt, und zwar die kleinste (bzgl. Mengeninklu-
sion) mit dieser Eigenschaft. £ heiit Erzeuger von o(£).

Beweis. Man verifiziert leicht anhand von (1.1.25) bis (1.1.27), daB o(&) eine
o—Algebra iiber 2 ist, denn die entsprechenden Eigenschaften tibertragen sich auf
den Durchschnitt von o—Algebren. Der Schnitt ist aulerdem nicht-leer, da stets
A = P(Q) eine o-Algebra ist, die £ enthalt. Ist ferner B eine o—Algebra iiber
2, die £ enthalt, so ist diese fiir die Durchschnittsbildung zuléssig, und somit gilt
o(€) C B. Damit ist o(€) in der Tat minimal im angegebenen Sinn. ]

Aufgrund von Lemma 1.1.4 ist also die Existenz einer kleinsten, das Mengen-
system &£ enthaltenden o-Algebra sichergestellt. Die Borel’sche o—Algebra wird
auf diesem Weg wie folgt durch ein Erzeugendensystem definiert.

Definition 1.1.11. (Borel’sche o—-Algebra)
Essei =R und € = {(a,b] | a,b € R, a < b}. Dann heifit die durch £ erzeugte
o—Algebra o(€) die Borel-o—Algebra tiber R, in Zeichen: B! = o(€).

Wir werden im folgenden auch Borel’sche o—Algebren tiber echten Teilmengen
von R bendtigen; sie lassen sich mit Hilfe von B! folgendermafien konstruieren.

Lemma 1.1.5. (Spur-o-Algebra)
Es seien Q2 C Q; nicht-leere Mengen und A eine o—Algebra tiber . Dann wird
durch

DWNA={QNA|Ac A} (1.1.51)

eine o—Algebra tiber Q0 definiert. Diese heifit Spur-oc—Algebra von Q; in A. Ist
ferner Q, € A, so gilt

QWNA={Ac A|AC D} (1.1.52)

Beweis. Wir zeigen zunéchst, da8 Q2 N A eine o—Algebra iber 2 ist. Offenbar
ist Qo = 3 N Q; mit Q; € A, also Q3 € Q2 N A. Dies ist (1.1.25).

Zu einer Menge B € 2, N A existiert per Definition eine Menge A € A mit
B = ;N A. Damit ist aber 2, \B=Q,\ A= Qzﬂ(Ql\A) mit Q;\ A € A4, also
(1.1.26) erfiillt.

Zu einer Folge {B,} C Q; N A existiert analog eine Folge {A } € Amit B, =
QN A, n €N, sodaBU Bn—QgﬂU 1A, mit [Jo2 | A, € A, also auch
(1.1.27) erfillt ist. Damit ist Qz N A eine o— Algebra uber Qg

Zum Beweis von (1.1.52) bemerken wir, dafl 2, N A € A gilt, wenn Q; und A€ A
ist. Damit gilt jedenfalls Q2N AC {4 € A| A C Q;}. Ist umgekehrt A € A mit
ACQy,s0ist A=Q,NA Alsogilt Q2N AD {A€ A| AC Q;} und somit
Gleichheit. ]
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Damit bilden die Borel’schen Teilmengen des Intervalls (0, 1], welche fiir das
Gleichverteilungsproblem (1.0.6) und (1.0.7) wichtig sind, in der Tat eine o—Alge-
bra iiber (0,1}, namlich gerade die entsprechende Spur-c—Algebra.

Die in Lemma 1.1.4 betrachteten Erzeuger von o—-Algebren sind keineswegs
eindeutig bestimmt. Beispielsweise sind im Fall der Borel’schen o—Algebra B! die
folgenden Mengensysteme — neben anderen — Erzeuger von B!:

& ={(a,b] | a,b€R, a<b} (1.1.53)
& ={[a,b) | a,bER, a<b} (1.1.54)
& ={(a,b)]|a,beR, a<b} (1.1.55)
Es={[a,b]|a,bER, a< b} (1.1.56)
& = {(—o0,8] | be R} (1.1.57)
€ ={(—o0,b) | bER} (1.1.58)
& = {G CR| G offen} (1.1.59)
& = {F C R | F abgeschlossen} (1.1.60)
& = {K C R | K kompakt}. (1.1.61)

Dabei kénnen in den Beziehungen (1.1.53) bis (1.1.58) sowie in Definition
1.1.11 die Ausdriicke “a,b € R” bzw. “b € R” noch durch die Ausdriicke “a,b € Q”
bzw. “b € Q” (oder statt Q eine andere, in R dichte Teilmenge) ersetzt werden.

Zum Beweis dieser Beziehungen reicht es offensichtlich, nachzuweisen, dafl die
Elemente der verschiedenen Erzeuger aus geeigneten Intervallen bzw. Borel’schen
Mengen durch abzéhlbare Mengenoperationen der Art (1.1.26) bis (1.1.28) konstru-
iert werden konnen und umgekehrt. Wir wollen dies in einigen Fillen exemplarisch
ausfiihren.

Fiir die Elemente des Erzeugers &5 gilt etwa

(a,b) = U (a,b—(b—a)/2n],

n=1

fur die Elemente des Erzeugers &

o o)
('—OO, b] = U (_'ny b]
n=1
Fir die Elemente des Erzeugers £ benutzt man die Tatsache, dafB jede in R
offene Menge G als abzahlbare disjunkte Vereinigung offener Intervalle darstellbar
ist, fiir die Elemente des Erzeugers & gilt, dal sie gerade die Komplemente der
offenen Mengen bilden.
Umgekehrt lassen sich Intervalle durch andere Erzeugermengen z.B. folgen-
dermaflen darstellen: im Fall des Erzeugers £3 etwa durch

(a,8] = ((a,b+1/n),

im Fall des Erzeugers £ durch
(aa b] = (—OO, b] \ (_Oova]'
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Der Erzeuger £; enthalt insbesondere die offenen Intervalle, aus denen man
die Intervalle aus £; auf die gerade gezeigte Weise erhilt. Analog argumentiert
man mit dem Erzeuger &£, der gerade die Komplemente der offenen Mengen, also
der Mengen von &; enthalt.

Sind ferner a < b € R, so gibt es monotone Folgen {a,} und {b,} rationaler
Zahlen mit a, T a, b, | b, so daB [a,b] = (or, [an, bs] ist. Also wird die Borel’sche
o—Algebra auch durch Intervalle aus £ mit rationalen Endpunkten erzeugt. Man
sagt, B! sei abzahlbar erzeugt. Entsprechend argumentiert man fiir die iibrigen
Erzeuger.

Insbesondere gilt, da8 die einelementigen Mengen {z} mit z € R Borel’sch
sind, da {z} = (= ,(z—1/n, z] gilt. Damit sind auch alle abzéhlbaren Teilmengen
von R Borel’sche Mengen.

Allerdings ist das Mengensystem & = {{z} | ¢ € R} kein Erzeuger von B!,
sondern von der kleineren o—Algebra A = {B € B! | B oder B¢ ist abzahlbar}.

Es soll noch bemerkt werden, dafi man in natiirlicher Weise auch Erzeuger von
Spur-o—Algebren Q; N A (vgl. Lemma 1.1.5) erhalt, wenn € ein Erzeuger von A4
ist, etwa durch £* = QNE = {Q: NE | E € £}. In diesem Sinn ist beispielsweise
&* = {[a,b] | 0 < a < b < 1} ein Erzeuger von [0,1] N BL.

Wir kommen jetzt auf das Problem zuriick, wie man Wahrscheinlichkeits-
verteilungen auf o—Algebren erhalten kann, wenn man lediglich Wahrscheinlich-
keiten fiir Erzeugermengen kennt, wie sie z.B. im Fall der Gleichverteilung auf =
(0,1] durch Bedingung (1.0.6) festgelegt werden. Wir wollen dabei das allgemeine
Vorgehen am Beispiel der Gleichverteilung lediglich skizzieren, da eine ausfiihrliche
Darstellung wegen des maBtheoretischen Hintergrunds iiber den Rahmen dieses
Buches hinausgeht. Der interessierte Leser sei auf Bauer (1978), §5, oder Billingsley
(1986), Section 3, verwiesen.

Bedingung (1.0.6) legt die zu bestimmende Gleichverteilung auf (0,1] N B?
zunéchst nur auf dem Erzeugersystem QN &, @ = (0,1], & aus (1.1.53), fest. Das
Mengensystem R = { U, Ei | Ei € QN &, n € N} ist dann ein sogenannter
Ring, d.h. es besitzt die Eigenschaften

0 eR,
A, BeER=> A\BE€eR,
AL BER=— AUBe€eR.

Insbesondere besitzt jede Menge R € R eine Darstellung
R=Um (1.1.62)

mit paarweise disjunkten Mengen D; € Q N &;. Fiir eine solche Darstellung von
R € R liefert dann

mm:imm) (1.1.63)

eine Fortsetzung von P auf R, die unabhéngig von der speziellen Darstellung von R
mit zerlegenden Mengen D; und sogar o—additiv auf R ist, d.h. fir beliebige paar-
weise disjunkte Mengenfolgen {A,} C R mit ;o , An € R gilt (1.0.5). Definiert
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man nun das sogenannte dufere Ma8l P* auf P(2) durch

P*(A) = inf { iP(A,,) [{As}CR, AC G A,.}, AEPQ), (1.1.64)

n=1 n=1
so 148t sich zeigen, daBl P* auf R mit P iibereinstimmt und dafl das Mengensystem
A* = {A € P(Q) | P*(B) = P*(BNA)+P*(BNA®) fiir alle B € B(Q)} (1.1.65)

eine o—Algebra bildet, welche @ N B! umfaBt und auf der das auBere Mafi P*
ebenfalls c—additiv ist.

Durch Einschrinkung von P* auf Q N B! erhalt man dann die gewiinschte
Gleichverteilung P auf @ N B!, die dariiberhinaus eindeutig bestimmt ist und fiir
Borel’sche Teilmengen der Bedingung (1.0.7) geniigt.

Diese Methode zur Konstruktion einer Fortsetzung funktioniert auch ganz
allgemein. Hat man eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf einem Ring R, so
a8t sich diese iiber die Schritte (1.1.64) und (1.1.65) zu einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung auf der von R erzeugten o—Algebra A = o(R) fortsetzen.

Die o—Algebren A* und Q N B! unterscheiden sich dabei nur unwesentlich;
genauer gilt

A*={AUN|A€QnB', NeN},

wobei N = {N € P(Q) | es existiert B € QN B! mit N C B und P(B) = 0}
das System der sogenannten P-Nullmengen ist. A* entsteht also aus 2N B! durch
Hinzunahme aller Teilmengen N von Mengen B € QN B! mit P(B) = 0, fiir die
dann natiirlich P(N) = 0 gelten mu8.

Die Frage nach der Méchtigkeit solcher o—Algebren 138t sich erstaunlicherweise
nicht im Rahmen der klassischen axiomatischen Mengenlehre (etwa nach Zermelo-
Fraenkel) beantworten. Will man z.B. nachweisen, dafl im Fall der Gleichverteilung
P iber = (0,1] A* # P(N) gilt, so bendtigt man das

Auswahlaxiom: Sind die Indexmenge I und Mengen M; nicht-leer fiir alle: € I,
so ist das kartesische Produkt dieser Mengen ) ier Mi nicht-leer; es existiert also
eine Auswahlfunktion
f:I— U M;
i€l
mit f(i) € M; fiir allei € I.

Anschaulich besagt das Auswahlaxiom, dafi man aus beliebig vielen nicht—
leeren Mengen M; “gleichzeitig” ein Element auswéhlen kann; es ist in der Tat
unabhangig von den ibrigen Axiomen der klassischen Mengenlehre.

Mit Hilfe des Auswahlaxioms wurde eine Menge M, die nicht zu Q N B (und
damit auch nicht zu A*) gehort, schon 1905 von Vitali auf die folgende Weise
konstruiert (vgl. auch Bauer (1978), Satz 8.4, Floret (1981), S. 117 oder Benedetto
(1976), S.49):

Auf R wird eine Aquivalenzrelation ~ definiert durch “z ~ y genau dann,
wenn z —y € Q, z,y € R”.
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R zerfallt damit in die zugehdrigen Aquivalenzklassen K(z), = € R, d.h.
K(z) = {y € R | z —y € Q}. Insbesondere ist mit z auch die reelle Zahl
& i 7
o {1 e
kleiner oder gleich z bezeichne. Wegen y(z) € (0, 1] gibt es also nach dem Auswahl-

axiom eine Représentantenmenge M C (0, 1], welche mit jeder Aquivalenzklasse
K(z) genau ein Element gemeinsam hat. Dann gilt: M ¢ QN B!,

Verzichtet man allerdings auf die Giltigkeit des Auswahlaxioms, so kann
man mit Methoden, die auf Cohen und Soloway 1964 zuriickgehen, ein wider-
spruchsfreies Modell angeben, in dem alle Teilmengen von € zu A* gehéren, also
A* = P(Q) gilt; vgl. etwa Benedetto (1976), S. 50 oder Floret (1981), S. 118.

Da im allgemeinen die oc—Algebra A* wegen der zusatzlichen Nullmengen von
P abhéngt, diese jedoch fiir die Modellierung stochastischer Vorgange praktisch
keine Rolle spielen, werden wir hier nur die Borel’sche o—Algebra B! bzw. entspre-
chende Spur-o—Algebren betrachten.

Bei der Frage, ob und wie weit z.B. die stetige Gleichverteilung iiber die o—
Algebra (0,1] N B! hinaus fortgesetzt werden kann, kommt man sehr schnell zu
dhnlichen Grundlagenproblemen wie schon bei der Beurteilung der Machtigkeit der
o—Algebra A*. Bei Annahme des Auswahlaxioms 148t sich das das Vitali-Beispiel
heranziehen, um die Unmdglichkeit der translationsinvarianten Fortsetzung (d.h.
unter Beibehaltung der Eigenschaft (1.0.7)) auf die ganze Potenzmenge von (0, 1]
zu zeigen; verzichtet man auf das Auswahlaxiom, 138t sich die Fortsetzbarkeit der
Gleichverteilung ohne weitere Forderungen im Rahmen der klassischen Mengen-
lehre nicht entscheiden.

Allerdings existiert nicht einmal unter der schwécheren Forderung (1.0.6) eine
Fortsetzung der Gleichverteilung auf ganz P(Q), wenn man z.B. die Giiltigkeit der
sogenannten Kontinuumshypothese (die ebenfalls unabhangig von den klassischen
Axiomen der Mengenlehre und auch unabhangig vom Auswahlaxiom ist) postuliert,
wie man aus Arbeiten von Banach, Kuratowski und Ulam aus den Jahren 1929
und 1930 schliefen kann. Sie lautet:

Kontinuumshypothese: Jede iiberabzihlbare Teilmenge A von R besitzt die-
selbe Machtigkeit wie R, d.h.

Element von K(z), wobei |z] die groite ganze Zahl

ACR, card(A) >Ry == card(A) = card(R).

Das letzte Resultat 148t sich sogar noch dahingehend verallgemeinern, daff man
— unter Verwendung der Kontinuumshypothese — zeigen kann, dal dberhaupt
keine nicht—diskreten Verteilungen P auf ganz *B(R) existieren. Allerdings 1a8t
sich z.B. die Gleichverteilung P noch iiber die mit Nullmengen vervollstandigte o—
Algebra A* hinaus auf grofiere o—Algebren 4 O A*, A C P(R) fortsetzen, wobei
sogar die Bedingung (1.0.7) eingehalten wird. Der interessierte Leser sei hier auf
die Ausfithrungen und Literaturangaben in Benedetto (1976), S. 40 verwiesen.

Auch eine Beschrankung auf additive Wahrscheinlichkeitsverteilungen, d.h.
solche, bei denen Beziehung (1.1.17) lediglich fir endliche (statt abzéhlbar unend-
liche) Vereinigungen gefordert wird, bringt hier keine Vorteile: Banach hat nidmlich
1923 gezeigt, daB selbst unter der restiktiveren Forderung (1.0.7) zwar Lésungen
des Problems existieren, diese aber nicht eindeutig bestimmt und daher fiir prak-
tische Zwecke nicht geeignet sind. Ein analoges Problem fiir Dimensionen > 3
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ist sogar wieder unlésbar (vgl. Bauer (1978), S. 50, Floret (1981), S. 119ff. oder
Benedetto (1976), S. 50f.).

Die vorangehenden Uberlegungen rechtfertigen also im Nachhinein noch ein-
mal den hier beschrittenen Weg der eventuellen Einschriankung der Potenzmenge
B(2) auf kleinere s—Algebren als Definitionsbereich fiir Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen.

Fiir das Fortsetzungs— bzw. Existenzproblem von Wahrscheinlichkeitvertei-
lungen auf o—Algebren ist es nach obigem also wesentlich, dafl diese auf geeigneten
Erzeugern sinnvoll erklart sind (etwa wie in (1.0.6)), wahrend die Fortsetzung dieser
Verteilungen iiber Ringe zu dufleren Malen dann wie in (1.1.62) bis (1.1.65) erfolgt.
Der Erzeuger &; der Borel’schen o—Algebra oder entsprechender Spur—o—Algebren
spielt dabei eine besondere Rolle. Er fiihrt zum Begriff der Verteilungsfunktion,
die ein analytisches Hilfsmittel zur Darstellung von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf
B! darstellt.

1.2. Verteilungsfunktionen und Dichten

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschaftigen, wie man auf
moglichst einfache Weise Wahrscheinlichkeitsverteilungen P auf B! bzw. geeigne-
ten Spur-o—Algebren vollstandig beschreiben kann. Im Fall diskreter Verteilungen
geniigt es offensichtlich gemafl Lemma 1.1.2, die Elementarwahrscheinlichkeiten
P({w}) zu spezifizieren. Es gibt dann eine kleinste (abzahlbare) Menge T C R mit
P(T) =1, d.h. T enthalt genau diejenigen Elementarereignisse w mit P({w}) > 0.
T heifit auch Triger der Verteilung P. Im Fall beliebiger Verteilungen ist diese
Vorgehensweise i.a. nicht sinnvoll, da P({w}) = 0 gelten kann fiir alle w € Q, wie
das Beispiel der Gleichverteilung zeigt: {w} C (0,1] 1a8t sich namlich darstellen
als {w} = Mhe;(w— ¥,w], so daB mit der Stetigkeit von oben von P nach (1.1.40)
folgt: P({w}) = limp—oo P((w — Z,w]) = limp .00 2 = 0. Die Verteilung P kann
also nicht iiber die Spezifikation von Elementarwahrscheinlichkeiten beschrieben
werden. Andererseits zeigt die Vorgehensweise am Ende des vorigen Abschnitts,
daB es ausreicht, eine Verteilung P etwa auf dem Erzeuger £, also den Intervallen
(a,b] CR, a < bin geeigneter Weise festzulegen. Wegen (a,b] = (—o0, b]\ (—00, a]
und der Subtraktivitat von P geniigt es demnach sogar, P lediglich auf dem Erzeu-
ger &5 sinnvoll zu definieren. Man gelangt damit zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition 1.2.1. (Verteilungsfunktion)
Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf der Borel’schen c—-Algebra B'. Die durch

Fp(z) = P((—o0,z]), z €R, (1.2.1)

definierte Abbildung Fp heifit die zu P gehérige Verteilungsfunktion.

Aufgrund der in Lemma 1.1.3 angegebenen Eigenschaften von Wahrscheinlich-
keitsmaflen erhalt man sofort entsprechende Eigenschaften fiir Verteilungsfunktio-
nen, von denen sich einige als fundamental fiir die Beschreibung von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen herausstellen werden.

Lemma 1.2.1. Es sei F' = Fp die Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung iiber B'. Dann gilt:

F(z) < F(y) fur alle z,y € R, z <y (Monotonie von F) (1.2.2)
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P((a,b)) = F(b) — F(a) fir alle a,b€R, a < b (1.2.3)
hinF(a:) = F(y), y € R (rechtsseitige Stetigkeit von F) (1.2.4)
lim F(z) = F(y) <= P({y}) =0, y€R (1.2.5)
P({}) = F(s) ~ lm F(z), v € R (1.2.6)
dcli_’ngo F(z) =1, xligloo F(z)=0. (1.2.7)

Beweis. Die Beziehungen (1.2.2) und (1.2.3) ergeben sich unmittelbar aus den
Beziehungen (1.1.36) und (1.1.37), wenn man dort A = (—o0,z] und B = (—o0,y]
bzw. A = (—o00,a] und B = (—oo, b] wahlt. (1.2.4) folgt entsprechend aus (1.1.39),
indem man fiir beliebige Folgen {z,} mit z, | y A, = (—o0,z,] wahlt. Die Be-
ziehung (1.2.5) ist eine Konsequenz aus Beziehung (1.2.6), welche sich aus (1.1.38)
ergibt, wenn man wieder fiir Folgen {z,} mit z, 1 y (d.h. insbesondere z, < y)
A, = (—00,z,] wihlt und beachtet, daB { J,-, An = (—oc0,y) und F(y)—P({y}) =
P((—o00,y)) gilt. Die letzte Beziehung (1.2.7) erhdlt man, wenn jeweils Mengen-
folgen A, = (—o00,z,] mit z, T oo bzw. A, = (—o0,z,] mit z, | —oco gewihlt
werden, da dann im ersten Fall lim, .o, 4, = R, im zweiten Fall lim, oo An = 0
gilt. n

Zur eindeutigen Beschreibung von Verteilungen P durch Verteilungsfunktio-
nen Fp werden allerdings nicht alle diese Eigenschaften bendtigt. Vielmehr gilt:

Satz 1.2.1. (Fortsetzungssatz)

Es sei F : R — [0,1] eine Abbildung mit den Eigenschaften (1.2.2), (1.2.4) und
(1.2.7). Dann existiert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf B' derart, da F
genau die zu P gehdrige Verteilungsfunktion darstellt, d.h. es gilt F' = Fp.

Beweis. Zunichst 1af3t sich die gewlinschte Verteilung P auf dem Erzeuger &;
konstruieren vermége

P((a,d]) = F(b) — F(a), a,b€R, a <b.

Ist nun R wieder der von & erzeugte Ring, d.h.ist R = {UL, Ei | Ei €&, n€
N}, so laBt sich in einem weiteren Schritt P auf R fortsetzen, indem man fiir

jede Menge R € R mit der — stets moglichen — Darstellung R = |J_; D; mit
paarweise disjunkten Mengen D; € & analog (1.1.63) setzt

P(R) = Xn: P(D;). (1.2.8)

Mit Hilfe der rechtsseitigen Stetigkeit von F' 18t sich dann weiter zeigen, dal das
so erhaltene P sogar o-additiv auf R ist, also wegen der Normierungsbedingungen
(1.2.7) damit eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R darstellt. Uber die Schritte
(1.1.64) und (1.1.65) erhalt man schlieBlich das zu P gehérige duflere Ma P*,
dessen Einschrankung auf B! dann die gewilinschte Wahrscheinlichkeitsverteilung
liefert. L]
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Satz 1.2.1 enthélt noch keine Aussage zur eindeutigen Konstruktion von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen aus Abbildungen F' mit den angegebenen Eigenschaften
(1.2.2), (1.2.4) und (1.2.7). Diese ergibt sich allerdings aus der sogenannten Durch-
schnittsstabilitdt des Erzeugers £, d.h. der Eigenschaft

E,F € 81 = FENFEek¢&. (129)

Fir einen formalen Beweis der Eindeutigkeit der im Beweis zu Satz 1.2.1 an-
gegebenen Konstruktion wird allerdings noch die Begriffsbildung eines Dynkin—
Systems benétigt, insbesondere deshalb, weil fiir o-Algebren die Abgeschlossenheit
beziiglich beliebiger Vereinigungsbildungen — siehe (1.1.27) — gefordert wird, die
o—Additivitat einer Wahrscheinlichkeitsverteilung sich aber auf disjunkte Vereini-
gungen — siehe (1.0.6) — bezieht.

Definition 1.2.2. (Dynkin-System)
Es sei Q eine nicht-leere Menge und D C P(2) ein System von Teilmengen von Q.
D heiBt Dynkin-System tiber 2, wenn gilt:

QeD (1.2.10)

DeD = D°eD (1.2.11)

D, € D, n € N, paarweise disjunkt — U D, eD. (1.2.12)
n=1

Die Eigenschaften eines Dynkin-Systems sind also mehr auf die Eigenschaf-
ten einer Wahrscheinlichkeitsverteilung abgestimmt als diejenigen einer o—Algebra.
Es bleibt daher zu kliren, in welcher Beziehung diese beiden Mengensysteme zu-
einander stehen. Offensichtlich ist jede c—Algebra auch ein Dynkin-System. Die
Umbkehrung ist i.a. nicht richtig; es gilt aber:

Lemma 1.2.2. Jedes durchschnittsstabile Dynkinsystem ist eine o—Algebra.

Beweis. Es sei D ein durchschnittsstabiles Dynkin—-System tber Q. Dann ist D

vereinigungsstabil, d.h. mit D, E € D ist auch
DUE=(DNE)U(DNE)U(END®) €D

(man beachte, da8 die drei vereinigten Mengen paarweise disjunkt sind), sowie
differenzstabil, d.h. mit D, E € D ist auch

E\D=EnD‘eD.

Es bleibt also lediglich die Eigenschaft (1.1.27) einer —Algebra nachzuweisen. Sei
dazu {D,} C D eine beliebige (nicht notwendig paarweise disjunkte) Mengenfolge.
Fir n € N setzen wir
Fo=0, Fo=|J D&
k=1
Es ist dann

s

Dn= U(Fn-H\Fn)

n=1 n=0

Il
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eine Vereinigung paarweise disjunkter Mengen Fy,41\ F;, aus D, also | Jow ; D» € D,
was zu zeigen war. =

Analog zu der Begriffsbildung einer von einem Mengensystem £ C P(Q) er-
zeugten o—Algebra o(€) kann man auch von einem von £ erzeugten Dynkin-System
sprechen, d.h. dem kleinsten Dynkin-System D iiber €2, welches £ enthalt; i.Z.:
D = 6(&). Beziiglich der eindeutigen Charakterisierung von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen durch Verteilungsfunktionen ist vor allem das folgende Resultat von
Bedeutung.

Satz 1.2.2. Es sei £ C B() ein durchschnittsstabiles Mengensystem. Dann féllt
das von £ erzeugte Dynkin-System §(€) mit der von & erzeugten o—Algebra o(&)
zusammen, d.h. es gilt §(€) = o(£).

Beweis. Es reicht, nachzuweisen, dafl §(£) eine o—Algebra tiber 2 ist, da o(&)
jedenfalls ein Dynkin-System tiber Q ist. Gemafl Lemma 1.2.2 ist dafiir lediglich
zu zeigen, dafl §(€) durchschnittsstabil ist. Sei nun E € §(£). Das System Dg =
{F € §(E)]ENF € §(€)} ist ebenfalls ein Dynkin-System uber €2, wie man durch
einfaches Nachpriifen der Beziehungen (1.2.10) bis (1.2.12) leicht feststellt. Nach
Voraussetzung umfait aber Dg jedenfalls £, so dal §(€) als kleinstes £ umfassendes
Dynkin-System in Dg enthalten ist; d.h. aber wegen Dg C §(€): Dg = 6(€). Es
ist also EN F € §(€) fiir alle F' € §(€). Da E € §(€) aber beliebig war, ist somit
6(&) als durchschnittsstabil nachgewiesen, was zu zeigen war. .

Nunmehr kénnen wir auch die noch offene Eindeutigkeitsaussage in Satz 1.2.1
beweisen.

Satz 1.2.3. (Eindeutigkeitssatz)

Es sei F : R — [0, 1] eine Abbildung mit den Eigenschaften (1.2.2), (1.2.4) und
(1.2.7). Die nach Satz 1.2.1 existierende Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf B!,
fiir die Fp = F gilt, ist dann eindeutig bestimmt.

Beweis. Seien P und Q zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf B! mit dersel-
ben Verteilungsfunktion F. Das System D = {D € B! | P(D) = Q(D)} ist ein
Dynkin-System iiber = R, denn es gilt:

P(Q)=Q(Q)=1 (1.2.13)
P(D®)=1-P(D)=1-Q(D) = Q(D°) (1.2.14)

fiir alle D € D sowie
P(|UDn) =) P(Dn)=) QD) =Q(|J Dn) (1.2.15)

fiir alle paarweise disjunkten Mengenfolgen {D,} C D aufgrund der o—-Additivitat
von P bzw. Q. :

Da aber B! von dem durchschnittsstabilen Mengensystem & U {0} (oder auch &)
erzeugt wird, und wegen

P((a,b}) = F(b) — F(a) = Q((a,b]), a,b €R, a < b,
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& in D enthalten ist, folgt nach Satz 1.2.2: B! = o(&) = §(&) C §(D) =
D C B', also D = B!, was aber gerade bedeutet, dai P(D) = Q(D) gilt fiir
alle Borel’schen Mengen D € B!. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P ist somit
eindeutig bestimmt. =

Entsprechende Aussagen lassen sich flir den Fall formulieren, dafl die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung P auf einer Spur-o-Algebra QNB! definiert ist mit & C R.
Falls Q dabei selbst eine Borel’sche Menge ist (was in praktischen Fallen stets der
Fall ist, wie die obigen Ausfiihrungen zur Konstruktion nicht-Borel’scher Men-
gen zeigen), kann man die Wahrscheinlichkeitsverteilung P auch gleich auf die
gesamte Borel’sche o—Algebra B! zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P’ fort-
setzen vermoge

P'(B):=P(QN B) fir alle B € B'. (1.2.16)

Dies bedeutet, daB8 den Mengen B auBerhalb von 2, also mit der Eigenschaft
BN Q = §, die Wahrscheinlichkeit Null zugewiesen wird. In diesem Sinne kann
also z.B. die eingangs betrachtete Gleichverteilung tiber (0, 1] auch als Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf ganz B! angesehen werden. Zur Vereinfachung der Schreib-
weise werden wir deshalb im folgenden stets davon ausgehen, da8 alle betrachteten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen P auf ganz B! definiert sind.

Die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung tber (0,1] ist in diesem Sinne
gegeben durch

0 firz<0
Fig)={z fir0<z <1 (1.2.17)
1 firz>1

und damit eine auf ganz R stetige Funktion; man spricht deshalb auch von der
kontinuierlichen oder stetigen Gleichverteilung iiber (0, 1].

4

1 4 y = F(z)

Bezeichnet dagegen P die diskrete Gleichverteilung £(2) auf einer n—elemen-
tigen Grundmenge 2 = {wi,...,wn} C R mit w3 < w2 < ... < wp, so ist die
zugehorige Verteilungsfunktion F' gegeben durch

n

0 firz<uw
F(z)=¢ % firwg <z<wpgr, 1<k<n
1 firz > w,.
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Y
11 I
4 (n-1)/n e —
1 4/n - ...
—] y = F(z)
- 12/n
4 1/n
t 1 } t t —
w1 W2 w3 Wy Wn

Die sich hier ergebende Treppenform der Verteilungsfunktion ist typisch fiir
diskrete Verteilungen mit isolierten Tragerpunkten; die Hohe der Spriinge an den
Stellen wy entspricht wegen (1.2.6) dabei gerade den Elementarwahrscheinlichkei-
ten P({wr}). Im allgemeinen braucht jedoch eine diskrete Verteilungsfunktion
keine Treppengestalt zu besitzen. Beispielsweise wird durch

0 fiir ¢ < 0
Fz)={Y [:—ij fir 0 <z <1 (1.2.18)
=1
712 firz>1

eine (schwach) monoton wachsende, rechtsseitig stetige Funktion mit der Eigen-
schaft (1.2.7) definiert, d.h. F ist die Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung P iiber = (0, 1}; dabei gilt:

P({w}) = 31“ (2«21 1)

fiir alle rationalen Zahlen w € 2 in teilerfremder Darstellung w = Iql mit p,g € N

(vgl. Aufgabe 1.9). Die Verteilung P besitzt also den Trager T = QN(0, 1], wodurch
die zugehorige Verteilungsfunktion F' unstetig in allen rationalen, aber — wegen
(1.2.5) — stetig in allen irrationalen Zahlen des Intervalls (0, 1] ist!

In praktischen Anwendungen spielen bei den kontinuierlichen Wahrscheinlich-
keitsverteilungen vor allem solche eine Rolle, deren Verteilungsfunktion gewisse
Differenzierbarkeitseigenschaften besitzen. Dies fiihrt zu der im folgenden behan-
delten Begriffsbildung einer Verteilungsdichte.

Definition 1.2.3. (Verteilungsdichte)
Es sei f : R — R eine iiber R uneigentlich Riemann-integrierbare Funktion mit

/oo f(z) dz = 1. (1.2.19)

Dann wird durch

Flz) = /_ " f(u) du, z €R, (1.2.20)



32 1.2. Verteilungsfunktionen und Dichten

die Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf B! definiert. Die
Funktion f heiBt (Verteilungs—)Dichte der Wahrscheinlichkeitsverteilung P.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung l&8t sich also
eine Dichte f in ihren Stetigkeitspunkten z darstellen vermége f(z) = F'(z). Im
Fall der kontinuierlichen Gleichverteilung 188t sich auf diese Weise eine Dichte f
bestimmen zu

(1.2.21)

f(z) = 0 firz<Ooderz>1
1 furo0<z<1.

14— y = f(z)

Offensichtlich ist eine Verteilungsdichte nicht eindeutig bestimmt; insbeson-
dere gibt es gewisse Wahlfreiheiten in den Unstetigkeitspunkten z von f, d.h. den
Punkten z, in denen F nicht differenzierbar ist. Beispielsweise konnte man in
(1.2.21) der Dichte f an den Stellen 0 bzw. 1 auch den Funktionswert 0 zuweisen,
ohne da8 die Dichte-Eigenschaft verloren geht. Man kann daher die Gleichvertei-
lung {iber dem Intervall [0,1] ebenso gut mit der Gleichverteilung iiber (0, 1), [0,1)
oder (0, 1] identifizieren.

Ist allgemeiner A € B! eine Menge mit ¢ = [, dz > 0, so ist die (stetige)
Gleichverteilung tiber A gegeben durch die Dichte

0 firz¢g A
flz) = {% firze A, (1.2.22)
in Zeichen: R(A) (“Rechteckverteilung” iiber A). Ist beispielsweise A = [a,b] mit
a,b € R,a < b ein Intervall, so ist ¢ = b — a; die zugehorige Dichte f hat dann die
Form eines Rechtecks, woraus sich die Namensgebung ableitet.
Bei diskreten Verteilungen P spricht man anstatt von Elementarwahrschein-

lichkeiten P({w}), w € Q auch von Zahldichten f(z) = P({z}), = € R, wegen der
zu (1.2.20) formalen Analogie

F(z)=)_ f(u), z €R, (1.2.23)

u<lz

fiir die zugehorige Verteilungsfunktion F. Man beachte dabei, da die Summe
in (1.2.23) wohldefiniert ist, da hochstens abzahlbar viele Summanden von Null
verschieden sind.
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AuBer den bisher behandelten diskreten und kontinuierlichen Wahrscheinlich-
keitsverteilungen existieren noch sogenannte singulare Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen, das sind im wesentlichen solche, deren zugehorige Verteilungsfunktion zwar
stetig ist, die aber keine Integraldarstellung (1.2.20) besitzen. Beispielsweise 148t
sich fiir pg,p1 € (0,1) mit po + p1 = 1 und py,p; # } eine Verteilungsfunktion F

mit F(0) =0, F(1) =1 angeben mit der Eigenschaft
k+1 k .
F( - ) - F(2—n) - il:[lpj‘. (1.2.24)

fir alle n € N, 0 < k < 2", wobei (j; j2 ... jn) € {0,1}" die Binardarstellung
von k bedeute, also
k= Zjﬂn_i
=1

gilt. Nach (1.2.24) ist F streng monoton auf [0, 1] und dariiberhinaus stetig; den-
noch gilt F'(z) = 0 fiir jeden Punkt r € R, in dem F differenzierbar ist, weshalb
(1.2.20) hier nicht gelten kann. Da solche Verteilungen praktisch nicht von Inter-
esse sind, werden wir sie im folgenden nicht weiter behandeln. Der interessierte
Leser sei aber auf Billingsley {1985), Example 31.1 verwiesen.

Zur Unterscheidung singuldrer Wahrscheinlichkeitsverteilungen P mit stetiger
Verteilungsfunktion F' von kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen P mit
der Eigenschaft (1.2.20) nennt man letztere auch absolut-stetige Verteilungen. Wir
werden hier allerdings die Begriffe stetige und absolut-stetige Verteilung synonym
verwenden.

Fir absolut-stetige Verteilungen P mit Verteilungsdichte f wollen wir im
folgenden auch die Schreibweise

/ f(u) du:= P(B), B € B (1.2.25)
B

verwenden, was fiir Intervalle B mit der tblichen Integral-Schreibweise zusam-
menfallt. Tatséchlich wird durch die Beziehung (1.2.25) bzw. der dahinterstehen-
den Mafifortsetzung im Sinne von (1.1.64) und (1.1.65) aber eine Erweiterung des
Riemann’schen Integrationsbegriffs vorgenommen, indem nunmehr Integrationen
iber beliebige Borel’sche Mengen moglich sind. Hierauf werden wir spiter im Zu-
sammenhang mit dem sogenannten Lebesgue-Integral noch einmal zurtickkommen.
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1.3. Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Bisher haben wir uns auf die analytische Beschreibung von Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen auf der Borel’schen o-Algebra B! beschrankt, ohne jedoch naher darauf
einzugehen, wie man im allgemeinen geeignete stochastische Modelle zur Beschrei-
bung konkreter Situationen, in denen Zufall eine Rolle spielt, erhalten kann. Eine
solche allgemeine Vorgehensweise muf insbesondere dem Umstand Rechnung tra-
gen, daB haufig die zu beschreibenden zufalligen Ergebnisse in Form reeller Zahlen
vorliegen, wie z.B. das Problem der Bestimmung der Verteilung der (zufélligen)
Schrittzahl des binaren Suchens — siehe Beispiel 1.1.1 — zeigt. In der Regel
will man dabei zugleich auch arithmetische Verkniipfungen solcher Ergebnisse mit-
beriicksichtigen, etwa die durchschnittliche Schrittzahl des Suchverfahrens bei n—
maliger Ausfiihrung, um hieraus Giliteeigenschaften des Algorithmus abzuleiten.
Ein addquates Hilfsmittel zur Modellierung solcher Situationen stellen die soge-
nannten Zufallsvariablen dar, die im folgenden ausfiihrlicher behandelt werden.

Definition 1.3.1. (Zufallsvariable)
Es sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : @ — R eine Abbildung mit
der Eigenschaft

{XeB}=X"'B)={weQ|X(w)e B} e Afiralle Be B'.  (1.3.1)
Dann heifit X Zufallsvariable auf Q).

Die durch (1.3.1) beschriebene Eigenschaft der Abbildung X nennt man auch
MeBbarkeit von X. Diese Eigenschaft wollen wir im folgenden durch die Schreib-
weise

X:(Q,A4) — (R,B")
zum Ausdruck bringen. Man spricht dabei von den Paaren (£2,.4) und (R, B!),
also Grundmengen mit dariiber definierten o—Algebren auch von Mefiraumen.

Will man die MeBbarkeit von Zufallsvariablen nachweisen, braucht man al-
lerdings Beziehung (1.3.1) nicht fiir alle Mengen B € B! zu verifizieren; es reicht
vielmehr aus, Mengen B eines (beliebigen) Erzeugers € von B!, z.B. £ = &, aus-
zuwahlen. Das System Q aller Mengen B € P(R) mit X ~!(B) € Aist namlich eine
o-Algebra iiber R, so dafl B! C Q gilt, wenn £ C Q gilt, was aber mit Beziehung
(1.3.1) zusammenfallt, wenn dort B! durch £ ersetzt wird.

Durch eine Zufallsvariable X erhélt man in kanonischer Weise eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung @ auf B! vermoge

Definition 1.3.2. (Verteilung einer Zufallsvariablen)
Es sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Dann
wird durch

Q(B) := P({X € B}) = P(X"!(B)), BeB, (1.3.2)
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung @ auf B! definiert. Diese heiit die Verteilung
von X, in Zeichen: Q = PX.

In der Tat wird durch (1.3.1) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf B! defi-
niert, da fiir paarweise disjunkte Mengenfolgen {B,} C B! aufgrund der Urbildei-
genschaften stets gilt

{Xe|JBa}= X“l( U B,,) =UJx B =J{XeB) (133

n=1 n=1
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— mit den paarweise disjunkten Mengen {X € B,}) — und damit @ tatsichlich
o-additiv ist. Q = PX heiit auch Bildma8i von P unter X.

Die Zufallsvariable X reprasentiert durch ihre Werte X (w), w € Q, die mogli-
chen, durch Zufallseinflufl auftretenden Ergebnisse in dem zu beschreibenden Mo-
dell. Die Struktur des zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraums (2, A, P) oder
die explizite Definition der Abbildung X spielt dabei in der Regel keine Rolle; viel-
mehr interessiert die iiber dem Wertebereich von X gegebene Verteilung Q = PX.
Gibt man sich eine solche Verteilung @ auf B! vor, so kann man stets durch die
Wahl

Q=R, A=B' X(w)=w fiirallew € Q (1.3.4)

eine Darstellung der Verteilung Q als Bildma88 PX einer geeigneten Zufallsvariablen
X erreichen. Wir werden deshalb im folgenden grundsatzlich davon ausgehen, daf§
Zufallsvariablen immer auf geeigneten Grundmengen definiert sind, ohne jeweils
diese Mengen oder die zugehorigen Abbildungsvorschriften genauer zu spezifizieren.

Gelegentlich ist es jedoch moglich, in einfacher Weise explizit Zufallsvariablen
auf der Grundmenge anzugeben, etwa im Beispiel 1.1.1 des binaren Suchens.

Beispiel 1.3.1. (binary search)
Es bezeichne X die Zufallsvariable, welche die benétigte Anzahl der Schritte bis
zum Abbruch des Verfahrens angibt. X 18t sich mit den Bezeichnungen aus
Beziehung (1.1.2) ausdriicken durch

k filrwe Ay, 1<k<n

n firr w € Ao U Ap, (1.3.5)

x(@) = {

wobei wieder Ay = {0} zu setzen ist. Die Abbildung X ordnet also wie gewiinscht
allen Platznummern w, diein k € {1,...,n—1} Schritten erreichbar sind, den Wert
k zu; der Wert n wird angenommen fiir den Fall, dal die maximale Schrittzahl
bendtigt wird (unglinstigster Fall) bzw. das Schliisselelement nicht in dem Feld
vorhanden ist. Da X nur endlich viele Werte {1,...,n} annimmt, ist die Verteilung
PX diskret und daher eindeutig bestimmt durch die Angabe

_ 1y P(Ax) = 2k-1-n firl<k<n
P(X =k) = {P(Ao UAn) =P(Ad) + P(A) = & +1 firk=n (136
der zugehorigen Elementarwahrscheinlichkeiten. [

Hierbei haben wir die kiirzere und prignantere Schreibweise P(X = k) fir
das umstandlichere P({X € {k}}) gewahlt. Entsprechend kann das Ereignis By
aus (1.1.4), daB das Schliisselelement in héchstens k£ < n Schritten gefunden wird,
beschrieben werden durch {X < k} bzw.

k i—-1
P(XSk):ZP(X:z‘):Zz =2k_1.

=1 =1

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal das Schliisselelement in genau n Schritten gefun-
den wird, 1afit sich dagegen nicht iiber X berechnen, da das Ereignis {X = n} =
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A, U A sowohl das Auffinden des Schliisselelements im n-ten Schritt als auch das
Nichtvorhandensein des Elements im Feld beschreibt. Will man das Ereignis des
Auffindens des Schliisselelements in genau n Schritten durch eine Zufallsvariable
beschreiben, so kann man etwa

X(w) firwe Ui 4
Yw)=10 fiir w € Ao (1.3.7)

n firwe A,

wahlen; es ist dann
P(Y =n) = P(4n) = 5. (1.3.8)

Das Ereignis {Y = 0} beschreibt den Fall, dal das Schliisselelement nicht in dem
Feld vorhanden ist.

Entsprechend lassen sich tiber Zufallsvariable auch bedingte Wahrscheinlich-
keiten berechnen. Ist man z.B. an der Wahrscheinlichkeit dafiir interessiert, daf§
das Schliisselelement im Falle des Vorhandenseins (d.h. Y > 1) in k < n Schritten
gefunden wird (vgl. (1.1.7)), so ergibt sich

PY=%k) _ P{Y=k)
P(1<Y<n) 1-PY =0)
2k-—1—n 2k—1

P(Y=k|1<Y <n)=
(1.3.9)

BE TR AR T

Im allgemeinen ist bei Modellierungen stochastischer Vorgénge die gleichzeitige Be-
trachtung verschiedener Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum
notig, wie das vorangehende Beispiel zeigt. Diese Zufallsvariablen sind dabei in der
Regel nicht unabhéngig voneinander — siehe die Definition von Y in (1.3.7). Man
ist deshalb auch an der gemeinsamen Verteilung solcher Zufallsvariablen interes-
siert, in obigem Beispiel also an den Wahrscheinlichkeiten P(X = k,Y = j) :=
PH{X =k}n{Y =3})fir 1 <k <n,0 <j<n. Aus den Beziechungen (1.3.5),
(1.3.6) und (1.3.7) erhalt man hier etwa

0 firl<k,j<n,k#j
P(X=k)=2F1" firl<k=j<n
PY=0)=2"" firk=n,j=0

PY =n)=1 firk=j5=n.

P(X=kY =j)= (1.3.10)

Insbesondere zeigt sich hier, da8 die Ereignisse {X =k} und {Y =} fir1 <k <
n,0 < j < n, nicht stochastisch unabhangig voneinander (im Sinne von Definition
1.1.6) sind. Beispielsweise gilt

P(X =nY =0) 2-" 1
: = — =P(Y = 1.3.11
P(X - Tl) 2—n + 2-1 > on ( 0) ( 3 )

P(Y=0|X=n)=

fir n > 1, wobel P(Y = 0 | X = n) die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, dafl das
Schliisselelement nicht in dem Feld vorhanden ist, wenn bereits die maximale An-
zahl n von Suchschritten ausgefiihrt wurde. Die Ungleichung in (1.3.11) spiegelt
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dabei die intuitiv einleuchtende Tatsache wider, daB die (bedingte) Wahrscheinlich-
keit fiir das Nichtvorhandensein des Schliisselelements mit der Anzahl der bereits
ausgefiihrten Schritte wachst; genauer gilt hier

P(Y =0) 2"
p=— > - =
PY =0]X 2k 1-P(X<k) 1- Ef;'ll 9i—1-n
1 1

= = = X>k-1
2n_2k—1+1>2n_2k—2+1 P(Y Ol —k )

fir 1 < k < n. Umgekehrt ist natirlich P(X =n | Y = 0) = 1, da zur Feststel-
lung des Nichtvorhandenseins des Schliisselelements in dem Feld in jedem Fall n
Suchschritte ausgefiithrt werden miissen.

Tatséachlich wird durch (1.3.10) eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung Q
iiber der neuen Grundmenge Q) = {1,...,n} x{0,...,n} C R? definiert vermoge
Q({(k,)}) = P(X = k,Y = j), (k,j) € Q. Entsprechend gelangt man zu
Verteilungen iiber Grundmengen Q™) C R™, wenn m Zufallsvariablen auf der
urspringlichen Grundmenge 2 betrachtet werden. Offensichtlich macht dies keine
Probleme, wenn die verwendeten Zufallsvariablen diskrete Verteilungen besitzen;
die daraus abgeleiteten Verteilungen iiber (™ sind dann namlich ebenfalls diskret
und konnen wie in (1.3.10) durch Angabe entsprechender Elementarwahrscheinlich-
keiten eindeutig beschrieben werden. Probleme treten allerdings dann auf, wenn
eine oder mehrere der betrachteten Zufallsvariablen stetige Verteilungen besitzen,
da man dann {iber der Menge R™ eine geeignete o—Algebra finden mufl; um eine
“gemeinsame” Verteilung der Zufallsvariablen beschreiben zu kénnen. Es ist na-
heliegend, fiir eine solche o—Algebra zu verlangen, daB sie zumindest kartesische
Produkte (eindimensionaler) Borel’scher Mengen, also Mengen der Art

B(™ = X B; mit By,...,B, € B
=1
enthalt. Man macht sich sofort klar, daB8 das System aller so gebildeten Mengen
keine o—-Algebra iiber R™ bildet, da es z.B. nicht vereinigungsstabil ist. Dies zeigt
etwa das Beispiel m = 2, B® =[-1,0] x [~1,0], C® = [0,1] x [0, 1]; offenbar ist
B®) U C® kein kartesisches Produkt zweier Teilmengen von R, also insbesondere
auch nicht zweier Borel’scher Teilmengen von R.

1
c®)

B®
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In dem nachfolgenden Abschnitt werden wir uns deshalb mit geeigneten (sog.
Produkt-)o—Algebren tiber R™, m € N, sowie der gemeinsamen Verteilung endlich
wie auch unendlich vieler Zufallsvariablen beschaftigen.

1.4. Produktraume und Zufallsvektoren

In diesem Abschnitt wollen wir uns zunachst mit dem Problem beschiiftigen, wie
man Uber dem m-dimensionalen Ra.um R™, m € N, bzw. allgemeiner {iber einem
kartesischen Produkt Q(™) = X —; §% von Grundmengen Q; mit darliber defi-

nierten o—Algebren A; in konsistenter Weise umfassendere o-Algebren definieren
kann. Solche o—Algebren sollten sinnvollerweise das System aller Produktmengen
X :': X A; mit Mengen A; € A;, 1 <7 < m — welches i.a. selbst keine o—Algebra
ist, wie die Bemerkungen am Ende des vorigen Abschnitts zeigen — enthalten.

Wahlt man die kleinste o—Algebra, die dieses System umfafit, gelangt man zu der
folgenden Begriffsbildung.

Definition 1.4.1. (Produkt-o—-Algebra )
Es seien (;,A;), 1 <i <m, m € N, MeBraume und

em = { X 4| Ai € A, 1<i<m) (1.4.1)

i=1

das System aller kartesischen Produkte aus den Mengen der gegebenen o—Algebren.
Dann heiit die durch

é A; = o(EM) (1.4.2)

definierte cr—A]gebra iiber dem kartesischen Produkt Q(™) = X " Q der Grund-
mengen §y,...,Q,, die Produkt-c-Algebra der o—Algebren .Al, coy Am.

Das Paar (0™ @™ | A;) heit auch das Produkt der Mefirdume (2, A;), 1 <
1 <m.
Die Bildung von Produkt-o—Algebren ist dabei assoziativ, d.h. es gilt

é.A,’ = ®Ai ® é A; (1.4.3)
1=1 =1 i=r+1

firallel1 <r <m.
Dies ist eine Konsequenz aus dem folgenden allgemeinen

Lemma 1.4.1. (Erzeugungslemma fiir Produkt—oc—Algebren)

In der Situation von Definition 1.4.1 seien &;, 1 < ¢ < m, Erzeuger der c-Algebren
Ai, 1 <1 < m, derart, daB jeder Erzeuger &; eine monoton wachsende Mengenfolge
{Eik}keN enthalte mit

UEﬁ=§mE%:m,1gigm
k=1 e
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Dann ist auch
Flm) { X Ei |E;€ &, 1<i< m} (1.4.4)
=1
ein Erzeuger der Produkt-o-Algebra Q- Ai.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, daB die Produkt-o-Algebra @, A; in der o-

Algebra o(F(™) enthalten ist. Dazu reicht der Nachweis, daf der Erzeuger £(™)
der Definition 1.4.1 in der letzteren o—Algebra enthalten ist. Die Mengensysteme

i—1 m
AW =X 9 xAix X 9l4ie A}, 1<i<m,
j=t =i+l
(flir £ = 1 bzw. ¢ = m entfallt dabei das linke bzw. rechte (leere) kartesische Pro-
dukt) bilden offensichtlich o—Algebren {iber (™), welche von den Mengensystemen
i—1 m
fi(m)——-{XijEgX XQJ‘IE,'GE,'}, 1<:<m,
j=1 j=itl
erzeugt werden. Nach Voraussetzung ist aber fiir jedes E; € &;

i—1 m oo
X Qj x E; x X Q,j = U
k=1

j=1 Jj=i+1

i—1 m
X EijE,'X X Ejk},

=1 j=itl

so daf F™ C o(F(™) und daher auch A™ C o(F(™) fiir alle 1 < i < m folgt.
Aufgrund von

e

m i—1 m
Ai=ﬂ[XQjXA,'X X Q]'

1 i=1 | j=1 j=i+1

fir alle 4; € A;, 1 <1< m, ist also auch £(™ C o(F(™)) und somit @i, A; C
o(F(™), was zu zeigen war. u

Auf die einschrinkenden Voraussetzungen an die Erzeuger in Lemma 1.4.1
kann nicht verzichtet werden, wie das Beispiel 4; = {§,R}, & = {0}, A, =&, =
B zeigt; £® erzeugt namlich lediglich die kleinere o—Algebra {@, R?}, nicht aber
die Produkt-o-Algebra A; ® B!, die z.B. alle Mengen der Form R X B mit B € B!
enthalt.

Fiir den Fall ; = R, A; = B!, 1 <{ < m, heifit die resultierende Produkt—-o—
Algebra B™ = @, A; wieder die (m-dimensionale) Borel’sche o—Algebra (iiber
R™). Die durch (1.4.3) gegebene Assoziativitatseigenschaft driickt sich damit ein-
facher aus als

B ®B*=B""* fiiraller,s € N. (1.4.5)
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Die Struktur héherdimensionaler Borel’scher o—Algebren ist naturgemas viel-
faltiger als diejenige von B!; so enthilt etwa B? auch alle offenen und abgeschlos-
senen Kreise K°(z,y;r) bzw. K*(z,y;r) mit Mittelpunkt (z,y) € R?> und Radius
r > 0. Die erste Aussage ergibt sich z.B. aus der abzéahlbaren Darstellung

K°(z,y;r) = U (@1 —6,q1+8) x(g2—8,92+6) (1.4.6)
(91,92)€(@XQ)NK°(z,y;7)

mit § = 6(Q1,Q2,x,y,7') = %(T_ \/(ql - ‘7:)2 + (q2 - y)2)’ wobei ((Il —5,41 +6) X
(g2 — 6,92 + 8) € B? ist. Abgeschlossene Kreise erhalt man dann z.B. aus offenen

vermoge
e o]

a o 1
Kz,y;ir) = K (@ y;r + ).

n=1

Analog zu (1.1.53) bis (1.1.61) bilden die folgenden Mengensysteme Erzeuger von
B™, m € N:

(m)—{X(a,,bHa,,b €R, a; < b;, 1<2<m} (147)
=1

E™ = { X [ai, bi) | ai, b; € R, a; < b, 1 < i <m} (1.4.8)
i=1

£ = (X (ai,b) | airbi € R, @i < biy 1< S m) (14.9)
i=1

&g = {X[anb]Ia.,b €R, a; <b;, 1<i<m} (1.4.10)
i=1

g™ = {X(—oob]lb €ER, 1<i<m} (1.4.11)
i=1

&™ = {X(—Oob)lb €R, 1<i<m} (1.4.12)
i=1

£ = {G CR™ | G offen} (1.4.13)

S(m) = {F C R™ | F abgeschlossen} (1.4.14)

£ = {K CR™ | K kompakt}. (1.4.15)

Die Erzeugereigenschaft von 8,-("'), 1 <7 < 6, ergibt sich dabei unmittelbar aus

Lemma 1.4.1 sowie den Beziehungen (1.1.53) bis (1.1.58). Ahnlich wie in (1.4.6)
laBt sich ferner zelgen daB jede offene Teilmenge des R™ als abzahlbare Vereinigung

von Mengen aus 5 ™) darstellbar, also insbesondere Borel’sch ist und daher B™ =
a(g(m)) C a(S(m)) C B™, also die Erzeugereigenschaft von 57'") folgt. Wegen
(m) ={G°|G e 5('")} ist auch 5( ™ ein Erzeuger von B™. Entsprechendes gilt
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fiir Sém) , da im R™ die kompakten gerade die abgeschlossenen und beschrankten
Mengen sind.

Ahnlich wie in Abschnitt 1.2 lassen sich Wahrscheinlichkeitsverteilungen iiber
B™ wieder durch ihre Verteilungsfunktionen charakterisieren, die allgemeiner wie
folgt definiert sind.

Definition 1.4.2. (m-dimensionale Verteilungsfunktion)
Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsmal auf der Borel’schen o-Algebra B™, m € N.
Die durch

m

Fp(zy,...,2m) = P( X (—oo,xi]), (1,...,2m) €ER™, (1.4.16)

i=1

definierte Funktion heiBt die zu P gehdrige (m—-dimensionale) Verteilungsfunktion.

Analog zu Lemma 1.2.1 lassen sich auch fiir m~dimensionale Verteilungs-
funktionen charakteristische Eigenschaften aus den allgemeinen Rechenregeln fiir
Wahrscheinlichkeiten ableiten. Die iibliche Monotonie-Eigenschaft eindimensio-
naler Verteilungsfunktionen lafit sich dabei allerdings nicht auf einfache Weise auf
den mehrdimensionalen Fall (etwa durch komponentenweise Ordnung) ibertragen;
vielmehr wird sich der folgende allgemeine Monotonie-Begriff als wesentlich her-
ausstellen.

Definition 1.4.3. (A-Monotonie)
Eine Funktion g : R™ — R, m € N heifit A-monoton, wenn gilt

AgY = E (—1)2"=1£'g(61$1 +(1-e )y, s emEm+(1—€m)ym) >0
(€1,..,6m)E{0,1}™
(1.4.17)
firallez = (z1,...,2Zm), ¥= (¥1,---»ym) ER™ mit z; < y;, 1 <7 <m.

Fiir m = 1 fallt also die A-Monotonie mit der tiblichen (schwachen) Monotonie
zusammen.

Lemma 1.4.2. (Eigenschaften der Verteilungsfunktion)
Es sei F' = Fp die Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber
B™, m € N. Dann gilt:

AF? >0firalle z,y e R™, z; <y;, 1<i<m

‘ = (1.4.18)
(A — Monotonie von F)
¢ By yeeesbm .
P( X (aib]) = AL F, 0, b €R, 4 <b1<i<m  (1419)
i=1
lim F(zy,...,2m)=F(y1,.-.,Ym), (¥1,---,Yym) ER™
z1ly1500Zm lym
(1.4.20)

(rechtsseitige Stetigkeit von F)



42  1.4. Produktriume und Zufallsvektoren

lim F(zy,...,2m)=F(y1,--,Ym)

1Ty, Zm TYm
= P({y}) =0, yeR™
P({y}) = F(y) ~ lim F(z1,...,zm), y € R™ (1.4.22)

ZiTY1, 0 Tm TYm

(1.4.21)

lim Flzy,...,zm) =1,
z1T00,...,Zm oo
. ] (1.4.23)
lim F(zy,...,zm)=0, 1<i<m.
zi]l—00

Der Beweis dieses Lemmas ist vollig analog zum Beweis von Lemma 1.2.1, wo-
bei hier Beziehung (1.4.19), die man leicht mittels vollstandiger Induktion herleiten
kann, eine wesentliche Rolle spielt.

Der in (1.4.19) gegebene enge Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeiten
und A- Monotonie der Verteilungsfunktion erklart auch, warum die komponenten-
weise Monotonie der Verteilungsfunktion (welche trivialerweise aus der A-Monoto-
nie folgt) i.a. nicht zur Charakterisierung mehrdimensionaler Verteilungsfunktio-
nen ausreicht. Analog zu Satz 1.2.1 gilt hier:

Satz 1.4.1. (Fortsetzungssatz fiir m—dimensionale Verteilungsfunktionen)

Es sei F : R™ — [0,1], m € N eine Abbildung mit den Eigenschaften (1.4.18),
(1.4.20) und (1.4.23). Dann existiert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf B™
derart, da F genau die zu P gehorige Verteilungsfunktion darstellt, d.h. es gilt
F = Fp. Insbesondere gilt Beziehung (1.4.19).

Beweis. Vermoge der A-Monotonie von F 1488t sich die gewiinschte Verteilung
P zunachst durch die Gleichung in (1.4.19) auf den Erzeuger Efm) fortsetzen. Be-
zeichnet analog zur eindimensionalen Situation R(™) den von Sl(m) erzeugten Ring,
so ist wieder R(™ = {U-,Ei | E; € Sl(m), n € N} mit der Moglichkeit, jedes
Ringelement R € R(™ als disjunkte Vereinigung von Mengen aus S{m) darzustel-
len, etwa R =|J_, D; mit D;,...,D, € R(™). Durch

P(R) =Y P(D)

ist dann analog zu (1.2.8) eine konsistente Fortsetzung von P auf R(™ gegeben.
Die rechtsseitige Stetigkeit von F' garantiert wieder die o —Additivitat von P auf
R(™, so daB man fiber die Schritte (1.1.64) und (1.1.65) das zu P gehdrige auBere
Maf und somit durch Einschrankung auf B™ die gewiinschte Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf B™ erhilt. =

Auch im mehrdimensionalen Fall ist die Eindeutigkeit der Fortsetzung von
Verteilungsfunktionen zu Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf ganz B™ gewahrleis-
tet:
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Satz 1.4.2. (Eindeutigkeitssatz fiir m—dimensionale Verteilungen)

Es sei F: R™ — [0,1], m € N eine Abbildung mit den Eigenschaften (1.4.18),
(1.4.20) und (1.4.23). Die nach Satz 1.4.1 existierende Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung P auf B™, fiir die Fp = F gilt, ist dann eindeutig bestimmt.

Beweis. Fir zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen P und @ auf B™ mit der-
selben Verteilungsfunktion F' ist wieder analog (1.2.13) bis (1.2.15) das System
D ={D € B! | P(D) = Q(D)} ein Dynkin-System. Das Mengensystem Zl(m) u{d}
bzw. 85("') ist auch hier durchschnittsstabil, und wegen

m m
biyeesbom
P( X (aib]) = Ao F = Q[ X (as b

=1 i=1
fiir alle (a1,...,am), (b1,...,bm) € R™ mit a; < b;, 1 <i < m, ist £™ in D
enthalten. Mit Satz 1.2.2 ergibt sich dann wieder die Beziehung B™ = 0(51('")) =
8(E™), d.h. es gilt P(D) = Q(D) fiir alle D € B™, was zu zeigen war. .
Analog zur eindimensionalen Situation 148t sich auch der Begriff einer (ab-

solut—)stetigen Verteilung auf B™ erkliren, und zwar durch geeignete mehrfache
Integration.

Definition 1.4.4. (m-dimensionale Verteilungsdichte)
Es sei f : R™ — R*, m € N eine iiber R™ uneigentlich Riemann—integrierbare
Funktion mit

/ / f(z1,...,xm) dzy...dzym = 1. (1.4.24)

Dann wird durch
Im 1
F(xl,...,zm):=/ / flur, .. um) duy ... dupy, (1.4.25)

fir (z1,...,2m) € R™ die Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
P auf B™ definiert. Die Funktion F heiit (m—dimensionale) (Verteilungs—)Dichte
der Wahrscheinlichkeitsverteilung P; P heifit (m-dimensionale, absolut-)stetige
Verteilung.

Da8l durch (1.4.25) tatsichlich eine Verteilungsfunktion definiert wird, 1a8t
sich leicht nachweisen; insbesondere ist F' A-monoton wegen

Ym Y1
A:F:/ flug, ... um) duy...dum >0

firz = (z1,...,Zm), ¥ =(y1,---,Ym) € R™. Nach dem Hauptsatz der Differenti-
al- und Integralrechnung fiir Funktionen mehrerer Variabler erhalt man die Dichte

f in ihren Stetigkeitspunkten z = (1,..., ) wieder durch partielles Differenzie-
ren der Verteilungsfunktion zuriick vermoge
am

f(.’l:l,...,dfm): mF(.’El,,IL‘m) (1426)
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In Analogie zu (1.2.22) ist beispielsweise die stetige Gleichverteilung R(A) fiir
A€B™, meN, mit ¢c= f . .fA dzy ...dr, > 0 (m-dimensionales Volumen der

Menge AD) wieder gegeben durch die Dichte

0 firzg A
f(xl""ymm)={l fﬁrng. (1.4.27)

Bei hoherdimensionalen stetigen Verteilungen ist die zugehorige Verteilungsfunk-
tion i.a. nicht in einfacher, geschlossener Form darstellbar, weshalb solche Vertei-
lungen in der Regel durch Angabe einer Dichte beschrieben werden. So ist etwa
nach (1.4.27) durch

1 . 2 2
fle,y) = { p firet4yisl (1.4.28)
0 sonst

eine (zweidimensionale) Dichte der stetigen Gleichverteilung R(K) liber dem Ein-
heitskreis K = K%(0,0;1) gegeben, da

/_c:/‘o:of(w,y)dxdy———//Kf(z,y)dwdy=%/Adwdy:l

gilt (zur Beachtung: [f, dz dy ist gerade die Flache des Einheitskreises, also 7).
Die zugehdrige Verteilungsfunktion F(z,y) = ffoo 2. f(u,v) du dv, z,y €R,
ist dagegen nur durch mehrfache Fallunterscheidung und mittels inverser trigono-
metrischer Funktionen darstellbar.

z

3=
{
1

z=f(.1:,y)

—> T
/1

Das letzte Beispiel zeigt, dal man ahnlich wie im eindimensionalen Fall Vertei-
lungen P auf Borel’schen Teilmengen (™ C R™, m € N, wieder als Verteilungen
auf ganz B™ auffassen kann vermoge der Fortsetzung

P'(B) = P(Q'™ N B) fiir alle B € B™ (1.4.29)

1) Das betrachtete Mehrfachintegral existiert im Riemann’schen Sinn zunachst nur fir be-
schrankte, sog. Jordan-Mengen (vgl. auch (1.2.22)); sie sind dadurch charakterisiert, daf8 ihr
Rand 94, d.h. die Differenzmenge aus der abgeschlossenen Hiille A und der Menge A° der in-
neren Punkte, eine Jordan-Nullmenge ist, d.h. zu jedem >0 gibt es endlich viele abgeschlos-
sene Intervalle des R™, die 8A liberdecken und ein Gesamtvolumen von héchstens ¢ besitzten.
Jordan—Mengen sind stets auch Borel-Mengen, nicht aber umgekehrt; z.B. sind Intervalle, Kreise
u.a. Jordan-Mengen. Fir Details sei etwa auf Heuser (1988), Abschnitt 201 verwiesen.
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(vgl. Beziehung (1.2.16)).

Eine wichtige Klasse von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf B™, m € N, ist
die Klasse der sogenannten Produktverteilungen, welche in engem Zusammenhang
zur stochastischen Unabhangigkeit (von Ereignissen — siehe Definition 1.1.6 —
und Zufallsvariablen) steht.

Definition 1.4.5. (Produktverteilung)

Es seien P,..., Py, m € N, Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf der Borel’schen
o-Algebra Bl mit zugehorigen Verteilungsfunktionen Fy,...,F,,. Dann heift die
durch die Verteilungsfunktion

F(z1,...,2m) = [[ Fi(z:), (21,...,2m) €R™, (1.4.30)

=1

eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf B™ die Produktvertei-
lung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen P, ..., Py, in Zeichen:

m
P=QQ)P;=P1®...Q Pn. (1.4.31)

i=1
In der Tat wird durch (1.4.30) eine A—monotone Funktion definiert, denn es
gilt fir z =(.’1)1,...,$m), y= (y17"'7ym) €ER™, 2, <y, 1<i<m:

m

AF? = ] (Fi(w) - Fi(=). (1.4.32)

=1

Allgemeiner 148t sich hieraus sogar die Beziehung

P( >"& B) = ép,-( )rz B,-) = ﬁP;(Bi), Bi,...,Bm€B!,  (1433)

ableiten (fir B; = (z;,y:], 1 <1 < m, fallt namlich Beziehung (1.4.33) mit (1.4.32)
zusammen). Dies bedeutet aber gerade, da unter dem so definierten Produktmaf

P = @, P; Mengen (Ereignisse) Bim), e ,Br(nm) der Form
Bfm) = Ri_l X B,‘ X Rm—i, 1< i < m,

mit B; € B! stochastisch unabhéngig sind, denn es gilt

m m m
N B™ =R xB;xR" = X B;,
1=1 =1

i=1

also
m

P(ﬂ B.(m)) = P(;& Bi) = ﬁpi(Bi) = ﬁP(B.(m))

=1 =1
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wegen P(B{™) =TI} Pi(R) Pi(B:) [[jeips Pi(R) = P(Bi), 1<i<m.
Entsprechend erhalt man fiir beliebige Auswahlen 1 < ¢ < ... < i < m,

1<k <m,
k k
P((B7) = [T P,
Jj=1 =1

so daf nach Satz 1.1.2 in der Tat die Ereignisse B;m), ceey B,(nm) stochastisch un-
abhangig sind.

Mit maBtheoretischen Argumenten 148t sich zeigen, da8l sogar auf dem Pro-
dukt ( X | Qi @, Ai) beliebiger Wahrscheinlichkeitsraume (€, Ai, P), 1 <
i < m, ein Produktma P = @, P; vermdge der Beziehung (1.4.33) (mit
B; € A;, 1 €1 £ m) eindeutig definiert werden kann; analog sind dann allge-

meiner Ereignisse Bim), .. ,Bfnm) der Form
i—1 m
B™ =X Q;xB;ix X 9, 1<i<m, (1.4.34)
j=1 j=it1

mit B; € A; stochastisch unabhangig unter P.
Identifiziert man den gegebenen Grundraum (2,4, P) mit einem Versuch,
der durch die Wahrscheinlichkeitsverteilung P gesteuert wird, so 1afit sich der

Produktraum (X :T;l Q,Qi~; A, Q- P) offensichtlich mit einer m—fachen, un-

abhéngigen Versuchswiederholung identifizieren. Das Ereignis Bgm) aus Beziehung
(1.4.34) bedeutet dann in diesem Sinne, daf§ das Ereignis B; des Grundraums ge-
rade im ¢—ten Versuch eingetreten ist, und zwar unabhangig von den in den brigen
Versuchen eingetretendén Ereignissen Bj, j # . Mit Hilfe von Produktraumen obi-
ger Art 1aBt sich also in geeigneter Weise die stochastische Unabhéangigkeit endlich
vieler Ereignisse modellieren. Fiir manche Situationen ist dies jedoch nicht ausrei-
chend, da man héufig auch Folgen unabhangiger Ereignisse in Betracht ziehen mu$.
Hierzu benétigt man zunichst geeignete o—Algebren tiber unendlichen kartesischen
Produktmengen.

Definition 1.4.6. (abzihlbare ProduktmeBraume)
Es seien (2, .A;), 1 € N, MeBraume und

o0
£ ={ X aldica,ic N}. (1.4.35)
i=1
Dann heiBt die durch -
Q) Ai = o (£) (1.4.36)
=1

definierte o—Algebra iiber der (abzihlbaren) kartesischen Produktmenge () =

oo

X ., $4i die (abzihlbare) Produkt-o~Algebra der c-Algebren {A;}ieN.

Will man analog zum endlichen Fall auch die stochastische Unabhéngigkeit
abzahlbar vieler Ereignisse — z.B. durch unendliche Versuchswiederholungen —
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beschreiben, bendtigt man offenbar ein Mafl P(*) auf @2, A, fiir das

m

P () B) = P X Bix X Q) = ﬁ Pl=)(B{™))

=1 =1 i>m =1

fiir alle m € N gilt. Ein Vergleich mit (1.4.33) legt dabei nahe, dieses Ma8§ so zu
wihlen, daf

P<°°>( )'2 4 x X Q) = ép( )"& A,-) = ﬁP(A.-) (1.4.37)

=1 i>m =1

gilt fir alle m € N und A4,,..., A, € A. In der Tat 148t sich mit mafitheoretischen

Uberlegungen ein solches unendliches Produktma8 (sogar auf Produkten beliebiger
Wahrscheinlichkeitsriume) eindeutig konstruieren.

Satz 1.4.3. (Existenzsatz fiir allgemeine Produktverteilungen)
Es seien (2, A;, P;), i € N, Wahrscheinlichkeitsraume. Dann existiert genau eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf @2, A; mit der Eigenschaft

m m
P( X A x X Q,-) =[] P(4s) fiir alle m €N, A; € Ai, 1< i <m. (1.4.38)
i=1

i=1 i>m

P heiBt das (abzdhlbar-unendliche) Produktma8l der Wahrscheinlichkeitsverteilun-

gen {P;}ieN, in Zeichen:
oo

P=QP (1.4.39)

i=1

Einen Beweis dieses und noch allgemeinerer Satze findet man z.B. in Bauer
(1978), §33. Auf die Abzahlbarkeit der Indexmenge N kommt es dabei nicht an,
d.h. selbst fur iberabzahlbar viele Mefraume mit darauf gegebenen Wahrschein-
lichkeitsverteilungen 1aft sich ein entsprechender Produktmefraum mit eindeutig
bestimmtem Produktmaf§ konstruieren.

Mit Hilfe des in Satz 1.4.3 beschriebenen ProduktmaSBes lassen sich also ver-
moge (1.4.37) Folgen unabhangiger Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeitsraum
(22, A, P) modellieren.

Damit ist das im AnschluB an Satz 1.1.1 aufgeworfene Problem der Existenz
solcher Ereignisfolgen befriedigend gelost. Durch die Wahl identischer Mengen
B; = B € A fur alle : € N erhalt man durch die oben beschriebene Methode
insbesondere auch Folgen unabhingiger Ereignisse mit derselben Eintrittswahr-
scheinlichkeit p = P(B). Ist 0 < p < 1, so enthalt die Grundmenge §) zwangslaufig
mindestens zwei verschiedene Elemente, da die o—Algebra .4 neben § und © (mit

den Wahrscheinlichkeiten P(#) = 0 und P(Q) = 1) noch die Menge B # §,Q
enthélt. Damit besitzt der Grundraum Zl Q = QN aber mindestens dieselbe

Méchtigkeit wie die Menge {0,1}"V, also die Machtigkeit der reellen Zahlen und ist
somit uberabzéhlbar in Ubereinstimmung mit Satz 1.1.1.
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Im folgenden kénnen und werden wir deshalb stets davon ausgehen, daf8 der
zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum “grofi” genug ist (im Sinne der Erwei-
terung lber kartesische Produkte), um die Existenz von beliebigen Folgen un-
abhéangiger Ereignisse zu garantieren.

Mit Hilfe des Begriffs des Produktmefiraums lassen sich nun auch auf einfache
Weise Zufallsvektoren erklaren. Hierzu benétigen wir allerdings noch einen etwas
allgemeineren MeBbarkeitsbegriff als in (1.3.1).

Definition 1.4.7. (Zufallselement)
Es sei (R, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, B) ein beliebiger Mefraum.
Eine Abbildung X :  — X mit der Eigenschaft

{XeB}:=X"'B)={w|X(w)eB}e Afiralle B€ B (1.4.40)

heiBt Zufallselement in (X, B).

Fir (X,B) = (R,B!) fallen also die Begriffe “Zufallselement” und “Zufalls-
variable” zusammen. Die durch (1.4.40) beschriebene Eigenschaft der MeBbarkeit
wollen wir auch hier wieder durch die Schreibweise

X :(Q,A4) — (X,B)

zum Ausdruck bringen.

Ahnlich wie im reellen Fall reicht es auch bei Zufallselementen zum Nachweis
der MeBbarkeit aus, Beziehung (1.4.40) fiir Mengen B eines (beliebigen) Erzeugers
€ von B zu verifizieren.

Zufallsvektoren erhalt man nun durch die Spezifizierung des Mefiraums (X, B)
als geeigneten Produktmefraum.

Definition 1.4.8. (Zufallsvektor)
Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : (Q, 4) — (R™,B™), m €
N, ein Zufallselement in (R™, B™). Dann heifit X (m-dimensionaler) Zufallsvektor.

Das folgende Resultat zeigt, dal man sich Zufallsvektoren auch durch kompo-
nentenweise Zusammensetzung von Zufallsvariablen entstanden denken kann.

Lemma 1.4.3. Fiir m € N seien X;,...,X,, Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P). Dann ist X = (Xi,...,X) ein m—dimensionaler
Zufallsvektor. Ist umgekehrt X = (X,...,Xn) ein m—dimensionaler Zufallsvek-
tor, so bilden die Komponenten X;,...,X,, gerade Zufallsvariablen auf Q.

Beweis. Es sei (™) = {B € B™ | X~}(B) € A}. Man sieht aufgrund von
(1.3.3) leicht, daB F(™ eine o—Algebra iiber B™ bildet, die wegen

X“( >"2 Bi) = ﬁ{X; € B;}, By,...,B, € B, (1.4.41)

i=1 i=1
den Erzeuger £™ aus (1.4.1) mit A; = B' enthilt. Damit ist aber B™ =

o(EM) C o(F™) = Fm) C B™, also F™) = B™, was gerade die MeBbarkeit von
X bedeutet (vgl. (1.4.40)). Setzt man umgekehrt in (1.4.41) speziell B}m) =RI"!x
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Bj xR™™J, 1< j < m, so erhilt man mit der MeBbarkeit von X = (X1, ... y Xm)
gerade

{X;€ B} =X"1(BI™), 1<j<m,
also die MeBbarkeit aller Komponenten X;, ..., X,,, wie behauptet. n

Analog kann man auch eine Folge {X,}neNn von Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) als Zufallselement in (X,B) = (R®,B%) =

( X : R Rz, B) auffassen. Lemma 1.4.3 gilt dann entsprechend auch fir m =

oo. Im Zusammenhang mit stochastischen Zahl- und Punktprozessen (etwa im
Bereich der Bildverarbeitung oder Mustererkennung) werden wir spiter sogar noch
allgemeinere Bildraume (X, B) kennenlernen.

Der Begriff der Verteilung einer Zufallsvariablen ibertragt sich entsprechend
auf den Begriff der Verteilung eines Zufallselements und damit spezieller auf den
eines Zufallsvektors oder einer Folge von Zufallsvariablen.

Definition 1.4.9. (Verteilung eines Zufallselements)
Es sei X ein Zufallselement in einem Mefraum (X, B). Dann heift die durch

Q(B) := P({X € B}) = P(X"'(B)), B €B, (1.4.42)

deﬁm'egge Wahrscheinlichkeitsverteilung auf B wieder Verteilung von X, in Zeichen:
Q = P+.
Im Vergleich zu Beziehung (1.3.2) wird also lediglich der spezielle Mefiraum

(R, B') durch den MeBraum (X, B) ersetzt.

Gema8 Satz 1.4.2 ist damit die Verteilung Q,, = PX1»Xm) eines m-dimen-
sionalen Zufallsvektors (Xi,...,X,,), m € N, eindeutig durch die zu @,, gehorige
Verteilungsfunktion F' = Fg  bestimmt, d.h. durch alle Wahrscheinlichkeiten

F(zy,...;2m) =P(Xy <z1,...,Xn < zp)

:=P<ﬁ{X,~ §m;}), Z1,...,Tm €R.

=1

Um eine entsprechend einfache Beschreibung der Verteilung einer Folge von Zufalls-
variablen angeben zu kénnen, benétigen wir noch den Begriff der Randverteilung
héherdimensionaler Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Definition 1.4.10. (Randverteilung)

Es sei m € N oder m = oo, P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (X,B) =
(R™,B™) und Y = (Y3,...,Yn) bzw Y = {Y;}ien mit Yi(w) = w;, w € X. Fir
jedesn € N und Zahlen 1 < i3 <12 < ... < iy (£ m fiir m < oo) heiit dann die
Wahrscheinlichkeitsverteilung P, . ..y auf (R*,B"), welche durch

Py, iny = POirYin) (1.4.43)

gegeben ist, die Randverteilung der Ordnung (iy,...,1,) zu P.
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Die in Definition 1.4.9 auftretenden Zufallsvariablen Y;, ¢ € N, heiflen auch
Projektion auf die :-te Komponente; ihre Mefibarkeit folgt aus der Darstellung

Y Y(B)=R"'xBx X R, BeB.
j=i+1

Nach Lemma 1.4.3 ist dann auch der Vektor (Y;,,...,Y:,) mefbar, also ein n-
dimensionaler Zufallsvektor (Projektion auf die Komponenten Byenyin)

Im Falle von m < oo lassen sich Randverteilungen auch direkt durch die zu P
gehorige Verteilungsfunktion F beschreiben vermoge

Lemma 1.4.4. (Verteilungsfunktion der Randverteilung)
P sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (X,B) = (R™,B™), m € N, und F
die zugehdrige Verteilungsfunktion. Dann ist die durch

Fiiy i) @iy ooy iy) = F(00,...,00,i,,00,...,00,Liy,00,...,Tj, .. ,0)
(1.4.44)
= lim F(zy,...,2m), Zi,,...,%i, €R

z;— 00

1<i<m, j¢{i1,..in}

gegebene Verteilungsfunktion die Verteilungsfunktion der Randverteilung der Ord-
nung (%1,...,t,) zu P.

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus Definition 1.4.9 und Y, = (¥3,...,Yy) ist
oo @5 83,) = P(Yiy <4y, Vi S 23,) = (ﬂ{ <z,})

= P(Ym € ﬁ Rij"l X (—OO,Iij] x Rm—i,')
7=1

- P(Ym € R x (=00, i,] X RZ™1 71 x (—00,24,] X -

.. x RinTin-1—1 (—00,z;,] X Rm""'),

woraus Beziehung (1.4.44) wegen der Stetigkeit von P von unten folgt. a

Besonders einfach lassen sich Randverteilungen von Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen @ = P (X1, +Xm) also von Verteilungen von Zufallsvektoren (Xi,...,X )
mit m € N darstellen. Hler gilt namlich mit den Bezeichnungen aus Deﬁnition
1.4.9

Qir,.yin) = PHirrXin),

denn setzt man X = (Xy,...,Xp)und Y = (Yiu---aYi,.), so ist gerade
Q(’lv yln) QY ( ) = PYOX — P(Xil,...,X.-n)’

wobei wegen
(YoX)'=X"1oy™ (1.4.45)
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Y o X meBbar, also ein n—dimensionaler Zufallsvektor ist (o bezeichne hierbei die
Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen). Hierauf kommen wir in Lemma 2.1.1
noch einmal in allgemeinerem Rahmen zurick.

Ist nun {X;}en eine Folge von Zufallsvariablen auf (£, A4, P), so sind entspre-
chend fiir alle m € N die Abbildungen X,, = (Xi,...,Xm) Zufallsvektoren mit
der charakteristischen Eigenschaft

PX=+1(B . x R) = PX=(B,,) fiir alle m € N, B,, € B™. (1.4.46)

Man sagt, die Verteilungen der Zufallsvektoren {X.,}meN, {PX™}men, bilden
eine projektive Familie.

Mit mafitheoretischen Methoden 138t sich wieder zeigen, dafl diese Eigenschaft
die Verteilung der gesamten Folge (als Zufallselement in (R*, B*)) eindeutig be-
stimmt. Genauer gilt:

Satz 1.4.4. (Existenzsatz fiir projektive Verteilungsfamilien)

Es seien @, projektive Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf B™, m € N, d.h. es
gelte @ mi1(Bm X R) = Q. (By,) fiir alle m € N, B,, € B™. Dann existiert genau
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung @) auf B> mit der Eigenschaft:

Q(B,,, x X R) = Qu(B) fiir alle m € N, B,, € B™. (1.4.47)

i>m

Satz 1.4.4 ist ein Spezialfall eines noch wesentlich allgemeineren Satzes, der
auf Kolmogoroff zuriickgeht; sieche etwa Bauer (1978), Satz 62.3. Er umfafit ins-
besondere auch Satz 1.4.3 in der Situation (Q;,4;) = (R,B'), : € N, wenn man
Qm=Q, P, m €N, setzt.

In der Tat ist damit aufgrund von (1.4.46) die Verteilung einer Folge {X;}ieN
von Zufallsvariablen auf (2, A, P) durch die Verteilungen P& Xm) m e N, baw.
allgemeiner P(Xi1»+Xin) 1 <4; < ... < in, n € N, eindeutig bestimmt; man sagt
auch, die Verteilung von {X;}ien, P{Xi}i€N  sei durch die endlich-dimensionalen
Randverteilungen der Folge bestimmt.

Fragestellungen dieser Art werden uns etwa bei der Behandlung von Markoff-
Ketten wiederbegegnen, welche bei der Average—Case—Analyse gewisser Algorith-
men und in der Informationstheorie (Kapitel 5) eine wichtige Rolle spielen.

Nunmehr kdénnen wir auch die stochastische Unabhéangigkeit von Zufallsva-
riablen bzw. Zufallsvektoren definieren.

Definition 1.4.11. (Stochastische Unabhingigkeit von Zufallsvariablen)
Zufallsvariable X1,...,X,, n € N, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P)
heiflen stochastisch unabhingig, wenn gilt:

P(X1,...,Xn) — ®PXI (1.4.48)
=1

Eine Folge von Zufallsvariablen {X;};en auf (R, A, P) heiBt stochastisch unabhin-
gig, wenn fir alle n € N die Zufallsvariablen X;,...,X,, stochastisch unabhingig
sind.
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Eine Folge X = {X;}ieN von Zufallsvariablen ist also nach Satz 1.4.3 genau
dann stochastisch unabhingig, wenn

PX =) PX: (1.4.49)
=1

gilt. Unabhangige Zufallsvariablen sind demnach dadurch charakterisiert, da§ ihre
gemeinsame Verteilung gerade das Produkt ihrer Randverteilungen ist. Vollig
analog 1a8t sich die stochastische Unabhéngigkeit von endlich oder unendlich vie-
len Zufallsvektoren oder sogar Zufallselementen {X;} — mit Werten in beliebigen
Mefiraumen (X;,B;), i € N — definieren; die Beziehungen (1.4.48) und (1.4.49)
bleiben dabei wortlich bestehen, wenn man die Produktbildung der Wahrschein-
lichkeitsverteilungen PXi im Sinne des allgemeinen Satzes 1.4.3 auffaft.

Definition 1.4.12. (stochastische Unabhangigkeit von Zufallselementen)
Zufallselemente X5, ..., X,, n € N, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P)
heiflen stochastisch unabhingig, wenn gilt:

P(X1,Xa) — ®PX". (1.4.50)
=1

Eine Folge von Zufallselementen { X;};en auf (Q, A, P) heiBit stochastisch unabhéan-
gig, wenn fir alle n € N die Zufallselemente X,,..., X, stochastisch unabhingig
sind.

Stochastische Unabhangigkeit von Zufallsvariablen bzw. allgemeiner Zufalls-
elementen X;,...,X,, n € N, bedeutet also gerade die stochastische Unabhén-
gigkeit aller Ereignisse {X; € B},...,{X, € B,} fir alle Mengen B; € B;,
1 < ¢ < n. 'Will man die stochastische Unabhangigkeit von Zufallsvariablen oder
allgemeiner Zufallselementen nachpriifen, mufl man allerdings nicht alle diese Men-
gen in Betracht ziehen. Vielmehr gilt:

Lemma 1.4.5. X,,...,X,, n € N, seien Zufallselemente auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q, A, P) mit Werten in MeBrdumen (X;,B;), 1<i<n; &,...,&,
seien durchschnittsstabile Erzeuger von By,..., B, mit X; € £, 1 <1 <n. In
diesem Fall sind X;,..., X, genau dann stochastisch unabhangig, wenn alle Er-
eignisse {X; € E;}, 1 <i < n, mit E; € & stochastisch unabhangig sind.

Beweis. Es bleibt nur das Hinreichen der angegebenen Bedingungen fiir die Un-
abhingigkeit der Zufallselemente X, ..., X, zu zeigen. Unter Heranziehung von
Dynkin-Systemen 1a88t sich nachweisen, da mit {X; € E;}, E; € &, 1 <1 < n,
auch die Ereignisse {X; € E;}, E; € §(&;), 1 <1 < n, stochastisch unabhéngig
sind. Wegen der Durchschnittsstabilitat kann man dann aber auch noch die
Dynkin-Systeme §(€;) durch die davon erzeugten o—Algebren o(&;) = B;, 1 <
1 < n, ersetzen, woraus die Behauptung folgt. .

Fir einen ausfithrlichen Beweis sei auf Bauer (1978), Satz 31.2 verwiesen.

Besitzen gewisse der Zufallselemente X; diskrete Verteilungen mit Wertebe-
reich W; = {z;;}en C A, so reicht es nach Lemma 1.4.5 also, sich beim Nachweis
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der stochastischen Unabhéngigkeit auf die Mengen {X; = z,]} ) € N, zu be-
schranken, da die Urbilder von Mengen B € B; mit BN W, = @ ebenfalls leer
sind.

Insbesondere sind Zufallselemente X;, die nur einen Wert z; € X; annehmen
(d.h. die konstante Abbildungen auf © darstellen), stets von anderen Zufallsele-
menten stochastisch unabhangig, da die einzigen Urbilder unter X; @ und Q sind.
Entsprechendes gilt unter der schwécheren Annahme P(X; = z;) = 1.

Der in Definition 1.1.6 eingefiihrte Begriff der stochastischen Unabhangigkeit
von Ereignissen 1a8t sich sogar dquivalent durch die stochastische Unabhéingigkeit
gewisser Zufallsvariablen, den sogenannten Indikatorvariablen, ausdriicken.

Definition 1.4.13. (Indikatorvariable)
Es sei (R, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € A ein Ereignis. Die durch

_J1 firwed
Law) = {; firw ¢ A

definierte Zufallsvariable 1 4 heiBt Indikatorvariable zu A.

Wegen

¢ fuirBN{0,1} =9
A furleB,0¢B
A°¢ fir0e B,1¢ B
@ fir {0,1} C B,

1,(B) = Be B!

ist 1 4 tatsachlich meBbar, also eine Zufallsvariable. Sie gibt an, ob das Ereignis A
eintritt (1 4(w) = 1) oder ‘nicht (]lA(w) 0).

Verkniipfungen von Ereignissen wie Vereinigungs— und Durchschmttsblldung,
aber auch Komplementbildung lassen sich iber Indikatorvariable entsprechend ein-
fach beschreiben; es gilt z.B. fiir Ereignisse A4, B € A:

14uB =max(]1A,]13)

lyup=1la+1p, firANB=19

1anB =H1in(lA,lB) =14 -1p
Lge=1—-14.

Entsprechende Beziehungen gelten fiir abzahlbar viele solcher Verkniipfungen. Ein
Vergleich von Definition 1.1.6 mit Definition 1.4.11 zeigt dann aber gerade, dal end-
lich oder unendlich viele Ereignisse {A,} in A genau dann stochastisch unabhangig
sind, wenn die zugehdrigen Indikatorvariablen {1 4} stochastisch unabhangig sind.
Mit den Bezeichnungen aus (1.1.21) gilt ndmlich im letzteren Fall

P((18:) = P((1(1a =)
= ﬁp(laa =)= fIP(Bi),
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da mit {1 4,} auch die Indikatorvariablen {1p,} stochastisch unabhingig sind we-
gen {14, =1} = A;, {14¢ = 1} = {14, = 0} = A{. Umgekehrt argumentiert man
analog, so daB sich mit (1.4.48) und (1.4.33) ein alternativer Beweis des Satzes
1.1.2 ergibt.

Indikatorvariablen — gerade auch unabhéngiger Ereignisse — und meBbare
Transformationen dieser (und anderer Zufallsvariablen) spielen nicht nur in der
Modellierung stochastischer Systeme, sondern auch in der (Lebesgue’schen) Inte-
grationstheorie, auf die wir im Zusammenhang mit Momenten von Verteilungen —
z.B. Erwartungswert und Varianz — in Kapitel 1.6 zu sprechen kommen werden,
eine grofle Rolle.

Mit Hilfe von Indikatorvariablen 1afit sich auch die stochastische Unabhéng-
igkeit von Ereignissen {A;}ier C A und Zufallselementen { X} je s mit (abzéhlba-
ren) Indexmengen I, J C N formulieren, indem man die zu den Ereignissen {A;}ier
gehorigen Indikatorvariablen {1 4; }ier betrachtet.

Eine besonders einfache Charakterisierung der stochastischen Unabhangigkeit
von Zufallsvariablen X1, ..., X, erhalt man im Fall stetiger (Rand-)Verteilungen.
Bezeichnen fi,..., f, nadmlich Dichten zu den Verteilungsfunktionen Fi,...,F,
von PX1 ... PXn soist aufgrund von (1.4.26) und (1.4.30)

Hfi(xi) = EEI%HE(“’*) (1.4.51)

in allen Stetigkeitspunkten z; € R von f;, 1 < i < n. Der Zufallsvektor X =
(X1,...,X4n) besitzt also eine Dichte der Form

f(e1,-szn) = [[ filzi), 715--. 520 €R, (1.4.52)
i=1
was gerade bedeutet, daf eine gemeinsame Dichte der Zufallsvariablen X;,..., X,

gegeben ist durch das Produkt der Randdichten fi,..., f,. Erkennt man umge-
kehrt, daf8 die gemeinsame Diche f in einer durch (1.4.52) gegebenen Form mit
Dichten fi,..., fn darstellbar ist, so sind die Zufallsvariablen X, ..., X, stocha-
stisch unabhéngig, und f; ist eine Dichte der Verteilung PXi, 1 <7 <n.

Beziehung (1.4.52) bleibt sogar dann noch giltig, wenn die X; unabhéngige,
ri—dimensionale Zufallsvektoren X; sind (r; € N) und jede der Abbildungen f;
eine r;—dimensionale Dichte von PXi, 1 < ¢ < n (mit z; € R™) darstellt. Dich-
ten von Randverteilungen komplexerer Ordnungen erhilt man véllig analog durch
entsprechende Teilproduktbildungen.

Ist X = (X4,...,X,) dagegen ein beliebiger Zufallsvektor mit einer Dichte
f (d.h. nicht notwendig unabhangigen Komponenten), so erhédlt man aufgrund
von Lemma 1.4.4 Dichten derartiger Randverteilungen durch Integrieren nach den
nicht-relevanten Variablen. Beispielsweise ist durch

flz,y) = 2 fﬁrOSx,yS%oder%Sz,ySl
0 sonst

eine Dichte der Gleichverteilung itber der Menge [0, 2]2 U [%,1]? gegeben.
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LT z = f(z,y)

1

B

Ein Zufallsvektor (X,Y) mit dieser Verteilung besitzt die Randdichten f; =
Ljo,1) = f2, d.h. X und Y sind jeweils auf [0,1] gleichverteilt; dies folgt z.B. aus
der Rechnung

ff;Ody=0 firz <0oderz > 1

fl(ac):/ flz,y) dy = f0%2dy=1 fir0<z <31
e f:2dy=1 fir ; <z <1;

analog fiir f,. X und Y sind aber nicht unabhangig, da fir das Produkt der
Randdichten gilt fi(z)- f2(y) = Ljp,12(2, ), =,y € R, was offensichtlich wesentlich
von der gegebenen Dichte f verschieden ist; so ist etwa P((X,Y) € [0,1]x[1,1]) =
0# 1 =P(X€[0,3])-P(Y € [},1]). Fiir einen auf [0, 1]* gleichverteilten Zufalls-
vektor (X,Y’), dessen Verteilung gerade die Dichte f(z,y) = 10,1)2(2,¥), z,y €R,
besitzt, sind allerdings die Komponenten X und Y unabhangig und Jewells auf
[0,1] glelchvertellt

Entsprechendes gilt im Fall von Zahldichten; nach der Bemerkung im An-
schlufl an Lemma 1.4.5 sind namlich diskrete Zufallsvariablen X1,...,X,, n € N,
mit gemeinsamer Zahldichte f und Rand-Zahldichten fi,..., f, genau dann sto-
chastisch unabhangig, wenn wieder Beziehung (1.4.52) gilt. Im allgemeinen erhalt
man im diskreten Fall die Rand-Zahldichten — analog zum stetigen Fall — durch
Summation iber die nicht-relevanten Variablen.

Die durch Beziehung (1.3.10) gegebene Zahldichte des Zufallsvektors (X,Y)
aus dem anfangs betrachteten Suchbeispiel ist offenbar nicht das Produkt der
Zahldichten von X und Y; die Zufallsvariablen X und Y sind also nicht stocha-
stisch unabhéingig, was ja bereits durch Beziehung (1.3.11) angedeutet wurde.

Den funktionalen Zusammenhang dieser Zufallsvariablen kann man neben
(1.3.7) auch an der folgenden, auf Indikatorvariablen beruhenden Darstellung ab-
lesen; mit den Bezeichnungen aus (1.1.2) gilt ndmlich wegen der paarweisen Dis-
Junkthelt der Mengen Ayg,...,An:

k=0

X =) ks, +nly,
k=1
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Beide Zufallsvariablen sind also (meBbare) Funktionen derselben Zufallsvariablen
1agy--.,14,.

Wir wollen diesen Abschnitt mit einer Bemerkung zur Existenz beliebiger,
stochastisch unabhéngiger Folgen von Zufallsvariablen oder allgemeiner Zufalls-
elementen auf einem gemeinsamen Grundwahrscheinlichkeitsraum abschlieBen; die
Existenz solcher Folgen wird némlich in den meisten stochastischen Modellen still-
schweigend angenommen. Ahnlich wie im Fall beliebiger unabhéngiger Ereignisse
kann man solche Folgen wieder kanonisch mit Hilfe von Produktraumen konstru-
ieren. Sind zunachst X;,...,X,, n € N, beliebige Zufallselemente auf einem

Wabhrscheinlichkeitsraum (2, A, P), so erhalt man durch die Definition
X (wyy-. o wn) = Xi(wi), 1 <1<, (1.4.53)

unabhingige Zufallselemente X7},..., X} auf dem (gemeinsamen) Produktraum
(X :; . Q,Q, A QL P), die dieselbe Verteilung wie die urspriinglichen Zu-
fallselemente besitzen, d.h. es gilt PXi = QX{, 1 < i < n, mit @ = @1, P.
Der I"Jbergang von X; zu X geschieht dabei lediglich durch Erweiterung des Ar-

guments w; um — redundante — Argumente wy,...,w;i—1,Wit1,...,ws. Im Fall
von Folgen von Zufallselementen, also in der Situation abzéhlbar—unendlich vieler
Argumente w,ws, ... geht man analog vor, indem man den abzahlbar—unendlichen

Produktraum ( X :1 2,02, A Q2 P) benutzt.

Durch eventuelle Vergroerung des urspriinglich gegebenen Wahrscheinlich-
keitsraumes (2, A, P) iiber kartesische Produkte 148t sich also — in obigem Sinne
— stets die Existenz sowohl stochastisch unabhangiger Ereignisse als auch un-
abhéngiger Zufallselemente erreichen. Hiervon werden wir im folgenden haufiger
Gebrauch machen, ohne jedesmal auf die dahinterstehende Problematik zu verwei-
sem.
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Aufgaben

Es sei P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf B! mit der Eigenschaft (1.0.6). Zeigen Sie:
P((a,8]) =b—a, 0<a<b<l.

Anleitung: Folgern Sie aus (1.0.6) zunichst, daB wegen (0,1] = s, (£, £] und der Ad-

n'n

ditivitat von P gilt: P ((ﬂ £ ) = % fir alle 1 < k < n, n € N; hieraus ergibt sich die

n’'n
Behauptung fiir rationale a,b. Benutzen Sie dann die Stetigkeitseigenschaften (1.1.38) und
(1.1.39) von P.

Es sei @ = {wy,...,wn}, n € N, eine nicht-leere Menge; Pr,n = Permy(;0.W.), 1 < k < n,
bezeichne die Menge aller (k,n)-Permutationen ohne Wiederholung.
Arj={n=(m,...,n) € Pk | 7j = wr} bezeichne das Ereignis, daB die Permutation 7 an
der j-ten Stelle das Element w, enthilt (1 <r < n, 1< j <k). Zeigen Sie:

1
P(A",J)=;l 137‘571,1513’5,

wenn alle (k, n)-Permutationen gleichwahrscheinlich sind.
In Verallgemeinerung von Aufgabe 1.2 sei jetzt eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung
P iiber Pi 5 gegeben. Zeigen Sie:

P(Arj) = > P({n}), 1<r<n, 1<j<k.
NEPrn:nj =wr
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(A,;), 1 < r < n, 1 < j < k fiir den Fall

n=3, k=2 P({n}) = % N€Pen @=1{1,...,n}.

Zeigen Sie anhand des folgenden Gegenbeispiels, daf in Aufgabe 1.3 selbst im Fall £ = n die
Verteilung P iiber Py, i.a. nicht durch die Wahrscheinlichkeiten P(A,;), 1 <r < n, 1<
j < k bestimmt ist:

Wabhlen sie dazu k = n = 3 sowie P beliebig mit

Pmin := min{P({n}) | 7 € Pi,n}, Pmax := max{P({n}) | n € Py,n}.

Fir 0 < o < min{pmin, 1 = Pmax} sei die Verteilung P, iiber P, definiert durch

[ P(n}) - fir ne {(123),(231), (312)}
Pa({n}) = { Pl o fir pe {5213), (132). (321)}.

Zeigen Sie: Po(A,;) = P(A,;) firalle1 <r <n, 1 <j <k Was bedeutet dies im Fall
einer Gleichverteilung P = £(Py,n)?

(binary search) Essein € Nund Q = {0,1,...,2" — 1} wie in Beispiel 1.1.1. Die Mengen
Ag, 0 < k < n mogen wieder das Ereignis, da§ das Schliisselelement in k& > 0 Schritten
gefunden wird bzw. nicht in dem Feld vorhanden ist, bezeichnen. P sei eine beliebige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung iiber Q. Zeigen Sie in Verallgemeinerung von (1.1.2) und (1.1.3):

2&—1

P(Ar)=Y_ P({(2i—1)2"*}), 1<k<n

j=1

Zeigen Sie speziell fiir die durch
firl<i<2”"-1

E
P =4 ¥
2—'; firi=0
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iiber Q gegebene Verteilung:

2k—1
P(&) = =, 1<k<n.

Wie ist dieses Ergebnis im Vergleich zu Beziehung (1.1.3) zu interpretieren?

€ sei eine nicht-leere Menge sowie A, B C Q, A # B. Bestimmen Sie den von £ = {4, B}
erzeugten Ring R sowie das Dynkin-System 8(€) und die o—Algebra o(£). Geben Sie fiir
den Fall Q = {1,2,3,4}, A = {1,2,3}, B = {2,3,4} alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen
P iiber Q mit der Eigenschaft P(A) = P(B) = £ durch Spezifikation der zugehdrigen Ele-
mentarwahrscheinlichkeiten an. Wie sieht hier das von £ erzeugte Dynkin—System §(&) aus?
Warum existiert keine eindeutige Fortsetzung von P lber &£ hinaus?

Gibt es eine Losung P derart, daB die Ereignisse {1,2} und {2, 3} unter P stochastisch un-
abhangig sind?

Hinweis: Wahlen Sie p = P({2}) als Parameter fiir die Losungsgesamtheit.

Es seien {(, An)}neN MeBraume mit Q; NQ; =0, i # j, i,j € N. Zeigen Sie:
.A::{UA,,lA,,e.A,,, neN}
n=1

ist eine o—-Algebra iiber der Menge Q := Jow, Q. Gilt eine entsprechende Aussage auch
dann, wenn die Systeme .4, einen Ring (ein Dynkin-System) bilden? Kann man hier auf die
paarweise Disjunktheit der Grundmengen 2, verzichten (Gegenbeispiele)?

EsseiQ={r+1,r+2,...,7+n}, r,n € N sowie 1 < m < n. Zeigen Sie, daB durch

2k —r)
m(n + 1)
2r+n+1-k)
(n—-m+1)(n+1)

firr+1<k<r+m
f(k) = (keQ)

firr+m<k<r+n

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P mit Zahldichte P({k}) = f(k), k € Q gegeben ist. P
heifit auch (diskrete) Dreiecksverteilung iber Q, i.Z.: P = A(r;m,n). Skizzieren Sie die
Zahldichte f sowie die Verteilungsfunktion F zu P.
Zeigen Sie analog, daB fir a < b, a,b,r € R, durch

&xa_;_r_) firr<z<r+a
f@)={ 2(r+b—2) firr+a<z<rtb (z eR)
(b—a)
0 sonst

die Dichte einer Verteilung P auf B' gegeben ist. P heift entsprechend (stetige) Dreiecks-
verteilung Gber [r,r + 8}, i.Z.: P = D(r;a,b). Skizzieren Sie die Dichte sowie die Verteilungs-
funktion zu P.

Es sei @ = QN (0,1] und B € (0,1). Die Abbildung g sei definiert als
g(k,n) = %ﬂ"‘l(l -B),1<k<n neN.

Zeigen Sie: durch

P({“"})= Z g(k,n), weqQ,
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ist eine diskrete Verteilung iiber Q gegeben mit

P =Y = g -p = -2

n=l

In (149,

wenn w = £ € Q in teilerfremder Form mit p, ¢ € N gegeben ist. Die zugehonge Verteilungs-
funktion F'1aBt sich ausdriicken als

F(z) = E P({w}) = Z g(k,n)=(1-7) Z Q:sz—ﬂ“‘l

wEN 1<k<n
wsz kE<z
ns

fir0<z< 1L
Bemerkung: Die Verteilung in (1.2.18) ergibt sich durch die Wahl g = 1.

Wie in Aufgabe 1.2 bezeichne Pg , die Menge aller (k, n)-Permutationen ohne Wiederholung,
1<k <n. Fernersei P= £ (7—’,,,,,) die Gleichverteilung iiber P, k > 2. Die Zufallsva-
riablen X,,..., X} seien auf Py , definiert durch

1, i > sy Thi— ;
X0 =1, X ={y Tmnmen ) Gcich pep),

Zeigen Sie, daB fir alle m € {2,...,k} und z,,...,2; € {0, 1} gilt:

ﬁ{X;::c;}] =m'#{ﬁ{X,'=x.‘}ﬂ{Xm=l}].
i=1

=1

Schlieflen Sie damit auf
m~1 1 m-1
P( ﬂl{xi =2} N {Xm = 1}) = ;P( q {X: = ;)
= =
und folgern Sie hieraus, daB die Zufallsvariablen X}, ..., X; stochastisch unabhangig sind mit
P(X;:l):%, 1<i<k.

Anleitung: Zu jeder Permutation n € (j2; {X, = z;} N {X, = 1} existiert eine Permu-
tation ¢ = o, der Indizes {1,...,m — 1}, welche M,...,0m der GréBe nach ordnet, d.h.
o) < -+ < No(m-1) < Tm, da wegen Xm =1 9 das gré')Bte der Elemente 7, ...,1m ist.
Die Permutationen der Menge ﬂ:’;_ll{Xg = z;} erhalt man nun dadurch, dafi man in der
Folge 75(1) < - -+ < No(m—1) < 7Im genau ein Element streicht (m Moglichkeiten!), die verblei-
benden, geordneten Elemente mit der inversen Permutation o~! zuriickordnet und mit dem
gestrichenen Element sowie den restlichen Elementen 7,41, ..., 7 vervollstandigt.
Bemerkung: Die Zufallsvariable S = ELIX,- gibt die Anzahl der (Um-)Speicherungen an,
die bei der linearen Maximumsuche in der — zufélligen — Permutation n € Py, bendtigt
werden (vgl. Kemp (1984), §3, oder Knuth (1968), 1.2.10.). Ein allgemeineres Modell ohne
Gleichverteilungsannahmen wird in Kapitel 4.1 behandelt.

Bestimmen Sie eine Dichte f der Gleichverteilung P = R(A) iiber dem Quadrat
A={(z,y) €R?[[z| + |yl < 1}

(Skizze!) und geben Sie die zugehdrige Verteilungsfunktion in expliziter Form an.
Zeigen Sie, daB die jeweiligen Randverteilungen Dreiecksverteilungen im Sinne von Aufgabe
1.8 sind mit r = —1,a = 1,b = 2. Ist P eine Produktverteilung?



2. Transformation und Integration von Zufallsvariablen

Nach der Behandlung eher grundsatzlicher Fragestellungen in den vorangehenden
Abschnitten wollen wir uns nun der Untersuchung der Grundlagen einiger wichtiger
stochastischer Modelle, die fundamental fiir die Beschreibung vieler, z.T. erheblich
komplizierterer Sachverhalte sind, zuwenden. Die bisherigen Ausfilhrungen ha-
ben dabei deutlich gemacht, da die Beschreibung solcher Modelle — etwa das
eingangs aufgeworfene Suchproblem — sowohl in der Sprache von o-Algebren
und Wahrscheinlichkeitsverteilungen als auch durch Zufallsvariable erfolgen kann,;
beide Zugange sind sogar in gewisser Weise aquivalent, wie Beziehung (1.3.4) zeigt.
Dabei braucht man sich nicht einmal auf Zufallsvariable zu beschranken; die in
(1.3.4) beschriebene Methode funktioniert auch ganz allgemein fiir Zufallselemente
in einem Mefiraum (X,B). Die Verwendung von Zufallsvariablen (oder allge-
meiner Zufallselementen) hat allerdings den groflen Vorteil, daf damit arithmeti-
sche Verkniipfungen zwischen den Zufallsergebnissen und die daraus resultierenden
Wahrscheinlichkeitsverteilungen einfacher beschreibbar werden. Eine addquate Be-
schreibung stochastischer Modelle kommt damit praktisch ohne die Verwendung
von Zufallsvariablen bzw. Zufallselementen und ihren (mefibaren) Transformatio-
nen nicht aus.

Besondere Bedeutung kommt dabei der Bildung arithmetischer Mittel von
Beobachtungen (d.h. Realisationen von Zufallsvariablen) zu, die dem Informati-
ker etwa im Bereich der Average—Case—Analyse von Algorithmen begegnet. In-
teressiert man sich fiir das Langzeitverhalten solcher Algorithmen, gelangt man
iber das bereits seit dem 18. Jahrhundert bekannte “Gesetz der grofien Zahlen”
zwangslaufig zum Begriffs des Erwartungswerts einer Zufallsvariablen, d.h. einer
KenngroBe von Verteilungen, welche z.B. die Vergleichbarkeit von Algorithmen
beziiglich ihrer Effizienz ermdglicht. Eine rigorose Behandlung solcher Sachver-
halte erfordert allerdings einen etwas allgemeineren Integrationsbegriff als den des
Riemann-Integrals; der hier angemessene Lebesgue’sche Zugang wird deshalb in
seinen wesentlichen Grundziigen kurz mitbehandelt.

Die zuletzt angesprochene Problemstellung der Konvergenz von Zufallsva-
riablen und deren Verteilungen mit ihren Anwendungsméglichkeiten beispielsweise
im CAD (Bézier—-Kurven und -Flachen) wird ebenfalls in diesem Kapitel unter-
sucht.



2.1. Spezielle Verteilungen 61

2.1. Spezielle Verteilungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns zunachst mit Verkniipfungen bzw. allgemei-
ner mefbaren Transformationen von Zufallsvariablen beschiftigen, da diese fiir die
Gewinnung einer Reihe spezieller Verteilungen bzw. Verteilungsklassen von grund-
legender Bedeutung sind.

Wir beginnen mit einer leichten Verallgemeinerung von Beziehung (1.4.45).

Lemma 2.1.1. (MeBbarkeit von Transformationen)

Es seien X : (R, 4) — (X,B) und Y : (X,B) — (¥,C) Zufallselemente in
MeBrdumen (X,B) bzw. (Y,C). Dann ist die Komposition Z =Y o X ein auf
(2, A) definiertes Zufallselement in (Y,C).

Beweis. Fir beliebige Mengen C € C ist
Z7HC) =¥ oX)(C)=X"1(Y'(C)) € A.
N———r
€B
Z ist also mefibar und somit ein Zufallselement in (Y, C), wie behauptet. »

Besonders wichtig fiir praktische Anwendungen sind dabei me8bare Transfor-
mationen von m-dimensionalen Zufallsvektoren X = (Xj,...,Xm), z.B. durch
stetige, stiickweise oder auch einseitig stetige Abbildungen ¥ : R™ — R" mit
m,n € N. Solche Abbildungen sind mefBbar, da etwa bei Stetigkeit Urbilder
Y ~1(C) offener Mengen C € B" offene Mengen in R™ sind, und nach (1.4.13)
die offenen Mengen Erzeuger der jeweiligen Borel’schen o—Algebren bilden.

So sind insbesondere die arithmetischen Verkniifungen Summe, Differenz, Pro-
dukt und Quotient stetige Abbildungen von R? (bzw. R x (R \ {0}) im letzteren
Fall) in R. Damit ergeben endlich viele solcher arithmetischen Verkniipfungen von
Zufallsvariablen wieder Zufallsvariablen. Allgemeiner fiilhrt auch die abzahlbare
Supremums—, Infimums— oder Limesbildung von Zufallsvariablen wieder zu Zu-
fallsvariablen (evtl. mit Werten in der grofieren Menge R = R U {—o00, 00}; eine
geeignete o—Algebra hieriiber ist etwa B! = o (B U {{—o00},{00}}).) Mit einer
Folge {Xn}nen von Zufallsvariablen sind also in diesem Sinn auch sup,en Xn,
inf,en Xn, limsup, ., Xn, liminf, oo X, und lim,_.o X, (falls existent) Zu-
fallsvariablen. Beispielsweise gilt fiir jede reelle Zahl «

Xn<z} = Xn<z}e A
(g e s} =[] o)

da das System &5 aber ein Erzeuger von B! ist, folgt somit, da88 sup,,¢n X», mefbar,

also eine Zufallsvariable ist. Ahnlich argumentiert man in den anderen Fallen.

Die anfangs mehrfach erwahnte Gleichverteilung tiber Q = [0,1] bzw. =
(0,1] spielt bei Transformationen von Zufallsvariablen eine besondere Rolle, da
man jede beliebige Verteilung auf B! aus ihr durch eine geeignete Transformation
erzeugen kann. Dieses Faktum wird z.B. im Bereich der Simulation (Kapitel 6) aus-
genutzt, um Verteilungen auf B! zu “simulieren”; man hat sich dazu lediglich eine
brauchbare Methode zur Erzeugung gleichverteilter “Zufallszahlen” zu iiberlegen,
die man dann entsprechend transformiert.

Bevor wir das entsprechende Resultat formulieren kénnen, bendtigen wir noch
den Begriff der Pseudo-Inversen einer schwach monotonen Funktion.
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Definition 2.1.1. (Pseudo-Inverse)
Es sei ¢ : R — R eine schwach monoton wachsende, rechtsseitig stetige Funktion

und
I($) = inf{y(z) | = € R}, S(¢) =sup{¢(z) | = € R}. (2.1.1)

Dann ist auf dem offenen Intervall (I(y),S(v)) die Pseudo-Inverse %~! von 1
erklart durch

Y7 (y) =inf{z €R | ¢(z) 2y}, I(¥) <y < S(¥). (2.1.2)

Aufgrund der rechtsseitigen Stetigkeit von v kann dabei das inf in (2.1.1) auch
durch min ersetzt werden.

Die im folgenden angegebenen Eigenschaften einer Pseudo-Inversen lassen sich
leicht durch geeignete Konvergenzbetrachtungen zeigen.

Lemma 2.1.2. (Eigenschaften einer Pseudo—Inversen)

Unter den Voraussetzungen von Definition 2.1.1 gilt:
a) ¥~ ist auf (I(¥), S(¢)) schwach monoton wachsend und linksseitig stetig.
b) Es ist

(¥~ (y)) 2y fiir alle I(p) <y < S(¢) (2.1.3)
mit Gleichheit in (2.1.3), wenn ¥ in ¥ ~(y) stetig ist.
c) Es ist
Y ((z)) <z fir alle I(3) < ¥(z) < S(¥) (2.1.4)
mit Gleichheit in (2.1.4), wenn ¥~ in v(z) stetig ist.
d) Es ist
<o) < 9w o i I9) <)y < S@).  (218)

Beweis. Wir wollen hier exemplarisch nur die Aussage d) zeigen.

Unter den Voraussetzungen auf der rechten Seite in (2.1.5) gilt:

Ist min{z € R | (2) > y} = ¥~!(y) < z, so erhalt man fiir z* = 1 ~!(y) sofort
y < 9¥(2*) < Y(z) wegen der schwachen Monotonie von %, also y < ¥(z).

Ist umgekehrt 1(z) > y, so ist 1(y) = min{z € R | ¢(z) > y} < z. ]

Mit Hilfe von Lemma 2.1.2 148t sich nun das angekiindigte Resultat leicht
beweisen.

Satz 2.1.1. (Erzeugung von Verteilungen)

Es sei Q) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf B! mit Verteilungsfunktion F und
U eine tber [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P). Dann besitzt die vermége der Pseudo-Inversen F~! durch

X(w) = {(l;_l (U(w)) fiir U(w) € (0,1), weq, (2.1.6)

sonst,

definierte Zufallsvariable X die Verteilung PX = Q. Ist umgekehrt X eine reell-
wertige Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion F, so ist F(X) iiber [0, 1]
gleichverteilt.

Beweis. Zunichst ist die Mefibarkeit der Abbildung X nachzuweisen. Es ist
I(F) =0, S(F) = 1; mit der linksseitigen Stetigkeit von F~! gemafl Lemma 2.1.2
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a) erhélt man fiir alle Borel-Mengen B # 0

X"\ (B)=U""((F)"(B)) € A

€(0,1)nB?

und speziell fir B = {0}

X7 {oh) = U ((FHTIH0D) uUTH((0,1)°) € A,

€(0,1)NB? eBt

also insgesamt die Meflbarkeit von X.

Zum Nachweis der geforderten Verteilungseigenschaft geniigt es, die Verteilungs-
funktion der Zufallsvariablen X zu betrachten. Mit Lemma 2.1.2 d) folgt nun fir
0< F(z)<1

P(X <z)=P(FY(U) < z) = P(U < F(z)) = F(z)

mit P(U ¢ (0,1)) = 0. Dies war aber zu zeigen.

Zum Beweis der zweiten Aussage des Satzes konnen wir ohne Beschrankung der All-
gemeinheit annehmen, daB die Zufallsvariable X bereits die durch (2.1.6) gegebene
Form besitzt. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von F gilt dann nach Lemma
2.1.2, Teil b) F(X) = F(F~}(U)) = U,falls 0 < U < 1. Wegen P(0< U <1)=1

ist die Aussage damit bewiesen. ]

Offensichtlich kommt es in Beziehung (2.1.6) nur auf den oberen Teil der Defi-
nition der Zufallsvariablen X an, da der Fall U(w) ¢ (0, 1) nur mit Wahrscheinlich-
keit O eintritt, die Definition von X(w) in dieser Situation also mehr oder weniger
willkiirlich ist (allerdings unter Beibehaltung der MeBbarkeitseigenschaft). Man
sagt auch, daf die Zufallsvariable U fast sicher nur Werte im Intervall (0,1) an-
nimmt, bzw. daf die Zufallsvariable X fast sicher durch die Beziehung X = F~1(U)
definiert ist. Wir werden im folgenden mehrfach von solcher Sprechweise Gebrauch
machen, ohne jedesmal explizit die Ausnahmefalle, die lediglich mit Wahrschein-
lichkeit O eintreten, zu behandeln; es ist dann davon auszugehen, daf8 stillschwei-
gend eine geeignete Vereinbarung fiir solche Félle besteht. Eine Prézisierung dieser
Sprechweise enthalt die folgende

Definition 2.1.2. (fast sicher bestehende Eigenschaften)

Es sei (R, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und € eine Eigenschaft derart, daff
die Menge A = {w € Q | w besitzt die Eigenschaft €} meBbar, d.h. Element von A
ist. Gilt dann P(A) = 1, so sagt man, da88 die Eigenschaft € fast sicher (abgekiirzt:
fs.) besteht.

Im obigen Fall ist etwa € die Eigenschaft, durch F~!(U) erklart zu sein, d.h.
esist A= {we Q| X(w) = F 1 (U(w))} =U"1((0,1)) € A.

Eine wichtige Klasse von Wahrscheinlichkeitsverteilungen bilden die sogenann-
ten Exponentialverteilungen {E(X) | A > 0}, welche die Verteilungsfunktionen F
mit

F(z) = { 1—e™™ firz>0 (2.1.7)

0 sonst
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bzw. Dichten fy mit

fa(z) = { A i >0 (2.1.8)
besitzen.
},l y
11 A
y=1—e?* y = Ae™?®
y — T

Eine Anwendung des Satzes 2.1.1 ergibt hier, dal mit einer auf [0, 1] gleich-
verteilten Zufallsvariablen U die durch

X = —; In(1-U) fs. (2.1.9)

gegebene Zufallsvariable X £(A)-verteilt ist. Dabei kann die Zufallsvariable 1 — U
in (2.1.9) auch durch die Zufallsvariable U ersetzt werden, da mit U auch 1 — U
gleichverteilt ist wegen

Pl-U<Lz)=P{U21-2)=PU>1-z)=1-(1-2)=2

fir0<z<1.

Exponentialverteilte Zufallsvariablen modellieren héufig Lebensdauern (z.B.
von radioaktiven Isotopen) oder Service- und Wartezeiten in Bedienungssystemen
(etwa Computer—Netzwerken u.a.). Man stiitzt sich dabei auf die fiir Exponenti-
alverteilungen charakteristische Gedichtnislosigkeit, d.h. die Eigenschaft

P(X >t+h) e 2+h
P(X>t) e (2.1.10)
=eM=P(X>h), t,h>0,

P(X>t+h|X>t=

wenn X E(\)—verteilt ist. Dies bedeutet in dem ersten Beispiel anschaulich, da8
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf8 ein radioaktives Teilchen noch eine Zeitspanne
h > 0 iberlebt, wenn es bis zur Zeit ¢ > 0 noch nicht zerfallen ist (ausgedriickt
durch das Ereignis {X > t}), genauso grofl wie von Anfang an ist; d.h. der Zerfall
geschieht in diesem Sinne zeitlich “rein zufallig”. Exponentialverteilte Zufalls-
variablen werden also besonders dann zur Modellierung stochastischer Systeme —
etwa Netzwerke — eingesetzt, wenn es darum geht, zeitlich rein zufillig eintretende
Ereignisse (wie die Beendigung eines im System abgearbeiteten Programms, den
Beginn eines neuen Programms usw.) zu beschreiben.

In der Tat legt die Forderung P(X >t+h | X >t) = P(X > h), t,h > 0,
bereits die Klasse der Exponentialverteilungen als einzig mogliche Klasse nicht—
trivialer Verteilungen fiir PX fest, d.h. Verteilungen mit P(X # 0) = 1 bzw.
aquivalent X # 0 f.s. Setzt man namlich g(s) = P(X > s), s > 0, so erhalt
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9t (_:)h) = g(h), t,h > 0, mit der Randbe-
g

dingung ¢(0) = P(X > 0) = 1 und hieraus mit G =Ing:
G(t +h) = G(t) + G(h), t,h >0, G(0) =0.

Die einzig monotonen {oder mefibaren oder stetigen) nicht—konstanten Losungen
dieser Funktionalgleichung sind aber von der Form G(s) = As, s > 0, mit einem
Parameter A € R, der hier wegen der Monotonie der Verteilungsfunktion positiv
sein muf}, d.h. es ist

P(X <z)=1-g(z)=1—exp(-G(z)) =1 — e ** firr z > 0.

Fir den Fall, dal F' die Verteilungsfunktion einer diskreten Wahrscheinlich-
keitsverteilung @ auf B! ist, nimmt Beziehung (2.1.6) eine besonders einfache Ge-
stalt an. Wir konnen dabei ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafl
der Trager T der Verteilung gegeben ist durch T' = {1,2,...,n}, n € N, oder
T = N (anderenfalls 138t sich der Trager bijektiv — und wegen der Abzahlbarkeit
damit auch meBbar — auf eine solche Teilmenge von N oder N selbst abbilden).

Bezeichnet nun px = Q({k}) und Fy =0, Fx = Z:-;l pr =F(k), k€T, soist
F Y (z)=min{k €T |z € (Fx_1,Fx]}, 0<z<1l (2.1.11)

Wegen der paarweisen Disjunktheit der Intervalle (Fy_y, Fi], k € T liegt jedes
solche z also in genau einem solchen Intervall (Fi—y, Fi]. Ist nun wieder U auf
[0, 1] gleichverteilt, so besagt (2.1.6) gerade
X(w)=Fk fs., falls U(w) € (Fk-1, Fx], k€ T.
” P2 ps Pk

N —— - ~

| [ i
l ]

|
} -4 }-- -
0 F F, F3  Fi, Fy

man zunachst die Funktionalgleichung

pot —L—

U(w)

In der Tat 188t sich aus der obigen Skizze unmittelbar ablesen, daB
P(X =k)= P(U € (Fk_l,Fk]) =pi, k€T, gilt, also X die Verteilung PX = Q
besitzt.

Auf dieselbe Weise lassen sich sogar diskrete Verteilungen @ iiber beliebigen
MeBraumen (X, B) erzeugen; besitzt @ namlich den Trager Tg = {z,z,,...} C
X mit Wahrscheinlichkeiten py = Q({z1}), p2 = Q({z2}),..., und bezeichnet
Y :T — Tq :k+— z mit T wie oben, so besitzt Z = Y o X die gewiinschte
Verteilung.

Beispielsweise 1a8it sich so die diskrete Gleichverteilung £(Q2) tiber der Menge
Q={1,...,n} x {1,...,m} mit n,m € N als Verteilung des Zufallsvektors Z aus
einer tiber [0, 1] stetig gleichverteilten Zufallsvariablen U erzeugen vermoge

- (i—1)m+j—1 (i—1)m+j
Z=(3), falls nm <Us nm ’ (2.1.12)
1<i:<n,1<5< m.

Wir wollen uns nun allgemeiner mit der Transformation von Zufallsvektoren
beschaftigen. Besonders einfach gestaltet sich dies bei diskreten Verteilungen;
Lemma 2.1.1 liefert hier unmittelbar
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Lemma 2.1.3. (Transformation von Zufallsvektoren mit diskreten Verteilungen)
Es sei X = (X1,...,Xm) ein diskret verteilter m—dimensionaler Zufallsvektor auf
einem Wabhrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit Zahldichte fx und G : R™ —
R™ (m,n € N) eine beliebige meBibare Abbildung. Dann ist Y = G(X) ein n—
dimensionaler Zufallsvektor, dessen Verteilung gegeben ist durch die Zahldichte
fy mit

fr(y)=P¥Y =y)= Y  f(z), yeR" (2.1.13)
z € R™
G(z)=y

Beweis. Esist P(Y = y) = P(G(X) = y) = P(X € G'({y})), v € R,
was mit (2.1.13) zusammenfallt, da nur fiir hochstens abzéhlbar viele z € R™ die
Zshldichte f(z) von 0 verschieden ist. L]

Eine vor allem auch fiir Anwendungen besonders wichtige Transformation von
Zufallsvektoren ist die Summe aller Komponenten, die man iterativ als Summe von
je zwei Zufallsvariablen darstellen kann. Fiir diesen Spezialfall (d.h. m = 2,n = 1)
vereinfacht sich Lemma 2.1.3 zu

Lemma 2.1.4. (Summe von Zufallsvariablen; Faltungslemma)

Es sei X = (X,,X;) ein diskret verteilter Zufallsvektor auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q, A, P) mit Zahldichte fx. Dann ist die Zahldichte der Zufallsva-
riablen Y = X1 + X, gegeben durch

fr@) =) fx(z,y—=), yeR (2.1.14)

z€R

Sind speziell die Zufallsvariablen X;,X, stochastisch unabhingig, so ist

fr@) =) fx(a)fx,(y—=), yeR, (2.1.15)

z€R

wobel fx,, fx, die Zdhldichten von X;,X, bezeichnen.

Man beachte wieder, da in den Beziehungen (2.1.14) und (2.1.15) hochstens
abzahlbar viele Summanden von Null verschieden sind, die dort betrachteten Aus-
driicke also wohldefiniert sind.

Im Falle der Unabhéngigkeit bezeichnet man die Verteilung Q) von X; + X7 —
auch bei nicht—diskreten Verteilungen — als Faltung von P; = P! und P, = PXz,
in Zeichen:

Q =P, * P, (2.1.18)

Sind alle Komponenten X, ...,X,, des Zufallsvektors X unabhingig, so heifit die
Verteilung @ von Y it X; ebenfalls Faltung der Verteilungen P; = PXi, 1 < <
m, in Zeichen:

m k m
Q=%FP=%PFx x B, (2.1.17)

i=1 i=1 i=k+1
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d.h. die Faltungsoperation X ist assoziativ (wegen der Assoziativitdt der ge-
wohnlichen Addition reller Zahlen); mit ahnlicher Begriindung ist sie dariiberhin-
aus kommutativ.

Im Falle von Indikatorvariablen X; = 14,, 1 <¢ < m, mit unabhangigen Er-
eignissen Aj,..., A, € A, und gleichen Eintrittswahrscheinlichkeiten p = P(4;),
1 < ¢ < m, ergibt sich iiber Faltungsbildung die Klasse der Binomialverteilun-
gen B(m,p), d.h. es ist

P(iXi - k) = B(m,p)({k}) = (r;:)pk(l—p)m_k, k=0,1,...,m. (2.1.18)

=1

Dies 1a8t sich leicht induktiv einsehen:
Farm =1 und k =1 ist gerade

P(X; =1)=B(,p({1})=p= G)pl(l -p)%

analog fir £ = 0. Mit dem Faltungslemma 2.1.4 erhalt man dann unter der Vor-
aussetzung, daf (2.1.18) fiir ein m € N richtig ist:

P(%X;:k) =ip( N X =j)P(Xm+l =k—j)
i=1 =0 i=1

Ek: P(ixi =) P(Xm41 =k — j)

j=k—-1 i=1

=(le)ﬁ-wljpr“*H-p+(Z)pwl—prhkwl—p)

() (e
= (m,_:l)p"(l —pmhi-t

fir 1 < k < m; analog bei k € {0,m + 1}. )
Die Giiltigkeit von (2.1.18) laBt sich aber auch durch kombinatorische Uber-
legungen herleiten:

Es ist ja Y70, X; = Yo, 14, also das Ereignis {}::’;1 X; = k}, 0<k<m,
identisch mit dem Ereignis

k

U {Nan N 4

1<i1<i2<...<ix<m  j=1 lg{ih,,,,ik}

(genau k der Ereignisse Ay, ..., Am treten ein). Da es gerade () solcher Auswah-
len gibt und wegen der stochastischen Unabhangigkeit

P( rk] 4; 0 N Af) =p*(1-pm*

j=1 lg{l‘l,...,t’h}
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fiir jede solche Auswahl gilt, folgt ebenfalls (2.1.18).

Binomialverteilungen %B(m, p) beschreiben also die Verteilung der Anzahl der
Erfolge in einer unabhéngigen Versuchsserie (Folge unabhéangiger Ereignisse) vom
Umfang m mit derselben Eintrittswahrscheinlichkeit p € [0, 1].

Beispielsweise ist die Anzahl der Einsen im (8 Bit—) ASCII-Code eines nach
einer diskreten Gleichverteilung ausgewshlten Zeichens B(8, 1)-verteilt, da bei
der ASCII-Codierung gerade alle 22 = 256 Kombinationen von 0 und 1 (= alle
Binardarstellungen der Zahlen 0, 1,...,255) mit derselben Wahrscheinlichkeit auf-
treten.

Umgekehrt kann man in einer unendlichen Versuchsserie gleichartiger, un-
abhéngiger Ereignisse {A, },en mit derselben Eintrittswahrscheinlichkeit p € (0,1]
nach der Verteilung des Eintrittszeitpunktes X des ersten Erfolges fragen, d.h. for-
mal

=inf{n €N |14, =1}. (2.1.19)

X Dbesitzt dann eine sogenannte geometrische Verteilung ®(p), die gegeben ist

durch
P(X =k)=&(p)({k}) =p(1-p)**, keN. (2.1.20)

Das Ereignis {X = k}, k € N la88t sich namlich darstellen als

k-1
{(X =k} =) 4AinAx, keN, (2.1.21)

i=1

mit P(ﬂf_ll AN Ak) = (1 - p)*!p, k € N, aufgrund der Unabhingigkeit der
Ereignisse {An}neN. Insbesondere folgt aus (2.1.20) P(X < oo) = 1 durch Sum-
mation tber alle £ € N; d.h. X ist f.s. endlich, was bedeutet, dafl in einer un-
abhéngigen Versuchsserie der beschriebenen Art wenigstens ein Erfolg nach endli-
cher Beobachtungszeit {.s. eintritt.

Strenggenommen muB allerdings fiir den Fall der Nichtexistenz des Infimums
in (2.1.19) das Ereignis {X = oo} = oo, A% = oo, {14, = 0} miterfaBt werden,
wenn es auch lediglich mit Wahrschelnhchkelt Null eintritt.

Es sei hier noch einmal daran erinnert, daf§ zur Modellierung dieses Wartezeit-
problems mit p € (0,1) ein ﬁberabzé'.h]ba.rer Grundraum 2 bendtigt wird, obwohl
die Verteilung von X diskret ist (vgl. Satz 1.1.1).

Gelegentlich ist man statt an dem Eintrittszeitpunkt X des ersten Erfolges
in der Versuchsserie an der Zahl der vorausgehenden MiBerfolge, also an X — 1,
interessiert. Die sich hieraus ergebende Verteilung

P(X-1=k)=PX =k+1)=p(1-p)*, keNy, (2.1.22)

iiber den nicht—-negativen ganzen Zahlen Ny heifit ebenfalls geometrische Verteilung
(mit Trager Np).

Zufallsvariable X der Art (2.1.19) heiflen auch Stoppzeiten beziiglich der Folge
{Xn}nen- Ihre charakteristische Form 1aft sich allgemeiner wie folgt fassen.
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Definition 2.1.3. (Stoppzeit)

Es sei {X,} eine Folge von Zufallselementen in einem Mefiraum (X,B). Eine
Zufallsvariable S mit Werten in N heiit Stoppzeit bezgl. {X,}, wenn es zu jedem
n € N eine Menge B, € B™ = ®_, B gibt derart, daB

{S=n}={(X1,...,X,) € B,} (2.1.23)
gilt.

Die Bedingung (2.1.23) besagt also in anderer Form, dafl das Ereignis {S = n}
nur von den Zufallselementen X, ..., X, (mefibar) abhéngt. Insbesondere ist das
durch

(Xs)w) = Xs(w)(w), w € N, (2.1.24)
definierte Zufallselement mefbar wegen
{XseC}=J{(X1,...,X,) € B,, X, €C} (C€B) (2.1.25)
n=1

mit den Mengen B, aus Definition 2.1.3. Xg beschreibt dabei die im Augenblick
des Stoppens vorliegende Situation.

Will man die Zufallselemente X;,...,Xg_; vor dem Stoppzeitpunkt S bzw.
das Zufallselement (X,...,Xs) in einem stochastischen Modell miterfassen, so
muB man beachten, da§ (X,. .., Xs) ein Zufallselement der zufilligen Lange S ist;
als Bildraum fir (X, ..., Xs) wahlt man dann zweckmaBigerweise den Mefiraum
(Y,0)mit Y = Uo_, ™ und C = {Use_, Bm | B € BU™, m € N} (vgl. auch
Aufgabe 1.7).

Stoppzeiten werden uns insbesondere bei der Behandlung von Markoff-Ketten
im Zusammenhang mit Modellen zur Average—Case—Analyse gewisser Algorithmen
in Kapitel 4 begegnen.

Das folgende Resultat zeigt, daf bei unabhangigen Folgen von Zufallselemen-
ten die Unabhéngigkeit der Restfolge durch Stoppen erhalten bleibt.

Satz 2.1.2. (Eigenschaften von Stoppzeiten)
Es sei unter den Voraussetzungen von Definition 2.1.3 {X,} eine unabhingige
Folge mit Verteilung PX» = @ fiir alle n € N. Dann gilt:

a) {S =n} und {Xp+1,Xn+2,...} sind unabhingig fiir allen € N

b) {Xs4n}neN ist unabhingig und identisch verteilt mit Verteilung Q

¢) (S,Xs) und {Xsyn}nen sind unabhéngig.
Die letzte Aussage bleibt auch giiltig, wenn (S, Xs) durch (S, Xy, ..., Xs) ersetzt
wird.

Beweis. Fir m,n € Nund Cy,...,Cy € B gilt

P({S= n} n ﬁ{Xn+k € Ck}) = P((Xl,...,Xn+m) € B, x ;& Ck)

k=1 k=1

=P((X1,...,X0) € Bo)P((Xnt1,- .-, Xntm) € X Ci)  (2.1.26)
k=1

= P(s = n) [] @(Cx),

k=1
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wobei wieder B, die die Stoppeigenschaft definierende Menge aus (2.1.23) sei.
Hieraus folgt a). Ferner ist

m

P({S=n,Xs€Co}N [{Xssx € C})

k=1

=P((X1,...,Xn+m)G(Bnﬂ(X”_l XC()))X >"& Ck)
.= (2.1.27)
= P((X1,...,Xa) € B, N (X" x Cp)) [] Q(Cx)

k=1

= P(S=n,Xs € Cy) [[ Q(Cw),

k=1

was c) und b) ergibt (letzteres mit Co = X und Summation iiber alle n € N).

Die noch fehlende Aussage ergibt sich analog, wenn in (2.1.27) “Xs € Cp” durch
“Xy,...,Xs) € Cé")” ersetzt wird mit einer Menge C((,") € B™); anstatt X"~ x
Cy ist entsprechend C((,") zu wahlen. =

Manchmal kann es erforderlich sein, Stoppzeiten S auch mit Wert co zu be-
trachten (etwa wie im Beispiel der geometrischen Verteilung), d.h.

{S =00} = {(X1,Xa,...) € Boo} (2.1.28)

Bo = ( U B.x X x) . (2.1.29)
n=1 k>n

B, beschreibt das Ereignis, dafl im Verlauf der durch die Folge { X, } ,eN beschrie-

benen Beobachtungen keinmal die gewiinschte Stoppsituation eintritt.

Fir S = oo mufl Beziehung (2.1.24) entsprechend erweitert werden, indem
man formal ein weiteres Zufallselement X, definiert, dessen Wertebereich aufer-
halb des Wertebereichs der urspriinglichen Folge liegt, z.B. im Fall von Zufallsva-
riablen durch X, := oo.

Zur Behandlung von Zufallsvariablen mit Werten +co mufl man dann aller-
dings wieder die groere Borel-o—Algebra

Bl =0 (B'U{{~},{0}}) ={BUC|BeB!, CC{-o0,00}} (2.1.30)

iiber R = R U {—00, 00} zugrundelegen.
Der Fall der geometrischen Verteilung lat sich nun unter diesen allgemeineren
Zugang subsumieren durch die Wahl der Stoppmengen

n-1 ..
B, = { X {0} x {1} firneN (2.1.31)

X:ozl{O} fiir n = oo
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mit den Zufallsvariablen X,, = 1 4,, n € N. Speziell ist dann wieder

n—1

{S=n}={(X1,...,Xn) € Bp} = [J{Xe =0} n{X, =1}
k=1
- (2.1.32)

= ﬂA;nA,., neN,
k=1
wie in Beziehung (2.1.21), sowie
{S =00} ={(X1,...,Xn) € Boo} = [ |{Xx =0} = ] 4;. (2.1.33)
k=1 k=1

Ist allgemeiner {X,,},eN eine Folge von Zufallselementen in (X, B) und B € B
ein Ereignis mit 0 < Q(B) < 1, so ist analog

S =inf{n e N| X,, € B} (2.1.34)
ebenfalls eine Stoppzeit; insbesondere ist S geometrisch verteilt mit
P(S=n)=p(l—p)", p=Q(B), neN, (2.1.35)

wenn die Folge unabhingig ist mit derselben Verteilung Q = PX», n € N. Dies
ergibt sich entweder wie in (2.1.31) bis (2.1.33) mit

(2.1.36)

oo

n—1 .
5o { X' B xB firneN
Xy B° firn = o0
oder auf iibliche Weise mit der speziellen Wahl 4, = {X, € B} ( € A), n € N,
und der aquivalenten Darstellung

S=inf{n e N |14, =1}. (2.1.37)

S heifit auch erste Eintrittszeit der Folge in die Menge B. Die Folge { X, }nen wird
also durch S gestoppt, wenn erstmalig eine Beobachtung in der Menge B auftritt.
Die Verteilung von Xg, also der Beobachtung im Augenblick des Stoppens, 1a8t
sich dabei folgendermaflen berechnen.

Lemma 2.1.5. (Eigenschaften der ersten Eintrittszeit)

Es sei {X,}neN eine unabhiangige Folge von Zufallselementen in einem Mefiraum
(X, B) mit Verteilung @ = PX», n € N, und B € B ein Ereignis mit 0 < Q(B) < 1.
Bezeichnet S die erste Eintrittszeit der Folge in die Menge B gema8 (2.1.34), so
besitzt die gestoppte Beobachtung Xs die elementare bedingte Verteilung unter
(der Hypothese) B; genauer:

P(Xsc A) = 9—%2—)3—) —Q(A|B), AeB. (2.1.38)
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Ferner sind S und Xg stochastisch unabhdngig, und S ist &(p)-verteilt mit p =
Q(B). Die letzte Aussage bleibt giiltig, wenn X s durch (X3, ...,Xs) ersetzt wird.

Beweis. Die geometrische Verteilung von S ist nach den obigen Ausfihrungen
klar; insbesondere ist S f.s. endlich, d.h. X g nimmt f.s. nur Werte im Wertebereich
der urspriinglichen Folge an. Durch direktes Nachrechnen erhalt man nun

n—1
P(S=n,Xs€A)= P((Xl,...,X,,) € X B°xB, X, € A)
k=1
n—1
=P((X1,...,Xn-1) € X B, X, € BN A)
k=1 (2.1.39)
n-1; ge _ n-1, Q(ANB)
= Q" {(BIQANB) = (1-p)""p =55
= &(p)({n}) - Q(A| B)
=P(S=n)Q(A|B),neN, A€ B.
Durch Summation iber n folgt
P(Xse A)= iP(S =n,Xg € A)
= (2.1.40)
=) P(S=n)Q(A|B)=Q(A|B), A€B,
n=1

also der erste Teil der Behauptung. Ein Vergleich mit (2.1.39) zeigt somit, daB
P(S:n,XseA):P(S:n)P(XSEA) (2141)

gilt fir alle n € N, A € B, d.h. § und X sind stochastisch unabhingig, wie
behauptet. Der Beweis der restlichen Aussage verlauft dhnlich dem Beweis des
zweiten Teils der Aussage ¢) in Satz 2.1.2. u

Das Anfangsbeispiel der bindren Suche kann ebenfalls als (endliches) Stopp—
Problem formuliert werden. Dazu hat man lediglich mit den Bezeichnungen aus
(1.1.2) die Mengen Cx = A, 1 <k <n—1, Cp, = A,U4Aound Cr =0, k > n+1,
zu wahlen; die Anzahl der Schritte bis zum Abbruch des Algorithmus 1t sich dann
durch die Stoppzeit S = min{k € N | 1¢, = 1} beschreiben mit Stoppmengen
analog (2.1.31). Wegen @ = [J;_, Ck und Cx = 0 fiir k£ > n ist dabei S < n, also
S insbesondere endlich. Allerdings sind hier die Ereignisse {Ck}xen (und damit
auch die Zufallsvariablen {1¢, }ren) weder stochastisch unabhéngig, wie schon in
Abschnitt 1.3 gezeigt wurde, noch besitzen sie dieselbe Eintrittswahrscheinlichkeit.
Die Verteilung von S ist daher auch nicht geometrisch, sondern gegeben durch die
Beziehung (1.3.6).

Ein Vergleich mit der Beziehung (1.3.5) und den Ausfiihrungen am Ende von
Abschnitt 1.4 zeigt, da es durchaus méglich ist, dieselbe konkrete Situation auf
verschiedene Weisen in einem stochastischen Modell zu erfassen. Welches Modell
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man wahlt, hangt dabei davon ab, welche Art von Aussagen man tiber die gegebene
Situation treffen bzw. welche Aspekte man besonders hervorheben will. Hierauf
kommen wir spater im Rahmen der Average-Case—Analyse von Algorithmen noch
einmal zuriick.

Beispiel 2.1.1. (Verwerfungsmethode)
Lemma 2.1.5 ist ein wesentliches Hilfsmittel zur Erzeugung von Verteilungen aus
gleichverteilten Zufallsvariablen durch die sogenannte Verwerfungsmethode, die in
Kapitel 5 ausflihrlich behandelt wird. Ist beispielsweise {(X1n,X2n)}nen €ine
Folge unabhangiger, iber dem Quadrat [—1,1] x [—1,1] gleichverteilter Zufalls-
vektoren (d.h. insbesondere sind die Komponenten X, und X,, stochastisch un-
abhingig und jeweils iiber [—1,1] gleichverteilt mit Dichte 1[_ 4j(-)), und setzt
man

S =inf{n € N| X2, + X2, <1}, (2.1.42)

so ist S geometrisch verteilt mit
// dJ}l d.’L‘g
K —
11 -
// d.’l?l d$2
-1

-1

(hierbei bezeichne K = K°(0,0;1) den Einheitskreis), und (X, g, X3 s) ist iiber K
gleichverteilt. Man verwirft also in der Folge {(Xin, X2n)}nenN alle Beobachtungen,
die nicht in den Einheitskreis fallen; die erste Beobachtung, die in den Einheitskreis
fallt — d.h. (X1,5,X2,s) — ist dann dort ebenfalls gleichverteilt. u

In der Situation von Lemma 2.1.5 zeigt das Borel-Cantelli-Lemma (Satz
1.1.3), da8 nicht nur f.s. wenigstens eines, sondern sogar f.s. unendlich viele der
Ereignisse {X, € B} eintreten, da fiir die Reihe } oo | P(X, € B) =Y oo  p= 00
und damit P(limsup,_,.,{X. € B}) = 1 gilt. Es kommen also im Verlauf der Be-
obachtungsfolge {X,, }neN f.s. immer wieder Beobachtungen vor, die in der Menge
B liegen. Satz 2.1.2 lehrt dabei, dal sich die einer solchen, in B liegenden Be-
obachtung anschlieBende Folge wieder wie die urspriingliche Folge verhalt, also
insbesondere stochastisch unabhingig und identisch verteilt ist. Durch wieder-
holtes Stoppen erhdlt man so eine Folge von Beobachtungen, die die elementare
bedingte Verteilung Q(- | B) besitzen, wobei die zugehorigen Stoppzeiten rekursiv
definiert sind vermége

p= (2.1.43)

NE

S, =inf{n e N | X, € B}

. (2.1.44)
Sk+1 =inf{n > Sy | X, € B}, keN.

Wir wollen uns im folgenden kurz mit der Verteilung dieser Stoppzeiten beschafti-
gen. Dazu zeigen wir zunichst, daf alle Sy, k € N, tatséchlich die Stoppeigenschaft
besitzen. Fiir n,k € N ist namlich

{Sk =n}={(X1,...,Xa) €| (B)" x Bx (B)" x -+ x (B°)"* x B}; (2.1.45)
Osil,...,iksn—k
i1+.,.+ig=n—k
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diese Menge beschreibt also das Ereignis, daf8 die n-te Beobachtung X,, genau zum
k-ten Mal in der Menge B liegt.
Mit Satz 2.1.2 188t sich nun zeigen, dafl die Wartezeiten

Akz{sk—-sk_] firk>1

py i b o1 (2.1.46)

zwischen dem Auftreten von Beobachtungen in der Menge B stochastisch un-
abhéngig und identisch geometrisch verteilt sind. Hierzu benétigen wir allerdings
noch die folgenden Hilfsresultate, die auch sonst von Bedeutung sind.

Lemma 2.1.6. (Blocke unabhangiger Zufallselemente)
Es sei {X,}neN eine Folge unabhangiger Zufallselemente in Mefiraumen (X, By).
I, I CN, I N I, = § seien disjunkte Indexmengen. Dann sind auch

X ={Xi|lteh} und X;, ={Xi|i€ 1}

stochastisch unabhangig.

Beweis. Fiir Mengen B; € Bi, 1 € I, Bj € Bj, j € I, ist

P(X,1 € X Bi,Xr,e X Bj) =P( N{X:eB} n [{X,¢ Bj})

i€l JEI i€l JEI
= H P(X,‘ € B,') H P(Xj € Bj) = P(XIl € X B,')P(.XI2 € X BJ').
i€l JEI, i€l jGIQ
Hieraus folgt die Behauptung. =
Lemma 2.1.6 188t sich induktiv sofort auf den Fall endlich und sogar abz&hl-
bar—unendlich vieler paarweise disjunkter Indexmengen I,...,I,, C N, m € N,

erweitern, d.h. allgemeiner sind in der Situation von Lemma 2.1.6 die Zufallsele-
mente X,,..., Xy, stochastisch unabhangig. Die stochastische Unabhéngigkeit
von Zufallselementen bleibt also erhalten, wenn diese liber paarweise disjunkte
Indexbereiche gruppiert werden. Analog zeigt man

Lemma 2.1.7. (Blocktransformation unabhingiger Zufallselemente)

Es seien X,Y Zufallselemente in einem MeBraum (X,B) und g : (X,B) —
(>¥,C), h:(X,B) — (Z,D) meBbare Abbildungen in weitere MeBraume (Y,C),
(2,D). Dannist (9o X,hoY) ein Zufallselement in dem MeBraum (Y x Z,C ® D),
und die Zufallselemente g o X und hoY sind stochastisch unabhangig.

Beweis. FirCeC(C, D € Dist

P(goX € C,hoY € D)= P(X € g7*(C),Y € h™}(D))
=P(X € g7 !(C))P(Y € "Y(D))
=P(goX € C)P(hoY € D).

Hieraus folgt die Behauptung. u



2.1. Spezielle Verteilungen 75

Auch dieses Lemma 138t sich sofort auf den Fall endlich bzw. abzdhlbar—un-
endlich vieler Koordinatentransformationen verallgemeinern.

Lemma 2.1.6 und Lemma 2.1.7 besagen also zusammen anschaulich, dafl bei
einer stochastisch unabhéngigen Folge von Zufallselementen (mefbare) Funktionen
von disjunkten Teilabschnitten dieser Folge stochastisch unabhéngig bleiben. Die-
ser Sachverhalt spielt bei sehr vielen stochastischen Modellbildungen eine zentrale
Rolle, da man hiufig komplizierte Strukturen durch solche Art von Transforma-
tionen auf Strukturen mit unabhingigen Folgen zurlickfiihren kann. Beispiels-
weise lassen sich die in Kapitel 3 behandelten Markoff-Ketten durch entsprechende
Uberlegungen kanonisch mit unabhangigen Folgen beschreiben.

Das folgende Lemma behandelt schlieflich noch ein einfaches Kriterium fir
die stochastische Unabhangigkeit von Folgen von Zufallselementen.

Lemma 2.1.8. (Stochastische Unabhingigkeit bei Zufallsfolgen)

Es sei {X,}neN eine Folge von Zufallselementen in MeBraumen (X,, B,,). Die Folge
ist genau dann stochastisch unabhingig, wenn fiir alle n € N die Zufallselemente
Xn+1 und (Xq,...,X,,) stochastisch unabhingig sind.

Beweis. Wir zeigen induktiv, daf§ die §emeinsa.me Verteilung von (X1,...,X45),
n € N durch das ProduktmaB @, P*¢ (im Sinne von Satz 1.4.3) gegeben ist,
wenn die im Lemma angegebene Bedingung erfiillt ist.

Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Unter der Annahme, da die Giiltigkeit der letzteren
Aussage fiir n € N nachgewiesen ist, folgt

n n+1
P(Xl,...,X,,+1) — P(Xl,...,x,‘) ® PX,.+1 = ®PX. ®PXn+1 — ®PX:
i=1

=1

und damit die stochastische Unabhangigkeit der Folge.
Die umgekehrte Aussage folgt aus Lemma 2.1.6. m

Nunmehr konnen wir das angekiindigte Resultat beziiglich der in (2.1.44) ein-
gefihrten Stoppzeiten beweisen.

Satz 2.1.3. (Unabhingigkeit bei ersten Eintrittszeiten)

Es sei {X,,}nen eine unabhingige Folge von Zufallselementen in einem MeBraum
(X, B) mit Verteilung @ = PX», n € N, und B € B ein Ereignis mit 0 < Q(B) < 1.
Bezeichnet {Si}ren die in (2.1.44) rekursiv definierte Folge von Eintrittszeiten in
die Menge B, so gilt:

Die in (2.1.46) definierte Folge von Wartezeiten {Ag}reN ist stochastisch un-
abhéngig und identisch verteilt mit

P2 = &(p), p=Q(B); keN. (2.1.47)

Beweis. Nach Lemma 2.1.8 und der allgemeineren Fassung der Lemmata 2.1.6
und 2.1.7 reicht es zu zeigen, daB fiir alle k € N die Zufallsvektoren (Sy,...,Sk)
und Agy; stochastisch unabhangig sind, da S; = Y1_, A;, 1 < j <k, gilt. Nun
ist aber

Ak+1 = 1nf{n €N I XS,,+n € B} (2148)
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eine mefBbare Funktion der Folge {Xs, +n}neN, Welche nach Satz 2.1.2 von dem
Zufallselement (X7, ..., X, ) stochastisch unabhéngig ist. Die Stoppzeiten S, ...,
Sj, 1 < j <k, sind wegen S; < Sk, 1 < j < k, ihrerseits meBbare Funktionen
von (Xi,...,Xs,), so da insgesamt Ay von (Sy,...,Sk) und damit auch von
(Aq,...,Ag) stochastisch unabha.nglg ist.

Da Jede 'der Folgen {Xs;+n}nen, J € N nach Teil b) des Satzes 2.1.2 unabhingig
und identisch wie die ursprunghche Folge verteilt ist, besitzt nach (2.1.48) auch
jedes Ag41, k € N, dieselbe Verteilung wie A; = S, d1e nach Lemma 2.1.5 durch

&(p) mit p = Q(B) gegeben ist. "
Die Unabhingigkeit und geometrische Verteilung der Folge {Ag}ren kann
auch direkt nachgewiesen werden, da fir m € N, ny,...,n, € N, gilt:
Aemmi=fxuenn N e
k=1 k=1
1<i< j-1 n;

i¢{n1,n1+ns,.. ’2:;1 nj}
d.h. wegen der Unabhangigkeit der Folge {X, }.eN ist
P(ﬂ {Ak=nk}) =[[PX.eB) [ PX:i¢B)

k=1 k=1 . m
IS'SE,‘—_-l ":n
ig{nl,nl-}-n;,...,zj___l n;}

= (Q(B)™ (1 - Q(B)) 5=V
=[] (@ -p)™"), p=Q(B).
k=1

(2.1.49)

Hieraus folgt P(&1-4m) = @ PA* fiir alle m € N und somit die stochastische
Unabhangigkeit der Folge {Ak}ren. Die geometrische Verteilung der Folge ergibt
sich aus der letzten Gleichheit in (2.1.49).

Satz 2.1.3 besagt insbesondere, daf§ sich die Stoppzeiten S,,, m € N, f.s. als
Summe von m unabhangigen, jeweils &(p)-verteilten Zufallsvariablen darstellen
lassen, so dafl

PSn = % 6(p), p=Q(B), meEN, (2.1.50)

=1

gxlt Diese Verteilung heifit negatwe Binomialverteilung mit Parametern m und p,
in Zeichen: B(m, p) und ist in allgemeiner Form gegeben durch

B () = (L )ora-pr kenkzm @1y

mit p € (0, 1].
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Dies 148t sich ahnlich wie im Fall der Binomialverteilungen wieder leicht in-
duktiv nachweisen. Dazu sei {X,}neN eine unabhangige Folge &(p)-verteilter
Zufallsvariablen mit p € (0,1]). Wir zeigen:

m

P(ZX; - k) = B(m,p)({k}) = (:Iil:l)pm(l —p) ™ k>m. (2.1.52)

=1

Fiir m = 1 ist nichts zu zeigen, da dann (2.1.52) mit (2.1.20) zusammenfallt.
Mit dem Faltungslemma 2.1.4 erhélt man unter der Voraussetzung, daf§ (2.1.52)
fiir ein m € N richtig ist:

(mix =k) = Zk: P(ix,- = §)P(Xmis = k- j)
= g;n (,i__ll)pm(l _p)j—m -p(l _p)k—j—l

m+1(1 )k (m+1) Z (] - 1)
k-1
- ( m )p’"“(l —p) ) k> m 41,

Auch hier 148t sich die Beziehung (2.1.52) wieder kombinatorisch deuten:
Nimmt man wie im Fall der Binomialverteilungen an, dafl A,,...,A, € 4, m € N,
unabhéngige Ereignisse mit derselben Eintrittswahrscheinlichkeit p sind und X; die
Wartezeit zwischen dem Eintreten des (¢ — 1)-ten und i-ten Ereignisses bezeichnet,

so ist das Ereignis { Yo Xi= k}, k > m, identisch mit dem Ereignis

U {ﬁA,«jn N Af}

1<i1 <ig <o <imo1 <im=k  j=1 1¢{i1,rim}

(das m~—te Ereignis tritt genau im k—ten Versuch ein). Da es gerade (:1_1

__1) solcher
Auswahlen gibt und wegen der stochastischen Unabhangigkeit

P(ﬂA,-,- n N A?) =p"(1-p* ™

j=1 1¢{i1, . im}

fiir jede solche Auswahl gilt, folgt ebenfalls (2.1.52).

Zahlt man wieder nur die dem m—ten Erfolg im k—ten Versuch vorausgehenden
Miferfolge, d.h. betrachtet man statt der Zufallsvariablen Y - X; die Zufallsva-
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riable 310 (X; — 1) = Y| Xi — m, so heiBt die hieraus resultierende Verteilung
P(ZX,- —m=k)= P(EX,- =k+m)
=1 i=1

_ (’C + "_’; 1)pm(1 ) (2.1.53)

m

ebenfalls negative Binomialverteilung (iiber Ny), i.Z.: W(m, p); analog 8% (p) =

B'(1,p).
Der Name negative Binomialverteilung griindet sich auf der alternativen Dar-

stellung
k+m-—-1 _
N ra-nt = (7)o -1 me N, ke,
wenn man formal

(—m) _ (—=m)k _ (-m—-k+1)(-m—-k+2)---(—m)
k k! k!

=(- l)km)— (- 1)’°(k+m ),meN,keNo,

setzt.
Fiir kleine Parameter p < 1 bzw. 1 —p < 1 lassen sich die Binomial- bzw. ne-

gative Binomialverteilung B(m, p) bzw. W(m, p) durch die sogenannte Poisson—
Verteilung *B()) approximieren, die erklart ist durch

PO ({k}) = 277 k€ Nos A>0. (2.1.54)

Genauer gilt:

Satz 2.1.4. (Poisson (1837))
Es sei {pn}neN C (0,1) eine Folge reeller Zahlen mit lim, oo np, = A > 0 bzw.
lim, oo n(1 — pp) = g > 0. Dann gilt

lim B(n,pn)({k}) = BO)({})

bzw.
lim B (n,pa) ({k}) = B(w)({E}), k € No.
Beweis. Esist fir0<k<n
B, pa) (1)) = ([ )1 - )

n! A npy\" (npn)k
= 1—-=-- .
(n — k)!(n(1 — pn))" ( )

(2.1.55)
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n
Nach Voraussetzung strebt aber (1 — % . '—’:\&) gegen e, (np,,)* gegen \*, sowie

der dritte Faktor in (2.1.55) gegen 1. Damit ergibt sich die erste Behauptung.
Im zweiten Fall gilt fiir n € N, k € N,

B () = (") -
. (2.1.56)

(n+k—-1) n(l—p,)\~™ (n(l —pn))
= =D (1+ -~ ) o

M‘—) gegen e, (n(1 —pn))k gegen pu*

sowie der dritte Faktor in (2.1.56) wneder gegen 1. Damit ist der Satz bewiesen. m

Nach Voraussetzung strebt hier (1 +

Beispiel 1.1.4 zeigt, da8 Poisson—-Approximationen auch in allgemeineren Si-
tuationen moéglich sind: bezeichnet namlich dort die Zufallsvariable X die Anzahl
der bereits richtig sortierten Feldelemente, so besitzt X fiir grofle n aufgrund von
(1.1.50) approximativ eine P(1)-Verteilung. X ist aber nicht exakt binomialver-
teilt; allerdings ist dies der Fall, wenn man Wiederholungen von Feldelementen
zulaft (vgl. die Bemerkung im Anschlufl an Beispiel 1.1.4), da dann mit den dor-
tigen Bezeichnungen X = Y I, 14, mit P(4;) = 1, 1 < i < n, gilt, was das
vorherige Ergebnis zumindest anschaulich erklart.

Eine wesentliche Eigenschaft der Poisson—Verteilung ist ihre Faltungsstabili-
tat, die im folgenden beschrieben wird.
Lemma 2.1.9. (Faltungsstabilitat der Poisson—Verteilung)
Fiir Poisson—Verteilungen P(\) und P(p) mit A, u > 0 gilt

PO « B(u) = PO+ p), (2.1.57)

dh sind X und Y stochastisch unabhingige Zufallsvariable mit PX = P(}),

= P(u), so ist auch die Summe X +Y Poisson-verteilt mit PX+Y = P(A+p).
Beweis. Esist fiir £k € Ny

k—i

P(X+Y =k)= ZP(X =i)P(Y =k —1i)=e (AW Z z‘(k 5

i=1

_ 1 kN i ormi - (A + p)F

— o~ (A ) = i k—i _ —(A+)\ 2T P

= "k!z(i)’\” = T
=1

Hieraus folgt die Behauptung. ]

Will man das obige Resultat in der Praxis anwenden, stellt sich haufig die
Frage nach der Giite der Approximation in Form einer Abschatzung des Appro-
ximationsfehlers. Hierfiir wollen wir das folgende Abstandsmafl zwischen Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen betrachten.
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Definition 2.1.4. (Kolmogoroff-Abstand)

Es bezeichne P die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf B'. Fp be-
zeichne die zu der Wahrscheinlichkeitsverteilung P € P gehérige Verteilungsfunk-
tion. Dann heifit die durch

p(P,Q) = sup {|Fp(z) — Fo(2)|}, P,Q € P, (2.1.58)

auf P x P erklarte Metrik p Kolmogoroff-Abstand zwischen den Verteilungen P
und Q.

p ist in der Tat eine Metrik auf P x P, denn es gelten die drei fiir Metriken
charakteristischen Eigenschaften
(1) p(PyQ)=O A P=Q, P,QeP
(2) o(P,Q)=p(Q,P), P,Q€P (Symmetrie)
(3) p(P,W)<p(P,Q)+p(Q,W), PQ,W € P (Dreiecks — Ungleichung).
Beziehung (1) ist dabei eine Konsequenz des Eindeutigkeitssatzes 1.2.3; Beziehung
(3) ergibt sich aus der entsprechenden Dreiecks-Ungleichung fiir reelle Zahlen.

Eine fir den Fall der Poisson-Approximation wichtige Eigenschaft von p ist
die sogenannte Subadditivitat, die im folgenden beschrieben wird.

Satz 2.1.5. (Subadditivitit des Kolmogoroff-Abstands)
Es seien Py,...,P,, Q1,...,Qn, n € N, Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf B!.
Dann gilt fiir den Ko]mogoroﬁ'—Absta.nd p:

( * P, % ) < znjp(Pi,Q,-). (21.59)

=1 i=1

Beweis. Wir beweisen den Satz hier zunéachst nur fiir den Fall diskreter Vertei-
lungen mit Trégern, die Teilmengen von N sind, was fiir das betrachtete Appro-
ximationsproblem ausreicht.

Seien dazu X,Y, Z Zufallsvariable mit Werten in Ny. Wir zeigen als ersten Schritt:

p(PX+2 pY+Z) < p(PX PY). (2.1.60)
Fir beliebige m € N gilt ndmlich

|ZP(X+Z——k) P(Y+Z_k)|

k=0
=lii(P(X:k—i)—P(Y:k—i))P(Z=i)|
=| X (roc=t-n-ror=k-0)rz =)
<kgm
1"'2 P(X =j) = P(Y = )| P(Z =)

IA

INgE "MB 3

-
Il
o

p(PY,PY)P(Z =) = p(P¥,PY).
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Hieraus folgt aber (2.1.60), da sich die zugehdrigen Verteilungsfunktionen hochs-
tens an den ganzzahligen Stellen m € Ny &ndern.

Sind nun X,,..., X, bzw. Yi,...,Yy, n € N, jeweils unabhéngige Zufallsvariable
mit Verteilungen PX* = Py, PY = Q4, 1 < k < n, so laBt sich unter Heranzie-
hung von (2.1.60) induktiv zeigen:

,,(pZL Xk p2lims Yk) < Zn:p(PX",PY"). (2.1.61)
k=1

Fir n =1 ist nichts zu zeigen.
Unter der Annahme, da8 (2.1.61) fiir ein n € N giiltig ist, folgt mit der Eigenschaft
(3) von p und (2.1.60)

Plrn Xe pynEinY < (Pl Xk pYii_ YitXan
14 s >p )
+ p(Pz:=1 Y+ Xn41 , P2:=1 Yk+yn+1)

< p(Pz:a X",Pz:ﬂ Yk) + p(PXn+x’pYn+x)

n n+1
Sl e ) - o)
k=1 k=1
d.h. (2.1.61) gilt auch fir n + 1.
Damit ist aber die Aussage des Satzes bewiesen. .

In Bezug auf Satz 2.1.4 ist es auch sinnvoll, fiir Verteilungen P,Q € P mit
Tragern in Ny den Abstand

po(P,Q) = sup |P({k}) — Q({¥})] (2.1.62)

zu betrachten. Wegen P({k}) = Fp(k)—Fp(k—1), k € Ng, P € P, gilt jedenfalls

po(P,Q) < 2p(P,Q), P,Q € P. (2.1.63)

Die Subadditivitat des Kolmogoroff-Abstandes p (vgl. Satz 2.1.5) iibertragt sich
vollig analog auch auf pg, da die fiir den Beweis von Satz 2.1.5 wesentliche Bezie-
hung (2.1.60) entsprechend giiltig bleibt: es ist ja unter den dortigen Vorausset-
zungen fiir k£ € Np

po(PX+2 PY*+2) = sup |P(X +Z =k)— P(Y + Z = k)
kENo

k
< ks;go; |P(X =k—i)-PY =k- i)\P(Z =1) (2.1.64)

<Y po(PX,PY)P(Z =1) = po(P¥, PY).
1=0

Das folgende Lemma gestattet nun Abschatzungen beziiglich der Konvergenz
der Binomial- gegen die Poissonverteilung in Satz 2.1.4, was fiir praktische An-
wendungen wichtig ist.
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Lemma 2.1.10. Es seien p € (0,1), A, x4 > 0. Dann gilt:
1
P(B(P), B(N) <53 +Ip=Al, po(B(p), P) <A +lp-Al  (2.1.65)

P(BA), B(w) <A —uly po (PO, B(w)) < A=l (2.1.66)

Beweis. Es ist
P\
p(B(p), B(V) = max {[1—p—e?|, |1—(1+N)e?}, Sup|1— )

<Smax{[1-A—eM+|p-A, [1-(1+A)e™?|} < §A2+Ip—M

und
,\Ak
po(B(p), B() = max {|1 —p— ™|, [p=2e™|, sup|e™* 77}

/\k
< ma,x{ll - e_’\l +|p— Al IA — /\e_’\l + |p — Al, sup le"\—'—[}
k>2 k!
< A4 p-A
Damit ist (2.1.65) bewiesen. Zum Beweis von (2.1.66) kénnen wir aus Symme-
triegriinden A > 4 annehmen. Aufgrund von (2.1.60) und Lemma 2.1.9 reicht es
zu zeigen, daB fiir Zufallsvariable X = 0 und Y mit PY = P() — p) gilt:
p(PX,PY) <X =pl, po(P*,PY) <|A—pl.
Setzen wir zur Abkiirzung 6 = A — g > 0, so ergibt sich
p(P*,PY) = sup |P(X <k)—P(Y < k)|
k€No
= sup |1 - P(Y <k)| = sup P(Y > k)
kENo k€N
=P(Y >0)=1-e?<6=|A—pl
Ist nun Z eine Zufallsvariable mit P? = P(u), unabhingig von X und Y, so folgt
p(B(X), B(w)) = p(PX*2,PY*7) < p(PX,PY) <A — .

Entsprechend erhilt man

k
Po (PX,PY) =max {|1 — P(Y = 0)}, sup P(Y = k)} < max {4, sup 6_65—'}.
keN keN k!

Nun nimmt aber fiir £ € N die Abbildung § — 6_6—6-%-1- ihr Maximum bei é = k-1
)k 1

mit Wert e~(¥~1) gk;— an; die letztere Folge ist aber monoton fallend und durch
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1 beschrankt (bei Wahl von k = 1). Demnach ist e‘”% < § fur alle k € N und
somit
po(P*,PY) < 6=|A—yl,

woraus wie oben die zweite Aussage in (2.1.66) folgt.
Man beachte, dal im obigen Beweis mehrfach von der Ungleichung

2
1+m§e”$1+x+£2~e|’|, z €R,

Gebrauch gemacht wurde, die z.B. leicht aus der Taylor-Entwicklung der Expo-
nentialfunktion hergeleitet werden kann.
Damit ist das Lemma bewiesen. ]

Mit Hilfe von Lemma 2.1.10 lassen sich jetzt die Konvergenzaussagen in Be-
ziehung (2.1.67) wie folgt préazisieren:

Lemma 2.1.11. (Konvergenzabschitzungen bei Poisson-Approximation)
Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1.4 gilt:

2
p(B(n,pa), BOV) < 2% + lnpn A
(2.1.67)

2
po(B(m,pn), B(N) < 2 + Inpy — A,

Beweis. Dies folgt aus Satz 2.1.5 und der Subadditivitat von py, wenn man in
Beziehung (2.1.65) p durch p, und A durch 2 ersetzt. .

Man beachte, dafl Beziehung (2.1.67) auch dann noch giiltig bleibt, wenn auf
der rechten Seite der Term A? durch den Term (np,)? ersetzt wird; dies folgt aus
der Dreiecksungleichung fiir Metriken sowie (2.1.66) vermoge der Beziehung

p(B(n,pn), BN)) < p(B(n, pn), B(npn)) + p( B(npa), B(A)),

analog fiir pg.

Binomialverteilungen spielen in verschiedenen stochastischen Modellen inner-
halb der Informatik eine grofle Rolle, etwa beim Sortieren reeller Zahlen durch
Verteilen mittels hybridsort (Mehlhorn (1986), Abschnitt II.2.2.). Wir wollen
dieses Verfahren hier kurz beschreiben und dabei den Zusammenhang mit der
Poisson-Approximation aufzeigen.

Beispiel 2.1.2. (hybridsort)
Gegeben seien n € N reelle Zahlen zi,...,z, € (0,1], die der GréBe nach zu
sortieren sind. Fir eine feste Zahl & > 0 sei k = |an]. hybridsort operiert dann
in zwei Stufen:
a) Schaffe k leere Korbe; wirf die i-te Zahl z; in den Korb [kz;], 1 <i¢ < n.
b) Wende auf jeden Korb ein (gewdhnliches) Sortierverfahren an und konka-
teniere die Korbe, d.h. reihe sie hintereinander auf (dabei bezeichne [z] die
kleinste ganze Zahl oberhalb von z).
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Fiir eine stochastische Analyse des Verfahrens nehmen wir an, daB die Zahlen
Z1,..., %, Realisationen unabhingiger, jeweils R((0, 1])-verteilter Zufallsvariablen
Xi1,...,X, sind. Dann ist die Anzahl N; der in Korb j befindlichen Zahlen
B (n, %)—verteilt fir 1 < j < k, da die Erfolgswahrscheinlichkeit p; dafiir, daf§
die Zahl X; in Korb j geworfen wird, gegeben ist durch

) — 1
pj=1°(j—1<’€X:'SJ')=F'(]“-<X"S

1

(2.1.68)

Diese Feststellung 1ait sich dann z.B. dazu verwenden, Aussagen tiber die mittlere
Laufzeit des Verfahrens zu gewinnen; hierauf werden wir spéter in Kapitel 4 noch
einmal gesondert zuriickkommen.

Ist die Anzahl n der zu sortierenden Zahlen grof}, so wichst entsprechend die Zahl
k der Korbe, fiir die Erfolgswahrscheinlichkeiten p; = -,1:-, 1 < j <k, bedeutet dies:

np; = :m—» =X (n— o0).

3
QIr

Fiir groBe n ist also jede der Anzahlen N;, 1 < j < k, ndherungsweise P(A)-
verteilt. Mit Lemma 2.1.11 erhilt man in diesem Fall z.B. die Fehlerabschiatzung

|P(N; =m) = PA)({m})| < —— = —=F (2.1.69)

fir 1 <j <k, m € No. .

Man beachte jedoch, daf die Zufallsvariablen Ni,..., Ny z.B. aufgrund der
funktionalen Beziehung Ele N; = n nicht stochastisch unabhéngig sind; vielmehr
ist die gemeinsame Verteilung von Ny, ..., Ny durch eine sogenannte Multinomial-
Verteilung gegeben, die man allgemeiner wie folgt erhalt:

a) Esseien Ay,..., A, k € N, disjunkte Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeits-
raum (9, A4, P) mit Uf=l A; = Qund P(4;) >0, 1 <7 < k. Dann ist der
Vektor der zugehorigen Indikatorfunktionen I = (I1,...,Ix) = (L 4,,...,14,)
multinomialverteilt mit Parametern p; = P(4;), 1 < ¢ < k, in Zeichen:
PI — 9(1;p1,...,px), oder explizit:

pit ... pit fiirdg,..., i € {0,1},
k .
P(I; =iy,..., Iy =ix) = 2=1ti=1 (2.1.70)
(d.h. genau fiir ein j ist ¢; = 1)
0 sonst.

Insbesondere ist jede der Komponenten I; = 14;, 1 < j < k, selbst B(1, p;)-
verteilt, jedoch sind Ij,...,I; nicht stochastisch unabhingig (beispielsweise
ist P(I, = Ij = 1) = P(A, ﬂAJ‘) = P(@) =0< pipj = P(I, = I)P(Ij = 1) fir
i # 5).
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b) Es seien Jy,...,J, stochastisch unabhingige, jeweils 9M(1; p1,. .., px)—verteil-
te Zufallsvektoren (n,k € N). Dann ist der (k-dimensionale) Zufallsvektor
S, = E;-':l J; ebenfalls multinomialverteilt mit Parametern p; = P(4;), 1 <
i < k, in Zeichen: PS» = M(n;py,...,pk), oder explizit:

ik

n t o s .
(il,...,ik)pll teeet Py fir t,.. .52 € N07

P(Sn =(i1,...,i)) = { Y ij=n (2.1.711)

j=1
0 sonst,

!
wobei ( ) =757 -tk € No, die Multinomialkoeflizien-
1122 k!

G tees
ten bezeichne. Nach Lemma 2.1.6 sind fiir festes j € {1,...,k} die Projek-
tionen Ji;, 1 < ¢ < n, stochastisch unabhéngige, jeweils B(1, p;)-verteilte
Zufallsvariablen; die Komponenten S,,; des Zufallsvektors S, sind daher je-
weils B(n, p;)-verteilt (aber nicht stochastisch unabhangig).

Anschaulich entstehen Multinomialverteilungen 9(n;p;,...,px) also durch
n unabhingige Versuchswiederholungen, bei denen im Einzelversuch genau eines
von k mdoglichen, paarweise disjunkten (und die Grundmenge § insgesamt aus-
schopfenden) Ereignissen eintritt, wenn man die Haufigkeiten des Eintretens der
verschiedenen Ereignisse zahlt.

Entsprechend den Ausfiihrungen zur Binomialverteilung 148t sich die Bezie-
hung (2.1.71) auch wieder kombinatorisch deuten, da es gerade

()= @)™

Moglichkeiten gibt, n Objekte in k disjunkte Gruppen mit den Umfangen 71, ...,
einzuteilen.

Aus dem gerade Gesagten folgt also, daf§ die bei hybridsort auftretenden
Anzahlen (Ny,...,Ni) M(n; %, ..., })-multinomialverteilt sind.

Will man in einem Modell zur stochastischen Analyse von hybridsort auch
die Méglichkeit einer nicht—gleichmaBigen Verteilung der zu sortierenden Elemente
uber (0,1} miterfassen, so lafit sich dies durch die Annahme einer beliebigen Ver-
teilung @ tber (0,1] mit Verteilungsfunktion F fiir die unabhangigen Zufallsva-
riablen X3, ..., X, bewerkstelligen. Die Anzahlen N; der nun in Korb j befindli-
chen Elemente sind dann wieder B(n, p;)—verteilt, allerdings hier mit Parameter
pi=F(%) - F(L;—l), 1 < j <k, wie sich unmittelbar aus Beziehung (2.1.68) ab-
lesen 1a8t. Entsprechend ist der Zufallsvektor (Ny,..., Ni) jetzt M(n;py,...,pk)-
verteilt.

Will man ein glinstiges “durchschnittliches” Verhalten beziiglich der Laufzeit
des Algorithmus erreichen, ist es vorteilhaft, die Verteilung der Anzahlen der Ele-
mente in den einzelnen Kérben méglichst gleichartig zu gestalten. Diese Pramisse
ist in dem zuletzt diskutierten Fall — bei beliebiger Verteilung @ — offenbar nicht
mehr gegeben. Man kann aber bei Kenntnis von @) im Falle der Stetigkeit der Ver-
teilungsfunktion F' durch die Anwendung von F auf die zu sortierenden Elemente
diese vorteilhafte Situation leicht erreichen, da in diesem Fall nach Satz 2.1.1 die
Zufallsvariablen F(X,),...,F(X,) jeweils R((0, 1])-verteilt sind. Man beachte,



86 2.1. Spezielle Verteilungen

daB dies sogar in der Situation einer beliebigen Verteilung @ (nicht nur iber (0, 1])
mit stetiger Verteilungsfunktion F' gilt. Die anfangs getroffene Annahme iiber die
Verteilung der Elemente bedeutet also praktisch keine Einschrankung der Allge-
meinheit.

In Verallgemeinerung von Satz 2.1.4 188t sich mit véllig analogen Methoden
zeigen, daf auch die Multinomialverteilung unter bestimmten Bedingungen an die
Parameter eine Grenzverteilung besitzt, und zwar eine Produktverteilung, deren
Faktoren jeweils Poisson—Verteilungen bilden. Genauer gilt:

Satz 2.1.6. (Grenzverteilung von Multinomialverteilungen)
Es sei fiir festes k e Nund 1 < j <k —1 {pjn}nen C (0,1) je eine Folge reeller
Zahlen mit der Eigenschaft limy,_,oonpjn = A; >0, 1 <j < k- 1. Dann gilt

Lim (n; prn, ., Phn) ({is - frm1, =) i5))

= PA)({11}) - POwr-1)({ik-1})
=PM) ® -+ @ Bre—1)({ir,-- -, ik-1})

(2.1.72)

fiir alle 11,...,i5-3 >0, Z,lz]<n

Da der Beweis analog zum Beweis von Satz 2.1.4 verlauft, wollen wir ihn hier
nicht explizit fithren.

Man beachte, dafl wegen Ek 1Pjn = 1 fiir alle n € N aus den angegebenen
Bedingungen auch folgt: hmn_,oo Pkn = L.

Beziehung (2.1.72) impliziert also insbesondere, dafl unter den angegebenen
asymptotischen Bedingungen die ersten k —1 Komponenten entsprechend multino-

mialverteilter Zufallsvektoren asymptotisch unabhangig und asymptotisch Poisson-
verteilt sind.

Auch fir Satz 2.1.6 lassen sich — ahnlich wie in Lemma 2.1.11 — Untersu-
chungen der Approximationsgiite anstellen, die allerdings technisch aufwendiger
sind; so erhalt man z.B. mit den Bezeichnungen in Beziehung (2.1.72)

IM(1; Prny - -, Prn) ({15 -y ik—1,7 Zh} - PB(A1) {11})""‘]3(/\k—1)({ik—1})’

k—1

5%(2)\,-)2+ 3 |npin— Al (2.1.73)

Jj=1 1<j<k-1

2
Die Aussage bleibt giiltig, wenn in (2.1.73) der Term (Zf;ll A J-) durch den Term

k-1 2 )
(E,‘=1 npjn) ersetzt wird.

Man beachte, da§ sich hieraus bei der Wahl k = 1 das Ergebnis des Lemmas
2.1.10 ergibt.

Fir tiefergehende Resultate sei hier etwa auf die Arbeit von Deheuvels &
Pfeifer (1988b) verwiesen.
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Fir das Beispiel von hybrldsort bedeutet dies, daB jeweils m € N feste
Anzahlen (Nj,,...,N; ) der in den Korben iy,...,im befindlichen Elemente na-
herungsweise — bei groBem n — die Produktvertellung P(L)®: - -@P($) (m Fak-
toren) besitzen. Dies ergibt sich unmittelbar aus Satz 2.1. 6 bzw. der Abschatzung
(2.1.73) mit k = m + 1, wenn man die restlichen n — m Kérbe zu einem einzigen
Korb zusammenfa8t. Ana.log zu (2.1.69) ergibt die Fehlerabschatzung (2.1.73) hier
eine obere Schranke von m(m + 1)3. Dies bedeutet, da8 eine sinnvolle Poisson-
Approximation auch noch fiir den Fall gegeben ist, da die Anzahl m = m, der
betrachteten Korbe von n abhangt, solange lim,,_, *'3-: = 0 gilt.

Starker noch als in den bisher betrachteten Situationen erweisen sich Poisson—
Approximationen besonders dann als niitzlich, wenn man an der Verteilung einer
Summe unabhéngiger, aber mit verschiedenen Parametern binomialverteilter Zu-
fallsvariablen interessiert ist, die z.B. bei der Average-Case—Analyse gewisser Such-
algorithmen auftreten. Solche sogenannten Poisson—Binomialverteilungen lassen
sich namlich i.a. nicht mehr geschlossen darstellen. Mit Hilfe des allgemeinen Sat-
zes 2.1.5 und Lemma 2.1.10 kann man diese Situation aber ebenfalls einfach behan-
deln. Wir wollen dazu die Poisson-Binomialverteilung, die sich aus der Summe un-
abhangiger, mit Parametern p;,...,p, binomialverteilter Zufallsvariablen ergibt,
mit PB(n;py,...,ps) bezeichnen.

Satz 2.1.7. (Poisson—Approximation fiir Poisson—-Binomialverteilungen)
Es seien X,,...,X,, n € N unabhingige, binomialverteilte Zufallsvariablen mit
Parametern p; = P(X; = 1) € [0,1], 1 <i < n. Dann gilt:

p(PLim® ,m(Zp,))= (BB(:p1,- -, p0), m(zp,))_zzp.

=1 =1 (2.1.74)

n

oo (PE- X«,s,p(Zp,.)) =p0(m%(n;p,,...,pn),m(Zp;)) <34

Beweis. Dies folgt sofort aus (2.1.59), (2.1.64) und (2.1.67), wenn man in der
letzteren Beziehung jeweils n = 1 und p = p;, 1 <7 < n wahlt. ]

Eine in einigen Fallen glinstigere Abschitzung wurde von Barbour & Hall
(1984) entwickelt; aus den dort angestellten Untersuchungen ergeben sich z.B. die
Ungleichungen

p(‘ﬁ%(n;pl, . Pa), B (Zp)) < %‘1%

oo (BB(r;p1, -, pa), B (gp;)) < %

(2.1.75)

die insbesondere fiir grofie Werte von Y, p; zu besseren Ergebnissen fiihren.
Mit Hilfe der Abschatzungen (2.1.74) oder (2.1.75) lafit sich auch eine Kon-

vergenzaussage analog zu Satz 2.1.4 fir Poisson-Binomialverteilungen beweisen.
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Satz 2.1.8. (Konvergenz von Poisson-Binomialverteilungen)
Es sei {pin | 1 €7 < n, n € N} C [0,1] eine Doppelfolge reeller Zahlen mit der
Eigenschaft

Jgr;o;p;n =A>0, lim max {pin} = 0. (2.1.76)
Dann gilt
'}EEO PBB(n; pin, .- - ,Pnn)({k}) = ‘B(’\)({k})a k € No. (2.1.77)

Beweis. Die vorausgesetzten Limesbeziehungen in (2.1.76) implizieren

n

i 2 < . =0.
Jim ;p. < lim max {pin} lim ;pm 0
Die Aussage des Satzes ergibt sich damit aus der Beziehung (2.1.74) oder (2.1.75)
fiir pp mittels der Dreiecksungleichung fiir Metriken und der Beziehung (2.1.66). m

Ahnlich wie bei der Multinomialverteilung bleibt eine Poisson—Approximation

. . . . . . n .
fiir Poisson-Binomialverteilungen auch dann noch sinnvoll, wenn E,-___l Pin hicht
n

2
beschrankt bleibt, aber der Quotient ;:—,E—I—Pﬁ noch gegen Null strebt fiir n — oo,
i=1Pin
wie man an den in (2.1.75) angegebenen 'Abschéitzungen sehen kann; dabei braucht
man nicht einmal die zweite Limesbeziehung aus (2.1.76) vorauszusetzen. Fiir
diesen Fall sind die angegebenen Ungleichungen sogar recht scharf; asymptotisch
gilt ndmlich hier bei n — oo

(o s () e B

~ 0.121 Zi:l p?ﬂ
b

Z?=l Pin '

Der interessierte Leser sei hier verwiesen auf die Arbeit von Deheuvels & Pfeifer

(1988a).

(2.1.78)

Zum Abschlufl dieses Abschnitts wollen wir uns noch mit der Transformation
stetig verteilter Zufallsvariablen bzw. —vektoren beschaftigen. Wir beginnen mit
einem Analogon zu Lemma 2.1.3.

Satz 2.1.9. (Transformationssatz fiir stetige Verteilungen)

Es sei X = (Xi,...,Xm), m € N, ein m—~dimensionaler Zufallsvektor auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit Dichte fx und G : R™ — R™ eine
meBbare Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

G ist injektiv und stetig differenzierbar auf R™;

die Funktionaldeterminante det (86’

G
a:Z!J ) {1<4,j<m} von

ist entweder positiv oder negativ auf R™.
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Dann besitzt der Zufallsvektor Y = G(X) ebenfalls eine Dichte fy; eine geeignete
Wahl hierfiir ist

7 fX(G_l((?h,...,ym))
fr(i,e oy ym) = |det(‘g—i§(g—1(yl’_”’ym)))l

0 sonst.

fir (y1,...,ym) € G(R™)

(2.1.79)

Beweis. Dies folgt aus der fiir das Riemann-Integral giiltigen Substitutionsregel;
vgl. Heuser (1988), 205.2. Einen mafltheoretischer Beweis findet man bei Floret
(1981), §17; insbesondere ist hier G(R™) € B™. "

Man beachte, dafl im Gegensatz zu Lemma 2.1.3 in Satz 2.1.9 der Bildbereich
von G dieselbe Dimension m wie der Definitionsbereich besitzten muf}, da sonst
die Funktionaldeterminante von G nicht existiert. Will man auch die allgemeinere
Situation eines n—dimensionalen Bildbereichs fiir G mit z.B. n < m miterfassen,
so kann man dies durch eine geeignete Erweiterung erreichen, indem man etwa

G*(ylv'--7ym) = (yla'--aym—n’G(yla*"7ym)), Yi5:- s Ym € Ra

setzt und nur die letzten n Komponenten des hieraus resultierenden Zufallsvektors
Y* = G*(X) betrachtet. Diese Vorgehensweise bietet sich z.B. dann an, wenn man
— analog zu Lemma 2.1.4 — an der Verteilung der Summe von stetig verteilten
Zufallsvariablen interessiert ist.

Lemma 2.1.12. (Summe stetig verteilter Zufallsvariablen; Faltungslemma)
Essei X = (X1, X2) ein stetig verteilter Zufallsvektor mit Dichte fx. Dann besitzt
die Zufallsvariable Y = X; + X, eine Dichte fy der Form

fry) = /fx(x,y —z)dz, y€ER. (2.1.80)

Sind speziell die Zufallsvariablen X;, X5 stochastisch unabhangig, so ist

) = [ 1@y -2) dz, yeR. (2.1.81)

Beweis. Wir betrachten die Abbildung G(z1,z2) = (z1,21 + 22), 1,72 € R.
Diese ist offensichtlich injektiv und auf R? stetig differenzierbar mit

aG; 10
[ = t = 1.
det(axj){lsf,jsz} de (1 1) !

Ferner ist G™Y(y1,y2) = (y1,¥2 — ¥1), ¥1,¥2 € R, so daB nach Satz 2.1.9 der
Zufallsvektor Z = G(X) = (X1, X; + X;) eine Dichte der Form

fz(y1,v2) = fx(y1,92 —v1), ¥1,y2 €R,

besitzt. Die zweite Randverteilung von Z ist nun die gewiinschte Verteilung der
Summe X, + X, welche man nach Lemma 1.4.4 durch Integration von fz nach der
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Variablen y; erhilt. Dies ergibt Bezichung (2.1.80). Die andere Aussage folgt aus
der Tatsache, daf bei stochastischer Unabhangigkeit die Dichte fx gerade durch
das Produkt der Randdichten fx, und fx, gegeben ist. ]

Sind z.B. X;,...,X,, n € N, unabhangige, £(\)-exponentialverteilte Zufalls-
variablen, so erhalt man fiir die Summenvariable Y,, = > ;_; X} eine sogenannte
Erlang-Verteilung £(n, A) mit Dichte

A" n—1_-A »
Fra(y) = { (n—11Y e firy >0 (2.1.82)

0 sonst.

Dies 1aBt sich mit vollstandiger Induktion leicht nachpriifen:

Fir n = 1 ergibt sich offenbar sofort Beziehung (2.1.8), d.h. es ist £(1, ) = E(A).
Angenommen, Beziehung (2.1.82) sei glltig fir ein n € N. Nach dem Faltungs-
lemma 2.1.12 ist dann fiir y > 0

y y A"
fron(y) = / fYa(@)f Xy — ) dz = / 72"l ATV dp
0 0 (n - 1).

n+1 Y n+1 n n+1
A —Ay/ xn—l dzr = A -y z7 Y A =y
0

“ho1¢ Tt wlT Tar to

was mit (2.1.82) flir n 4 1 {ibereinstimmt.
Erlang—Verteilungen sind also ebenfalls faltungsstabil, d.h. es gilt

E(n,A)xE(m,A) =E(n+m,)), nmeN. (2.1.83)

Wegen [ J¥n41(y) dy =1 ergibt sich mit A =1 also speziell auch die Beziehung
n! = / z"e *de=T(n+1)
0

(Euler’sche I'-Funktion an der Stelle n). Erlang—Verteilungen stellen sich daher als
Spezialfille der allgemeineren I'- Verteilungen I'(a, A) mit Parameter a > 0 heraus,
deren Dichten f,,x gegeben sind durch

A a—1_—A - :
far(y) = { M)’ ° " Ry >0 (2.1.84)

0 sonst,

d.h. es ist E(n,\) = [(n +1,1), n € N. Ahnlich wie die Erlang-Verteilungen sind
auch die I'-Verteilungen faltungsstabil, d.h. es gilt

I'(a,A)*T(B,2) =T(a+ B,)), a,B8,A>0. (2.1.85)
Im folgenden sind einige der Dichten fq x fiir verschiedene Parameterwerte

von «a skizziert (man beachte, dafi der Parameter A lediglich eine Skalenénderung
der Achsen bewirkt).
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Fir groe Werte von a werden die Dichten der I'-Verteilung immer symmetri-
scher. Wir wollen jetzt untersuchen, inwieweit sich diese Dichten — bei geeigneter
Zentrierung — einer Grenzdichte anndhern. Dazu ist es vorteilhaft, die Dichten
linear transformierter, stetig verteilter Zufallsvariablen berechnen zu kénnen.

Lemma 2.1.13. (Dichten linear transformierter Zufallsvariablen)
Es sei X eine Zufallsvariable mit Dichte fx und Y = aX + b mit reellen Zahlen
a,b, a # 0. Dann besitzt Y eine Dichte der Form

fr(y) = fo(y—_b

la|

), yE€R. (2.1.86)

Beweis. Wir konnen den Transformationssatz 2.1.8 mit m = 1 direkt anwenden

auf die injektive, stetig differenzierbare Abbildung G(z) = az + b, = € R. Es ist
namlich G'(z) = a mit G™(y) = y;—b, so dafl (2.1.86) unmittelbar aus (2.1.79)

folgt. [

Sei nun X, eine I'(a,1)-verteilte Zufallsvariable. Die linear transformierte

Zufallsvariable Y, = %Xa — \/a besitzt dann nach Lemma 2.1.13 die Dichte

fray) = Vafar(yva+a), yeR.
Benutzt man jetzt die Stirling’sche Formel zur Approximation der I'-Funktion
) I'(z)
lim —————+ =1 2.1.87
200 \/Ire- 777~ (2.1.87)

(Abramowitz & Stegun (1984), 6.1.37 oder Heuser (1988), Abschnitt 96), so ergibt
sich durch Einsetzen in (2.1.84) fiir y € R und geniigend grofie

)~ = (1 ) T (14 ) e
= \/;_Wexp(—y\/c_r+aln(l+%))

\/;;exp(—y\/a+a[%—- %])

= \/12_7rexp(— %) =: f(y) (a— o).

(2.1.88)

~
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Die Grenzfunktion f(y) bildet dabei die Dichte der sogenannten (Standard—)Nor-
malverteilung, welche mit N(0,1) bezeichnet wird. Besitzt eine Zufallsvariable
X eine solche Verteilung, so heifit die Verteilung der positiv-lineartransformierten
Zufallsvariablen Y = aX + b, a > 0,b € R, ebenfalls Normalverteilung, in Zeichen:
N(b,a?). Die Bedeutung der Parameter a und b sowie der Bezeichnungsweise wird
allerdings erst im nachsten Abschnitt klar, wenn die Begriffe Erwartungswert und
Varianz von Verteilungen eingefiihrt sind.

Wahlt man den Parameter @« = n+1, n € N, ganzzahlig, d.h. betrachtet man
Erlang-Verteilungen £(n,1), so besagt das gerade hergeleitete Ergebgnis, daf} fir
unabhéngige Zufallsvariablen X, ..., X,, die jeweils £(1)-exponentialverteilt sind,

ZZ=1 Xi —
n

die zentrierte Summe " fir grofie n asymptotisch A(0, 1)-normalver-

teilt ist. Es wird sich spéter zeigen, daf8 dieses Resultat im wesentlichen (d.h. bis
auf die Wahl der zentrierenden Konstanten n und /n) allgemeingiiltig ist, also
insbesondere nicht von der Art der zugrundeliegenden Verteilung der Zufallsva-
riablen X;,...,X, abhangt. Diese Beobachtung rechtfertigt die grofle Bedeutung,
welche der Normalverteilung in stochastischen Modellen zukommt.

Auch die Normalverteilung ist faltungsstabil, wie man durch Nachrechnen mit
Hilfe von Lemma 2.1.12 feststellen kann; genauer gilt:

N(b,a®)* N(d,?) = N(b+d,a® +¢*), a,c>0,bd€eR. (2.1.89)
Erlang—Verteilungen spielen vor allem bei der Modellierung von Bediensyste-
men (z.B. Ein—Prozessor-Systemen) eine zentrale Rolle, wenn man davon ausgeht,
da8 die individuellen Bedienzeiten (Verweildauern von Programmen im Rechner)
X1,...,Xn, n € N, voneinander unabhangig und — etwa begriindet durch die
Gedéachtnislosigkeit — £ (/\Z—exponentialverteilt sind. Die £(n, A\)-Erlangverteilten
Summenvariablen S, = )", _, Xk geben dann den Zeitpunkt an, zu dem der n+1-

te Kunde bedient (das n + 1-te Programm gestartet) wird. Fir eine dquivalente,
aber mehr “zeitbezogene” Modellierung des Systems kann man auch den durch

Ne=#{neN|S,<t}, t>0, (2.1.90)

definierten Zahlproze8 betrachten, der angibt, wieviele Kunden (Programme) bis
zum Zeitpunkt ¢ > 0 abgefertigt (beendet) wurden. Setzt man noch Sp := 0, so
1aBt sich wegen

{Nt =n} = {Sn <t< Sn+1}
={Snt1 >t} \ {Sn >t}, n €Nyt >0,

und der Subtraktivitat von P leicht die Verteilung von N; fir alle t > 0 bestimmen
durch die Rechnung (partielle Integration)

P(N;=n)= P(Sp41 >t)— P(Sp, > 1)
o0 \n..n o yn .n-1
=/ A T e~ e da:-—/ A"z e ™ do
t t

(2.1.91)

L (n—1)!
o v v (2.1.92)
= —-/t (U(-’L’)U'(IIJ) + u’(z)v(.’r)) dz = "‘U(I)v(:z) :o
= u(t)v(t) = ()" e_'\t, n € N,

n!
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d.h. N, ist P(At)—verteilt fur jeden Zeitpunkt ¢ > 0. Der Proze8 {N, | t >
0} heiBt daher auch Poisson—Prozefi mit Parameter A. Hierauf und auf weitere
charakteristische Eigenschaften des Poisson-Prozesses werden wir noch einmal in
Kapitel 3 zuriickkommen.

Bedienungssysteme, die in der Informatik eine besondere Rolle spielen, werden
in Ross (1983) sowie ausfiihrlicher auch in Pflug (1986) und Bolch (1989) behandelt.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts wollen wir noch eine Erweiterung von Satz
2.1.9 behandeln, die vor allem dann benétigt wird, wenn die dort betrachtete
Transformation G nicht auf ganz R™, sondern nur auf einer geeigneten Teilmenge
T C R™ definiert ist, etwa G(z) = +/z mit T = [0,00) C R!.

Satz 2.1.10. (Allgemeiner Transformationssatz fiir stetige Verteilungen)

Es sei X = (X1,...,Xm), m € N, ein m—dimensionaler Zufallsvektor auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit Dichte fx und T C R™ eine Jordan-Menge
mit P(X € T) = 1Y, d.h. fx(z1,...,zn) = 0 fiir (z,...,%,) € T¢. Ferner sei
G : T — R™ eine meBbare Abbildung mit den Eigenschaften:

G ist injektiv und stetig differenzierbar

auf dem Inneren T° von T}

die Funktionaldeterminante det (ac;,-

3xj){15i,j§m} von G

ist entweder positiv oder negativ auf T°.

Dann besitzt fiir jede mefibare Fortsetzung G* von G auf ganz R™ der Zufallsvektor
Y = G*(X) ebenfalls eine Dichte fy; eine geeignete Wahl hierfiir ist

fX(G_l ((yla' = aym))
fr(yi, -y ym) = ldet (g—i'l(G—l(yl,...,ym)))‘

0 sonst.

fiir (yl)~ . ’ym) € G(To)

(2.1.93)

Auch der Beweis dieses allgemeineren Satzes 138t sich mit der Substitutions-
regel fur mehrfache Riemann-Integrale fihren, wobei wieder G(T°) € B™ ist.

Man beachte, dafl man formal in Satz 2.1.10 eine Fortsetzung G* von G be-
trachten muf}, da der Wertebereich von X nach unserer Konvention ganz R™ ist, die
Wahl dieser Fortsetzung aber grundsatzlich keine Rolle spielt, da Werte aulerhalb
von T° nur mit Wahrscheinlichkeitkeit 0 angenommen werden.

Wir wollen die Wirksamkeit des Satzes 2.1.10 an einem abschlielenden Beispiel
illustrieren. Dazu betrachten wir einen auf dem Einheitsquadrat T = [0,1] x
[0,1] R(T)-gleichverteilten Zufallsvektor X = (X;, X;) mit Dichte fx = 1p. Die
Abbildung G sei auf T definiert vermoge

G(z1,22) = (V/z1 cos(2nz2), /1 sin(2122)), (21,72) € T. (2.1.94)

1 vgl. die FuBinote auf Seite 44
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Fir G* wahlen wir die (meBbare) Fortsetzung
G(.’L’],IL’2) fur (:1:1,.’132) eT
G*(z1,22) = (2.1.95)
0 sonst.

Dann sind die Voraussetzungen von Satz 2.1.10 erfiillt, und ¥ = G*(X) ist auf
dem Einheitskreis K = K*(0,0; 1) R(K)-gleichverteilt. Es ist namlich

cos(2wzy) —2m,\/zysin(2nxs)

1
2\/1‘1
2\}5 sin(2wzq)  2m/z; cos(2mx2)
auf dem Inneren T° = (0,1) x (0,1) von T und somit
L fiir (y1,42) € G(T°)

w

fr(yi,92) = { (2.1.96)

0 sonst.

Man beachte hierbei, da8 das Bild G(T"°) allerdings nicht den ganzen offenen Kreis
K°(0,0;1) darstellt, ‘sondern nur den “geschlitzten” Kreis K°(0,0;1)\ [0,1) x {0}.
Jedoch besitzt die Menge M = [0,1) x {0} die Flache [ f,, dyidy, = 0, so daB
durch (2.1.96) tatsachlich eine Dichte der Gleichverteilung iiber dem Einheitskreis
gegeben ist (vgl. Beziehung (1.4.28)).

Satz 2.1.10 148t sich auch noch auf den Fall ausdehnen, dafl die Menge T' unbe-
schrankt ist. Hierzu hat man z.B. lediglich zu fordern, da8 die Durchschnitte von
T mit allen abgeschlossenen, beschrankten (m-dimensionalen) Intervallen jeweils
Jordan-Mengen bilden. Durch Abbildungen g : [0,00) — R, die auf (0, c0) injek-
tiv und stetig differenzierbar sind mit entweder ¢’ - g > 0 oder ¢’ - ¢ < 0 erhalt man
dann allgemein rotationssymmetrische Verteilungen in R? vermoge der Abbildung

0G;
det (c%, ) {l<z,]<2}

G(z1,22) = (g(z1) cos(27z2), g(z1) sin(27z2)) (2.1.97)
fiir (z1,7,) € T = [0,00) x [0,1] mit
0G; g'(z1) cos(2rzy) —2mg(z1)sin(2rz2)
det (6z, ){1<;,;<2} ‘g'(xl)sin(27rx;) 27rg(:t1)cos(27r:c22)

= 2mg'(z1)g(z1)

fir (z1,22) € T° = (0,00) x (0,1). Besitzt nun X; eine Dichte f mit f(z) =
0, £ < 0 und f(z) > 0, ¢ > 0, und ist X, unabhéngig von X; und tber [0,1]
gleichverteilt, so ist mit der Fortsetzung G* wie in (2.1.95) der Zufallsvektor Y =
G*(X) rotationssysmmetrisch verteilt mit Dichte

Fr () = f(gﬁl(“y“y%)) (v1,92) € G(T*)
Y\Y1,Y2 or \/3—/;"'—1/2'9 \/%Tyz))l, Y1,Y2 .

Im néchsten Abschnitt wollen wir uns nun u.a. mit den Begriffsbildungen Er-
wartungswert und Varianz von Verteilungen bzw. Zufallsvariablen beschaftigen, da
diese Parameter nicht nur haufig Verteilungen charakterisieren, sondern auch etwa
bei der Average-Case—Analyse von Algorithmen, im CAD, bei der Bildverarbei-
tung und anderen Bereichen der Informatik von zentraler Bedeutung sind.

(2.1.98)
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2.2. Erwartungswert und Varianz

Betrachtet man ein Experiment, dessen Ausgang eine zufallige, reellwertige Grofle
mit nur endlich vielen moglichen Werten {z,,...,z,} C R ist, und kennt man die
Wahrscheinlichkeiten p; fiir das Auftreten der z;, : = 1,...,m, so ist intuitiv klar,
daB die Zahl 3", z; - p; das “mittlere” oder “erwartete Ergebnis” reprasentiert.
Wir wollen das an der Laufzeitanalyse eines einfachen Sortieralgorithmus verdeut-
lichen.

Beispiel 2.2.1. (Sortieren durch Einfligen — straightinsertion)

Der Algorithmus straightinsertion vergleicht bei der Sortierung eines Feldes a:
ARRAY[1..n] OF REAL der Lange n € N in der k—ten Iteration, k = 2,...,n, das
k-te Element a[k] mit den vorhergehenden a[jl, s =k —1,...,1. Diese werden
vom (k — 1)-ten beginnend um einen Platz nach rechts geschoben, bis das k—te
Element an der richtigen Stelle eingefigt werden kann. Wie beim Ordnen eines
Blatts beim Kartenspiel werden die Elemente sukzessive durch Verschieben der
bereits sortierten an ihre richtige Stelle plaziert. Nach n — 1 Iterationen ist das
resultierende Feld geordnet.

Bei einem Feld der Lange 3 gibt es 6 = 3! Anordnungen, die durch den oben
beschriebenen Sortieralgorithmus wie folgt behandelt werden. Die Zahlen 1,2,3
reprasentieren lediglich die Grole der einzelnen Elemente.

Ausgangsanord. Anord. nach Umspeicherungen Anz. Umspeich.
(123) 0
(132) ~ (123)- 1
(213) ~ (123) 1
(231) ~ (213) ~ (123) 2
(312) ~ (132) ~ (123) 2
(321) ~ (231) ~ (213) ~ (123) 3

Unter der Annahme, da8 jede Anordnung mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/6 als
Ausgangsanordnung auftritt, betrigt die “mittlere” oder “erwartete” Anzahl der
Umspeicherungen

1 1 1 1 1 1
E-O-g'{"l'g+1'g+2'6+2'6+3'6—6—1.5 (2.2.1)

Weil man dagegen, dafl die Anordnungen, bei denen genau zwei Elemente an der
falschen Stelle stehen, mit doppelter Wahrscheinlichkeit auftreten wie die anderen,
so erhalten (132), (213) und (321) je die Wahrscheinlichkeit 2, die verbleibenden

Anordnungen je die Wahrscheinlichkeit %. “Im Mittel” betragt die Anzahl der
Umspeicherungen dann

1 2 1 1 2 14
E=0.§+1.g+1.§+2._+2._+3._=

In beiden Féllen wurde die mit den zugehérigen Wahrscheinlichkeiten gewichtete
Summe der mdglichen Werte gebildet. "
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Obiges Beispiel wird nun vollstdndig in ein wahrscheinlichkeitstheoretisches
Modell eingebettet. Wir wéhlen

Q = {(123),(132), (213),(231),(312),(321)}
= Perm[({1,2,3};0.W.)

in der Schreibweise von Definition 1.1.3 und als zugehorige o-Algebra A = P(N).
Die Abbildung X : @ — R ordne jeder Anfangsanordnung die Anzahl der nétigen
Umspeicherungen unter straightinsertion bis zum Erreichen einer aufsteigen-
den Sortierung zu. Sie ist explizit in der Tabelle angegeben mit den Urbildern
w € Q in der linken Spalte und Werten z € R in der rechten.

Die Verteilung PX der Zufallsvariablen X besitzt den Trager T = {0,1,2,3},

und es gilt
PX({0}) = P(X = 0) = P({(123)})
PX({1}) = P(X = 1) = P({(132),(213})})
PX({2)) = P(X = 2) = P({(231), (312)})
PX({3}) = P(X = 3) = P({(321)})

Unter der Annahme einer Gleichverteilung auf der Menge der mdglichen An-
fangsverteilungen ergeben sich konkret die Werte PX({0}) = 1/6, PX({1}) =
2/6, PX({2}) = 2/6, PX({3}) = 1/6, womit die Verteilung PX vollstindig fest-
gelegt ist.

Fiir eine beliebige endlich-diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (€2, .4)
berechnen wir wie oben die mittlere oder erwartete Anzahl E der Umspeicherungen
wieder als das gewichtete Mittel aller moglichen Ergebnisse, wobei die Gewichte

gerade die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten sind, da ein Ergebnis von der Zu-
fallsvariablen X realisiert wird. Mit 29 =0, z; = 1, 2 = 2 und z3 = 3 folgt

E = Zaw -P(X = z;) (2.2.2)

=0-P(X=29)+1-P(X=2,)+2-P(X=2)+3-P(X =3)

Im Fall einer Gleichverteilung auf der Menge der moglichen Anfangsanord-
nungen erhalt man speziell

1 2 2 1
E—0-6+1-6+2~6+3-6—1.5,
also genau die in (2.2.1) ausgewertete Zahl.
Offensichtlich héngt die Zahl E nur von der Verteilung der Zufallsvariablen
X ab. Die bisherigen ﬁberlegungen werden deshalb allgemein in der folgenden
Definition zusammengefafit.

Definition 2.2.1. (Erwartungswert fiir diskrete Zufallsvariable)
Sei X eine diskrete Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (52, A, P)
mit Werten in R und endlichem Triger T = {z1,...,2n} C R, m € N. Dann heifit

E(X)= ix - P(X = 1;) (2.2.3)
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der Erwartungswert von X.

Beispiel 2.2.2. (binary search)

Wir betrachten die Situation des bindren Suchens aus Beispiel 1.1.1 bzw. Beispiel
1.3.1, d.h. die Beschreibung der Anzah! der Schritte bis zum Abbruch des Verfah-
rens durch die Zufallsvariable X aus (1.3.5) mit der in (1.3.6) gegebenen Verteilung.
Hier ist T = {1,...,n} mit

E(X)=Zn:i'P(X=i)=n2_"+ii‘2i—1-n

_n2—n+Zz 21 l—n_n2—n+22—n 1221

1<]<t<n =j
=n27" + Z 271 (2 99) = 27" 4 Z (1-2i71-m)
J=1 j=1

=n2‘"+n—(1—2‘")=n ntl

d.h. die erwartete Schrittzahl bis zum Abbruch des Algorithmus ist — filir groBe n
— praktisch nur um 1 besser als im schlechtesten Fall. (]

Gelegentlich ist es notwendig, Erwartungswerte auch unter der Bedingung zu
berechnen, daf eine bestimmtes Ereignis B € A mit P(B) > 0 eintritt, wie die
Ausfithrungen zum bindren Suchen am Ende des Abschnitts 1.3 zeigen (Anzahl
der Schritte bis zum Auffinden des Schliisselelements unter der Bedingung, daf§
dieses in dem Feld tatsichlich vorhanden ist). Die entsprechende Begriffsbildung
des bedingten Erwartungswerts lait sich dann vollig analog mit der bedingten
Wahrscheinlichkeit formulieren.

Definition 2.2.2. (elementarer bedingter Erwartungswert)
Es sei B € A ein Ereignis mit P(B) > 0. Dann hei8t unter den Voraussetzungen
von Definition 2.2.1 die Zahl

E(X IB)=§.’I};'P(X=:E,' |B) (2.2.4)

=1

der (elementare) bedingte Erwartungswert von X unter (der Hypothese) B.

Der elementare bedingte Erwartungswert ist also nichts anderes als der Er-
wartungswert beziiglich der bedingten Verteilung P(X € - | B).

Eine analoge Rechnung wie in Beispiel 2.2.1 zeigt nun, dafl die erwartete An-
zahl der Schritte bis zum Auffinden des gesuchten Elements unter der Bedingung,
daB dieses in dem Feld vorhanden ist, mit dem Bezeichnungen aus (1.3.7) bis (1.3.9)
ausgedriickt werden kann als

21'—1

EY|1<Y<n)=) i n—1+ (2.2.5)

_ n
oan—1 " o 1
=1
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(vgl. auch Knuth (1973), S. 410ff, wo dieses Problem graphentheoretisch behandelt
wird, oder Aigner (1988), Kapitel 1).

Auf allgemeinere bedingte Erwartungswerte werden wir spater in Kapitel 3
noch einmal ausfihrlicher eingehen.

Natiirlich mochte man den Begriff des Erwartungswerts nicht nur fir end-
lich diskrete Zufallsvariablen zur Verfligung haben. Eine direkte Verallgemeine-.
rung von (2.2.3) bietet sich bei diskreten Zufallsvariablen mit abzihlbarem Trager
T = {z1,2s,... } an. Man konnte hier einfach E(X) = Y oo, zi- P(X = ;) setzen.
Allerdings bringt auch das schon gewisse Schwierigkeiten mit sich, da die unendli-
che Reihe nicht konvergent oder absolut konvergent sein mufl und der Grenzwert,
falls existent, von der Summationsreihenfolge abhingen kann.

Wir betrachten zum Beispiel fiir festes 0 < p < 1

— - ("l)i . N i—1 -
T_{z,_W|z€N} und P(X =z;) =p(1-p)'™', i € N. (2.2.6)

Dann ist ) oo, z;P(X = z;) = Y oo g%)' konvergent aber nicht absolut konver-

i=1
gent, da die harmonische Reihe ) ;2 1/¢ bekanntlich divergiert.
Zur Einfiihrung eines allgemeinen Erwartungswertbegriffs gehen wir nun in

den folgenden zwei Schritten vor. Die Beweise einiger technischer Sachverhalte
werden wir hierbei auslassen.

1. Sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit
Werten in R, X : (Q, 4) — (R, B') in der Schreibweise von Definition 1.3.1.
Ferner gelte X(w) > 0 fiir alle w € Q. Dann existiert eine Folge von diskreten
Zufallsvariablen {X, },en mit endlichem Trager, X, : (Q,.4) — (R, B!), mit
Xn(w) T X(w) fir n — oco. Wahle etwa

n2" .

1—1
Xn(@) =) 5 L0 (@) + nlixysn) (@),
=1 (2.2.7)
- .
wobei A; , = {’2n < X(w) < ;7} €A 1<i<n2m

Xn(w) ist lediglich der Werte {0, 7, 2, ..., n} fahig und approximiert X (w)
punktweise von unten.

Wir setzen
E(X) = lim E(X,), (2.2.8)

wobei E(X,) auf der rechten Seite durch Definition 2.2.1 bestimmt ist. Der
Trager von X, ist dabei gegeben durch diejenigen Zahlen 3,0 < 7 < n27,
fir die P(Aig1,n) > 0 ist (mit Apangr,n = {X > n}). Es 1aBt sich zeigen,
da8 die Folge { E(X,)}nen monoton wichst und damit (eventuell uneigentlich
mit Wert co) konvergiert. Ferner ist der Grenzwert in (2.2.8) unabhangig von
der speziellen Gestalt der approximierenden Folge {X,}. Ist namlich {Y¥,}
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eine weitere Folge von diskreten Zufallsvariablen mit endlichem Trager und
gilt Y, T X (n — 00), so ist limp_oo F(Xy) = limp—oo E(Y3,).

Die Darstellung (2.2.7) etwa fiihrt zu

E(X) = lim {'m z"113("_1 <X< 21—n) tnPX>n)}  (229)

n—oo | & 27 2n
:nlin;{g‘;l (r()-7(52)) +na-Fo},

wobei F' die Verteilungsfunktion von X bezeichne.

2. X sei eine (vorzeichenunbeschriankte) Zufallsvariable, X : (22, 4) — (R, B?).
Dann sind

Xt =max{X,0} und X~ = max{-X,0}

wieder Zufallsvariable. X% (X ™) heifit Positiv— (Negativ-)teil der Zufalls-
variablen X. Er entsteht, indem man die Abbildung X (das Negative von
X) “nach unten bei Null abschneidet”. Die Zufallsvariable X lafit sich durch
X = X+ — X~ wieder einfach zusammensetzen.

Xt und X~ sind beide nicht-negativ und ihre Erwartungswerte E(X*) und
E(X™) existieren nach (2.2.8), sind jedoch unter Umstanden nicht endhch.

Definition 2.2.3. (Erwartungswert von Zufallsvariablen)

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : (2, A) — (R, B') eine Zu-
fallsvariable, X = X+ — X~. Gilt E(X*) < o0 und E(X~) < oo, so heifit X
integrierbar beziiglich P oder kurz: P-integrierbar. In diesem Fall heifit E(X) =
E(X*)— E(X™) der Erwartungswert oder das Lebesgue-Integral von X beziiglich
P

Wir bezeichnen im folgenden synonym
E(X)=Ep(X)= /X dP = /X(w) dP(w), (2.2.10)

je nachdem, welche Schreibweise die angemessene ist.

Aus der Darstellung |X| = X* + X~ und der Definition des Integrals folgt,
daB X genau dann integrierbar ist, wenn |X| diese Eigenschaft besitzt.

Ist nun genau eine der Zahlen E(X*) oder E(X ~) unendlich, so ist E(X) =
E(X*) — E(X~) immer noch mit Wert +oco oder —oco definiert. In diesem Fall
nennen wir X quasi-integrierbar. Im Fall, da88 beide Integrale E(X*) und E(X ™)
unendlich sind, kann man der Zufallsvariablen X keinen Erwartungswert zuordnen.
Ein Beispiel hierfiir wurde in (2.2.6) vorgestellt.

Definition 2.2.3 ist zwar sehr allgemein, jedoch tiber den Approximations-
prozeB (2.2.7) mit endlich-diskreten Zufallsvariablen fiir Positiv— und Negativteil
nur schwer zur expliziten Bestimmung von Erwartungswerten auszuwerten. Der
folgende Satz zeigt, wie man im allgemeinen fiir beliebige diskrete bzw. absolut—
stetige Verteilungen Erwartungswerte einfach ausrechnen kann.
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Satz 2.2.1. (Berechnung von Erwartungswerten)
Es sei X eine reelle Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).
a) Ist X diskret verteilt mit Zahldichte f, so ist X genau dann P-integrierbar,

> lelf(z) < oo (2.2.11)

z€R
gilt. In diesem Fall ist

E(X)=) zf(z) (2.2.12)

z€ER
Ist dariberhinaus P selbst eine diskrete Verteilung, so gilt auch

E(X) =) X(w)P({w}). (2.2.13)
wEeN

b) Ist X absolut-stetig verteilt mit einer Dichte f, so ist X genau dann P-
integrierbar, wenn

/ lz|f(z)dz < 00 (2.2.14)
gilt. In diesem Fall ist

E(X)= /°° zf(z)dz. (2.2.15)

c¢) Bezeichnet F die Verteilungsfunktion von X und ist X P-integrierbar, so gilt
in jedem Fall auch die Darstellung

E(X) = - /_ " Fe)do+ /0 " (1= F(z)) da. (2.2.16)

Existiert umgekehrt jedes der beiden letzteren Integrale, so ist X P-inte-
grierbar, wobei der Erwartungswert E(X) wiederum durch die Beziehung
(2.2.16) gegeben ist.

Gilt P(X € 1) = 1, d.h. nimmt X fast sicher nur ganzzahlige Werte an, so
1aBt sich (2.2.16) auch einfacher schreiben als

E(X)=— ip(x <—k)+ iP(X > k). (2.2.17)
k=1 k=0

Beweis. a) Es sei Tt = {21,22,...} der (abzahlbare) Triger von X* und
T~ = {y1,y2,...} der (abzahlbare) Trager von X ~. Wir setzen

n n
X;:' =Zwkn{X"‘=n}v Xn =Zykl{X'=yk}’ n€N,
k=1 k=1

d.h. auf den Mengen {X* € {z;,...,2,}} bzw. {X~ € {y1,...,yn}} stimmen X}
und Xt bzw. X, und X~ {iberein; ferner gilt jeweils

XF1Xt, X;1X™ (n— o).
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Gemaf} Definition 2.2.1 berechnen sich die entsprechenden Erwartungswerte zu

E(X$) = Zlkf(wk), E(X;)= Z ykf(yr);

k=1

existiert nun E(X), so konvergieren nach Voraussetzung beide Reihen mit

lim B(X}) =Y 2f(e)= E(X*), lm E(X;)=-3 zf(z) = E(X").

z2>0 z<0

Daher konvergiert auch }_cq |z|f(z) mit Wert E (|X|) = E(X*1) + E(X ™).

Ist umgekehrt die letztere Reihe konvergent, so konvergieren jeweils auch die Rei-
hen 3 oz f(z) und 3, zf(z), dh. es existieren jeweils E(X*) und E(X ™)
und damit auch E(X).

Ist nun P diskret, so 1a8t sich wegen der absoluten Konvergenz der Reihe in (2.2.12)
diese auch folgendermafien umordnen:

EX)=) sP(X=2)=Y z »  P({w}

z€R z€R  w:X(w)=2z
=Y Y XWP{wh) =) X(w)P{w})
z€ER w: X (w)=z w€ER

dies ist gerade (2.2.13).
b) Fir die Zufallsvariable X+ sei X;} in der zu (2.2.7) analogen Darstellung
gegeben. Wie in (2.2.9) ergibt sich dann

n2” . 5',, =)
E(X:)=ZZ;,1 / f@yda + n [~ f(a)do

<Z/Tmf(w)d:v + /:oxf(a:)d$=/0°oxf(z)dx.

=1

Aus der fiir alle n € N giiltigen Abschitzung

n2" 5‘,‘- n2" 5'“.
E(X}) > Z[_l :zzf(:c)dac—z‘[_l (:v—
i=1Y72 i=1"v 2"

Z/nxf(x)dx—%nzzs[ff(x)dz
:/ xf(x)da:———/ f(z) dx>/ :cf(:c)d:c——-—

) f@ e

folgt ferner

n—oo

lim E(X}) = /:o zf(z)dz = E(XT).
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Eine analoge Rechnung fiir X~ ergibt die Darstellung

Bx) =~ [ ef@n

—00

durch entsprechende Argumentation wie im Fall a) folgt hieraus die Behauptung.
¢) Wir zeigen zunéchst:

E(X+)=/°°(1_F(x)) dz, E(X‘):/O F(z)dz. (2.2.18)

Durch Umordnung der Reihe in (2.2.9) erhilt man fiir X* aufgrund der Monotonie
von F

E(X+)=,}£r;o{-§i;»1 (1‘F<z_)>

=1
+§§';1 (1—F(’;1))+n(1—1«“(n))}
Jim i (1—F(§,;)) < lim On(l—F(a:)) d

i=1

/:0 (1 - F(z)) dz

I
5
l

I

sowie entsprechend

n+ )

E(X*) > lim / ’ (1 - F(z)) dz = / (1~ F(z)) dz.
n—oo i1"'_ 0

Dies ergibt die erste Beziehung in (2.2.18); die entsprechende Aussage fir X~

erhilt man véllig analog. Die ersten beiden Aussagen des Teils c) erhalt man nun

mit derselben Argumentation wie in a) oder b). (2.2.17) folgt aus (2.2.16) durch

Summation und der Konstanz von F auf (k,k+ 1), k € Z, d.h.

—k

/ F(z) dz = F(—k) = P(X < —k)
—(k+1)

sowie

k+1
/ (1-F(z))dz=1-F(k+1)=P(X > k), keNy,
k
womit der Satz bewiesen ist. =

Beziehung (2.2.13) motiviert auch die Schreibweise (2.2.10) fiir den Erwar-
tungswert als abstraktes Integral, welches ja tiblicherweise in der Analysis als sti-
lisiertes Summenzeichen aufgefait wird (man denke etwa an den Riemann’schen
Integrationszugang iiber Ober- und Untersummen).
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Fiir den Fall, daf die Verteilungsfunktion F iiberall differenzierbar (d.h. die
Dichte f stetig) ist, kann man Beziehung (2.2.18) und damit Teil c¢) des Satzes
2.2.1 auch direkt durch partielle Integration aus Beziehung (2.2.15) erhalten:

Es ist ndmlich bei Existenz von E(X)

E(X+)=/Ooomf(x)d:c=—/ooow %(1—F(z)) dz
= —z(1- F(z)) |:° + /Om(l — F(z)) dz
=£w(1—F(m))dx

wegen 0 < lim; 0oz (1 — F(z)) < limz 00 fzoo yf(y) dy = 0 sowie analog

E(X™)=— ]O zf(a:)dm:—/u :t—(—i—F(z)d:c

—00

- ~—.1:F(:1:)| / F(z)dz

= /_oo F(z)dz

wegen 0 > lim, .o zF(z) > lime——oo [© yf(y) dy = 0.

Aus den obigen Ausfithrungen ergibt sich unmittelbar, dafl der Erwartungs-
wert E(X) einer reellen Zufallsvariablen X nicht von ihrer speziellen Definition
als meBbare Abbildung auf (€2, .4, P) abhangt, sondern lediglich von ihrer Vertei-
lung PX. Man sagt daher auch gelegentlich, die Verteilung PX habe den Erwar-
tungswert E(X). Insbesondere ist die Erwartungswertbildung invariant gegeniiber
(meBbaren) Abanderungen der Zufallsvariablen X auf P-Nullmengen, d.h. gilt
X =Y fs. fir eine weitere Zufallsvariable Y auf (2,4, P), so ist im Falle der
Existenz E(X) = E(Y).

Die in (1.2.18) beschriebene Verteilung tiber QN (0, 1] zeigt, dafl es manchmal
schwierig, wenn nicht unmoglich ist, den Erwartungswert selbst einer diskreten
Verteilung direkt iiber die Gleichung (2.2.12) (bzw. (2.2.15) im Fall stetiger Ver-
teilungen) zu bestimmen. In dem angesprochenen Beispiel 148t sich dies aber recht

einfach vermoge Teil ¢) des letzten Satzes bzw. Beziehung (2.2.18) bewerkstelligen,
denn es gilt

/I_nx]dz-Z/ anjdx-Z/ (k—1)dz =3 1=";1,

k—.

so daB sich fiir den Erwartungswert nach (1.2.18) ergibt
1 1

_ |nz| /’ LnxJ

/0(1 F(z)) dec =1 foz_:rmd c=1-— Z —on

1S 1 1
_1—§n —n2"' = 22 271 5 51112
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Weitere charakteristische Eigenschaften des Erwartungswerts sind in dem fol-
genden Satz zusammengefafit.

Satz 2.2.2. (Eigenschaften des Erwartungswerts)
X,Y,{Xn}neN seien Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).
Es gilt:

a) Ist X P-integrierbar, so a8t sich E(X) auch darstellen als

1
E(X)= / F~Y(z)dz, (2.2.19)
0
wobei F~! wieder die Pseudo—Inverse von F bezeichne.
b) Ist X P-integrierbar, so gilt
|E(X)| < E(1X]). (2:2.20)
c) Sind jeweils X und Y P-integrierbar, so ist
E(aX +bY) =aE(X) + bE(Y) fir alle a,b € R (Linearitat). (2.2.21)
d) Unter den Voraussetzungen von c) gilt:
X<Yf{s. = E(X)<E®{Y) (Monotonie). (2.2.22)

Wird lediglich Y als P-integrierbar vorausgesetzt und ist 0 < X <Y fs, so
ist auch X P-integrierbar, und es gilt wieder (2.2.22).
e) Sind alle X, nicht-negativ, so gilt fiir n — oco:

XnTXfs. = E(X,)1E(X) (monotone Konvergenz). (2.2.23)

f) Ist Y P-integrierbar und gilt |X,| <Y fiir allen € N, so gilt fiir n — oo:
X, — Xfs. = X integrierbar und E(|X, — X|) — 0 (2.2.24)

(majorisierte Konvergenz); insbesondere gilt dann auch E(X,) — E(X).
g) Ist X = 1,4 fiir eine Menge A € A, so gilt

E(X)=E(1,4) = P(A). (2.2.25)
h) Ist X P-integrierbar, so gilt fiir beliebige ¢ > 0:

E(|X
P(IX|>¢) < —(lc—l-)— (Markoff — Ungleichung). (2.2.26)

i) Sind X und Y P-integrierbar, so gilt:
X und Y stochastisch unabhangig = E(XY)=E(X)E(Y). (2.2.27)

j) Ist X P-integrierbar, so gilt:
X>0und E(X)=0 = X=0fs. (2.2.28)
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Beweis. a) Sei zunichst X > 0. Dann ist auch F~! > 0, und man erhalt

1 1 F~(z)
/ F~l(z)dz =/ / dydz = // dydz
0 o Jo

0<y<F~(2)
0<z<1
= // dzdy:/ (1 - F(z)) dz = E(X).
0
F(y)<z<1
y>0

Ist X <0, so ergibt sich analog

1 1 40
/ F~Y(z)dz = —/ / dydz = — // dy dz
0 0 JF-1(z)

F~}(z)<y<0
0<z<1
0
= - // dzdy:—/ F(z)dz = E(X).
0<z<F(y)
y<0

Fiir beliebige X erhalt man nun das Ergebnis durch die Zerlegung X = Xt — X~
mittels Satz 2.2.1 ¢) bzw. den Beziehungen (2.2.20) und (2.2.21).
b) Esist

|E(X)| = [E(X*) - E(X7)| < EXT)+ E(X7) = E(IX]).

c) Seien zundchst @ = b = 1 und X und Y endlich-diskrete Zufallsvariablen
mit einer gemeinsamen Zahldichte f. Dann ist auch X + Y eine endlich—diskrete
Zufallsvariable. Mit Lemma 2.1.4 und der Definition 2.2.1 des Erwartungswerts
erhalt man in diesem Fall

E(X+Y)= Zsz(x,z——z): Zsz(:c,z—x)

z€ER z€R z€ER zER

= Zz(x+y)f(xay) = Zfo(x,y)+ Zyzf(x7y)
z€ER yER z€R y€ER yER z€R

=Y «P(X =z)+ Y yP(Y =y) = E(X) + E(Y)
z€R yER

(man beachte, da8 in allen Summen nur endlich viele von Null verschiedene Sum-
manden enthalten sind). Sind nun X und Y beliebige, nicht—negative Zufallsva-
riablen und {X,}neN bzw. {Y3}nen X bzw. Y monoton approximierende Folgen
endlich—diskreter Zufallsvariablen, so gilt allgemeiner ebenfalls

E(X+Y) = lim E(X,+Y,) = lim E(X,)+ lm E(Y,)=E(X) + E(Y).
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Sind Xund Y schliefllich beliebige P-integrierbare Zufallsvariablen, so erhalt man
hieraus durch die Zerlegung in Positiv— und Negativteil wieder das gewiinschte
Ergebnis.

Fir beliebige a,b argumentiert man analog; ist etwa X wieder endlich-diskret
verteilt, erhdlt man unmittelbar aus Definition 2.2.1

E(aX)=) asP(X =z)=a) zP(X = 1) = aB(X).
z€R z€R

Durch monotone Approximation und Zerlegung in Positiv— und Negativteil 148t
sich dann die letztere Gleichheit auch fiir beliebige P-integrierbare Zufallsvariablen
X zeigen.

d) Bezeichnen Fx und Fy die Verteilungsfunktionen von X und Y, so folgt
aus X < Y fs. sofort auch {Y < z} C {X < z} fur alle z € R und somit
Fy(z) = P(Y < z) < P(X < z) = Fx(z), z € R. Die erste Behauptung ergibt
sich dann aus Satz 2.2.1 ¢).

Die zweite Behauptung sieht man wie folgt ein: Ist {X, }»eN eine monotone Folge
nicht-negativer endlich-diskreter Zufallsvariablen mit X, T X (n - 00), so gilt
jedenfalls auch E(X,) 1 E(X) (n — 00). Wegen X, < X <Y fs,, n € N, ist
nach der ersten Behauptung aber E(X,) < E(Y) fir alle n € N und daher auch
E(X) < E(Y), also insbesondere E(X) endlich und somit X P-integrierbar.

e) Zu jeder Zufallsvariablen X,, n € N, exisistiert eine nicht-negative mono-
tone Folge {Ynm}men endlich-diskreter Zufallsvariablen mit Y,,, T X, (m —
oo). Wahlt man Z,, := max(Yim,...,Ymm), m € N, so bildet {Z,,}men eben-
falls eine nicht-negative monotone Folge endlich-diskreter Zufallsvariablen, fiir die
man leicht auch Z,, T X (m — oo) nachweist. Somit gilt jedenfalls E(Z,,) T
E(X) (m — 00). Wegen Zn, < X, und der Monotonie des Erwartungswerts (Teil
d) dieses Satzes) folgt damit die Behauptung,.

f) Es bezeichne D, := |X,, — X|, n € N. Dann ist nach Voraussetzung D, <
Z =Y +|X| £ 2Y fs. fir alle n € N, also nach Teil d) dieses Satzes je-
des D, P-integrierbar mit E(D,) < E(Z) < 2E(Y). Setzt man ferner I,, :=
infpu>n (Z — D), n €N, soist {I,},eN monoton wachsend mit I, T Z (n — o0)
f.s., da nach Voraussetzung D, f.s. gegen 0 strebt. Es folgt E(Z) — E(D,) >
E(I.) T E(Z), n — oo; d.h. es ist limy oo E(D,) = 0, wie behauptet. Die zweite
Behauptung ergibt sich hieraus sofort vermdge der Abschitzung |E(X,) — E(X)|
< E(|X, - X!|)= E(D,), n € N (Teil b)).

g) Dies folgt direkt aus Definition 2.2.1 wegen {X = 1} = 4, {X = 0} = A°,
also P(X =1) = P(A), P(X =0) = P(A°).

h) Wir setzen

¢, | X|>c¢
Y=c lyxp>e) = {0, 1X| <e.

Dann ist Y < [X|, also nach Teil d) dieses Satzes auch E(Y) < E(]X|). Nach dem
gerade gezeigten Teil g) sowie aufgrund der Linearitit (Teil ¢)) ist aber E(Y) =
cP(Y =1) = cP(|X| > ¢), woraus die Behauptung folgt.

i) Seien zunachst wieder X und Y endlich-diskrete Zufallsvariablen mit Zahl-
dichten fx und fy. Dann ist auch XY eine endlich~diskrete Zufallsvariable, und
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gemaf Definition 2.2.1 ergibt sich
E(XY)=) > syfx(z)fr(y)

z€ER yeER
=Y afx(x) Y vfr(y) = E(X)E®Y).
z€R yER

Durch monotone Approximation mit endlich-diskreten Zufallsvariablen und Zer-
legung in Positiv— und Negativteil 148t sich dann das gewiinschte Ergebnis auch
allgemein zeigen.

j) Nach Teil h) folgt fiir alle ¢ > 0: P(lX| >¢) < E(X) =0, also P(|X|>¢)=0
fir alle ¢ > 0 und somit P(X = 0) =1, wie behauptet "

Teil a) des Satzes 2.2.2 1aBt sich auch mit Hilfe der Substitutionsregel fiir In-
tegrale beweisen, wenn die Zufallsvariable X eine stetige, positive Dichte f besitzt;
substituiert man namlich in dem Integral in (2.2.19) y = F~(z), also F(y) = «z,
so geht dieses iiber in [*°_yf(y) dy, was ja nach (2.2.15) mit E(X) iibereinstimmt.

Die Aussage des Teils f) des letzten Satzes ist auch als Satz von Lebesgue be-

kannt; eine etwas allgemeinere Formulierung findet man etwa in Bauer (1978), Satz
15.4. Auf die einschrankenden Voraussetzungen an die Zufallsvariablen {X,}nen
kann dabei i.a. nicht verzichtet werden, wie das folgende Beispiel zeigt:
Man wihle z.B. den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 4, P)= ((0,1], (0,1]nB*, P) mit
der Gleichverteilung P iiber @ = (0,1] und als Zufallsvariablen die Abbildungen
Xn=n-1p,1/n), n €N, dh. én"- ist B(1, %l-)—verteilt. Dann konvergiert fiir jedes
w € (0,1] die Fol%e {Xn(w)} gegen 0, d.h. es gilt X, — X =0 (n — 00). Jedoch
ist E(Xy)=n-+ —lfurallenEN so da E(X,) — 1# 0= E(X) (n — o)
gilt. Die Folge {X } 1a8¢ sich also nicht durch eine P-integrierbare Zufallsvariable
Y majorisieren; die kleinste solche Zufallsvariable Y ist namlich gegeben durch

Y =sup X, k1
nEII\)I Z ( 1 l

mit
o0

BY) = ka((k+1 k]) ;kk(k+1) ZIc >

d.h. Y ist nicht P-integrierbar.

Die in Abschnitt 1.5 betrachteten Transformationen G von Zufallsvariablen
und Zufallsvektoren bzw. allgemeiner Zufallselementen X werfen nun die Frage
auf, ob man die Erwartungswerte von G(X) statt iiber die Verteilung von G(X),
die ja u.U. recht kompliziert sein kann, nicht auch direkt aus der Verteilung von
X berechnen kann. Der folgende Satz gibt hierauf eine erste Antwort.

Satz 2.2.3. (Transformationssatz fiir Erwartungswerte)

Es sei X ein Zufallselement auf (2, A, P) mit Werten in einem MeBraum (X, B)
und G : (X,B) — (R, B!) eine mefibare Abbildung derart, daB8 G > 0 oder G(X)
P—integrierbar ist. Dann gilt

E(G(X)) = / G(X)dP = / G dPX. (2.2.29)
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Ist umgekehrt G PX -integrierbar, so ist auch G(X) P-integrierbar, und es gilt
abermals (2.2.29).

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunichst fiir Abbildungen G der Form G = 1p
mit B € B. Dann ist namlich fir alle w €

G(X(w)) = 1p(X(w)) = {1 fir X(W) €8 — 1y, (),

sonst

also G(X) = 1 x-1(p) und somit nach (2.2.25)

Ep(G(X)) = Ep(1x-1(p)) = P(X'(B)) = PX(B)

(2.2.30)
= Epx (]13) = Epx(G),
was eine andere Schreibweise fiir den in (2.2.29) ausgedriickten Sachverhalt ist.
Nimmt nun G endlich viele Werte ay,...,a,, n € N, an, so besitzt G die Form
G = Y1  ailp, mit B; = {G = a;}, 1 < i < n; aufgrund der Linearitat des
Erwartungswerts (Beziehung (2.2.21)) gilt dann mit (2.2.30) wieder

Ep(G(X)) = EP(Z ai]lX'l(Bi)) = }: aEp(Lx-1(5;))

) : (2.2.31)
= Z a;Epx (1g;) = Epx (Z aiﬂB;) = Epx(G).

=1

Ist allgemeiner G > 0, so existiert eine isotone Folge {G,}neN nicht—negativer
meBbarer Funktionen auf X, die je endlich viele Werte annehmen und fir die
G = sup,en Gn, also auch G(X) = sup,cn Ga(X) gilt. Mit (2.2.23) ergibt sich
wieder

Ep(G(X)) = Ep( sup Gn(X ) = sup Ep (Ga(X))

(2.2.32)
= sup Epx(Gn) = Epx (sup G») = Epx(G).
neN neN

Durch Zerlegung von G in Positiv— und Negativteil folgt schlieflich die erste Be-
hauptung.

Die zweite Behauptung zeigen wir durch Kontraposition, d.h.: Ist G(X) nicht
P—mtegnerbar, so ist G auch nicht PX-integrierbar. Es ist dann namlich we-
nigstens einer der Ausdriicke Ep(G*(X)) oder Ep(G~(X)) unendlich, also nach
dem ersten Teil des Satzes auch wen ngtens einer der Ausdricke Epx (G"’) oder
Epx(G™). Damit ist aber G nicht P* —integrierbar. =

Im letzten Satz wurde von einer Beweismethode Gebrauch gemacht, die unter
dem Namen algebraische Induktion bekannt ist: Man zeigt die gewiinschte Aussage
zunachst fiir Indikatorfunktionen und benutzt dann die Linearitit des Erwartungs-
werts, so daB die Aussage damit auch fir Funktionen mit endlich vielen Werten
gilt; durch monotone Approximation und Zerlegung in Positiv— und Negativteil
erhilt man dann die Aussage allgemein fiir mefibare Abbildungen. Wir werden
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im folgenden einige weitere Aussagen mit diesem Prinzip beweisen, dabei aber nur
den ersten — wesentlichen — Schritt explizit ausfihren.
Satz 2.2.3 gestattet formal auch die folgende Darstellung des Erwartungswerts:

E(X) = / X(w)dP(w) = / z dP¥(z), (2.2.33)

indem man fiir die Abbildung G auf R speziell die Identitat wahlt, d.h. G(z) =
z, z € R. Dies zeigt noch einmal, dafl der Erwartungswert in der Tat nicht von
der speziellen Wahl der Zufallsvariablen X, sondern nur von deren Verteilung PX
abhangt.

Besitzt die Verteilung PX eine Dichte f und vergleicht man die Beziehungen
(2.2.33) und (2.2.15) miteinander, kann man also formal das Integrationssymbol
“dPX(z)” mit dem Ausdruck “f(z)dz” identifizieren. Man schreibt daher gele-

X
gentlich auch fiir die Dichte f den formalen “Quotienten” f(z) = dP d:v(x) .

Fiir den Fall, da8 PX eine Dichte f besitzt, erhebt sich daher zwangsliufig
allgemeiner die Frage, fiir welche Abbildungen G der Erwartungswert E(G(X))
als Riemann-Integral darstellbar ist. Da88 dies nicht fiir jede (meBbare) Abbildung
G der Fall zu sein braucht, zeigt das folgende Beispiel:

Man wihle etwa G = 15 mit B = QN[0, 1] und fiir PX die stetige Gleichverteilung
iber [0,1]. Dann ist G nicht Riemann-integrierbar iiber [0, 1], wohl aber Lebesgue—
integrierbar beziiglich PX mit Epx(G) = P(X € B) =0!

Diese Problematik behandelt allgemeiner der nachfolgende Satz.

Satz 2.2.4. (Erwartungswert und Riemann-Integral)

Es sei X eine stetig verteilte Zufallsvariable auf (Q, A, P) mit Dichte f und G :
(R,B') — (R, B1) eine meBbare Abbildung. Ferner sei Ug die Menge aller Unste-
tigkeitsstellen von G.

a) Es ist Ug € B!, d.h. die Menge der Unstetigkeitsstellen von G ist Borel’sch.
Ist ferner G - f (evtl. uneigentlich) Riemann-integrierbar, so ist notwendig
PX(Ug) = 0. Diese Bedingung ist auch hinreichend fiir die Riemann-Inte-
grierbarkeit von G - f {iber ein Intervall [a,b] mit a < b, a,b € R, wenn G - f
dort beschrankt ist.

b) Ist |G| - f (evtl uneigentlich) Riemann-integrierbar, so ist auch G(X) P-
integrierbar, und es gilt

E(G(X)) = /_ 0; G(z)f(z) dz. (2.2.34)

Beweis. Wir wollen hier nur Teil b) des Satzes beweisen, da der Beweis des
ersten Teils eine aufwendige maBtheoretische Argumentation erfordert (vgl. etwa
Benedetto (1976), Abschnitt 3.4 und speziell Theorem 3.13).
Hierzu beschranken wir uns zunéchst auf die Situation, daf} ein endliches Intervall
[a,b] mit a < b existiert, so dal P(X € [a,b]) = 1 gilt und G dort beschrankt ist.
(Der allgemeine Fall kann durch Grenzwertbetrachtungen im wesentlichen hierauf
zurlickgefiihrt werden.) Flir n € N sei a = 40 < Tp1 < ... < Tpp = b eine
Zerlegung von [a, b] mit

lim max{Zpk — Tpk—1 |1 <k <n} =0 (2.2.35)

n—oo
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Nach dem erweiterten Mittelwertsatz fiir Integrale (vgl. Heuser (1980), 85.6) exi-
stiert dann fiir jedes Zerlegungsintervall [z, x—1, Tnk) eine Zahl gnr mit der Eigen-
schaft

inf G(z) < gnk < sup G(z) und

Tn,k-152<Tnk Tn,k—152<Tnk
Tnk Ink
|7 6@i@de =g [ fa)de = guiP* (@np-ts )
Tn,k—1 Trn,k—-1

fiir 1 < k < n, n € N. Definiere nun meibare Abbildungen

G" = Zg"kl(zn,k—hznk]’ n € N.
k=1

Es gilt dann

/a @) () =3 / é(z)f(x) dz = ggnk / ™ f@)de

k=1 Tn, k-1
n
= Z gnk P ((@n,k—1,2nk]) = Epx(Gr)

k=1

(2.2.36)

fiur alle n € N. Da nach Voraussetzung G auf [a,b] beschrankt ist — etwa
|G(z)| £ M fir alle z € [a, b] — folgt auch ]G,,[ <Y = Ml firallen € N, d.h.
alle G, sind durch die PX-integrierbare Zufallsvariable Y mit Epx(Y) = M ma-
jorisiert. Wir wollen jetzt noch zeigen, dafl die Folge {G,, | n € N} P*—{.s. gegen
G konvergiert, so dafl damit die Voraussetzungen des Satzes von der majorisierten
Konvergenz (Satz 2.2.2 Teil f)) erfullt sind. Sei dazu = € (a, b] ein Stetigkeitspunkt
von G, d.h. z € U§. Fir jede der betrachteten Zerlegungen von [a, b] existiert
dann ein Index k, = kn(z) € {1,2,...,n} mit € (Tnk,—-1,%nk,) ;n € N. Wegen
(2.2.35) konvergiert also gnk, = Gn(z) gegen G(z) mit n — oco. Nach Teil a)
des Satzes gilt aber PX(Ug) = 0, was mit dem gerade gezeigten lim, 0o G = G
PX_fs. bedeutet. Mit Satz 2.2.2 Teil f) ergibt sich somit: G ist PX-integrierbar
(d.h. mit Satz 2.2.3 auch: G(X) ist P-integrierbar), und es gilt nach (2.2.36)

b oo
Ep(G(X)) = Epx(G) = lim Epx(Ga) = / G(2)f(z) dz = /_ G(2)f(z) d,

wie behauptet. ]

Der letzte Satz zeigt damit noch einmal aus einer anderen Sicht, warum in dem
obigen Beispiel mit G = 15, B = QN[0,1] und PX = R([0,1]) der Erwartungswert
E(G(X)) nicht als Riemann-Integral existiert: es ist ja Ug = [0,1], also PX(Ug) =
PX([0,1]) = 1 # 0 und damit G nicht PX-{s. stetig.

Definiert man allgemeiner fiir eine Dichte f einer Verteilung PX und eine
Borel-Menge B € B! das Integral

/B f(e)das = / 15(c) f(z)de = Ep(1p(X)) = P(X € B)  (2.237)
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(vgl. Beziehung (1.2.25)), so besagt Satz 2.2.3 also, daB dieses (Lebesgue-)Integral
genau dann als Riemann-Integral darstellbar ist, wenn die Abbildung G = 1p
X _f.s. stetig ist. Man macht sich leicht klar, daB hier Ug = OB ist, wobei 8B
den Rand von B, also die abgeschlossene Hille von B ohne die inneren Punkte
von B, B\ B°, bezeichnet. Das Integral in (2.2.37) existiert also genau dann im
Riemann’schen Sinne, wenn PX(9B) = 0 gilt.
Ist nun allgemeiner X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A4, P) und A € A, so bezeichne analog

/XdP:/]lAXdP. (2.2.38)
A

Beziehung (2.2.37) ist hierin fiir den Spezialfall (Q A, P)= (R, B!) enthalten, wenn
X durch die Identititsabbildung und P durch PX ersetzt wird.

Durch (2.2.37) bzw. (2.2.38) ist also eine echte Erweiterung des Riemann-
Integrals gegeben. Wir werden in Zukunft haufiger von dieser Schreibweise Ge-
brauch machen, ohne jedesmal zu unterscheiden, ob das Integral im Riemann’schen
oder Lebesgue’schen Sinn zu verstehen ist.

Fiir beliebige (meBbare) Abbildungen G ist z.B. dann PX(Ug) = 0, wenn
Ug abzéhlbar ist, also etwa fiir den Fall, dafl G stiickweise schwach monoton ist.
Satz 2.2.3 liefert damit auch einen weiteren Beweis fiir die durch (2.2.19) gegebene
Darstellung des Erwartungswerts E(X), wenn X eine beliebige, P-integrierbare
Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F ist: Fiir eine R((0,1))-verteilte Zufalls-
variable U besitzt ja nach Satz 2.1.1 die Zufallsvariable F~(U) die Verteilung PX,
d.h. nach (2.2.29) ist

Ep(X)=Ep(FY(U)) = Epu(F™!) = /0 F~(u)du.

Entsprechende Sachverhalte gelten auch fiir m~dimensionale Zufallsvektoren
mit m~dimensionalen Dichten (m € N), die wir hier allerdings ohne Beweis formu-
lieren.

Satz 2.2.5. (Transformationssatz fiir Zufallsvektoren)
Es sei X ein m-dimensionaler Zufallsvektor auf (2, A,P) (m € N) und G :
(R™,B™) — (R, B') eine mefbare Abbildung.
a) Ist X diskret verteilt mit Zihldichte f und konvergiert Y. cqm |G()|f(z)
absolut, so existiert E(G(X)) mit

E(G(X))= > G(z)f(=). (2.2.39)

zER™

b) Ist X stetig verteilt mit Dichte f und ist |G| - f (evtl. uneigentlich) m—
dimensional Riemann-integrierbar, so existiert E(G(X)) mit

E(G(X)) = /—00 /_00 G(zy,...,zm)f(z1,. ..y Tm)dzy ... dzy. (2.2.40)
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Man beachte, dafl die Aussage a) des letzten Satzes eine unmittelbare Konsequenz
des Transformationssatzes 2.2.3 sowie der Beziehung (2.2.13) ist (wobei hier fiir 2
der Wertebereich von X zu wahlen ist).

Die Ausfihrungen zu Satz 2.2.4 gelten entsprechend auch im héherdimen-
sionalen FallV). '

Beispiel 2.2.2. (Gleichverteilung auf dem Kreis)
Es sei (X,Y) auf dem Einheitskreis stetig gleichverteilt (vgl. (1.4.37)).

a) Wir betrachten den Abstand R = G(X,Y) = vX? +Y? des Zufallsvektors
(X,Y) vom Nullpunkt. Die Verteilung von R ist dann gegeben durch
P(R<z)=P(X*+Y*<z%) = % // dudv = z* (2.2.41)
Ke(0,0;z)

fiir 0 < z < 1. R besitzt somit eine Dichte

2z, 0<z<1
fr(z) = {0 sonst, (2.2.42)
woraus sich der Erwartungswert von R berechnen lafit zu
! 2 5|t 2
= Tdr = 2% =<, 2.4
E(R) /0 2% ds = 2o |0 = (2.2.43)

Eine direkte Anwendung des Transformationssatzes 2.2.5 ergibt im Vergleich
dazu das folgende — kompliziertere — Integral:

V1—-y2

1
E(R):;lr— // \/;1:2+y2da:dy=-71;/ / Va2 + y? de dy,
K<(0,0;1) 1

1 fice

welches sich nicht unmittelbar leicht auswerten lat. Unter Verwendung von
Beziehung (2.1.94) konnen wir allerdings auch folgendermaBen vorgehen:
Seien U, V unabhéngige, je R((0, 1))-verteilte Zufallsvariablen und X und Y
definiert vermoge

X = VUcos(2rV), Y =+Usin(2xV). (2.2.44)

Dann besitzt der Zufallsvektor (X,Y") die gewiinschte Gleichverteilung {iber
K°(0,0;1), und es ist R = VX2 + Y% = G*(U,V) = /U, unabhingig von V.

Eine Anwendung von Satz 2.2.4 ergibt dann entsprechend

E(R) = E(G*(U,V)) = EWVU) = / 1 Vu du
2 11 2

= —us =

3 s

o 3

1) vgl. hierzu auch die Funote auf S. 44
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b) Fiir den Fall G(X,Y) = X -Y 148t sich — im Gegensatz zu a) — die Verteilung
von G(X,Y') nicht auf einfache Weise berechnen. Satz 2.2.5 liefert dagegen

sov)= [ [ wasi= [ sasa

K4(0,051)

— (2.2.45)
1 2
=/ y— dy=0
1 2
—/1-y2
sowie
1 V1—-y?
E(X)=EY)= // :cd:vdy:/ / zdzdy
K4(0,051) B
(2.2.46)

d.h. es gilt E(XY) = E(X)E(Y) =0. .

Beispiel 2.2.2 zeigt, dafl die explizite Berechnung von Erwartungswerten mit-
unter nicht oder nur schwer mit elementaren Mitteln zu bewerkstelligen ist. Man
ist daher gelegentlich auch an einfachen Abschatzungen fiir Erwartungswerte in-
teressiert. Eine solche Abschitzung liefert das folgende

Lemma 2.2.1. (Jensen’sche Ungleichung)

Es sei X = (X1,...,Xm) ein m—dimensionaler Zufallsvektor auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P) mit Werten in einer konvexen Menge M € B™ (m €
N), und G : M — R eine meBbare, konvexe (konkave) Abbildung. G(X) so-
wie die Komponenten X,,...,X,, von X seien samtlich P-integrierbar. Dann ist

(E(Xy),...,E(Xm)) € M, und es gilt:

> G(E(Xl),. .. ,E(Xm)), falls G konvex

E(6(X) { < G(E(X)),..., E(Xm)), falls G konkav. (2.2.47)

Ist G nicht-negativ und konkav, braucht dabei lediglich die Integrierbarkeit aller
Komponenten von X gefordert zu werden.

Beweis. Die erste Aussage des Lemmas wollen wir hier nur fiir den Fall beweisen,
daff M kompakt ist (einen vollstindigen Beweis findet man z.B. in Géanssler & Stute
(1977), Satz 5.4.1.).

Es bezeichne p = (p1,...,4m) = (E(X1),...,E(Xm)). Angenommen, p liegt
auflerhalb von M. Dann existiert eine ;4 von M strikt trennende Hyperebene, d.h.
es existieren Zahlen ay,...,a, € R mit

zai(z; — pi) > 0 fir alle (zq,...,2,) € M

=1
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(vgl. etwa Valentine (1968)). Insbesondere ist also S = Y. * ai(X; — pi) > 0
und damit auch E(S) > 0, denn anderenfalls ergébe sich aus Monotoniegriinden
E(S) = 0 und daher mit (2.2.28) S = 0 P-f.s. im Widerspruch zu S > 0. Damit
folgt

0< E(S) =) a:(E(X;) —p) =0,
i=1
also ein erneuter Widerspruch, womit die Giiltigkeit von g € M bewiesen ist.

Zum Beweis von (2.2.47) kénnen wir annehmen, dal G konvex ist (sonst Ubergang
von G zu —G). Es existiert dann eine Stiitzhyperebene, die den Graphen von G
im Punkt g beriihrt, d.h. es existieren Zahlen by, ...,b, € R mit

G(xla' .,.’L‘m)>Zb u: +G(ﬂ], aﬂm)a ($17"~7$m)€M-

(Im Falle der Differenzierbarkeit von G in p ist etwa b; = g—ﬁ(u), 1<i<m.)
Mit der Monotonie und Linearitat des Erwartungswerts folgt daher

E(G(X1,.., Xm)) 2 > bi(B(Xi) = pi) + G, - - m) = G(pin, -, i),
=1
wie behauptet.
Die restliche Behauptung ergibt sich nun mit Satz 2.2.2 d). n

Beispiel 2.2.3. (Entropie einer Verteilung)

Essel X = {z1,...,Zm}, m € N, eine endliche Menge und P eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung mit Trager X. Fir 1 < ¢ < m bezeichne p; = P({z;}). Insbesondere
sind dann alle p; > 0. Die Entropie von P ist definiert durch

H=- Zp,- - log pi, (2.2.48)
=1

wobei als Basis fiir den Logarithmus eine beliebige, aber feste Zahl > 1 gewahlt
werden kann. Die Entropie charakterisiert die ” Unbestimmtheit”, welche durch
die Verteilung P gegeben ist; der Untersuchung ihrer spezifischen Eigenschaften
ist der spatere Abschnitt 5.1 gewidmet. Wir wollen an dieser Stelle nur zeigen, wie
man die Jensen’sche Ungleichung verwenden kann, um eine — scharfe — obere
Schranke fiir die Entropie herzuleiten.
Hierzu definieren wir auf X die Zufallsvariable Z durch Z(z;) = p%, 1<i<m.

Es ist dann nach (2.2.13)

m

B(2)= Y. 2@)P(ed) = Y — pi=m, (2.2.49)

i=1

also mit der Jensen’schen Ungleichung (2.2.47) aufgrund der Konkavitat des Lo-
garithmus

E(log Z) = ZP({zi})vlog Z(z;) = ZP:‘ log (l%:)

=H <logE(Z)=1logm

(2.2.50)
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mit Gleichheit fiir den Fall einer diskreten Gleichverteilung, d.h. P({z;}) = %, 1<
1 < m, wie man unmittelbar nachrechnet. ]

Eine diskrete Gleichverteilung iiber einer endlichen Menge beinhaltet also in
diesem Sinn das groBte Mafl an ” Unbestimmtheit”, weshalb diese Verteilung hiufig
— gerade auch in der Informatik — zur Modellierung zufélliger Vorgénge herange-
zogen wird, fir die keine Vorkenntnisse zur Verfligung stehen, etwa die (zuféllige)
Reihenfolge von Elementen eines Feldes, aus denen ein Schliisselelement ausge-
sucht werden soll — man vergleiche etwa das bereits mehrfach erwahnte Beispiel
der bindren Suche (Beispiele 1.1.1 und 2.2.2) oder auch das am Anfang dieses
Abschnitts betrachtete Sortierverfahren straightinsertion (Beispiel 2.2.1).1

Von besonderer Bedeutung sind speziell Erwartungswerte polynomialer Trans-
formationen G von Zufallsvariablen und Zufallsvektoren, die im folgenden geson-
dert behandelt werden.

Definition 2.2.4. (Varianz, Kovarianz und héhere Momente)
Es seien X und Y Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (), A, P)
sowie k € N.

a) Ist X? P-integrierbar, so auch X; in diesem Fall heifit

Var (X) = E((X — E(X))?) (2.2.51)

die Varianz von X bzw. von PX.
b) Sind X, Y und XY jeweils P-integrierbar, so heifit

Kov (X,Y) = E[(X — E(X))(¥ - E(Y))) (2.2.52)

die Kovarianz von X und Y. Ist Kov(X,Y) = 0, so heiflen X und Y unkor-
reliert.

c) Ist |X|¥ P-integrierbar, so auch X; in diesem Fall heift E(|X|*) das k-te
absolute Moment? von X, E(X*) das k-te Moment von X, E(|X — E(X)[¥)
das k—te absolute zentrale Moment von X sowie E((X — E(X))*) das k-te
zentrale Moment von X (bzw. PX).

Man beachte, daf die Zufallsvariable |X|F 4 1 fiir jedes & € N eine P-
integrierbare Majorante zu |X| ist, wenn | X |F P-integrierbar ist (vgl. Satz 2.2.2
d)).

Das folgende Lemma behandelt einige einfache Eigenschaften von Momenten
von Verteilungen.

1) Dies bedeutet allerdings nicht, daf die in einer bestimmten Situation vorliegende Verteilung
tatsachlich eine Gleichverteilung ist; die Unkenntnis uber das “wahre” Verteilungsmodell fihrt
daher nicht zwingend zur Annahme einer Gleichverteilung!

2) Stellt man sich die reelle Achse gemaB der Verteilung PX¥ mit Masse belegt vor, so ent-
spricht E(X) gerade dem Massenschwerpunkt; E(X 2) ist dann das zugehorige Tragheitsmoment,
wenn diese mit Masse behaftete Achse um den Nullpunkt mit der y—Achse als Drehachse rotiert.
Var(X) ist das entsprechende Tragheitsmoment, wenn die z—Achse um den Schwerpunkt F(X)
rotiert (vgl. hierzu auch Heuser (1989), Abschnitt 90).
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Lemma 2.2.2. (Eigenschaften von Momenten)
Es seien X und Y Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).
Dann gilt:

a) Sind X2, Y und XY P-integrierbar, so ist auch

Var (X) = Kov (X, X) = E(X?) — (E(X))*

(2.2.53)
Kov(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y).
Fiir beliebige ¢ € R gilt dartiberhinaus:
E((X - ¢)?) = Var(X) + (E(X) - ¢)’, (2.2.54)
d.h. E((X — ¢)?) ist minimal fiir ¢ = E(X).V
Ferner gilt:
Var(X)=0 <= X =const P—f.s. (2.2.55)
b) Unter den Voraussetzungen von a) gilt:
Var (aX + b) = a® Var (X
ar (aX +8) = a” Var (X) (2.2.56)
Kov{(aX +b,¢Y +d) = ac Kov(X,Y)
fiir alle a,b,¢,d € R. Ferner ist
Var (X +Y) = Var(X) + Var (Y) + 2 Kov (X,Y). (2.2.57)
Sind speziell X und Y unkorreliert, so gilt
Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y). (2.2.58)

c) Ist X? P-integrierbar, so gilt

Var (X)

P(IX —E(X)|>¢) < (Tschebyscheff — Ungleichung) (2.2.59)
fiir alle ¢ > 0.

d) Existiert fiir ein k € N das k—te absolute Moment von X, so existieren auch
alle m—ten Momente von X fir m < k (d.h. absolute und nicht-absolute,
zentrale und nicht-zentrale), und es gilt

m
k

E((X - ™) < B(1X - ¢") < {E(X - ")} (2.2.60)

<om(B(x) +1e) F

1) Dies spiegelt die physikalisch intuitive Tatsache wieder, dal das Tragheitsmoment bei Dre-
hung um den Schwerpunkt am kleinsten ist.
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fiir alle c € R. Bezeichnet F die Verteilungsfunktion von PX | so gilt auch die
Darstellung

E(x*) =(—1)’°/0 kw"“F(m)dx+/°°kx’°—1(1—F(z))dx

_ /01 (F‘l(x))kdx

E(IX|}) =/0 kxk—lp(x)dz+/0°°kzk—l(1-p(x))dz

-0

- /01 |F~1(z)|* dz.

(2.2.61)

Gilt wieder P(X € Z) = 1, so laBt sich das k—te Moment von X auch schreiben
als

E(X*) = (DY [(=m+1)F — (-m)*| P(X < —m)
w (2.2.62)
+ Z [(m+1)F = m*| P(X > m).

e) Sind |X|? und |Y'|? P-integrierbar fiir p,q > 1 mit ;—)-i—% =1, so ist auch | XY|
P-integrierbar, und es gilt

E(IXY)) < {E(|X|ﬂ)}i : {E(|Y|‘1)}% (Hélder — Ungleichung). (2.2.63)

Ist speziell p = q¢ = 2, so gilt auch

| Kov (X,Y)| < y/Var(X) - Var(Y) (2.2.64)

mit Gleichheit in (2.2.64) genau dann, wenn X undY P-f.s. linear voneinander

abhingen, d.h. wenn Zahlen a,b,c € R, a,b nicht beide 0, existieren mit
aX +bY =c P-fs.

Beweis. a) Beziehung (2.2.53) ergibt sich unmittelbar aus (2.2.51) und (2.2.52)
durch Auflésen der Klammern und der Linearitdt des Erwartungswerts, entspre-
chend bei (2.2.54): es ist mit 4 = E(X)
E(X —c)®) =EB(X?-2cX + )
= BE(X? - 2uX +p*) +2(p — )E(X) + ¢ — u?
=Var(X)+2(p —c)p+c* — p? = Var (X) + ¢ — 2cu + u?
= Var (X) + (E(X) —c)®.
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b) Beziehung (2.2.56) ergibt sich durch Rechnung wie in a). Weiter ist dann mit
u=E(X),v = E(Y) nach Teil a)
Var(X +Y) = E((X +Y)?) - (g + v)?
E(X?+2XY +Y?) — (p? + 2pv +0?)
=E(X?*) -+ E(Y?) -2 +2[E(XY) — ]
= Var (X) + Var(Y) + 2 Kov (X,Y)

wie behauptet. Sind X und Y zusatzlich unkorreliert, so ist Kov (X,Y) = 0, womit
(2.2.58) folgt.

Gilt X = ¢ P-fs. fiir ein ¢ € R, so ist auch E(X) = ¢, E(X?) = ¢? und somit
Var (X)) = 0. Ist umgekehrt Var (X) = E(X —E(X))?) =0,soauch X —E(X) =0
P—f.s. nach (2.2.28).

c) Dies ist ein Spezialfall der Markoff-Ungleichung (2.2.26), wenn man dort X
durch (X — E(X))? und ¢ durch ¢? ersetzt.

d) Es reicht aufgrund von Satz 2.2.2 d), Beziehung (2.2.60) nachzuweisen. Diese
folgt aber fir m < k aus der Hélder—Ungleichung (2.2.63) fir die Wahl p = ':?’ q=
== und Y = 1, wenn dort X durch |X|™ ersetzt wird sowie aus der fiir alle reellen
Zahlen a,b giiltigen Abschitzung |a — b|¥ < (|a| + |b|)lc < (2 max(|a|,|b|))k <
25 (lal* + 1[*).

Beziehung (2.2.61) ergibt sich mit Hilfe von Satz 2.2.4 analog zu Satz 2.2.1 c)
und der Argumentation zu Beziehung (2.2.47). Die letzte Aussage folgt schliefilich
analog Beziehung (2.2.17).

e) Wir benutzen die Jensen’sche Ungleichung (2.2.47) fiir die konkave Abbildung

G(u,v) = urve, u,v > 0. (Die Konkavitat ergibt sich z.B. aufgrund von

8*G p—1

1 i 2 - 1 1
W(u,v)=— 7 ur ?v7 <0, ZT?(u,v)=—-q 21u3v7_2 <0 und
G _ 1 1.1 14
oubv ~ pq ’
*’G  0°G
d.h. die Matrix ggg %‘égv ist negativ—semidefinit auf der konvexen Menge
Oudv  Ov?

M = (0, 00) x (0,00) (vgl. Kall (1976), Satz 2.17).) Nach Lemma 2.2.1 folgt also
B(XY)) = E(G(xPIY1%))
<G(B(xP).E(Y1Y) = {E(XP)}" - {E(¥1)}

wie behauptet. Beziehung (2.2.64) ergibt sich nun unter Verwendung von (2.2.20)
aus (2.2.63), wenn man p = ¢ = 2 wahlt und X durch X — E(X) sowie Y durch

1
q
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Y — E(Y) ersetzt.
Seien nun a,b,c € R, a,b nicht beide 0; etwa a # 0. Dann gilt nach (2.2.56)

la| - | Kov(X,Y)| = | Kov (aX,Y)| = |[Kov(c—bY,Y)| = |b| Var (Y)
= /b2 Var(Y)y/Var (Y) = v/Var (aX) Var (Y)
= |a|y/Var (X) Var (Y),

also Gleichheit in (2.2.64). Ist umgekehrt Kov (X,Y) = £4/Var(X) Var(Y), so
ergibt sich fir alle a,b € R die Gleichung

Var (aX + bY) = a® Var (X) + b* Var (Y) + 2ab Kov (X,Y)
= a® Var (X) + b* Var(Y) + 2aby/Var (X) Var (Y)
2
= (aﬂar (X) £ by/Var (Y)) ,
also speziell Var (aX 4+bY') = 0 fiir die Wahl a = 1/Var (Y), b = F/Var (X). Nach

(2.2.55) ist dann aber aX + bY = const P-{.s., wie behauptet. (Fir 1/Var(X) =

V/Var (Y') = 0 sind jeweils X und Y P-f.s. konstant, so daf§ sich in diesem Fall a
und b stets so wihlen lassen, daf nicht a = b = 0 gilt.) ]

Teil e) des letzten Satzes gibt unmittelbar Anla§ zu der folgenden

Definition 2.2.5. (Korrelation)
Es seien X undY Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit
0 < Var(X), Var(Y) < co. Dann heiBt

Kov(X,Y)

v/ Var(X) Var(Y)

Korr (X,Y) = (2.2.65)

die Korrelation zwischen X und Y.

Die Korrelation ist also ein Ma8 fiir die lineare Abhangigkeit zwischen X und
Y; sie nimmt nach obigem Werte zwischen —1 und 1 an mit Korr (X,Y) = *1
genau dann, wenn Zahlen a, b, c € R, a, b nicht beide 0, existieren mit aX + bY =
¢ P-f.s. Ist Korr (X,Y) > 0, so sagt man auch, X und Y seien positiv korreliert;
ist Korr (X,Y) < 0, heiflen X und Y negativ korreliert. Stochastisch unabhéangige
Zufallsvariablen sind nach (1.6.32) stets auch unkorreliert; die Umkehrung hiervon
ist i.a. aber nicht richtig, wie Beispiel 2.2.2 b) zeigt: dort sind wegen X2 +Y2 <1
X und Y nicht stochastisch unabhangig, wohl aber unkorreliert nach (2.2.45).

Die Bedeutung der Varianz als Mafl der Streuung einer Verteilung kommt
insbesondere auch in der folgenden Form der Tschebyscheff-Ungleichung (Teil c)
des letzten Satzes) zum Ausdruck: bezeichnet ndmlich p = E(X), ¢ = /Var(X),
so gilt stets

1
P(y——ka_<_X§u+ko)21—ﬁ (2.2.66)

fir alle ¥ € N. Dies folgt unmittelbar aus (2.2.59), wenn dort ¢ = ko gewahlt
wird. Das Intervall [u — ko, u + ko] heifit auch ko-Bereich der Verteilung PX; in
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in ihm liegen also — fiir jede Verteilung PX — stets mindestens (1 — 75) - 100

% aller Beobachtungen von X. Die Tschebyscheff-Ungleichung ist dabei scharf:
Betrachtet man z.B. die durch

02 falls ¢ < —B
245, falls —-B<z < -A
F(z)={ % falls —A <z < A (2.2.67)
1- 4, fals A<z <B
1 fallsz > B

mit reellen Konstanten A > 0, B = A - e%/2 (¢ > 0) gegebene Verteilungsfunktion,
so ergibt sich aus Symmetriegriinden E(X) = 0 sowie

A? B? 42
d:c—{-/ A—dx

A2 T

E(X?) = /0°°P(X2 >a)do= [

B
_ A2 21, (2 _ 42
=A% +24 1n(A) AX(1+4¢)
und somit
A?  Var(X ) Var (X)
2 (1 + e-:)c2 -
fiir A < ¢ < B. Fir ¢ | 0 erhalt man hier asymptotisch Gleichheit.

P(IX - E(X)| > ¢) =

Die Tschebyscheff-Ungleichung spielt auch eine wesentliche Rolle bei dem so-
genannten Gesetz der grofien Zahlen, welches in der einfachsten Form schon von
J. Bernoulli im 18. Jahrhundert formuliert wurde und auf empirische Weise den
Erwartungswertbegriff durch Mittelbildung von Beobachtungen veranschaulicht.

Satz 2.2.6. (schwaches Gesetz der groBen Zahlen)

Es sei {X,}neN eine Folge paarweise unkorrelierter Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit E(X,) = p € R und Var (X )=02>0
fir alle n € N. Dann gilt fiir die arithmetischen Mittel S, = L% 1 X der durch
die Folge {X,}neN beschriebenen Beobachtungen:

2
P(|Sn—p|>¢) < nie—z firalle e >0undn €N, (2.2.68)

d.h. die Wahrscheinlichkeit fiir positive Abweichungen der arithmetischen Mittel

S, = 15"  X; vom Erwartungswert u der Folge wird mit wachsendem n beliebig
klein.

Beweis. Zunachst ist E(S,) = L Y7 | E(X;) = p fir alle n € N sowie aufgrund
von (2.2.56) und mehrfacher Anwendung von (2.2.58)

Var (S,) ZVar(X)— = —.

i=1
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Die Aussage ergibt sich somit direkt aus der Tschebyscheff-Ungleichung (2.2. 59)
mit X =5, und c =¢.

Man beachte, dafl die Voraussetzungen des Satzes 2.2.6 insbesondere dann
erfiillt sind, wenn die Folge {X,, },eN stochastisch unabhéngig ist. Fir diesen Fall
lassen sich noch stérkere Aussagen bzgl. P—fast sicherer Konvergenz herleiten, was
u.a. Gegenstand des Abschnitts 2.3 dieses Kapitels ist.

Im Rahmen der Average—Case—Analyse von Algorithmen etwa 1aBt sich das
Gesetz der groflen Zahlen so interpretieren: Ist X; die (zufallige) Laufzeit des Algo-
rithmus beim i—ten Aufruf (vgl. Beispiel 2.2.1), und sind die jeweiligen Ausgangs-
konstellationen (wie etwa die Anordnung der Feldelemente beim bmaren Suchen)
unabhingig voneinander, so nahert sich die mittlere Laufzeit S, = L 37 | X; nach
n Aufrufen mit wachsendem n immer mehr dem Erwartungswert y an. Der Er-
wartungswert ist also eine geeignete Grofle, um durchschnittliche Laufzeiten von
Algorithmen auf einer theoretischen Ebene miteinander zu vergleichen.

Wahlt man in Satz 2.2.6 speziell X,, = 14, fir Ereignisse A, € A mit den
Eigenschaften

P(A,NAp) = P(A,)P(An) firalle nnmeN, n#m
P(A,)=pel0,1] fiiralle neN,

d.h. die Ereignisse A, sind paarweise stochastisch unabhéngig mit derselben Ein-
trittswahrscheinlichkeit p, so besagt das Gesetz der groen Zahlen in diesem Fall,
daf8 die relativen Eintrittshaufigkeiten S, = 13" 14 fiir grofe n nahe bei p
liegen, genauer:

P(|Sn—p|>¢) < fiir alle € >0 und n € N. (2.2.69)

1
4ne?
Es ist namlich dann E(X,) = E(X2) = p, also Var(X,) =p—p? =p(1 —p) < :
fir alle n € N sowie E(X,Xm) = E(La,na,,) = P(As N Am) = P(4n)P(An) =
E(14,)E(14,) = E(Xn)E(Xm), also Kov(Xp,Xm) = 0 fir n # m, womit
(2.2.69) aus (2.2.68) folgt.

Beziehung (2.2.69) ist fundamental fiir die mathematische Statistik oder auch
die in Kapitel 6 behandelten Simulationsverfahren: einerseits lassen sich damit
Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen empirisch durch relative Haufigkeiten des
Eintretens solcher Ereignisse aus einer geniigend grofien Zahl von Wiederholungen
gleichartiger Versuche gewinnen; andererseits ermoglicht eine im Mittel “ausge-
wogene” Verteilung des Eintretens bzw. Nichteintretens von Ereignissen in einer
Serie von Experimenten — die in der Regel durch geeignete Algorithmen (und da-
mit letztlich deterministisch) erzeugt werden — die Simulation zufélliger Vorgange
etwa durch Einsatz von Rechnern.

Wir wollen uns zum Abschluf8 dieses Abschnitts noch kurz mit erzeugenden
Funktionen beschaftigen, die die Berechnung von Momenten (insbesondere Erwar-
tungswerten, Varianzen und Kovarianzen) i.a. erheblich vereinfachen und die fir
diskrete Verteilungen auch in der Kombinatorik von Bedeutung sind.
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Definition 2.2.6. (erzeugende Funktionen)
Es sei X eine reelle Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P)
und I C R derart, dafl

Ux(t)=E(eX), tel (2.2.70)
fir alle t € I endlich ist. Dann heit die auf I definierte Abbildung ¥x die
momenterzeugende Funktion zu X bzw. zu PX,
Existiert die momenterzeugende Funktion ¥x(t) fiir t € I, so heiit die durch

Px(s)=TUx(lns) = E(s¥), se€J:={"|uel} (2.2.711)

gegebene Funktion die wahrscheinlichkeitserzeugende (oder auch kiirzer: erzeu-
gende) Funktion zu X bzw. PX.

Die momenterzeugende Funktion ¥y charakterisiert die Verteilung PX ein-
deutig, wenn die Menge I ein Intervall [—§, §] fiir ein § > 0 enthélt. Einen Beweis
dieser Aussage, der iiblicherweise Methoden der Fourier-Analyse benotigt, konnen
wir hier nicht fithren; der interessierte Leser sei etwa auf Billingsley (1986), Theo-
rem 30.1 verwiesen.

Die Bedeutung erzeugender Funktionen wird in dem nachfolgenden Lemma
deutlich.

Lemma 2.2.3. (Eigenschaften erzeugender Funktionen)
Es sei X eine reelle Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P)
und ¥x bzw. ¢x die moment— bzw. wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion zu
X. Dann gilt:
a) Esist stets ¥x(0) = ¥ x(1) = 1. Existiert ferner Ux(t) fireint* > 0 (t. < 0),
so auch fiir alle t € [0,t*] (¢ € [t.,0]). Bezeichnet speziell

ty =sup{t e R| ¥x(t) < oo}, t- =inf{t e R| ¥x(t) < oo}, (2.2.72)

so existiert ¥x(t) fir alle t € (t_,t;), und ¢¥x(s) existiert fiir alle s €
(e'-,e*+) (mit der Konvention e~ =0, €™ = 00).
Ist speziell X > 0 P-fs. (X <0 P-fs.), soistt_ = —oo (14 = o0).

b) Mit den Bezeichnungen aus (2.2.72) sei 0 < § < min(t4+,—t_). Dann existie-

ren simtliche Momente E(|X|¥), k € N, ¥x ist im Nullpunkt beliebig oft
differenzierbar, und es gilt

‘I!(X’,C)(O) = E(X*) firallek €N

\Ifx(t)=§: ( t" (It < é).

k=0

(2.2.73)

Insbesondere ist
E(X) = ¥x(0), Var(X)=%(0) - (¥x(0))". (2:2.74)

Ferner ist dann auch ¥ x(s) fiir s = 1 differenzierbar, und es gilt

P (1) = (kﬁ(x - i)) fir alle k € N

=0

(2.2.75)

px(o) =3 B X =0) (1 (0 119y

!
= k!
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Insbesondere ist
E(X) = ¢%(1), Var(X) =% (1) + % (1)1 - (1)) (2.2.76)

c) Gilt P(X € Ng) =1, d.h. nimmt X f.s. nur die Werte {0,1,2,...} an, so laBt
sich 1x fortsetzen, d.h. Yx(s) = E(s*) existiert auch fiir alle |s| < 1, und es
gilt

p(0) = P(X = k) fiir alle k € N

¥x(s) =Y P(X =k)s* (Is| <1). (2.2.77)
k=0

d) Sind X und Y stochastisch unabhingige Zufallsvariablen mit momenterzeu-
genden Funktionen ¥ x(t) und ¥y (t), die beide fiir t € I C R existieren, so
besitzt dort auch X +Y eine momenterzeugende Funktion, und es gilt

‘Ifx+y(t) =Ux(t) - Uy(t), tel (2.2.78)

bzw. auch

Px+v(s) =¥x(s) ¥y(s), se€eJ={e"|uel} (2.2.79)

(Multiplikationsregel).

Beweis. a) Die erste Aussage ergibt sich direkt aus der Definition (moment-)-
erzeugender Funktionen. Mit der Holder-Ungleichung (2.2.63) erhdlt man ferner
firo<t<¢

wx(®) = B(e™) < {B )} = (@)

mit p = % und Y = 1, wenn man dort X durch e*X ersetzt. Mit analoger

Argumentation folgt fir t. <t <0
Ux(t) = E(eX) = E(e=%))
< B0 < (e,

Somit existiert ¥x(t) fiir alle ¢ € (t_,t4), also definitionsgemaB auch ¥ x(s) fiir
s € (e!-,e!+). Fir X > 0 ist stets e!X <1, ¢ <0, d.h. es folgt £ = —co (analog
bei X < 0).

b) Fir |t| < § seien die meBbaren Abbildungen (Zufallsvariablen) G,(t;-) auf
(R, B*) definiert durch

n_k
Gn(t;z) = :—'tk (z €R, n€N).

k=0
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Es ist dann fiir alle n € N und |¢t| < 6
|Gn(t; X)| < Xl < X 4 X = 7,
fllt;so nach Voraussetzung Z P-integrierbar mit E(Z) = U x(6) + ¥ x(—46). Ferner
is
XI* < 2Ga(6,1X]) < oz

fiir alle n € N, d.h. es existieren samtliche Momente E (|X ]"), n € N. Wegen
eX = lim G.(X) (Jt| <6)

sind also die Voraussetzungen des Satzes von der majorisierten Konvergenz erfillt
(Satz 2.2.2 1)), d.h. es gilt

n k
Ux(t) = B(e¥) = lim E(Ga(t X)) = lim E(Z -’Ii_' tk)
k=0 :
e EXY) p = E(XF)

k=0 k=0

wie behauptet. Die Differenzierbarkeit von ¥x im Nullpunkt ergibt sich nunmehr
durch gliedweise Differentiation dieser Reihe. Beziehung (2.2.74) folgt dabei direkt
aus (2.2.53).

Zum Beweis von (2.2.75) und (2.2.76) geht man analog vor unter Beachtung der
Reihenentwicklung

st = e (s—-1 s , T .
k=0
¢) Unter der angegebenen Bedingung 1afit sich ) x vermdoge (2.2.39) darstellen als
[oo}
¥x(s) = B(sX) =) _s*P(X = k),
k=0

wobei die Reihe wegen D po, P(X = k) = 1 fir |s| < 1 absolut konvergiert.
Hieraus folgt die Behauptung,.
d) Nach Lemma 2.1.7 sind mit X und Y auch e** und €'Y, t € I, stochastisch
unabhéngig, woraus sofort
Uxiy(t)= E(et(X'H/)) = E(etx . ety)
= E(eX)E(eY) = Ux(t)¥y(t), tel

folgt. Die Aussage fiir ¥ x4y ergibt sich vollig analog. m
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Teil b) des letzten Satzes besagt also insbesondere auch, daf§ die Verteilung
PX eindeutig durch die Momente E (X "), k € N, bestimmt ist, wenn die Reihe in
(2.2.73) einen positiven Konvergenzradius besitzt, d.h. wenn

k
lim sup ¢ E()f )
k—o0 k!

< oo (2.2.80)

gilt, da in diesem Fall die momenterzeugende Funktion ¥ x in einem Intervall der
Form [—6, 6] fiir ein § > 0 existiert und durch die Reihe in (2.2.73) dargestellt wird.
Allerdings gibt es auch Verteilungen, fiir die dies nicht zutrifft; eine solche wird
z.B. in Aufgabe 2.14 behandelt.

Wir wollen die Niitzlichkeit insbesondere der Beziehungen (2.2.73), (2.2.74)
und (2.2.76) an einigen Verteilungen beispielhaft verdeutlichen.

Ist z.B. X E(X\)—verteilt mit A > 0, soist firt < A =4

Ux(t)= A / =Nz gy - A (2.2.81)
0 A—t

mit der Entwicklung (geometrische Reihe)

A 1 Ntk
Ux(t) = 7= = T ; (X) ot <A, (2.2.82)
d.h. es ist ”
E(X*) = T KEN
1
Var (X) = iz

Unter Verwendung der Multiplikationsregel (2.2.78) erhélt man hieraus sofort
auch die momenterzeugende Funktion ¥y einer £(n, A)-Erlang—verteilten Zufalls-
variablen Y (n € N) als

Ty (t) = (\I'x(t))n - (A—i—t)" t< (2.2.83)

(vgl. auch (2.1.82)).
Ist X NV(0,1)-normalverteilt, so erhdlt man entsprechend fiir alle t € R

Ux(t)= ——-,-—127r / e~ 12 4y = ———1,2_7r/ e=(E=0*/268/2 gy

17 oo (2.2.84)

_ t?)2 / —(z—t)%/2 dr = t2/2

=e r— € r =e€ .
Vom J—oo

Die Zufallsvariable Y = 0 X +p mit ¢ > 0, ¢ € R, ist dann nach den Ausfiihrungen
im Anschlu an (2.1.88) N (u,0?)-verteilt; ihre momenterzeugende Funktion ist
also gegeben durch

Ty (t) = E(e'Y) = E(e*e”X)

. o242 (2.2.85)
= e U x(ot) = exp(T +ut), teR,
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woraus Wy (t) = (02t + p) Ty (t), T (t) = (02 + (02t + p)?) ¥y (2), t €R, also

E(Y)=¥y(0)=p
Var (Y) = ¥5(0) — (¥4(0))* = o?

folgt, wodurch die Bedeutung der Parameter x und o? als Erwartungswert und
Varianz der N (u,o0?)-Verteilung deutlich wird. Insbesondere liefert die Multipli-
kationsregel (2.2.78) auch einen Beweis der Beziehung (2.1.89): ist namlich Z eine
weitere N(v, 72)- verteilte Zufallsvariable, unabhingig von Y mit v € R, 7 > 0,
so gilt

o2t 7242
Tytz(t) = Ty(t)¥z(t) = exp (T +ut+ ——+ ut)
2 2 t2
= exp ((iizf—)— +(ut ), teR,

d.h. ¥y 7 ist die momenterzeugende Funktion einer M (u+ v, 0% + 72)-Verteilung.

Fiir die geometrische Verteilung % (p), 0 < p < 1, erhilt man beispielsweise
mit der Abkiirzung¢=1-p

- 1
_ k ok _ 1
Px(s) = kZ:_opq = Is] < pr (2.2.86)
Pq 2pq® . .
also Yy (s) = m, Py (s) = (1_—pqqs)—3- und damit gemaf (2.2.76)

B(X) = ¥x(1)= 7

Var (X) = 9(1) + ¥ (D(1 - (V) = .
Die Multiplikationsregel fiihrt hier unmittelbar zu
by(s) = (1_’;@)", neN, Js| < % (2.2.87)
fiir eine W(n, p)-verteilte Zufallsvariable Y und daher mit analoger Rechnung zu
B(Y)=# ()= "]
Var (¥) = $4(1) + 94 (1) (1 - 94(1) = 3.

Das letzte Ergebnis folgt ubrigens auch direkt aus (2.2.87) unter Verwendung der
Linearitat des Erwartungswerts und der Additivitatseigenschaft (2.2.58) der Vari-
anz bei stochastischer Unabhangigkeit der Summanden.
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Ist X schlielich B(n,p)-verteilt (n € N, 0 < p < 1), so ergibt sich durch
analoge Rechnung mit denselben Bezeichnungen

Px(s)=(g+ps)", se€R, (2.2.88)

also
B(X) = (1) = np

Var (X) = ¢ (1) + ¢ (1) (1 — ¢k (1)) = npg.
Fiir eine PB(A)-Poisson-verteilte Zufallsvariable X mit A > 0 gilt entsprechend

o 3k
vx(s)=e? Z %s" = Mo, sER, (2.2.89)
k=0

E(X) =9¢x(1) =
Var (X) = (1) + % (1)(1 - 9k (1)) = X
Die folgenden Tabellen enthalten fiir einige wichtige Verteilungen jeweils Er-

wartungswert, Varianz sowie die erzeugende bzw. momenterzeugende Funktion
(vgl. hierzu auch Aufgabe 2.15).

pX E(X) | Var(X) Yx(s)

n+l | n2-1 sl g
2({1,2,...,"1}) (neN) 2 12 m (s#1)
%B(n,p) (reN0<p<Y) | P np(1 - p) (1-p+ps)"
PBB(n;p1,.--,Pn) OLpi<1) kX_)lps kZ_ZIP.-(l —pi) | [Te=i (1 = pi + pis)
w+ l-p| 1-p p A
B (n,p) (neN,0<p<1) | N » n 7 (1 y p)s) (lsl<1_,)
PB(A) (>0) | A A A1)
pPX E(X) | Var(X) Tx(t)

a+b | (b—a)? ebt — eat
'R([a, b]) (a<bd) 5 2 t—(b—_z)— (t#£0)

1 1
g(A) (A>0) X A1_2 X—:—t‘ (t<A)

a o a
I‘(a, /\) (a,A>0) X '/'\':_;' (+t (t<A)

2t2

ag
N(u,0?) (nER,0?>0) | p o? exp (_2_ + #t)
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Der Begriff der (moment-)erzeugenden Funktion fiir Zufallsvariablen X 138t
sich auch noch in natiirlicher Weise auf Zufallsvektoren X = (Xj,...,Xm), m € N,
Ubertragen. Existieren beispielsweise alle momenterzeugenden Funktionen ¥ x, (¢;),
1 <7< mfir |t,~| < 6; mit Zahlen é; > 0, 1 < i < m, so auch das Produkt
E(exp Y j, t:Xi), |ti| < 6;, 1 £¢ < m, wie man sich analog zu Lemma 2.2.3 a)
mit Hilfe der Holder-Ungleichung (2.2.63) leicht Gberlegen kann. Die momenter-
zeugende Funktion ¥ x(21,...,%,) ist dann definiert durch

Ux(t1,-.rtm) = E(exp Y t:X:),  |ti| <8, 1<i<m. (2.2.90)
Analog erklart man die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion ©x(s1,...,8m)
durch

Px(s1,---,8m) = E( H s, [si—1]<1-e% 1<i<m. (2.2.91)

Ahnlich wie im Fall von Zufallsvariablen kann man dann auch Momente der Kom-
ponenten von X durch Differentiation erhalten, etwa

0

E(X]) = g‘l’x(ﬂ)
2 (1< G,k <m) (2.2.92)
E(X; X)) = 51, 0% ————Ux(0)
oder allgemeiner
k
o* ' '
E(.I;IIX") = x(©  (Ashs..Sésm), (2299)

wobei 0 = (0,...,0) den Nullvektor bezeichne. Fiir die wahrscheinlichkeitserzeu-
gende Funktion ergeben sich entsprechende Formeln, z.B.

E(X;)= 6%11)):(1)
g (1<jk<m, j#k) (2.2.94)
E(X;Xx) = W#’x(l)

mit der Bezeichnung 1 = (1,.
Nehmen die Zufallsvanablen X 15« - -y Xm wieder (P-f.s.) nur Werte in Ny an,
gilt analog zu (2.2.77) auch

Yx (5150 58m) =Y oo Y P(Xy=ki,eo, X = kim)si? ... skm (2.2.05)

k=0 km=0
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fiir ‘sll,... lsml <1.

Die letzten beiden Beziehungen sind geeignet, die Kovarianzen der Kompo-
nenten multinomialverteilter Zufallsvektoren zu berechnen, die etwa in Beispiel
(2.1.1) (hybridsort) auftreten. Die erzeugende Funktion eines M(n; p1,...,pm)-
multinomialverteilten Zufallsvektors X (n € N, 0 < p; <1, 1 < 5 < m) ist
namlich gegeben durch

¢x(51,...,3m)=E(kI:}];sf(‘) = Z (il,,,n,,im>jly_:ll(pjsi)ﬁ

0<is,0sim<n

S ii=n (2.2.96)

m n
=(ij3j) s $15.--,5m € R.

—
Gema$B (2.2.94) erhilt man dann durch einfache Rechnung

E(X;) = np;
E(X;Xi) =n(n—1)p;px (1<j,k<m, j#k).
Kov(X;Xy) = E(X;Xk) — E(X;)E(Xx) = —npjpxk

Die Komponenten Xj,...,Xm sind also negativ korreliert mit
PjPk . .
Korr (X;Xp) = —, [ ——L— 1<3,k<m, k
( J k) \/(l_pj)(l_pk)v b Y = J:Ié E]

was wegen Y -, Xk = n auch zu erwarten war.

Zum AbschluB dieses Kapitels greifen wir noch einmal Fragestellungen zur
Konvergenz von Verteilungen und Zufallsvariablen auf, wobei in diesem Zusam-
menhang auch die im CAD eingesetzten Bézier—-Kurven und -Flichen besprochen
werden.
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2.3. Grenzwertsatze

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist das in Satz 2.2.6 formulierte (schwache)
Gesetz der grofien Zahlen, welches zu folgendem allgemeinen Konvergenzbegriff fir
eine Folge von Zufallsvariablen Anlafl gibt.

Definition 2.3.1. (stochastische Konvergenz)
Es seien X,,, n € N, und X Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(22, A, P). Die Folge {X}neN heiBt stochastisch konvergent gegen X, wenn gilt:

lim P(|X,—-X|>¢)=0 fiirallee >0, (2.3.1)
in Zeichen: X, — X (n — o).

Man macht sich leicht klar, dal im Falle stochastischer Konvergenz der Grenz-
wert X P-fs. eindeutig bestimmt ist, d.h. ist Y eine weitere Zufallsvariable auf
(2, 4,P) mit X, Ly (n — 00), soist P(X =Y) = 1. Fiir beliebiges € > 0 und
n € N ist namlich

P(IX Y| >e) = P(|(X = Xa) = (Y — Xu)| > €)
< P({1X = Xal > 2} U{IY - Xal > 2})
< P({IX - Xul > £)) + P - Xul > £));

die rechte Seite in (2.3.2) strebt aber nach Voraussetzung gegen 0, so dal P(|X —
Y|>¢)=0gilt fliirallee >0,dh.esist P(X =Y) = 1.

Das Gesetz der grofen Zahlen in der Form des Satzes 2.2.6 besagt also gerade,
dal — mit den dortigen Bezeichnungen — die arithmetischen Mittel S, stocha-
stisch gegen den Erwartungswert u konvergieren.

Einen Zusammenhang zwischen stochastischer und fast sicherer Konvergenz
stellt das folgende Resultat her.

Satz 2.3.1. Unter den Voraussetzungen von Definition 2.3.1 gilt:
a) Konvergiert die Folge {X, }neN P—fs. gegen X, so auch stochastisch, d.h. es
gilt
X, —XP—fs. = X,-5X (n—> o) (2.3.2)

b) Konvergiert die Folge {sup,,>, |Xm — X|}neN stochastisch gegen 0, so kon-
vergiert die Folge {X,}nen P—fast sicher gegen X, d.h. es gilt

sup [Xm —X|} 250 = X,—XP—fs (n—o0). (23.3)

m>n

Beweis. a) Fir jedes € > 0 ergibt sich die folgende Ungleichungskette

n—oo

0< lim P(|X,—X|>e€) < JL‘EOP(,"Q"{'X"' _X| >e})

(2.3.4)

P(ﬁ D {[Xm—X|>s}) =P(li'131j°1ip{|Xn—X|>e})

n=1m=n

= P(|Xn ~ X| > ¢ fiir 0o viele n) < P({ lim X, = X}°) =0,
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was Teil a) des Satzes beweist.

b) Es bezeichne D,, = sup,,>p, |[Xm — X|, n € N. Dann ist die Folge {Dp}nen
schwach monoton fallend und nach unten durch 0 beschrankt, also konvergent
gegen eine Zufallsvariable D > 0, die wegen der vorausgesetzten stochastischen
Konvergenz sogar P—fast sicher endlich ist. Mit dem gerade bewiesenen Teil a)

des Satzes folgt aber auch D, b (n — o0), also wegen der P-fast sicheren
Eindeutigkeit des stochastischen Limes D = 0 P-f.s., da nach Voraussetzung ja
{Dp}neN stochastisch gegen 0 strebt. Es konvergiert also D, f.s. gegen 0 und
damit X, f.s. gegen X (n — 00), was zu zeigen war. .

Die beiden Aussagen des Satzes 2.3.1 lassen sich offensichtlich auch wie folgt
zusammenfassen:

Xn— X P—fs. = sup | Xm — X| -0 (n—o00).  (2.3.5)

m>n

Das folgende Beispiel zeigt, dal die Aussage a) des letzten Satzes nicht di-
rekt umkehrbar ist, d.h. stochastische Konvergenz impliziert i.a. nicht fast-sichere
Konvergenz:

Man wihle hierzu den Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P)= ([0,1], [0,1] N B!,
R([0,1])) sowie die durch

Xozpk =1 e ] 1Sk<2n+1,neN

k-1
2n41°2n41

definierten Zufallsvariablen {X,, }neN. Dann ist fir alle e > 0

1
P(|Xn| >¢€) =P(|Xa|=1) < ONSY n €N,
d.h. es gilt X, 20 (n — o). Die Folge {X,}neN konvergiert aber nicht P-{.s.
gegen 0, da sup,,s,, |[Xm| =1 gilt fir alle n € N, d.h. es ist limsup,,_, | X,| = 1.

Fiir die nachfolgenden Untersuchungen ist es niitzlich, eine etwas allgemeinere
Version des schwachen Gesetzes der grolen Zahlen zur Verfiigung zu haben, als es
in Satz 2.2.6 formuliert wurde.

Satz 2.3.2. (allgemeines schwaches Gesetz der grofien Zahlen)
Es sei {X,}nen eine Folge paarweise unkorrelierter Zufallsvariablen auf einem

Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit
S IR
E(X,)=p€R und lim — > Var(X;) =0. (2.3.6)
k=1
Dann gilt fiir die arithmetischen Mittel S, = 2 37| X; der Folge {Xn}neN:

1< P
Sn=— ;X “Su (n—> o) (2.3.7)
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Beweis. Esist E(S,) = 13" | E(X;) = p fiir alle n € N sowie aufgrund von
(2.2.56) und mehrfacher Anwendung von (2.2.58) Var(S,) = & Y1, Var(X;).
Die Aussage ergibt sich also wieder aus der Tschebyscheff~Ungleichung (2.2.59)
mit X =85, und c =¢. n

Will man in dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen in der Form des letzten
Satzes P-fast sichere Konvergenz der arithmetischen Mittel S, gegen p erhalten,
mufl man dafiir Sorge tragen, da8 sup,,~, [Sm — #| mit n — oo stochastisch gegen
0 strebt. Der folgende Satz liefert hierzu eine Moglichkeit.

Satz 2.3.3. (allgemeines starkes Gesetz der grofen Zahlen)
Es sei {Xp}neN eine Folge stochastisch unabhingiger Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit

E(X,)=p€R, neN und ZV""’(X)

n=1

Dann gilt fiir die arithmetischen Mittel S, = 1 37" | X; der Folge {Xp}nen:

(2.3.8)

. .l
nh_’néo Sp = "111.1;0 (; ZX,-) =u P-—fs (2.3.9)
i=1
Beweis. Wir beweisen den Satz unter der starkeren Annahme
M := sup E(X;) < oo. (2.3.10)
neEN

(Einen vollstandigen Beweis findet man etwa in Bauer (1978), Satz 37.1.) Aufgrund
der Jensen’schen Ungleichung (2.2.47) sind dann auch alle Varianzen Var(X,)
beschrankt mit

Var(X,) < E(X2) <+/E(X3) <VM, neN.

Die Konvergenzbedingung in (2.3.8) ist also unter (2.3.10) erfiillt. Mit der Bezeich-
nung Y, = X,, — , n € N, folgt dann aus (2.3.10) unter Heranziehen von (2.2.60)
zundchst

sup E(Y;) < 16 sup (E(Xf,) + ;f’) < 16(M + p*) =: M*,
neEN neEN

wobei jetzt E(Y,) = 0, Var(Y,) = Var(X,) gilt fiir alle n € N. Wir entwickeln
4
nun den Ausdruck E(( Shey Yk) ), n € N, wie folgt:

E((gnf) =E(3 Y3 Hatutiuti)

1<k1,k2,k3,k4<n

—ZE(Yk )+2) Y E(YF)E(Y?)

1<j<k<n

< ;E(Y:) + (gmm)

<nM*+n*M <2n?M*, neN.
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Hierbei ist zu beachten, daf wegen (2.2.27) alle Terme der Form E(Y; - Y{), 1
j»k <mn, j # k, verschwinden. Fiir die arithmetischen Mittel § = 23" | Y;
Sy — p der Folge {Y,}neN erhalt man hieraus also die Ungleichung

A

2 * *
B(S —ul') < 2° M* _2M

nt n? ’

n €N,

so daB die Reihe 350 | E(|Sn — p|*) konvergiert. Man erhélt damit unter Verwen-

n=1

dung der Markoff-Ungleichung (2.2.26) fur jedes £ > 0 die Abschatzung

P(sup |Sm —ul > €) = P( U {1Sm — sl > €})

m=n

54
m=n m=n
M* 31 oM 1
< — < > 92
= et mz;nmz_ et n-1 n=

Damit gilt aber: sup,,s, |Sm — | £,0, n — oo, also auch S, — pP—fs,n—
o, nach Satz 2.3.1 b).” ]

Nimmt man spezieller an, da8 die Folge {X,, }nen in Satz 2.3.3 identisch ver-
teilt ist, kann man auf die Varianz-Bedingung in (2.3.8) sogar génzlich verzichten.

Satz 2.3.4. (Gesetz der groBen Zahlen)
Es sei {X,}neN eine Folge stochastisch unabhéingiger und identisch verteilter Zu-
fallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit

E(X.)=p€R, neN. (2.3.11)

Dann gilt fiir die arithmetischen Mittel S, = % Y-, Xi der Folge { X }neN wieder:
. LT
nh_’n;o Sp = nl-l-{%o (}; ;X,‘) =p P—fs. (2.3.12)

Der Beweis dieses Satzes ist technisch aufwendiger, weshalb wir hier auf ihn
verzichten; vgl. etwa Billingsley (1986), Theorem 22.1 oder Bauer (1978), Satz
37.2.

In Bezug auf die Average-Case-Analyse von Algorithmen lassen sich die bei-
den letzten Resultate dahingehend interpretieren, dafl die mittlere Laufzeit S, =
L5t . Xi nach n Aufrufen (vgl. die Ausfiihrungen im Anschluff an Satz 2.2.6)
nicht nur stochastisch, sondern sogar P-fast sicher gegen den Erwartungswert
u konvergiert; praktisch bedeutet dies, daB “fast jede” Beobachtungsfolge, die
aus stochastisch unabhéangigen und identisch verteilten Zufallsvariablen gewonnen
wird, durch entsprechende Mittelbildung langfristig zum Erwartungswert fihrt.
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Die Beziehungen (2.3.9) und (2.3.12) lassen sich dabei auch so formulieren:

n-—oo n—00

1 n
; —p=Tim = S (Xi—p) = P—fs. 2.3.1
lim S, —p= lim ~ '.=1(X pw)=0 s ( 3)

Tatsachlich zeigt der Beweis des Satzes 2.3.3 aber, daB hier sogar eine schérfere
Aussage moglich ist, namlich

o 1§
Lim n*(Sp, —p) = nli_g;o s ;(Xg —p)=0 P-—fs. (2.3.14)

n-—oo

fiir 0 < a < %; Bezichung (2.3.17) ergibt namlich auch

*

. oM
E((n®|Sn — ul)*) < i

n €N, (2.3.15)
so daB die Reihe "> | E((n®|S,—x|)*) immer noch konvergiert. Neben der reinen
Konvergenzaussage lassen sich also auch Aussagen zur Konvergenzgeschwindigkeit
im Gesetz der grolen Zahlen gewinnen. Der folgende Satz zeigt, daf in der Si-
tuation des Satzes 2.3.4 diese Konvergenzgeschwindigkeit exakt bestimmt werden
kann, wenn man die Endlichkeit der Varianz der Verteilungen voraussetzt.

Satz 2.3.5. (Gesetz vom iterierten Logarithmus)
Es sei {X,}neN eine Folge stochastisch unabhingiger, identisch verteilter Zufalls-
variablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit

E(X,)=p€R und 0< Var(X,)=02< o0 (2.3.16)

fiir allen € N. Dann gilt fiir die arithmetischen Mittel S, = 1 3" | X; der Folge
{Xn}nGN:

| 2 T Xi—m)
lim su — (S, - pu)=1 =l Pl =g P—fs.
n_.oop 2 lnlnn( n = H) ,Izllilip v2n Inlnn
cminf ] — (S ) = hming =K =) b
h,f‘l.‘o’lf 3 lnlnn(sn p) = h,f‘i‘;‘,f T o P-—fs.

Auch der Beweis dieses Satzes ist zu umfangreich, um hier darauf eingehen zu
koénnen; vgl. etwa Billingsley (1986), Theorem 9.5 oder Ganssler & Stute (1977),
Satz 4.3.20.

Das Wachstum des Terms Inlnn in (2.3.17) (von dem der Satz seinen Na-
men hat) ist duBerst langsam; so gilt etwa Inlnn < 3 fiir n < 5 x 10%. Von
Interesse ist daher das Grenzverhalten von /n(S, — u) = ﬁZLI(X; —n)
fur n — oo. Nach Satz 2.3.5 kann man natiirlich unter den dortigen Voraus-
setzungen keine fast sichere Konvergenz mehr erwarten; entsprechendes gilt fiir
stochastische Konvergenz. Andererseits zeigt die Rechnung in (2.1.88), da8 sich

(2.3.17)
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fiir den Fall von £(1)-exponentialverteilten Zufallsvariablen {X, }nen die Vertei-
n Xi

lung von v/n(S, — p) = -&-1—71;” fiir groBe n einer M'(0, 1)-Normalverteilung

“anndhert”, wobei allerdings zu kldren bleibt, in welchem Sinne diese Approxima-
tion zu verstehen ist. Wir werden damit zundchst auf das allgemeinere Problem
gefihrt, was wir unter der Konvergenz einer Folge von Verteilungen {Q,}neN ge-
gen eine Verteilung Q auf einem Mefraum (X, B) zu verstehen haben. Es ist dabei
i.a. nicht sinnvoll, diese Konvergenz “punktweise” zu verstehen, d.h. zu verlangen,
da Qn.(B) — Q(B) (n — o) fiir jede Menge B € B Giiltigkeit haben soll. Das
folgende einfache Beispiel verdeutlicht dies: man wahle etwa mit (X, B) = (R, B?)
die (konstanten) Zufallsvariablen X, = a, (n € N), wobei {a,},eN eine beliebige,
gegen a € R konvergente Zahlenfolge sei, und Q,, = PX», n € N; es konvergiert
dann die Folge {X, }.eN iiberall gegen die Zufallsvariable X = q, jedoch keine der
Folgen {Qn(B)}neN konvergiert, wenn z.B. a € B € B! gilt und B N {a1,as,...}
endlich ist. Der punktweise Konvergenzbegriff ist also fiir die Konvergenz von Ver-
teilungen zu eng; wir betrachten deshalb im folgenden einen etwas schwécheren
Konvergenzbegriff, der sich fir stochastische Fragestellungen als besonders geeig-
net erweist.

Definition 2.3.2. (schwache Konvergenz)
Es seien {Qn}neN, @ Verteilungen auf dem Mefraum (X, B) = (R, B!). Die Folge
{Qn}neN heiBt schwach (oder auch verteilungs—)konvergent gegen Q, wenn

]ng,, — /ng (n — o0) (2.3.18)
gilt fiir jede auf R stetige, beschrinkte Funktion g, in Zeichen:

Qn—Q (n— ) (2.3.19)

Man beachte, dafl die in Definition 2.3.2 auftretenden Funktionen g mefibar,
also Zufallsvariable sind, und damit — wegen der Beschrianktheit — auch Q,—

bzw. Q-integrierbar mit endlichem Wert fiir alle n € N. Das Symbol —= leitet
sich dabei aus dem englischen “weak convergence” ab.

Wir wollen zunachst zeigen, daf§ die Stetigkeitsbedingung an die Funktion ¢
in Definition 2.3.2 zu einer gleichméfligen Stetigkeitsbedingung &quivalent ist, was
einige nachfolgende Beweisginge vereinfacht.

Lemma 2.3.1. Es seien {Qn}nen, Q Verteilungen auf dem Mefraum (X,B) =
(R, BY). Die Folge {Qn}neN ist genau dann schwach konvergent gegen Q, wenn

/ 9dQn — / gd@ (n— o) (2.3.20)

gilt fiir jede auf R gleichméaBig stetige, beschrankte Funktion g.

Beweis. Da jede gleichmafig stetige Funktion g auch stetig ist, reicht es, das Hin-
reichen der angegebenen Bedingung zu zeigen. Sei dazu ¢ stetig und beschrankt,
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etwa |g| < M € R, sowie £ > 0. Wahle eine Zahl a € R so, da§ dQ(z) £ .26_M
[z]>a

gilt sowie stetige Funktionen g.,¢* mit den Eigenschaften
9+(z) = ¢*(z) = 9(2), [z|<a
—M<guz)<g(z), a<|z[<a+l

9(z) < g*(z) < M, a<l|z]<a+1l (2.3.21)
9x(z) = —M, lz| 2 a+1
g*(m)=M, |$|Za+1

Dann sind g., ¢* gleichmaBig stetig, da die Einschrankung der stetigen Funktionen
g» und ¢g* auf das kompakte Intervall [—a — 1,a + 1] jedenfalls gleichméaBig stetig
ist (vgl. Heuser (1988), Satz 111.10) und g, und ¢g* auflerhalb dieses Intervalls
konstant sind. Ferner ist

/ (9" —9x)dQ < 2M dQ(z) <.

{z]>a
Es folgt

timinf [ 9dQu > liminf [ g.dQn = [ g.d0
- [ed0- [s-9)d0

z/ng—/m*—g.)dczz/ng—-e

sowie analog

limsup/ngn < /ng+s.
Da ¢ beliebig war, folgt also limp—. [ 9dQ@n = [ g dQ, was zu zeigen war. n

Sind die Verteilungen @, und @ speziell Verteilungen von Zufallsvariablen,
d.h. gilt Q, = PX~, Q@ = PX fiir Zufallsvariablen {X,}nen, X auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (£, A, P), so 148t sich aufgrund des Transformationssatzes
2.2.3 Beziehung (2.3.17) auch schreiben als

E(g(X,)) — E(9(X)) (n — o). (2.3.22)

Fir das oben angegebene Beispiel erweist sich der Begriff der schwachen
Konvergenz unmittelbar als geeignet: fiir stetige, beschrankte Funktionen g gilt
namlich definitionsgemaf

E(g(Xn)) = g(an) — g(a) = E(9(X))  (n— ), (2.3.23)

so da8 hier die (fast sichere) Konvergenz der Zufallsvariablen {X,, }.eN die schwa-
che Konvergenz der Verteilungen {PX" }n en Dach sich zieht; eine Eigenschaft, die

sich als allgemeingiiltig erweist, da sogar die stochastische Konvergenz schwache
Konvergenz impliziert.
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Lemma 2.3.2. Es seien {Xp}neN, X Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (R, A, P). Dann gilt:

X, 25X = P2 pX (nooo) (2.3.24)
Ist X P—fast sicher konstant, gilt hiervon auch die Umkehrung:

pX 2, pX = X, X  (n— o) (2.3.25)

Beweis. Gemaf Lemma 2.3.1 reicht es, gleichmafBig stetige, beschriankte Funktio-
nen g auf R zu betrachten; etwa |g| < M € R. Wegen der gleichmaBigen Stetigkeit
gibt es dann zu jedem € > 0 ein 6 > 0 mit der Eigenschaft

lz—yl<é = lg(e) —g(y)I<e, zyeR.
Fir n € N bezeichne A,, = {|X, — X| < §}. Esist dann fiir alle n € N

|E(9(Xa)) — E(g(X))| S/A |Xn—X|dP+/Ac X, — X|dP

<e / dP +2M / dpP (2.3.26)
An <

<e+2M P(A;) =e+2M P(|X, — X| > §),
also nach Voraussetzung der stochastischen Konvergenz

lim [E(g(Xn)) — E(9(X))| < e

fir jedes € > 0. Der letztere Limes ist daher Null, was die erste Behauptung
beweist.

Zum Beweis der Umkehrung nehmen wir an, dal X = ¢ P-f.s. gilt fiir ein a € R.
Mit der Wahl der stetigen, beschrénkten Funktion

g(a:):max{l,élz—a”, z€R

erhélt man dann fiir jedes € > 0
P(|Xs = X| > €) = E(L{|xu-al>e))
< E(9(Xn)) — E(9(X)) = g(a) =0

fiir n — oo, d.h. es gilt X,,LX, n — oo. n

Auch die Aussage in (2.3.24) kann nicht ohne weiteres umgekehrt werden:
wihlt man wieder den Wahrscheinlichkeitsraum (9,4, P)= ([0,1], [0,1] n B,
R([0,1])) sowie die durch

_ { Ijy,3) falls n gerade

11y falls n ungerade, n€N,

definierten Zufallsvariablen, so ist P*» = B (1, %) fiir alle n € N, d.h. es gilt auch

PX» 2, Q=B (1,1) (n = 00); {Xn}nen konvergiert aber nicht stochastisch.
Das nachfolgende Lemma zeigt die Bedeutung der schwachen Konvergenz noch
einmal aus anderer Sicht.
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Lemma 2.3.3. (Eigenschaften der schwachen Konvergenz) .
Es seien {Qn}neN, @ Verteilungen iiber (R,B!). F,, n € N, F bezeichne di
Verteilungsfunktionen zu Q,, n € N, bzw. Q. Die folgenden vier Aussagen sind
aquivalent:

a) Qn-—Q (n— ) (2.3.27)
b) F.(z) — F(z) fir alle Stetigkeitspunkte z von F (n — o0) (2.3.28)
c) F;'(y)— F7'(y) fir alle Stetigkeitspunkte y € (0,1)

von F7!  (n — o) (2.3.29)
d) Qn(B) — Q(B) fiir alle B € B' mit Q(0B) =0 (n — o), (2.3.30)

wobei wieder B den Rand der Menge B bezeichne.
Ferner gilt:

e) Ist U eine R((0,1))-verteilte Zufallsvariable und konvergiert fir n — oo die
Folge {Q..}neN schwach gegen Q, so konvergiert die Folge {Xp}neN mit

X,=F\(U), neN, (2.3.31)

fast sicher gegen X = F~Y(U). Dabei ist PX = Q und P*» = Q, fiir alle
n € N.
f) Konvergiert die Folge {Q,}neN in der Metrik p, so auch schwach, d.h.

p(QnQ) —0 =  Qun—Q (n—oo) (2.3.32)

Beweis. Wir zeigen den ersten Teil des Lemmas nach dem Ringschluf-Schema
a) — b)

T 1, wobei wir mit dem oberen Teil beginnen.

c) — d)

Wir zeigen zunéchst, da a) b) impliziert. Sei dazu z ein Stetigkeitspunkt von F'
und € > 0. Dann existiert ein § > 0 mit der Eigenschaft

lz-yl<é6 = |F(z)-F(y)l<e

fiir alle y € R. Wiahle nun stetige Funktionen 0 < g,,¢* <1 mit

_J1, falsy<z-—-6 oy J1, falsy<z
9+(v) = {o, fllsy <o 0 W)= {o, falls y < +6 (2333
Es folgt
liminf Fi,(z) = liminf/ 1(—co,z] 4Qn
n— 00 n—oo
> liminf [ 9.(0) Q1) = [ 9:()4Q) (2:3.34)

> /n(_oo’z_gl dQ =F(z—6)> F(z)—e.



2.3. Grenzwertsatze 139

Analog erhilt man
limsup Fu(z) < F(z) +¢; (2.3.35)

da ¢ beliebig war, gilt also lim,_.o, Fn(z) = F(z), wie behauptet.

Wir zeigen nun, da8 b) ¢) impliziert. Hierzu bemerken wir zunachst, daf aufgrund
der schwachen Monotonie von F und F~! die Menge der Unstetigkeitsstellen Ur
bzw. Up-1 jeweils héchstens abzahlbar ist, die Menge der Stetigkeitspunkte also
jeweils dicht in R bzw. in (0, 1) liegt.

Seinun £ > 0 und y € (0,1) Stetigkeitspunkt von F~1; dann existieren Stetigkeits-
punkte z und z von F mit

t<Fl(y)<z2 und z-—z<e. (2.3.36)

Nach der Eigenschaft (2.1.5) der Pseudo—Inversen mufl dann auch F(z) < y gel-
ten; gemaB (2.1.3) ist ferner y < F(F~1(y)) < F(z). Dann ist aber y < F(2);
anderenfalls wire ndmlich y = F(z) und damit fiir jedes 0 <8 <1 —y

F'l(y+6)=inf{u€R|F(u)2y+6} > z,

zugleich aber F~1(y) < z im Widerspruch zur Stetigkeit von F~! in y. Damit
erhilt man insgesamt
F(z) <y < F(2).

GemasB b) existiert nun eine Zahl n(e) € N mit
Fo(z) <y < Fo(2) fiir alle n > n(e),
was wiederum nach (2.1.5)
t<F;Yy)<z fir alle n > n(e)
nach sich zieht. Aufgrund von (2.3.36) ist also
|Fat(y) - Fly|<z-z<e fur alle n > n(e),

womit ¢) bewiesen ist.

Aus c) ergibt sich unmittelbar auch Teil e) des Lemmas: nach Satz 2.1.1 gilt
namlich P%» = Q,, n € N, sowie PX = Q; wegen der Abzihlbarkeit von Up-1
ist also P(Up-1) = 0 (wobei hier P = R((0,1)) zu setzen ist), so daB aus der
Konvergenz F; '(y) — F~Y(y), y € U%_, (n — oo) die gewiinschte Konvergenz
Xn=F;7}(U)— FY(U) = X (n — 0o0) P-fast sicher folgt.

Damit ist zugleich gezeigt, dafl c) wieder a) impliziert: man wahle dazu nur die
zuletzt durchgefiihrte Konstruktion der Zufallsvariablen {X,}nen, X; die fast
sichere Konvergenz von {X,}n,en gegen X liefert dann nach Lemma 2.3.2 die
schwache Konvergenz von {Qn}neN gegen Q.

Dieselbe Konstruktion zeigt auch, daf ¢) d) nach sich zieht: ist nimlich B € B!
mit Q(@B) = P(X € 0B) = 0, so zeigen die Uberlegungen im AnschluB an
Beziehung (2.2.37), daB die Indikatorfunktion 15 Q-fast sicher stetig ist, da hier
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wieder Uy | = OB gilt; d.h. ist {yn}neN eine Folge mit limp—ooyn = y ¢ 9B, so
gilt auch limp—co 15(yn) = 1p(y). Fiir alle w € (X~1(8B))° erhilt man somit
auch lim, .o ]IB(X,,(w)) = IlB(X(w)), dh. Z, =1p(X,) — Z=1p(X) (n —
o0) P—fast sicher. Da die Zufallsvariablen {Z,},en alle durch die integrierbare

Konstante 1 absolut beschrankt sind, liefert eine Anwendung des Satzes von der
majorisierten Konvergenz (Beziehung (2.2.24)) das gewiinschte Ergebnis, namlich

Qn(B) = P(X, € B) = E(1p(X,)) = E(Z.) — E(Z)
= E(1p(X)) = P(X € B) = Q(B), n— oo.

Die Aussage b) folgt nun trivialerweise aus d), denn der Rand eines jeden Intervalls
B = (—o0,z], = € R, besteht gerade aus der Menge {z}; ist = ein Stetigkeitspunkt
von F, so ist nach (1.2.4) und (1.2.5) also Q({z}) = 0, d.h. es folgt mit dieser
Bezeichnung

Fa(2) = Qu(B) — Q(B) = F(z), n— oo

Teil f) des Lemmas ist eine unmittelbare Konsequenz aus b). Das Lemma ist damit
vollstandig bewiesen. =

Teil d) des letzten Lemmas zeigt also, dafi schwache Konvergenz von Vertei-
lungen in einem gewissen Sinn doch als punktweise Konvergenz verstanden werden
kann, wenn man sich auf solche Mengen beschrankt, deren Rand das ( Grenz—)Ma8
Null besitzen. In dem vor Definition 2.3.2 betrachteten Beispiel ist aber gerade
diese Bedingung verletzt: die Grenzverteilung @ ist namlich die Verteilung der
Zufallsvariablen X = a, so da Q(0B) = 0 genau dann gilt, wenn a kein Ele-
ment von OB ist. In der betrachteten Situation ist aber a € dB: a kann némlich
kein innerer Punkt von B sein, da die Folge {a,}neN gegen a konvergiert, also
ansonsten schlieBlich alle Folgenglieder in B liegen miften im Wiederspruch zur
Voraussetzung, dafl B hochstens endlich viele Folgenglieder enthalt. Es ist somit
notwendig a € B\ B° C 9B, wie behauptet.

Teil €) des Lemmas besagt, da man sich bei Betrachtungen der schwachen
Konvergenz sogar auf fast-sichere Konvergenz zuriickziehen kann, wenn lediglich
die Verteilungen der beteiligten Zufallsvariablen von Interesse sind, nicht aber ihre
explizite Definition als mefibare Abbildungen. Allerdings bedeutet dies nicht, daf§
man in jedem Fall schwache durch fast—sichere Konvergenz ersetzen darf, wie ja
bereits das in (2.3.40) vorgestellte Beispiel zeigt.

FEine Umkehrung des Teils f) des Lemmas ist i.a. falsch, wie das Beispiel
£(\) - @ mit Q({0}) = 1 fiir A — 0 lehrt: hier ist nimlich p(E(1),Q) =1
fir alle A > 0, d.h. es liegt keine Konvergenz in der Metrik p vor.

Der Beweis des Teils b) des Lemmas zeigt schliefllich, daBl man sich bei der
Priifung auf schwache Konvergenz von Verteilungen {Q,}nen gegen @ im Sinne
von (2.3.18) sogar auf echte Teilklassen der Menge der (gleichméaBig) stetigen be-
schrankten Funktionen zuriickziehen kann, da die Hilfsfunktionen g, und ¢* in
(2.3.33) stets auch so gewahlt werden konnen, da8 z.B. Ableitungen beliebiger
Ordnung exisitieren und diese auch noch samtlich gleichmafig stetig und be-
schrankt sind. Mit einer Argumentation ahnlich wie in (2.3.34) und (2.3.35) kann
man sich entsprechend auf die Menge aller stetigen, beschrankten Funktionen h
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zuriickziehen, die im Nullpunkt beliebig haufig differenzierbar sind und die fiir alle
reellen ¢ durch ihre Taylorreihe dargestellt werden, fiir die also

h(z) = k}:_o k,(o) ¥ fir alle z € R (2.3.37)

absolut konvergiert. Wahlt man namlich beispielsweise
2k+1 1 1 z

h($)=2 \/—Z( HEk+1) 2 Voo edu, zeR,

sogiltfiraeR, b>0

1 ab a2
h(b(z — a)) = h(bz) + ﬁ/o e ™ du, te€R,

d.h. h(b(z — a)) besitzt ebenfalls eine iiberall konvergente Taylorreihe, und A(b(z -
a)) approximiert fiir grofe b die Indikatorfunktion 1(_c,q)(z) in jedem Bereich
(—o0,a—¢e)U(a+e€,0) (¢ > 0) gleichméBig, symmetrisch und einseitig monoton,
d.h. h(b(z — a)) ist bezgl. b monoton wachsend fiir z < a und monoton fallend fiir
z > a. Das gerade gewahlte Beispiel zeigt, da man sich bei den Funktionen h
sogar noch auf solche einschréanken kann, deren Majorante

W )—Z'hk)“’)'l £ ceR (23.38)

ebenfalls beschrankt ist.

Die zuletzt getroffene Feststellung kénnen wir z.B. dazu benutzen, einen Zu-
sammenhang zwischen der Konvergenz momenterzeugender Funktionen und schwa-
cher Konvergenz herzuleiten.

Satz 2.3.6. (momenterzeugende Funktionen und schwache Konvergenz)

Es seien {Xp}nen und X Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P) mit momenterzeugenden Funktionen {¥p}pen, ¥, die samtlich in ei-
nem Intervall [—6, 6] mit 6 > 0 existieren mégen. Dann gilt:

V(1) — ¥(t), | <6 = P* L PX (noo), (2339
und es konvergieren samtliche Momente
E(X)) — E(X*) firallekeN (n— o). (2-3.40)

Beweis. GemaB (2.2.74) lassen sich unter den angegebenen Voraussetzungen alle
momenterzeugenden Funktionen als Taylor-Reihen darstellen; es gilt dann fiir |¢]| <

é:

(o o] tk
T,(t) = E(e'*r) = FE(X,’:)
il

oo (2.3.41)
—»Z LB(X*) = B(eX) = %(t) (n — o0),
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woraus sich unmittelbar die Konvergenz aller Momente
E(X}) — E(X*) firallekeN (n— o) (2.3.42)

ergibt. Ahnlich folgt, daB sogar alle absoluten Momente konvergieren (vgl. Lemma
2.2.3 b)). Sei nun h eine stetige, beschrankte Funktion mit der Darstellung (2.3.37)
und der Eigenschaft (2.3.38). Mit der dortigen Bezeichnung sind also alle Majo-
ranten h*(X,), n € N und h*(X) beschrankt (etwa durch 0 < M < co) und daher
mit endlichem Wert integrierbar. Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz
(Satz 2.2.2 f)) erhélt man somit die Darstellungen

Bhx) = Y O pxs), nen

k=0
iy A 0]

B(hx) =Y =gy,
k=0

wobei alle Reihen sogar absolut konvergieren und diese durch dieselbe Konstante
M beschrankt sind. Setzt man zur Abkiirzung

sn(k) = sup |E(XK) — E(X*)|, n,keN,
m2>n
so folgt aus dem gerade gesagten zunachst

Z [0 (O)I s1(k) < 2M < co.

Sei nun € > 0. Dann existiert eine Zahl N(¢) € N mit

hk)
) %ﬂsl(k) <e.
k>N(e) ’

Aufgrund der Konvergenz der Momente nach (2.3.42) ergibt sich dann aber
lim, o $,(k) = 0 fiir alle k = 1,2,..., N(¢), also

n_.ooz Ihk(o)' sn(k) < lim f: "” (0)l sn(k)

n—oo

k>N(e)

< 306 o,

k>N(e)

Da ¢ beliebig war, folgt also

lim |E(h(Xa)) - E(h(X))| < lim Z 'hk (O)I sn(k) =0

und somit E(h(X,)) — E(h(X)) (n — o), was zum Nachweis der schwachen
Konvergenz in (2.3.39) geniigt. ]

Mit Hilfe des letzten Resultats konnen wir nun in Erganzung des Gesetzes
der grolen Zahlen (Satz 2.3.4) und des Gesetzes vom iterierten Logarithmus (Satz
2.3.5) die noch offenen Fragestellung der schwachen Konvergenz abschlielend be-
handeln.
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Satz 2.3.7. (Zentraler Grenzwertsatz)
Es sei {Xp}neN eine Folge stochastisch unabhéngiger, identisch verteilter Zufalls-
variablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£, A, P) mit

E(X,)=p€R und 0<Var(X,)=0?>< o0 (2.3.43)

fiir alle n € N. Dann gilt fiir die arithmetischen Mittel S, = 3" | X; der Folge
{X n}nGN-’

PEG-w 2 A0, 1). (2.3.44)
Beweis. Wir konnen die Aussage hier nur unter der starkeren Annahme zei-
gen, daf§ die momenterzeugende Funktion ¥(t) der Zufallsvariablen {X,}nen fr

[t] £ & (6 > 0) existiert. Dazu bezeichne Y,, = Xn—u’ n € N. Dann ist

o
E(Y,) = 0, Var(Y,) = 1, und es existieren alle Momente von X, und Y, so-
wie die momenterzeugende Funktion ¥* der Y,, n € N fir |t| < § mit T*(t) =

v (f) -e~% . Bezeichnet ferner ¥,, die momenterzeugende Funktion der Zufallsva-
riablen %, i,n € N, so erhalt man weiter fiir || < § und alle: € N

wn(t)ﬂ*(ﬁ) fj % BV}

o0

Ick/‘
2

t
_1+%+Rn(t)

s P ey < L (v *(—
Rt € 025 BN < (O +v-9)

(vgl. den Beweis zu Lemma 2.2.3 b)). Setzt man T, = ‘/7'—'(5,, —pu), n €N, so
erhalt man fiir die momenterzeugende Funktion von T, fiir || < é:

Ur (1) = (w,,(t))" =(1+ % + Rn(t))n — exp (g) (n—o00). (2.3.45)

Die Grenzfunktion auf der rechten Seite von (2.3.45) ist aber gerade die mo-
menterzeugende Funktion der N (0,1)-Verteilung, so dafi mit Satz 2.3.6 folgt:

PT» 25 N(0,1) (n — o), was zu zeigen war. =

Bemerkenswert an diesem Resultat ist vor allem die Tatsache, dal die Konver-
genz in (2.3.44) unabhingig davon ist, welche spezielle Gestalt die urspriingliche
Verteilung der Folge {X,}neN besitzt, und diese lediglich tiber die beiden ersten
Momente Erwartungswert und Varianz als zentrierende Gréfen in die Konvergenz
eingeht. Dies erklart, warum man hiufig Normalverteilungsannahmen in solchen
stochastischen Modellen findet, in denen Summen unabhangiger Zufallsvariablen
eine Rolle spielen.
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Allgemeinere Formulierungen des Zentralen Grenzwertsatzes findet man z.B.
in Bauer (1978), §51, oder Billingsley (1986), Section 27.

Damit erklart sich auch der durch Beziehung (2.1.88) gegebene Sachverhalt
noch einmal aus anderer Sicht: sind die Zufallsvariablen { X, },en némlich samtlich
E(1)—verteilt, so ist ja gerade E(X,) = 1, Var(X,) = 1, n € N, d.h. nach dem
Zentralen Grenzwertsatz ist ;%- asymptotisch N (0, 1)-verteilt, wie be-
hauptet.

Ahnlich wie bei der Poisson—Approximation 1a8t sich auch im Zentralen Grenz-
wertsatz die Giite der Approximation abschatzen, wenn beispielsweise das dritte
absolute zentrale Moment

E(|Xn — pl*) =M< oo (2.3.46)

existiert.

Satz 2.3.8. (Berry—Esséen; van Beek)
Unter den Voraussetzungen von Satz 2.3.7 sowie (2.3.46) gilt mit den Bezeichungen
aus Definition 2.1.4:

L2 (Su—n) _ Pk (X — ) 0.8 -M
P(P Sn—n ,N(O,l)) = sup P<Lla.\7__r;__§z - ®(z) 5_._03\/5,
(2.3.47)

wobei

B(z) = —— i / e %' ?du, z€R, (2.3.48)

die Verteilungsfunktion der N(0,1)-Verteilung bezeichne.

Einen Beweis dieser Aussage findet man z.B. bei Ganssler & Stute (1977),
Satz 4.2.10 und Korollar 4.2.15.

Die in (2.3.47) angegebene Konvergenzgeschwindigkeit kann dabei i.a. nicht
verbessert werden. Wahlt man etwa die unabhéngige Folge {Y,}nen als B(1, 1)-
verteilt und setzt X, = 2Y, — 1, n € N, so ist E(X,) =0, Var(X,)=1= M fur

alle n € N. Einfache kombinatorische Uberlegungen ergeben

(ZX:;— )—(n/2>21n \/—= (n €N, n gerade),

wie man etwa mit Hilfe der Stirling’schen Formel (2.1.87) einsehen kann (es ist
n!=T(n+1), n € Zt). Wegen

DN =

@(sn"/‘) > - —_ ~ 1
p(P ,N(0,1)) > P(;Xk_o) S "EN

kann also die durch den Term —lﬁ gegebene Konvergenzgeschwindigkeit in (2.3.47)
nicht verbessert werden (siehe auch Ganssler & Stute (1977), Beispiel 4.2.16).
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Mit Hilfe von Satz 2.3.6 1a8t sich dariiberhinaus auch die schwache Konvergenz
bei Poisson—Approximation (Satze 2.1.4 und 2.1.7) direkt nachweisen. Wir wollen
dies hier exemplarisch nur am Beispiel des letztgenannten Satzes vorfiihren, d.h.
wir zeigen in Analogie zu Beziehung (2.1.77) mit den dortigen Bezeichnungen:

PBB(n; Piny -, Prn) — P(A)  (n — o0). (2.3.49)

Nach der Multiplikationsregel (2.2.79) besitzt die momenterzeugende Funktion ¥,
einer PB(n; pin, - - ., Pnn)-verteilten Zufallsvariablen die Form (vgl. auch die Ta-
belle S. 135)

\I’n(t) = H(l — Pkn +Pkn€t) = H(1 +pkn(6' — 1))
k=1 k=1

= exp (iln(l + pin(et — 1))) ~ exp (Xn:p;m(e' - 1))
k=1 k=1
~exp (A(e* —1)) (t€R, n— o0)

unter den in (2.1.76) spezifizierten Bedingungen; der letztere Ausdruck stellt aber
gerade die momenterzeugende Funktion einer P(\)—verteilten Zufallsvariablen dar,
womit die Aussage bewiesen ist.

Der Begriff der schwachen Konvergenz 1afit sich in nattirlicher Weise auch
auf hoherdimensionale Verteilungen bzw. Verteilungen von Zufallselementen mit
Werten in einem geeigneten metrischen Meiraum (X, B)V iibertragen, indem man
in (2.3.18) Funktionen g betrachtet, die auf X’ (gleichmaBig) stetig, reellwertig und
beschréankt sind. Die in Lemma 2.3.3 d) gegebene Charakterisierung der schwachen
Konvergenz bleibt dabei sinngema8 giiltig; fiir den Fall (X, B) = (R™,B™), m € N,
entsprechend auch Lemma 2.3.3 b) sowie Satz 2.3.6 (vgl. hierzu auch (2.2.90) bis
(2.2.96)). In diesem Sinne 138t sich etwa die Grenzwertaussage des Satzes 2.1.5 fiir
Multinomialverteilungen auch als eine schwache Konvergenzaussage formulieren:
sind namlich fiir festes k € N unter den dortigen Voraussetzungen (Nin,..., Nkn)
IM(n; Pin, - . - , Pkn )—Verteilte Zufallsvektoren (n € N), so besagt Beziehung (2.1.72)

gerade
k-1

PWNinyoyNeo1n) ¥, ® Bi) (n — o). (2.3.50)

i=1

Dies ergibt sich z.B. aus (2.2.96), wenn man dort m = k, p; = pjn, 1 < j < k
sowie s; = e, t; ER, 1 <: < k—1 und s =1 wahlt.

Zum Abschlufl des ersten Kapitels wollen wir uns nun noch mit einem insbe-
sondere im CAD angewandten Aspekt der schwachen Konvergenz befassen, nim-
lich den sogenannten Bézier—-Kurven und Flichen. Hierzu benétigen wir allerdings
noch einige analytische Hilfsmittel.

1) d.h. es existiert eine Metrik p auf XXX, und B ist die von den bzgl. p offenen Mengen
erzeugte (Borel’sche) o—Algebra
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Definition 2.3.3. (Stetigkeitsmodul)
Es sei f : D — R eine auf einem (evtl. unendlichen) Teilintervall D C R definierte
Funktion. Dann heiBt die durch

w(f;é)= sup |f(z)-f(¥)l, 6>0 (2.3.51)

)ye
lz—y|<$

auf R* definierte Abbildung w(f;-) der zu f gehorige Stetigkeitsmodul. Der durch
n(f) = w(f;00) = sup_ |f(z) = F()l (2.3.52)
I‘y

gegebene Ausdruck heiit Schwankung von f tber D.

Man beachte, da8 die auf D gleichmaBig stetigen Funktionen f gerade durch
die Bedingung limg)o w(f; 6) = 0 charakterisiert sind.

Das folgende Lemma stellt eine fiir die weiteren Untersuchungen fundamentale
Abschatzung bereit.

Lemma 2.3.4. (Stetigkeitsmodul und schwache Konvergenz)
Es seien D und f wie in Definition 2.3.3 sowie {X,(t)}nen,tep fir jedes feste t
unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in D derart, da8

E(Xn(t))=t, 0 < Var(X,(t)) =d*(t) <o (t€ D) (2.3.53)

n
gelte. Ferner bezeiche S,(t) = 1 ZXk(t), t € D. Dann gilt fir jedes § > 0:
n
k=1

IE[f(Sa(0)] - £(1)] < w(f;8) + 1) "(f )" ®© (2.3.54)

Beweis. Wie im Beweis zu Lemma 2.3.2 bezeichne wieder A,, = {|Sn(t)—t| < é}.
Analog zu (2.3.26) ergibt sich

B0 - 101 < [ 17Sn0) - S|P+ [ 1(5u(0) - s0)] P
An Ag,
<u(fi8) [ ap+u(s) [ ap

(2.3.55)
< w(f;8) +n(f)P(ISa(t) -t > 6)
fe?(t
<w(f;8) + 12
nach der Tschebyscheff-Ungleichung (2.2.59). ]

Der Ausdruck auf der linken Seite von (2.3.55) konvergiert demnach fiir festes
t € D mit wachsendem n insbesondere dann gegen 0, wenn die Funktion f gleich-
mafig stetig ist; hierzu hat man lediglich § = §, in Abhangigkeit von n so zu
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wahlen,da,ﬁé — 0, n-62 - oo (n — o0) gilt (zB. 6, =n " mit 0 < a <
7, n € N). Wahlt man D = R, ergibt Bezichung (2.3.54) also eine Abschétzung
der Konvergenzgeschwindigkeit 'fir die schwache Konvergenz der arithmetischen
Mittel S,(t) gegen den Erwartungswert t der gegebenen Zufallsvariablen {X,(¢)}.

Lemma 2.3.4 liefert damit einen bereits auf Bernstein (1912) zurtickgehenden
Beweis des

Weierstraf3’schen Approximationssatzes: Jede auf einem endlichen, abge-
schlossenen Intervall D definierte stetige Funktion f laBt sich gleichmaBig durch
Polynome approximieren.

Beweis. Wir konnen 0.B.d.A. D = [0,1] wahlen, da sich jedes endliche, abge-
schlossene Intervall D = [a,b] mit @ < b durch die lineare Abbildung G(z) =
£=¢ "z € R, bijektiv auf [0,1] abbilden 148t. Sei nun {U,},eN eine unabhingige

b—a

Folge R([0, 1])-verteilter Zufallsvariablen. Setze

Xa(t)=[t+Us), neN,tel0,1]. (2.3.56)
Dann ist jede der Zufallsvariablen X, (t) B(1,t)—verteilt wegen

P(Xo(t) =1) = P(t + Un 2 1) = P(Up 2 1 - t)

2.3.57
=1-(1-t)=t¢t, neN,tecl0,1]. ( )

Ferner ist nach (2.1.18) und (2.2.39)

Ba(f;t) := E[f(Sa(t))] = Zf( )( ) tF(1 — )~k (2.3.58)

ein Polynom vom Grad héchstens n (sog. Bernstein—Polynom) mit
n(f)t(l — 1)
52

n(f)
4né?’

|Ba(f31) — f(8)] < w(f;6) +
< w(f;

(2.3.59)

neN, te|0,]]

nach (2.3.54). Da jede auf [0, 1] stetige Funktion dort auch gleichma8ig stetig und
beschrankt ist (also insbesondere n(f) < oo gilt), folgt nach den obigen Bemerkun-
gen die Behauptung, da die rechte Seite wegen der gleichmafBigen Beschranktheit
der Varianzen in ¢ unabhéngig von ¢ ist. .

Bemerkenswert an der Bernstein’schen Konstruktion ist vor allem die Tatsa-
che, dafl die approximierenden Polynome B, (f;-) zusammen mit einer geeigneten
Fehlerabschatzung explizit angegeben werden konnen.

Wahlt man statt reellwertiger, stetiger Funktionen f vektorwertige, d.h. ins-
besondere R?-wertige Funktionen f, so erhilt man eine Kurvendarstellung in para-
metrischer Form mit Parameter t € D. Ubertrigt man die Konstruktion von Bern-
steinpolynomen nun auf diese allgemeinere Situation, so ergeben sich in natiirlicher
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Weise die durch Bézier 1968 eingefithrten gleichnamigen Kurven, die inzwischen
ein Standardwerkzeug im CAD darstellen und z.B. auch fiir die Gestaltung der
verschiedenen Schriftarten von TEX verwendet werden.

Modifiziert man die Begriffe “Stetigkeitsmodul” und “Schwankung” fir die
jetzt betrachtete Situation, d.h. definiert man

w(f;6) = sup Wf(z) = FWll, 6>0 (2.3.60)
[z’yy|<6
sowie
n(f) = w(f;00) = Sup I f(z) = FW, (2.3.61)

wobei ||z|| = 1/z? + 22 die Euklidische Norm des Vektors z = (z1,72) € R?
bezeichne, so erhalt man analog zu Beziehung (2.3.54)

|E[F(Sat)] = FR)|| < w(f;6) + Tt "(f )” (t) (2.3.62)

bzw. spezieller

n

B =Els@] =31 (7) ()ra-omt sy

t(1—t
1Ba(£:0) — ]| <wif30) + LEEO =D, (2.3.64)
wobei noch
E(X) = (E(X1),. .-, E(Xm)) (2.3.65)
fiir einen m-dimensionalen Zufallsvektor X = (X3,...,X,;), m € N, vereinbart

sei. Die R%-wertigen Bernsteinpolynome Bn( £ approximieren fir n — oo also
ebenfalls die durch f beschriebene Kurve im Sinne des Euklidischen Abstands
gleichméBig, wenn die Abbildung f stetig auf [0,1] ist.

Besondere Bedeutung fiir graphische Konstruktionen haben hierbei stetige
Polygonziige, die durch Vorgabe sogenannter Knoten fo,...,fr € R%, n € N,
bestimmt sind vermoge der Abbildung

FO) = ficr+ (nt—i + 1)(fi — fia), - - 1 <t< % 1<i<n.  (2.3.66)
f ist also stiickweise linear mit
f (%) =f, 0<i<n. (2.3.67)

Fr solche Polygonziige gilt speziell
w(f;6) <nbL, n(f)=A, (2.3.68)
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wobei L = sup; <;<, || fi— fi—1|| die maximale Kantenlange des Polygonzugs und A
den Durchmesser des von den Knoten fo, ..., f, aufgespannten konvexen Polyeders
bezeichnet (vgl. hierzu auch Kapitel 4.3, wo spezieller derartige konvexe Mengen
behandelt werden); die Bernsteinpolynome (Bézier-Kurven) haben dann die Form

Ba(f;t) = ifk (Z)t"(l -t)"*, neN, telo,1] (2.3.69)
k=0

mit der fiir alle n € N und ¢ € [0,1] giiltigen Fehlerabschatzung

t(1—1t)
né?

|Ba(£it) — F(B)|| < néL + A , 6>0. (2.3.70)

Eine einfache Rechnung zeigt, da fiir ¢ € (0,1) die rechte Seite minimal bzgl. §

wird, wenn
n2L

gewahlt wird, woraus die Abschétzung

|Ba(£;t) — FO)|| < 29/t — t)nAL2 (2.3.71)

fir n € N, t € (0,1) resultiert, die aus Stetigkeitsgriinden sogar noch fiir ¢t € {0,1}
richtig bleibt. Die Annaherung der Bézier-Kurve an den durch die Knoten er-
zeugten Polygonzug wird also umso genauer, je kleiner der maximale Abstand
L zwischen zwei aufeinanderfolgenden Knoten wird bzw. je “kleiner” das aufge-
spannte Polyeder ist. Insbesondere fallen — fiir ¢ = 0 bzw. £ = 1 — Anfangs-
und Endpunkt der Bézier-Kurve mit den Anfangs— und Endknoten fy bzw. f, zu-
sammen. Aufgrund von Lemma 2.2.1 verlauft ferner die Bézier~Kurve vollstandig
innerhalb des von den Knoten aufgespannten konvexen Polyeders, da die Zufalls-
vektoren f(S.(t)), n € N, t € [0,1] sémtlich Werte in diesem Polyeder annehmen.
Die Knoten fy,..., f, steuern also allein durch ihre Lage in R? den Verlauf der
Beézier-Kurve, wobei noch zusatzlich gilt, dafl die Tangentialvektoren der Bézier—
Kurve im Anfangs— und Endpunkt mit den Vielfachen n(f1— fo) bzw. n(fn— fn-1)
der Anfangs— bzw. Endkantenvektoren zusammenfallen, was insbesondere auf ein-
fache Weise ein “knickfreies” Aneinanderfiigen von Bézier-Kurven durch geeignete
Wahl der Anschlulknoten ermoglicht. Dies liegt daran, daB — bei beliebigem f
— die Bernsteinpolynome B,(f;-) fir kleine ¢ die Darstellung

Balfi) = (1" 5(0) + (17 £(2) + Ru)

besitzen mit

LGN
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da R,(t) nur noch Terme mit Faktor t* fiir k > 2 enthilt. Damit erhalt man aber

L Buthin - 50) =n(1 -y p(2) - 122 g0) 4 Loty

~ (1~ ) (f(%) - f(0)>
— n(f(%) - f(O)), 10,

woraus im Falle eines Polygonzugs wegen f; = f (-";), ¢ = 0,1 die Behauptung fir
die Anfangskante folgt; analog argumentiert man fur die Endkante.

Eine weitere fiir die Anwendungen wichtige Eigenschaft ist die Invarianz der
Bézier-Kurven gegen affin-lineare Abbildungen, d.h. ist A eine 2 x 2-Matrix und
b € R? und notiert man alle betrachteten Vektoren als Spaltenvektoren, so gilt

B.(Af +b;t) = AB,(f;t)+b, neN, telo,1] (2.3.72)

Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Linearitiat des Erwartungswerts
(2.2.21) und bedeutet praktisch, daB bei Polygonzigen die Kurve AB,(f;-) + b
gerade die Bézier-Kurve zu den affin-linear transformierten Knoten Afy + b, ...,
Af. + b darstellt, d.h. will man die urspriingliche Bézier—-Kurve affin-linear trans-
formieren, so gentigt es, lediglich die Ursprungsknoten zu transformieren.

Die folgende Graphik verdeutlicht diesen Sachverhalt anhand des Buchstabens
, der hier aus drei verschiedenen Kurvenziigen zusammengesetzt ist und im

i 0(’)3) geschert wurde. Die Knoten sind zur

”
e

zweiten Bild mit der Matrix A = (

Verdeutlichung mit eingezeichnet.

Eine weitere EinfluBmoglichkeit auf den Verlauf der Bézier-Kurve besteht
durch sogenannte multiple Knoten, d.h. f; = fiy; = ... = fiyx fir ein ¢ mit
0 <t <n—-k k €N Nach den obigen Ausfiilhrungen ist zu erwarten, dal
die Kurve in der Nahe solcher Knoten dichter am zugehorigen Polygonzug liegt;
die folgenden beiden Bilder verdeutlichen dies fiir & = 1,2,3, wobei die zweite

Darstellung durch lineare Transformation mit A = (0'5 . ) aus der ersten

0.7 0.3
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hervorgeht.

Besonders eindrucksvoll lassen sich mit dem obigen Zugang auch parame-
trische Flachendarstellungen erzeugen, deren Form ebenfalls nur durch wenige,
raumliche Knoten gesteuert wird. Hierzu betrachten wir Abbildungen f : [0,1] x
[0,1] — R® sowie jeweils stochastisch unabhingige, R([0,1])-verteilte Zufallsva-
riablen {U,, V,}neNn. Definiert man wieder X,(t), n € N, t € [0, 1], wie in (2.3.56)
sowie analog

Yn(s)=|s+Vm], meN, s€[0,1], (2.3.73)
und

Sut)= 23X, Tul)= 3 W(0) mmeN, tsel0l, (2374
=1 j=1

so lassen sich entsprechend Bernsteinpolynome (Bézier—Fliachen) B,,(f;t,s) de-
finieren durch

Bnm(f; t, S) = E[f(Sn(t)a Tm(s))]

S D))o 44

k=0 j=0

fir n,m € N, t,s € [0,1]. Bézier-Flachen besitzen dieselben Eigenschaften wie
Bézier-Kurven, d.h. insbesondere approximieren sie auf [0, 1] x [0, 1] stetige Funk-
tionen f gleichmaBig fiir n,m — oo. Gibt man (n + 1) - (m + 1) Knoten foo,...,
frnm € R® vor, n,m € N, so kann man analog zu (2.3.69) das zu der von diesen
Knoten erzeugten Polyederfliche gehorige Bernsteinpolynom einfacher schreiben

als

n

Bum(fit,s) =3 f: i (:) (T;)t"(l — t)rksi(1 — g)mi (2.3.76)

k=0 j=0

fir n,m € N, t,s € [0,1]. Auch hier gilt, da8 die Bézier-Flache vollstandig in
dem von den Knoten aufgespannten konvexen Polyeder verlauft, und dafl die Tan-
gentialflachen am Rand mit denen des Polyeders zusammenfallen, was wiederum
ein kantenfreies Zusammensetzen mehrerer Bézier-Flachen erlaubt, wenn die An-
schlulknoten geeignet gewahlt werden. Die Invarianz gegeniiber linear—affinen Ab-
bildungen analog zu (2.3.72) bleibt auch hier erhalten; insbesondere lassen sich
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damit auf sehr einfache Weise 3D-Darstellungen der Flachen (z.B. durch Netze)
bewerkstelligen, da Projektionen von R? in R? durch geeignete 2 x 3-Matrizen A
beschrieben werden. Man hat dazu lediglich die (dreidimensionalen) Knoten ent-
sprechend zu projizieren, wodurch man zweidimensionale Knoten A foo,..., Afnm
erhalt; die einzelnen Netzlinien bilden dann Bézier—-Kurven der vorher behandelten

-1
Art. Wahlt man z.B. A = ( %\/é ! 0), so ergibt sich als graphische Darstel-
—5\/5 01

1 0 0 7
lung der Einheitsvektorenz = |0}, y=|1],2z=]0]: )_4 v-
0 0 1

z
Entsprechend einfach lassen sich z.B. Rotationen der Bézier-Flachen um den
Winkel ¢ (im Bogenma$) in der Grundebene graphisch realisieren, indem man die
cosp —sinp 0
Knoten zunéchst mit der Matrix B = | singp cos¢p 0], 0<¢ <27 mul-
0 0 1
tiplizert und anschlieBend mit A projiziert. Die folgenden vier Graphiken zeigen
eine Bézier-Fliache mit 9 Knoten, die zur Verdeutlichung mit angegeben sind, unter
den Drehwinkeln 0°, 20°, 70° und 180°.

Fiir eine ausfiihrlichere Behandlung von Bézier~-Kurven und -Flachen ver-
weisen wir z.B. auf das Buch von Encarnagio & Strafer (1986), in dem auch eine
einfachere, rekursive graphische Konstruktion von Bézier-Kurven besprochen wird.
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Aufgaben

Es sei { Xy }nen eine Folge von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A4, P).
Zeigen Sie: X = lim,_.o Xy ist ebenfalls eine Zufallsvariable (d.h. meBSbare Abbildung) auf
(©Q,4, P).

Es seien X und Y jeweils unabhangige, £({1,...,n})—verteilte Zufallsvariablen, n € N. Zei-
gen Sie: die Zufallsvariable U = X +Y ist (diskret) dreiecksverteilt im Sinne von Aufgabe
1.8.

Sind X und Y unabhangige, R([O,l])—verteilte Zufallsvariablen, so ist entsprechend V =
X 47 stetig dreiecksverteilt. Wie sehen jeweils die Parameter der Dreiecksverteilungen aus?

In einem Feld von N € N Elementen befinden sich K Schliisselelemente (1 < K < N). Aus
den Feldelementen wird “zufallig” eine Menge von n Elementen ausgewahlt (1 < n < N). Die
Zufallsvariable X bezeichne die Anzahl der Schliisselelemente, die sich in der ausgewahlten
Menge befinden. Zeigen Sie:

)G
P(X =k)="—2—~, 0<Ek<K.
(2)
Die Verteilung von X, PX, heiBt auch hypergeometrische Verteilung.
Zeigen Sie, dafl die Verteilungen aus Beispiel 1.1.3 hierin als Spezialfall enthalten sind.

(Lineare Maximumsuche) Bei der linearen Suche nach dem grofiten Element in einer zufalligen
Permutation 7 € Pgn, 1 <k < n € N (vgl. Aufgabe 1.10) wird zunéchst das erste Element
n als Referenzelement abgespeichert; dieses wird sukzessive verglichen mit den nachfolgen-
den Elementen 7;, 1 < i < k, bis erstmalig ein groeres Element 7; > n; gefunden wird.
Dieses wird als neues Referenzelement gegen das alte 7, ausgetauscht; die weiteren Verglei-
che erfolgen mit 7;, j < ¢ < k usw. Wird durch Vergleiche kein grofieres Element mehr
gefunden, ist das aktuelle Referenzelement damit als das gewlinschte Maximum identifiziert.
Zur Beurteilung der Effizienz dieses Verfahrens ist u.a. die Zufallsvariable S von Interesse,
die angibt, wie oft eine (Um-)Speicherung des Referenzelementes bis zur Identifikation des
Maximums ndtig ist. Zeigen Sie unter wesentlicher Verwendung von Aufgabe 1.10, daf S;
PB(k;1,3,..., L)-verteilt ist. Folgern Sie hieraus:

y 5y

2
S ist approximativ P (Ef:x 1)-verteilt mit p(PS“,‘.B (Zf=l %)) < Jm;
1 13541 1 1
P(Sr=1)=,, P(Si=2=¢ >3 P(5k=k—1)=m, P(Se = k) = 5

es gilt die Rekursionsformel P(Sp41 = i) = gy P(Se =i— 1)+ g P(Se = i),1<i < k+1
(Man vergleiche hierzu auch die Ausfiihrungen in Knuth (1968), 1.2.10 und Kemp (1984), §3.)

Es seien X, Y unabhingige, je R([0, 1])-verteilte Zufallsvariable. Zeigen Sie: der Zufallsvektor
Z = (21,23) = (X+Y —1,X-Y) ist R(A)-verteilt iiber dem Quadrat A = {(z,y) € R? | Jz|+
ly] < 1} (Skizze!). Sind Z; und Z; stochastisch unabhangig bzw. unkorreliert? Wie konnen
alternativ R(A)-verteilte Zufallsvektoren durch eine geeignete Verwerfungsmethode erzeugt
werden? Wie grof§ ist dann der Erwartungswert der zugehorigen Stoppzeitenverteilung?

Es sei X; £(A)-verteilt mit A > 0, X, unabhangig von X; R((0,1))-verteilt und g(z) =
e %, x > 0. Zeigen Sie: der durch Y = (g(Xl)cos(21rX2),g(X1)sin(21rX2)) definierte Zu-
fallsvektor besitzt eine Dichte der Form

A A-2 .
fr(vi,y2) = {gvy? +43 fir 0 < yf +95 <1

0 sonst.
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2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

Was ergibt sich hier fiir A = 27
Zeigen sie, daB die Komponenten von Y unkorreliert sind. (Hinweis: benutzen Sie die Sym-
metrie der Verteilung.)

(Lineare Maximumsuche) Zeigen Sie, da8 fiir die Anzahl der (Um-)Speicherungen S; der
Referenzelemente in Aufgabe 2.4 gilt:

k
lnkgE(Sk)zz%g 1+ Ink;

i=1

2 1,1
Ink — - < Var (Sy) =;?(1 -3) <k

SchlieBen Sie hieraus mit Hilfe der Tschebyscheff-Ungleichung auf
Ink .
P(Sk>1-i-c+lnlc)_<_c—2 fir alle ¢ > 0.

Zeigen Sie damit, daf fiir £ = 1000 gilt: P(S; > 20) < 0.05. Macht hier eine Approximation
der Verteilung PS* gemiB Aufgabe 2.4 Sinn?

(Sortieren durch Maximum-Auswahl) Eine zufallige Permutation € Pxn, Ll <k <n €N
(vgl. Aufgabe 1.10 baw. 2.4)) soll der Grofie nach geordnet werden, indem man zunachst
durch lineare Maximumsuche das grofite Element bestimmt und dieses auf den letzen Platz
setzt. Nach Streichung des Maximums aus der Permutation verfahrt man mit den iibrigen
k — 1 Elementen analog; das nachste Maximum wird auf den vorletzten Platz gesetzt usw. S
bezeichne dabei die Anzahl der insgesamt bendtigten Umspeicherungen der Referenzelemente.
Zeigen Sie unter Verwendung von Aufgabe 2.4:

k k
E(S):ZE(Sj)—kz(k+l)Z%—2k§(k+1)lnk—-k+l.

i=1 j=1
(Vergl. hierzu auch Mehlhorn (1988), I1.1.1.)

(binary search) Berechnen Sie den Erwartungswert der Anzahl der Schritte X bis zum
Abbruch des Verfahrens fiir die in Aufgabe 1.5 spezifizierte Verteilung der Platznummer des
Schliisselelements. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem entsprechenden Wert fiir das lineare
Suchverfahren, bei dem der Reihe nach die Elemente 2" —1,2" — 2,...,1 abgefragt werden.
Geben Sie fiir n = 2 eine Verteilung der Platznummer des Schliisselelements an, bei der das
lineare Suchverfahren “im Mittel” besser als bindres Suchen ist.

Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz £(A)- bzw. &(p)-verteilter Zufallsvariablen mit
Hilfe von Satz 2.2.1 ¢) bzw. Lemma 2.2.2d) (A >0, 0<p < 1).

Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz diskret bzw. stetig dreiecksverteilter Zufallsva-
riablen (vgl. Aufgabe 1.8).

(hybridsort) Sortiert man in Beispiel 2.1.2 die N; Elemente in Korb j (1 < j < k) durch
k
N;(N; -1
paarweise Vergleiche, so benotigt man insgesamt S = 2 Lé—) Vergleiche zum Sortie-
i=1

ren des Gesamtfelds. Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz von S. Wie verhalten sich
diese Grofen fiir groBe Werte von n?
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Es sei X eine Zufallsvariable, fir die die momenterzeugende Funktion ¥x an einer Stelle
t > 0 existieren moge. Zeigen Sie unter Verwendung der Markoff-Ungleichung (2.2.26):

P(X>¢c)< 'I'X(t), c€eR.

Es sei X N(0,1)-verteilt. Zeigen Sie: die Zufallsvariable Y = X besitzt eine Dichte fy der
Form .
11 In‘y ..
fy(y)={ﬁgexp(—7) fury>0
0 sonst
(sog. log-Normalverteilung). Zeigen Sie weiter: Y besitzt Momente E(Y*) = ¥ x (k) beliebi-
ger Ordnung (k € N); die Funktion

9(y) = fr(y)- (1 +sin(27ln y)), y€R

ist die Dichte einer Verteilung @Q; ist Z eine Zufallsvariable mit Verteilung P? = Q, so besitzt
Z dieselben Momente wie Y (d.h. die log-Normalverteilung ist durch ihre Momente nicht
eindeutig bestimmt).

Verifizieren Sie die Giiltigkeit der in den Tabellen auf Seite 135 angegebenen Formeln fiir
Erwartungswert, Varianz sowie die (moment—)erzeugenden Funktionen der angegebenen Ver-
teilungen.

Es seien {X,} B(A)-verteilte Zufallsvariablen (A > 0). Zeigen Sie unter Verwendung mo-

— A schwach gegen

N(0,1) konvergiert. Wie kann fiir Werte A = nXg (n € N, Ag > 0 fest) dasselbe Ergebnis
(fiir n — oco0) auch aus dem Zentralen Grenzwertsatz 2.3.7 gefolgert werden?

menterzeugender Funktionen, da mit A — oo die Verteilung von

Es sel fo = (=1,0), fi = ... = fa-1 = (0,1) und f, = (1,0), n > 2. Geben Sie die
zugehdrige Bézier-Kurve an und zeigen Sie, daf gilt:

1 1 1
| B (£; 3) —f(§) | = o 22

wobei f den durch die Knoten erzeugten Polygonzug (Dreieck) bezeichne. Schliefen Sie
hieraus, daBl mit wachsender Knotenzahl n die Bézier-Kurve das durch die Knoten erzeugte
Dreieck “gleichmaBig approximiert” (Skizze!). Warum ist dies kein Widerspruch zu

lim |By (f, ||_ (1—-) > 07

Es sei f : [0,1] — R? eine stetige Abbildung. Zeigen Sie, daB8 die Folge der zugehdrigen
Bézier-Kurven gleichmafBig gegen f konvergiert, wenn die Knoten fo,...,fn, n € N, so
gewdhlt werden, daf8 sie auf dem zu f gehdrigen Graphen liegen und fiir den Abstand L =
SUpPy ¢i<n || fi — fi-1|| je zweier aufeinanderfolgender Knoten gilt: v/nL — 0 (n — o0).



3. Grundlagen Stochastischer Prozesse

Bei der stochastischen Modellierung komplexer Systeme mufl man in der Regel eine
Vielzahl gegenseitiger Verflechtungen beriicksichtigen. Im Bereich der Informatik
trifft dies insbesondere zu in den Bereichen Rechnernetzwerke und Leistungsbewer-
tung von Rechnersystemen, der Bildverarbeitung, der Sprach— und Mustererken-
nung, der kiinstlichen Intelligenz (Neuronale Netze, Expertensysteme) usw. Mo-
delle, in denen im wesentlichen nur stochastische Unabhéngigkeit der beteiligten
Zufallsvariablen bzw. Zufallselemente vorausgesetzt wird, sind deshalb kaum ge-
eignet, die tatsachlichen Gegebenheiten solcher Systeme richtig widerzuspiegeln.
Im allgemeinen wird man allerdings gar nicht alle méglichen Abhangigkeiten mo-
dellmaflig erfassen konnen; man wird daher versuchen, das Modell aus einigen
wenigen Grundtypen von Abhangigkeitsstrukturen, die in der Sprache der Stocha-
stik formalisierbar und — mit nicht allzu grolem Aufwand — auch analysierbar
sind, zusammenzusetzen. Hierdurch wird zumindest eine in der Praxis hinreichend
brauchbare Approximation an die “wahre” Situation méglich.

Eine der einfachsten und zugleich zentralen Abhangigkeitsstrukturen, die vor
allem bei zeitorientierten Modellen wie Netzwerken und Bedienungssystemen anzu-
treffen ist, wird durch die Markoff ’sche Abhangigkeit von Zufallsvariablen beschrie-
ben (etwa in der Form von Markoff-Ketten). Ihre charakteristische Eigenschaft
ist anschaulich die “Gedachtnislosigkeit”, d.h. die zukiinftige Entwicklung des Sy-
stems hangt stochastisch nur von dem momentanen Istzustand ab, unabhingig
von der davor liegenden Vergangenheit. Markoff-Ketten sind z.B. fundamental fiir
die Modellierung gewisser probabilistischer Suchalgorithmen wie das in jlingerer
Zeit popular gewordene “Simulated Annealing” oder die Simulation Neuronaler
Netze. Auch bei der Muster— und Spracherkennung sowie im Zusammenhang mit
Expertensystemen spielen Markoff-Modelle eine wichtige Rolle.
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3.1. Bedingte Verteilungen und Erwartungswerte

Wesentliche Grundlage fiir die stochastische Beschreibung von Abhéangigkeitsstruk-
turen bilden die bereits in elementarer Form in den Kapiteln 1 und 2 behandel-
ten bedingten Verteilungen und bedingten Erwartungswerte (vgl. Definition 1.1.9
und 2.2.2). In diesem Abschnitt soll nun schrittweise ein allgemeinerer beding-
ter Verteilungsbegriff vorgestellt werden, mit dem auch nicht—diskrete Probleme,
die typischerweise etwa bei zeitabhingigen Modellen auftreten, behandelt werden
kénnen.

Definiton 3.1.1. (bedingte Verteilung)
Es sei (R, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B € A ein Ereignis. Die in
Abhangigkeit von B erklarte Verteilung P(- | B) auf A,

P(ANB) .
P(4|B) = { BByl P(B)>0 (3.1.1)
QOB sonst,

wobei Qp eine beliebige, feste Verteilung auf A sei, heiit bedingte Verteilung
(unter der Hypothese B).

Im Unterschied zu Definition 1.1.9 ist damit die bedingte Verteilung P(- | B)
also auch noch fiir den Fall erklart, da8 P(B) = 0 gilt, wobei hier eine gewisse
Wahlfreiheit besteht, die hauptsachlich technischer Natur ist, wie das folgende
Lemma zeigt. Sie garantiert jedenfalls, daB P(- | B) fiir jedes Ereignis B € .4
tatsachlich eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist.

Lemma 3.1.1. (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit)
Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Bp},en € A eine (hochstens
abzdhlbare) disjunkte Zerlegung von 2, d.h.

Q= UBn mit BinBj=07 z:/£.71 ,7 €N.
n=1

Dann gilt:
P(A)=) P(A|B.)P(B,), A€A (3.1.2)
n=1

Ferner ist fiir jedes Ereignis A € A mit P(A) >0

P(A| B;)P(B;)
Yomz1 P(A| B,)P(B,)’

P(B; | A) = ieN. (3.1.3)

Beweis. Es ist wegen der Zerlegungseigenschaft der B,, n € N,
P(4)=P(|JAnB.) =Y P(4nB,)
n=1 n=1

e ]

=) P(A| B,)P(By).

n=1
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Hierbei hat man lediglich zu beachten, daf§ fir Ereignisse B, mit P(B,) = 0
die Wahl von @Qp, aus (3.1.1) keine Rolle spielt, da die entsprechende bedingte
Wabhrscheinlichkeit P(A | By) mit dem Wert P(B,) = 0 multipliziert wird und
damit keinen Beitrag zu der Summe in (3.1.2) liefert.

Beziehung (3.1.3) ergibt sich fur P(A) > 0 unmittelbar aus (3.1.2) wegen

P(A n B,‘)

P(Bi | 4) = =533

, t€N.

Die in Definition 3.1.1 getroffene Vereinbarung erlaubt es damit auch, durch
Wahl der leeren Menge § fiir gewisse der Ereignisse B,, n € N, entsprechende
Aussagen fiir endliche Zerlegungen der Grundmenge (2 zu erhalten.

Beziehung (3.1.3) ist auch als Satz von Bayes bekannt; sie ist insbesondere
dann von Nutzen, wenn man die Ereignisse B,, n € N, als mogliche Ursachen
fiir das Ereignis A ansehen kann und man bei Beobachtung von A etwa darauf
schlieen mochte, welche Ursache B;, 7 € N, das Eintreten von A am wahrschein-
lichsten bewirkt hat. Solche Fragestellungen sind z.B. typisch in medizinischen
Expertensystemen.

Beispiel 3.1.1. (Expertensystem)

Aus medizinischen Untersuchungen sei bekannt, dafl die Symptome A4; und A,
bei (genau) drei Krankheiten By, B; und B; auftreten konnen, und zwar mit (be-
dingten) Wahrscheinlichkeiten 7;; = P(4; | Bi), « = 1,2,3, j = 1,2, die wir
zweckmaBigerweise in Matrixform

08 0.3
II = (7l','j) = 0.2 0.9

04 0.6

notieren. Die Eintrittswahrscheinlichkeiten fiir die Krankheiten B;, B; und Bj;
seien durch den Vektor p = (0.3 0.6 0.1) gegeben. Nach dem Satz von der
totalen Wahrscheinlichkeit (3.1.2) 1aBt sich dann der Vektor ¢ = (P(A;) P(A3))
der Eintrittswahrscheinlichkeiten fiir die Symptome darstellen als

0.8 0.3
g=p-TI=(03 06 01)[02 09 ]=(040 0.72).
04 0.6

Fir die bedingten Wahrscheinlichkeiten 7%, = P(B; | 4;), 7 = 1,2, ¢ = 1,2,3,

7i
erhilt man daraus nach dem Satz von Bayes (3.1.3)

me_ (06 03 01
~\016 075 0.083)

Beachtenswert hierbei ist, dafl zwar — wie erwartet — bei Auftreten des Symptoms
A, ein Patient am wahrscheinlichsten an der Krankheit B; und bei Auftreten von
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A, am wahrscheinlichsten an B, leidet, dafl er aber z.B. bei Auftreten des Sym-
ptoms A; — wenn er nicht an By erkrankt ist — haufiger an der Krankheit B, als
an Bj leidet, obwohl A; haufiger unter der Krankheit Bj; als unter By vorkommt.
Dies liegt daran, da8 die Krankheit B; selbst nur relativ selten auftritt: B, kommt
etwa dreimal so hiufig vor wie Bj.

Welche Aussagen kann man nun beispielsweise treffen, wenn ein Patient zwar
Symptom Aj;, nicht aber A, aufweist? Zunéchst lassen sich mit (1.0.3) aus der
rechten Spalte der Matrix IT relativ einfach die bedingten Wahrscheinlichkeiten

P(A5 | By) 0.7
P(AS5|B;) | = | 0.1 | bestimmen. Nach dem Satz von Bayes (3.1.3) erhalt
P(AS | Bs) 0.4

man dann (P(By | AS) P(B,|AS) P(Bs|A$)) = (0.677... 0.193.. 0.129...).
Zusammen mit dem vorigen Ergebnis legt dies nahe, dafl der Patient mit hoher
Wahrscheinlichkeit an der Krankheit B; leidet.

Allerdings lassen sich die beiden Teilergebnisse fiir P(B; | A;) und P(B; | A%)
nicht ohne weiteres kombinieren; hierzu mifiten z.B. die bedingten Wahrschein-
lichkeiten P(A; N A, | Bi), + = 1,2,3, fiir das gleichzeitige Auftreten beider
Symptome bekannt sein. Nimmt man an, daf8 diese fiir das betrachtete Problem
gegeben sind durch den (Spalten-)Vektor (0.2 0.1 0.3)'", so kann man wegen
P(A;NAS | B;) = P(A; | B;))— P(A; N Ay | B;), i = 1,2,3 den Satz von Bayes
erneut anwenden mit dem Ergebnis

(P(By | A1NA5) P(By|AiNAj) P(B3|AiNAj)) = (072 0.24 0.04).

Die Beriicksichtigung von mehr Information in Form der gemeinsamen beding-
ten Verteilung fiir beide Symptome bringt also hier eine groflere Sicherheit in der
Diagnose, da der Wert von 0.72 fir P(B; | A; N AS) die beiden Vergleichswerte
P(B; | A1) = 0.6 und P(B; | AS) = 0.677... jeweils iibertrifft. Dies muB allerdings
nicht zwingend der Fall sein! Ware beispielsweise die bedingte gemeinsame Vertei-
lung der Symptome gegeben durch den Vektor (0.2 0.05 0.05)'", so ergabe eine
analoge Rechnung P(B; | 41 N A§) = 0.59..., also einen kleineren Wert als das Mi-
nimum von P(Bp | A1) = 0.6 und P(B; | AS) = 0.677.... Dies zeigt, dal man bei
der Interpretation bedingter Wahrscheinlichkeiten duferst vorsichtig sein muf8 und
moglichst nur Informationen in Form gemeinsamer bedingter Wahrscheinlichkeiten
verwenden sollte. .

Beispiel 3.1.2. (Ein-Prozessor-System mit einer I/O-Einheit)

Ein System bestehe aus einer CPU und einer Ein—- bzw. Ausgabeeinheit (z.B. Dis-
kettenstation). Nach Beendigung eines Programms auf der CPU wird entweder die
I/O-Einheit mit Wahrscheinlichkeit p € (0,1) benutzt oder ein neues Programm
(mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p) gestartet. Nach Benutzung der I/O-Einheit
wird in jedem Fall ein neues Programm gestartet, ebenso beim Einschalten des
Systems. A,, n € N, bezeichne das Ereignis, da§ zu Beginn des n-ten Arbeits-
zyklus (d.h. entweder CPU- oder I/O-Benutzung) ein neues Programm gestartet
wird. Wie grof sind die Wahrscheinlichkeiten P(A,), n € N, und wie verhalten
sich diese fiir grofle n (Langzeitverhalten des Systems)?

Zur Beantwortung dieser Frage konnen wir wieder Lemma 3.1.1 heranziehen. Nach
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der obigen Vorgabe ist

P(An+1 | An) =4q, P(‘Afl-l-l I Aﬂ) =D

(3.1.4)
P(Ang1 | AS) =1, P(AS,,|AS)=0, neN,

mit P(A4;) = 1. Bezeichnen wir mit g, = P(A4,), n € N, die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Programmstart zu Beginn des Zyklus n, so erhalten wir mit (3.1.2) die
Rekursion
a1=1,  gny1=P(4np1)
= P(Ant1 | An)P(4r) + P(Ant1 | A7)P(47)

=¢ qa+l—ga=1—p-qn, n€EN.

Mit vollstandiger Induktion 1a8t sich leicht zeigen, daf die explizite Losung dieser
Rekursion gegeben ist durch

n—1
;_1-(-p)"
P(A4p)=gn =) (-p)'=———, neN,
i=0 1+p
mit 1 1
lim P(A,)) = —— = ——.
nvoo (4n) 1+p 2-g¢

Die Ereignisse { Ay }nen sind dabei nicht stochastisch unabhangig, denn es ist z.B.
P(An-l-l n An) = P(An+l I An)P(An) =4q°4qn 7é dn+1 " qn = P(An+l )P(An)

fir jedes n € N, n > 2 (vgl. (1.1.21)); die Gleichung ¢ = gn41 fiihrt ndmlich auf
(=p)®~! =1, was nur fiir n = 1 richtig ist. .

Beispiel 3.1.2 wird im nachfolgenden Abschnitt etwas allgemeiner noch einmal
im Zusammenhang mit Markoff-Ketten aufgegriffen (Beispiel 3.2.5)).

Interessiert man sich in dem zuletzt behandelten Beispiel ferner fiir den Zeit-
punkt, zu dem nach Einschalten des Systems erstmalig auf die I/O-Einheit zu-
gegriffen wird, also fiir die Zufallsvariable (Stoppzeit) S = inf{n € N | 14 =
1}, so bendtigt man die Wahrscheinlichkeiten von Durchschnitten der Ereignisse
Ay,...,A,, n €N, denn es gilt analog zu Beziehung (2.1.32):

n—1 n—1 n
{S=n}=[Ain4;=()4\[)4 neN
: =1 =1

=1

und somit

P(S =n) =P(ﬁA§nAn) =P(HA,») —P(ﬁAi), neN.

Die Angabe der bedingten Wahrscheinlichkeiten in (3.1.4) reicht hierfiir aber nicht
aus; vielmehr benétigt man die bedingten Wahrscheinlichkeiten unter allen Durch-
schnitten vorhergehender Ereignisse, wie das nachfolgende Lemma zeigt.
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Lemma 3.1.2. (Zusammensetzen bedingter Wahrscheinlichkeiten)
Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit A,B,C,A;,..., A, € A, n €
N, P(BNC) > 0. Dann gilt:
P([A|B]|C)=P([A|C]|B)=P(A|BNC) (3.1.5)
P(A|BNC)-P(B|C)=P([A|B]|C)-P(B|C)=P(ANB|C) (3.1.6)

P( é A;) - klij(Ak | k(j A;) P(A)). (3.1.7)

Beweis. Es bezeichne Q¢(+) = P(- | C). Dann ist

Qc(AnB)  P(ANBNC) P(C)
Qc(B) P(C) P(BNCQC)

=P(A|BnC).

P([A|B]|C)=Qc(A| B) =
_P(ANBNC)
~ P(BNnO)

Durch Vertauschung von B und C erhalt man hieraus (3.1.5). Mit derselben Be-
zeichnung folgt ferner
P(A|BNC)-P(B|C)=P([A|B]|C)-P(B|C)=Qc(A| B)Qc(B)
=Qc(ANB)=P(ANB|C).

Dies ist (3.1.6). Beziehung (3.1.7) ergibt sich hieraus induktiv iber

P(ﬁA,-|ﬁA,~)=P( (n} A,~|ﬁA,~)-P(Ak|HA.'), 1<k<n,
i=k =1 =1

i=k+1 i=1

falls P\, 4;) > 0 gilt. Anderenfalls sind beide Seiten von (3.1.7) Null, d.h.
Beziehung (3.1.7) ist in jedem Fall giiltig. .

Das folgende Modell zeigt, daB die Verteilung der Stoppzeit S des letzten Bei-
spiels tatsachlich nicht durch die bedingten Wahrscheinlichkeiten in (3.1.4) allein
bestimmt ist:

Waihlt man etwa

P(A20A30A4)=rq2 P(AzﬂA;ﬂA4)=0
P(A2NA3NAf) =(1- r)¢®  P(A5N A3 N Ay) = (1-r)¢* +p*q, r€(0,1),

so zeigt eine ausfithrlichere Rechnung, dal — unabhangig von r — Beziehung
(3.1.4) fiir n = 1,2, 3 erfiillt ist; wegen P(A;) = 1 folgt demnach

P(S =4) = P(A20A3)—P(A20A3 ﬂA4) =q2 —~T‘q2 = (1 ——T)qz,

was offensichtlich von r abhingt.
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Beziehung (3.1.5) 138t sich anschaulich wieder mit Lemma 2.1.5 interpretie-
ren: ist namlich {X,},eN eine unabhiin}gige Folge von Zufallselementen in einem
Mefiraum (X, B) mit Verteilung Q@ = P, n € N, und sind B und C Ereignisse
mit Q(BNC) > 0, so liefert wie in (2.1.44) die Folge der Stoppzeiten

Si=inf{keN| X, €C}, Sp41=inf{k>S5,|XreC}, neN,

eine unabhangige Folge {Y,}nen = {Xs, }nen von Zufallselementen mit Vertei-
lung PY» = Q(- | C), n € N; nimmt man nun zu dieser neu gewonnenen Folge die
Stoppzeiten

T1=inf{k€N|Yk€B}, Tn+1=inf{k>Tn IYkEB}, n € N,

hinzu, so besitzen die Zufallselemente Yr,, n € N, die Verteilung Q([- | B] | C).
Andererseits werden durch das Stoppen mit {T, }.en gerade diejenigen Beobach-
tungen ausgewahlt, die sowoh! in C (durch Stoppen mit {Sy}neN) als auch in B
liegen, d.h. die Folge {YT, }neN ist identisch mit der Folge { Xy, }neN, wobei

Uy=inf{neN|X,eBNC}, Upps=inf{n>U,| X, € BNC}, neN.

Will man — &hnlich wie in (3.1.1) — auf die Voraussetzung P(BNC) > 0 in
Lemma 3.1.2 verzichten, ergeben sich bereits in den einfachsten Situationen gewisse
Schwierigkeiten beziiglich einer konsistenten Wahl der Ausnahmeverteilungen. Das
folgende Beispiel verdeutlicht dies:

Wéhlt man etwa § C Q C R als endliche Menge mit P = £(Q2) sowie eine disjunkte
Zerlegung @ = BUC, BNC =0, B,C # 0, so gilt zwar (im Sinne von (1.2.16))

P(-|B)=£(B)=: £, P(-|C)=£C) = £Lc,
fir die bedingten Verteilungen

P([1B]|C) = £q(-| B)
P([1C] | B) = £5(-| ©) (3.18)
P(-|BNC) = P( | §)

kann gemifB Definition 3.1.1 aber je eine beliebige (feste) Verteilung gewahlt wer-
den, so daB fiir diesen Fall die Gleichheit in (3.1.5) nur dann gilt, wenn alle drei
Verteilungen identisch gew&hlt werden, was natirlich hier moglich ist. Die Bezie-
hung (3.1.6) bleibt dagegen auch dann richtig, wenn verschiedene Versionen der
bedingten Verteilungen in (3.1.8) gewahlt werden, da in jedem Fall P(B | C) =
P(ANB|C)=0gilt.

Die letzten Ausfilhrungen zeigen also, dafl es auf die Festlegung der Aus-
nahmeverteilungen in (3.1.1) dann nicht so sehr ankommt, wenn im wesentlichen
Zusammensetzungen bedingter Wahrscheinlichkeiten — wie in (3.1.2), (3.1.5) oder
(3.1.6) — von Interesse sind. Eine dhnliche Beobachtung haben wir bereits frither
im Zusammenhang mit fast—sicher bestehenden Eigenschaften gemacht: man denke
etwa an die Integration von Zufallsvariablen oder Verteilungsdichten, bei denen
Abanderungen auf Nullmengen ebenfalls keine Rolle spielen.
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Im Hinblick darauf, da8 im Gegensatz zu Lemma 3.1.1 bedingte Wahrschein-
lichkeiten haufig auch bei iiberabzahlbar vielen Bedingungen benétigt werden (etwa
in Systemen, die in kontinuierlicher Zeit arbeiten), wollen wir jetzt eine Erwei-
terung des Begriffs der bedingten Verteilung vornehmen, der eine Beschreibung
solcher Situationen und zugleich eine sinnvolle Behandlung der auftretenden Aus-
nahmeverteilungen erlaubt.

Wir kehren dazu zunachst noch einmal zu der Situation von Lemma 3.1.1
zurick. Die Partition der Grundmenge £ durch die Mengen {B,}.en erzeugt in
kanonischer Weise die o—Algebra

c={|JB:IICcN}, (3.1.9)
i€l

wobei | J;¢g Bi = 0 vereinbart sei. C ist eine Teil-o—-Algebra von A; wir wollen dies

durch die Schreibweise

CEA (3.1.10)
zum Ausdruck bringen. Definiert man fiir A € A die Zufallsvariable
oo
P(A|C)(w) =) P(A|By)ip,(w), weQ, (3.1.11)
n=1

so ist diese C-mefibar, denn P(A | C) ist konstant auf allen Mengen B,, n € N.
Wegen C C A ist sie natiirlich auch A-mefbar. Andererseits erhalten wir durch
Integration

P(ANB)= Y P(A|B,)P(B.) = / P(A|C)w)dP(w), A€ A, BeC.
B
nel

B=Uiel B;
(3.1.12)

Diese Darstellung verdeutlicht noch einmal, daf§ die Zufallsvariable P(A | C)
zwar nur fast—sicher eindeutig bestimmt ist, da sie auf den Mengen B,,, n € N, mit
P(B,) = 0 im Sinne von (3.1.1) beliebig festgelegt werden kann, die Integration
in (3.1.12) aber unabhéngig davon fiir alle Ereignisse A € A, B € C dieselbe
Wahrscheinlichkeit P(A N B) ergibt. Die fast—sichere Bestimmtheit von P(A | C)
bezieht sich dabei auf die auf C eingeschrénkte Verteilung Pe.

Es wird sich zeigen, daB der hier gewahlte Zugang der Definition bedingter
Verteilungen als Zufallsvariable, die beziiglich gewisser Teil-o-Algebren meSbar
sind und die die charakteristische Gleichung (3.1.12) erfiillen, geeignet ist, die oben
angesprochenen Problemkreise angemessen zu behandeln.

Definition 3.1.2. (allgemeine bedingte Wahrscheinlichkeit)

Es sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und C C A eine Teil-o-Algebra.
Jede C-meBbare Zufallsvariable P(A | C), A € A, mit Werten im Intervall [0,1]
und P(0 | C) =0, P(Q|C) =1, die der Gleichung

P(ANB) = / P(4 | C)(w) dP(w) = / P(A|C)dP firalle BEC (3.1.13)
B B
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gentigt, heiBt bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter (der o—-Algebra) C.

Die Wahl von B = Qin (3.1.13) ergibt dabei eine naheliegende Verallgemeine-
rung des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit, Beziehung (3.1.2), fiir beliebige
o—Algebren C, die man kiirzer auch als P(4) = E[P(A | C)], A € A, ausdriicken
kann.

Die aus Beziehung (3.1.13) gewonnenen Losungen sind dabei sogar Pe—fast
sicher eindeutig bestimmt, wie das folgende Resultat zeigt.

Lemma 3.1.3. (fast sichere Eindeutigkeit der bedingten Verteilung)
In der Situation von Definition 3.1.2 gilt: Sind Pi(- | C) und P2(- | C) Versionen
der bedingten Verteilung von P(- | C), so gilt:

Pi(-|C)=Py(-|C) Pc~ fast sicher.

Beweis. Es bezeichne U = Pi(A | C), V = P,(A | C), A € A. Die Menge
B={U>V}=UelU > a¢>V}=U,qlU > ¢} N{V < ¢} gehért dann zu C;
die Zufallsvariable Z = (U — V) - 1p ist damit nicht-negativ und C—mef8bar. Nach
Satz 2.2.2 j) und (3.1.13) erhilt man somit

/ZdP:/UdP—/VdP=P(AnB)—P(AﬂB)=0,
B B

also Z = 0 P-fast sicher. Nach Definition der Menge B ist aber U > V auf B; es
muf also P(B) = 0 gelten und somit U < V Pg-fast sicher. Analog erhilt man
U > V P¢-fast sicher und damit die Behauptung. =

Bedingte Wahrscheinlichkeiten sind also i.a. nur Pe—fast sicher eindeutig be-
stimmt und i.a. auch nicht A-mefBbar, wenn C # A gilt. Bei durch abzahlbare
Partitionen erzeugten Teil-o—Algebren C wie in Lemma 3.1.1 ist die Struktur von
P(A | C) allerdings weitgehend festgelegt; dariiberhinaus zeigt Beziehung (3.1.1),
dafB die gemaf (3.1.11) definierte bedingte Verteilung P(- | C)(w) fir jedes w € Q
tatsdchlich ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Diese Eigenschaft ist nicht ohne weite-
res in allen Wahrscheinlichkeitsrdumen giiltig: zwar erhalt man mit den Bezeich-
nungen von Definition 3.1.2 noch die Gleichung

P( O An |c) = i P(A,|C) Pc-fast sicher (3.1.14)
n=1 n=1

fiir paarweise disjunkte Folgen {A,},en C A, die Ausnahmemengen hangen aber
jeweils von der ganzen Folge {A,}nen ab — von diesen konnen jedoch insgesamt
iiberabzéhlbar viele verschiedene existieren. Es ist deshalb u.U. nicht mdglich, eine
C-meflbare Version von P(- | C) zu finden, die Pc—fast sicher — mit einer fiir alle
Ereignisse gleichzeitig wahlbaren Ausnahmemenge — ein Wahrscheinlichkeitsmaf
ist {vgl. auch Aufgabe 33.13 in Billingsley (1986), S. 464, oder Aufgabe 2, §54 in
Bauer (1978)). Hierzu mufl die Grundmenge 2 im allgemeinen besondere topolo-
gische Eigenschaften besitzen, etwa vollstandige!) Metrisierbarkeit und abzahlbare

1 dh. Konvergenz von Cauchy-Folgen bzgl. der Metrik
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Erzeugtheit der Topologie, d.h. jede offene Teilmenge von  ist als abzahlbare
Vereinigung von Basismengen darstellbar (vgl. Bauer (1978), Satz 56.5). Diese
Bedingungen sind beispielsweise fiir & = R™, m € N, erfiillt, so da§ wir im folgen-
den stets annehmen koénnen und werden, da8 entsprechende bedingte Verteilungen
P(. | C)(w) 0.B.d.A. sogar fiir alle w € 2 WahrscheinlichkeitsmaBe bilden. Man
sagt in diesem Fall auch, die bedingten Verteilungen seien regular.

Besonders wichtig sind in diesem Zusammenhang o-Algebren, die von Zu-
fallsvariablen bzw. allgemeiner Zufallselementen erzeugt werden; besitzen diese
z.B. (Zahl-)Dichten, so lassen sich reguldre bedingte Verteilungen relativ leicht
bestimmen.

Definition 3.1.3. (durch Zufallselemente erzeugte o—~Algebren)
Es sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Y ein Zufallselement in einem
MeBraum (X, B). Dann heifit

o(Y)={Y"Y(B)|BeB}C A (3.1.14)

die durch Y erzeugte o-Algebra.

Die Eigenschaft ¢(Y') C A folgt dabei unmittelbar aus der MeBbarkeit von Y.

Der folgende wichtige Satz zeigt, dal o(Y )-mefibare, reellwertige Zufallsva-
riablen auf (2, A, P)— etwa bedingte Verteilungen unter C = o(Y') — eine beson-
ders einfache Struktur besitzen, da sie sich als (meBbare) Transformationen von Y
erweisen.

Satz 3.1.1. (Faktorisierungssatz)

Es sei (R, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Y ein Zufallselement in einem
Mefiraum (X, B). C bezeichne die von Y erzeugte Teil-o—Algebra von A. Eine
reellwertige Zufallsvariable X ist genau dann C-meBbar, wenn eine B-meBbare
Abbildung h : (X,B) — (R, B!) existiert mit X =hoY.

Beweis. Sei zundchst X = hoY. Dann ist X C—meflbar wegen

X YB)=Y"'(h"Y(B))€C, BeB.
B
€

Zum Beweis der Umkehrung benutzen wir das Prinzip der algebraischen Induktion
vgl. S. 108):

g\limmt X n)ur endlich viele Werte ai,...,a,, n € N, an, so besitzt nach Voraus-
setzung X eine Darstellung X = Y"1 ) ;1 4, mit A; = X! ({a;}) €C, 1<i<n.
Zu jedem 17 existiert daher eine Menge B; € B mit 4; = Y™1(B;), 1< i < n, so
daB die Abbildung h = Y"1, a;1p, das Gewiinschte leistet.

Ist X > 0, so existiert eine Folge {X,}neN von nicht-negativen Zufallsvariablen
mit je endlich vielen Werten und X, T X, n — co. Nach obigem existiert zu jedem
n € N eine B-mefibare Abbildung h, mit X, = h, oY. Hier kann h = sup, N hn
gewahlt werden.

Im allgemeinen Fall zerlege man X in Positiv— und Negativteil: X = Xt — X~.
Sind nun h*,h~ B-mefbare Abbildungen mit Xt = At oY, X~ = h~ oY, so
leistet hier h = At — b~ das Gewiinschte; man beachte dabei, da At und A~ so
gewahlt werden konnen, daB nicht zugleich der Wert h*(z) = h~(z) = oo fiir ein
z € X angenommen wird. "
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Fiir bedingte Verteilungen P(- | o(Y)) mit Zufallselementen Y schreiben wir
im folgenden auch kiirzer P(- | Y'). Die nach dem Faktorisierungssatz (3.1.1) fir
jedes Ereignis A € A existierende Abbildung h 4 mit

P(A|Y)=hyoY (8.1.15)
wollen wir einpragsamer auch als
ha(y)=P(A|Y =y), yEeAX, (3.1.16)

schreiben.
Aufgrund des Transformationssatzes 2.2.3 ist die Definitionsgleichung (3.1.13)
in diesem Fall dquivalent zu

P(An{YeB}):/ P(A|Y)dP

{veB} (3.1.17)

=/ P(A|Y =y)dP¥(y), AcA, BeB.
B

Lassen sich die Abbildungen h4 so wéhlen, dal P(- | Y = y) fiir jedesy € X
wieder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, so spricht man bei P(- | Y = y)
ebenfalls von der (reguliren) bedingten Verteilung unter (der Hypothese) Y = y.

Der folgende Satz gestattet eine fir praktische Zwecke besonders niitzliche
Konstruktion reguldrer bedingter Verteilungen fiir den Fall, da8 die beteiligten
Zufallselemente endlich-dimensionale Zufallsvektoren mit (Z&ahl-)Dichten bilden.

Satz 3.1.2. (bedingte Verteilungen und Dichten)

Es sei X ein n—dimensionaler und Y ein m-dimensionaler Zufallsvektor (n,m €
N) auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) derart, da8 P*X>Y) eine n + m-
dimensionale (Zahl-)Dichte f(x,y) besitze. In diesem Fall existiert eine regulére

Version der bedingten Verteilung PX(- | Y = y); eine solche ist etwa gegeben
durch die zugehdrige bedingte (Z&ahl-)Dichte

f(X,Y)(z,y)
fx(z|Y =y)= { frv) falls fy(y) > 0 y€R™.  (3.1.18)
gy (z), sonst,

Hierbei bezeichne gy eine beliebige (Zdhl-)Dichte und fy die Randdichte von Y.
Beweis. Wir zeigen die Aussage zunéchst im Fall von Dichten. Fir 4 € B®, B €
B™ gilt definitionsgemaf nach (3.1.18)
P(X € AY € B) =/ / fx vy, as Y1, Ym) dey . depdyr . dym =
AJB
/ [/ fx (1,20 |Y = (y1,. .., Ym)) d2 ...dx,,] frWis - ym)dys ... dym
B lJa

=/B[/Afx(a:l,...,x,,IY:y)d:cl...dxn} dPY (y);
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andererseits gilt nach (3.1.17) auch
P(X €AY €B)= / P(X € A|Y =y)dPY(y),
B

woraus durch Vergleich die Behauptung folgt.
Im Fall von Zahldichten argumentiert man analog mit Summation statt Integra-
tion. L]

Beziehung (3.1.18) zeigt, daB im diskreten Fall die regulare bedingte Zahl-
dichte fx(z | Y = y) fir P(Y = y) > 0 gerade mit der elementaren bedingten
Wahrscheinlichkeit P(X = z | {Y = y}), £ € R", y € R™, ibereinstimmt, was die
Schreibweise (3.1.16) noch einmal aus anderer Sicht erklart. Beziehung (3.1.18) gilt
dementsprechend auch dann, wenn X und Y diskrete Zufallselemente mit Werten
in beliebigen MeBraumen sind.

Eine anschauliche Erklarung von Satz 3.1.2 im Fall stetiger Verteilungen liefert
das folgende Resultat.

Satz 3.1.3. (stetige bedingte Verteilungen)
In der Situation des Satzes 3.1.2 seien zusatzlich f(x y)(z,-) fiir alle z € R™ und

fr stetig in einem Punkt y € R™ mit fy(y) > 0. Up(y) = X :;l[y,' — h,y; + h]
bezeichne fiir h > 0 die Wiirfel-Umgebung von y mit Kantenlinge 2h. Dann gilt
fiir jede Menge A € B™:

P(X eA]Y=y)=1’g%P(X € A{{Y e Urn(y)}). (3.1.19)
Beweis. Nach Voraussetzung ist
P(Y e Ui(y)) = /'--/fy(zl,...,zm)dzl coodzy >0

Un(y)

fir alle h > 0. Damit existiert P(X € A | Y = y) als elementare bedingte
Wahrscheinlichkeit, d.h. es ist

P({X € A}n{Y e Ux(»)})
P(Y € Un(y))

(2h>m/ / (X €AY = (1o 2m) fr(z1,e o 2m) o .

P(X€A|Y =y) =

Un(y)
o [ [t izmdan.
Un(y)
P(XeA|Y =y)fr(y) _ _ :
) =P(Xe€A|Y=y) (h]O)

dies folgt wegen der Stetigkeit der Integranden z.B. aus dem Mittelwertsatz fir
mehrfache Riemann-Integrale (Heuser (1988), 201.5). "
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Beziehung (3.1.19) zeigt damit, dal unter den genannten Voraussetzungen die
bedingte Wahrscheinlichkeit P(X € A | Y = y) ahnlich wie im diskreten Fall in-
terpretiert werden kann: die Bedingung {Y € Ux(y)} besagt dabei, da8 ¥ Werte
“in der Ndhe” von y annimmt. Man beachte jedoch, dafl voraussetzungsgemafl
P(Y = y) = 0 gilt, sogar fiir alle y € R™ wegen der Stetigkeit der Verteilung PY.
Eine sinnvolle Definition der bedingten Wahrscheinlichkeiten P(X € A |Y = y)
gemaB (3.1.1) ist in solchen Féllen also zunachst gar nicht moglich, da samtliche
bedingenden Ereignisse die Wahrscheinlichkeit Null besitzen. Dies rechtfertigt
nachtraglich noch einmal den hier gewahlten Zugang zu bedingten Verteilungen
iiber o—Algebren wie in Definition 3.1.2.

Die folgenden beiden Rechenbeispiele zeigen, wie man Beziehung (3.1.18) nutz-
bringend anwenden kann.

a) Xi,...,Xk, k € N, seien unabhingige, P()\;)-verteilte Zufallsvariablen mit
XAi >0, 1< 4 < k. Ferner sei § = Zle X;. Dann ist S P(p)-verteilt

mit u = ELI Ai, und die bedingte Verteilung des Zufallsvektors (X1, ..., X§)
unter o(S) ist eine Multinomialverteilung, gegeben durch

PXu X)L | § =n) = M(n; py,...,0), nEN, (3.1.20)

s
mit p; = =, 1< <k.
u

b) Xi,...,Xn, n € N, seien unabhangige, je £(\)-verteilte Zufallsvariablen mit
A>0. Fernerseifirl<k<n S =Zf=1X,~ und K, = {z e R*|
0<z <...<zn_1 <y}, y > 0. Dann ist der Zufallsvektor (S1,...,Sn-1)
unter S, =y, y >0, R(K,)-verteilt, d.h. es gilt fiir n > 2

(n—-1)!
f(Sl,...,S,._l)(xl’ ce ,xn—l ' Sn = y) = yn_l
0 sonst.

far (:1?1,. . ’xn—l) € Ky

(3.1.21)
Zum Nachweis von (3.1.20) seien iy,...,ix € {0,1,...,n} mit Z§=1 i =

n, n € N. Fir die bedingte Zahldichte von (X7,...,Xk) unter o(S) ergibt sich
dann mit (3.1.18)

P(Xl =i1,...,Xk=ik,S=n)

f(Xl,,Xk)(zlayzk lS:n): P(S:n)
CP(Xy =iy, Xe=i) iz
N P(S=n) S el
= ( n ) )ﬁ(é)b =M(n;p1,. . Pk) (1, -5 k)
i1,0 00k p

j=1
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Zum Nachweis von (3.1.21) bendtigen wir zunichst die gemeinsame Dichte des
Zufallsvektors (Sy,...,Sn). Mit der Abbildung G(z,,...,z4) = (21,21 + 2,...,
St i), (z1,...,2,) € R, erhdlt man iiber den Transformationssatz (2.1.8)

f(Sl,...,S,,)(yls ey Yn—1, y)=/\“e_)"’ll;cv (yl, ceesYn—1) (3.1.22)
fir (y1,---,Yn—1) € R®™ 1, y > 0, und somit unter Heranziehung von (2.1.82)

f(Sl,...,S,.)(yla ceey yn—lay)

f(Sll'“ysn—l)(yl’ sy Yn—1 | Sn = y) = fsn(y)
Ane~ My (n=1)
- Zn/\:"xjgy"—le"’\!‘ Coynl (W, yn) €Ky

Der folgende Satz zeigt u.a., wie Beziehung (3.1.6) auf den Fall allgemeinerer
bedingter Verteilungen tibertragen werden kann.

Satz 3.1.4. (Eigenschaften bedingter Verteilungen)
Es sei (R, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum; XY, Z seien Zufallselemente mit
Werten in Mefrdumen (X, B), (¥,D), (Z,F). Dann gilt:

a) Ist U eine reellwertige Zufallsvariable auf (Yx Z,DQF)und P(- | Z = z), z €
Z, regulér, so gilt im Falle der Integrierbarkeit:

[vw.2aP D5 = [ [0, @1 2=2)dP%) (3129
b) Ist P(- | Z = z), z € Z, regular, so gilt

P(XeA,YeB{Z=z)=/P(XeA|Y=y,Z=z)dPY(y|Z=z)
B

(3.1.24)
PZ fast sicher fiiralle A€ B, BED, z€ Z.

¢) X und Y sind stochastisch unabhingig genau dann, wenn es eine regulare
Version von PX(- |Y =y), y € Y, bzw. von PY(- | X =z), z € X, gibt, die
nicht von y bzw. £ abhangt.

Beweis. a) Sei zunichst U = 1pxr mit D € D, F € F. In diesem Fall ist
/U(y,z) dPY' %) (y,z)=P(Y,Z)e DxF)=P(Y € D,Z € F)
=/ P(Y €D | Z =z)dP%(z) = / / dPY(y | Z = z)dP%(z)
F DJF

_ / / AP (y | Z = 2)dP?(z) = / / Uy,2)dP¥(y | Z = 2) dP%(2),

DxF

also Beziehung (3.1.23) erfiillt. Da die o—Algebra D @ F aber von allen Mengen
{DxF|De€D,F € F} erzeugt wird (vgl. Definition 1.4.1), 1aBt sich zeigen, dafl
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dies auch dann noch der Fall ist, wenn U = 1 eine beliebige Indikatorfunktion mit
E € DQ F ist (das System aller Mengen E € DQ F, fir die (3.1.23) mit U = 1g
gilt, bildet némlich ein Dynkin-System). Mit algebraischer Induktion ergibt sich
daraus schlieflich die Behauptung.

b) Mit dem gerade gezeigten Teil a) ergibt sich einerseits

P(XEA,YEB,ZGF)=//P(X6A|Y=y,Z=z)dP(Y'Z)(y,z)
BxF

= / / P(X€A|Y =y,Z =2)dPY(y | Z = z)dP%(2),
FJB
andererseits nach Definition der bedingten Verteilung
P(X € AY€eB,ZcF) =/ P(X € A,Y € B| Z = z)dP%(z)
F

fir alle A € A, B € D, F € F. Durch Vergleich der Integranden folgt damit die
Aussage wie im Beweis von Lemma 3.1.3.

c) Seien zunachst X und Y stochastisch unabhéngig. Dann ist PX(- |Y = y) =
PX y € ), eine solche Version, denn es gilt fiir alle B € D:

/ P(X € A)dPY(y) = P(X € A) / dPY(y) = P(X € A)P(Y € B)
B B
=P(X € A,Y € B).

Damit folgt der erste Teil der Behauptung.
Hingt umgekehrt Q := PX(- | Y = y) nicht von y ab, so erhilt man analog

PXeaYeD) = [ PXcAlY=yaP' () =04 [ aP¥()
B
= P(X € A)P(Y € B),

also die stochastische Unabhangigkeit von X und Y.
Die restliche Behauptung folgt durch Vertauschung von X und Y. n

Insbesondere Teil a) des letzten Satzes ist auch von allgemeiner praktischer
Bedeutung, da Beziehung (3.1.23) die Berechnung von Erwartungswerten durch
iterierte Integration nach den bedingten Verteilungen erlaubt.

Ahnlich wichtig ist das folgende Lemma, welches eine vereinfachte Darstellung
bedingter Wahrscheinlichkeiten erlaubt, bei denen Teile der bedingenden Zufalls-
elemente in den zu bewertenden Ereignissen auftreten.

Lemma 3.1.4. (Ersetzungslemma)
X und Y seien Zufallselemente auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit
Werten in MeBrdumen (X,B) bzw. (¥,D). Die bedingte Verteilung P(- | Y =
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Y), ¥ € Y, sei regular, G : (X x Y,B®D) — (Z,F) sei eine meBbare Abbildung.
Dann gilt fiir alle A € F:

P(GX,Y)e A|Y =y)=P((G(X,y) € A|Y =y)

=P(G(X,z) € A|Y =y) PY £s. (3.1.25)
zZ=y
Sind insbesondere X und Y stochastisch unabhingig, so gilt auch
P(G(X,Y)€e A|Y =y) = P(G(X,y) € A) PY-is. (3.1.26)

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunichst fiir den Fall (Z2,F) = (X x V,B®
D), G(z,y) = (=,y), (z,y) € (Z,F) mit A= BxD, Be B,D € D. Fir
beliebige C € D ist dann

/ P((X,Y)eBxD|Y =y)dP¥(y) = P(X,Y) € Bx D, ¥ € C)
C

=P(Xe€eB,YeCNnD)= P(X € B|Y =y)dP¥(y)
cnD

- /C 1p(y)P(X € B|Y = y)dPY (y).

Durch Vergleich der Integranden ergibt sich also
P(G(X,Y)eA|Y =y)=P((X,Y)eBxD|Y =y)

:ﬂD(y)P(X€B|Y=y)={O( €B| y) St;Syte

=P((X,z)eBxD|Y =y) =P(G(X,z) € A|Y =y) PY fs.

z=y

z=y

Mit einer &hnlichen Begriindung wie im Beweis zu (3.1.23) folgt dann auch die
Giltigkeit der Aussage filir beliebige A € B ® D. Der allgemeine Fall ergibt sich
hieraus unmittelbar wegen {G(X,Y) € A} = {(X,Y) e G} (A4)}, A€ F.

Im Falle der stochastischen Unabhéangigkeit von X und Y hat man nur die Giiltig-
keit von

P(G(X,z) € A|Y =y) = P((G(X,z) € A)
PY {5s. zu beachten, die aus Satz 3.1.4 c) folgt. .
Man beachte, daf§ der Ausdruck P((G(X,y) € A |Y = y) in (3.1.25) nur

im Fall diskreter Verteilungen unmittelbar Sinn macht, wihrend i.a. die angege-
bene Interpretation unverzichtbar ist, da der Ausdruck im Sinne von (3.1.15) und
(3.1.16) zunéchst nicht erklart ist.

Sind beispielsweise X und Y reellwertige Zufallsvariablen und betrachtet man
U = max(X,Y), so gilt mit (3.1.25)

PULu|Y=y)=P(X<u, Y<ul|Y=y)
=]1(_°°Yu](y)P(X,<_u|Y=y), u,y € R.
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Sind X und Y unabhéngig, so vereinfacht sich dies mit (3.1.26) noch zu
P(U fu I Y= y) = n(—oo,u](y)P(X < u)a u,y €R.

Insbesondere im Zusammenhang mit der rekursiven Erzeugung von Markoff—
Ketten wird sich das Ersetzungslemma 3.1.4 als niitzlich erweisen.

Ist C eine Teil-o0—Algebra von A und die bedingte Verteilung P(- | C) regulér,
so kann man natirlich alle Begriffsbildungen wie Verteilungsfunktion, Dichte, Er-
wartungswert usw., die fiir gewdhnliche Verteilungen existieren, entsprechend auf
die bedingte Verteilung libertragen. Im letzteren Fall gelangt man dann etwa zum
Begriff des bedingten Erwartungswerts, auf den wir wegen seiner zentralen Bedeu-
tung abschlieBend noch einmal gesondert eingehen wollen.

Definition 3.1.4. (bedingter Erwartungswert)

Es sei (R, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und C C A eine Teil-o—Algebra von
A; P(- | C) sei regular. Ist X eine reellwertige Zufallsvariable auf (, .4, P), so
heifit im Falle der Existenz

E(X | C)(w) = / X(n)dP(1 | C)(w)

(3.1.27)
= /XdP(- [O)(w), weQ,

oder kiirzer auch

E(XIC)=/XdP(-|C)

bedingter Erwartungswert von X unter C. Ist C = o(Y') fir ein Zufallselement Y
mit Werten in einem MeBraum (X, B), so heiBt entsprechend auch

E(X|o(Y))=E(X|Y) bzw. E(X|Y =y), y€X,
bedingter Erwartungswert unter Y bzw. unter Y = y.

Fir bedingte Erwartungswerte gelten insbesondere die in Abschnitt 2.2 ange-
gebenen Eigenschaften gewohnlicher Erwartungswerte, wenn man die dort betrach-
teten Verteilungen, Verteilungsfunktionen, Dichten usw. durch ihre entsprechenden
(reguldren) bedingten Versionen ersetzt.

Ist speziell C durch eine Partition der Grundmenge wie in Lemma 3.1.1 erzeugt,
so ergibt sich mit den dortigen Bezeichnungen (vgl. auch (3.1.11))

E(X | C)(w) = iE(X | B,)1p,(w), weEQ, (3.1.28)

wobei E(X | B,), n € N, wieder den elementaren bedingten Erwartungswert von
X unter (der Hypothese) B, bezeichnet.

In Analogie zu Lemma 3.1.1 von der totalen Wahrscheinlichkeit 148t sich auch
der — unbedingte — Erwartungswert von X durch Integration iiber die bedingten
Erwartungswerte zurlickerhalten:

E(X) = / E(X | C)(w) dP(w) = / E(X | C)dP; (3.1.29)
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das ergibt sich unmittelbar aus (3.1.13) mit B = Q. Im Falle einer abzahlbaren
Partition von  wie oben bedeutet dies gerade

E(X)= f: E(X | B.)P(B,), (3.1.30)

wie man direkt aus (3.1.28) schlieBen kann. Das Ersetzungslemma tbertrégt sich
ebenfalls entsprechend: mit den dortigen Bezeichnungen erhélt man etwa im Falle
einer reellwertigen Abbildung G

E(GX,Y)|Y =y) =E((G(X,y) |Y =y)
= E(G(X,2)|Y = y)l PY fs.

z=y

(3.1.31)

Im Falle der bedingten quadratischen Integrierbarkeit kann man auch die be-
dingte Varianz einer Zufallsvariablen definieren als Varianz beziiglich der entspre-
chenden bedingten Verteilung, i.Z.: Var(X | C). Will man hieraus die — unbe-
dingte — Varianz von X zurtickerhalten, so gelangt man zu der Darstellung

Var (X) = E(Var (X | C)) + Var (E(X | C)). (3.1.32)
Dies sieht man wie folgt: es ist
E((Var(X | 0)) = E [E(X* | €) - [E(X | C)))
Var (E(X |0)) = E[[E(X | 0))*] - [B(B(X |0))]’
= E[[Ex 0] - [Ex)];

Summation ergibt

E(Var(X |C)) + Var (E(X | C))
2 2 2
= BE(B(X* |0)) - E [[EX | 0)°] + B [[E(X | ©))*] - [B(X)]
= E(X?) - [E(X)])” = Var(X).

Das folgende Rechenbeispiel zeigt, daBl bedingte Erwartungswerte bzw. Vari-
anzen existieren konnen, ohne daf dies fiir die entsprechenden unbedingten Grofien
gilt:

Es seien X, Y unabhingige, je 'R((O, 1])—verteilte Zufallsvariablen. Setzt man
Z = —%lnX , 80 ist gemaB (2.1.9) bzw. der anschliefenden Bemerkung Z unter
Y =y, y > 0, bedingt £(y)—verteilt. Man erhalt also

1

wE y>0;

1
E(Z|Y=y) =2, Va(Z|Y =y)=
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allerdings ist nach (3.1.29)

B2)= [ %fy(y)dy.__/:%:oo,

d.h. E(Z) existiert nicht als endlicher Wert, somit auch nicht Var(Z). Fiur die
Verteilungsfunktion von Z ergibt sich dabei durch Integration

FZ(Z)=/0 P(ZSZiY=y)dP"(y)=/0 (1-e%)dy

o=z -1 -z
=1—1 €z te , z>0.
z z

AbschlieBend wollen wir noch darauf hinweisen, dafl bedingte Erwartungswerte
auch fiir den Fall nicht-regulérer bedingter Verteilungen definiert werden konnen,
indem man &hnlich wie in Definition 3.1.2 iiber Teil-o—Algebren vorgeht.

Definition 3.1.5. (allgemeiner bedingter Erwartungswert)

Es sei (R, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X eine nicht-negative bzw. integrier-
bare Zufallsvariable und C C A eine Teil-o—Algebra. Jede C-meBbare Zufallsva-
riable E(X | C), die der Gleichung

/E(XlC)dP:/XdP fiir alle B € C (3.1.33)
B B

gentgt, heiBt bedingter Erwartungswert von X unter C.

Auch hier sind die méglichen Versionen des bedingten Erwartungswerts (nur)
Pc—f.s. eindeutig bestimmt.

Man sieht leicht mit algebraischer Induktion, dafl bei Regularitat die frithere
Definition des bedingten Erwartungswerts hierin enthalten ist:
Fir X = 14, A € A, ergibt (3.1.33) namlich

/BE(XIC)dP=/B/XdP(~|C)dP

=/B/AdP(-|C)dP=/BP(A|C)dP
=P(AnB)=/B]1AdP=/BXdP, Bec.

Allerdings 148t sich der so definierte bedingte Erwartungswert i.a. nicht mehr durch
Integration nach der bedingten Verteilung darstellen. Da dieser allgemeine Zugang
fiir die hier betrachteten Probleme weniger interessant ist, werden wir darauf nicht
weiter eingehen; der interessierte Leser sei aber etwa auf Bauer (1978), Kapitel X
verwiesen, wo zugleich eine Reihe spezifischer Eigenschaften des bedingten Erwar-
tungswerts angegeben sind.
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3.2. Markoff-Ketten

In der Informatik sind Systeme von groflem Interesse, die mit einer héchstens
abzahlbaren Menge von Zustanden § = {sj, s2,... } beschrieben werden konnen
und bei denen zu aufeinanderfolgenden Zeitpunkten beobachtet wird, in welchem
Zustand sich das System befindet. Erinnert sei etwa an sequentielle Automa-
ten, die mit einer endlichen Zustandsmenge arbeiten, an Suchalgorithmen, bei
denen die Zustande die Elemente eines geordneten Feldes sein konnen, oder an
Warteschlangenmodelle mit méglichen Anzahlen von zu bedienenden Kunden als
Zustandsmenge.

Das Verhalten solcher Systeme lait sich in vielen Fallen mit stochastischen
Hilfsmitteln beschreiben, wobei es oft gentigt, Modelle zu betrachten, bei denen
die Wahrscheinlichkeit fir einen Ubergang des Systems von einem Zustand auf
einen anderen nur von dem aktuellen und nicht von allen, in der Vergangenheit
besuchten Zustinden abhingt. Wenn in einer Warteschlange in jeder Zeiteinheit
mit Wahrscheinlichkeit p ein Kunde hinzukommt und mit Wahrscheinlichkeit g
ein Kunde bedient wird, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Lénge
der Warteschlange zum Zeitpunkt n, gegeben ihre Lange zum Zeitpunkt n — 1,
unabhangig von der Lange zu den Vorgangerzeitpunkten n — 2,...,0.

Solche Abhéngigkeitsstrukturen werden durch Markoff-Ketten beschrieben.

Definition 3.2.1. (Markoff-Ketten)

Eine Folge von Zufallsvariablen {X,}nen, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(, A, P) mit Werten in einer hichstens abzahlbaren Menge S # 0 heiit (diskrete)
Markoff-Kette, wenn gilt:

P(Xn =Tn |X0 =‘1:07Xl =$1)~--,Xn—-l = I‘n—l)

= P(Xn =In | Xn—l = xn-—l) (321)
fiir alle Zgy..., Ty € S mit P(X[) = $0,X1 = .’111,...,Xn_1 = zn_l) >0 S
heiBt Zustandsraum der Markoff-Kette. Fir z,y € S mit P(X,—; = ) > 0 heift
P(Xn =y | Xn_1 = z) Ubergangswahrscheinlichkeit im n-ten Schritt von ¢ nach
y. Gilt P(X,_1 = z) = 0, wéhlt man als Ubergangswahrscheinlichkeiten beliebige
Zahlen pyy(n) > 0 mit 35, 5 Psy(n) = 1.
Die Markoff-Kette {X,}neN, heifit homogen, wenn ihre Ubergangswahrschein-
lichkeiten unabhéngig von n sind, d.h. P(X,, =z | Xpy = y) = P(Xm =z |
Xmo1=y) firallez,y €S, n,m e Nmit P(X,_1 =y) >0 und P(Xpm—y = y) >

(3.2.1) formalisiert die Vorstellung, dafl die Wahrscheinlichkeit fiir einen Uber-
gang auf z, nur vom unmittelbaren Vorganger z,—1, nicht aber von z,-3,...,7¢
abhangt.

Der Zustandsraum S wird als héchstens abzahlbar angenommen. Ist & end-
lich, so werden wir im folgenden die Zustdnde ohne Einschrankung der Allgemein-
heit mit den ersten r natiirlichen Zahlen § = {1,2,...,r}, r € N, identifizieren,
im abzadhlbar unendlichen Fall wird § = N angenommen.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten einer Markoff-Kette lassen sich mit der
Abkiirzung p;j(n) = P(X, = j | Xn—1 = 7) zu eventuell unendlich-dimensionalen
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Matrizen
p1a(n)  piz(n)
M, = | pa(n) pn(®) ... | neN, (3.2.2)

zusammenfassen. Gilt hierbei P(X,,_; = ¢) = 0 flir einen Zustand ¢, so wahle
man wie oben beliebige Zahlen (pii(n), pi2(n),...) derart, da p;j(n) > 0 und
Eje spij(n) = 1. II, heifit dann eine n—te ﬁbergangsma.trix der Markoff-Kette
{Xn}nENo'

Ist die Markoff-Kette {X,}neN, homogen im Sinn von Definition 3.2.1, so
existiert unabhéngig von n € N eine stochastische Matrix IT = (pi;)i jes derart,
daB p;; = P(Xp =j | Xp—q1 =¢) firalles,j € S, n € N mit P(X,_, =¢) > 0.
Betrachte hierzu die Menge Sy der Zustande, die irgendwann einmal mit positiver
Wahrscheinlichkeit angenommen werden,

So={€eS|P(G{Xn=£})>0}.

Fiir alle ¢ € S, existiert ein n € N mit P(X,_; =) > 0. Setze nun p;; = P(X, =
J | Xn-1 = 1), was wegen der Homogenitat nicht von n abhéngt. Fir : ¢ S wahlt
man wieder beliebige, allerdings von n unabhéngige Zahlen p;; > 0, > jesPij =1

Matrizen der Form (3.2.2) heiflen stochastisch, da ihre Zeilen jeweils die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen PXn(- | Xp,—; = i) auf (S , ‘B(S)) reprasentieren. Fiir
alle Zeilensummen i € S und alle n € N gilt damit 3.5 pij(n) = 1.

Analog lassen sich alle Randverteilungen PX» auf (S, P(S)) mit der Notation
pj(n) = P(Xn, =17), j €S, n €N, durch stochastische Vektoren

p(n) = (p1(n), p2(n), ... )
beschreiben, fiir die } .. s pj(n) =1 gilt.
Ist die Machtigkeit von S sogar endlich, so wird

pu(n) ... pira(n)
I, = : : , 1 €Ny,
pri(n) ... pr(n)
zu einer stochastischen r x r-Matrix und p(n) = (p1(n),...,pr(n)) zu einem sto-

chastischen Zeilenvektor der Lange r.

Die aus der Matrizenrechnung fiir endliche Dimension bekannten Operatio-
nen p - IT und @ - II lassen sich in naheliegender Weise auf den Fall unendlicher
Zustandsmengen verallgemeinern. Ist p = (p1,p2,...) ein stochastischer Vektor,
II = (pij)i,j eN und ® = (q;j)’.’j eN stochastische Matrizen, so definieren wir

(p-IM), = Zpepei, teN

=1 (3.2.3)

(@-I),; = > qiepei, 4,5 €N,
=1
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wobei (p-II); das i—te Element des Vektors p-II und (@-II);; das (3, j)-te Element
der Matrix ® - IT bezeichnet.

Die Reihen auf der rechten Seite obiger Formeln sind konvergent, da alle Sum-
manden nicht negativ sind und py; <1 fiir alle £,7 € N gilt. p-IT bzw. ® - IT sind
wieder ein stochastischer Vektor bzw. eine stochastische Matrix, wie man durch
Bilden der Zeilensummen leicht nachweist.

Durch iterierte Anwendung der Regeln (3.2.3) lassen sich hohere Produkte
stochastischer Matrizen bilden, fiir die dann das Assoziativgesetz gilt, also

IM-&) ¢y=II-(-¥)=II-®- Yund(p-II)- ®=p- (Il - ®)=p-I1- &.
Explizit erhalt man fiir das (7, j)—te Element des n—fachen Produkts IT; - II, - - - I1,,
stochastischer Matrizen IT; = (p;,-(k))i ies 1 < k < n, den folgenden Ausdruck

(M M- TL), = Y pied(D)paes(2): - pea_ii(n)
l1,....,8n -1 ES

= Z le,'_llj (])a

2,8, 1€S j=1

(3.2.4)

wobei in der letzten Formel Iy = 7 und I, = j zu setzen ist.

Durch (3.2.1) wird lediglich das Ubergangsverhalten der Markoff-Kette cha-

rakterisiert. Die gemeinsame Verteilung der gesamten Folge P{Xr} ist dann nach
Festlegung einer Anfangsverteilung

P(0) = (p1(0),p2(0),... ) = (P(Xo = 51), P(Xo = 52),... )
vollstandig gegeben, wie folgendes Lemma zeigt.
Lemma 3.2.1. (Verteilung einer Markoff-Kette)
{Xa}neN, sei eine Markoff-Kette mit Ubergangsmatrizen I1,, = (p;j(n))i jes, n €

N, und Anfangsverteilung p(0) = (p1(0), p2(0),...). Dann gilt
a) fir die Verteilung von X, fiir allen € N

p(n) =p(n—1)-II, = p(0) - I, - I, - - - II,,, (3.2.5)
b) fiir die gemeinsame Verteilung von (Xo,X1,...,Xn) fiir alle n € N und alle
io, ceey in (=)
P(Xo =0+, Xn =1n) = Pig(0) [ | Pi—1i; (), (3.2.6)
Jj=1

weiterhin fiir alle k € N, k <n

P(Xg =ik, Xn =in) = pis (k) [] Pisoui; ), (3.2.7)
j=k+1

¢) fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten héherer Stufe fiir alle k € Ny, n €
N, k<nundallei,j €S mit P(Xy =1) >0

P(Xn =j | Xk = l) = (nk+1 . Hk+2 e Hn) (328)

iy
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Beweis. a) Firalle j €8, neNgilt

pi(n) = P(Xn=j) = Y P(Xa=j,Xp-1=1)
i€S, P(Xn-1=1)>0
= > P(Xpn=3j|Xn-1=0P(Xn_y1=1)

i€S, P(Xn,_1=1)>0

Y pij(n)pi(n — 1) = (p(n — 1) - I,) .

€S

Die zweite Identitat folgt durch iterierte Anwendung der ersten.

b) Den Beweis fiihren wir mit vollstandiger Induktion. Fiir n = 1 gilt P(X, =
iO,Xl = 21) = pilio(l)pio(o) fir all io,il € S.

Unter Annahme der Induktionsvoraussetzung schlieBen wir mit Hilfe der Markoff-
Eigenschaft, falls P(Xo = ip,...,Xa =1,) >0

P(Xo = ig,...,X,H.] = in+1)
=P(Xn+1 ='I:n+1 ‘.Xo =i0,...,Xn =2n)P(.X0 =io,...,Xn ZZn)

= P(Xnt1 = int1 | Xn = ia)pio (0) [] i (9)

=1

Nach Einsetzen von p;;,,,(n + 1) folgt (3.2.6).

Gilt P(Xqy = 4g,...,Xn = 1) = 0, so hat die linke Seite von (3.2.9) den Wert
Null. Ferner ex1st1ert ein k € N, k < n, mit P(Xg = %) >0, P(X, = 3¢ |
Xy = i(_l) > 0 fur alle £ = 1,...,’6— 1 und P(Xk = ik I Xk—l = ik—l) = 0.
Anderenfalls wiirde mit Hilfe der Markoff-Eigenschaft P(Xq = t9,...,X¢ =1%,) > 0
fiir alle £ = 0,...,n folgen. Also existiert ein k € Ny mit P(Xg_; = ix—1) > 0 und
Piv_1in(k) = P(Xp = ix | Xg—1 = tk—1) = 0, so daBl die rechte Seite von (3.2.9),
egal wie die frei wahlbaren Ubergangswahrscheinlichkeiten aussehen, ebenfalls Null
ist.

Glelchu.ng (3.2.7) folgt aus (3.2.6) durch Summation iiber die ersten k¥ Komponen-
ten 0,...,k — 1.

P(Xg =gy, Xn =1p)
= Y P(Xo=io,..., Xkc1 =ik-1, Xk =ik, Xn =in)

(3.2.9)

i0,ip1ES
= Z pio(o) Hpij—lij (.7)
i0,ip1€S j=1
n k
= ( H pi,’-xi,'(j))( Z pio(O)Hpij-xij(j))
j=k+1 i0pin1 €S j=1

Der zweite Faktor stimmt wegen (3.2.4) und a) iiberein mit

> (Peo(O) > ﬁpug_u‘, (j)) =y (Pio(ﬂ)(nlnz Hk),o,k) = pi(k).

10€ES 11,...1 1 €S j=1 10ES
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Durch Einsetzen folgt die Behauptung.
¢) Esgilt mit iy =¢tund i, =3

PXp=j|Xer=1)

= Y P(Xe=i,Xep1 =ikt1,- o Xno1 = in_1, Xn = j)/P(Xi = 1)
ik+1 yeestn—1€S

= Z H Picyie(J) = (Hk"‘l Mgz 'H")ij

fhdlyntn-1€ES f=k+1

wegen (3.2.7) und (3.2.4). "

Beziehung (3.2.6) zeigt insbesondere, daB die Verteilungen P(XorXn) n ¢
No, eine projektive Familie bilden. Nach Satz 1.4.4 ist somit die Vertellung der

gesamten Markoff-Kette eindeutig durch die Anfangsverteilung sowie die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten bestimmt.

Formel (3.2.8) gibt die Moglichkeit, Ubergangswahrscheinlichkeiten héherer

Stufe auch dann festzusetzen, wenn P(X; = i) = 0 gilt, indem man als Ubergangs-
wahrscheinlichkeit das (i, j)-te Element des Matrixprodukts Ilx4; - - - IT,, wahit.

Das folgende Lemma zeigt, wie man Markoff-Ketten kanonisch aus einer vor-
gegebenen Folge von stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen und einer Folge
von Transformationsfunktionen gewinnen kann.

Lemma 3.2.2. (rekursive Konstruktion von Markoff-Ketten)

(9, A, P)sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, : (2, A) — (S, B(S)) eine Zu-
fallsvariable. (Q’ , A ) sei ein Mefraum und {U,}.eN eine Folge von Zufallsele-
menten U, : (Q,A) - (Q',A’), n € N, derart daBl {Xo,U,}neN stochastisch
unabhingig sind. Seien fn : (S x @', P(S) ® A') — (S, B(S)), n € N, meBbare
Abbildungen. Dann bildet die rekursiv definierte Folge {Xp}nen, mit

Xn= fn(Xn—laUn)’ ne N, (3210)

eine Markoff-Kette, deren Ubergangswahrscheinlichkeiten II,, = (pij(n)); jes &€
geben sind durch
pij(n) = P(fa(5,Un) = 7), §,5 €S, n €N. (3.2.11)

Ist f, = f und U, identisch verteilt fir alle n € N, so ist die Markoff-Kette
{Xn}nen, homogen.

Beweis. Sei X, = (Xo,...,Xn-1), n = 2. Damn ist X, = Go(X,,U,) =
Fn(Xn=1,Up), also nach dem Ersetzungslemma 3.1.4

P((Xn =in | Xn = (i0,---,in1))

It

P(G,.(X,,, Un) =1n | Xn = (40, .- ,in_l))
P((Gn(io, vee 7in—1’Un) = zn)
P(fn(in—laUn)‘:in)y i0,~-'7in€8,
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da X, (als Funktion der Xy,...,X,—1 und damit der Xo,Ul, «eyUn-1) und U,

stochastisch unabhéngig sind. Folghch bildet {Xp}neN, €eine Ma,rkoff Kette mit
den angegebenen Ubergangswahrscheinlichkeiten (3.2.11).

Ist fn = f und U, identisch verteilt fiir alle n € N, so ist die Verteilung von
fn(?,Uy) unabhéngig von n fir alle ¢ € S, woraus die Homogemtat folgt. [

Mit wahrscheinlickeitstheoretischen Mitteln 148t sich zeigen, da sogar alle
Markoff-Ketten {X,} im wesentlichen rekursiv darstellbar sind, d.h. man kann
zu {X, }neN, eine unabhingige Folge {Up}neN so konstruieren, daf die gegebene
Markoff-Kette fast sicher mit der durch (3.2.10) gewonnenen iibereinstimmt (vgl.
etwa Pfeifer (1989a), Satz Al.1). In dieser Konstruktion sind die Funktionen f,
gegeben durch

fn(:r)y) = F}?:(y | Xn1= :L')a z,y € Ra n e N,

wobei Fx_ (- | Xn—1 = z) die bedingte Verteilungsfunktion von X, unter X,_; =z
bezeichne. Mit Satz 2.1.1 macht man sich leicht klar, daB8 diese Wahl der f,
tatsichlich die bedingten Verteilungen PXn(- | X,,_; = z) realisiert.

Man macht sich leicht klar, da8 die in (3.2.10) gegebene kanonische Konstruk-
tion sogar dann noch zu Markoff-Ketten fiihrt, wenn man lediglich die stochasti-
sche Unabhangigkeit von U, und (Xo,...,X,-1) fiir alle n € N fordert.

Wir werden uns im weiteren ausschliefllich mit homogenen Markoff-Ketten
beschéftigen. Die Abhangigkeit der Ubergangswahrscheinlichkeiten von n in (3.2.2)
entfallt dann, so dafl diese konstant durch die stochastische Matrix

(ptj)t,JES mit bi; = (P(‘X =J |Xn 1= ))inyS’

falls P(X,—1 = 1) > 0, beschrieben werden kdénnen. Die Verteilung von X, erhélt
man aus (3.2.5) speziell zu

p(n) = p(0)-II---TI = p(0) - II"™. (3.2.12)

n-—mal

Fir die Untersuchung des stochastischen Verhaltens einer homogenen Markoff-
Kette nach n Schritten sind damit die Anfangsverteilung p(0) und die n—te Potenz

der Ubergangsmatrix IT wichtig. Wir werden spater Fille untersuchen, bei denen
im Grenzwert (n — oo) der EinfluB der Anfangsverteilung p(0) verschwindet.

. Fir homogene Markoff-Ketten fithren wir noch den Begriff der n—Schritt-
Ubergangswahrscheinlichkeiten ein.

PP =P(X,=j|Xo=1i), i,j €Smit P(Xo=i)>0,neN,  (3.2.13)

ist die Wahrscheinlichkeit, in n Schritten vom Zustand ¢ € S in den Zustand j € S
zu gelangen. Ist P(X, =1) =0 fireins € S, so setzen wir p( )= (H") . Hierbei

gelten die folgenden Zusammenhénge zu Potenzen der zugehdrigen Ubergangsma.—
trix IT.



3.2. Markoff-Ketten 181

Lemma 3.2.3. (Mehrschritt~T}bergangswahrschgin]ichkeiten)
{Xn}neN, sei eine homogene Markoff-Kette mit Ubergangsmatrix IT = (p;;)i jes-
Dann gilt fiir allei € S mit P(Xo =14) >0

a) PP = (I"),, firallej € S, n €N, (3.2.14)

b) PP = P(Xpyn =3 | X =) (3.2.15)
fir allei,j € S, k,n € N mit P(Xy =1t) > 0,

¢) (Chapman-Kolmogoroff-Gleichungen)

(n+m) Z S( le ™) fiir alle i t,7 €S, myneN. (3.2.16)
Les
Beweis. a) folgt sofort aus (3.2.8) mit k =0,da Il =--- =II, = II.

Ist P(Xy =1) > 0, gilt genauso
P(Xipn =j | X =) = (Mgg -+ Mayn), ;= (I7), = p{3).
Dies zeigt b).
Zum Beweis von c¢) bemerken wir, daf§ fiir alle £ € § aus P(Xp = i) > 0 und

P(X, =) =0 fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X, = £| X, =) = 0 folgt.
Also gilt mit a)

p$;+m) (Hn+m) g - Z (Hn)i,l(nm)l,j

tes
— (n) _ (n) (m) _
= Y @)= > PRy =Y s
tes tes tes
P(X,=£)>0 P(X,=¢£)>0

Beispiel 3.2.1. (Irrfahrt auf einem Gitter, random walk)

Zu festen Zeitpunkten #;,t,,... befindet sich ein Teilchen auf einem Gitterpunkt
eines eindimensionalen Gitters G, das ist eine Teilmenge von aufeinanderfolgenden
ganzen Zahlen oder Z selbst. Zu jedem nachfolgenden Zeitpunkt bewegt sich das
Teilchen unabhéngig gemasf einer bestimmten Verteilung um k Stellen, k € Z, nach
links bzw. nach rechts. Bei (einseitig) endlichem Gitter — das groBte bzw. kleinste
Element des Gitters heiflt dann Barriere — kann das Teilchen an den Barrieren
absorbiert oder auch reflektiert werden.

X., n € Ny, bezeichne die Position des Teilchens zum Zeitpunkt ¢,, und U, n €
N, seien stochastisch unabhéngige, identisch auf (Z, P(Z)) verteilte Zufallsvariable,
stochastisch unabhéngig von X, die die Bewegung des Teilchens zum Zeitpunkt
T, beschreiben.

a) Endliches Gitter G = {0,...,r} mit absorbierenden Barrieren:
In diesem Fall gilt die Rekursion

X, — max{0,min{Xp—1 + Up,r}}, falls 1 <X,y <r-1
" Xn-1, falls X,—; € {0,r} ’
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wobei Xo = k, k € G, als einpunktverteilte Zufallsvariable den Startwert festlegt.
Wahlt man in Lemma 3.2.2

.\ _ [ max{0,min{ +u,r}}, falls1<:<r—-1
fGu) = {z fallsi € {0,7} °

so folgt, daBl {X, }neN, eine homogene Markoff-Kette bildet. Besitzen die Zufalls-
variablen U, die Verteilung

PU,=1)=p, PU,=-1)=1-p, 0<p<l, (3.2.17)

so lautet die Ubergangsmatrix

1 0 0 0 .. 0

1—-p 0 P 0 0

0 1-p 0 p 0

II= . .
0 vee oo 1=p 0 p

0 0 0 1

b) Unendliches Gitter mit 0 als reflektierende Barriere, G = Ng:
{Xs}neN, kann auch hier rekursiv gewonnen werden vermége

Xn = |Xn—l + Un‘,

so dafl mit einer stochastisch unabhéngigen Startvariablen X, wieder eine Mar-
koff-Kette entsteht. Liegt die Verteilung (3.2.17) fiir U, vor, so erhélt man die

unendliche Ubergangsmatrix

0 1
1—-p 0

00
p 0
=1 o 1-p 0 p

Beispiel 3.2.2. (Warteschlangenmodell)

An einer Bedienstation kommen zu zufélligen Zeitpunkten Kunden an, die nachein-
ander wahrend einer Zeitspanne zufilliger Lénge bedient werden und die Station
dann sofort verlassen. Ist die Bedienstation bei der Ankunft eines Kunden frei, so
wird dieser sofort bedient, ist sie bereits besetzt, so mufl der Kunde in einer War-
teschlange warten, die sich dann mit jeder Neuankunft eines Kunden verlangert
und mit jeder abgeschlossenen Bedienung verkiirzt.

Ein Anwendungsbeispiel fiir dieses Modell in der Informatik ist ein Einprozes-
sorsystem als Bedienstation, das Jobs von nicht genau vorhersagbarer Rechenzeit
abarbeitet und bei dem neuankommende Jobs eventuell in einer Schlange auf ihre
Bearbeitung warten miissen.
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Wir interessieren uns nun fir die Lange X,, der Warteschlange zu den Zeitpunkten
t,n, an denen der n—te Kunde das System verlafit, n € N. Ist die Warteschlange zum
Zeitpunkt t, leer, so betragt ihre Lange bei Verlassen des (n + 1)-ten Kunden ge-
rade die Anzahl wahrend der Bedienzeit des (n+1)-ten Kunden neuangekommener
Kunden U,. Im anderen Fall verringert sich ihre Lange um einen Kunden, der die
Bedienstation betritt, und erhoht sich ebenfalls um U,. Aus diesen Uberlegungen
gilt fiir die Warteschlangenlange die folgende Rekursion

X = {Xn—14Us, falls X, > 0
17U, falls X, =0’

Fiir die Anzahlen N(y, ¢, ankommender Kunden in einem Zeitintervall (t;,1s],
0 <t < tz, nehmen wir Jas folgende Verteilungsmodell an.

neN. (3.2.18)

a) Fir je n disjunkte Intervalle I, I,..., I, sind die Ankunftszahlen Ny, Np,,
..., Ny, stochastisch unabhéngige Zufallsvariable.

b) Fiir alle 0 < ¢; < t; ist Ny, 1,] Poisson-verteilt mit Parameter A(t; —t1), A >
0, d.h.

_ k
P(N(tl,tz] = k) = e—t\(tz—tl)(A(lk!tl—)), k€ No. (3219)

Wir werden spéater sehen, daf3 diese Bedingungen gerade den Poisson—Proze8 mit
Parameter A charakterisieren (vgl. auch Beziehungen (2.1.90) bis (2.1.92)). Die
Bedienzeiten Z,,, n € Ny, fir den (n + 1)-ten Kunden seien stochastisch un-
abhingige, identisch je mit Verteilung PZ verteilte Zufallsvariable; ferner seien
Zyn, n € No, Np,,Np,,...,Ny, fiir alle £ € N und beliebige disjunkte Intervalle
I, I, ..., I gemeinsam stochastisch unabhéngig? .

Folgenden Grafiken veranschaulichen den n-ten Schritt des Bediensystems iiber
der Zeitachse. V,, bezeichnet den zufélligen Zeitpunkt, zu dem der (n + 1)-te
Kunde die Bedienstation betritt und W,, den Zeitpunkt des Verlassens. Es gilt
Zy, =W, —V,.

X,>0:
Xn 14 Un = ool X1
t J —t
Zn
1 Wp—1 : n—ter Kunde verlaBt Station T W,
T V. : (n+1)-ter Kunde betritt Station
X,=0
Xo oen.. F1=14Up= eerrrneennn.. X1
: b 4 t
Zy
Wi-1 : n-ter Kunde verlaBt Station T Wa

T Vo @ (n+1)-ter Kunde betritt Station

1) In Abschnitt 3.4 wird gezeigt werden, daf§ der in (2.1.90) definierte Proze8 dies leistet,
wenn man N, =N, —N,, 0<s<t, wahlt.
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Fiir die Anzahlen der wahrend der Bedienzeit des (n + 1)-ten Kunden neuankom-
menden Kunden Uy, n € N, gilt U, = Ny, w,). Wir zeigen:
i)  PU(|Zp=2,Va=v)=PUr(-|Z,=2)=P(\z) fs,
n€N,k €N, z,v>0;
ll) P(Ul""’U")(' IZ] = 21,. ,Z =Zn,V1 =’Ul,...,Vn=’U")

_®PU( | Z; —z,)—®‘:ﬂ(,\z,) fs.,

i=1

nEN)kiEN07 21',”1'207 1<i<n.

Zum Nachweis von i) und ii) verwenden wir das Ersetzungslemma 3.1.4, insbe-
sondere Beziehung (3.1.26). Mit den getroffenen Unabhéngigkeitsannahmen erhalt
man fir k € Ny:
PUpn=k|2Zpn=2Vo=0)=P(Nw, Votz, =k | Zn =2V, =v)
= P(N(y,v+:) = k) = B(A2)({k}) fs.
Dies zeigt i); d.h. die Zufallsvariablen U, und V, smd unter Z, (bedingt) un-

abhéngig und (bedingt) Poisson—verteilt.
Zum Nachweis von ii) seien kq,...,k, € Ng. Es ist dann entsprechend

P(U1=kla~'-aUn=kn|ZI=zla »Z =Zn,‘/l=vl, >Vn=vn)

= P(Noy,v145] = k1, - N(”n+zn] =kn) = ® P(Az) fs.,

i=1

d.h. auch Uy,...,U, sind (bedingt) unabhéngig unter (Zy,...,Z,,V,..., V).
Durch Integration erhélt man nun aus i) und ii) die — unbedingten — Vertei-
lungen von U, bzw. (Uy,...,U,), n € N:

P(U, =k) = /P(U,, =k|Z, =z)dP%(z)

iz Az)F
=/e A (—El—dPZ(z), k € No;

P(Uy =ky,...,Up =ko) = [[PUi = ki), k1s-- s kn € Nos
i=1

d.h. Uy, ..., Uy, sind stochastisch unabhéngig.
Die Voraussetzungen von Lemma 3.2.2 sind damit erfiillt, die dort verwendeten
Funktionen f, lauten hier identisch fiir alle n € N

fn('l,]) = f(z’]) = (l - 1)+ + 3, 1,7 € No,

wobei ¢t = max{z, 0} wieder den Positivteil von z € R bedeutet. Setzt man noch
Xo = 0, so folgt insgesamt:
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Die durch (3.2.18) definierten Warteschlangenlingen {X,}.eNn, zu den Zeitpunk-
ten, an denen der n-te Kunde die Bedienstation verlait, bilden unter den Vertei-
lungsannahmen (3.2.19) eine homogene Markoff-Kette mit Ubergangswahrschein-
lichkeiten

pij=P((i-)*+Un=7j) = P(Ua=j—(i-1)*)

Az}
/e—,\z( z') dP%(z), falls: =0, j >0,
J!

= O Ty : . .
/e mdP (2), fallsi>0, j>1—1,

0, sonst,.
]

Wir interessieren uns im weiteren fiir die Frage, wann die n—ten Randver-
teilungen PX» einer Markoff-Kette {X,}nen, fiir n — oo konvergieren. Wir
betrachten hierbei die punktweise Konvergenz der Zahldichten von P~ gegen die
Zahldichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (S, P(S)). Existiert eine solche
Limesverteilung als stochastischer Vektor poo, wird man nach einer groflen Zahl
von Ubergangsschritten des durch die Markoff-Kette beschriebenen Systems einen
Zustand geméif der asymptotischen Verteilung po, vorfinden.

Beschreibt die Markoff-Kette zum Beispiel einen stochastischen Suchalgorith-
mus und besitzt sie als Limesverteilung eine Gleichverteilung auf der Menge der
optimalen Zustinde, so konvergiert die Wahrscheinlichkeit gegen 1, da8 der Algo-
rithmus mit fortschreitender Iterationszahl in einen optimalen Zustand lauft.

Wir beschrinken uns bei unseren Untersuchungen ausschlielich auf homogene
Markoff-Ketten mit konstanter Ubergangsmatrix II. Nach (3.2.12) gilt p(n) =
p(0) - TI" fiir alle n € N, so daf8 die Frage nach der Konvergenz von p(n) eng
verbunden ist mit der punktweisen Konvergenz der Matrixpotenzen IT® (n — o0).

Allerdings kann auch Konvergenz von p(n) (n — oo) vorliegen, ohne da8
II" konvergiert. In diesem Fall ist natiirlich der EinfluB der Startverteilung p(0)
entscheidend, wie das folgende Beispiel zeigt.

Sei S = {1,2}, p(0) = (0.5,0.5), T = ((1’ 3) Dann gilt
0 1

1'[“:(1 0),fallsngerade,undﬂ"=<1 0

0 1 ) , falls n ungerade.

Die Folge IT" konvergiert also nicht, jedoch rechnet man leicht nach, daf p(0)-II =
p(0), also

p(0)-II" = p(0) - II- TI*"! = p(0) - II""! = ... = p(0) - IT = p(0),

so dafl lim,_ (p(0) - II") = p(0).
Verteilungen mit der Eigenschaft, bei Multiplikation mit der Ubergangsmatrix
invariant zu bleiben, behandelt die folgende
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Definition 3.2.2. (stationire Verteilungen)
Es sei {Xp}neN, eine homogene Markoff-Kette mit Zustandsraum S und Uber-
gangsmatrix I1. Ein stochastischer Vektor p heifit stationdr (oder invariant ), wenn
p-II=p

Fiir Markoff-Ketten {X,}neN, mit stationarer Anfangsverteilung p(0) stim-
men damit alle n—ten Randverteilungen p(n) mit p(0) {iberein, und trivialerweise
existiert im,—,o, p(n) = p(0).

Das folgende Lemma stellt einen Zusammenhang zwischen Grenzverteilungen
und stationéren Verteilungen von Markoff-Ketten mit endlichem Zustandsraum

her.

Lemma 3.2.4. (Konvergenz von Markoff-Ketten)

{Xn}nen, sei eine homogene Markoff-Kette mit endlichem Zustandsraum § =
{1,...,7}, r € N. Konvergiert dann II" fiir n — oo elementweise gegen eine
Matrix IT*, so ist II* eine stochastische Matrix und fiir beliebige Anfangsvertei-
lungen p(0) ist die Limesverteilung p* = lim,,_.o p(n) = p(0) - IT* eine stationare
Verteilung.

Beweis. Nachzuweisen ist, da alle Zeilensummen von IT* = (p,‘!‘j)1 <ij<r den
-— =

Wert 1 haben. Dies folgt aus der Tatsache, daB II" fiir alle n € N eine stochastische
Matrix ist, so da8 mit (3.2.14)

~ % fm o™ — L S o™ — L 1=
2= Jim ey = lim > p) = lim 1=1
i=1 =1 =1
Ferner gilt
p' = nll*rr;op(n) = nlgf; (p(0)-TI™) = p(0) - (nlLH;OI'I ) = p(0) - IT*.
Die Stationaritat folgt aus

P .H_—_p([)). (nh_l}gonn) .I‘[=p(0). (nli_{lgonn+l) =p(0).n* = p*. .

Der Beweis von Lemma 3.2.4 beruht wesentlich auf der Vertauschung von
Limiten und Summationen. Dies ist ohne weiteres nur im endlichen Fall durch
Anwendung der elementaren Rechenregeln fur Grenzwerte moglich. Im Fall eines
unendlichen Zustandsraums S kann selbst bei Konvergenz von IT" die Grenzmatrix
unter Umsténden nicht mehr stochastisch sein. Man iiberlege dies am Beispiel

pij=1,falls j =i+1, p;j =0, sonst, 7,5 € N, wo pi} =1, falls j = i+n, p;j =0,
sonst, gilt und damit lim,, pg}) =0 fir alle 7,7 € N.

Eine stationare Anfangsverteilung einer Markoff-Kette fiihrt zu einem insge-
samt stationéren Prozef im folgenden Sinn.

Definition 3.2.3. (stationére Folgen von Zufallsvariablen)

{Xn}neN, sei eine Folge von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2,A,P). {Xp}nen, heiBt stationar, wenn fiir alle k € N, fiir alle Auswahlen
0< 14 <2 <...< i €Ny von Indizes und fiir alle s € N gilt, daB

PXirte: Xigtorn Xip4a) — PXig i Xigr Xig ) (3.2.20)
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Bei einer stationaren Folge von Zufallsvariablen sind also alle endlich-dimen-
sionalen Randverteilungen invariant gegen eine konstante Indexverschiebung. Egal
zu welchem Zeitpunkt und {iber welche Perioden man den Prozef betrachtet, sein
stochastisches Verhalten bleibt immer das gleiche.

Ist {X»}neN, nun eine homogene Markoff-Kette mit stationirer Anfangsver-
teilung p(0), so ist die Folge der Zufallsvariablen {X,}neN, auch stationar im
Sinn von Definition 3.2.3. Denn fiir die k—ten Randverteilungen p(k) gilt wie oben
p(k) = p(0) - II¥ = p(0) und mit (3.2.6) und (3.2.7)

P(Xp =1k, X =1n) =pi(k) J[ Py
j=k+1

:plk(o) H pij_lij = P(.Xo = ik?""Xn—k = zn)
j=k+1

fir alle k,n € N, i,...,i, € S. Hieraus folgt (3.2.20) durch Integration iiber die
nicht interessierenden Komponenten.

Wir werden uns im weiteren um einfache Bedingungen fiir die Existenz von
Grenzverteilungen bzw. des Grenzwertes lim, o, II" einer Markoff-Kette bemii-
hen. Wichtig ist hierzu eine Unterscheidung der Zustande nach der Eigenschaft,
mit positiver Wahrscheinlichkeit unendlich oft aufzutreten. Erinnert sei an die
Definition (1.1.32) des Limes superior einer Ereignisfolge {4, }nen,, der beschreibt,
da88 unendlich viele der Ereignisse A, eintreten: limsup,,_, . An = [Voeo Ure,, 4%-

Definition 3.2.4. (rekurrente und transiente Zustinde)
{Xn}neN, sel eine homogene Markoff-Kette. Ein Zustand i € S heiit rekurrent,
wenn P(limsup,_,.{X, =1}) > 0, anderenfalls heift i € S transient.

Beispiel 3.2.3. (Irrfahrt mit absorbierenden Barrieren)

Wie in Beispiel 3.2.1 betrachten wir die Irrfahrt auf dem endlichen Gitter S = G =
{0,1,...,r} mit absorbierenden Barrieren 0 und r. Die zugehorige Markoff-Kette
{X.}neN, entsteht durch die Rekursion

X = Xn—l‘l"Un, fa*uS]-SXn—l ST—l
n Xn-1, falls X,,_; € {0,7‘} ’

wobei die Verteilung von U, durch (3.2.17) gegeben ist.

Die Zustinde 0 und r sind fiir jede Anfangsverteilung PX° rekurrent. Wir weisen
dies fiir den Zustand 0 nach, fir r verlauft der Beweis ganz analog.

Es existiert 10 € G mit P(Xo =40) > 0. Dann gilt fir0< p< 1

P(X;, =0) = P(Xo =10, U; = —1,...,U;, = —=1) = P(Xo = 1) - (1 — p)* > 0.
Ferner ist

P(limsup{X, = 0}) > P(X;, =0) >0,

n—oo
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da {X;, = 0} = (51, {Xn = 0} S N5, Upz, { Xk = 0} = limsup,,_, o {X» = 0}
gilt unter Beachtung der Monotonie (1.1.36) von P.
Da8 die Zustande 1,...,r — 1 transient sind, sieht man folgendermaflen ein. Fiir
allei € {1,...r} gilt

P(limsup{X, =:}) < P(limsup{l < X, <r—1})

n—oo n—oo

=p(ﬁ{1sx,,3r—1}) SP(§1{|§UJ|5T‘1})

gP(\iU,-[ <r-1) firallemeN.
=1

Wegen (3.2.17) besitzen die Zufallsvariablen U, die Darstellung U, = 2Y,, — 1
mit stochastisch unabhéngigen, je B(1,p)-verteilten Zufallsvariablen Y;. Es folgt

i Ui =230, Y; —m = 25y, — m, wobei Sy, geméf (2.1.18) B(m, p)-verteilt
ist mit der Zahldichte P(Yn = k) = (7)p*(1 —p)™ %, k=10,1,...,m. Also

P(’ngl <r—1) = P(2Sm —m| <7 1)

m-—r+1 m+r—1
= —_—< R —
P( 3 <Sm < 3 )—*0 (n — o0).
Die Konvergenz gilt, da eine Folge {am}men existiert mit (7)p*(1 — p)™~* <

a,, fir alle £k € Ng, m € N und lim,, o a,, = 0. Zur Berechnung der obigen
Wahrscheinlichkeit wird dann fiir jedes m die gleiche Anzahl r solcher durch a,
beschrankter Summanden aufaddiert, woraus die Konvergenz gegen 0 folgt. =

Satz 3.2.1. (rekurrente/transiente Zusténde)
Es sei {Xp}nen, eine homogene Markoff-Kette sowie ¢ € S ein Zustand mit
P(UZo{Xn =1}) > 0 (dh. i € S wird mit positiver Wahrscheinlichkeit ir-
gendwann angenommen).

a) Wenn i rekurrent ist, gilt P(limsup,_,o{X, = i}) = P(Uizo{Xn = ¢}) und

7 pM =
n=1Dii 0.
b) Ist i transient, so folgt Y oo, pff ) < 0.

Beweis. Mit Hilfe der De Morgan—Regeln und der o-Additivitat (1.1.30) von P
folgt

P((limsup{X, = i})°) = P(( fj Qﬂ{xk - z‘})°) = P(@ (kfjn{xk # i}))

— (X £ ik €N} U U (X =i, Xa £,k 2 04 1))

n=0

= P(Xi # i,k € Np)

+ > P(Xp#4,k>n+1|X,=1)-P(X, =1i)
n€Ny,P(X,=1)>0
(3.2.21)
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Fiir obige Summanden gilt fiir alle n € Ng mit P(X,, =) >0

P(Xx#ik>n+1]X, =i) (ﬂ{x,,+k;ez}|x )

k=1

oo 1 3
=P Xntk #1 X,,:i):limP Xtk #1} | Xn =1},
(g(g{ w# i) | Jim P(()ors #371 X0 =)
da A, = ﬂi=1{X,,+k # 1} eine monoton fallende Mengenfolge und das Wahr-
scheinlichkeitsma8 P(- | X, = i) stetig von oben (vgl. (1.1.39)) ist.

Wie man durch Anwendung von (3.2.7) auf homogene Markoff-Ketten sieht, hangt
die bedingte Verteilung PX»+1:-:XntelXa=3) fiir alle £ € N nicht von n € N, ab,
so daB insgesamt fiir alle n € Ny mit P(X,, =1¢) >0

PXe#i,k>n+1]|X,=1)=p(i)
unabhéngig von n € N ist. Damit haben wir in (3.2.21)

P((lim sup(X, = i})") (( U (Xx = z}) ) + f:p(i)P(X,, =i)<1.

n=0
(3.2.22)
Also muB p(i) = 0 oder Y oo, P(Xn =1) < oo gelten.
a) Seii € S rekurrent mit P(limsup,_, . {X» =1}) > 0. Satz 1.1.3 a) (Borel-
Cantelli-Lemma) liefert dann Y .. ; P(X, = t) = oo, folglich p(:) = 0. In (3.2.22)
erhalten wir durch Komplementbildung

P(limsup{X, = }) = P( Q{X,, =i}).

Dies ist der erste Teil der Behauptung. Insbesondere folgt hieraus fiir ein k£ € Ny
mit P(X = 1) > 0 (ein solches existiert nach Voraussetzung)

P(hmsup{X,,—z}|Xk—z (U{X,,_z}|Xk_ ) =1.
n=0
Mit Hilfe des Borel-Cantelli-Lemmas, angewendet auf das Wahrscheinlichkeitsmafl
P(- | Xi = 1), schlieBen wir 2>  P(X, =i | X} =1) = 00, also 307, ., P(X, =

| Xk=1)=3 i pf," ") = 00, woraus a) durch Indexverschiebung folgt.
b) Fir transientes ¢ € S muf} p(z) > 0 gelten, denn anderenfalls wiirde in (3.2.22)
P(limsupn_,oo{Xn =1}) = P(Uneo{Xr =1}) > 0 folgen, im Widerspruch zur
Definition eines transienten Zustands.

Also gilt 5°2° P(X,, = i) < co. Wihle k € Ny mit P(X} =) > 0. Dann folgt

n=0

ZP(Xn=i|Xk=i)=F(X:—zi-)ZP(X,.ﬂ,Xk:i)
n=0

1 o0
D P — —q
= P(Xx =) n;: P(Xp=1i)<oo
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und
(m) _ (n=k) _ x
Zp Zp ZP(X =1| Xy =1) < oo,
n=k+1 n=k+1

womit b) bewiesen ist. ]

Satz 3.2.1 zeigt insbesondere, daf fiir homogene Markoff-Ketten {X,}neN,
mit P(Uneo{X~ =14}) > 0 fiir alle 1 € S die Begriffe rekurrenter bzw. transienter
Zustand nur von der Ubergangsmatrix IT = (pij)i,jes abhangen. Teil a) und b)
von Satz 3.2.1 implizieren ja die Aquivalenzen

1 € § ist rekurrent < Z p(") = 00,
(3.2.23)
1 € S ist transient < pr?) < 00

Beispiel 3.2.4. (Irrfahrt auf Z)
Wir betrachten die Irrfahrt auf dem beidseitig unbeschrankten Gitter G = Z mit
der Ubergangsmatrix

P, falls j = +1

IT = (pij)i,jez mit p;; = { l—-p, fallsj=i—1,
0, sonst

wobei 0 < p < 1. Offensichtlich existiert fir jedes ¢ € Z ein Index n € Ny mit
P(X, = 1) > 0, egal welche Startverteilung vorliegt. Damit sind die Vorausset-
zungen von Satz 3.2.1 erfiillt.

Zur Bestimmung, ob ein Zustand ¢ € Z rekurrent oder transient ist, benétigen wir

die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten p(f') t€Z, neN. Mit (3.24) gilt

1 ?

n—1
PE?) = Z Pig, ( H plj_llj)pln_;i

£y,..08n_1€EZ j=2
n
= Z Pijitu, ( H Pi+u1+..,+u,-_1,i+u1+...+u,~)
ul,...,une{—l,l},2;=l u; =0 =2
0, falls n ungerade
= (n/z)p"/z(l —p)™?, falls n gerade

Diese Formel macht man sich auch leicht kombinatorisch klar. Um in n Schritten,
ausgehend von der Position 7, wieder in ¢ zu landen, mu8 sich das Teilchen genau
n/2-mal um eine Einheit nach rechts und n/2-mal nach links bewegen. Damit
ist fiir ungerades n keine Riickkehr zum Ausgangsort mdglich. Fiir gerades n
gibt es (n72) verschiedene solcher Wege, und jeder hat wegen der stochastischen

Unabhéngigkeit der Bewegungen die Wahrscheinlichkeit p*/2(1 — p)"/2.
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Mit Hilfe der Stirling-Formel (vgl. (2.1.87))

. n!

(kurz: n! ~ n"*1/2¢="\/27) zeigen wir fiir gerade natiirliche Zahlen 2n, n € N,

" = (2n) (p(1-p)" = 7)'2 (p(1—p)"

_ (@npnHi2ein/on - p)" = 1 (4p(1-p))"
(n""’lfze‘"\/—_) NN

Da 4p(1 — p) =1, falls p = 1/2, und 4p(1 — p) < 1, sonst, ist

(3.2.25)

i (4p(1 — P)) < oo, fallsp#1/2
= =00, fallsp=1/2

Sind nun {an}neN, {bn}nen Folgen positiver Zahlen mit a, ~ by, sosind o7 a
und > o7 b, beide < 0o oder beide = 0o, wie man durch Erweitern Y oo an, =
Yo 32bn sieht.

Insgesamt gilt

Z () _ (2n) < oo, fallsp#1/2
Pii = oo, fallsp=1/2

n=1

und mit Satz 3.2.1: Alle Zustande sind transient (bzw. rekurrent), falls p # 1/2
(bzw. p =1/2).

Bemerkenswert ist noch, daB auch fiir p = 1/2 aus (3.2.25) lim, e pf? )=0 folgt.
Man nennt Zustinde ¢ € S, die diese Eigenschaften haben, null-rekurrent. Wir
werden spater hierauf zuriickkommen. =

Fiir eine homogene Markoff-Kette {X,}.eN, sei nun ¢ € S ein Zustand mit
P(Xy =1) > 0 fitr ein k € No.

P = P(Xpgn =6, Xi4j #1,j = Lo.oon—1| X =i), n€Np,  (3.2.26)

bezeichne die Wahrscheinlichkeit, dafl ausgehend von ¢ € §, nach genau n Schrit-
ten erstmalig wieder ¢ angenommen wird. Die Wahrscheinlichkeit in (3.2.26) ist
unabhingig von k € Ny, da die Verteilung P(X¢+1-Xe4n)(. | X, = ) identisch ist
fur alle £ € Ny mit P(X, = 1) > 0, wie man durch Anwendung von (3.2.7) im
Fall homogener Markoff-Ketten sieht. Eine Festlegung von f,~(,~") erfolgt dann mit

einem beliebigen Index k € Ny, fiir den die elementare bedingte Wahrscheinlichkeit
(3.2.26) definiert ist.

Z nfi™ (3.2.27)

n=1
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188t sich dann als Erwartungswert der ersten Riickkehrzeit nach ¢ € § interpretie-
ren.

Genauer gilt mit der Zufallsvariablen N;; = min{r € Ng | Xz4, = i}, da
pi = [ NidP(- | X; = i), wobei P(- | X; = i) die elementare bedingte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung unter {X; = i} auf (2, .A) bezeichnet.

Fiir einen rekurrenten Zustand i € S gilt 0 < P(limsup,,_,{X. = 7}) <

P(UZo{Xn = i}), also ist £ fiir alle n € Ny wohldefiniert.

Definition 3.2.5. (positiv-rekurrente/null-rekurrente Zusténde)
i € S sei ein rekurrenter Zustand der homogenen Markoff-Kette {Xp}neN,. ¢ heiBt
positiv-rekurrent, wenn p; < oo; 1 heifit null-rekurrent, wenn u; = oo.

Anschaulich gesprochen bedeutet null-rekurrent, daf ein Zustand ¢ zwar mit
positiver Wahrscheinlichkeit unendlich oft angenommen wird, man im Mittel aber
unendlich viele Zeiteinheiten warten muf}, bis ein erneuter Besuch stattfindet.

Den folgenden Satz zitieren wir ohne Beweis. Er findet sich etwa in Ross
(1983), Theorem 4.3.1.

Satz 3.2.2. (Klassifikation von Zustanden)
t € S sei ein rekurrenter Zustand der homogenen Markoft-Kette {X,}nen, mit

Uberga.ngsmatrix IT = (pij)ijes- Der Zustand 1 ist genau dann null-rekurrent,
wenn lim, pg?) =0 gilt.

In Satz 3.2.2 werden rekurrente Zustande, fiir die ja 3 oo, pf:1 ) = oo gilt, noch
einmal nach der Geschwindigkeit der Divergenz dieser Summe unterschieden. Das
Kriterium ist, ob die Summanden pS?) selbst noch eine Nullfolge bilden.

Wir steuern im folgenden auf die Beschreibung des Grenzverhaltens von Mar-
koff-Ketten im Sinn der punktweisenn Konvergenz der Zahldichten p(n) (n — oo0)

zu. Eine wesentliche Rolle spielen dabei die Begriffe “irreduzibel” und “aperi-
odisch”.

Definition 3.2.6. (irreduzible Ubergangsmatrizen)

Es bezeichne II = (p;j)i jes die Ubergangsmatrix einer homogenen Markoff-Kette
{Xn}neNo- II heiit irreduzibel, wenn fiir allei,j € S einn € N und iy, 1,...,in €
S existieren mit ig = ¢, i, =j und p;, _,;, > 0 fiirallek =1,...,n.

Irreduzibilitat einer stochastischen Matrix besagt, dafl jeder Zustand j € S

von jedem anderen i € § in einer endlichen Anzahl von Ubergéngen erreicht werden
kann. Wegen (3.2.4) ist die folgende Bedingung dquivalent zu der in Definition 3.2.6
angegebenen.

Fiir alle i,j € S existiert n € N mit p{}’ > 0. (3.2.28)

Wenn {X,}neN, eine homogene Markoff-Kette mit irreduzibler Ubergangs-
matrix IT = (pij)ijes ist, dann gilt

P( G {Xn = i}) >0 firallei€S. (3.2.29)
n=1
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Denn bei der Anfangsverteilung p(0) wahle man eine Komponente ¢ € S mit

Pi,(0) > 0. Fir beliebiges ¢ € S existiert wegen (3.2.28) n € N mit p( ™ > 0, und
mit (3.2.12) folgt

pi(n) = P(X, =) = (p(OYII™); = 3 p;(0)pS7 > piy (0)p1) > 0
JES

Satz 3.2.3. {X,}nen, sei eine homogene Markoff-Kette mit irreduzibler Uber-
gangsmatrix II = (pij)i jes. Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:

a) Alle Zustdnde i € § sind transient, und es gilt
Zp‘") < oo fiir alle,j € S.

b) Alle Zustinde i € S sind null-rekurrent mit P(limsup,_,{X» = i}) =1 fiir
allet € S, und es gilt

Zp(“)—-oo und hm p( )—Ofurallez,] €S.

c) Alle Zustéinde i € S sind positiv-rekurrent mit P(limsup,_, . {X» = i}) =1
fiir alle ¢ € S, und es gilt

Zp(n) =co und limsup p{}’ > 0 fiir alle i,j € S.

n—oo
n=]1

Beweis. a), b) und c) schlieBen sich gegenseitig aus; wir zeigen in einer Fallun-
terscheidung, daf stets eine der drei Aussagen gilt.
Fall 1: Es existiert ein transienter Zustand k € S.
Nach Satz 3.2.1 b) gilt 3 oo, pi’,? < oo. Sind nun i, €8 beliebige Zustande,

so existieren wegen II irreduzibel s,t € N mit p > 0 und p > 0. Mit der
Chapman-Kolmogoroff-Gleichung (3.2.16) schheBen wir

P By - pl) < plt ™ fir alle n € N, (3.2.30)

pg) . (Zp(n)) tk) < Z (s+n+t) _ Z A < o,

n=s+t+1

Folglich ist Y o7, pf;’) < oo fiir alle 4,5 € S, also gilt a).
Fall 2: Es existiert ein null-rekurrenter Zustand k € S.
Nach Satz 3.2.1 a) und Satz 3.2.2 gilt 32, p{¥) = 0o und limp—s0 pik =0. Selen

,J €S beheblge Zustande. Auch hier gilt (3.2.30) mit positiven p ) und pJ k,
dafl lim,, pij =0 firallei,j €8S.
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Weiterhin lassen sich u,v € § finden mit p( ) S 0 und p(v) > 0. Es gilt p;; () (n)

pg;) < p{**"**) fiir alle n € N, so daf nach Summation der rechten und hnken

Py
Seite

00 = Zp(") < Zp("+"+v), also Zp(") = oo fiiralle 4,5 € S.

n=1

Dies gilt insbesondere fiir beliebiges 7 = j, woraus mit Satz 3.2.1 a) und Satz 3.2.2
die Null-Rekurrenz aller Zustande folgt.
Es bleibt zu zeigen P(limsup,_,..{X» =t}) =1 fiir alle i € S. Dies folgt allein
aus der Rekurrenz und Irreduzibilitat von IT. Wir benutzen hierzu die Argumen-
tation (3.2.22), nach der bei rekurrentem ¢ € S, falls P(X, = ¢) > 0, unabhéngig
von n gilt p(1) = P(Xx #1,k2n+1| X, =) =0.
Seinun j € S, j # ¢, beheblg Weil IT irreduzibel ist, existieren m € N und
10,215+ 50m € S mit g =%, tm = J, 1,.-.ytm-1 € {4, ]} und p;,_,i, > 0 fir alle
£=1,...,m, derart da}
0=p(i) 2 P(Xx #t,k2n+m+1, Xppe=1i,1<€<m| X, =1)
=PXnqt #L,k2m+1, Xntr=1,0<L<m)/P(X, =1)
=PXntk #5L,k>2m+1| Xppr=1,0<£€<m)
“P(Xpt4r=1,0<£L<m)/P(X, =1)

=P(Xn4k Fk2>2m+ 1| Xogm =J) P(Xnte =1,0 <L <m)/P(X, =1).

Hierbei ist P(X, = ¢) > 0 und wegen (3.2.7) auch P(Xpy¢ =1,,0 < £ <m) > 0.

Es folgt P(Xp4k #t,k>m+ 1| Xym = 7) = 0 und wegen der Unabhéngigkeit
dieses Ausdrucks von n und m

P(X¢#1i,>n+1]X, =j)=0 fir alle n € Ng mit P(X, =73) > 0.
Insbesondere
PXy#1,£21|Xo=7)=0{ir alle j € S mit P(Xo =7) > 0. (3.2.31)

Fir ¢ = j ist dies die von oben bekannte Aussage p(z) = 0.
Der Beweis von b) 1aBt sich nun folgendermaflen fiihren.

P(X¢#i,£>1)= Y P(Xe#i,6>1]|Xo=j)P(Xe =j)=0,
JES,P(X0=5)>0

also durch Komplementbildung mit Satz 3.2.1 a)
P( U {Xn = i}) = P(limsup{X, = i}) =
n=0 n—oo

Fall 3: Es existiert ein positiv—rekurrenter Zustand.
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Dann muf jeder Zustand positiv—rekurrent sein, da nach dem bereits Gezeigten
Transienz oder Null-Rekurrenz eine gemeinsame Eigenschaft aller Elemente des
Zustandsraums ist. Rekurrenz und Irreduzibilitdt haben wie im Fall 2 zur Folge,
da8 P(limsup,_.{Xs = i}) =1 fir alle i € S. Genauso wie oben folgt auch

S PE;) = oo fiir alle z,j € S.

Angenommen es existieren nun ¢, € & mit lim, p(") = 0. Da II irreduzibel

(m)

ist, 188t sich e1n m € N finden mit p;;”’ > 0, woraus mit p(") p, ¥ ™) < p("+m) folgt,

daf lim,,_, p,-, = 0. Nach Satz 3.2.2 ist ¢ dann null-rekurrent, ein Widerspruch.
Dies zeigt c). "

Fiir unser Ziel, die Konvergenz der n-ten Randverteilungen PX» gegen eine
nicht degenerierte Wahrscheinlichkeitsverteilung im Sinn der punktweisen Konver-
genz der Zahldichten zu untersuchen, liefert Satz 3.2.3 die folgenden Aussagen.

Korollar 3.2.1. {X, },eN, sei eine homogene Markoff-Kette mit irreduzibler
Ubergangs-Matrix I und Zustandsraum S. Dann liegt der Fall c) aus Satz 3.2.3
vor, wenn
a) ein stochastischer Vektor p* existiert mit limy,_.o p(n)
b) der Zustandsraum S endlich ist.

= p* oder

Beweis. a) Im Fall a) und b) aus Satz 3.2.3 gilt lim,—o pE; 0 fiir alle

i, € S,s0daB pj(n) = E:esP'(O)PEJ) fir alle j € S. Da p( ™ < 1 fiir alle i t,J €8,
n €Nund ), ¢ pi(0) =1, gilt fiir den Limes

Jim pj(n) = lim Yo POy = pi(0) Jim pY =0
i€s i€s
fiir alle 7 € S, also liegt keine Konvergenz gegen einen stochastischen Vektor vor.

b) Im Fall eines endlichen Zustandsraums S kann ebenso nicht limp,_, pE;') =0
fiir alle ¢, € S gelten, da nach Lemma 3.2.4 bei Konvergenz von II" = (pS;))i, jes
die Grenzmatrix stochastisch ist, also nicht die Nullmatrix sein kann. ]

Selbst im Fall ¢) von Satz 3.2.3 mufl nicht immer Konvergenz von II" bzw.
p(n) gegen eine stochastische Matrix bzw. einen stochastischen Vektor vorliegen,

wie das Beispiel I = (;’ (1,) zeigt. Als weitere Bedingung ist “Aperiodizitat” noétig.

Definition 3.2.7. (Periode eines Zustands)
ITI = (pij)i jes sei eine stochastische Matrix. Firi € S heifit V)

d(i) = GGT{n e N | p{ > 0}

die Periode von i. Wenn d(i) = 1 ist, heiit i aperiodisch. Gilt p(") = 0 fiir alle
n € N, so wird d(i) = oo gesetzt.

1) GGT heift “grofter gemeinsamer Teiler”
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Lemma 3.2.5. (Periode)
IT = (pij)i,jes sei eine irreduzible stochastische Matrix. Dann gilt d(i) = d(j) = d
fiir alle t,5 € S. (d heiBt dann Periode von II; bei d = 1 heifit I aperiodisch.)

Beweis. Seien ¢,j € S. Es existieren s,t € N mit p( 8 <5 0 und p(t) > 0. Fs
gilt d(i)|(s +) D, da p§*Y > P(s) PS:) > 0. Mit der Ungleichung P(s+n+t)

pfs) pg';) St) fiir a.lle n € N schlieflen wir: Ist p(") > 0, gilt d(i)|(s +n +t). Mit
d(z)|(s +1) folgt d(7)|n, also d(j) < d(¢). Durch Vertauschen der Rollen von ¢ und j
in obiger Argumentation folgt d(i) < d(j), also die Behauptung. "
Satz 3.2.4. (positive Rekurrenz und stationéire Verteilung)

{Xn}nen, sei eine homogene Markoff-Kette mit irreduzibler und aperiodischer

Ubergangs-Matrix II = (p,_,),,,e,s Dann gilt: Alle Zustinde i1 € S sind posmv
rekurrent genau dann, wenn eine stationare Verteilung p* existiert ( also p*-11 = p*
fiir einen stochastischen Vektor p*). In diesem Fall ist p* = (p},p;,...) eindeutig
bestimmt, und zwar

Pl =— = lim g firalleijeS

/‘J n—oo

mit p; aus (3.2.27). p* ist damit unabhéngig von der Anfangsverteilung p(0).

Beweis. Wir nehmen an, daB alle Zustdnde positiv rekurrrent sind (Fall ¢) in
Satz 3.2.3), und benutzen die Tatsache, daf im Fall der Aperiodizitat von I1

lim p™ = & firallei,j €S (3.2.32)

n— 00 “J

gilt (vgl. Ross (1983), Theorem 4.3.1). Es ist

0<Z anLn;op()<11mZp()—l

JGS JES JES

wobei die linke Ungleichung wegen Satz 3.2.3 c) richtig ist. Die rechte Unglei-
chung gilt im Fall eines endlichen Zustandsraums soga,r mit Gleichheit; sie folgt

im unendlichen Fall S = N aus der Ungleichung 3", =1 “ =" j=1 iMoo p(n)

lim, 00 21_1 pf]") <1 durch Grenziibergang r — oo.

Definiere p* = (p},p3,...) durch pf = ;1'-/ dokes ‘}—k p* ist offensichtlich ein
stochastischer Vektor, fiir den

1 1
(p*-M); =) pipij = =7 ) —Pij
’ ,EZS T Ekesl/ﬂk ies Mi
gilt. Mit
| (nt1) _ 1
+1
—p—-hm p p <11m p p,—hmpn

D d(7)|(s + 1) bedeutet “d(:) ist Teiler von (s + 1)”



3.2. Markoff-Ketten 197

folgt nach Grenziibergang r — oo

(p*-I); = ——/ Z — <p}. (3.2.33)
Hi jes®

Da p* - II und p* beides stochastische Vektoren mit Zeilensumme 1 sind, gilt
Gleichheit in (3.2.33), also p* - II = p*, und damit ist p* stationare Verteilung.
Zum Beweis der umgekehrten Richtung bemerken wir zunéchst, da88 fiir eine sta-
tionare Verteilung p* fiir alle n € N die Identitat

p*.nn=pt'n_nn—l=p*'nn—l=_”=P*'H:pt

gilt.

Angenommen, es existiert ein nicht positiv-rekurrenter Zustand. Dann gilt a) oder
b) aus Satz 3.2.3 mit der Konsequenz, dal lim, . pg;) = 0 ist fir alle ¢, € S.
Es folgt wie im Beweis von Korollar 3.2.1

(p* TI"); =Y piply) =0 (n— o),
i€ES
im Widerspruch zu p* - II" = p* fiir alle n € N.
Zu zeigen bleibt p; = 1/u; fiir alle j € S, wenn p* = (p},p3,...) eine stationire
Verteilung ist. Wie oben gilt p* - II" = p* fir alle n € N und mit (3.2.32)

= . Yai=l

ies (n—oo)  Ges Hi Ky

da ) ;s P} = 1. Dies zeigt die Behauptung. L]

Ist {X,}ren, €ine homogene Markoff-Kette mit irreduzibler und aperiodi-
scher f]bergangsmatrix IT, so konvergiert bei positiv-rekurrenten Zustinden nach
Satz 3.2.4 die Matrix II™ elementweise gegen eine stochastische Matrix IT*, deren
Zeilen identisch sind und die eindeutige, stationire Verteilung p* reprasentieren.
Fiir einen endlichen Zustandsraum & liegt wegen Korollar 3.2.1 b) der Fall ¢) aus
Satz 3.2.3, also positive Rekurrenz aller Zustande bei irreduzibler ﬁbergangsmatrix
vor. Es gilt damit das folgende

Korollar 3.2.2. {X,}.eN, sei eine homogene Markoff-Kette mit endlichem Zu-

standsraum S und irreduzibler und aperiodischer I}bergangsmatn'x II. Dann sind
alle Zustande positiv rekurrent, es existiert eine eindeutige stationare Verteilung
=(p},...,p5) mit pf =1/p;,i=1,...,r, und es gilt

pi Py - P
m "= | : . (3.2.34)
n—oo . .

pi Py - Df

Ist die Ubergangsmatrix irreduzibel, reicht die folgende, oft einfach nachzu-
prifende Bedingung aus.
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Korollar 3.2.3. {X,}n.eN, sei eine homogene Markoff-Kette mit endlichem Zu-
standsraum S und irreduzibler Ubergangsmatrix II. Wenn dann n € N existiert
derart, daB8 II" eine Spalte mit lauter positiven Elementen besitzt, so gelten die
Aussagen von Korollar 3.2.2. Ferner existiert dann m € N so, daBl II™ primitiv
ist, d.h. lauter positive Elemente besitzt.

Beweis. Wir zeigen zunédchst die Aperiodizitat von IT, wodurch die Vorausset-
zungen von Korollar 3.2.2 erfiillt sind. Gelte also pgz) >0fiireink €S, neN

und alle j € §. Mit vollstandiger Induktion folgt

pi’,‘) >0 firalle s >n, (3.2.35)

und zwar so: Der Induktionsanfang gilt nach Voraussetzung. Sei nun pfk) > 0.

Da II irreduzibel ist, existiert ein Zustand j € S, j # k mit px; > 0, und daher
folgt mit (3.2.16)
po > ijPg‘;) > 0.

Dies ist der Induktionsschluf, und (3.2.35) ist bewiesen. Fiir beliebige Primzahlen
ug,upy € N mit n < uy < uz gilt also P;:;cl) > 0 und pi';f) >0, so dall GGT{£ e N |
Pkk > 0} < GGT{ul,ug} =1 ist. N

Da IT irreduzibel ist, existiert fiir alle ¢, j € § eine Potenz n(z,j) € N mit pg;-‘(”] BN
0. Wahle m = 2max{n(i,j) | 7,j € S} + n. Dann gilt mit (3.2.16) fir alle ;,j € S

n(i,k m—n(i,k)—n(k,j k,j
pg") > pgk(' ) 'chk (i,k)—n(k,5)) _pgcf;( RS 0,
dam—n(i, k)—n(k,j) > nist,und wegen (3.2.35). Der Beweis ist damit vollsténdig
gefiihrt. n

Das folgende Beispiel greift noch einmal Beispiel 3.1.2 in etwas allgemeinerer
Form auf.

Beispiel 3.2.5. (Ein-Prozessor-System mit r I/O-Einheiten)

Ein System bestehe aus einer CPU (Zustand 0) und r Ein- bzw. Ausgabeeinheiten
(Zustdnde 1,...,r). Beim Ablauf von Programmen auf diesem System sei bekannt,
dal nach der Bearbeitung eines Programms auf der CPU unabhangig von der
Vorvergangenheit mit Wahrscheinlichkeit p; > 0 die I/O-Einheit Nr. j, 1 <j <r,
benutzt wird oder dafl es mit Wahrscheinlichkeit pp > 0 sofort endet und damit
flir ein neues Programm im System Platz macht. Hieraus ergibt sich E;zo pj =
1. Nach Beendigung eines Programms beginnt sofort ein neues, das das gleiche
Anforderungsverhalten bzgl. der I/O-Gerate zeigt.

Zur Beschreibung der Arbeitsweise des Systems ist eine homogene Markoff-Kette
mit Zustandsraum § = {0,1,...,r} und Ubergangsmatrix

o=|(. . . (3.2.36)
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geeignet. II ist offensichtlich irreduzibel und besitzt eine positive Spalte. Mit
Korollar 3.2.3 existiert eine eindeutige stationdre Verteilung p* = (pg,...,p}), und
lim,, oo II™ besitzt p* als identische Zeilen.

Zur expliziten Bestlmmung von p* lésen wir das Glelchungssystem z-II = z in der
Menge der stochastischen Vektoren {z = (zo,...,2,) | 11—y =i = 1,z; > 0} also

v
:1:0=:1:0p0+21,~ und z; =zepj,J=1,...,7
i=1

z; = 1—z9, liefert die erste Gleichung z¢ = ToPo +1— 2o mit der Losung
Ty = 1/(2 po). Hieraus folgt z; = p;j/(2—po), j = 1,...,7. Die eindeutige
stationdre Verteilung lautet damit

p*=( 1 P1 Pr )
2_p0,2_p07“',2_p0 )

sie stimmt zugleich {iberein mit allen Zeilen der Matrix IT* = lim,,_, o, IT". "

Man vergleiche dies mit dem in Beispiel 3.1.2 hergeleiteten Ergebnis.

In Kapitel 2.1 wurde die erste Eintrittszeit S in eine Menge B bei Folgen
stochastisch unabhéngiger Zufallsvariablen behandelt (vgl. (2.1.34) und (2.1.44)).
Allgemein wollen wir fiir eine beliebige Folge von Zufallsvariablen {Xg}nen,auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P)mit Werten in einem MefSraum (X, B)
und B € B definieren:

S(B) = min{n € Ny | X, € B} (3.2.37)

heiBt erste Eintrittszeit von {X,}neNn, in die Menge B. Es wird S(B) = oo
gesetzt, falls {n € Ny | X,, € B} = 0. (2.1.32) zeigt, daBl S(B) mefibar beziiglich
(No = No U {oo}, B(No)), also eine Zufallsvariable ist.

Beschreibt etwa {X, }neN, einen stochastischen Suchalgorithmus und B die
Menge der optimalen Elemente, so gibt die erste Eintrittszeit S(B) an, wann erst-
malig ein optimales Element gefunden wird. Der Erwartungswert von S(B) ist die
Kenngrofle, die bei der Average-Case—Analyse dieses Algorithmus relevant ist.

Natiirlich ist (3.2.37) wohldefiniert, wenn {X,},eN, eine Markoff-Kette bil-
det. Der Erwartungswert der ersten Eintrittszeit laBt sich fiir homogene Mar-
koff-Ketten mit endlichem Zustandsraum S = {1,...,r} explizit mit relativ wenig
Aufwand berechnen.

Wir benétigen hierzu die folgende Notation, wobei IT = (p;i;)i,jes eine (rxr)-
Matrix, p = (p1,- .. ,pr) ein Zeilenvektor und M C S eine Teilmenge von S ist.

Oy = (pij)ijem und  pm = (pi)iem (3.2.38)

bezeichnen die Teilmatrix bzw. den Teilvektor, die aus den Komponenten mit
Indizes in der Menge M zusammengesetzt sind.
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Lemma 3.2.6. (erwartete erste Eintrittszeit bei Markoff-Ketten)

{Xn}neN, sei eine homogene Markoff-Kette mit endlichem Zustandsraum S =
{1,...,r}, Ubergangsmatrix IT = (pij)i,jes und einer Anfangsverteilung gegeben
durch p(0) = (p1(0),...,pr(0)). Es sei B C S und S(B) die in (3.2.37) definierte
erste Eintrittszeit in die Menge B. Sind dann alle (eventuell auch komplexen)

Eigenwerte der Matrix I1g. betragsmiBig kleiner als 1, so existiert E(S(B)) und

es gilt
-1

E(S(B)) =pp(0)- (I, = Mp:) -1y, (3.2.39)

wobei b = #(B°), I, die b x b-Einheitsmatrix und 1, den Vektor (1,...,1)'" € R
bezeichnen.

Beweis. Wegen (2.2.17) gilt

E(S(B)) =) P(S(B)>n)=> P(Xo¢ B,X1 ¢B,...,X, ¢ B).

n=0

Durch Anwendung der Formel (3.2.4) auf die Matrizen Il ge erhalten wir mit (3.2.6)

P(Xo¢B,...,Xo¢B)= Y  P(Xo=io,...,Xn =1n)

$0y0ryin EBC
= Z Pis(0) Hpij-li,' = Z (Pio(o) Z Hpij—lij)
i0yeerin EBC j=1 i0,in €BE i1,0yin_1€BC j=1
= z piO(O)(H;)ioin = pp<(0)- n;c - 1y.

i05in€Bc

Aus (I—A)™1 =37 A" falls alle Eigenwerte der Matrix A betragsmafig kleiner
als 1 sind (vgl. Hunter (1983) Theorem 4.5.4), folgt

E(S(B)) = pp<(0)- (ZHBC) = pp(0)- (I — Hp:) ™" - 1,

n=0

Dies ist die Behauptung,. "

Die Voraussetzungen von Lemma 3.2.6 sind etwa dann erfiillt, wenn alle Zei-
lensummen von I g. kleiner als 1 sind. Denn nach dem Satz von Perron—Frobenius
liegen alle Eigenwerte der Matrix A = (ai;)1<i,j<r in einer der Kreisscheiben der
komplexen Ebene mit Mittelpunkt a;; und Radius Y i |aij|. Fir jeden Eigenwert

A von Ipe gilt damit [A — pii| < 37 ¢ pe 2, |pijl fiir ein ¢ € B, also

IAl <X = pisl + |pii| < Z |pi;| = Z pij <L
j€Be jeBe

Beispiel 3.2.6. (Ein-Prozessor-System)
Wir betrachten das Ein-Prozessor-System mit r Ein— bzw. Ausgabegeriten aus
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Beispiel 3.2.5 und Ubergangsmatrix (3.2.36) und fragen nach dem Erwartungswert
der ersten Eintrittszeit in Zustand j, 1 < j < r, wenn man in Zustand 0 startet. In
der Realitdt ist das die erwartete Zeit bis zur ersten Nachfrage nach Peripheriege-
rat Nr. j nach Start des Programms im Prozessor. Wir betrachten lediglich j = 1;
die Falle j = 2,...,r verlaufen vollig analog.

Sei also B = {1}. Alle Eigenwerte der Matrix

Po p2 - Pr
1 0 --- 0
HBcz . :
1 0 --- 0

liegen in einer der beiden Kreisscheiben der komplexen Ebene mit Mittelpunkt py
und Radius (1 — pg — p1) bzw. mit Mittelpunkt 0 und Radius 1. Also gilt [A| <1
fiir alle Eigenwerte A von Ilpge.

Angenommen es existiert ein (komplexer) Eigenwert A mit |A| = 1. Dann ist die
Matrix

1—-Apo =Apz -+ —Apr
- 1 0
I — Mlpe = : : - :
Y 0 1

wegen det(I, — AIlg.) = 0 singuldr. Die letzten r — 1 Spalten sind offensichtlich
linear unabhangig, so daf§

1= Apo=M(p2 +-- +py)

folgt. Ist A = z + iy und A = = — iy der konjugiert komplexe Eigenwert, so erhilt

man nach Multiplikation beider Seiten dieser Gleichung mit A, da AA = 1, da8§
Po=A—A(pz+---+p,),also ~y—y(p2+---+pr) = —y(1+p2+---+p,;) = 0, also

y = 0. Dies bedeutet py = z(1—p;—-- -—p,) = z(pp+p1),alsoz = po/(p0+p1) <1

und folglich z? + y? < 1 im Widerspruch zur Annahme |\| =

Insgesamt sind alle Eigenwerte von IIg. betragsmaBig kleiner als 1 und wegen

Lemma 3.2.6 folgt

l1-=po =p2 -+ pr 1
-1 1 o 0

B(S{1)) =(1,0..,0-| . ()
-1 0 -1 '

Wie man durch Ausmultiplizieren nachrechnet, ist die Blockmatrix

( }_,1; L (p27 ap'l‘) )
pller—l I, + ——6,- 1° (P2> apr)

die oben verlangte Inverse, so da E(S({1})) = (1+p2+---+p;)/p1 bzw. allgemein

B(S({1}) = (1+ Zpe) i=1em,

=3
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die erwartete Zahl der Zeiteinheiten bis zur Nachfrage des Gerats Nr. j, ist. =

Weitere Beispiele zur Anwendung von Markoff-Modellen in der Informatik
findet man z.B. in GlaBer (1987) (automatische Spracherkennung), Ritter, Marti-
nez & Schulten (1990) (Neuronale Netze) oder Lauritzen & Spiegelhalter (1988)
(Expertensysteme).

3.3. Simulated Annealing

Ein Optimierungsverfahren, das der Evolution unserer biologischen Welt unter-
liegt, ist “Mutation und Selektion”. Durch Mutation wird bei der Entstehung von
Lebewesen zufillig das vorhandene Muster verandert, anschlielend entscheidet die
Umwelt, ob die Verdnderung zu einer verbesserten Funktionsfidhigkeit und damit
zu einer erhohten Fortpflanzungsrate unter Beibehaltung der veranderten Struktur
fihrt. Im anderen Fall wird die neue Lésung wieder verworfen, d.h. die Muta-
tion stirbt aus. Beachtenswert ist, da8 auch schon einmal “schlechtere” Losungen
voriibergehend akzeptiert werden konnen, aus denen dann in spéteren Schritten
von anderer Basis aus wieder bessere hervorgehen kénnen. Diese Verkniipfung von
zufélligem “lokalem” Suchen nach besseren Moglichkeiten und einer zielgerichte-
ten Auswahl der neuen Varianten hat in der Natur offensichtlich sehr erfolgreich
gewirkt und gut angepafite Lebensformen hervorgebracht.

Das gleiche Grundprinzip — quantitativ schon viel besser beschreibbar— fin-
det man bei der Abkiihlung von Metallen vom fliisigen zu einem mdglichst energie-
armen, festen Zustand. Beim langsamen Abkiihlen von flissigem Metall stellen sich
nach und nach Zusténde geringerer Energie ein. Trotz der absinkenden Temperatur
kénnen schon einmal wieder héhere Energiezustande, also schlechtere Losungen,
auftreten.

Die Modellierung dieses physikalischen Phanomens fiihrte zur Entwicklung des
Annealing—Algorithmus durch Metropolis u.a. (1953) und Kirkpatrick (1983); hier-
aus bezieht der Algorithmus auch seinen Namen (annealing = hérten, ausglithen).
Andere Bezeichnungen sind Monte-Carlo-Annealing oder Statistical Cooling.

Eine wesentliche Idee ist, dafl mit gewisser abnehmender Wahrscheinlichkeit
im Verlauf des Algorithmus auch wieder schlechtere Zusténde akzeptiert werden.
Dies verhindert, da der Algorithmus in lokalen Optima steckenbleibt. Ist namlich
einmal ein lokal optimaler Zustand erreicht, reicht unter Umstanden die Palette der
moglichen Mutationen nicht aus, dieses lokale Optimum wieder zu verlassen, wenn
man nicht auch in Zwischenschritten wieder schlechtere Zustande akzeptiert. Die
zuféllige Mutation oder Zustandséinderung und das zufallige Akzeptieren von neuen
Zusténden bilden den stochastischen Anteil des Algorithmus; seine Implementie-
rung auf Computern hingt damit wesentlich von einem effizienten Zufallsgenerator
ab.

Wir werden im folgenden ein allgemeines Markoff-Modell fiir den Simulated
Annealing—Algorithmus herleiten und hiermit sein stochastisches Verhalten analy-
sieren. Dieses Modell wird sehr allgemein sein, so da Simulated Annealing in vie-
len Anwendungsfallen als heuristisches Optimierungsverfahren eingesetzt werden
kann, ohne zunéchst die Struktur des speziellen Problems zu durchleuchten. Dies
ist als Hauptvorteil des Algorithmus zu sehen: er stellt bei kombinatorischen Op-
timierungsproblemen ein flexibles und weithin anwendbares Hilfsmittel dar. Sein
Nachteil ist, dal er manchmal selbst nach einer Vielzahl von Iterationen das globale
Optimum nicht erreicht, obwohl er schon nach relativ wenigen Iterationen sehr nahe
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am Optimum liegt. Das Verfahren bietet sich insbesondere an, wenn der Anwender
auch schon mit suboptimalen Losungen zufrieden ist. Nattrlich wird Simulated
Annealing haufig in Rechenaufwand und Laufzeit von Algorithmen unterboten,
die auf die spezielle Struktur des zu bearbeitenden Problems genau zugeschnitten
sind.

Das zu behandelnde kombinatorische Optimierungsproblem kann allgemein
beschrieben werden mit einer endlichen Menge von méglichen Konfigurationen
oder Zustanden S, die wir im folgenden ohne Einschrankung der Allgemeinheit
mit S = {1,...,7} C N identifizieren wollen. Jeder Konfiguration : € § wird
vermoge einer Abbildung f : S — R eine relle Zahl (Kosten) zugeordnet. Das Ziel
ist nun, aus der in der Regel riesigen Konfigurationenmenge S einen Zustand ip,
zu finden, der die Kosten minimiert, d.h.

minimiere (@) (3.3.1)

Sopt = {1 € S| f(3) £ f(j) fur alle j = 1,...,r} bezeichne die Menge der optima-
len Zusténde.

Simulated Annealing dndert jetzt in jedem Schritt die aktuelle Konfiguration
zuféllig in eine mogliche Nachbarkonfiguration. Diese wird als neue Ausgangskon-
figuration akzeptiert, wenn sie geringere Kosten hat. Mit einer gewissen vorge-
gebenen Wahrscheinlichkeit wird sie aber auch dann akzeptiert, wenn sie hohere
Kosten tragt. Diese Wahrscheinlichkeit ist zu Beginn des Algorithmus gro8, wird
im Verlauf aber langsam herabgesetzt und konvergiert schliefllich gegen Null. Wie
oben beschrieben, wird hierdurch friithzeitiges Steckenbleiben des Algorithmus in
lokalen Optima verhindert. Dieses Verhalten werden wir mit Hilfe von Markoff—
Ketten beschreiben. Weiterfilhrende Darstellungen finden sich etwa in Arbeiten
von Aarts & van Laarhoven (1985), (1987).

{X©}nen, ¢ > 0, sei eine Familie von homogenen Markoff-Ketten

auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit Zustandsraum

$=1{1,...,r}, r € N, und Ubergangsmatrizen (3.3.2)

II(c) = (pij(c))lsi,jsr = (P(Xr(zc) =7 |X$21 = i))lsi,jsf'

c € R,c > 0, hat die Rolle eines Kontrollparameters, er bestimmt, in welchem
Maf die Wahrscheinlichkeit fiir das Akzeptieren von Zustdnden mit schlechterem
Zielfunktionswert im Verlauf des Algorithmus féllt. Der gesamte Annealing—Prozef§
wird durch “Aneinanderhéngen” von mit abnehmenden Werten von ¢ simulierten,
jeweils homogenen Markoff-Ketten realisiert.

pij(c) ist die Wahrscheinlichkeit, dafl der Algorithmus bei gegebenem Wert
von c, ausgehend von ¢ € S, im nachsten Schritt auf die Konfiguration j € §
ibergeht. Im weiteren nehmen wir an, dafl diese Ubergangswahrscheinlichkeiten
folgendermaflen zusammengesetzt sind.

gij(c)ai;(c), falls j # 3, N
pij(c) = { 1- 2'2;1 gie(c)aie(c), fallsj=i,» 1S45Sm (3.3.3)
£H#1
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wobei 0 < a;j(c) <1, 0 < gij(c), Yp_, git(c) =1firallei,j =1...,r, ¢>0
Wahrscheinlichkeiten mit folgender Interpretation sind. Die stochastische Matrix
G(e) = (g;j(c))1 <ij<r enthalt die Wahrscheinlichkeiten, ausgehend vom Zustand
i € S im néchsten Schritt die Konfiguration j € S zu generieren. Unabhéngig wird
dann ein Zufallsexperiment durchgefiihrt, bei dem mit Wahrscheinlichkeit a;;(c)
entschieden wird, den Zustand j auch tatsachlich als aktuellen zu akzeptieren.
Die Elemente der Mengen S; = {j € S | gij(¢) > 0} heiflen Nachbarzustinde
von : € S. Wie man leicht nachrechnet, ist die durch (3.3.3) gegebene Matrix
II(c) = (pij(c)),<; j<r €ine stochastische Matrix.

Markoff-Ketten {X,}r,eN mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten (3.3.3) er-
hilt man durch folgende Konstruktion, die den Proze der zufélligen Generie-
rung und unabhéngigen, zufélligen Annahme des generierten Zustands modelliert.
Zur Vereinfachung der Notation wird der Parameter ¢ bei den auftretenden Zu-
fallsvariablen nicht explizit vermerkt. Y;, 1 < ¢ < r, seien Zufallsvariable mit
Werten in S und Verteilung P(Y; = j) = g¢ij(c). {Yi = j} beschreibt das Er-
eignis, daf# vom Zustand i aus aus Konfiguration j erzeugt wird. Ferner seien
Zij, 1 < 14,j < r, je auf {0,1} binomialverteilte Zufallsvariable mit Parame-
ter a;j(c), dh. P(Z;; = 1) = a;j(c) = 1 — P(Z;; = 0). {Z;; = 1} bedeu-
tet, dafl vom Zustand ¢ aus der Zustand j akzeptiert wird. Alle Zufallsvariablen
Yij, Zi, 1 < 4,3 < r, seien stochastisch unabhangig, wodurch ausgedriickt wird, daf$
man in jedem Iterationsschritt unabhéngig einen neuen Zustand generiert und in
einem unabhéangigen Zufallsexperiment mit Wahrscheinlichkeit a;;(c) tiber dessen
Annahme entscheidet. Definiert man jetzt rekursiv

Xo=2ZX0 1 vx,_Ynor + (1= Zx0 s va,_, ) Xno1,
Xo=0, Zo; =1, 1 <1< r, Yy eine Zufallsvariable (3.3.4)

mit Werten in S und gewlinschter Anfangsverteilung,

so bildet {X, }nen eine Markoff-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten (3.3.3),
denn fur ¢ # 5 gilt

P(Xn =j ’Xn—l =4,Xn-2 =tgh-2,...,X1 = Z'1) =P(Xn =J IXn-—l = 2)
=P(ZiyvYi+ (1= Ziy,)i=j)=P(Ziy, =1,Y; = j)
= P(Zi; =1,Y; = j) = P(Zi; = 1)P(Y; = j) = ai;(c)gi;(c).

Der zweite Teil der Formel aus (3.3.3) fiir i = j ergibt sich hieraus als Komple-
mentarwahrscheinlichkeit.

Man beachte, daB8 die Zufallsvariablen in (3.3.4) “zufallige Indizes” erhalten
haben. Das in (3.3.4) auftretende Ereignis {Yx,_, = k} etwa 1aBt sich schreiben als
Nj=1{Y; = k, Xn—1 = j}, so daB wegen (1.1.27) und (1.1.28) die derart gebildeten
Abbildungen mefbar, also Zufallsvariable sind.

Ausgangspunkt fir das folgende ist jetzt das Markoff-Modell (3.3.2) mit den

Ubergangswahrscheinlichkeiten (3.3.3). Es stellt sich die Frage nach Bedingungen
an die Wahrscheinlichkeiten g;;(c) und a;;(c) derart, da8 der Algorithmus fiir eine



3.8. Simulated Annealing 205

beliebige Startverteilung go mit n — oo und ¢ | 0 in einen optimalen Punkt lauft,
genauer, dafl die folgenden Limesverteilungen existieren

lim goIT"(c) = u(c) und liﬁ)l u(c) = u, (3.3.5)
n—oo c

wobei u = (uy,...,u,), u; 2 0, und ZiESOP. u; = 1.
Die folgenden Bedingungen stellen sicher, dafl der erste Grenzwert in (3.3.5)
existiert.

Fir alle 4,5 € {1,...,7}, ¢ > 0 existieren k = k(3,j) € N,
{l,..,k}C{1,...,r} mit [ = ¢, = j so, (3.3.6)
daB gi, 1,,,(c) >0 fiirallet=1,...,k—1

und
g,-,~(c) > 0 fir alle ¢ = 1,...,r (337)

Lemma 3.3.1. (Primitivitit der Ubergangsmatrix) )

Unter den in (3.3.6) und (3.3.7) getroffenen Annahmen ist die Ubergangsmatrix
I(c) = (p‘j(c))lsi,jsr primitiv, d.h. es existiert m € N derart, daB II™(c) lauter
positive Elemente besitzt.

Beweis. Fiir k € N bezeichne IT*(c) = (p{;(c)), ; ., die Matrix der k-Schritt
Ubergangswahrscheinlichkeiten. Nach Voraussetzung gilt ai j(c) > 0, so daB fiir
alle ¢ # j Bedingung (3.3.6) auch fiir p;j(c) anstelle von g;;(c), also fiir die Ele-

mente der Ubergangsmatrix II(c) gilt. Wahlt man nun m = max{k(i,j) | 7,7 =
1,...,7}, k(3,7) aus (3.3.6), so folgt fiir alle 7,5 € {1,...,r}, daB

k(i,5)—1
m k(i,5 m—k(i,J m—k(i,j
20 2 5@ 2 ([T prteno) 2 @ >0, (338)
t=1

wobei Iy, ..., Ik ;) die Indizes aus Bedingung (3.3.6) sind. Hierbei gilt p;;(c) >0,
da wegen (3.3.7) i, x; 9ie(c)aje(c) < Z;=1,Z#j gje(c) =1 —gjj(c) < 1. Die
zugehorige Markoff-Kette {X ,(,c)} ist damit insgesamt irreduzibel.

Anschaulich besagt Gleichung (3.3.8), da8 man mit positiver Wahrscheinlichkeit
von ¢ nach j in k(¢, j) Schritten kommt und mit positiver Wahrscheinlichkeit fur die
restlichen m — k(3, j) Schritte in j verbleibt. Die Ungleichungen sind eine einfache
Konsequenz der Chapman-Kolmogoroff-Gleichungen (3.1.14). [

Unter den Annahmen (3.3.6) und (3.3.7) folgt mit Lemma 3.3.1 fur alle ¢ > 0
aus Korollar 3.2.3 die Existenz einer Limesmatrix

u(c)
lim II"(c) = Ioo(c) = , (3.3.9)
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die lauter identische Zeilen u(c) besitzt. u(c) = (ui(c),...,ur(c)) ist gleichzeitig
die eindeutige, stationére Verteilung der zugehorigen Markoff-Kette {X,,} nen, und
es gilt lim,,_, o goII™(c) = u(c) fiir jede beliebige Anfangsverteilung go. Der erste
Grenzwert in (3.3.5) existiert also in der geeigneten Form.

Die folgenden a;;(c) bilden ein Beispiel fiir eine konkrete Wahl von Annahme-

wahrscheinlichkeiten.
aij(c) = min {1,exp ( _ M

wobei f die Kostenfunktion aus (3.3.1) ist.

Mit diesen a;;(c) wird vom Zustand ¢ aus mit Wahrscheinlichkeit 1 der Zustand
7 akzeptiert, wenn f(5) < f(7) gilt, also

fG)LfE) = aij(c)=1flralles,j €S, ¢c>0. (3.3.11)

Ist aber f(j) > f(¢), so wird j € S noch mit positiver Wahrscheinlichkeit akzep-
tiert, die um so kleiner ist je grofler die Differenz zwischen f(j) und f(¢) lautet
und je kleiner der Wert von c ist.

Man tiberpriift leicht, daB a;j(c) aus (3.3.10) die folgenden weiteren Eigen-
schaften besitzt.

f(G)> fi) = O0<aj(c)<1ifirallei,jes

sowie cl_l_glo aij(c) =1 und lciﬁyl aij(c) = 0.

)} i,j €S, ¢>0, (3.3.10)

(3.3.12)

Ferner gilt fir alle ¢,7,k€ S, ¢ >0
fO<fG) < f(k) = ainle) = aij(c)ajr(c), (3.3.13)
wie man anhand von (3.3.10) durch Fallunterscheidung iiberpriift.

Die folgende Bedingung fordert noch die Symmetrie des Generierungsprozes-
ses:

gij(c) = gji(c) fur alle¢,5 € S, ¢ > 0. (3.3.14)
Der folgende Satz lehrt, da88 beliebige Annahmewahrscheinlichkeiten a;;(c), so-
fern sie nur (3.3.11), (3.3.12) und (3.3.13) erfiillen, die Konvergenz der stationéren
Verteilungen u(c) = (ui(c),...,ur(c)) (¢ = 00) gegen eine Grenzverteilung mit
positiven Wahrscheinlichkeiten nur auf optimalen Punkten ¢ € S,y sicherstellen.
Satz 3.3.1. (stationéire Verteilung)
Fiir die Generierungswahrscheinlichkeiten g;;(c) gelte (3.3.6), (3.3.7) und (3.3.14),
fiir die Annahmewahrscheinlichkeiten a;j(c) (3.3.11) und (3.3.13),1 <4,j <r,c >
0. Dann besitzt fiir alle ¢ > 0 die Markoff-Kette {X ,(,C)}neN mit Ubergangsmatrix
II(c) aus (3.3.3) eine eindeutige stationére Verteilung u(c) = (u1(c), ..., ur(c)) mit
aiyic) )
u(e) = =75, =1,
> =1 aiyj(c)
wobei 19 € Sopt eine Konfiguration mit minimalen Kosten ist. Gilt zusatzlich
(3.3.12), so folgt

ey Ty (8.3.15)

limu(c) = u = (u1,...,u,), mit
clo

ui = { (#(Sopt)) s falls i € Sope |
0,

sonst
also eine Gleichverteilung auf der Menge der optimalen Zustidnde.
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Beweis. Wie oben gezeigt, stellen (3.3.6) und (3.3.7) {iber Lemma 3.3.1 die
Existenz und Eindeutigkeit einer stationaren Verteilung sicher. Jede stationare
Verteilung u(c) ist linker Eigenvektor von II(c) zum Eigenwert 1, also u(c) =
u(c)II(c). Wir weisen im folgenden nach, daB8 der stochastische Vektor u(c) aus
(3.3.15) diesem Gleichungssystem gentgt, also die eindeutige stationare Verteilung
reprasentiert.

Bezeichne a(c) = (E;=1 a.-oj(c))_1 den Normierungsfaktor. Fiur alle j # k €
{1,...,r} gilt dann wegen (3.3.14)

u;j(e)pjk(c) = a(c)ai,j(c)gjk(c)ajr(c) = alc)grj(c)ai;(c)ajk(c).
Weiterhin folgt mit (3.3.11) und (3.3.13) in beiden Fallen f(iq) < f(j) < f(k) und
f(i0) < f(k) < f(7) die Gleichheit a;yj(c)ajr(c) = aii(c)ar;(c), also
uj(c)pir(c) = a(c)grj(c)aisk(c)ari(c) = ur(c)px;(c). (3.3.16)

Gleichung (3.3.16) gilt trivialerweise auch fiir k£ = j, so daf§

W(OTI(e) = (Euxc)pﬂ(c), DITEHE)

T

= (Zul(c)plj(c),...,Zur(c)p”—(c)) = (u1(c),...,ur(c)) = u(c).

1=1

Dies zeigt den ersten Teil der Behauptung.

Die Konvergenz von u;(c) gegen den angegebenen Limes folgt sofort aus (3.3.11):

“ aipi(c) = 1, falls 1 € Sop¢ fiir alle ¢ > 0 ” und (3.3.12): “ lim.)g ai,;(c) = 0, falls

7 & Sopt ”. "
Bei Verwendung der konkreten a;j(c) aus (3.3.10) lassen sich die u;(c) aus

(3.3.15) weiter spezifizieren zu

exp {(f(i0) — £(i))/c}
Yiorexp {(f(io) — £(3))/c}

ui(c) = (3.3.17)

Der Algorithmus wird nun durch Simulation der Markoff-Ketten {XS.C)},,GN
fiir fallenden Parameter ¢ unter Ausnutzung der Konstruktion (3.3.4) implemen-
tiert.

Wir verwenden im folgenden ausschliefllich die Annahmewahrscheinlichkeiten
ai;(c) aus (3.3.10), die fir festes ¢ > 0 zu den stationdren Verteilungen u;(c) =

exp { (f(%) — f(z))/c}/ Z;=1 exp { (f(30) — f(j))/c} aus (3.3.17) fithren. u;(c) ist
dann fiir alle ¢ = 1,...,r als Funktion von c stetig, so da8 kleine Anderungen
von ¢ auch nur kleine Anderungen in der Verteilung (u1(e),- .., ur(c)) bewirken.
Simuliert man jetzt fiir festes ¢; > 0 eine grofe Anzahl von Realisationen der
Markoff-Kette {X ,(,C‘)},,(;N, so liegt die Verteilung des zuletzt erhaltenen Zustands
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ii{c; ) nahe an der stationdren Verteilung u(c;). Diese wiederum liegt fiir ein ge-
ringfiigig kleineres c; < ¢; in der Nahe der stationéren Verteilung u{cz) der Mar-

koff-Kette {X,(,cz)},,eN und 148t hoffen, dafl die stationare Verteilung u(cy) nach

einer genligenden Anzahl von Realisationen der Markoff-Kette {X,(,c"')}neN mit
Startverteilung u(c;) gut approximiert wird.

Fir die praktische Implementierung bedeutet dies: Wahle einen Startpara-
meter ¢o und eine Startzustand iy (dies entspricht einer Einpunktverteilung in
ip als Startverteilung). Generiere entsprechend den Wahrscheinlichkeiten g;;(co)
sukzessive Nachbarzustande und entscheide mit Hilfe der Annahmewahrscheinlich-
keiten a;;j(co) iber deren Annahme. Fihre dieses Verfahren {y—mal durch; der
zuletzt erhaltene Zustand sei ¢.,. Verkleinere den Wert von ¢q zu c;, benutze i,
als Startzustand und wiederhole obiges Verfahren mit dem neuen Wert des Kon-
trollparameters ¢;. Der Endzustand nach ¢; Iterationen sei ¢.,. Mit diesem wird
fiir ¢2 < ¢; ein neuer Zyklus mit ¢., als Startzustand begonnen, und anschliefend
werden weitere solcher Zyklen aneinandergehangt.

Um das theoretische Konvergenzresultat bei der praktischen Simulation um-
zusetzen, mufl darauf geachtet werden, dafl die Generierungswahrscheinlichkeiten
gij(c) fiir alle ¢ > 0 symmetrisch sind (vgl. (3.3.14)) und den Bedingungen (3.3.6)
und (3.3.7) geniigen. g;;(c) wird in der Regel unabhingig von c festgesetzt.

Entscheidend fiir das Funktionieren des Simulated Annealing-Algorithmus ist
die a—priori Festlegung der folgenden Groé8en:

1) des Startwertes cg,
2) der Verminderungsvorschrift cx+1 = v(ek), £ =0,1,...

3) der Anzahl £ von Simulationen der Markoff-Kette {X{™},en,
4) eines Stopkriteriums.

Diese Groflen lassen sich nach Implementation des Algorithmus haufig inter-
aktiv und experimentell zum Erzielen guter Ergebnisse festsetzen. Dieses empi-
rische Vorgehen ist bei vielen Beispielen empfehlenswert. Dennoch finden sich in
der Literatur einige globale Empfehlungen, die bei polynomialen Laufzeiten des
Algorithmus zu fast optimalen Ergebnissen fiihren (vgl. Aarts & van Laarhoven
(1985)). Auf die technischen Details, die teilweise tiefliegende Ergebnisse aus der
Theorie der Markoff-Kette benutzen, wollen wir hier verzichten.

1) Mit B = 10 ist ¢o = 8- max {f(j) — f(i) | 5, = 1,...,r} ein heuristischer
Startwert. Steht obiges Maximum nicht zur Verfiigung, so gentigt auch eine
grobe Abschatzung.

-1
2) Wabhle cgy1 = ¢k (1 + h‘(%i)cr") , k € No, wobei o(c) = 3i_,; u,-(c)(f(z'))2 -

3o(cy

(i, ui(c) f(z))2 die Varianz der Kostenfunktion unter der stationaren Ver-
teilung u(c) bezeichnet. Die Konstante ¢ > 0 stammt aus der Bedingung,
daf die stationdren Verteilungen u(ck) und u(cx+1) nahe beieinanderliegen,

genauer 11? < ;‘%E:—)J <l+efiralle: =1,...,r. Sie wird vom Benutzer

als positive Zahl nahe bei Null festgelegt.
Bei typischen Anwendungen ist r jedoch so grof}, daf8 o(c) nicht explizit be-
rechnet werden kann. Fir “gutartige” Kostenfunktionen f ist aber &(c) =

1 E;zl 2~ (3 2;=1 f(ij))2 ein Schitzer fiir o(c), wobei iy,.. .,i; die Zu-

stande sind, die bei der Simulation der Markoff-Kette {X,(c)}nen erzeugt
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wurden und ¢ die Anzahl der Simulationen ist. &(cx) wird dann in obiger
Formel durch die Approximation §(ci) ersetzt.

Eine sehr einfache Méglichkeit ist, den Kontrollparameter geometrisch zu ver-
kleinern, d.h. cg41 = ack, k € Ng, wobei a—Werte zwischen 0.8 und 0.99 in
verschiedenen Beispielen gute Erfolge gebracht haben.

3) Wahle £x = max{#(S;) | i € S}, unabhéngig von k, wobei S; die Menge der
Nachbarzustéande von i € S ist.

4) Der Algorithmus wird abgebrochen, wenn die Differenz der Zielfunktions-
werte nach Ende des (k + 1)-ten bzw. des k-ten Simulationszyklus A; =
f(zc,,) f(zc,, ,) keine lohnenswerte Verkleinerung mehr bringt, etwa wenn
Ar/f(ip) <€ f ur ein vorgegebenes e > 0. Um zufalhge kleine Schwankungen in
frihem Stadium des Algorithmus auszugleichen und einen ungewollten frithen
Abbruch zu vermeiden, kann man in A statt der Kosten f(c;, ) gleitende Mit-

tel fr = ﬁ Ef:;_t f(ci;), t €N, verwenden. Eine weitere Moglichkeit ist,
den Verlauf der Kosten online graphisch darzustellen und den Abbruch per

Hand vorzunehmen, wenn die Reduzierung der Kosten tiber mehrere Zyklen
nicht mehr lohnt.

Der Algorithmus in PASCAL-Notation hat folgende Gestalt.

PROCEDURE simulated annealing;
VAR c,delta: REAL;
k,1l: INTEGER;
a,b: state;
BEGIN
init(1,c,a);
REPEAT BEGIN
FOR k := 1 TO 1 DO BEGIN
generate(a,b);
delta := £(b) - £(a);

IF delta <= 0 THEN a := b
ELSE IF exp(-delta/c) > random THEN a := b
END;
diminish(c)
END;
UNTIL stop(delta)
END; (3.3.18)

Er arbeitet mit dem Datentyp state, der vom konkreten Problem abhangt
und die moglichen Zustande der Menge S charakterisiert. Die Prozeduren init,
diminish und die Bool’sche Funktion stop sind noch zu spezifizieren. init initia-
lisiert den Wert ¢, den Startzustand a und die Linge der homogenen Markoff-Ket-
ten €. generate(a,b) erzeugt ausgehend von a gemaf der Wahrscheinlichkeiten
gab(€) = gqp einen neuen Zustand b. diminish enthalt die Vorschrift zur Ver-
minderung des Kontrollwerts ¢, und der Wert stop = TRUE bewirkt den Abbruch
des Algorithmus. Der Zufallsgenerator random liefert eine auf [0, 1] gleichverteilte
Zufallszahl.

Simulated Annealing ist bei der Lésung einer Vielzahl von kombinatorischen
Optimierungsproblemen getestet worden. Besonders hervorzuheben sind hier die
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Anwendungen beim VLSI-design (VLSI = very large scale integration), bei der
Bildverarbeitung und bei der digitalen Signalkodierung. Ein ausfihrlicher Lite-
raturiiberblick und detailierte Studien finden sich in den Arbeiten von Aarts &
van Laarhoven (1985, 1987). Wir wollen hier ein einfach formulierbares, diskretes
Optimierungsproblem aus dem Bereich der statistischen Versuchsplanung behan-
deln, mit dem der Leser nach kurzer Programmierarbeit Erfahrung mit Simulated
Annealing gewinnen kann.

Beispiel 3.3.1. (Simulated Annealing bei Versuchsplanung)

Bei einem statistischen Experiment werden p Getreidesorten auf einer Auswahl von
Parzellen aus ¢ Feldern verschiedener Bodengiite ausgesat und die Ertrédge nach
Ablauf einer Wachstumsperiode gemessen. Aus diesen mit Zufallsfehlern behaf-
teten Messungen soll die Ertragsfahigkeit der einzelnen Getreidesorten ermittelt
werden. Man kann die Effizienz einer Schatzung des erwarteten Ertrags der einzel-
nen Sorten verbessern, wenn der Einflulfaktor Bodengiite moglichst ausgemittelt
wird. Werden nun genau m < pq Versuche gemacht, so miissen m Aussaaten auf
die ¢ Bodenqualititen verteilt werden. Die Menge aller moglichen solcher Konstel-
lationen wird durch die Menge der zugehorigen Inzidenzmatrizen

S = DB(p,q,m) = {N = (nij)igier | nij €{0,1}, Y o= m}
== 1<i<p, 1<5<q

beschrieben, wobei “n;; = 1” bedeutet, Getreidesorte i auf einer Parzelle der
Bodengiite j auszusden. Zur Maximierung der Effizienz von Schitzungen fiir die
Getreideeffekte mufl das Problem

max det(K(P — NQ 'N'")K' 3.3.19

NeB(p,q,m) { ( ( ¢ ) )} ( )
gelost werden, wobei P = diag(n;.,...,n,.) die Diagonalmatrix der Zeilensummen
von N und Q = diag(n.1,...,n.q) die Diagonalmatrix der Spaltensummen von N

ist. K ist eine (p—1)x p-~Matrix, deren Zeilen ein beliebiges Orthonormalsystem auf
(1,...,1) € R? bilden. Falls Q nicht invertierbar ist, wird der Zielfunktionswert
in (3.3.19) zu Null gesetzt. (3.3.19) 148t sich leicht in ein Minimierungsproblem vom
Typ (3.3.1) umschreiben, indem man zum Negativen der Zielfunktion tibergeht.
Die Machtigkeit des Konfigurationsraums S betrdgt r = (’7’3). Ein realistisches
Beispiel fiir die Parameterwerte ist etwa p = 5, ¢ = 10 und m = 20, was zu
r = 4.713 - 103 fiihrt.

Jeder Versuchsplan 1at sich mit Hilfe des Datentyps
state = ARRAY[1..p*q] OF INTEGER

beschreiben, indem die Zeilen der Inzidenzmatrix N zu einem eindimensionalen
Feld der Lange p - ¢ aneinandergefiigt werden.
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generate(a,b) in (3.3.18) kann etwa folgendermaflen realisiert werden.

PROCEDURE generate(a: state; VAR b: state);
VAR rn,j,s: INTEGER;
BEGIN
b := a;
rn:=random(m); j:=0; s:=0;
WHILE s < rn DO BEGIN
j:=j+1; 8 :=38+ bl[j]

END;

rn := random(p*q);

IF bl[rn] = 0 THEN BEGIN
blrn] := 1; b[j] :=0
END;

END;

Hierbei wird zunachst eines der mit “1” besetzten Elemente zufallig ausgesucht,
anschlieflend zufillig ein beliebiges Element des gesamten Feldes, und falls dieses
mit “0” besetzt ist, wird der Wert der Elemente vertauscht. Mit diesem Verfahren
ist die Wahrscheinlichkeit, im gleichen Zustand zu verbleiben, positiv (vgl. (3.3.7)),
und auch die Symmetriebedingung (3.3.14) ist sichergestellt.

Bei der Programmierung der prozeduren init, diminish und stop kann man den
obigen Empfehlungen 1) bis 4) folgen; zur Berechnung der Zielfunktionswerte f (a)
in (3.3.18) empfiehlt sich die Verwendung von Bibliotheksroutinen.

Mit Hilfe einer graphischen Darstellung des Verlaufs der Zielfunktionswerte kann
nun das Verhalten des Algorithmus fiir verschiedene Parameterkonstellationen von
¢ und £ studiert werden. Ein typischer Verlauf ist in der folgenden Graphik fiir das
Beispiel p = 5, ¢ =10, m = 20 dargestellt.

139.0625

f(a) ~ - ‘.".'-",’...* .:':_‘.'._..:..'."..:.. '.:"-\..‘..'. '.' ._._-'.N\. .

| . Anzahl Iteratiolnen

T 1 T 1
1500 3000 4500 6000

Die Lange der homogenen Teilketten betragt in diesem Beispiel £ = 20. Die Punkte
geben die Grofle des Zielfunktionswerts bei jeder 20—ten Iteration, also bei jeder
Veranderung des Kontrollparameters ¢, an. Dieser wird geometrisch verkleinert
mit cg41 = 0.99 - ¢k, £k € Np, wobei der Startwert ¢ = 5 betriagt. 39.0625
ist der optimale Zielfunktionswert, wie sich in diesem Beispiel aus der Theorie
der Versuchsplanung ergibt. Er wird in dem hier dargestellten Versuchslauf durch
Simulated Annealing nach 5360 Iterationen erreicht. Der zugehorige Zustand bleibt
dann bis zur 20000-ten Iteration aktuell. "



212 3.9. Simulated Annealing

Wie oben beschrieben —und in Programm (3.3.18) realisiert—, werden bei

der Durchfiihrung des Simulated Annealing-Algorithmus “Stiicke” {X ,(f")}f,’;l der
Lange £ von jeweils homogenen Markoff-Ketten aneinandergehingt. Bezeichne

{X;}ﬂEN = {X§CO)7"'3X£(§0)’X{C1)""7X§161)7 7X§Ck)a X(Ck)’ }

EREELTN

die solchermaflen konstruierte Markoff-Kette insgesamt. {X}ren ist nicht mehr

homogen, da sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten mit den Werten von c¢i an-
dern.

Satz 3.3.1 macht nun eine Aussage tiber stationire Verteilungen der “Stiicke”,
wenn diese unendlich lang werden, und eine Konvergenzaussage tiber die sta-
tiondren Verteilungen, wenn der Kontrollparameter ¢ beliebig klein wird. Hier-
aus laBt sich jedoch keine Aussage iiber die stationdre Verteilung der gesamten
Folge {X}}neN gewinnen, die ja nur aus homogenen Ketten endlicher Lange zu-
sammengesetzt ist. Man darf lediglich hoffen, da fir grole Werte von ¢; und
geschickte Wahl der ¢; eine stationare Verteilung nahe bei der Gleichverteilung
auf den optimalen Zustinden erreicht wird, was in der praktischen Anwendung
des Algorithmus ja auch bestatigt wird.

Wiinschenswert bleiben also Aussagen iiber die Existenz einer Limesverteilung

u* = (u},...,u}) der inhomogenen Markoff-Kette {X}},en mit
lim P(X3=j)=u}, j=1,..,r und > up=1, (3.3.20)
JESopt

die fiir beliebige Startverteilungen erreicht wird.

Ein naheliegendes Verfahren ist, nach jeder Simulation den Kontrollparameter
¢ zu verkleinern, d.h. ¢; = 1 fur alle £ € N zu wahlen. In diesem Fall 148t sich
unter bestimmten Voraussetzungen, die in geeigneter Weise die Kostenfunktion, die
Kontrollwerte ¢ und die Ubergangswahrscheinlichkeiten p;;(cx) verkniipfen, ein
Konvergenzresultat vom Typ (3.3.20) erzielen. Die hierfiir benétigten Hilfsmittel
sind tiefliegende Ergebnisse aus der Theorie inhomogener Markoff-Ketten, deren
Bereitstellung den Rahmen des Buchs sprengen wiirden. Der interessiert Leser sei
auf die Ubersichtsarbeit von Aarts & van Laarhoven {1987) verwiesen.
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3.4. Markoff- und Punktprozesse

In den beiden vorigen Abschnitten wurden Markoff-Modelle betrachtet, die von
einem diskreten Zeitparameter abhingen, d.h. also Folgen von Zufallsvariablen
{Xn}neN,, die der Markoff-Eigenschaft (3.2.1) geniigen. Will man entsprechende
Abhangigkeitsstrukturen in kontiniuierlicher Zeit modellieren, gelangt man zum
Begriff des Markoff-Prozesses, den wir hier allerdings nur fiir den Fall eines ab-
zahlbaren Zustandsraums S prézisieren wollen.

Definition 3.4.1. (Markoff-ProzeB)

Es sei {X}+>0 eine Familie von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, A, P) mit Werten in einer abzihlbaren Menge S. {X,}:>o heiBt Markoff-
ProzeB, wenn fiir jede aufsteigende Folge {t,}nen,C R™ die zugehérige Folge
{Xt, }neN, eine Markoff-Kette bildet. Der Markoff-Proze8 heiBt (zeitlich) ho-
mogen, wenn fiir alle solche Folgen {t,}neN, mit t,1 — t, = const, n € Ny, die
Markoff-Kette {X;, }neN, homogen im Sinne von Definition 3.2.1 ist.

Solche Markoff-Prozesse sind z.B. Grundlage fiir die Bedienungs— und Warte-
schlangentheorie, wo etwa & = Nj ist; die Zufallsvariable X;, t > 0, gibt dann z.B.
an, wieviele Kunden (Programme) sich zur Zeit ¢ im System befinden oder wieviele
Kunden (Programme) zur Zeit t auf ihre Bedienung (Bearbeitung) warten.

Einer der einfachsten und zugleich wichtigsten Markoff-Prozesse dieser Art
ist der sogenannte Poisson—ProzeB, auf den wir bereits frither — in (2.1.90) und
Beispiel 3.2.2 — kurz eingegangen sind. Seine charakteristischen Eigenschaften
sollen im folgenden ausfiihrlicher behandelt werden.

Definition 3.4.2. (homogener Poisson—-ProzeB)
{X}nen sei eine Folge unabhéngiger, je E()\)-verteilter Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit A\>0 und Ty =0, T, = Y;_, Xi, n €N.
Der durch

Ne=#{neN|T, <t}, t>0, (3.4.1)

definierte ProzeB heifit Poisson—Proze8i mit Parameter A. Die Folge {T, }neN, heifit
auch Folge der Ankunftszeiten des Prozesses.

Man beachte, dafi aufgrund von (3.4.1) Ny = 0 nur P-fast sicher gilt; zur
Umgehung einiger technischer Schwierigkeiten wollen wir daher annehmen, daff
im folgenden die Zufallsvariablen {X,}neN so auf (R, 4, P) definiert sind, da8
stets X;, > 0, n € N, gilt. Dies bedeutet natiirlich keine Einschrankung der
Allgemeinheit, da (mefbare) Abénderungen auf P-Nullmengen fiir die Verteilung
der Zufallsvariablen bedeutungslos sind.

Zum Nachweis der Markoff-Eigenschaft des Poisson-Prozesses benétigen wir
eine charakteristische Eigenschaft, die als Unabhangigkeit der Zuwachse des Pro-
zesses bezeichnet wird, d.h. die Tatsache, daB fiir alle aufsteigenden Folgen von
Zeitpunkten {tn}nen,C Rt die Zuwichse {Ny,,, — Ny, }nen, stochastisch un-
abhangig sind. Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen wir dabei wie bereits in
Beispiel 3.2.2 die Notation

Ny =Ne—N,, 0<s<t, (3.4.2)

verwenden; insbesondere ist damit geméfl der obigen Vereinbarung Ng = 0.
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Satz 3.4.1. ( unabhé'ngige Zuwaéchse von Poisson—Prozessen)

Es sei {N¢}+>0 ein Poisson-ProzeB im Sinne von Definition 3.4.2. Dann besitzt
{Nt}¢>0 unabhingige, Poisson-verteilte Zuwachse, d.h. fiir jede aufsteigende Folge
von Zeitpunkten {t,}neN,C RY gilt: die Zuwichse {N, 1, ,.1}neN, sind stocha-
stisch unabhéingig mit

PNea =P ((t-s)A), 0<s<t. (3.4.3)
Beweis. Zum Beweis benotigen wir die Beziehung
dz,...dz, = (b ;‘a) , a<b néeN. (3.4.4)

a<lz1<...<zpn<b

Diese ergibt sich leicht z.B. mit vollstandiger Induktion: fir n =1 ist dies trivial;
gilt (3.4.4) fir n € N, so erhalt man

b PR} _ n+l
// d:vl...dmndxn+1=/ gm_—iﬂ—a)—dxn_,_l:(b__(_ll_

CESY]
4<z21<...<2n<Tp41<b

fir a < b, d.h. (3.4.4) gilt dann auch fiir n + 1. Dabei kdénnen natiirlich die
Relationszeichen “<” wahlweise auch durch “<” ersetzt werden.
Sei nun firm e N0 =1t <t <... <ty und ky,...,kmn € N. Zur Abkiirzung

wahlen wir n; = Y _, k;, ¢ € N sowie die Mengen
7=1"21

By = {(21,-.,%n,) ER¥ | 0< 2y < ... < Tp, <)}
B; = {(wn;_1+l1‘--»$na) € Rk | tiog < Tni141 <. STy, < ti}’ 25ism
Bm+1 = (tm, OO).

Nach Definition von {N; |t > 0} (vgl. auch (2.1.91)) erhélt man

n {N(ti-l,t.'] = ki}

i=1
={(T,...,Tn,) € B1} N ﬁ {(Tni_ 1415+ Tni € Bi)} N {Trnt1 € Bms1}
i=2
und damit unter Verwendung von (3.1.22)
(n{N(t. L) = ki } / / Armt1e=M oy dzy, dy
i=1 B4 B,
_ / (t: t,_l) Wi = Got)™ ynn b1 =y gy = H (ti — kz' D)k \"m g=Atm
tm =1 i=1

ki m
- H ﬂt‘_—.lg:le—,\(t.-—n_l) = ® B (/\(t,i _ ti—l))({(kla . ,km)})-

i=1
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Entsprechend argumentiert man fiir den Fall, dal gewisse der k; Null sind; es
entfallen dann die Integrationen liber die (in diesem Fall nicht definierten) Mengen
B;.

Damit ergibt sich aber unmittelbar die Behauptung. =

Nunmehr konnen wir die Markoff-Eigenschaft von Poisson—Prozessen leicht
anhand des Rekursions—Lemmas 3.2.2 nachweisen.

Satz 3.4.2. (Markoff-Eigenschaft von Poisson-Prozessen)
Es sei {N;}¢>0 ein Poisson—Prozef im Sinne von Definition 3.4.2. Dann ist {N:}¢>0
ein homogener Markoff-ProzeB mit

At —s ok
P(Ny=n|N,=k)=P(Nig=n—k)= %e—w—n, (3.4.5)

0<s<t kneNo, k<n.

Beweis. Ist {t,}nen,C R eine aufsteigende Folge von Zeitpunkten mit 0.B.d.A.
to = 0, so gilt

]Vt,l = Nt,._l +Dna Dn = N(t,._l,t,,]a n € N7

wobel N;, = 0 und {D, }.eN nach Satz 3.4.1 eine unabhingige Folge von Zufalls-
variablen ist. Gemafl dem Rekursions-Lemma 3.2.2 ist damit aber {Ny, }neNn, €ine
Markoff-Kette; insbesondere sind die D,, n € N, identisch Poisson—verteilt, die
Markoff-Kette ist also sogar homogen.

Beziehung (3.4.5) folgt unmittelbar aus dem Ersetzungslemma 3.1.4, Beziehung
(3.1.16), wegen

P(Ntznlezk)z,P(Ns'{’N(,’q =n|N,=k)=P(N(,,t] =n_k)

n—k
At —

nach (3.4.3). "

Das folgende Lemma ermoglicht eine andere Darstellung von Poisson—Pro-
zessen, die sich insbesondere im Hinblick auf den PunktprozeBzugang als niitzlich
erweisen wird.

Lemma 3.4.1. (Ordnungsstatistiken)

Es seien X1,...,X,, n € N, stochastisch unabhangige Zufallsvariablen auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit einer Dichte f. Bezeichnet Y =
(X@y,--+»X(ny) den Vektor der nach aufsteigender GréBe geordneten Komponen-
ten von (X1,...,X,) (sog. Ordnungsstatistik zu (X,,...,X,)), so besitzt Y eine
Dichte fy der Form

0 sonst.

Fr(iye .. yn) = {"!mﬂ fy) fallsyr <. <y (3.4.6)
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Beweis. Es bezeichne ¥, = Perm]({1,...,n};0.W.) die Menge der Permuta-
tionen der Menge {1,...,n}, n € N. Definiert man die Zufallsvariable S vermége
S = cEX, fﬁrX,(1)<...<X,(,,)

(12 ... n) sonst,
sogilt Y = (Xs),...,Xs(n)) P-fast sicher, da wegen der Stetigkeit der Verteilung

der Zufallsvariablen X,..., X, Bindungen nur mit Wahrscheinlichkeit 0 auftreten,
d.h. es ist — unter Verwendung von (3.1.23) und (3.1.26) —

P(X; =X,~)=/P(X.~=a:)dPX"(a:)=O, 1<4,j<n, i#j.

Mit der Abkiirzung K, = {(wl,...,xn) ]z £... < a:n} ergibt sich nun fur
A€ B™:

P((Xqy,- > Xm) € 4) = P( | {5 =0} 1 {(Xoqys- s Xoim) € 4})
o€T,
= Z P((X,(l),.. . ,Xa(n)) eK,N A)
o€,

=n! P((Xy,...,X,) €K, nA)

—n'/ /ﬂxn(yl, ,yn)Hf(y,)dw -dyn,

i=1
also die Behauptung. =

Insbesondere besitzen die Ankunftszeiten {T,}nen eines Poisson—Prozesses
mit Parameter A > 0 die durch (3.1.21) gegebene bedingte Dichte

. Syn<y

n!

— fur0<y; <
fa, )W Yn | Topr =y) = { yn F v = (n €N)

0

sonst,

dh. (Th,...,T,) verhdlt sich unter der Bedingung Tp41 = y, y > 0, wie die
Ordnungsstatistik von n unabhéngigen, je R((0,y])-verteilten Zufallsvariablen.
Der folgende Satz zeigt, daBl diese Eigenschaft erhalten bleibt, wenn die Bedingung
Tnt1 =y, y > 0, durch die Bedingung N, = n ersetzt wird (d.h. im Zeitintervall
(0,y] werden genau n Ankiinfte beobachtet).

Satz 3.4.3. ( bedingte Unabhingigkeit von Ankunftszeiten)
Es sei {N¢}4>0 ein Poisson-Prozefi mit Parameter A, {T,,}neN, bezeichne die Folge
der Ankunftszeiten. Dann gilt fiir jede aufste1gende Folge {t;}nen,C RT mit

to = 0 und jede Folge {kn}nen, € N mit kg =0 und s; = E"=0 ki, j € No:
ftu 1)W1y - Ys | Ny e = ki 1< <n)

n
= H f(T,‘._l+1,...,T,'.)(ys;_1+]a- <9 Ys; ‘ N(t.'_l,t.-] = kt)

=1
k;! .
=H~(t——_— t5_1<yk‘_l+1<...<ykist5,ISZST&,

timg)ki’
(3.4.7)
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d.h. die Ankunftszeiten T,...,T,, verhalten sich unter der Bedingung, daf in
den Zeitintervallen (t;—1,t;], 1 < t < n, jeweils genau k; Ankiinfte eintreten, wie
die geordneten Werte unabhangiger, jeweils tiber (t—1,t;] stetig gleichverteilter
Zufallsvariablen.

Beweis. Zur Abkiirzung setzen wir
Kan={(¥1, - ¥s.) 1 tict <¥ki_y41 < ..o <yp S iy 1<i Snf

Fiir beliebige Mengen A,,...,A, € B!, 1 <i < n, gilt dann unter Heranziehung
von Satz 3.1.4

n
P((\{(Torit1s -, To) € Ai | No_yg = ki 1 S <)
=1

B P( n {(T,.._l.*.l,. .. ,T,i) € A; I ﬂ {T,'- <t < T,'-+1})
=1

=1

P((Tl, - ’T’") € X ?:1 (Ai n (ti—l,ti])’ T4 > tn)
P(Nii_ya0 = ki 1< <)

/ / /f(Tx, . T, )(yl,- vy Yo | Topt1 = y) dy; ...dys,, dPT'"H(y)
tn

ﬂ)Cn

P(N(‘-‘—xyt.'] =k, 1<:< n)

l sn+1
/ / / - A 8"+16_)‘y dy; ...dy,, dy
tn

ﬁ —A(ti—=ti-1) ()‘(t ti- 1))’“

k!

- k;!
= - 1x,(y1,--,¥s, - dy1 ... dy,,,
/" /A; (1 s )g(ti—ts-x)"‘ 1

woraus die Behauptung folgt. =

Der letzte Satz erlaubt damit z.B. die folgende alternative Konstruktion von
Poisson-Prozessen mit Parameter A > 0:

a) Erzeuge eine unabhanglge Folge P())-verteilter Zufallsvariablen {Ny}neN;
setze So =0, S, =Y =, Ni, n€N.
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b) Erzeuge eine Folge (auch von {N,}neN) unabhangiger R((0, 1])-verteilter Zu-
fallsvariablen {Xx}reN; setze

Yi=Xy+n-1, S,_1<k<S,, sofern N, >0. (3.4.8)
c) Sortiere die Folge {Yx }xen der Grofie nach, d.h. bilde
To=0, To=min{Y;>T,_;|keN}, neN.

Dann ist {T,}.en, die Ankunftszeitenfolge eines Poisson-Prozesses mit Pa-

rameter A.

Das gerade beschriebene Verfahren erzeugt also in Schritt a) in allen Interval-
len (n — 1,n], n € N, zunichst die Anzahl der Ankiinfte Ny, in Schritt b) deren
(ungeordnete) Position gemaf einer stetigen Gleichverteilung — sofern N, > 0
gilt, also tiberhaupt Ankiinfte eintreten —, und schlielich in Schritt c¢) die zeitlich
richtig geordnete Ankunftszeitenfolge durch Sortierung.

Die folgende Graphik zeigt eine mogliche Realisation des gerade beschriebenen
Verfahrens.

Tl Tz T3 T4 T5 Tﬁ T7 Tg

Natiirlich kann man statt der Intervalle (n — 1,n], n € N, auch jede andere
Intervallpartition von R* betrachten; die Schritte a) und b) sind dann gema8 Satz
3.4.3 entsprechend zu modifizieren.

Dieses Modell ist vor allem dann von Interesse, wenn man Poisson—Prozesse
nur fiir eine begrenzte Zeit simulieren will, etwa im Intervall (a,b], 0 < a < b.
In diesem Fall lassen sich die Schritte a) und b) noch dahingehend vereinfachen,
da8 man lediglich eine P (\(b— a))—verteilte Zufallsvariable N erzeugt und ansch-
lieBend — sofern N = n > 0 gilt — n davon unabhangige R((a,b])-verteilte
Zufallsvariablen Xj,...,X,. Die Ordnungsstatistik (X(),...,X(s)) ist dann ein
Reprasentant der Ankunftszeiten in diesem Intervall.

Die gerade angestellten Uberlegungen verdeutlichen noch einmal aus anderer
Sicht, warum Poisson-Prozesse besonders dann betrachtet werden, wenn es um
die Modellierung “zeitlich rein zufalliger” Phanomene geht, auch wenn durch die
Markoft-Eigenschaft insgesamt gewisse Abhangigkeiten miterfalt werden.

Satz 3.4.3 ist auch ein wesentlicher Grund dafiir, da8 man voneinander un-
abhéngige Poisson-Prozesse zu einem neuen Poisson—Prozef {iberlagern bzw. ei-
nen Poisson-Proze durch geeignete Auswahl in zwei voneinander unabhingige
Poisson-Prozesse aufteilen kann; eine Eigenschaft, die insbesondere bei der Model-
lierung von Rechnernetzen duflerst nitzlich ist. Zur Prazisierung dieses Sachver-
halts werden die folgenden beiden Lemmata bendtigt.

Lemma 3.4.2. (Zerlegung von Poisson—Verteilungen)
Es sei N eine P())-verteilte Zufallsvariable mit A > 0 sowie {I,}neN eine (auch
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von N ) unabhéngige Folge B(1, p)—verteilter Zufallsvariablen mit p = 1—q € (0,1).
Dann gilt:
Die durch

N N
$S=)IL T=) (1-L)=N-S§ (3.4.9)

definierten Zufallsvariablen') sind stochastisch unabhéngig und je Poisson—verteilt

mit
=P0p), PT=P(\g). (3.4.10)
Beweis. Fur k,m € No,k +m <1 gilt mit dem Ersetzungslemma 3.1.4

P(S=kT=m)=P(S=kN—S=m)=P(S=kN=k+m)
=P(S=Fk|N=k+m)P(N =k+m)
- P(kf I = k)P(N = k +m)
~ (64 m ) ({K) - BO) {5+ )
= COROD” s _ yag) (1)) - B20) ()

analog fir £ + m = 0, womit die Aussage bewiesen ist. =

Lemma 3.4.2 ist damit gewissermaflen das Gegenstiick zu Lemma 2.1.9, denn
wegen p + ¢ = 1 ergibt (3.4.10) gerade wieder

PO = PN = P+ PT = F(hp) * B(Ag).

Lemma 3.4.3. (zuféillige Auswahl von Ordnungsstatistiken)

Es seien firn € N X;,...,X, unabhingige, Je R((a, b])-verteilte Zufallsvariablen
mit a < b, a,b € R. Dxe Kombmatwn n sei unabhdngig von X,,...,X, und fiir
1<k<n uber Kombj ({1,...,n}; 0.W.) gleichverteilt, d.h. es ge]te

P(n=(i1,... 1)) = (%, (¢1,...,%) € Kombj ({1,...,n};0.W.).
k

Dann besitzt die zuféillige k~Auswahl X = (X(y,),...,X(y,)) aus der Ordnungssta-
tistik (X 1), . . ., X(n)) dieselbe Verteilung wie die (evtl. kleinere) Ordnungsstatistik
(X@y,---»X(x)), d-h. X besitzt eine Dichte der Form

k!
fx(y,--oy8) = { (b— a)k

0 sonst.

filra<y; <...<yr<b

1 hierbei ist eine Summation tiber einen leeren Indexbereich als Null zu werten
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Beweis. Sei zunichst (¢1,...,4) € Komb}({1,...,n};0.W.) fest. Durch Inte-
gration von (3.4.6) nach den restlichen Komponenten von (Xy),...,X(n)) ergibt
sich dann mit der Wahl yo = a, yr41 =05, 70 =0, tx41 =n+ 1:

k+1 c—1i_1—1
(yj —yi- 1).1 Nt
FXgpyX i) W5+ Yk) = (b— a)nH (ij —1jo1 — 1)

n! n—k e N A
- H ( J y1—1>
(n — E)!(b— a)k (ml, ‘mk+1) n b—a

=1

= m)?(lng)k m (n - k§P1,- .. >pk+1)({(m1,. ..,mk)})

mitmj=ij—ij_1—1undpj=!jb;_y{;—‘, 1<j<k+lfira<y; <...<yp<b
Durch Summation iiber alle Werte von 7 erhélt man also

Ffx(yi,. - y6) = Z fx i,y |n =Gy 16)) P(n = (41, . -, 0k))

1< <...< <n

= Z @—f!&jﬁ_m(n_k;Pl,---,Pk+1)({(m1,...,mk)})

1<i; <. <ix<n
k!

T G-aF
Hieraus folgt die Behauptung,. ]

Satz 3.4.4. (Uberlagerung und Aufteilung von Poisson-Prozessen)
Es seien {N:}:>0 und {M,};>0 voneinander unabhingige Poisson-Prozesse mit
Parametern A\, > 0 und Ankunftszeitenfolgen {Tyn}nen, bzw. {Sn}nen,. Die
durch

Us=0, U,=min{T;,Sk>U,—1|k€EN}, neN (3.4.11)

definierte Uberlagerung von {Ty}neN, und {Sn}neN, bildet dann die Ankunftszei-
tenfolge eines Poisson—Prozesses mit Parameter A + p.

Ist ferner {Ix}ren eine von {N,};>o unabhingige Folge B(1, p)-verteilter Zufalls-
variablen mit p =1 — ¢ € (0,1), und teilt man die Ankunftszeitenfolge {Tyn}neN,
zufallig auf gemafl

U =min{Tk > Un_y | I = 1, k €N
Uy = Vo =0, min{Te > Uny [ Ly b men) (4
Vp, = mm{Tk > Vn—l | Iy = 0, ke N},

d.h. wahlt man aus der Folge {T,}neN, Ankunftszeiten unabhéingig voneinander
mit Wahrscheinlichkeit p (bzw. q) aus, so bilden {Uyp}neN, und {V,}nen, die An-
kunftszeiten zweier stochastisch unabhingiger Poisson-Prozesse mit Parametern
Ap bzw. A\q.

Beweis. Wir betrachten die in (3.4.8) durchgefithrte Alternativ-Konstruktion
von Poisson—-Prozessen.
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Der erste Teil des Satzes ist dann eine Konsequenz der Faltungsstabilitit der
Poxsson—Vertellung (vgl. Lemma 2.1.9), da durch die Uberla,gerung der Ankunfts-
zeiten in jedem der Intervalle (n — 1,n], n € N, je zwei voneinander unabhingige
Poisson—verteilte Anzahlen von Ankiinften addiert werden; die Gesamtanzahl der
Ankiinfte in (n - 1,n] ist damit P(\ + p)—verteilt. Da fiir beide Ausgangsprozesse
die Position der Ankiinfte — bei bekannter Anzahl — jeweils stetig gleichverteilt
ist, gilt dies ebenso fiir die Uberlagerung. Damit ergibt sich der erste Teil der
Behauptung.

Fir den zweiten Teil argumentiert man analog unter Verwendung von Lemma 3.4.2
und Lemma 3.4.3: liegen in (n — 1,n] namlich N € N Ankiinfte, so werden diese
aufgrund des angegebenen Auswahlmechanismus gerade in Eﬁ;l I; Ankiinfte des

einen sowie E,.Nﬂ(l — I,) Ankiinfte des anderen Prozesses zerlegt. Man hat jetzt
nur noch zu beachten, da8 fiir alle m € N die bedingte Verteilung der Kombination
n mit

T]1=Inin{1§igmlf,"=1}, 77j=rnin{i>77j_1ll,'=1}, 2<j3<m,

£ (Kombj' ({1,...,m}; 0.W.))—verteilt ist unter der Bedingung Sm = Y 1o, I; =
k, 1 < k < m, d.h. die verbleibenden Ankunftszeiten jeweils wieder Ordnungssta-

tistiken stetig gleichverteilter Zufallsvariablen bilden. =

0 Tl T2 T3 T4 T5 T6 T7
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Beispiel 3.4.1. (Netzwerke)

Wir betrachten ein System mit n € N Arbeitspldtzen und m € N parallel ar-
beitenden Rechnereinheiten. Von den Arbeitsplatzen aus werden Programme im
Zeittakt von Poisson—Prozessen mit Parametern Ay, ..., A, an die Rechnereinheiten
ubergeben. Ankommende Programme werden zufallig mit gleicher Wahrscheinlich-
keit auf die Rechnereinheiten verteilt. Weiterhin stehen k¥ € N Peripherie-Gerate
(Drucker, Diskettenstationen etc.) zur Verfiigung. p1,...,px seien die Wahrschein-
lichkeiten dafiir, da8 ein Programm nach Beendigung auf eines dieser Gerate zu-
greift; 1 — ZLI pe bezeichne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl ein Programm
aufgrund von Fehlern abgebrochen wird. Vernachlissigt man zunéchst die Bear-
beitungszeit der Programme, so ergeben sich insgesamt folgende Poisson-Prozesse
zwischen den einzelnen Einheiten:

Ausgang Eingang Parameter
Arbeitsplatz 7 X
Arbeitsplatze gesamt pi=3 g A
Rechnereinheit j £
Rechnereinheit j Peripheriegerat £ Lp,
Peripheriegerat £ D¢
Peripherie gesamt U 2?:1 De
Die folgende Graphik verdeutlicht dies noch einmal:
Arbeitsplatze Rechner Peripherie
Lpe
s
m
X
X

O
O

X

Wir behandeln im folgenden allgemein homogene Markoff-Prozesse. Hierbei
stellt sich wie bei Markoff-Ketten die Frage, ob das stochastische Verhalten eines
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solchen Prozesses nicht schon allein durch die Angabe von Ubergangswahrschein-
lichkeiten, etwa wie in (3.4.5), charakterisiert ist. Bei zeitlich homogenen Markoff—
Prozessen bendtigt man dazu eine geeignete Familie {IT*};>o stochastischer Matri-
)

zen mit Elementen pijs 1,J € S, t >0, die das f]bergangsverhalten des Prozesses

{Xt}t>0 vermoge
P(X,=j|X,=i)=p"" i,j€S, 0<s<t, (3.4.13)

beschreiben, wobei zweckmaBigerweise II° = I (Einheitsmatrix) zu setzen ist. Im
Falle eines Poisson—Prozesses mit Parameter A > 0 ist etwa nach (3.4.5)

) =4 G- t>0.

t)i—i
m:{ A 3 fir0<i <
0 sonst,

Die Matrix IT = IT' entspricht dabei den Einschritt—I"Jbergangswa.hrscheinlichkei-
ten der aus dem Proze gewonnenen (homogenen) Markoff-Ketten {X¢, }nen, mit
tp —tn—1 = 1, n € N. Insbesondere iibertragen sich die Chapman-Kolmogorofi-
Gleichungen (Lemma 3.2.3 ¢)) unmittelbar auf den allgemeineren Fall, d.h. es gilt
in Matrixnotation:

It =, 0<s<t (3.4.14)

Dies ist evident aufgrund der Definition 3.4.1 homogener Markoff-Prozesse; man
spricht daher bei der Abbildung ¢ +— IT, ¢ > 0, auch von einer Matrixhalbgruppe.
Allerdings 148t sich nicht zu jeder beliebigen stochastischen Matrix IT ein Markoff-
Proze8 {Xi}iso finden, fir den TI' = II gilt. Die Matrix IT = ( ) (1)) (dh.
#S = 2) liefert hierfiir ein Beispiel: fiir ¢ = 1/2 miifite nach (3.4.14) nimlich
gelten W2 = IT mit ¥ = IT'/?; es gibt aber keine Losung dieser quadratischen
Matrixgleichung, bei der ¥ reelle Komponenten enthélt. Allgemeiner gilt dies
lfp 1 -—p) mit 0 < p < 1/2; die Eigenwerte
von IT sind hier niamlich gegeben durch p + |1 — p|, also 1 und 2p ~ 1 < 0. IT ist
also indefinit; eine reelle Losung der obigen quadratischen Matrixgleichung kann
somit nicht existieren. Anschaulich bedeutet der zuletzt genannte Sachverhalt ein
zu starkes Oszillieren der Markoff-Ketten mit einer solchen Ubergangsmatrix II,
da wegen p < 1/2 Anderungen des momentanen Zustands haufiger auftreten als
ein Verharren in diesem. Fir 1/2 < p < 1 existiert allerdings eine Losung des
Problems; sie ist gegeben durch

(_1(1+(2p-1)} 1-(2p-1}
a _§<1—(2g_1)t 1+(2§._1)t), t20. (3.4.15)

sogar fiir alle Matrizen IT =

Allgemeiner 1afit sich immer dann eine Losung des Problems finden, wenn eine
reelle Matrix @ = (gi;)i,jes existiert mit

x 1 1
Q._\" k= 10? -1
9 k§=0:k!Q I+Q+5Q +...=TK (3.4.16)
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in diesem Fall erhédlt man die Losung
m=e@-S Lorog Lo t>0 3.4.17
=e —E_:EQ =I+tQ+5Q"+..., t>0. (3.4.17)

Definition 3.4.3. (Intensititsmatrix)

Es sei {X;}+>0 ein homogener Markoff-Prozefl mit Ubergangsmatrizen {IT* }e>o
der Form (3.4.13). Eine reelle Matrix @ mit

e =1I*, t>0,

heiBt Intensitatsmatrix des Prozesses.

Die Intensitatsmatrix ist im Falle der Existenz eindeutig bestimmt und kann
aufgrund von (3.4.17) aus der Matnxhalbgruppe durch Differenzieren erhalten wer-
den vermoge

R3¢
Q= ltlfgl t(H I) (3.4.18)
bzw. elementweise
lim %pf;’ =lim -}P(Xt =j| Xo=1) fiir { # j
gij = " ) 1,7 €S.
t T | . NP
ltlﬂ]l (p" 1) = ltlgl tP(X, #i|Xo=1i) fuiri=j,
(3.4.19)
Insbesondere gilt stets
<0 und > g;;=0, i€S; (3.4.20)
JES

letzteres ergibt sich aus der Tatsache, daBl alle Zeilensummen von IT* — I, ¢t > 0,
Null ergeben. Man beachte dabei, dal wegen der Homogenitat P(X; = 7 | Xp =
i)=P(Xeyys =3 | Xs=1), 5,6 >0, i,j € S, gilt. Fiir einen Poisson-Prozef mit
Parameter A > 0 erhilt man so etwa
A firj=:¢+1
gij { - firj=:¢ 1 € Np. (3.4.21)
0 sonst,

Man spricht daher auch von einem Poisson-Prozefl mit Intensitat A > 0. Fir das
in (3.4.15) angesprochene Beispiel ergibt sich im Fall 1/2 < p < 1 analog

Q=—In(2p—1) ( o _11) . (3.4.22)

Der Sonderfall p = 1/2 lafit sich darunter nicht subsumieren, da hier IT* =

(i;g }g) gilt fiir alle ¢ > 0, also die verlangte Differenzierbarkeit im Null-

punkt nicht gegeben ist; er entspricht der Situation einer unabhéngigen Familie
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{X¢}e>o0 von je B(1, 3)-verteilten Zufallsvariablen, die natiirlich trivialerweise eine
homogene Markoff-Kette bilden.

Wegen IT* = ¢'@ ~ I 4 tQ fiir kleine ¢t nach (3.4.17) erhilt man noch die
Naherungsformeln

o i i N .
P(Xt+,=j|X,=i)z{q’ Urifs >0, ijes, tKen.

1—t(—gii) fiiri=yj,

Hat man eine Intensitdtsmatrix @ zu Verfiigung, d.h. eine Matrix @ mit der
Darstellung (3.4.16), stellt sich allerdings noch die Frage nach der Existenz ei-

nes Markoff-Prozesses mit den Ubergangsmatrizen IT* = ¢!, t > 0. Nicht jede
Intensitatsmatrix @ gestattet namlich eine eindeutige Konstruktion eines entspre-
chenden Markoff-Prozesses iiber die gesamte Zeitachse [0, 00); beispielsweise gibt
es Probleme, wenn @ die Form

Aj>0 firj=i+1
i = { A firj =i i € No, (3.4.23)
sonst,

besitzt mit einer konvergenten Reihe Z;‘;l ;T < 00. In diesem Fall divergiert

namlich der Prozef f.s. bereits nach endlicher Zeit; man spricht daher auch von
einer Explosion des Markoff-Prozesses.

“Gutartige” Intensitdtsmatrizen erlauben allerdings Darstellungen von zu-
gehorigen Markoff-Prozessen, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.4.5. (Struktur homogener Markoff-Prozesse)
Es sei Q = (gij)i jes eine Intensititsmatrix, die die Bedingungen

0<v=inf{N}, p=sup{l}<oo, A=-gqi t€S, (3.4.24)
i€S i€s

erfiille. Dann gibt es einen homogeneri Markoff-Prozefi {X}:>oauf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P), dessen Ubergangsmatrizen durch IT* = e'? gegeben
sind. {X:}:>0 kann kanonisch wie folgt dargestellt werden:

Es sei {Yn}neN, eine homogene Markoff-Kette auf (2, A, P) mit Zustandraum S
und Ubergangswahrscheinlichkeiten

Gi g,
P(Yoyr=j | Yo=i)= { N It s (3.4.25)
0 firj =1,

und Anfangsverteilung P(Yy = s) = 1. Ferner sei {Ui}ren, eine (auch von
{Y2}neN,) unabhingige Folge R((0,1])-verteilter Zufallsvariablen. Die Zwischen-
ankunftszeiten Ay = 0, Ax = Ty — Ti—1, k € N, des Prozesses {X;}1>o kénnen
dann dargestellt werden vermége

1
Ay,

App1 = ——In(Uy), keN; (3.4.26)
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der ProzeB selbst besitzt damit die Darstellung

k k+1
Xe=Y fir Te=) Aj<t<y Aj=Ti, (3.4.27)
j=0 j=0

d.h. unter der Bedingung Yy = jx € S, k € N fest, verweilt der Proze8 jeweils eine
E(N;,)-verteilte Zeit Ay, im Zustand ji (vgl. (2.1.9)) und geht dann unabhingig

von der Verweilzeit Ay, gemiB den Ubergangswahrscheinlichkeiten (3.4.25) in
den Zustand Y4, tber. Die Folge {Tp}nen, mit To = 0, Ng = s € S fest heifit
wieder Ankunftszeitenfolge des Prozesses; sie besitzt die Eigenschaft T, — oo
P—fast sicher fir n — oo.

Den technisch aufwendigen Beweis, der im wesentlichen auf der bereits in
Abschnitt 2.1 betrachteten Gedachtnislosigkeit der Exponentialverteilung beruht,
kénnen wir hier nicht fiihren; eine tiefergehende Behandlung der Problematik mit
analytischen Methoden findet sich z.B. in Breiman (1968), Abschnitt 15.5 und
Cinlar (1975), Abschnitt 8.3. Eine elementare Beweisskizze gibt Pflug (1986),

S. 35/36. Allerdings 1aft sich die Wahl der Ubergangswahrscheinlichkeiten in
(3.4.25) leicht durch die folgende Plausibilitatsbetrachtung motivieren:

Da das ﬂbergangsverhalten der Markoff-Kette {Y;}neN, mit den Ankunfts-
zeiten des Prozesses gekoppelt ist, geniigt es, hierfiir den Ausdruck

q:, =1’3?8P(X8+h =.7 ] Xs =i)X8+h '_)é 2), 7".7 657 z:,é], s$2 0)

zu betrachten, sofern dieser existiert. Aufgrund von (8.1.5) ergibt eine einfache
Rechnung nun

¢ = lim PXorn=j|Xs=1) FPXogn =3 | X, =1)
Yoonlo P(Xepn £t | Xy =1)  hlo P(Xoyn #| X, =1)
AP =i Xe=i) _ gy

RO FP(Xp #i| Xo=1) —qii

nach (3.4.19), also gerade den in (3.4.25) angegebenen Ausdruck.

Man beachte, da8 aufgrund von (3.4.20) die in (3.4.25) angegebenen Grofien
tatsachlich Wahrscheinlichkeiten sind.

Satz 3.4.5 laBt sich sogar noch dahingehend erweitern, daf8 praktisch jeder
homogene Markoff-Proze {X;}:>o mit Zustandsraum & und X3 = s € S, der
zwischen den Ankunftszeiten {T,}nen, konstant ist mit T, — oo, n — 00, eine
wie oben beschriebene Struktur besitzt, d.h. die Zwischenankunftszeiten bedingt
exponentiell verteilt sind und die Folge der Spriinge {XT, }neN, eine homogene
Markoff-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten (3.4.25) bildet. Die Markoff-
Kette{XT, }nen, bzw. {Yp}neN, aus Satz 3.4.5 heiit deshalb auch eingebettete
Markoff-Kette zum Markoff-Prozefl {X,}:>0.

Satz 3.4.5 erklart damit in gewisser Weise auch, warum unter den Bedingungen
(3.4.23) der ProzeB nach endlicher Zeit explodiert, da die Zwischenankunftszeiten
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{Akr}ren, hier ebenfalls exponentialverteilt sind mit E(Ag) = ;—k, k € Ng. Die
Aussage ergibt sich dann aus dem Satz von der monotonen Konvergenz (2.2.23).
Andererseits kann man auch noch Markoff-Prozesse behandeln, deren einge-
bettete Markoff-Kette absorbierende Zustande besitzt; dies entspricht dem Fall
Ai = 0 fiir ein ¢ € §. In dieser Situation kann die Ankunftszeitenfolge degene-
rieren, also mit positiver Wahrscheinlichkeit nur noch endlich viele verschiedene

Werte liefern (vgl. Aufgabe 3.9).

Natiirlich kann man auch Markoff-Prozesse mit beliebigen Anfangsverteilun-
gen PXo betrachten; Satz 3.4.5 gilt dann entsprechend, indem man fiir die einge-
bettete Markoff-Kette die Anfangsverteilung PYe = PXo wihlt.

Satz 3.4.5 zeigt damit, daB homogene Markoff-Prozesse mit abzdhlbarem
Zustandsraum S im wesentlichen aus homogenen Markoff-Ketten durch geeig-
nete zeitstetige Interpolation iiber bedingte Exponentialverteilungen fur die Zwi-
schenankunftszeiten entstehen. Das stochastische Verhalten solcher Markoff-Pro-
zesse kann aber durchaus von dem der eingebetteten Markoff-Kette abweichen;
wir wollen dies hier nur exemplarisch an dem in (3.4.16) beschriebenen Beispiel
zeigen:

Einerseits folgt direkt aus Beziehung (3.4.16)

immt=(3a 1s)

d.h. die Verteilung des zugehorigen Markoff-Prozesses konvergiert gegen die Gleich-
verteilung B(1,1/2) Gber {0, 1}; andererseits besitzt die eingebettete Markoff-Ket-
01
10
durch B(1,1/2) gegeben ist, wie man leicht nachrechnet; fiir die Matrixpotenzen
@ ﬁfr " ungerade, so da8 die eingebettete Markoff-
I fir n gerade
Kette i.a. keine Grenzverteilung besitzt (man beachte, da hier ® periodisch, also
Korollar 3.2.2 nicht anwendbar ist).

Fiir den Fall, da88 die eingebettete Markoff-Kette eine aperiodische und irredu-
zible Ubergangsmatrix besitzt, stimmt das Grenzverhalten des Prozesses allerdings
mit demjenigen der eingebetteten Markoff-Kette tiberein.

te die Ubergangsmatrix & = ), deren stationére Verteilung zwar ebenfalls

erhalt man aber ®" =

Satz 3.4.6. (Grenzverhalten eines homogenen Markoff-Prozesses)

Es sei {X,}:>0 ein homogener Markoff-ProzeB auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P) mit Zustandsraum S, Intensititsmatrix Q, Ubergangsmatrizen II! =
'@, t > 0, und eingebetteter Markoff-Kette {Yy }nen, mit Ubergangsmatrix & =
{¢i;}i jes, gegeben durch (3.4.25), also

Qij e ., -
=~ fiirs
¢ij={>\.' tri# g i,j €S.

0 fir:i=jy,
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Ist S endlich bzw. sind alle Zustande beziiglich der Markoff-Kette {Y;}neN, PO-
sitiv—rekurrent und ist ® aperiodisch und irreduzibel, so existiert

lim I'= lim " =(p --- p ~--)", (3.4.28)

t—o0 n—oo

wobei p die nach Korollar 3.2.2 bzw. Satz 3.2.4 eindeutig bestimmte stationdre
Verteilung der eingebetteten Markoff-Kette bezeichnet. Ist ® lediglich irreduzibel,
so existiert ebenfalls o
1 t = e ... M
tl-l-»I&H - (P p ) !
p ist dann stationare Verteilung des Prozesses, d.h. es gilt p-II' = p fiir allet > 0.
P ist in beiden Fillen zugleich (normierte) Lésung des Gleichungssystems

rQ =0, (3.4.29)

wobei 0 den Nullvektor bezeichne.

Beweis. Den ersten Teil der Aussage konnen wir hier nicht beweisen; er folgt z.B.
aus Grenzwertsitzen fiir Semi—Markoff-Prozesse, vgl. Ross (1984), Abschnitte 4.8
und 5.5. Der zweite Teil folgt aus Beziehung (3.4.17), da p unter den angegebenen
Bedingungen auch stationire Verteilung der aus dem Prozefl gewonnenen Markoff-
Ketten {X;, }neN, mit t,41 — t, = const, n € Ny, sein mufB, also die Beziehung
pII = pe?? = p fiir alle t > 0 erfiillt, welche aber dquvalent zu pQ = 0 ist. Damit
ist der Satz bewiesen. =

Wir wollen nun den letzten Satz benutzen, um das zeitliche Verhalten eines
einfachen Bedienungsystems zu analysieren.

Beispiel 3.4.2. (Warteschlangenmodell)

Wir betrachten ein Rechnersystem, in das im Zeittakt eines Poisson-Prozesses mit
Intensitat A > 0 Programme durch die Anwender eingegeben werden. Das Sy-
stem arbeitet unabhéngig vom Eingabestrom die Jobs im Zeittakt eines Poisson-
Prozesses mit Intensitat ¢ > 0 ab, d.h. die Bearbeitungszeiten fiir die einzelnen
Programme seien unabhingig voneinander und jeweils £(u)-exponentialverteilt.
Noch nicht bearbeitete Programme werden in eine Warteschlange gestellt, die nach
oben durch die Zahl M € N begrenzt sei; sollten mehr Programme das System er-
reichen, gehen die iiberzéhligen Programme — unter Ausgabe einer Fehlermeldung
— verloren. Von Interesse ist das Langzeitverhalten der Warteschlange.

Aus den gemachten Annahmen folgt, da8 die Intensitatsmatrix @ des zugehorigen
Markoff-Prozesses, der die Anzahl der zur Zeit t > 0 auf Bearbeitung wartenden
Programme beschreibt, gegeben ist durch die (M + 1) x (M + 1)-Matrix

-A A 0 00 0 0 0
p —(A+p) A 00 0 0 0
0 u —(A+up) X 0 0 0 0
=l I o o of
0 0 0 00 po—(A4+p) A
0 0 0 00 0 —p 7
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da der Zustandsraum S = {0,1,..., M} endlich und die Matrix ® irreduzibel ist,
ergibt sich die Grenzverteilung der Warteschlangenlange p = (po, . .., pum) aus dem
Gleichungssystem p@Q = 0, also
—Apo + pp1 =0
Apici — A+ p)pi + ppig1 =0, 1<i<M-—1 (3.4.30)
—ppM-1+ppm =0.

Bezeichnet man zur Abkirzung py = a, so erhdlt man rekursiv aus (3.4.30) die
Menge aller (nicht—normierten) Lésungen p* zu

n

Durch Summation tiber ¢ erhédlt man also die Grenzverteilung p zu

(A)' 1-2 i
-) ——+t— fird<yp
M+1
o (-3)
u
1 ..
Pi = ¢ M fir A= u (3.4.31)
i A
(A) a1 .
-) —b——— fiir A > p.
M+1
“(-)
m

Fiir A = p ist z.B. die Warteschlangenlange asymtotisch'S ({0,1,..., M})—verteilt.

Man beachte, dafl die Matrix @ hier periodisch ist, also i.a. die eingebettete
Markoff-Kette wiederum keine Grenzverteilung besitzt!

Verzichtet man in dem obigen Beispiel auf eine Beschrinkung der Warte-
schlange, so lafit sich noch zeigen, daB8 die Zustinde i € § = Ny der eingebet-
teten Markoffi-Kette samtlich positiv—rekurrent sind, solange A < u gilt, also
Programme schneller bearbeitet werden als neue in das System gelangen (sog.
M/M/1-System). In diesem Fall gilt

- A 0 0 0
g —(A+p) A 00
Q=10 b —(A+p) X0 ;

die Grenzverteilung der Warteschlangenlange ergibt sich dann analog zu

pi = (%) (1 - %) i € No,
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d.h. p ist eine geometrische Verteilung &*(p) mit Parameter p = % Dieses Er-

. gebnis folgt im iibrigen auch aus (3.4.31) bei Grenziibergang M — co. Fir A =
ergibt sich dagegen ein oszillierendes Verhalten der Warteschlangenlénge, d.h. eine
Grenzverteilung existiert nicht; bei A > u strebt die Warteschlangenldnge sogar
f.s. gegen oo (siehe dazu auch Ross (1984), Abschnitt 5.5).

Warteschlangenmodelle spielen auch eine besondere Rolle bei der Leistungs-
bewertung von Rechnersystemen, siehe etwa Bolch (1989).

In den bisherigen Ausfithrungen haben wir nur die Modellierung zeitlich homo-
gener Phinomene behandelt. Poisson—Prozesse bieten durch geeignete Zeittrans-
formationen aber auch die Méglichkeit, nicht~-homogene Phénomene angemessen
zu modellieren. Wir betrachten dazu eine Abbildung A : [0, 00) — [0, 00) mit den
Eigenschaften:

a) A(0)=0
b) A(s)<A(t), 0<s<t
c) liirtl A(s)=A(@®), t=0 (3.4.32)

d) lim A(t) = oo.

t—o0

A erfiillt also bis auf d) gerade die Eigenschaften einer Verteilungsfunktion tber
Rt.
Definition 3.4.4. (inhomogener Poisson—Prozef})

Es sei {X}+>0 ein homogener Poisson—ProzeB mit Intensitat A = 1 und A eine Ab-
bildung mit den in (3.4.32) angegebenen Eigenschaften. Der aus {X,};>¢ vermoge

Y, =Xaw, t>0 (3.4.33)

gewonnene Markoff-Prozef heiBt inhomogener Poisson—Proze8 mit Zeittransfor-
mation A.

Die Markoff-Eigenschaft ergibt sich dabei unmittelbar aus Definition 3.4.1, da
A schwach monoton ist und {X;}:>0 selbst die Markoff-Eigenschaft besitzt. Fir
A(t) = t, t > 0, erhdlt man natirlich wieder einen homogenen Poisson-Proze
mit Intensitdt 1. Man beachte, dafl mit A auch jedes Vielfache AA mit A > 0 eine
Zeittransformation im Sinne von (3.4.2) ist.

Das folgende Lemma beschreibt die charakteristischen Eigenschaften inhomo-
gener Poisson-Prozesse.

Lemma 3.4.4. (Eigenschaften inhomogener Poisson-Prozesse)
Es sei {Y;}4>0 ein inhomogener Poisson—Proze8 mit Zeittransformation A. Dann
gilt:

A(t) — A(s))™
a) P(Yy=j|Y,=1) = ~(aw-40) (A( )(. .(;)) ,  0<s<t i,j€No,
j =)
1< J;
b) Der ProzeB {Y:;}+>o besitzt unabhingige und Poisson-verteilte Zuwachse, d.h.
es gilt: fiir jede aufsteigende Folge von Zeitpunkten {t,}nen,C RY sind die

Zuwichse {Y(s, 1,1] }n en, Stochastisch unabhéngig mit

PYer = P (A(t) — A(s)), 0<s<t. (3.4.34)
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Beweis. Dies folgt unmittelbar aus (3.4.5) und Satz 3.4.1, wenn dort jeweils A
durch 1 und s,t durch A(s), A(t) ersetzt werden. "

Die Zeittransformation A gibt also aufgrund von (3.4.34) zugleich die erwartete
Anzahl der Ankiinfte des inhomogenen Poisson-Prozesses im Intervall (s,t] an, und
zZwar vermoge

E(Yoq) = A(t) — A(s), 0< s < t. (3.4.35)

Die in Beziehung (3.4.8) angedeutete Alternativ—Konstruktion homogener Poisson-
Prozesse 1ait sich ebenfalls in natiirlicher Weise auf den inhomogenen Fall iber-
tragen. Ein Analogon zu Satz 3.4.3 fiir diesen Fall ist

Satz 3.4.7. (Ankunftszeiten bei inhomogenen Poisson—Prozessen)

Es sei {Y:}1>0 ein Poisson—-Proze8 mit Zeittransformation A, {T,}neN, bezeichne
die Folge der Ankunftszeiten. Ferner sei {t,}neNn,C R eine aufsteigende Folge von
Zeitpunkten. Dann verhalten sich die Ankunftszeiten Ty, ...,Ts, unter der Bedin-
gung, daB in den Zeitintervallen (t;_1,ti], 1 < i < n, jeweils genau k; Ankinfte
eintreten, wie die geordneten Werte unabhangiger, jeweils tiber (t;—1,%;] identisch
verteilter Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion

0 fiirz < t;,
A(z) — A(ti-1) .
Fi(z)=4 v 55— i-1 <zt 4.
(=) A(ti) — A(ti—y) fir tiy S o <t (3.4.36)
1 fir z > ¢;.

Beweis. Dies ergibt sich aus Satz 3.4.3 und Satz 2.1.1, wenn man beachtet, dafl
nach Definition von {Y;}:>o die Folge {A"1(T,)}neN, fast sicher die Ankunfts-
zeitenfolge eines homogenen Poisson—Prozesses mit Intensitat 1 bildet, wobei A~!
wieder die Pseudo-Inverse von A bezeichnet. =

Einen inhomogenen Poisson-ProzeB mit Zeittransformation A kann man also
auch folgendermaflen konstruieren:

a) Erzeuge eine unabhangige Folge P(A,)-verteilter Zufallsvariablen N, mit
An = A(n+1) — A(n), n € N; setze Sp =0, S, =Y ., N;, neN.

b) Erzeuge eine Folge (auch von { Ny, }nen) unabhingiger R((0, 1])-verteilter Zu-
fallsvariablen {X;}ren; setze

Vi = F;Y(Xx)+n—1, Sa-1<k<S,, sofern N, >0, (3.4.37)

wobei F,, die Verteilungsfunktion aus (3.4.36) mit t; = ¢, ¢ € Ny, bezeichne.
¢) Sortiere die Folge {Yx}xen der GroBe nach, d.h. bilde

To=0, Tp=min{Yy>T,.1|keN}, neN.
Dann ist {T,,}nen, die Ankunftszeitenfolge eines inhomogenen Poisson—Pro-
zesses mit Zeittransformation A.

Das gerade beschriebene Verfahren erzeugt also wieder in Schritt a) in allen
Intervallen (n — 1,n], n € N, zunachst die Anzahl der Ankiinfte Ny, in Schritt
b) deren (ungeordnete) Position — sofern N,, > 0 gilt, also liberhaupt Ankiinfte
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eintreten —, und schliefllich in Schritt ¢) die zeitlich richtig geordnete Ankunfts-
zeitenfolge durch Sortierung.

Will man beispielsweise die tageszeitlich unterschiedliche Auslastung von Rech-
nersystemen durch inhomogene Poisson-Prozesse beschreiben, so kann man etwa

A(t) = /: f(u)du, t>0, (3.4.38)

wahlen, wobei f > 0 z.B. eine stetige, periodische Funktion ist. Fiir f(u) =
27X - (1 — cos(2nu)), u > 0, erhalt man beispielsweise

A(t) = X (t —sin(2nt)), t>0;

eine typische Realisation des zugehdrigen inhomogenen Poisson-Prozesses ist in
der folgenden Graphik wiedergegeben:

e s | e st eee | -
0 1 2

Fir inhomogene Poisson-Prozesse 148t sich auch Satz 3.4.4 entsprechend for-
mulieren.

Satz 3.4.8. (Uberlagerung und Aufteilung von inhomogenen Poisson-Prozessen)
Es seien {Y,; }¢>0 und {Z;}+>¢ voneinander unabhéingige Poisson-Prozesse mit Zeit-
transformationen AA und pA, A, p > 0, und Ankunftszeitenfolgen {T}, }nen, bzw.
{Sn}neN,. Die durch

Us=0, Un=min{T,S; >Un_y |kEN}, neN (3.4.39)

definierte Uberlagerung von {Tp }nen, und {Sn}nen, bildet dann die Ankunftszei-
tenfolge eines Poisson—Prozesses mit Zeittransformation (A + u)A.

Ist ferner {I}}ren eine von {N,}:>o unabhingige Folge B(1, p)-verteilter Zufalls-
variablen mit p = 1— q € (0,1), und teilt man die Ankunftszeitenfolge {Ty}neN,
zufdllig auf gemiB

Up=min{Ty >U,_1 | =1, kEN
Uo = Vp =0, min{T 1L Y menN) (3440)
Vo=min{Ty >V, | I =0, k€ N},

d.h. wihlt man aus der Folge {T,}neN, Ankunftszeiten unabhéangig voneinander
mit Wahrscheinlichkeit p (bzw. q) aus, so bilden {Up}nen, und {Vp}nen, die
Ankunftszeiten zweler stochastisch unabhingiger Poisson-Prozesse mit Zeittrans-
formationen pA bzw. ¢A.

Der Beweis dieses Satzes verlauft vollig analog zu dem des Satzes 3.4.4.
Betrachtet man die in (3.4.8) bzw. (3.4.37) durchgefiihrte Alternativ—Kon-

struktion Poisson’scher Prozesse weniger unter dem zeitlichen Aspekt als vielmehr
im Hinblick auf die méglichen Punktmuster iiber der reellen Halbachse R*, so
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gelangt man zwangsldufig zu dem Konzept der Punktprozesse. Es stellt sich die
Frage, ob das vorgestellte Konstruktionsverfahren nicht ahnlich auch in héherdi-
mensionalen Raumen, insbesondere dem R™, m € N, funktioniert, indem man die
gesamte Grundmenge in geeignete disjunkte Stiicke — etwa Intervalle der in (1.4.7)
bis (1.4.10) betrachteten Art — zerlegt und dann in jedem Stiick eine Poisson—
verteilte Anzahl von Punkten nach einer von der Partitionsmenge abhidngenden
Verteilung erzeugt. Solche Modelle sind z.B. bei Bildverarbeitungsproblemen, etwa
in der Computertomographie, von Interesse. Eine Schwierigkeit bei der Behand-
lung héherdimensionaler Raume liegt allerdings darin begriindet, daf8 fiir m > 1
keine “natiirliche” Ordnungsstruktur mehr gegeben ist, die fiir m = 1 ja gerade die
Modellierung zeitlicher Phanomene so leicht erméglichte. Andererseits induziert
die Unabhéngigkeit der Zuwichse von Poisson-Prozessen eine Additivititseigen-
schaft, die der in Beziehung (1.1.30) formulierten o—Additivitat von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen nahekommt. Es hat sich herausgestellt, daB ein solcher Zu-
gang zur Beschreibung von Punktprozessen sehr geeignet ist. Wir bendtigen dazu
allerdings den etwas allgemeineren Begriff eines Mafes.

Definition 3.4.5. (allgemeines Maf)
Es sei (2, A) ein MeBraum. Eine o-additive Abbildung pp: A — [0, 0], d.h. mit

der Eigenschaft
7 (U A,,) = p(An) (3.4.41)
n=1

n=1
fiir jede Familie {A, },en paarweise disjunkter Mengen heift MaB auf A. u heifit
o—-endlich, wenn es eine disjunkte Zerlegung von , Q@ = e, Bn, {Bn}nen C A,
gibt mit u(By) < oo fiir allen € N.

Man beachte, da8 sich aus der o—Additivitat von p wie bei Wahrscheinlich-
keitsmaflen entsprechend
p@ =0

ergibt. Die Menge aller Mafle liber einer o—Algebra A bildet dartiberhinaus einen
konvexen Kegel, d.h. fiir Mafle u, v und nichtnegative Zahlen a, g ist auch ap+fv
ein Ma8.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf A ist also in diesem Sinne gerade
ein normiertes Mafl. Man beachte, dafl bei der Definition eines Mafles der Wert oo
ausdriicklich zugelassen ist. Ein einfaches derartiges Ma8 ist bereits das abzahlende
Ma8 u, welches definiert ist durch

HA) = #A, A€A

p ist offenbar genau dann nicht-endlich, wenn die Grundmenge 2 nicht—endlich
ist. Es ist allerdings o-endlich, wenn 2 héchstens abzéhlbar ist. Ein insbesondere
auch in der Analysis wichtiges (ebenfalls o—endliches) Ma8 ist das Lebesgue-Ma8,
welches durch die (1.0.8) einschlieBende Forderung

p((a,b]) =b—a firallea<b, a,b€R (3.4.42)

auf B! festgelegt ist und iiber die Beziehung

R(A) = “E; &‘)“), A€ B, u(4)>0,
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mit der stetigen Gleichverteilung iiber einer Borel-Menge A in Zusammenhang
steht,

Ahnlich wie bei Wahrscheinlichkeitsmaflen lassen sich auch fiir allgemeine
MaSBle ProduktmaBle definieren; fir A = B™, m € N, ergibt sich damit das
Lebesgue-MaB u(™) vermoge

™ (X (ai, ) = [T w((ai,bi)
=1 —l (3.4.43)
= H(bl - a'i)a a; < bia aivbi € R7 1<:<m.

i=1

Das Lebesgue—Ma8 ist damit die natiirliche Erweiterung der Begriffe “Flache” und
“Volumen”, die zunachst nur sinnvoll fiir Rechtecke bzw. Quader definiert sind,
auf alle 2- bzw. 3-dimensionalen Borel’schen Mengen.

Analog zu dem Begriff der Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung lat sich
auch der Begriff der Dichte eines MafBles pragen.

Definition 3.4.6. (Dichte eines Mafes)
Es sei u ein Mal auf B™, m € N, im Sinne von Definition 3.4.5. Man sagt, u
besitzte eine Dichte f : R™ — [0, 00], wenn gilt:

b1

u( )"é(a,-,b,-]) =/bm--- f(z1,...,2m)dzy ... dzy (3.4.44)
i=1 am a1

fiir alle a; < b;, a;,b; ER,1<:<m.

Das Lebesgue-Mafl besitzt also insbesondere die konstante Dichte f = 1;
allgemeiner ist ein Mafl mit einer Dichte f o—endlich, wenn f endlich ist.

Die grundlegende Idee zur Beschreibung von Punktprozessen besteht nun
darin, diese als Zufallselemente ¢ in der Menge der abzdhlend-diskreten Mafle
auf einer geeigneten o—Algebra B eines Mefiraums (X, B) — typischerweise X’ =
R™, B = B™, m € N — aufzufassen, wobei man hierunter alle Mafle y zu verstehen
hat, fiir die _

#(B) € Ng =Ny U {oo} fiiralle Be B

gilt. Fir jede Menge B € B ist dann ¢(B) eine (gewdhnliche) Zufallsvariable; sie
gibt anschaulich an, wieviele “Punkte” der Menge X in der Menge B liegen. Die o—
Additivitat von ¢ bedeutet hier, daB fiir jede Folge {Bn}neN paarweise disjunkter

Mengen - -
¢(UBa) =Y e
n=1 n=1

gilt, also die — zuféllige — Gesamtzahl der in der disjunkten Vereinigung (J3., Bn
befindlichen Punkte gerade die Summe der in den jeweiligen Mengen B,, n € N,
liegenden Punktanzahlen £(B;) ist. Die Beschreibung von Punktprozessen als
abzéhlend-diskrete MaBe hat also den Vorteil, die zufélligen Punktkonfigurationen

in verschiedenen Teilmengen des Bildraums X simultan zu erfassen.
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Als Wertebereich der Abbildungen £ auf (Q2,.4) wahlt man dementsprechend
die Menge M aller abzéhlend—diskreten Mafle auf der o—Algebra B des Bildraumes
X. Allerdings miissen wir noch eine geeignete o—Algebra 9 iiber M spezifizieren,
damit £ tatsachlich ein Zufallselement, also eine mefibare Abbildung von (£, .A)
nach (M, M) ist. Diese 0—-Algebra mufl dabei so gewahlt sein, da§ fir jede Menge
B € B die Abbildung ¢é(B) eine Zufallsvariable im iiblichen Sinne ist. Wir be-
trachten dazu die Evolutionsabbildungen g, B € B, auf M, die definiert sind
durch

8(p) = u(B), BEB, pe M. (3.4.45)

Es bietet sich dann an, fiir 9 die kleinste o—Algebra tiber M zu wahlen, beziiglich
der alle Evolutionsabbildungen meBbar sind, d.h. die von dem Mengensystem

¢={rz'(E)| B€B, E € B'} CP(M) (3.4.46)

iber M erzeugte o-Algebra o( €).

Definition 3.4.7. (PunktprozeB)

Es seien (R, A), (X, B) MeBfraume und (M, M) der MeBraum der abzéhlend-dis-
kreten Mafle auf B im Sinne von (3.4.46). Ein Zufallselement ¢ : (R, A) —
(M, M) heiBt dann Punktprozes iiber X.

Zur Vereinfachung der Darstellung wollen wir dabei anstatt {(w)(B) oder
€(B)(w) stets {(B,w) fir B € B bzw. w € 2 schreiben.

Lemma 3.4.5. (Eigenschaften von Punktprozessen)

Es sei £ ein Punktproze8 iiber X im Sinne von Definition 3.4.7. Dann gilt:
a) {(B,) ist fiir jedes B € B eine Zufallsvariable auf (2, A);
b) &(-,w) ist fiir jedes w € Q ein abzihlend-diskretes Ma8 auf B.

Beweis. a) Essei B € B fest. Wir zeigen:
A={we|&B,w)eE}e A fiiralle E € B
Dies folgt aber aus der Darstellung £(B,w) = 75 (£(-,w)), w € ©, also

A={we|(,w) ez (BE)} =1 (15'(E)) € A
eMm

nach Konstruktion von 1.
b) Dies ergibt sich unmittelbar aus der Definition eines Punktprozesses. "

Fir die Beschreibung von Punktprozessen ¢ ist u.a. die erwartete Anzahl
E(¢(B)) von Punkten in den Mengen B € B von Interesse, da diese Grofien einen
Eindruck von der durchschnittlichen Konzentration der Punkte iiber dem Raum
X geben.

Lemma 3.4.6. (IntensititsmaB)
Es sei € ein PunktprozeB iiber X im Sinne von Definition 3.4.7. Dann ist die

Abbildun,
¢ E¢{: B—[0,00] : B~ E(¢(B)) (3.4.47)
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ein Mafl auf B. E£ heifit Intensitidtsmafl von £.

Beweis. Zu zeigen ist lediglich die o—Additivitat von E{. Sei hierzu {Bn}neN
eine paarweise disjunkte Mengenfolge aus B. Mit C, = Ui, Bi, n € N, gilt
Crn T Coo = U2, Bi und daher wegen der o—Additivitat von £ auch 0 < ¢(Cr) 1
€(Cx), n — oo. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz (2.2.23) folgt
demnach

pe( ) B.) = B[ lim €(C)]

= lim E[&(Ca)] = lim B[ &(B1)]
=D _BleB)] = 3 E¢(B),
was zu‘zeigen war. =

Allerdings ist i.a. E¢ kein abzahlend-diskretes Ma mehr wie £(-,w), w € .

Will man nun die Konstruktion Poisson’scher Prozesse gema8 (3.4.8) oder
(3.4.37) auf beliebige Mefiraume (X, B) iibertragen, so stellt man leicht fest, daf§
hierzu lediglich die Angabe eines geeigneten Intensitatsmafes erforderlich ist, wenn
man Poisson-Prozesse allgemein wie folgt definiert.

Definition 3.4.8. (Poisson’scher PunktprozeB)
Es sei (R, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, B) ein MeBraum; p sei ein
MaB auf B. (M, 9N) bezeichne wieder den MeBraum der abzahlend-diskreten Mafe
auf B. Ein PunktprozeB ¢ : (Q, A) — (M, M) heiBt Poisson-Prozef mit Inten-
sitdtsmasB p, wenn gilt:

a) Fiir jede Menge B € B ist die Zufallsvariable {(B) Poisson-verteilt!) mit

Parameter pu(B);

b) fir jede Familie paarweise disjunkter Mengen {Bn}nen C B ist die Folge
der Zufallsvariablen {£(Br)}neN stochastisch unabhingig (Unabhingigkeit der
Zuwiéchse).

Mit mafBitheoretischen Methoden 1a8t sich zeigen, daB durch diese beiden For-
derungen die Verteilung P¢ des Punktprozesses eindeutig bestimmt ist (vgl. Kallen-
berg (1986), Daley & Vere-Jones (1988) oder Karr (1986)). Das folgende Ergebnis
zeigt, wie man bei o-endlichem Intensitatsmafl Poisson-Prozesse leicht konstru-
ieren kann.

Lemma 3.4.7. (Konstruktion von Poisson’schen Punktprozessen)

Es sei (R, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, B) ein MeBraum; p # 0 sei
ein o—endliches Ma8 auf B. {B,}ner C B sei eine hochstens abzihlbare disjunkte
Zerlegung von X mit? 0 < pu(By) < oo fiir alle n € I, wobei I C N eine geeignete
Indexmenge sei. Ferner seien Ny, n € I, unabhingige, jeweils P (u(B,))-verteilte

D Far p(B)=0 bedeute dies P(£(B)=0)=1, fir u(B)=oco P(£(B)=0c0)=1.
2) Dies kann durch Vereinigung von Mengen B, mit u(B,)=0 und Mengen B,,, mit u(By,)>0
stets erreicht werden.
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Zufallsvariablen und {Xpk}nerken (auch von {Nyn}ner) unabhingige Zufallsele-
mente mit Werten in (X, B) und Verteilung

pXm = &(l;(—nBB)—"), nel,keN. (3.4.48)
Dann ist der durch
Nn
{(B) = Z Z 1yx,.eB), BEB, (3.4.49)
nel k=1

definierte PunktprozeB ein Poisson-ProzeB mit Intensitatsma88 E€ = p.

Beweis. Wir zeigen die Eigenschaften a) und b) aus Definition 3.4.8.
a) Nach Lemma 3.4.2 und (3.4.48) ist fiir jedes n € I die Zufallsvariable Y, =

Ziv__'_‘l 1x,,eB) Poisson-verteilt mit Parameter

MBNBs) _
#(Br)
Nach Konstruktion sind die Y,, n € I, stochastisch unabhangig; wegen der Fal-

tungsstabilitat der Poisson—Verteilung (Lemma 2.1.9) ist damit jede der Zufalls-
variablen Sy, = Y ez Vi, Im = IN{1,2,...,m}, m € N, Poisson-verteilt mit

Parameter
Am= Y w(B:NB), meN.
1€l

Fir endliches I folgt damit die Behauptung. Anderenfalls kénnen wir 0.B.d.A.
I = N annehmen. Nach Voraussetzung konvergiert A,, mit m — co gegen

E(Y,) = E(N,) - P(Xnk € B) = u(Bn)————~— = u(B N By,).

Ao =Y u(B:in B) = (| BiNB) = w(@N B) = u(B) € (0,0);

i=1

demnach konvergiert die Folge {Sm}men mit m — oo schwach gegen ¢{(B) mit
Verteilung P (Aso) = P (u(B)) Hieraus folgt die Behauptung,.

b) Nach Lemma 3.4.2 sind fiir C € B und alle n € N die Zufallsvariablen
ZkN;1 I(x,,ecy und EkN;'I 1(x,.cce} stochastisch unabhéngig, also nach Sum-
mation auch £(C) und £(C¢). Fir abzéhlbar viele paarweise disjunkte Ereig-
nisse {Cp}neN € B argumentiert man analog unter mehrfacher Heranziehung von
Lemma 3.4.2 und Lemma 2.1.7. ]

Lemma 3.4.7 umfafit die durch Beziehung (3.4.8) gegebene Konstruktion eines
homogenen Poisson-Prozesses ¢ fiir (X,B) = (R*,Rt N B!) mit dem Intensitats-
mafl E§ = p,, wobei y, das auf die o-Algebra B eingeschrinkte Lebesgue-Ma8
bezeichne. Entsprechendes gilt fiir die Konstruktion in (3.4.37): hier ist das Inten-
sitatsmafl E€ gegeben durch die Zeittransformation

Et((a,b]) = A()— A(a), 0<a<b, a,beR’



238 3.4. Markoff- und Punkiprozesse

(vgl. auch (3.4.36)).

Besonders einfach wird die Konstruktion eines Poisson’schen Punktprozesses
€ bei endlichem Intensitdtsma p = E€ mit A = u(Q) > 0, da man hier I = {1}
wahlen kann. Es geniigt in diesem Fall die Angabe einer J(A)-verteilten Zufalls-
variablen N und einer davon unabhéangigen Folge {X,},en mit Werten in (X, B)
und Verteilung PX» = % u; der gewlinschte Prozef besitzt dann die Darstellung

N
§(B)=) 1(x,ep}, BEB.

n=1

Die Konstruktion in Lemma 3.4.7 ist demnach aufgrund der Eigenschaft b) der De-
finition 3.4.8 nichts anderes als eine Zusammensetzung voneinander stochastisch
unabhéngiger Poisson—Prozesse ¢, = £(- N B,), n € N, mit den in (3.4.48) ver-
wendeten endlichen Intensitatsmafien E€, = u(-N B,), n € N, auf den disjunkten
Teilsticken B, von (2.

Das folgende Beispiel ist im wesentlichen Weil (1987), Beispiel 4.41, entnom-
men.

Beispiel 3.4.3. (Fehlertolerante Speicherbausteine)

Bei der Produktion von Speicherbausteinen fiir Computer werden auf einem Silizi-
umplattchen (Chip) quadratische Gitter von sich kreuzenden Schreib-Leseleitun-
gen mit je einem speichernden Element in den Kreuzungspunkten angebracht. Der
gesamte Baustein arbeitet bereits dann fehlerhaft, wenn in nur einem dieser Spei-
cherelemente Fremdkorper im Silizium sitzen. Zur Reduktion des Prifaufwands
werden i.a. die Bausteine mit selbstdndig arbeitenden Prifeinrichtungen versehen.
Aus praktischen Erfahrungen weil man, daf bei den heutigen Fertigungsmethoden
mit durchschnittlich vier Fremdkorpereinschliissen je cm? Fliche zu rechnen ist,
also ein grofler Teil der Fertigung praktisch Ausschuf8 darstellt. Man geht daher
zunehmend zu “selbstreparierenden” Speicherbausteinen iiber. Anstelle der. ur-
spriinglich 2s Schreib-Leseleitungen verwendet man 2(s+ k) Schreib—Leseleitungen
(s, k € N) und gestaltet die Priifeinrichtung so, daf§ diese stets jene zwei Leitungen,
welche sich in einem als fehlerhaft erkannten Speicherelement kreuzen, automatisch
durch zwei noch nicht verwendete Ersatzleitungen ersetzt. Falls die im Bereich der
Ersatzleitungen vorhandenen Speicherelemente fehlerfrei arbeiten, kann man so bis
zu k Fehlern automatisch beheben; defekte Ersatzleitungen konnen allerdings nicht
mehr ersetzt werden.

Da mit zunehmendem k sowohl der Platz fiir die Pritfeinrichtung (die stets fehler-
frei arbeiten soll) als auch der Platz fiir die Ersatzleitungen zunimmt, darf man k
nicht beliebig gro machen. Wie grof§ sollte k sein, um bei einem quadratischen
Chip mit den angegebenen Abmessungen (in mm) und einem Platzbedarf von 0.03
mm je zusatzlicher Leitung moglichst wenig Ausschufl zu produzieren?

Zur Beantwortung der Frage nehmen wir an, dafl die zufilligen Punkte, in denen
Fremdkérpereinschliisse vorliegen, einen homogenen Poisson—Proze8 ¢ mit Intensi-
tatsmaBl v = E£ = 0.04p bilden, wobei u das zweidimesionale Lebesgue-Ma$ (vgl.
(3.4.43)) bezeichne. Fiir jede Borel-Menge B € B! mit u(B) = 100 (mm?) ist
dann v(B) = E{(B) = 4, d.h. die erwartete Zahl von Punkten je 100 mm? Flache
betragt gerade 4. Bezeichnet Ay die durch k Prifleitungen und B; die durch j < k
Ersatzleitungen beanspruchte Fliche sowie C' die durch die urspriinglich gegebenen
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2s Schreib-Leseleitungen beanspruchte Fliche, so ergibt sich mit den angegebenen
Abmessungen (in mm)

0.03k
P eowomefwam
Priifeinrichtung 14+0.03k
75
Ag c B;
Ersatzleitungen
——
0.03j
u(Ax) = 16 + 0.57k + 0.0027k>
u(Bj) = 0.455 + 0.0009;52 (mm?).

u(C) = 56.25

Das Ereignis Ej, daf der fehlertolerante Baustein mit 2k Ersatzleitungen fehlerfrei
arbeitet, 148t sich dann wie folgt darstellen:

k
Be= {(4an=0} n U[ {&o) =i} n {@Bn=0}]
[ S— i—p & S——— | R —
Priifeinrichtung J Einschlisse J Ersatzleitungen
fehlerfrei inC fehlerfrei

d.h. es gilt aufgrund der Unabhéngigkeit der Zuwéchse des Poisson—Prozesses

P(Ex) = P({&(a0) =0} n | [{&(0) =} n {e(By) = 0}])
5 i
= exp ( — v(Ax)) [Zexp (- u(C))@ exp (— V(Bj))].

0
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Die folgende Tabelle enthalt die entsprechenden Werte fir £ =0,1,...,8:

| & Jlo | 1 |2 |3 |4] 5 |6 7|8 |
| P(E:) ||0.056 |0.174 |0.300]0.386 |0.428]0.439 |0.437]0.429 |0.419 |

Der glinstigste Fall wird also bei k = 5 erreicht, d.h. bei 10 zusatzlichen Ersatz-
leitungen. Der Prozentsatz an Ausschufl verringert sich damit von urspriinglich
100 - P(E§) = 94.4% auf 100 - P(E) = 56.1%! -

Beispiel 3.4.4. (Computertomographie)

Bei der Positronen-Emissions-Tomographie (PET) wird einem Patienten kurz-
lebiges radioakives (neutronenarmes) Material injiziert, welches sich in einem be-
stimmten Organ anreichert und ndherungsweise gemafl einem dreidimensionalen
Poisson’schen PunktprozeB zerfallt. Die beim Zerfall des Materials freiwerden-
den Positronen vereinigen sich nach kurzer Abbremsung im Gewebe je mit einem
Elektron; beide Teilchen wandeln dabei ihre Masse in Strahlungsenergie um, d.h.
sie zerstrahlen unter Entstehung zweier Gammaquanten, die einander entgegenge-
setzt auseinanderfliegen und beide die gleiche Energie von 511 keV haben. Werden
diese beiden Gammaquanten mit zwei Detektoren (die iiblicherweise aulerhalb des
Korpers ringférmig um den Patienten angeordnet sind) in zeitlicher Koinzidenz
nachgewiesen, so weifl man, da8 das Zerfallsereignis auf der Verbindungslinie der
beiden Detektoren stattgefunden hat!). Die so erhaltenen Daten lassen sich dann
schichtweise zu Schnittbildern des Organs zusammensetzen. Die innerhalb diinner
disjunkter Schnitte freigesetzten Positronen bilden dabei ndherungsweise vonein-
ander unabhéngige, zweidimensionale Poisson—Prozefle £ mit einem Intensitatsmafl
E¢ = p, welches eine Dichte f besitzt, die die Massenverteilung des Organs in dem
Schnitt reprasentiert; d.h. farbt man eine Flache mit Grauwerten proportional zu
der Dichte f ein, so erhalt man ein Bild des entsprechenden Schnitts.

Die folgenden Simulationen zeigen Realisationen eines Poisson’schen Punktprozes-
ses fir ein fiktives Organ mit einem Intensititsmafl mit der rotationssymmetri-

schen Dichte f(z,y) = c;&”\/x%y;) (vgl. (2.1.98)), wobei ¢ > 0 eine Konstante
und g die Dichte der Zufallsvariablen X = 1 — /U + vV mit unabhangigen, je
’R([O, 1])—verteilten Zufallsvariablen bezeichne, die aufgrund des Faltungslemmas
2.1.11 gegeben ist durch

gzs—gxs fﬁrOS.‘cSl
=4 64 8
M) =Y o 81 @1y - S -1 fir1<s<2
15 3 5
0 sonst.

1) nach Heiss, Herholz, Pawlik, Szelies, Wagner & Wienhard (1988). PET wird z.B. zur
Messung des Glukosestoffwechsels im Gehirn eingesetzt; siche ebenda.
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Da fiir ¢ = 1 f gerade eine Wahrscheinlichkeitsdichte darstellt, erhalt man also
E¢(R?) = ¢, d.h. ¢ ist die erwartete Gesamtanzahl von Punkten (Zerfillen) des
Poisson-Prozesses.

Y

¢ = 3000 c = 6000

¢ = 12000 ¢ = 24000

Mit statistischen Methoden 148t sich zeigen, da durch die Beobachtung solcher
Punktkonfigurationen die Dichte f des zugrundeliegenden Intensitatsmafles — und
damit das Schnittbild des Organs — konsistent geschatzt werden kann. Allerdings
ergeben sich gewisse Schwierigkeiten dadurch, da8i man aufgrund der Datenerfas-
sung nicht den Punktprozef selbst beobachten kann, sondern lediglich Randsum-
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menhaufigkeiten fiir die einzelnen Schnitte. Zur Schatzung des Bildes werden daher
aufwendigere Verfahren benétigt; vgl. hierzu etwa die Arbeiten von Geman &
McClure (1987) oder Vardi, Shepp & Kaufman (1985). =

Ahnlich wie bei den eindimensionalen Poisson—Prozessen lassen sich auch all-
gemeine Poisson’sche Punktprozesse iiberlagern bzw. zufillig aufteilen.

Satz 3.4.9. (Uberlagerung und Aufteilung von Punktprozessen)

a) Es seien mit den Bezeichnungen aus Definition 3.4.7 £; und €, voneinander
unabhingige Poisson’sche Punktprozesse tiber X mit IntensititsmaBen E§;
und E€;. Dann ist auch die Uberlagerung £ = & + £ ein Poisson’scher
PunktprozeB iiber X mit IntensititsmaBl E¢ = E¢; + E&,.

b) Ist £ ein Poisson’scher Punktproze8 mit der Darstellung (3.4.49) und sind mit
den dortigen Bezeichnungen die Zufallsvariablen {Jnk}ner,keN (auch von )
stochastisch unabhéngig und identisch %(1, p)-verteilt mit p € (0,1), so sind
die Punktprozesse £ und £;, definiert durch

Nn
&§(B)=>_) Juk - 1(x,,eB)

nel k=1

N,
&(B) =) (1—Jut) Lix,,eB)

n€l k=1

B € B,

voneinander unabhangige Poisson-Prozesse mit IntensitdtsmaBen
E{ =p-E(, E&=(1-p)- E¢.

Beweis. a) Fiir jede Menge B € B mit 0 < E¢;(B) < 00, 0 < E§3(B) < o0
sind & (B) und £;(B) stochastisch unabhingige, P (E¢1(B))- bzw. P (E&(B))-
verteilte Zufallsvariablen, d.h. {(B) ist ebenfalls Poisson—verteilt mit Parameter
E&(B) + E&(B). Damit ist die Eigenschaft a) der Definition 3.4.8 erfiillt. Die
Eigenschaft b) folgt unmittelbar aus der Unabhangigkeit der Zuwichse von £; und
&3 sowie Lemma 2.1.7.

b) Dies folgt aus Lemma 3.4.2, da die Anzahlen der Punkte des Prozesses £ in
den Zerlegungsmengen B,, n € N, jeweils Poisson—verteilt sind mit Parameter

E{(Bn) = u(Bn). u

Der letzte Satz ist z.B. in der Computertomographie von Bedeutung, da in
dem Ringempfanger durch Streuung und Absorption von Elementarteilchen le-
diglich “zufallige” Auswahlen der urspriinglich vorhandenen Positronen registriert
werden konnen. Aufgrund des Teils b) von Satz 3.4.9 bleibt aber der tatsachlich
gemessene PunktprozeB ein Poisson—ProzeB, allderdings mit einem um einen be-
stimmten Faktor geringeren Intensitatsmafl. Dadurch wird jedoch die Bildanalyse
nicht wesentlich beeinfluit, da das Verhaltnis der Grauwerte untereinander kon-
stant bleibt (vgl. hierzu auch die in der obigen Simulation erhaltenen Bilder mit
dem variablen Parameter c, der gerade diesen Effekt verdeutlicht).

Neuere Methoden der Analyse speziell digitaler Bilder werden auch in Ripley
(1988), Kapitel 5.4 (Simulated Annealing), und 6 behandelt.
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Aufgaben

Es seien X und Y stochastisch unabhangige, B(n, p)- bzw. B(m, p)-verteilte Zufallsvariablen
mit 0 < p < 1 und n,m € N. Zeigen Sie:

Die bedingten Verteilungen PX(- | X +Y =r) baw. PY(- | X +Y =1), 0<r < n+m, sind
Jjeweils hypergeometrische Verteilungen (vgl. Aufgabe 2.3), d.h. es gilt

1) (7)

()G2)

P(X=k|[X+Y=r)= P =il X+Y =r)=~m5ay"

fir 0 <k <n, 0<j<m, unabhiangig von p. Interpretieren sie dieses Ergebnis kombinato-
risch.

Es seien X und Y stochastisch unabhangige, ﬁ"-(n, p)- bzw. ?(m,p)—verteilte Zufallsva-
riablen mit 0 < p < 1 und n,m € N. Zeigen Sie:

Die bedingten Verteilungen PX(- | X +Y = r) baw. PY(- | X +Y =), r € Ny, sind gegeben
durch

ntm-1_ ()

r+n+m—1 ('*I‘:'_;t"_‘f

P(X:kIX+Y=T)=P(Y:k|X+Y:r)=

fiir 0 < k < r. Was ergibt sich hier fir n = m = 1, was fiir n = 1, m = 2? Geben sie eine
kombinatorische Deutung fiir das Ergebnis.

X, Y seien Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,.4, P) mit einer gemein-
samen Dichte f(x y). Zeigen Sie die Giiltigkeit der folgenden stetigen Version von Lemma
3.1.1:

ix@)= [ " fx(@|Y = y)dP ()
fx(z Y =y)fr(y)
50 fx(z |Y = 2)dPY (2)

Zeigen Sie hiermit fiir den Fall PX(- | Y = y) = £(y), y > 0, und PY = £(X), daB PY(- |
X =z)=&2,z+), >0, gilt.

fry|X=2)= PXfs.

Es seien X und Y Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P) . Zeigen
Sie mit Hilfe des Ersetzungslemmas 3.1.4:

EX-Y|Y=y)=y-E(X|Y=y) P'Afs bzw. E(X.Y|Y)=Y E(X|Y) PAs

Zeigen Sie hiermit fiir das in Aufgabe 3.3 angegebene Verteilungsbeispiel:

EX-Y|Y)=1, E(XYIX):XEL

5 EX-Y)=1 Pis.

Existiert hier Kov(X,Y) bzw. Korr(X,Y)?

{Xn}neN, sei eine homogene Markoff-Kette mit Zustandsraum S = {1,2,3,4} und Uber-
gangsmatrix

02 08 0 ©

0 0 01 09

0 0 02 08

07 03 0 O

I=

Bestimmen Sie alle stationaren Anfangsverteilungen und lim,,_, o, II".
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3.6

3.7

3.8

3.9

3.5. Aufgaben

In Verallgemeinerung von Beispiel 3.2.4 betrachte man die Irrfahrt auf dem d-dimensionalen
Gitter S = Z¢ = {(i1,...,44) | 41,.-.,44 € 2}, d > 2, mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

1 " d .

— fur ) ,_ilie—je =1
Pliy,oia) (1, mda) = { 2d Lo lie = il .

0 sonst

Zeigen Sie: Fir d = 2 sind alle Zustande null-rekurrent, fiir d > 3 sind alle Zustande transient.

Zur Erhohung der Ausfallsicherheit sind in einer elektronischen Schaltung zwei gleichartige
Bauteile eingebaut, von denen jedes die Funktion des anderen iibernehmen kann. Wir be-
trachten das System zu adquidistanten Zeittakten. Fallt ein Bauteil aus, wird zu Beginn des
nachsten Zeittakts auf das andere umgeschaltet und das erste ersetzt. Die Ausfallwahrschein-
lichkeit fiir ein Bauteil in Betrieb wahrend eines Zeittakts betrage p, 0 < p < 1. Die Ersetzung
eines defekten Bauteils dauert genau zwei Zeittakte. Die zu Beginn eines Zeittakts moglichen
Zustande lassen sich durch Paare (7, j) beschreiben, wobei i € Ng die Anzahl intakter Bauteile
und j € Ny die Anzahl der zur Instandsetzung eines defekten Bauteils verwendeten Zeitein-
heiten bedeuten, also $ = {(2,0),(1,0),(1,1),(0,1)}.
Bestimmen Sie die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Zustande, wenn

a) defekte Bauteile nur nacheinander ausgetauscht werden kénnen.

b) defekte Bauteile auch gleichzeitig ersetzt werden kénnen.
Die Schaltung sei sehr lange in Betrieb. Mit welcher Wahrscheinlichkeit (in Anhangigkeit
von p) ist sie unter Instandsetzungsregel a) bzw. b) funktionsfahig (mindestens ein Bauteil
intakt) ?

Eine Nachrichtenquelle erzeuge eine unabhangige Folge {X,}nen je B(1,p)-verteilter Zu-
fallsvariablen mit p € [0,1]. S = inf{n > 2 | X, = X,_1} sei der Zeitpunkt der erstmaligen
Wiederholung eines Signals.

Geben Sie ein homogenes Markoff-Modell an, in dem S die erste Eintrittszeit in einen geeig-
neten absorbierenden Zustand ist, und zeigen Sie damit: E(S) = %
ferner, daB E(S) maximal ist fir p = 1 mit Wert E(S) = 3.

Ein Zentralrechner kann von n € N Arbeitsplatzen aus mit Programmen beschickt werden.
Es sei angenommen, daf jeder Arbeitsplatz unabhangig von den ibrigen genau ein Programm
nach einer £(A)-exponentialverteilten Bearbeitungszeit an die Zentraleinheit iberstellt. Zei-
gen Sie:

a) Die Ankunftszeiten T3, ..., T, bilden die Ordnungsstatistiken unabhangiger, £()~-ver-
teilter Zufallsvariablen.

b) Die Zwischenankunftszeiten Ay = T1,A; = T - T,...,An = T, — T,,—; sind un-
abhingige, exponentialverteilte Zufallsvariablen mit P2* = £((n ~ k + 1)A) (Hinweis:
Transformationssatz 2.1.10).

¢) Der durch

. Zeigen Sie

definierte stochastische Proze8 ist ein homogener Markoff-Prozef8 mit Intensitatsmatrix
Q = {4;}, gegeben durch
(n—9HA firj=i+1<n
q;,»:{—(n—i)/\ firj=i<n 1€ Np
0 sonst,
(Hinweis: Ausfihrungen im AnschluB an den Struktursatz 3.4.5).
d) Fir0 <a<bist Ny = Ny—N, B (n, e~*% — =) —binomialverteilt (d.h. {Ni}io st

kein Poisson-Prozef}); das Intensitatsma8 u des zugehorigen Punktprozesses ist gegeben

durch )
o) = [ n(e7*—e) fir0<a<b
wat) ={

sonst.
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e) Fiir die Ankunftszeit 7,, des letzten Programms im Zentralrechner gilt:

1 n?
_%—-

11
E(T,.):sz_:Z —lnn =32 m e

<
i
'ﬂ
|
|»-
i

f) Esseid = = v > 0. Zeigen Sie, daf sich fiir groBe n der Proze { V¢ }:>0 ndherungsweise

wie ein inhomogener Poisson-ProzeB { Ny };>0 mit dem in d) angegebenen Intensitits-
maB u verhilt, d.h. es gilt fiir alle 0 < a < b:

Neest pNie VY (1 —exp (-0 =9) —exp(-2) <2
p(P(bl,P(vbl)Sexp( n)(l exp( - <1l-—exp - Sn'

(radioaktiver Zerfall) Zur Untersuchung des Hirnstoffwechsels mittels PET werden Patienten
radioaktiv markierte Glucoseverbindungen injiziert. Als Tracer werden dabei u.a. die Isotopen
Fluor (F), Kohlenstoff (C), Stickstoff (N) oder Sauerstoff (O) eingesetzt:

| Isotop || BF | Yc | 3N | B0 |
| Halbwertszeit in min) || 120 | 204 | 10 [ 2 |

Mit physikalischen ljberlegungen 128t sich zeigen, da die Lebensdauerverteilung des Isotops
(in min) gegeben ist durch eine £(A)-Exponentialverteilung mit

A=In2h" 12 0.693 h~?!

(vgl. Pfeifer (1989a), Beispiel 0.1 und S. 145f.). Zeigen Sie, daB der in Aufgabe 3.9 definierte
Markoff-ProzeB { N¢}:>0 den zugehorigen radioaktiven Zerfallsprozef beschreibt, wobei n die
Anzahl der injizierten Isotope ist.

Nach dem Gesetz von Avogadro enthilt ein Mol!) eines Stoffes stets dieselbe Anzahl von
Atomen, namlich ca. 6 - 1023, Zeigen Sie, daB bei Injektion von n £ 10~14 Mol des Isotops
fiir den Zerfallszeitpunkt T}, des letzten Isotops gilt:

E(T,) ~325h (min),  Var(Tn) ~ 34242,

und berechnen Sie die entsprechenden Werte fiir die in der Tabelle angegebenen Isotope.

Es sei € ein Poisson’scher Punktprozes iiberX = R? mit o—-endlichem Intensititsma8 E¢ = u
und p(R?) = 00). X sei der Abstand des am nachsten zum Nullpunkt gelegenen Punktes von
diesem. Zeigen Sie:

Fx(r)=1-P(X>r)=1-P(£(K,) =0) =1—e K r>0,

wobei K, = K°(0,0;7) den abgeschlossenen Kreis um den Nullpunkt mit Radius r > 0
bezeichne.
Zeigen sie speziell fir den Fall, daB u das ¢—fache des Lebesgue-MaSBes ist (¢ > 0 fest):

Fx(r)=1-€""" r>0
E(X)= / % e gp = L

0 e
Was ergibt sich entsprechend, wenn fiir den MeBraum (X, B) = (R3, B%) gewihlt wird (vgl.
Wei8 (1987), Beispiel 4.42)7

1) d.h. Molekulargewicht in g
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3.12

3.13

3.14

Es sei ¢ ein Poisson’scher PunktprozeB iiber X = R? mit endlichem Intensititsma8 y = E¢
und p(R?) > 0. X sei wieder der Abstand des am nachsten zum Nullpunkt gelegenen Punktes
von diesem, Y der Abstand des am weitesten davon entfernten Punktes von diesem (Skizze!).
Zeigen Sie:

Fx(r) = 1= P(X > 1) = 1— PE(K7) =0 | (R%) > 1) = -2
u(Kr) _
Fr(r) = P(Y < r) = PE(K) = 0 [ €R) 2 1) = Sgn =,

wobei K, = K°%(0,0;r) wieder den abgeschlossenen Kreis um den Nullpunkt mit Radius r > 0
bezeichne.
Leiten Sie hieraus fiir das Intensitatsma8l g mit der Dichte

f@y)=c-e @), syeR
(c > 0 fest) speziell ab:

circ"2 cw(l—e"g) -1

Fy(r)= ¢

T _ e

er—1

Fx(r)=

Skizzieren Sie beide Verteilungsfunktionen.

Es sei £ ein Poisson’scher PunktprozeB iiber dem Mefraum (X, B) mit IntensitatsmaB B¢ = p
und T eine meBbare Abbildung von (&, B) in den Mefiraum (), C). Zeigen Sie:
a) Durch

w7 (C)=p(T71(C)), Cec,
wird ein MaB auf C definiert (sog. Bildma8 von u).
b) Der durch
1(C)=¢(T7(0), Ceg,
iiber Y definierte PunktprozeB ¢7 ist ein Poisson-Proze8 mit IntensititsmaB E(¢T) =
T
pt.
(Hinweis: Benutzen sie Definition 3.4.8.)

Es sei £ ein Poisson’scher Punktproze8 iiber R? mit IntensitatsmaB E(§) = u. T : R® — R?
sei die orthogonale Projektion von R3 in R?, d.h. T(z,y,2) = (z,¥), z,y,2 € R. Zeigen Sie
unter Verwendung von Aufgabe 3.12:

Der Poisson—ProzeB ¢ besitzt das IntensititsmaB E€T = uT | gegeben durch

uT(B)=pu(B xR), BeB.

Was bedeutet dies fiir Bildauswertungen im Bereich der Computertomographie? Diskutieren
sie diese Frage am Beispiel des IntensitatsmaBes p mit der durch

(z? +y* + 62%) fiir (z,9,2) € K%(0,0,0;1)

0 sonst ny,z€R,

f(a:) y’ z) = {
gegebenen Dichte. Zeigen Sie, daB in diesem Fall u7 die Dichte

— 22 _ 2 -y a .
fT(x’y)___{z\/l z2 —y? fir (2,y) € K%(0,0;1) 2,y €R

sonst,

besitzt (Skizze!).



4. Probabilistische Analyse von Algorithmen

Haufig lassen sich Problemstellungen mit verschiedenen Algorithmen bearbeiten.
Die Aufgabe, ein vorgegebenes Feld nach einem bestimmten Merkmal zu sortieren,
kann man durch Vergleich jedes Elements mit jedem anderen lésen; nach kurzem
Nachdenken findet man jedoch Methoden, die schneller zum Ziel fithren. Das
Maximum einer reellen Funktion zu bestimmen, die auf einem Gitter {1,2,...,n}
definiert ist und von der man weif}, daf sie erst monoton wéchst und dann monoton
fallt (unimodular ist), schafft man durch Vergleich aller Funktionswerte auf dem
Gitter, aber auch hier wird jemand, der die Struktur des Problems berticksichtigt,
mit einem Bruchteil der Zeit auskommen.

Unser Anliegen ist nun, Algorithmen beziiglich Ihrer Effizienz zu bewerten.
Schon eine Prézisierung dieser Fragestellung ist nicht einfach. Von der mathemati-
schen Formulierung eines Algorithmus mit abstrakten Gréfen bis zum lauffahigen
Maschinencode auf einem bestimmten Rechner ist in der Regel ein weiter Weg.
Der abstrakten Formulierung entgegenkommende Programmiersprachen erfordern
die Ubersetzung durch einen Compiler. Durch wieviele Maschinenbefehle genau
dabei ein komplexes Statement der hoheren Sprache ersetzt wird, entzieht sich
meist der Kenntnis dessen, der einen Algorithmus entwickelt hat. Man kann je-
doch annehmen, daf sich die Anzahl der elementaren Befehle proportional zu den
in der Programmiersprache formulierten verhalt, also hdchstens um einen (even-
tuell sehr groBen) Faktor hoher als die der urspriinglichen Befehle ist. Zahlt man
nun, wie oft eine Befehlszeile des Quellcodes abgearbeitet wird, ist dies bis auf
einen konstanten Faktor die Anzahl elementarer Operationen eines Prozessors und
reprasentiert — wieder bis auf einen konstanten Faktor, der von der Schnelligkeit
der Maschine abhangt — die Laufzeit des Algorithmus.

Wir werden uns um eine Form der Analyse bemiihen, die diese technischen
Details in einer globalen Konstante beriicksichtigt und eine Charakterisierung des
Verhaltens maschinenunabhéngig erlaubt. Die geeignete Notation hierfir ist das
Landau’sche O-Symbol.

Definition 4.1. {c,}nen und {zn}neN, zn > 0, seien Folgen reeller Zahlen.
Dann heit ¢, = O(z,), wenn ny € N und eine von n unabhingige Konstante
C > 0 existieren mit |c,/z,| < C fiir alle n € N, n > no.

Ist in obiger Definition c,, die Laufzeit eines Algorithmus bei Eingabeldnge n
und z, = n fir alle n € N, so bedeutet ¢, = O(n), daB die Laufzeit hochstens
proportional zu n wachst. Die Umsetzung komplexer Statements in Maschinen-
befehle und die Schnelligkeit der Ausfiihrrung auf verschiedenen Rechnern wird
hierbei durch die Konstante C' subsumiert.

Die Laufzeit eines gegebenen Algorithmus héngt natirlich vom speziellen
Input ab, der bearbeitet werden soll. Sie ist also eine reellwertige Abbildung, die
in der Regel jedoch nicht geschlossen, in einfacher Form dargestellt werden kann.
Bei den Algorithmen, die wir betrachten, ist zur Bewertung nicht die gesamte Va-
riabilitat des Inputs interessant, sondern nur eine charakteristische Grofe, die sich
meist in der Anzahl n von zu bearbeitenden, in einer bestimmten Datenstruktur
abstrahierten Objekten ausdriickt.
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4.1. Sortier— und Suchverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir exemplarisch das stochastische Verhalten eini-
ger wichtiger Algorithmen untersuchen, wobei gegebenenfalls auch die Moglichkeit
nicht—gleichverteilter Inputs beriicksichtigt werden soll. Derartig allgemeine Fra-
gestellungen entziehen sich allerdings in der Regel einer rein kombinatorischen
Behandlung, die bisher {iberwiegend in der Literatur zu finden ist (vgl. etwa Kemp
(1984) oder Aigner (1988)). Wir wollen deshalb hier auch allgemeinere wahrschein-
lichkeitstheoretische Modelle und Methoden vorstellen, mit denen solche Probleme
behandelt werden kénnen.

Beispiel 4.1.1. (quicksort)
Ein oft eingesetztes und fiir viele Anwendungen schnelles Sortierverfahren ist der
Algorithmus quicksort, der auf C.A.R. Hoare (1962) zuriickgeht. Die Effizienz
des Verfahrens wurde nicht durch den Einsatz komplizierter Datenstrukturen er-
reicht, sondern durch eine raffinierte Implementierung einer im Grunde einfachen
Idee: der “teile und beherrsche (devide and conquer) —Strategie . Wir fiihren das
Verfahren an einem Feld

a: array[0..n] of integer
vor, wobei a[0] die Rolle eines Platzhalters zum Abbruch des Algorithmus spielt.
a[0] wird mit der kleinsten negativen Integerzahl besetzt, die zur Verfiigung
steht. In der Praxis werden die einzelnen Feldelemente natirlich mit aufwendi-
geren Strukturen besetzt sein, etwa mit Daten des Typs record, die neben einem
zu sortierenden Schliisselelement noch weitere Informationen tragen. Obwohl dann
das Umspeichern eines Datenblocks aufwendiger ist als im hier betrachteten Fall,
bleibt die Funktionsweise des Algorithmus in ihrem Kern die gleiche.

Zuséatzlich wollen wir annehmen, da8 alle Schliisselelemente verschieden sind.
Diese Zusatzvoraussetzung wird die spatere Analyse in einigen Punkten vereinfa-
chen.

Die Idee des Algorithmus quicksort 1at sich folgendermaflen kurz skizzieren:
Teile das Feld in zwei Teilfelder mit einem trennenden Element a[i] so auf, daf8

(i) alil an der richtigen Stelle des Feldes steht,
(i) alle Elemente im linken Teilfeld (links von a[il) kleiner als a[i] sind und

(iii) alle Elemente im rechten Teilfeld (rechts von a[i]) grofer als a[i] sind.

Wiederhole dann dieses Verfahren mit allen autretenden Teilfeldern bis zur voll-
standigen Sortierung des gesamten Felds. Dieses Vorgehen legt eine rekursive For-
mulierung des Programms nahe, die in einem ersten Entwurf folgendermaflen rea-
lisiert wird.
procedure quicksort(l,r: integer);
var i,j,v,t: integer;
begin
if r>1 then begin
{Teile das Feld a[1]..a[r] mit
trennendem Element a[i], 1 < i < r,
mit obigen Eigenschaften (i)-(iii) auf.}
quicksort(l,i-1);
quicksort(i+i,r);
end;
end;
(41.1)
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Der kommentierte Teil in obigem Entwurf wird mit den folgenden Schritten um-
gesetzt.

a) Wihle im Feld a[1],..,a[r] ein beliebiges Element, das aufteilen und an der
richtigen Position stehen soll, etwa a[r].

b) Durchsuche das Feld von links beginnend mit zwei Zeigern i und j bis ein
Element > alr] und von rechts beginnend bis ein Element < a[r] gefunden
ist. Tausche diese Elemente aus und setze das Verfahren fort, bis der linke
Zeiger ¢ groBer oder gleich als der rechte j ist.

c) Tausche dann den Inhalt der Elemente a[i] und a[r] aus.

Eine ausgefeilte Implementierung von quicksort und eine ausfiihrliche Be-
sprechung des Programms und seiner Feinheiten findet sich in Sedgewick (1988).
Hier werden auch einige Verbesserungen des Algorithmus vorgeschlagen, die vor
allem bei der Sortierung kleiner Restfelder angebracht werden kénnen.

Wir untersuchen die stochastischen Eigenschaften des Basisalgorithmus in der
folgenden Version:

1: procedure quicksort(l,r: integer);

2: var i,j,v,t: integer;

3: begin

4: if r>1 then begin

5: v:=a[r]; i:=1-1; j:=r;

6: repeat

7: repeat i:=i+1 until a[il>=v;
8: repeat j:=j-1 until a[jl<=v;
9: if i<j then begin

10: t:=alil; alil:=aljl; aljl:=t;
11: end;

12: until j<=i;

13: t:=alil; alil:=alr]; alr]:=t;
14: quicksort(l,i-1);

15: quicksort(i+1,r);

16: end;

17 end;

(4.1.2)

Die Anzahl der Umspeicherungen im “inneren loop” in den Zeilen 7 und 8 von
(4.1.2) ist hochstens so groB wie die Anzahl der Vergleiche. Wir untersuchen des-
halb lediglich die Anzahl der Vergleiche, die in diesen beiden Zeilen durchgefiihrt
werden. Der zusiatzliche Aufwand wachst linear in n, so daf hochstens ein additiver
Term der Gré8enordnung O(n) hinzukommt.

Fiir ein (Teil-) Feld der Lange n mit Grenzen £ und r werden 7 und 8 bei
jedem Aufruf zusammen n— oder (n + 1)-mal durchlaufen. Hieraus resultiert fiir
die Gesamtanzahl der Vergleiche v,,, n € N, in den Zeilen 7 und 8 bei der Sortierung
eines Felds der Lange n die Rekursion

n+ 1151}32';{%_1 + -} Sv,<n+1+4 1?1?%‘:1{%—1 Toaih n 22, (4.1.3)
wobei vg = v; = 0.

Hieraus lassen sich induktiv untere und obere Schranken fiir v,, gewinnen.
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Lemma 4.1.1. Bezeichne v,, n € N, die Gesamtanzahl der Vergleiche in den
Zeilen 7 und 8 von (4.1.2), die der Rekursion (4.1.3) geniigt. Dann gilt fir alle
n €N

Sw_g,

n-lnn—0.65 <v,

Beweis. Wir zeigen beide Ungleichungen mit vollstdndiger Induktion und be-
ginnen mit der rechten. Fir n = 1 gilt v; = 0 < 2-3/2 -3 = 0. Unter der
Voraussetzung, daf8 die Aussage fiir 1,..., n gilt, folgt mit (4.1.3)

Vg1 SN+24 lslzlg)fﬂ{vk-—l + Vnt1-k}

=n+ 2+ max {vo + vn,lxsl.l’?%(n{vk + vn—k}}
(n+1)(n+2)
Y

k+1)(k+2 —k+1 —k+2
o (BEU0ED) o (ks DnokD) gy
1<k<n 2 2

Die Summe der Zahler (k+1)(k+2)+(n—k+1)(n —k+2) = 2k? — 2nk + (n +
1)(n + 2) + 2 ist offensichtlich maximal fiir k£ = n, so da8

vn+1Sn+2+max{(n+1)2("+2)_3,("+1)2("+2)_5}
m+HYn+2) ,_(r+2)(n+3)
2 2

Zum Nachweis der linken Ungleichung wird (4.1.3) sukzessive fir die ersten zehn
natiirlichen Zahlen ausgewertet.

§n+2+max{

=n+2+ 3.

Un 01 V2 v3 V4 Vs Ve U7 Vg Vg V10
> 0 2 3 6 8 11 13 17 20 24

n-lnn|| 0 |1.386|3.296 | 5.545 | 8.047 | 10.751 | 13.621 | 16.636 | 19.775 | 23.026

In der zweiten Zeile der obigen Tabelle sind die hieraus entstehenden unteren
Schranken fiir v, angegeben, in der dritten finden sich die Werte von n - Inn auf
vier Stellen gerundet. Damit ist der Induktionsanfang fiir n = 1,...,10 gefiihrt.
Mit der Induktionsvorraussetzung schliefen wir

v >n+1 min Vg— Vnt1—
nt1 2N+ +15k5n+1{ k—1 1 Un+1 k}

=n+1+ min {vn, 1§r%’2n{”’° + vn-k}}

2n+1+min{n'lnn——0.65,
n}clg {k-Ink—0.65+ (n — k)In(n — k) — 0.65} }

1

Nach Division der nichtkonstanten Terme durch n wird das zweite Minimierungs-
problem auf die Entropieungleichung in Satz 5.1.1 a) zurtickgefiihrt. Eine untere
Schranke ergibt sich fiir k/n = } also k = 2. Dies eingesetzt liefert

Vnt1 2n+ 1+ min{n-lnn —0.65,n-In(n/2) — 1.3} =n - 0.3 + n - In(n/2)
> (n+ 1)In(n + 1) - 0.65, falls n > 10,
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dan+0.35+n-In(n/2) -~ (n+1)In(n + 1) > 0 fir alle n > 10, wie man durch
Diskussion der konvexen Funktion f(z) =z +0.35+z-In(z/2) — (z + 1) In(z + 1)
sieht. ]

Obere und untere Schranken fiir die Gesamtanzahl der Umspeicherungen sind
also von der Ordnung O(n?) und O(n - Inn). Diese werden auch erreicht, wie die
folgenden Uberlegungen zeigen.

Der ungiinstigste Fall tritt bei bereits sortiertem Feld auf. Dann eliminiert
quicksort in jeder Iteration genau ein Element, ndmlich jeweils das letzte. Fir
die Anzahl der Vergleiche gilt dann

n+1
va=(m+1)+n+(n-1)+--+3=)Y i-3

i=1

_(ntD(n+2)

3
D) ’

d.h. die obere Schranke aus Lemma 4.1.1 wird genau erreicht.

Zur Untersuchung des besten Falls betrachten wir ein Feld der Linge n =
2™ m € N. Dieses sei so sortiert, dafl in jedem Aufruf von quicksort die Variable
v=a[r] eines der mittleren Elemente von a[1]..a[r] enthélt (vgl. Aufgabe 4.2).
Dann gilt

vn S 2v55+1n, n 22, v1=0,

also vam < 205m-14+2™ und vam /2™ < vym-1/2™~1+1. Durch iterierte Anwendung
der letzten Ungleichung folgt

%%Svl'{'m:m, dh. vﬂsn'log2n:0(n‘lnn).

Die untere Schranke in Lemma 4.1.1 wird also ebenfalls asymptotisch angenommen.

Ginstigster und ungiinstigster Fall treten jedoch nur mit sehr kleiner Wahr-
scheinlichkeit auf (vgl. Beispiel 1.1.4); im folgenden wird daher unter einem geeig-
neten stochastischen Modell die erwartete Anzahl von Vergleichen in quicksort
ermittelt.

Wir nehmen zunéichst an, daf jede Anordnung von verschiedenen Elementen
eines bestimmten Universums im Feld a[1] ..a[n] gleichwahrscheinlich ist. Diese
Situation 1488t sich durch den Wahrscheinlichkeitsraum

Q™ = Perm™({1,...,n};0.W.), A = P(&™) und

1. (m) (41.4)
P({w}) = o fur alle w = (w1,...,wn) € Q

beschreiben. Ein Problem ist, ob sich dieses Grundmodell auf die entstehenden
Teilfelder Gbertragt. Dies kann in folgendem Sinn positiv beantwortet werden.

Wir betrachten hierzu die (meSbare) Abbildung T™ = (Ty,...,T,) : QW —
Q™ die beschreibt, welche Umsortierung nach einem Aufruf von quicksort statt-
gefunden hat, also

T™ = (Ty,...,T,) : Q™ = QM mit TM(w) = ', (4.1.5)
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wobei w' € Perm({1,...,n}; 0.W.) die Permutation ist, die bei einem Aufruf von
quicksort nach Ausflihrung der Zeile 13 von (4.1.2) als Feldbelegung vorgefunden
wird. Weiterhin bezeichne Z,, die Projektion auf die n-te Komponente, also

Zn: QM S {10} (wy,...,wn) > wy.

Lemma 4.1.2. Unter dem stochastischen Modell (4.1.4) gilt fiir die Zufallsvaria-
blen Th,...,T, fir alle k <n €N, daB (T1,...,Txk—1) und (Tk41,...,Tn) bedingt
stochastisch unabhingig sind, gegeben {Z, = k}.

P Te-11Zn=k) st eine Laplace-Verteilung auf Permf_}({1,...,k — 1};0.W.)
und P(Te+15-TalZn=Fk) eine Laplace-Verteilung auf PermZ:’,z({k +1,...,n};0.W).

Beweis. Fir 1 < k < n bezeichne By = {w € Q™ | Z,(w) = k}. Sei
w'=(Wh,. ., Wh_1,Why Wiy - - - Wy) ein Element aus Permy({1,...,n};0.W.) mit
Wiy Wiy < kywp =kund wpyy,...,w, > k. Dann gilt

min{k—1,n—k}

A R R S () [ B ()

£=0

Obige Menge setzt sich zusammen aus den Permutationen w = (wi,...,ws) €
Perm({1,...,n};0.W.), fir diew, = k und fir £ = 0,...,min{k—1,n — k} genau
£ der Elemente wy,...,wk—1 > k und genau £ der Elemente wgy1,...,w, < k. Dies
liefert als Machtigkeit die Summe der Binomialkoeffizienten. Die zweite Gleichheit
wird in Aufgabe 7?? bewiesen. Es folgt

P(Tl =w'1,...,Tk_1 =w;c_1,Tk+1 =w2+1,...,T,, =w£, l Zn = k)
_ %(::i), falls wy,...,wp_y <k <wiyq,-...wy
0, sonst
CEN N falls (wi,...,wy_,) € Perm;_1({1,...,k —1};0.W.)
= und (W}, ,,...,wh) € PermlZE({k + 1,...,n};0.W.)
0, sonst.
Hieraus folgen die Behauptungen. n

Ve, £ € N, bezeichne die Anzahl der Vergleiche, die quicksort in den Zeilen
7 und 8 insgesamt bei einem Aufruf fiir ein Feld der Lange £ durchfihrt. Formal
kann V; als Abbildung

Ve U  Pemi({ir,...,i};0.W.) — N
1<1H <<y <n

geschrieben werden. Unter den Bezeichnungen (4.1.4) und (4.1.5) ergibt sich die
folgende Rekursion, die den unglinstigeren Fall von (n + 1) Vergleichen in einem



254 4.1. Sortier— und Suchverfahren

Feld der Lange n betrachtet. Fiir 1 <k <nund w = (w1,...,ws) € A mit w, =k
gilt
Va(w)=n+1+ Vit (Th, - - -, Tem1) (@) + Vack (Tkt15 - - -, Tn) (W), 7> 2,
mit Vo =0, V3 =0.

Insgesamt folgt die Darstellung

Vaw)=3" [n + 14 Vi (T, -, Tect)(@)) + Vark (Tets - - - T,,)(w))]

k=1
“1(z,=k}(w)

=n+1+4 Z Vi-1 ((Tl, . ,Tk—l)(w)) . ]1(Z"=k}(w)
k=1

+ Z Vn—k((Tk+ly [EES) Tn)(w)) : n{Z,,:k}(w)a n > 2’
k=1
mit V5 =0, V; =0.
(4.1.6)
Nach Lemma 4.1.2 und Lemma 2.1.7 sind die Zufallsvariablen Vi _; ((T1 yeery Th1 ))
und V—k((Tk+1,. --,Tn)) bedingt stochastisch unabhingig, gegeben {Z, = k}.

Das folgende Verteilungsmodell, das auf Rosler (1988) zurlickgeht, ist damit
geeignet, das stochastische Verhalten von quicksort zu beschreiben. {X,}nen,
{X}}nen mit E(X;) = E(X.), neN, Xo=X; =0, X{, = X]{ =0und {Zn}neN
seien stochastisch unabhangige Zufallsvariable, Z,, gleichverteilt auf {1,...,n}, die

der Verteilungsrekursion

XoZn4 14X 4 +X py, n>2. (4.1.7)

geniigen. “ 2 ” bedeutet hierbei verteilungsgleich, d.h. die Zufallsvariablen auf der
linken und rechten Seite besitzen die gleiche Verteilung. Xz _; und X, _z, sind

nach Konstruktion bedingt stochastisch unabhanglg, gegeben {Z, = k} Ferner
git Xz, 1 =31, Xk-1- 1(z,=¢) und X;_, = Dok=1 Xnok “Lz,=k}-

Wir bestimmen im folgenden den Erwartungswert der Zufallsvariablen X,
unter Modell (4.1.7). Dieser hangt lediglich von der Verteilung der Zufallsvariablen
X, ab; er reprasentiert den erwarteten Aufwand von quicksort bei der Anzahl
der Vergleiche in den Zeilen 7 und 8 der Prozedur (4.1.2).

Satz 4.1.1. Fir die erwartete Anzahl der Vergleiche E(Xy,) in den Zeilen 7 und 8
von (4.1.2) zur Sortierung eines Felds der Lange n > 3 durch quicksort gilt unter
dem stochastischen Modell (4.1.7)

E(X,)=2(n+1) Ho41 —3(n+1)
=2(n+1)-In(n+1)+(2y-3)(n+1)+ 1+ 0(2),

wobei C = 0.577215... die Euler’sche Konstante und H, = ) ;_; + die Harmoni-
sche Reihe bezeichnen.

(4.1.8)
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Beweis. Die Zufallsvariablen auf der rechten Seite von (4.1.7) besitzen fiir alle
n > 2 die Darstellung

n—1 n—1
n+ 14y Xi-Lzemirn) + 3 Xoojor - Lizo=kt1)s
k=0 k=0

wobei Xy,...,Xpn—1,X},..., X} _1, 2y stochastisch unabhéangig sind. Mit (2.2.21)
und (2.2.27) folgt fiir die Erwartungswerte pn = E(X,) = E(X ), n € N, da8

po =0, p1 =0und pip =n+1+ 3320 ukP(Zn = k+ 1)+ i 20 pin-k-1P(Zn =
k + 1), also die Rekursion pg = 0, g1 =0 und

n—1

2
pn=nt1+=3% up, n22
k=0

Dies liefert die folgende einfachere rekursive Darstellung

un+1—n+2+—2#k=n+2+-—( Zuk)

n+2
n+1u"’

=n+2+n -n+4+ =24 n>2,

2
+1“" n+1hm

wobei pg = 1 = 0, pg = 3. Ein einfacher Induktionsbeweis zeigt, dafl

n—2(n+1)2—‘——-2(n+1)( Huyp1—3), n2>3,

=2

woraus die erste Gleichheit folgt. Aus der asymptotischen Entwicklung der har-
monischen Reihe H, =Inn + v + -2{; + O(%), n € N, erhalten wir

pn=2(n+1)-In(n+1)+2y(n+1)+1-3(n+1)+0(%).
Hieraus folgt der zweite Teil der Behauptung,. .

Die erste Gleichung in (4.1.8) gestattet die folgende einfache Abschitzung des
erwarteten Aufwands von quicksort. Fiirallen > 2gilt Y} p_, + < fl" ldz =Inn,

z
da die linke Seite eine Riemann-Untersumme der Funktion f(z) = < im Intervall

[1,n] ist. (4.1.8) liefert dann
E(X,)<2(n+1)-In(n+1), n>3. (4.1.9)

Ein Vergleich dieser Schranke mit der unteren Schranke aus Lemma 4.1.1 zeigt,
dafl der erwartete Aufwand im Mittel asymptotisch nur doppelt so grof ist wie im
ginstigsten Fall. Dies ist wohl der Grund, da8 quicksort in den meisten Féllen
schnelle Laufzeiten erzielt.

Allerdings geht die Aussage (4.1.9) von einer Gleichverteilung auf der Menge
aller moglichen Anfangsanordnungen aus. Liegen haufig schon teilweise sortierte
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Felder vor, ist diese Voraussetzung sicher gestort. Hier hilft eine randomisierte
Version von quicksort, bei der in jedem Schritt des dufleren Loop nicht das letzte
Element des zu bearbeitenden Teilfeldes als trennendes Element gewahlt wird,
sondern zuféllig und unabhangig eines aus a[l] ... alr]. Zur Implementation
dieser Idee wird Zeile 5 von (4.1.2) durch den Block

rr:=l+random(r-1+1);
t:=al[r]; alr]:=alrr]; alrr]:=t;
vi=alr]; i:=1-1; j:=r;

ersetzt, wobei random(r-1+1) einen zufélligen Index gemaB einer Laplace—Vertei-
lung auf {0,1,...,r — I} liefert. Der erhohte Aufwand bei der Bestimmung von
rr und drei zusitzlichen Umspeicherungen wachst dabei hdchstens linear mit der
FeldgroBe n.

Fir jede Ausgangsanordnung folgt die Anzahl der Vergleiche der randomi-
sierten Version dem Verteilungsmodell (4.1.7). Unabhéngig von der Eingabefolge
ergibt sich mit Satz 4.1.1 stets ein erwarteter Aufwand der maximalen Gré8enord-
nung O(n - Inn). ]

Beispiel 4.1.2. (hybridsort)

Wir betrachten die in Beispiel 2.1.2 gegebene Situation, allerdings sogleich unter
der allgemeineren Annahme, daf die zu sortierenden Zahlen z,, ..., z, Realisatio-
nen unabhangiger, aber beliebig iiber (0, 1]-verteilter Zufallsvariablen X;,...,X,
mit Verteilungsfunktion F sind. Der Zufallsvektor (Ny,..., Ni) der nach Ausfiih-
rung des Schrittes a) von hybridsort in den k£ Korben befindlichen Zahlen ist also
gemaf den Ausfiihrungen auf S. 85 M(n;p,. .., pr)-multinomialverteilt mit

pj=F (%) _F (’%) , 1<j<k (4.1.10)

Wir nehmen nun zunéchst an, daf die Zahlen in den k Koérben durch paarweise
Vergleiche (also dem ungiinstigsten Verfahren) sortiert werden. Dann ist die Ge-
samtzahl der benétigten Sortierschritte gegeben durch die Zufallsvariable

k ) k ) L
S = le (]\2”) =Y MJ\;’—U (4.1.11)

i=1

(vgl. hierzu auch Aufgabe 2.12). Aufgrund von (2.2.91) ergibt sich also fiir den
Erwartungswert von S durch zweimaliges partielles Differenzieren der wahrschein-
lichkeitserzeugenden Funktion nach derselben Variablen

k

k
Y E(N;(N;—1)) = 1@—2——1) > pl (4.1.12)
Jj=1

=1

E(S) =

N

Im Falle einer stetigen Gleichverteilung fiir den Input ergibt sich somit wegen
1 : .
Pi =% 1< 7 < k:

n(n—l)_n(n-—l)%l

ES) =k 5o == 2a

(4.1.13)



4.1. Sortier— und Suchverfahren 287

fiir grofie n, also eine mittlere Komplexitat von O(n). Leider zeigen die nachfol-

genden Uberlegungen jedoch, daB diese giinstige Aussa ge nur fiir den Fall einer
Inputverteilung gilt, fiir die die p; konstant, also gleich 4 fiir alle 1 < j < k sind.
Hierzu betrachten wir die Funktion

k
9(p1,..,pk) = 3 p} unter h(py,...,pr) = ) pj =1, P1,---, Pk 2 0.
i=1 ‘

Durch partielles Differenzieren der Lagrange—Fﬁnktion

L(pla .o ’pk) = g(pl,' . apk) + /\h(Pl, cee apk)a A € Ra
nach allen Variablen und Nullsetzen ergibt sich:

2 +A=0, 1<i<k,

also p; = const fur alle 1 < 7 < k£ und somit wegen der Nebenbedingung p; =
%, 1 €12 € k. Da die Funktion g konvex ist, liegt fiir diese Wahl der p; nicht nur
ein relatives, sondern sogar ein absolutes Minimum von ¢ unter der spezifizierten
Nebenbedingung vor (vgl. etwa Heuser (1988), Abschnitt 174). Dies zeigt, daB die
glnstige Komplexitat von O(n) fiir groBe n mit dem in (4.1.13) gegebenen Faktor
bei hybridsort praktisch nur bei einer stetigen Gleichverteilung fiir den Input
erreicht wird, wenn in den einzelnen Kérben durch paarweise Vergleiche sortiert
wird. Das folgende Resultat zeigt allerdings auch, dafl die Komplexitat von O(n)
— mit einem evtl. sehr grolen Faktor — erhalten bleibt, wenn die Inputverteilung
eine auf dem Intervall [0, 1] stetige, beschrinkte Dichte f besitzt. In diesem Fall
gilt:

B(S)~ o /0 F)ds < % = 0(n) (n— o) (4.1.14)

mit M = supgc,<; f(z). Nach dem Mittelwertsatz fiir Integrale (vgl. Heuser
(1988), 85.5) exisitiert namlich fiir alle 1 < j < k eine Zahl ¢; € [£32, £] mit

(0)-r(5)- fyron-tron 2ss

32 - 36 [P (1) -7 (5

J=1

so daf

gilt; dieser Ausdruck strebt mit n — oo (und damit auch ¥ — oo) aber gegen

E(f(X)) = / f2(z) d,

wenn X eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F bezeichnet (vgl. den
Beweis zu Satz 2.2.4 b)), womit wegen (4.1.12) Beziehung (4.1.14) gezeigt ist. Bei
polynomialen Verteilungen iiber (0,1), d.h. Verteilungen mit

Fp(z) = 2P bzw. fa(z) =B2Pl, 0<z<1 (B2>1), (4.1.15)
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ergibt sich damit etwa

B(S)~ gmpan (h— )

was fiir groe Werte von # ndherungsweise linear in § wachst.

Fir dber (0,1) unbeschrankte Dichten kann die Komplexitat jedoch beliebig nahe
an O(n?) herankommen; betrachtet man z.B. in (4.1.15) den Fall 0 < 3 < 1/2, so
ergibt eine analoge Rechnung

2
E(S) ~ m"w—ﬂ) =0(n*"?)  (n— o).

Weitere Beispiele hierzu werden in den Aufgaben 4.4 bis 4.6 behandelt.

Sortiert man die einzelnen Korbe nicht rein vergleichsorientiert, sondern z.B. mit
der gerade behandelten Prozedur quicksort, fallt die entsprechende Average-
Case—Analyse etwas gilinstiger aus. Wegen der vorausgesetzten stochastischen Un-
abhangigkeit von X}, ..., X, verhalten sich ndmlich die in den Kérben befindlichen
Zahlen ebenfalls wie Realisationen unabhéngiger Zufallsvariablen mit den entspre-
chenden bedingten Verteilungen. Genauer gilt: Bezeichen K; = (];—1, %] , 155 <L
k, die einzelnen Korbe und definiert man fiir alle Indizes j € {1,...,n} mit N; > 0
die Stoppzeiten

Sl(j)=min{€|X¢EICj}, S;(j):mjn{12>S,-_1(j)IX,EIC,-}, 1<i<Nj,

so bilden also fiir die gerade betrachteten Indizes j die Zufallselemente (Xg,(j), ...,
Xsy. (j)) die in den (nicht-leeren) Korb K; abgelegten Zahlen. Unter Verwendung
oﬁ'erikundiger Modifikationen von Satz 2.1.2 und Lemma 2.1.5 folgt dann, daf§ die
Zufallsvariablen Xg, (jy,... » Xy, (j) unter der Bedingung N; = m;, 1 < m; < n,
stochastisch unabhéngig sind mit der (bedingten) Verteilung

Die Anzahlen Ay,..., A der notigen Sortierschritte in den einzelnen Korben sind
daher — bei bekannten Belegungszahlen Ny, ..., Ny — (bedingt) stochastisch un-
abhangig mit einer Verteilung, die lediglich von den Anzahlen Ny,..., N; abhangt.
Nach den Ausfithrungen in Beispiel 4.1.1 erhalt man somit fiir den erwarteten Sor-
tieraufwand in den einzelnen Korben die Abschatzung

E(A; | Nj = mj) <2(mj 4+ 1)In(m; + 1),

wobei wir jetzt sogar den Fall m; = 0 zulassen kénnen (d.h. kein Sortieraufwand
bei leerem Korb). Fiir den gesamten Sortieraufwand S = E;;] A; ergibt sich
damit die Abschatzung

k k k
E(S)=) E(Aj)=) E[E(4;|N;)] <2) E((Nj+1)In(N; +1)). (4.1.16)

j=1 j=1
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Zur weiteren Abschatzung von (4.1.16) benétigen wir genauere Kenntnisse der
Grofe
E((N +1)In(N +1))

fiir eine B(n, p)-verteilte Zufallsvariable N mit p € [0,1]. Hier gilt aber:
(1+np)In(1 +np) < E((N+1)In(N +1)) <(1+np)ln(n+1).  (4.1.17)

Die linke Seite folgt dabei aus der Jensen’schen Ungleichung, Lemma 2.2.1, da
die Funktion g(z) = zlnz fiir £ > 1 konvex ist. Die rechte Seite folgt aus der
Abschatzung (N + 1) In(N + 1) < (N + 1)In(n + 1). Man erhilt damit insgesamt

k
E(S)<2) (1+np;)In(n +1) < 2(n + k)In(n +1)
=21+ a)nlnn = 0O(nlnn) (n — o),

unabhangig von der Inputverteilung.

Wir wollen hier noch die naheliegende Frage untersuchen, ob im Fall eines stetig
gleichverteilten Inputs die Komplexitat O(n) aus (4.1.13) nicht vielleicht verbessert
werden kann, wenn quicksort zur Sortierung der Kérbe verwendet wird. Dies ist
allerdings nicht mdglich, wie die unteren Schranken in Lemma 4.1.1 und (4.1.17)
bzw. die Jensen’sche Ungleichung zeigen: hier gilt namlich

n

E(S)ann(k

) —k~(-lna—a)n=0(n) (n— o0)

fir 0 < & < 0.567....

Die bisherigen Ausfiihrungen zeigen also, daf8 das durchschnittliche Verhalten von
hybridsort sehr stark davon abhangt, welche Inputverteilung gegeben bzw. wel-
ches Sortierverfahren in den einzelnen Korben angewendet wird. Ist die Inputver-
teilung bekannt, 148t sich allerdings sogar mit paarweise vergleichender Sortierung

eine Komplexitat von O(n), n — oo, erreichen, wenn man die Kérbe Ky,...,K;
so wahlt, dal die Wahrscheinlichkeiten py,...,px alle gleich gro8 sind, d.h.

(31N el <i<
’C"(F ()-F (k)] lsjsk
Dies ergibt sich aus Lemma 2.1.2 d), da

PR <xsr() — o]

fir alle 1 < j < k gilt und nach Satz 2.1.1 F(X) gerade R((0,1])-verteilt ist. Fir
polynomiale Verteilungen mit 8 > 0 bedeutet dies z.B.

SRIC AN
Kj=((’——,;3) (%) ] 1<j<k
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Beispiel 4.1.3. (max-search und straightselection)

Eine fundamentale Prozedur fiir viele Algorithmen ist das Aufsuchen des maxima-
len Elements in einem angeordneten Feld durch sukzessive Vergleiche — &hnlich
dem Schritt b) in der Prozedur quicksort nach Beziehung (4.1.1). Eine mehr oder
weniger ausfiihrliche Analyse dieses Verfahrens, das wir hier kurz max-search nen-
nen wollen, ist daher in fast allen einschlagigen Lehrbiichern iiber Sortierprobleme
zu finden, etwa in Knuth (1973), Abschnitt 1.2.10 (“Algorithm M”), Kemp (1984),
Kapitel 3 (“Algorithm MAX”) oder Mehlhorn (1988), Abschnitt II.1.1 (“Sortieren
durch Auswahl”), um exemplarisch einige davon zu nennen; vgl. hierzu auch die
Aufgaben 1.10, 2.4, 2.7 und 2.8.

Fir eine (zufallige) Permutation 7 eines Feldes @ = {wq,...,w,}, n € N, mit
wy < ... < wy, benétigt man jedenfalls n—1 Vergleichsschritte, um die Position des
maximalen Elements w,, innerhalb der Permutation 7 zu lokalisieren, wenn man die
Werte wy, .. .,wy nicht exakt kennt. (Aigner (1988) gibt hierfiir eine anschauliche
Erkldrung, indem er die Prozedur mit einem Tennismatch vergleicht; siehe dort
Proposition 4.2 und 4.3.) Sortiert man die Permutation 7 also durch Auswahl des
groBten, zweitgroBten usw. Elements (Prozedur straightselection), so benotigt
man exakt

(n—1)+(n—2)+...+1=1’£"—2—-1—)= ('2’)

Vergleichsschritte; straightselection ist daher — etwa im Vergleich zu qicksort
— nicht besonders effektiv. Interessanter ist hier vielmehr die Anzahl der beno-
tigten (Um-—)speicherungen der jeweiligen Referenzelemente. Da die Prozedur
straightselection durch rekursive Anwendung von max-search entsteht, in-
dem man sukzessiv das groBte, zweitgrofite usw. Element wn,wn—1,... aus dem
Feld bzw. der Permutation 5 streicht, 1afit sich eine Analyse des stochastischen
Verhaltens von straightselection unmittelbar auf eine solche von max-search
zuriickfithren.

Hierzu betrachten wir fiir jede Permutation n die Rekursion

1 falls >z
X] = 1, Xk+1 = T+l g 1 S k S n — 1; (4.118)
0 sonst,

S = 34—, X ist dann die Anzahl der verschiedenen Referenzelemente und damit
der nétigen (Um-)Speicherungen fiir die Suche des Maximums w, in . Analysen
des stochastischen Verhaltens von max-search und straightselection sind un-
seres Wissens in der Literatur bisher nur unter Gleichverteilungsannahmen durch-
gefiihrt worden (vgl. etwa Knuth (1973), Bd. 3, Abschnitt 5.2.3 und Kemp (1984),
Kapitel 3). Wir wollen daher hier ein etwas allgemeineres Verteilungsmodell vor-
stellen, welches die Gleichverteilung als Spezialfall umfaft, und das in der Statistik
unter dem Stichwort successive sampling bekannt ist (vgl. etwa Héjek (1981), Ab-
schnitt 9). Dazu sei @ = (a3, ...,a,) ein Wahrscheinlichkeitsvektor, d.h. es gelte
0<ar<1,1<k<n,und EZ:: ay = 1. Die zufallige Permutation 7 entstehe
nun vermoge der Verteilung a rekursiv wie folgt:
1. Wahle den Index i; € {1,2,...,n} mit Wahrscheinlichkeit a;,. Setze n;, = wp.
2. Sind die Komponenten 7n;,,...,7i,_,, 2 < k < n, bereits bestimmt, wahle
unabhéngig von den vorherigen Schritten den Index i & Ix—1 = {1,...,%k—1}
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mit Wahrscheinlichkeit

(4.1.19)

Setze 1;, = wn—k+1.

Die Permutation 1 wird also durch sukzessive Auswahl einer Platznummer fir das
groBte, zweitgrofite usw. Element des Feldes gemés der aus a durch Streichung der
vorher bestimmten Indizes entstehenden bedingten Verteilung zusammengesetzt!).
Fir @ = (1,...,1) ergeben sich damit gerade iiber Perm}(; 0.W.) gleichverteilte
Permutationen 7.

Beziiglich des stochastischen Verhaltens von max~search unter diesem Verteilungs-
modell ist vor allem das folgende Resultat von Bedeutung.

Satz 4.1.2. Es bezeichne
pr=—t—, 1<j<n. (4.1.20)

Y=

Dann sind die in (4.1.18) definierten Zufallsvariablen X;,...,X, stochastisch un-
abhéngig binomialverteilt mit

PXy=1)=1-PXr=0)=p;, 1<j<n. (4.1.21)
Ferner ist die Verteilung der Permutation 1 gegeben durch

Yo-1(k)

P11 = Wo(1)s- -1 = Wa(m) = | | (4.1.22)

k
k=1 D=1 Xo-1())

fiir jede (feste) Permutation o der Zahlen {1,2,...,n}, wobei 0! die zugehérige
inverse Permutation bezeichne.

Beweise dieses Satzes findet man in Pfeifer (1989b, 1990); vgl. auch die Aufgaben
4.8 und 4.9. _

Fir die Prozedur max-search bedeutet dies, daf die interessierende Anzahl S der
(Um-)Speicherungen der Referenzelemente hier eine Poisson-Binomial-Verteilung
PB(n;p1,...,pn) besitzt, die — sogar gleichmiBig — durch die Poisson—Vertei-
lung P(An) mit A\, = Y ;_, px approximiert werden kann, wenn der Quotient

no 9

% “klein” ist; dies folgt unmittelbar aus den Konvergenzabschatzungen
(2.1.75) und (2.1.78). Im Fall einer Gleichverteilung fiir n ergibt sich damit insbe-

sondere

w2

6lnn

S|

po(P%, B(lnn +7)) < p(P%,P(lnn +7)) < + (4.1.23)

1) man kann dieses Verfahren also mit der Prozedur “Ziehen ohne Zuricklegen” nach der
Verteilung a identifizieren
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fiir alle n € N (wobei v wieder die Euler’sche Konstante bezeichne), also eine
erhebliche Verscharfung einer entsprechenden Aussage in Kemp (1984), S. 23 (vgl.
auch Aufgabe 2.4 und Aufgabe 4.10).

Als erwartete Anzahl von (Um-)Speicherungen erhilt man nach Satz 4.1.2 weiter

E(S)= Xn: pr mit Var(S) = 2,.: pi. (4.1.24)
k=1 k=1

Im Fall einer Gleichverteilung fiir # bedeutet dies:

1 "1 1 2
E(S):Zgzlnn, VM(g):ZE(l_E)zlnn__

k=1 k=1 6
fiir grofle n.
Das folgende Rechenbeispiel zeigt eine Anwendung von Satz 4.1.2 bei nicht—gleich-
verteiltem Input: es sei n =4 und @ = (% i % %); dann ist py =1, p2 = %, p3 =
%, ps = § und somit
1 1 1 2 6 7
E — —_ —_ —=1]. = - —_ -_— = .45 .
(9) 1+3+7+8 1.6012, Var(S) 9+49+64 0.4540

Fir die Verteilung von 7 erhalt man gemaf (4.1.22) die 24 moglichen Werte (in
lexikographischer Anordnung, 2 = {1,2,3,4}):

T (1234)](1243)]|(1324)|(1342)](1423)]|(1432) |
P(n=r) 0.0060 | 0.0060 0.0072 | 0.0072 0.0083 0.0083 |

T (2134) | (2143)|(2314)|(2341)|(2413)|(2431)
Pn=r) 0.0119 | 0.0119 0.0286 | 0.0286 0.0333 0.0333

T (3124)](3142)|(3214)|(3241)|(3412)|(3421)
P(n=r1) 0.0238 | 0.0238 0.0476 | 0.0476 0.0833 | 0.0833

T (4123)|(4132) ]| (4213)|(4231)](4312)]@4321)
P(n=r) 0.0417 | 0.0417 0.0833 | 0.0833 0.125 0.125

Allgemeiner 148t sich zeigen, dafl bei exponentiell fallenden Wahrscheinlichkeiten

a“‘" <L<1fir2<k<n—1,diep,...,ps ebenfalls expo-
k-1

nentiell fallen (vgl. Pfeifer (1990)), also der erwartete (Um-—)Speicheraufwand bei

max-search hier durch eine nur von L abhingige Konstante beschrankt ist, d.h.

es gilt E(S) =0(1).

Ist dagegen a etwa gegeben durch

{ (1-em ! fiark=1
qdp = .
*Tle@-o)i fir2<k<n,

Q1y...,0p, also

(4.1.25)
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mit einer Konstanten ¢ € (0,1), d.h. sind die Wahrscheinlichkeiten aj,...,a,

1 firk=1
¢ fir2<k<n, also B(S) =1+

exponentiell wachsend, so ergibt sich py = {
(n —1)e =0(n) mit n — oo.

Wir wollen die fiir max-search erhaltenen Ergebnisse jetzt auf die stochastische
Analyse von straightselection anwenden. Aufgrund der Konstruktion der Ver-
teilung von n mittels consecutive sampling liegt bei jedem Durchgang, d.h. nach
Streichung des grofiten, zweitgrofiten usw. Elements, stets wieder dieselbe (be-
dingte) Verteilungsstruktur vor, allerdings mit Wahrscheinlichkeiten, die jetzt von
den vorher entfernten Elementen bzw. deren Position innerhalb von n abhingen.
Um diese komplexe Situation mathematisch zu erfassen, definieren wir fiir m > 2:

0 fir £ € {i1, ... im)
ap(1y. eyt
ap(t1,...,im) = ml( Loy bme1) sonst, 1<¢<n
> ity tm—1)
j=1
i¥im

fiir Permutationen (%1, .. .,%n ) ohne Wiederholung aus Elementen der Menge {1, 2,
...,n}. ag(i1,...,im) gibt also die Wahrscheinlichkeit dafiir an, da8 fir 7, das
Element w,_m41 ausgewdhlt wird, wenn vorher fir n;,,...,7n;,._, die Elemente
Wny -« yWh—m42 ausgewdhlt wurden. Setzt man entsprechend

. . ap(ty,...,1
Pk(ll,---,lm)= - k( 1, ) m)

Y aiinye ey im)

so erhalt man unter Beriicksichtigung des vorher gezeigten fiir die Gesamtanzahl
aller (Um-)Speicherungen S* in allen Durchgéngen von straigtselection:

1<k<n,

?

n n
ESY =) Y aiai,(in) i (i, ime1) Y piin,. -y imo1),
m=1(i1,...,im)€Zm k=1

(4.1.26)
wobei flir m = 1 in der rechten Summe die p; aus Beziehung (4.1.20) zu wahlen
sind und E,, = Permpr({1,...,m};0.W.), 1 < m < n, bezeichne.
Der Ausdruck (4.1.26) ist i.a. nicht in einfacher, geschlossener Form darstellbar.
Allerdings ist dies méglich bei einer Gleichverteilung als Inputverteilung a, da
die bedingten Verteilungen in jedem Durchgang von straightselection dann
selbst wieder Gleichverteilungen bilden. Es ergibt sich dann die — bekannte —
vereinfachte Darstellung

EsH=Y Z% =2_;"—‘j-f—1 = (n+1)§;—,—n = O(nlnn) (4.1.27)

m=1 j=1

(vgl. auch Aufgabe 2.8).
Allerdings 188t sich eine einfache untere Schranke fir E(S*) wie folgt gewinnen.

Es ist jedenfalls S* > &T—;-_—-l) mit T = Y-, Xk, da die Anordnungen der
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ersten Elemente von 7 bei jedem Durchgang von straightselection unverandert
bleiben, bis sie entfernt werden. Daraus ergibt sich aber

E(S*) > %E(T"’) = %[VM(T) +{E™M)?] = %Zpi + %[Zpkr. (4.1.28)
k=1 k=1

Man beachte, daf§ das Verteilungsbeispiel aus (4.1.25) hier speziell E(S*) > ¢?n? =
O(n?) (n — o0) liefert, d.h. die durchschnittliche Komplexitit in diesem Beispiel
genau so schlecht ist wie im Worst-Case.

Die vorigen Ausfiihrungen zu dem erwarteten Verhalten von max-search bei ex-
ponentiell fallenden bzw. wachsenden Wahrscheinlichkeiten a;, ..., a, iibertragen
sich allgemeiner entsprechend auch auf straightselection. Man erhilt hier:

l Q1,...,0y H exponentiell fallend | konstant ! exponentiell wachsend I

| Est) | O(n) | O(nlnn) | 0(n?) |

An dem schon bei max-search betrachteten Beispiel a = (% 13 -g) wollen wir die
Berechnung von E(S*) iiber (4.1.26) abschlielend exemplarisch verdeutlichen. Die
folgende Graphik enthélt die in den jeweiligen Durchgangen von straightselec-
tion auftretenden Wahrscheinlichkeiten a(iy,...,%,). Die wegfithrenden Kanten
sind dabei mit dem Wahrscheinlichkeiten zu gewichten, von denen sie ausgehen.

0011
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Hieraus resultiert die folgende Berechnung von E(S*):

E(S*) =(1+3+3+2)+ 1 (434 0)+ 2 (14242 +2 (14 242) + 1 (1434
+3045) 434 () 431 (1) 304 3) 444

$3(48)+3 3 (0 1)+ (14 1) 434 (148) 433 (41) + 33 (144) 01
= 5.4857.

Bei einer Gleichverteilung fiir a hétte sich hier der erwartungsgemafl héhere Wert
E(S5*) = 6.4167 ergeben.

Will man bei der stochastischen Analyse von straightselection lediglich die
reinen Umspeicherungen der Referenzelemente berticksichtigen (wie etwa in Knuth
(1973), Kemp (1984) oder Mehlhorn (1988)), so hat man nur statt E(S*) den
Ausdruck E(S*) — n zu betrachten.

4.2. Markoff-Modelle fiir Algorithmen

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, daf88 einige der bereits besprochenen Al-
gorithmen sowie auch andere durch Markoff-Modelle beschrieben werden kénnen.
Eine Average—Case—Analyse dieser Modelle kann dann leicht unter Verwendung
von Lemma 3.2.6 durchgefithrt werden, indem man den Abbruch des Algorithmus
durch geeignete erste Eintrittszeiten beschreibt.

Beispiel 4.2.1. (binary search)

Wir betrachten die in den Beispielen 1.1.1 und 2.2.2 gegebene Situation, ein Schliis-
selelement aus einem Feld der Groe 2" —1, n € N, zu suchen, wobei die Moglichkeit
des Nichtvorhandenseins berlicksichtigt sein soll. Als mogliche Zustinde § =
{s1,---,Sn+1} wahlen wir die nach jedem Schritt verbleibenden moglichen Rest-
feldlaingen s; = 2" — 1,85 = 2" 1 —1,...,8,0; = 3,8, = 1,841 = 0, wo-
bei der Zustand s,4; = 0 bedeutet, da8 das Schliisselelement im gerade aus-
gefiihrten Suchschritt gefunden bzw. als nicht vorhanden erkannt wurde. Es be-
zeichne Li, k € Ny, die Zufallsvariable, die die verbleibende Restfeldlange nach
dem k-ten Schritt beschreibt, wobei angenommen sei, dafl mit dem Erreichen der
Zustande 0 oder 1 die Folge mit 0 fortgesetzt werde (absorbierender Zustand). Un-
ter der Annahme einer Gleichverteilung fir die Platznummer des Schliisselelements
iiber der Menge {0,1,...,2" — 1} (wobei die Platznummer 0 wieder das Nichtvor-
handensein bedeute) bildet dann die Folge { Ly }neN, €ine homogene Markoff-Kette

mit der Ubergangsmatrix

[

$1 S3 $3 *tt Sp-1 Sn Sn+1
$1 0 1-— (03] 0 s 0 0 (s3]
82 0 0 1- Qg - 0 0 Q9

Ia = : : . : v : . . (4'2.1)
Sn—1 0 0 0 tee 0 1-— Ap—-1 Op-1
Sn 0 0 0 0 0 1
Sn+1 0 0 0 0 0 1
mit
2k—1
ok 1<k<n-1,
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sowie der Anfangsverteilung P(Lg = s;1) = 1. Die Stoppzeit
S(B)=min{k € No | Ly € B}, B ={0,1}, (4.2.2)

beschreibt dann den Abbruch des Algorithmus; die erwartete Anzahl der Schritte
ist damit also gegeben durch E(S(B)).

Wir weisen zunachst die Markoff-Eigenschaft der Folge {Lk}ren, nach. Nach
Konstruktion der Folge {Li}ken, ist P(U;::O{Lk = jk}), Joye-+yJn € S, nur

dann positiv, wenn (jo,...,jn) ein Element der Menge
Jn = {(31,0,0,...,0), (51,52,0,0,...,0), ey (81,32,. ~15n+1)}

ist, d.h. es kénnen mit positiver Wahrscheinlichkeit nur Ubergénge von s; nach
Sk+1, 1 £ k < n—1, oder 0 (absorbierender Zustand) erfolgen. Man kann da-
her fir (jo,...,jx) ¢ Ji die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Ly = jx | Ly =
Joy-++yLk=1 = jgk—1), 1 £ k < n, im Sinne von (3.1.1.) beliebig festlegen. Wahlt
man etwa fiir (jo,...,jk-1) € S¥, k € N,

P(Li = sg41|Lo = jo,.- -, Lk—1 = jk—1) = P(Lx = Sk+1|Lo = 81,..., Lk—1 = sk)
fir jz_; = sx und 0 sonst, k < n — 1, sowie fiir j3_; =0

P(Ly=0]|Lo = jo,.--,Lk—1 = jr—1) =1, k>n,
so ergibt sich in der Tat die Markoff-Eigenschaft der Folge {L}keN, mit

P(Lk = Sk+1 |Lo =81,...,Lk—1 = Sk)
P(Lig-1 = sk | Lo = s1,..., Lk—2 = Sk-1)

_P(Nha;) 1-P(Uiu4))
S p(nia)  1-p(U4y)
_1-ShL P4y _1-gh 2
1- 555 P(4))  1- Y52
2" —2F4+1

l—ar =

unter Verwendung der Notation aus Beispiel 1.1.1, woraus

n-2k41 k!
2n__2k—1+1 _2n_2k-1+1’

ar,=1-— 2<k<n-1

folgt, wie behauptet. Fir k = 1 und k = n argumentiert man analog,.
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Kiirzt man fr =1 — ak, 1 < k < n, ab, so erhilt man also mit den Bezeichungen
aus Lemma 3.2.6

1 -6 0 o .- 0 0

0 1 -8 0 - 0 0

0 0 1 —B 0 0
In - HBc = . .

0 0 0 0 - 1 —Puy

0 0 0 o --- 0 1

Offensichlich sind alle Zeilensummen der Matrix Ilg. kleiner als 1; nach der Be-
merkung im Anschlu an Lemma 3.2.6 existiert also E(S(B)). Da die Anfangs-
verteilung durch

pB(0)=(100 ... 0)

gegeben ist, wird zur Berechnung von E(S(B)) gemi8 (3.2.39) lediglich die erste
Zeile (21 z3 ... 2zy) der Inversen (I, — ITg<)~! bendtigt; diese ist gegeben durch
die Lésung des Gleichungssystems

(21 22 .. 2p)(Ipn —Mpe)™ ' =(10 ... 0),

d.h.
21 =1
—2kPrk+ 241 =0, 1<k<n—1,

oder in expliziter Form

k—1 k-1 - ;
2" -2 41
21=1, zk:HﬂJ=H——_2n_2]—'l+l
Jj=1 =1
n _ ok—1
= %——tl:l~2"““"+2—", 2<k<n.

Nach (3.2.39) ergibt sich jetzt

n n—1
E(S(B))=sz=n+n2“"_2—n22k=n_1+n2-l;1,
k=1 =0

was erwartungsgemafl mit dem Ergebnis in Beispiel 2.2.2 iibereinstimmt.

Ist die Verteilung der Position des Schliisselelements beliebig — etwa gegeben durch
die Wahrscheinlichkeiten gp,...,gzn—; — so zeigt eine analoge Rechnung, dafl die
Folge {Lk}reN, auch in diesem allgemeinen Fall eine homogene Markoff-Kette
bildet; man hat dabei in (4.2.1) lediglich

2k-1

2j=1 9(i-1)2n-+
k-1 2/-1
1 - Z]:l Ei:l q(2i—1)2"_j

aj = g@on-1, Qf = , 2<k<n-1,
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zu wahlen (vgl. hierzu auch Aufgabe 1.5). Der Fall, dal das Schliisselelement in
dem Feld vorhanden ist, wird dabei durch die Wahl go = 0 miterfat. Mit derselben
Argumentation wie oben ergibt sich jetzt allgemeiner

n k-1
E(S(B)) = Z [Ia-e)). (4.2.3)
1j=1
Insbesondere ergibt sich Beziehung (2.2.5) fiir die Wahl ¢o =0, ¢z = 2’11—__1, 1<
k < 2" — 1, denn es ist
2k—1
1 on _1 2/:—1
M=giT =T o = gm g 2Sksn-l
1=y 2
e 2" — 1
=1
Hiermit folgt aber
n k-1 n k-1 n on E—1
on — 27 -2 n
B(sB) = [[-ap= Z em==> 51T =rle-7
k=1 j=1 1j=1 k=1
dies ist (2.2.5).
Fir die durch
L&l o | 1 | 2 | 3 | 4 |5 ] 6 [ 7 |
| Il o2 ] o2 | o1 ] 005 [ 005 [ o [ o1 | o1 |

gegebene Verteilung des Schliisselelements erhalt man beispielsweise
4
ay = 0.05, Qg = E = 02105,
also nach (4.2.3)

E(S(B)) =14 0.95+0.95-0.78%4... = 2.7.

Beziehung (4.2.3) erlaubt die folgende Abschdtzung fiir den erwarteten Suchauf-

wand:
n—1

=Y (n-j)a; < E(S(B)) < n. (4.2.4)

=1

Dies folgt z.B. aus der leicht mit vollstandiger Induktion zu beweisenden Unglei-

chung
k—1 k—1
1-) o, < [Ta-ep<1.
i=1 =1
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Man beachte dabei, da hier ax, 1 < k¥ < n — 1, die bedingte Wahrscheinlichkeit
dafiir ist, daBl nach k¥ — 1 erfolglosen Suchschritten im nachfolgenden Schritt das
Schliisselelement gefunden wird. In dem betrachteten Rechenbeispiel ergibt sich
beispielsweise n — E;‘;ll(n —j)aj = 3—-2a; —az = 2.68%4..., also eine bereits recht
gute Niherung fiir den wahren Wert von E(S(B)) = 2.7.

Optimale Verfahren zur Suche von Schliisselelementen bei nicht—gleichverteilten
Platznummern werden im Abschnitt 5.3 (Binire Suchb&ume) besprochen. ]

Wir wollen nun eine Variante von binary search behandeln, die sich vor al-
lem dann anbietet, wenn die exakte Teilung des gegebenen Feldes bzw. der sich im
Laufe des Verfahrens ergebenden Restfelder nicht oder nur mit gréferem Aufwand
moglich ist. (Eine solche Situation liegt z.B. vor, wenn ein Eintrag in einem Telefon-
buch gesucht wird.) Die Idee besteht darin, den Teilungspunkt des (Rest—)Feldes
nicht deterministisch, sondern gema8 einer Gleichverteilung zufallig zu bestimmen;
der Algorithmus verlauft ansonsten wie bei binary search.

Zur Vorbereitung benédtigen wir allerdings noch das folgende Hilfsresultat.

Lemma 4.2.1. (zufillige Suche)

Es sei @ = {n,n+1,...,m}, n < m, n,m € N. Die Zufallsvariable X sei
gleichverteilt iiber Q, d.h. es gelte PX = £(Q). Zur Suche von X in dem Feld
) sei Y eine weitere, von X stochastisch unabhingige, ebenfalls £(Q)-verteilte
Zufallsvariable. Die Zufallsvariablen N und M seien wie folgt definiert:

N={Y firY <X M={Y firY > X

n  sonst m  sonst.

Dann bezeichnet L = M — N die (zufillige) Restfeldlinge, und es gilt:
a) N<X <M mit

PX(~|N=i,M=j)=£({i,i+l,...,j}), n<i<j<m;

; firk=20
m-n+1

b) P(L=k)= ok
—_— i <k<m-—n.
mont1? firl<k<m-n

Beweis. a) Es geniigt wegen (3.1.1) die Falle i =n, j € {n,...,m} und j =
m, ¢ € {n,...,m} zu betrachten. Im ersten Fall ergibt sich

P(X=k<Y =)

P(X <Y =j)
mit
0 firj<k<m
PX=k<Y=j)= B o 1 e E<
P(X_k)P(Y—-‘))___(m—n+1)2 firn<k<jy
J .
. . J—n+1
P(XSY=])=ZP(X=’CSY=J)=m,

k=n
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also )
— fii <k<j
PX=k|N=nM=j)={ j_nt1 T0=3F=J
0 sonst;
fiir den zweiten Fall argumentiert man analog,.
b) Esist
m—-n+1 1

P(L:O):P(X::Y):iP(X=k,Y=k)=

=n

(m—n+12 m-n+l
sowiefir 1 <k<m-—n

PL=k)=P{0<X<k-1Y=k}U{m—-k+1<X <mY =m—k})

=PO<X<k-1)PY =k)+Pm—k+1<X<m)P(Y =m—k)

_ 2k
T (m—-n41)2
Damit ist das Lemma beweisen. u

Beispiel 4.2.2. (random search)

Es sei @ = {1,2,...,n}, n > 2, sowie die Zufallsvariable X gleichverteilt iiber €2,
d.h. PX = £(Q). Zur Suche von X in dem Feld  werde das folgende “zufillige”
Suchverfahren angewandt:

Es sei {Ux}ren eine Folge (auch von X) unabhingiger, je R((0,1))-verteilter
Zufallsvariablen. Die Zufallsvariablen {Yj}reN, {Nk}ren und {Mi}reN seien re-
kursiv wie folgt definiert:

Vi =[nlh],  Yigr = Ni+ [(Mi = Ni — D)Ur41]
Y; fir Vi1 < X
Ni=0, Nigs= { k+1  fir Yeqn <
Ng sonst
Yip1 firYp 2 X
M,  sonst.

Hierbei bedeutet anschaulich Y; den unabhangig von den vorherigen Schritten
gemaB einer Gleichverteilung bestimmten Teilungspunkt des Restfeldes im k—ten
Suchschritt und Ly = max{My — Ny — 1,0}, k € N, die jeweilige Restfeldlange.
Das Verfahren bricht ab, wenn erstmalig L = 0 ist.

Unter Heranziehung von Lemma 4.2.1 138t sich zeigen, dafi die Folge {Lx}xreN,
mit Ly = n der Restfeldlingen eine homogene Markoff-Kette bildet mit der
Ubergangsmatrix

M1=n+1, Mk+l={

n n—1 n—2 n-3 1 0
n—1 0 0 2(n—2) 2(n-3) . 2 1
(n=12Z (n-1)? n-1)Z n-1
2(n—-3
n—2|0 0 0 (,(,"72)} ﬁf L
n = . . . ) ) ) . (42.5)
2 0 0 0 0 11
1 0 0 0 0 0 1
o \o o0 0 0 0 1)
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Bezeichnet wieder B = {0,1} und S(B) = min{k € No | Lx € B}, so bricht also
wie in Beispiel 4.2.1 das Verfahren nach S(B) Schritten ab. Die Berechnung von
E(S(B)) 188t sich daher véllig analog wie in Beispiel 4.2.1 durchfiihren. Allerdings
fiithrt die Berechnung der ersten Zeile (21 22 ... z,) der Inversen Matrix I, — Il
hier auf die etwas kompliziertere Rekursion

k-1
zj
= = — [ SS— <k<n. 2.
z1=1, zx=2(n k+1)jE=l(n FESIEL 2<k<n (4.2.6)

Da eine explizite Darstellung der z; nicht in einfacher Form moglich ist, begniigen
wir uns mit einer hinreichend guten Abschatzung. Es gilt namlich:

2
< — <k<n.
Zk_n—k+2’ 2<k<n

Wir zeigen dies durch vollstandige Induktion:
Fiir k = 2 ist 2 = 2252 < -2_ d h. die Abschétzung ist fiir k = 2 richtig.

Die Abschatzung gelte fiir k € N, k£ > 2. Es ist

k
5.
Zk+1 =2(n—k) E — 2
o -+ 1)

k—1
_ _ Z5 n— Zk
=2(n k)g—'—_(n—j]+1—)2+2( k)————(n—k+1)2
_ n—k + 2(n—k) _(n—=k)(n—-k+3)
Tkl T -kt 1)) T T (n—k+12 *
<(n—k+1)(n—k+2) 2 2

= (n—k+1)? n—k+2 n—k+1

d.h. die Abschatzung gilt dann auch fir k£ + 1.
Fur den erwarteten Suchaufwand erhalt man also

E(S(B))=;zk§1+’;n—_i—+2 o
= = 4.2.7

1
=1+2ZZ51+21nn.
k=2

Vergleicht man den erwarteten Suchaufwand von random search mit binary se-
arch fir n = 2™ — 1, m > 2, so ergibt sich im ersten Fall

E(S(B)) <1+42In(2™ —1)<1+2In2m~ 1+ 1.386m,

im zweiten

E(S(B)=m—1+

m

2am 1"
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Firn=2" -1, m =2,3,...,9 sind in der folgenden Tabelle die exakten Werte
von Ep = E(S(B)) bei random search angegeben, darunter zum Vergleich die

Werte von Eg = E(S(B)) bei binary search.

n 3 7 15 31 63 127 255 511
E, || 1.8889| 2.9265 | 4.0789| 5.3143 | 6.6066 | 7.9361 | 9.2889 | 10.6558

Ep || 1.6667| 2.4286 | 3.2667| 4.1612 | 5.0952 | 6.0551 | 7.0314 | 8.0176

Der erwartete Aufwand ist bei random search gegeniiber binary search also
etwa nur maximal 39% groBer bei derselben Komplexitat von O(m) fir grofie m;
dies zeigt, dal random search im Mittel dieselbe Effektivitat wie binary search
besitzt. Allerdings unterscheiden sich beide Verfahren im Worst—Case drastisch:
wahrend binary search auch hier héchstens m Schritte benétigt, konnen dies bei
random search im ungunstigsten Fall 2™ — 1 Schritte sein.
Betrachtet man statt der urspriinglichen Menge 2 = {1,...,n} die Menge Q* =
%, %, ...,1} € [0,1], so 188t sich die diskrete Gleichverteilung iiber * durch eine
Rechteckverteilung R([0,1]) approximieren. Die Ausfithrungen in Pfeifer (1985)
zeigen dann, daB sogar bei beliebiger Verteilung PX des Schliisselelements in dem
Feld der GroBle n der erwartete Suchaufwand unter random search immer noch
O(In n) betrégt; eine obere Schranke hierfiir ist gegeben durch

E(S(B)) <1+4ln.

Allerdings kann das durchschnittliche Verhalten von random search unter gewis-
sen Verteilungsannahmen fiir X sogar besser sein als bei binary search, etwa im
Fall einer Zweipunktverteilung auf den Enden des Feldes, d.h.

P(X=1)=pa P(X=n)=1"p’ p€[0,1]
(vgl. hierzu auch Aufgabe 4.12). Man erhalt hier

B(S(B) =) 1 <1+Inn,
k=1

d.h. bei FeldgroBen n = 2™ — 1, m € N, ergibt sich
E(S(B)) <1+4+WIn(2™ —-1)<1+1n2m ~ 1+ 0.6931m;

random search ist hier also im Mittel etwa 30% schneller als binary search, da
bei dieser Verteilung von X binary search stets genau m Suchschritte benotigt.
Dies zeigt, da random search im Mittel dann schneller als binary search ist,
wenn sich die Verteilung PX weniger auf die Mitte als vielmehr auf die Rander des
Feldes konzentriert. n

Zum Abschlul dieses Abschnitts wollen wir zeigen, da8 auch die allgemeine
Version von max-search, die bereits in Abschnitt 4.1 ausfiihrlicher behandelt
wurde, als Markoff-Modell formulierbar ist, was im wesentlichen auf das folgende
Resultat zuriickzufiihren ist.
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Satz 4.2.1. (Stoppzeiten bei Binomialverteilungen)
Es sei {X,}neN eine Folge stochastisch unabhangiger, jeweils binomialverteilter
Zufallsvariablen mit

P(Xn=1)=1-P(X,=0)=p, €(0,1, neN,

und

an = oo. (4.2.8)
n=1
Dann bilden die rekursiv tiber
So:inf{TIENIXn=1}, Sk+1=inf{'n>5k IXn=1}, keNo,

definierten Stoppzeiten {Sk}reN, eine homogene Markoff-Kette mit Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten

-1 _ .
P(Sky1=7|Sk=1)= {p, Heciaal1=pe) firs>i21 (4.2.9)
0 sonst

sowie Anfangsverteilung

j=1

P(So=j)=p; [J(A1-p0), j€N. (4.2.10)
=1

Beweis. Aufgrund der Beziehung (2.1.16) ist klar, daB Teil a) des Satzes 2.1.2
auch unter der allgemeineren Annahme unabhéngiger, aber beliebig verteilter Zu-
fallselemente giiltig bleibt. Insbesondere sind also das Ereignis {Sy = n} und
die Folge {X,+1,Xn+2,..-} fur alle n > k € Ny stochastisch unabhangig. Nach
der Bemerkung im Anschlu an Lemma 3.2.2 bildet also die Folge {Si}reN, eine
Markoff-Kette mit

Jj-1 j-1
P(S, = j) = P(ﬂ{x, =0}n{X, = 1}) =p; [[(1 - po)
=1 =1

und
i-1
P(Ses1 =71 Sk=1)=P( ) {Xe=0}n{X;=1}), keNo, j>ieN.
=1i+1

Man beachte dabei, da8 die Bedingung (4.2.8) nach dem Borel-Cantelli-Lemma
Satz 1.1.3 garantiert, da8 die Folge {Sk}reN, f.s. nicht degeneriert, d.h. f.s. unend-
lich oft das Ereignis {1} in der Folge {X,}neN eintritt. =

Fir unsere Zwecke bendtigen wir noch die folgende leichte Modifikation von
Satz 4.2.1.
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Lemma 4.2.2. Essein € N fest. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.2.1 seien
die Zufallsvariablen {T} }xeN, definiert durch

<
k={Sk falls S, < n

k € Ng.
n+1 sonst ’ € No

Dann ist auch die Folnge {Tx}xeN, €eine homogene Markoff-Kette mit absorbieren-
dem Zustand n + 1, Ubergangswahrscheinlichkeiten

P(Tiy1=3j | Tk =i)={ T2, 1P(Skt1=2|Sk =4) firl<i<n, j=n+1
1 firi=j=n+1
(4.2.11)
fiir k € Ng und Anfangsverteilung
(P(Se =) firl<j<n
P(To=7)=§ oo .

Yotont1 P(Sky1=2¢) firj=n+1

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Folge {Tk}reN,- n

Beispiel 4.2.3. (max-search)
Wir betrachten ein angeordnetes Feld @ = {w,...,wa}, n € N. Die (zufillige)
Permutation 7 = (91,...,7,) € Q™ = Perm?(;0.W.) sei iiber Q™) gleichver-
teilt. Die Zufallsvariablen Xj,..., X, seien definiert durch

1 falls n; > max{n1,...,nj-1} 2<j<n.

Xim) =1, X;(n) = {0 sonst

Nach den Ausfilhrungen in Abschnitt 4.1 bzw. Aufgabe 1.10 sind die Zufallsva-
riablen X, ..., X,, stochastisch unabhingig mit

Die Zufallsvariable S = E;=1 X gibt also die Anzahl der (Um-)Speicherungen der
Referenzelemente bei max-search an. Nach Lemma 4.2.2 kann max-search alter-
nativ auch iiber die Markoff-Kette {T}}jen, der Indizes der Referenzelemente der
Permutation 7 beschrieben werden, wobei das Erreichen des absorbierenden Zu-
stands n+1 signalisiert, dafl das Maximum der Permutation gefunden wurde. Setzt
man die Wahrscheinlichkeiten (4.2.12) in (4.2.11) ein, so ergibt sich die folgende
Ubergangsmatrix

1 2 3 n—1 n n+1
0 % % (n—l)l(n—Z) n(nl—l) %
2 2 2 2
2 00 6 (n-1)(n=2) n(n-1) n
nmn = : L : : : (4.2.13)
n-1[0 0 0 - 0 ) B
n 0 0 0 0 1
n+1\0 0 0O 0 0 1
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mit der Anfangsverteilung P(Tp = 1) = 1. Setzt man hier B = {n + 1}, so gibt
wieder die Stoppzeit S(B) die Anzahl der bendtigten (Um-)Speicherungen der
Referenzelemente an. Wie in den vorangehenden Beispielen kann nun E(S(B))

iber die erste Zeile (21 ... z,) der Inversen I,, — Il g berechnet werden. Es ist
1 "'162 "'ﬂ3 "ﬂ4 e _ﬂn—-l _'ﬂn
0 1 =283 =284 -+ —2fn —2fn
I—Tge=|: : o : : (4.2.14)
0 o0 0 0 : 1 —(n—1)B,
0 0 0 0 : 0 1

mit §; = ml_—l), 2 < j < n, woraus sich die Rekursion

j—1
n=1, z=4) in, 2<j<n
=1

ergibt, bzw. explizit .
z =1, zjzja 2<j<n.

Man erhalt somit erwartungsgemaf

n

1
E(S(B)) = - <1l+4lnn.
(5B) =3, > <1+lnn
Jj=1
Das in Abschnitt 4.1 vorgestellte allgemeine Modell fiir max-search 1aft sich vollig
analog behandeln, indem man mit den Bezeichnungen aus (4.1.20)

o

it = T 1< S n,
pi ay + ...+ a; -
wahlt; fir die Matrix I, — II g ergibt sich dann die Darstellung
1 —p2 —@pP3s —Q@sPs *© —92°""Gn-2Pn-1 —G2°""qn-1Pn
0 1 —p3 —4q3P4 vt ~¢3°°*qn—2Pn-1 —q3° " qn-1Pn
0 0 0 0 e 1 —@n—-1Pn
0 o 0 0 e 0 1

wobei ¢; =1 —p;, 2 < j <n—1 zu setzen ist, was wieder zu

E(SB) =Y ps

fithrt. .

Weitere Markoff-Modelle fiir Algorithmen findet man z.B. in Barth (1982,
1984), Kemp (1984), Abschnitt 2.2 und Mathar & Mann (1990).
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4.3. Konvexe Hiillen von Zufallspunkten

Ist eine grofie Zah! von Punkten a;, ..., a, in der Ebene gegeben, so interessiert oft
das groBte Gebiet, das bei gradliniger Verbindung der Punkte umschlossen wird.
Prazisiert wird diese Fragestellung durch den Begriff der konvexen Hiille einer
Menge A C R™, m € N. Dabei heifit eine Menge B C R™ konvex, wenn sie mit je
zwei Punkten auch deren Verbindungsgerade enthélt, wenn also az +(1—a)y € B
fir alle z,y € B, a € {0,1].

Definition 4.3.1. Die konvexe Hiille einer Menge A € R™ ist definiert als die
kleinste, konvexe Menge B, die A enthalt. Sie wird bezeichnet mit B = conv(A).

Da der Durchschnitt von beliebig vielen konvexen Mengen wieder konvex ist,
existiert eine solche kleinste, konvexe Menge, und conv(A) ist wohldefiniert. Sie
besitzt die Darstellung

3
conv(A) = {y = Z)\,-z.' |z; € A, \; 20, :=1,...,k, Zf:l/\i =1, ke N}.
=1
(4.3.1)

Die konvexe Hiille von n Punkten a;,...,a, € R? 1a8t sich graphisch als
konvexes Polygon veranschaulichen, dessen Eckpunkte von gewissen a;,,...,a;,
gestellt werden und das alle Punkte a;,...,a, enthilt. Es entsteht, indem man
jeden Punkt mit jedem anderen durch eine Gerade verbindet und dann die auflere
Hille aller Geraden nimmt. Der kiirzeste Polygonzug, der alle Punkte umgibt,
bildet den Rand dieses Gebiets. Die konvexe Hiille 148t sich durch Angabe der
sie aufspannenden Eckpunkte eindeutig beschreiben, wobei die Eckpunkte sinnvol-
lerweise nach aufsteigenden Winkeln zwischen der Verbindungsgeraden zu einem
Referenzpunkt, der zur Hillle geh6rt, und der z—Achse sortiert werden.

Die Bestimmung der konvexen Hiille von n Punkten fallt leicht, wenn n klein
ist, sie muBl jedoch algorithmisch mit Hilfe von Computern durchgefithrt werden,
wenn die Anzahl der Punkte sehr grof§ ist. Das oben beschriebene Verfahren, aus
allen Verbindungsgeraden die dufleren herauszusuchen, 1aft sich zwar relativ leicht
implementieren, ist aber mit quadratischem Aufwand nicht effizient. Es gibt jedoch
bessere Algorithmen, die diese Aufgabe selbst im schlechtesten Fall (Worst—Case)
mit einem Zeitaufwand von O(nlnn) 16sen.

Der von Graham 1972 vorgeschlagene Algorithmus (Graham scan) benétigt
hochstens O(nlnn) Schritte zur Bestimmung der konvexen Hiille von n Punkten
ai,...,a, in der Ebene mit orthogonalen z—y-Koordinaten. Die Idee soll hier kurz
skizziert werden, eine vollstindige Implementierung findet sich etwa in Sedgewick
(1988).

Beginne mit dem Punkt a;,, der die kleinste y— und gréBte z—-Koordinate
besitzt, und sortiere alle Punkte nach aufsteigenden Winkeln zwischen der z—
Richtung und der Geraden mit den Endpunkten a;, und a¢, £=1,...,n, £ # ;.
Die so sortierten Punkte mit a;, als erstem Element seien mit a(y),...,ac,) be-
zeichnet. Bestimme nun sukzessive die konvexe Hiille von a(y),...,a(), 4 <r <n,
nach folgendem Verfahren. _

Bilden a;,),...,a(,,) die Eckpunkte der konvexen Hiille von a),...,a
und ist @(,1) der néchste in Frage kommende Punkt, so eliminiere so lange Punkte
ai. _), £=0,1,2,..., bis der Kantenzug a(;, _,_,) — @, _,) — a(r) erstmalig
einen Linksknick macht. Jeder Punkt wird hierber hochstens einmal eliminiert,
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woraus nach Sortierung héchstens lineare Zeit fiir die Berechnung der konvexen
Hille resultiert. Der Hauptaufwand wird durch die anfangliche Sortierung aller
Punkte nach aufsteigenden Winkeln verursacht, woflir bekanntlich Algorithmen
der Komplexitat O(nlnn) zur Verfligung stehen.

Also existiert zur Berechnung der konvexen Hille von n Punkten a;,...,a, €
R? ein Algorithmus CH, dessen Rechenkomplexitit héchstens proportional zu nlnn
wichst, wobei die Anzahl der Punkte die Problemgrofle bestimmt.

Ein solcher Algorithmus wird typischerweise haufig auf verschiedene Konstel-
lationen von Eingaben angewendet, wobei man natiirlich nicht genau wei}; welche
Punkte in Zukunft als Input auftreten. In dieser Situation hilft ein stochasti-
sches Modell. Die Punkte ay,...,a, konnen als Realisationen von stochastisch
unabhéngigen, zweidimensionalen Zufallsvektoren Xi,...,X, angesehen werden,
deren Verteilung PX‘ man kennt. Die Rechenkomplexmat ist dann eine Funktion
des zufalligen Inputs, deren Erwartungswert Auskunft iber die mittlere Laufzeit
gibt.

Wir nehmen im folgenden an, daf a,,...,a, Realisationen von stochastisch
unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvektoren Xj,..., X, sind, deren Vertei-
lung jeweils eine Gleichverteilung auf K§ = {(z1,72) € R? | 22 + 22 < 1} ist mit
der Dichte

1
f(z1,22) = ;111(;(:51,12), (z1,22) € R?

(vergleiche (1.4.28)). Wir sprechen dann von unabhingigen, im Einheitskreis
gleichverteilten Punkten.

Wir werden jetzt sehen, wie mit Hilfe des Algorithmus CH ein Verfahren zur
Bestimmung der konvexen Hiille von n unabhangigen, in der Einheitskreisscheibe
gleichverteilten Punkten konstruiert wird, dessen erwartete Komplexitat nur noch
linear in n wéchst. Es geht auf Borgwardt, Gaffke, Jiinger & Reinelt (1989) zuriick.

Das Verfahren basiert auf der Idee, daB Punkte innerhalb des einbeschriebenen
offenen Kreises K, = {(z1,z2) | 23 + .1:2 < n?}, 0 < n < 1, fir nahe bei 1
liegendes, von n unabhangiges n nur mit geringer Wahrscheinlichkeit als Eckpunkte
der konvexen Hiille in Frage kommen. In der ersten Phase des Algorithmus werden
also Punkte innerhalb der Kreisscheibe K, ausgesondert, anschlieBend wird die
konvexe Hiille der verbleibenden Punkte im Kreisring K7 \ K,, gebildet und dann
tiberpriift, ob sie K, enthalt. Ist dies der Fall, hat man conv({ay,...,as}) schon
aus den duBeren Punkten bestimmt, falls nicht, wird in einer zweiten Phase der
Algorithmus CH auf die gesamte Punktwolke angewendet.

Wahlt man 1 = n(n) geschickt, lohnt der oben beschriebene Versuch, in einer
ersten Phase die konvexe Hiille nur aus wenigen, aufleren Punkten zu konstruieren,
wenn nur die Wahrscheinlichkeit gering ist, da dieser Versuch fehlschlagt. n(n)
wird so bestimmt, da8 der erwartete Gesamtaufwand beim Einsatz des Algorithmus
CH sublinear in n bleibt.

Wir beschreiben zunichst den zweiphasigen Algorithmus LDCH V) in einer
PASCAL-nahen Notation. Bezeichne A = {a,,...,a,}, n € N, die Menge der
unabhéngigen, im Einheitskreis gleichverteilten Punkte und Kj = K} \ K, das

1) LDCH ist ein Kiirzel aus den charakteristischen Eigenschaften: linear expected running
time, unit disk, convex hull.
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Komplement von K, im Einheitskreis.

PROCEDURE LDCH;
BEGIN

{1. Bestimme den Parameter n =n(n)> 0.}

{2. setze S={a;€ Ala; € K;}.}

{3. Wende CH auf S an — conv(S).}

{4. IF K, C conv(S)} THEN {conv(A):=conv(S)}

ELSE {5. Wende CH auf A an — conv(A)}
END;
(4.3.2)
Die Machtigkeit der Menge S ist in unserem Modell eine Zufallsvariable mit
Trager {0,1,...,n} C N. Sie 148t sich schreiben als

#($) =) Lks(Xo). (4.3.3)
=1
Die konvexe Hiille von S ist eine Funktion der zufélligen Punkte a;,...,a,. Es
gilt
K, C conv(S) genau dann, wenn K, C conv(A) (4.34)

wie man sich leicht mit Hilfe der Eckpunkte beider konvexer Hiillen klarmacht
(Aufgabe 4.14). Hieraus folgt mit (4.3.1), da8 das Ereignis K, € conv(S) die

Darstellung
U U {Iaxs, + (= 0Xel > n)
A€[0,1]NQ 1<i1,i2<n

besitzt, also eine meBbare Menge ist. ||(z1,2)|| = \/z2 + 22 bezeichnet hierbei die
euklidische Norm in R?2. Wir werden spater die schwierig zu berechnende Wahr-
scheinlichkeit fir K, € conv(S) nach oben abschétzen.

Der Erwartungswert des Zeitaufwands T, den CH im Algorithmus (4.3.2) ins-
gesamt bendtigt, wird in den Schritten 3. und 5. durch die Méchtigkeit der Menge
S bestimmt. Er 138t sich folgendermafen abschétzen.

E(T) < C{ i‘klnk P(#(S)=k) +nlnn-P(K, & conv(S))}
k=1

< C{ Inn- Xn: k-P(#(S)=k) +nlnn-P(K, ¢ conv(S))} (4.3.5)

k=1

= c{ Inn-E(#(S)) + nlan- P(K, & conv(S))}.

C ist hierbei die Konstante, die die obere Schranke C - nlnn fiir die Komplexitat
des Algorithmus CH festlegt.

Der erwartete Aufwand der Prozedur LDCH verhélt sich nun linear in n, wenn
E(T) = O(n) und die Schritte 2. und 4. hochstens lineare Zeit bendtigen.

Fir den Schritt 2. ist das klar; man hat fir jeden der n Punkte lediglich
abzufragen, ob er innerhalb des Kreises K, liegt oder nicht.



4.3. Konveze Hullen von Zufallspunkten 279

Die Abfrage in 4. wird nun in zwei Schritten realisiert. Das Ergebnis des
Algorithmus CH in Schritt 3. ist eine Liste von Punkten, von denen a;, die kleinste
y— und grofite z—Koordinate besitzt und die nach aufsteigenden Winkeln zwischen
der Geraden [a;,,a;] und der z-Richtung sortiert sind, j = 2,...,£. Fiir diese
Punkte wird untersucht,

a) ob der Nullpunkt (0,0) in conv({ai,,...,a;,}) liegt. Ist dies nicht der Fall, ist
das Ergebnis der Abfrage in 4. false und 5. wird durchgefiihrt. Anderenfalls
wird untersucht,

b) ob alle Verbindungsgeraden zwischen @;; und a;;,,, j =1,...,/— 1, und a;,
und a;, keinen Punkt mit K, gemeinsam haben. Ist dies richtig, wurde die
konvexe Hiille bereits bestimmt, anderenfalls folgt Schritt 5.

Diese Untersuchung ist in linearer Zeit O(¢), also wegen £ < n in linearer Zeit O(n)
moglich.

Es bleibt also, einen erwarteten Aufwand E(T) = O(n) zu realisieren. Wir
widmen uns zunéchst E(#(S)), dem ersten Summanden in (4.3.5).

Lemma 4.3.1. #(S) ist binomialverteilt mit Parametern n und p = 1 — 52,
Folglich gilt
E(#(S)) =n(1-n).

Beweis. Fiir alle i = 1,...,n besitat 1x:(X;) den Trager {0,1}. Lg:(X;) ist
also B(1, p)-verteilt, wobei

1 1
p=P(lg;(X))=1) = P(X; € K}) = ;/ch(zl,xz)= —r(l-n")=1-7’
n

(4.3.6)
f, Ks d(xy,x2) ist hierbei die Flache des Kreisrings mit Innenradius 7 und Aufien-
radms 1, das ist die Differenz der Flachen der Einheitskreisscheibe und der Kreis-

scheibe K,,, die wir mit elementargeometrischen Mitteln zu = — w2 berechnen.
Die Zufallsvariablen 1 K’c,(X;), t = 1,...,n sind nach Lemma 2.1.7 stochastisch

unabhéngig und identisch verteilt. Mit der Darstellung (4.3.3) und (2.1.18) be-
sitzt #(S) eine B(n,1 — n?)-Verteilung, deren Erwartungswert bereits in (2.2.88)
berechnet wurde. L]

Die im zweiten Summanden der letzten Zeile von (4.3.5) auftretende Wahr-
scheinlichkeit P(K ¢ conv(S)) ist schwierig zu berechnen. Wir werden jedoch
im weiteren eine obere Schranke hierfiir herleiten. Sei hierzu { > 0 ein Parameter
und n so groB, daB (1 + ¢)Inn < n2/®. Wir setzen

6=6(n)= \ﬂ—n_g(%+§) lnn,

(4.3.7)
n=n(n) =61~ ([1/3J)

Dann gilt 0 < n < § < 1, und K§ bildet einen Kreisring mit Innenradius é
und Auflenradius 1, der die Kreisscheibe K, umschliefit. Fir grofle Werte von
n liegen 6(n) und n(n) nahe bei 1, und der Kreisring K§ wird sehr schmal. Wir
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definieren in diesem Kreisring Segmente T1, T, . .., T ,1/s) gleicher Grofle mit Hilfe
von Polarkoordinaten (r,¢), r > 0,0 < ¢ < 27, durch

Ti={(rne) |1 6<r <1, iy <p <t
wobei die Winkel ¢; definiert sind durch

e 27\' - 1/3
t; —zl_nl/:‘J’ i=0,1,...,|n'"].

Lemma 4.3.2. Es seien n und § wie in (4.3.7). Falls dann jedes der Segmente
T;, i = 1,...,|n/?|, mindestens einen Punkt von A enthilt, gilt K, C conv(A).
Beweis. Die Behauptung ist richtig, wenn die Verbindungsgerade zwischen be-
liebigen Punkten benachbarter Segmente u = (u3,u3) € T;—; und v = (v1,v2) €
Ti, « = 1,...,|n'/3], ganz in K¢ verlduft (Ty = T|,/s)). Wegen der Rota-
tionssymmetrie reicht es, die Segmente Ty und T|,1/s) zu betrachten. Sei also
x = (z1,22) € {du+ (1 = A)v | 0 < X < 1}. Geometrisch macht man sich klar,
da uy,v; > écos LT?/rﬁ Folglich gilt z; > é cos Fu%r“_J Die Ungleichung

o ) = - (5f) = o= )

liefert
2 \2
Vol +ad > 26 /1- (anj) =n,
d.h. x € K, woraus die Behauptung folgt. [

Mit Hilfe dieser geometrischen Uberlegungen 148t sich nun eine obere Schranke
fir die gesuchte Wahrscheinlichkeit konstruieren.

Lemma 4.3.3. Fir die in (4.3.7) festgelegten Werte von n und é gilt fiir alle
n €N, £ >0 mit (:-1;- +&)lnn < n?/3:

P(K, & conv(S)) <n~¢.

Beweis. Wegen (4.3.4) gilt {K, Z conv(S)} = {K, Z conv(A)}, und mit
Lemma 4.3.2 folgt

P(K, Zconv(S)) < P(ANT; =  fiir mindestens ein i € {1,..., |n!/?] 1))
L"IISJ [nllaj

=P( U {AnT,-:(o})g Y P(ANT. =9)
=1 i=1
Ln2/2] n N
= ; (1—%/71‘d(:v1,x2)) -;|_nl/3J(1——7r [nl/ij)

= |n'/3| (1 _ (3 +E)lnn)" Snl/ﬁi(l _ G +5)lnn)"

ln1/3Jn2/3 n

< plf3e—(3+mmn _ —¢
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In dieser Formel wurde verwendet, daf§ fT d(z1,z2), der Flacheninhalt des Ring-
segments T;, unabhéngig von i den Wert l—"{{g— hat.

Die letzte Ungleichung folgt durch aquivalente Umformungen aus der bekannten
Ungleichung Inz < z—1firalle 0 < z < 1. =

Wir sind jetzt in der Lage, den erwarteten Zeitaufwand des Algorithmus CH
in (4.3.5) abzuschatzen. Hierzu werden die in (4.3.7) definierten Werte n = n(n)
und § = §(n) mit einem festen Parameter ¢ > 0 fisr LDCH verwendet.

Lemma 4.3.4. 7,6 und £ seien wie oben definiert. Dann gilt fiir den erwarteten,
gesamten Zeitaufwand des Algorithmus CH, dessen Komplexitiat im Worst—Case
durch C - nlnn beschrankt ist, fiir alle n > 27:

E(T)<LC- {n% lnn((% + {) lnn + (471')2) +nl-¢ lnn}.

Beweis. Fir obiges n und § folgt mit Lemma 4.3.1

E(#S) =n(1 =) =n (1= (1= (7))

=n (1= () ) < (-5 () )
2 (G mnt () ) = (5 +€) mn+ i
n§((%+€)lnn+(47r) ), falls n > 27.

IA

Dies eingesetzt in (4.3.5) liefert, wenn man wie in Lemma 4.3.3 die Wahrschein-
lichkeit P(K, Z conv(S)) abschatzt, sofort die Behauptung. .

Betrachten wir noch einmal zusammenfassend die Vorgehensweise: Zur Ver-
fugung steht der Algorithmus CH, dessen Worst—Case—Verhalten den Zeitaufwand
O(nlnn) erfordert. Dieser wird in den Algorithmus LDCH eingebaut, indem er
die konvexe Hiille einer kleinen Zahl auenliegender Punkte von im Einheitskreis
gleichverteilten ermittelt.

Wenn die trennende Kreisscheibe K, mit n aus (4.3.7) eine Teilmenge die-
ser konvexen Hiille ist, stoppt LDCH, im anderen Fall mufl CH auf alle Punkte
angewendet werden. Dieser Fall tritt aber mit so kleiner Wahrscheinlichkeit ein,
daf8 der erwartete Aufwand beim Einsatz von CH sublinear bleibt, wie man an der
oberen Schranke aus Lemma 4.3.4 erkennt. .

Dominierend fiir den Gesamtaufwand bleiben damit die linearen Laufzeiten
von Schritt 2. und Schritt 4. in LDCH. Insgesamt haben wir das folgende Ergebnis
bewiesen.

Satz 4.3.1. (Borgwardt u.a. (1989))
Sind ay,...,a,, n € N, stochastisch unabhéngige, aus einer Gleichverteilung auf
der Einheitskreisscheibe des R? erzeugte Punkte, so ist die erwartete Laufzeit
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des Algorithmus LDCH linear in n, wenn n wie in (4.3.7) mit einem beliebigen
Parameter § > 0 gewahlt wird.

Mit den gleichen Methoden, allerdings einer anderen, trennenden Menge K,,
188t sich der Algorithmus CH auch im Fall einer Gleichverteilung auf dem Ein-
heitsquadrat

Q5 =1[0,1)® = {(z1,22) | 0 < 21,22 < 1} C R?

im Mittel auf linearen Aufwand reduzieren.

Seien im folgenden a,,...,a,, n € N, Realisationen von stochastisch un-
abhéngigen, je auf Q¢ gleichverteilten Zufallsvariablen Xj,..., X, mit der Dichte
(vergleiche (1.4.27))

f(xlaxZ) = ]lQ:(.'L'l,.'lfg)-

Fiir diese Situation betrachten wir den Algorithmus LSCH 1) , der wie LDCH
aus (4.3.2) arbeitet, in dem jedoch die Menge K, ersetzt wird durch G,, 0 <7 < 1,
mit
G, = {(z1,22) € Q} | min{z1,1 — z;} - min{z2,1 — 22} > n}
und G5, = Q1 \ Gy. Wahlt man

n=n(n)=x/€(2—+-9lllz

fiir einen Parameter £ > 0, so gilt Satz 4.3.1 unverandert fir die Gleichverteilung
auf dem Einheitsquadrat bei Einsatz des Algorithmus LSCH.
Eine analoge Abschitzung der Wahrscheinlichkeit P(Gy € conv(S)) wie in
Lemma 4.3.3 ist hier schwieriger, da die Rotationssymmetrie bei Aufteilung von
§, 6 > n, in Segmente verlorengeht. Fiir die technisch aufwendigen, sehr trickrei-
chen Details sei auf die Arbeit von Borgwardt, Gaffke, Jiinger & Reinelt (1989)

verwiesen.

1) LscH: linear expected running time, unit square, convex hull.
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4.3

4.4
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4.8

4.9
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Aufgaben

Zeigen Sie, daBl fir alle 1 <k<neN

min{k-1,n-k}

s ()0)=G2)

Bestimmen Sie zu festem n € N die Anzahl der Felder der Lange n, die nach einem Aufruf
der Prozedur quicksort schon sortiert sind (ohne daB der Algorithmus dann abbricht).

gilt.

Untersuchen Sie die Funktion f(z) = 2+0.354+zInz—(z+1)In(z+1), z > 0, auf Nullstellen
und Konvexitat.

Zeigen Sie, dafl die erwartete Anzahl E(S) von Sortierschritten unter hybridsort bei paar-
weisen Vergleichen in den Korben und der Inputverteilung mit der (unbeschrankten) Dichte

_ m
fm(z) = Llr—r:l'f)—, 0 <z <1, m €No, gegeben ist durch
L (@2m)n

Bemerkung: f,, ist die Dichte der Zufallsvariablen ;":11 X;, wobei Xi,..., Xmy1 stocha-
stisch unabhingig und jeweils R ((0, 1])-verteilt sind.

Zeigen Sie, daB hybridsort im Mittel auch dann mit O(n) Sortierschritten auskommt, wenn
die Inputverteilung eine unbeschrankte Dichte f besitzt, fiir die das uneigentliche Riemann—
Integral fol f%(z) dz existiert.

Weisen Sie nach, daB die Komplexitat von hybridsort bei vergleichsorientierter Sortierung in
den Korben unter einer polynmialen Inputverteilung (Beziehung (4.1.15)) gegeben ist durch
O(n) fir 1/2 < B < 1 und O(nlnn) fir § = 1/2. Bestimmen Sie jeweils asymptotisch
geeignete Faktoren hierfiir.

Fiihren Sie eine Average—Case—Analyse von hybridsort durch fiir den Fall einer beliebigen,
stetigen Verteilung iiber B'. Wie miissen Sie die Korbe wihlen, um ein moglichst glinstiges
Sortierverhalten zu erzielen? Welches Vorgehen ist bei einer beliebigen Verteilung empfeh-
lenswert?

Anleitung: Transformieren Sie die Zufallsvariablen X, ..., X, mit Hilfe der gegebenen Ver-
teilungsfunktion F und benutzen Sie Satz 2.1.1.

Zeigen Sie mit elementaren Uberlegungen, daB die in (4.1.20) angegebene Beziehung fiir die

Wahrscheinlichkeiten p im Fall k = n, ¥ = n — 1 und k = 1 richtig sind. Zeigen Sie weiter
durch direktes Nachrechnen, daf§

P((-n]{Xk = 1}) = fIPk
k=1 k=1

gilt. Kann man hieraus schon auf die stochastische Unabhangigkeit der Zufallsvariablen
Xi,...,X, schlieflen?

Beweisen Sie die Giiltigkeit der Beziehung (4.1.22).
Anleitung: Benutzen Sie die Eigenschaften von consecutive sampling.
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4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

Zeigen Sie die Giiltigkeit der Fehlerabschatzungen in Beziehung (4.1.23).
Anleitung: Aufgabe 2.4, Dreiecksungleichung fiir Metriken, Beziehung (2.1.66) und die Be-
ziehung

lnn+7—%§

(7 =Euler’sche Konstante).

(max-search bei Dreiecksverteilung) Die Verteilungen @ und @ seien gegeben durch

21

a; = At D)’ @ =ap_it1, 1<iln

Zeigen Sie (Notation wie in Beispiel 4.1.3):

2 _ .,
Pi= 770 Pi =Pa-itls 1<i<n;

E(S,)=2lnn+2y-2+ o(%)
_ lnn (n — o00).
EG.) =lnn+v- 1n2+0(7)

Wie beurteilen Sie das Verhalten von max-search mit diesen Verteilungen im Vergleich zu
a=(%,..., 1)? Kann man hier sinnvoll eine Poisson-Approximation fiir die Verteilung von

Sn bzw. S, vornehmen (vgl. Pfeifer (1990))?

(random search) Es sei = {1,2,...,n}, n € N, und die Zufallsvariable X gegeben durch
X = 1. Zeigen Sie, daB8 unter der Prozedur random search die Folge der Restfeldlangen eine
homogene Markoff-Kette bildet. Geben Sie die zugehorige Ubergangsmatrix IT explizit an
und leiten Sie daraus die Beziehung

n

E(S(B)) =Z%zlnn+7

k=1

fiir die erste Eintrittszeit S(B) mit B = {0} ab. Wieso bleibt dasselbe Ergebnis auch fiir
beliebige Zweipunktverteilungen auf den Enden des Feldes (d.h. mit Trager C {1,n}) richtig?

Analysieren Sie das Average-Case—Verhalten von random search bei einer Dreiecks-Input-
verteilung a fiir die Zufallsvariable X wie in Aufgabe 4.11 im Fall n = 5. LaBt sich
das Verhalten des Algorithmus hier auch durch ein homogenes Markoff-Modell beschreiben
(Begriindung)?

S und A bezeichne die Mengen aus Algorithmus LDCH aus Beziehung (4.3.2), K, den Kreis
mit Radius 5. Zeigen Sie: K, C conv(S) gilt genau dann, wenn K, C conv(A4) ist.



5. Elemente der Informationstheorie

Die Codierung von Signalfolgen spielt in der Informatik eine wichtige Rolle. Man
denke etwa an Codierungsprobleme bei der Ubertragung von Signalfolgen in Kom-
munikationssystemen oder das Abspeichern und Wiederauffinden von Schlissel-
wortern einer Programmiersprache in der Symboltafel durch den Compiler. Die
Vorschrift, die bei einer bestimmten Speicherstrategie zum Wiederauffinden ei-
nes Identifiers fithrt, kann dabei auch als Codierung des entsprechenden Namens
gedeutet werden.

Sind nun Wahrscheinlichkeiten fir das Auftreten einzelner Quellsignale oder
Schliissel bekannt, etwa in Form von relativen Haufigkeiten aus Erfahrungswerten,
wird man haufig auftretende Symbole durch kurze Worter codieren, selten auf-
tretende dagegen eher durch lange. Entsprechend steigt man in Suchbaumen zur
Identifikation wenig benutzter Schliissel lieber durch haufige Abfragen tief hinab,
wenn man dafiir den Vorteil einer schnellen Identifikation durch wenige Abfragen
fiir oft auftretende Identifier geniefit.

Wir setzen im folgenden voraus, dafl a—priori-Kenntnisse {iber das Auftreten
von zu codierenden Elementen einer endlichen Menge €2 in Form einer vorgegebenen
Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (2, P(Q)) vorliegen. Unser weiteres Vorgehen
. héngt dann davon ab, wie die Wahrscheinlichkeitsverteilung P strukturiert ist. Die
erwartete Lange von Codewortern oder die erwartete Anzahl von Abfragen ist ein
MaB dafiir, mit welchem Aufwand man bei hdufigem Einsatz eines Verfahrens im
Mittel rechnen mufl. Wir werden bemiiht sein, diese Zielgrofie zu minimieren, und
dabei sehen, daB sie eng mit einem MaB flir die Unbestimmtheit der unterliegenden
Verteilung verbunden ist.

Folgendes Beispiel, in dem zwei stochastische Vektoren der Lange drei vergli-
chen werden, zeigt, dafl Verteilungen einen verschiedenen Grad von “Unbestimmt-
heit” besitzen.

p=(0.3, 0.4, 0.3) q = (0.02, 0.04, 0.94)

Im ersten Fall tritt jeder der drei moglichen Ausgange mit beinahe gleicher Wahr-
scheinlichkeit auf; es fallt schwer, vor Beobachten des zugehdrigen Experimentes
den Ausgang richtig vorherzusagen, wahrend im zweiten Fall die letzte Moglichkeit
mit hoher Wahrscheinlichkeit eintritt. Nach Beobachten des Ausgangs ist der In-
formationsgewinn bei der ersten Verteilung grof, bei der zweiten dagegen gering,
da man dort den Ausgang mit hoher Trefferquote hatte vorhersagen kénnen.

Ziel der nachfolgenden Betrachtungen ist es, ein verniinftiges, quantitatives
Ma8B fir die “Unbestimmtheit” oder den “Informationsgewinn” bei Zufallsexperi-
menten herzuleiten und dessen Auswirkungen bei Codierungs— und Suchproblemen
zu untersuchen. Eine zentrale Rolle spielt hierbei der Begriff der Entropie.
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5.1. Information und Entropie

Wir werden im folgenden synonym von der Entropie einer Zufallsvariablen X und
der einer Verteilung P sprechen. Beide Sprechweisen lassen sich in einem gemein-
samen Modell begriinden, wenn P mit PX der Verteilung einer Zufallsvariablen
X, identifiziert wird.

Definition 5.1.1. X sei eine endlich diskrete Zufallsvariable auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit Wertebereich X = {z1,...,2m}, m € N, und
Verteilung PX. Fiir 1 < j < m bezeichne p; = PX({z;}) = P(X = z;).

H(X)=-) P(X =z,)-logP(X =z;)=—) _p;j-logp; (5.1.1)

J=1 j=l

heiit Entropie der Zufallsvariablen X oder der Verteilung PX.

In (5.1.1), wie auch im folgenden, verwenden wir die Konventionen
0-log0=0 wund 0/0=0. (5.1.2)

Als Basis des zugehérigen Logarithmus kann eine beliebige Konstante > 1 gewahlt
werden, ihr spezieller Wert bestimmt die Skala, auf der H(X) gemessen wird.

Die Entropie hangt nicht von der speziellen Gestalt des Wertebereichs oder
der Zufallsvariablen ab, sondern nur von den Wahrscheinlichkeiten p; = P(X =
z;j), 1 £ j < m. Fiir eine beliebige endlich diskrete Verteilung, die durch einen
stochastischen Vektor p = (pi1,...,pm) beschrieben wird, kénnen wir die Entropie
dquivalent durch H(p1,...,pm) notieren. Die Schreibweise mit Hilfe von Zufalls-
variablen ist in vielen Fallen jedoch kiirzer und pragnanter.

Die oben definierte Entropie besitzt einige charakteristische Eigenschaften, die
man von einem Maf fur Unbestimmtheit fordert. Mehr noch — wir werden nachwei-
sen, daf} die Entropie bis auf skalare Vielfache das einzige Ma8 fiir Unbestimmtheit
oder Informationsgewinn ist, wenn man im wesentlichen drei einleuchtende Bedin-
gungen fir solche Mafle fordert.

Zunachst wird der Begriff der Entropie, der fiir beliebige endlich diskrete Ver-
teilungen definiert ist, speziell im Fall von endlich diskreten Zufallsvektoren und
bedingten Verteilungen betrachtet.

Hierzu sei (X,Y’) ein zweidimensionaler, endlich diskreter Zufallsvektor auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit Verteilung P(X 'Y) und Wertebereich
X x Y, wobei X = {z1,...,2m}, m € N, und Y = {y1,..-,yn}, n € N. Es
bezeichne fiir 1 <i<m, 1<j<n

pij = PEV ({(zi,9;)}) = P(X =2;,Y =y;),
pi=D pii=P(X=a), pj=) pj=PY=y) (5.1.3)
j=1 1=1
p*li—;—P(X—inY—yj), Pj|i—p—,—P(Y—yJ|X-—:v.)
"] i
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die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse der gemeinsamen Verteilung, der
Randverteilungen und der bedingten Verteilungen von (X,Y"). Dann ist nach De-
finition 5.1.1

H(X,Y) = Z Z pi; - log pi; (5.1.4)
i=1 j=1
die Entropie des Zufallsvektors (X,Y’) und

H(X|Y =y;)=—)_py;-logpi; (5.1.5)

i=1

die bedingte Entropie von X, gegeben Y = y;.
Die bedingte Entropie von X unter Y erhalt man durch Erwartungswertbil-
dung von H(X | Y =) aus (5.1.5) beziiglich der Verteilung PY. Es ist

HX|¥)= 3 P(¥ = ) HX | Y =y;)

J=1

m on (5.1.6)
= —ZZp,pq, logpyjj = — Y Y _ pijlogpy;.
i=1 j=1 =1 j=1
Ganz analog erhélt man fiir die bedingte Entropie von Y unter X
HY | X)==)_ pipjulogpji =—>_ > pijlogpjj:. (5.1.7)
=1 j=1 i=1 j=1

Einen Zusammenhang zwischen der Entropie der gemeinsamen Verteilung, der der
Randverteilungen und der bedingten Entropie stellt das folgende Lemma her.

Lemma 5.1.1. Unter den Bezeichnungen (5.1.3) — (5.1.7) gilt
HX,Y)=HX)+HY | X)=HY)+ H(X|Y). (5.1.8)

Beweis. Es gilt

H(X,Y) ZZPKJ loqu:"Z(zp:] log p;. +EP:; logp”)

=1 j=1 =1

= -EP.'- log pi. — EZP:‘J‘ -logpjii = H(X) + H(Y | X)

=1 i=1 j=1

Man beachte, daB fiir alle Indizes 7 und j aus p;. = 0 die Gleichheit p;; = 0 folgt,
so dafl obige Quotienten und Produkte mit den Konventionen (5.1.2) wohldefiniert
sind.

Die zweite Identitat wird analog bewiesen. n
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Induktiv erhalt man mit Lemma 5.1.1 die folgende allgemeinere Aussage. Hier-
bei sind X;,...,Xr, L € N, endlich diskrete Zufallsvariable auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2,4, P) . Fiir jede Auswahl von Indizes 1 <¢; < -+ <4 <
L, £ < L, bildet Y = (X;,,...X;,) wieder eine endlich diskrete Zufallsvariable.

Wir kénnen damit die sukzessive bedingten Entropien bilden, fiir die gilt

L
H(Xy,...,X1)=H(X1)+ > H(Xe | (X, ., Xx-1))- (5.1.9)
k=2

Fir L = 2 ist dies Gleichung (5.1.8). Im Induktionsschritt zeigen wir mit (5.1.8)

H(X],...,XL+1) =H(X1,...,XL)+H(XL+1 | (Xl,...,XL))
L+1
=H(X:)+ Y H(Xx|(X1,..., Xe-1))-

k=2

Die Eigenschaft (5.1.8) kann als einleuchtende Eigenschaft eines Mafles fiir
Unbestimmtheit oder Information interpretiert werden. Die Unbestimmtheit des
zusammengesetzten Experimentes, das durch den Zufallsvektor (X, Y") beschrieben
wird, setzt sich additiv zusammen aus der Unbestimmtheit der einen Komponente
und der der anderen, gegeben die erste. Information kann in diesem Sinn also
stufenweise gewonnen werden.

Wir wenden uns nun einigen wichtigen Ungleichungen der Entropie zu.

Satz 5.1.1. Unter den Bezeichnungen (5.1.3) — (5.1.7) gilt:

a) 0 2 H(X) (Su) log m,

wobei Gleichheit in (i) genau dann gilt, wenn P(X = z;) = 1 firein{ €
{1,...,m}, und Gleichheit in (ii) genau dann, wenn P(X = z;) = L fiir alle
i € {1,...,m} (Gleichverteilung).

b) 0 € mxv) € mx)

(Shannon’sche Ungleichung), wobei Gleichheit in (1) genau dann gilt, wenn
P(X ==z;|Y = y;) € {0,1} fiir alle 1,j, und Gleichheit in (ii) genau dann,
wenn X und Y stochastisch unabhéngig sind.

S Bx) € mxy) € HX)+HY)

wobei Gleichheit in (i) genau dann gilt, wenn P(Y = y; | X = ;) € {0,1}
fir alle ¢,j, und Gleichheit in (ii) genau dann, wenn X und Y stochastisch
unabhingig sind.
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Beweis. a) (i) ist leicht einzusehen, wobei — Y " | p; - log pi = 0 genau dann,
wenn p; € {0,1} fiiralle: = 1,...,m. Da y .-, p; = 1, gilt dies genau dann, wenn
pi=1firein i€ {1,...,m}. Zum Beweis von (ii) benutzen wir die Ungleichung

logz =loge-Inz < (loge)-(z—1), z>0, (5.1.10)
mit Gleichheit genau dann, wenn z = 1. Es folgt

H(X)~logm = ZP. log;——Zp, logm = Zp, logL

=1 ' =1 i=1

= (loge) Z Di- n—<(loge) Z p,(——l) —(loge)( Z ——1) 0,

p‘ #0 p. #0 p. #0

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn 1/(mp;) =1furalle: =1,...,m.
b) (i) folgt unmittelbar aus der Definition (5.1.6). Die notwendige und hinrei-

chende Bedingung fiir Gleichheit ergibt sich aus den Aquivalenzen

~3 Y pij-logpy; =0 <= pi;-logpy; =0 fiirallei,j
i=1 j=1

pij = 0 oder P:|J =1 fir alle 2)]
&= p;; =1 fir alled,j mit p;; >0,

da unter (5.1.2) p;; = 0 dann und nur dann gilt, wenn p;); = 0. (ii) ergibt sich aus
der Ungleichungskette

HX|Y)-H(X)=Y pi-logpi. — Y > pij-logpy;
=1 =1 j=1
m n

= ZZ(I’U log p;. — DPij - IOngIJ) ‘(logC)ZZp.J ln—_,

i=1 j=1 i=1 j=1
pij #0

<(loge)(ZZp.p]—1) <0,

i=1 j=1
pij #0

wobei die vorletzte Ungleichung wegen (5.1.10) folgt. Gleichheit erhélt man genau
dann, wenn fiir alle ¢,j im Fall p;; > 0 die Identitat p;. = p;); gilt und im Fall
pij =0 pip; = 0. Diese beiden Bedingungen charakterisieren wegen (1.1.22)
und (1.1.23) gerade die stochastische Unabhangigkeit von X und Y.
¢) Zum Beweis von (i) schlieBen wir mit Lemma 5.1.1
H(X,Y)-H(X)=H(Y | X) 20,

wobei Gleichhheit analog zu b)(i) genau dann gilt, wenn pjli € {0,1} fiir alle ¢, 5.
(ii) folgt schlieBlich aus Lemma 5.1.1 und b(ii), indem man dort die Rollen von X
und Y vertauscht, und zwar

HX,)Y)-HX)=HY |X)<H®Y).
Gleichheit gilt hierbei dann und nur dann, wenn X und Y stochastisch unabhangig
sind. n
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Bezeichne P,,, die Menge der Wahrscheinlichkeitsvektoren der Lange m und
P die Menge aller Wahrscheinlichkeitsvektoren, also

m oo
Pm={(p1,--,Pm) [Pi 20,) pi=1}, meN, P= ] Pm (5111
=1 m=1

Die Entropie kann aufgefalt werden als reellwertige Abbildung auf P,

H:’P—-—»R:(pl,...,pm)»—)—Zp,--logp,'. (5.1.12)

=1
Ungleichung a)(ii) aus Satz 5.1.1 mit der notwendigen und hinreichenden Bedin-
gung fur Gleichheit lautet dann:

1 1
H(pl,...,pm)gH(;{,...,E) firalle m €N, (p1,.-.,Pm) € P . (E1)

Ist (p11,---,P1n,P215---»P2ns- -« s Pmly- - Pmn) € Pmn ein stochastischer Vektor,
der die Verteilung eines Zufallsvektors (X, Y') reprisentiert, so besagt Lemma 5.1.1
mit den Abkiirzungen (5.1.3) und (5.1.7):

H(plla c«sPinyP21y:-+3P2n5---3Pmi,--- ypm")
m
=H(p1~,'~'1pm-)+Zpi-H(plﬁ,“-,pnh) (Ez)
i=1

fir alle myn € N, (p11,---,Pmn) € Pmn
Folgende Eigenschaft der Entropie ist mit Definition 5.1.1 leicht einzusehen:

H(Pl&"‘aplaovpl'!-lv"'1pm)=H(plﬁ"',plapl-i-l’"'apm)
firallemeN, 1 <I<m, (p1,---,Pm) € Pm

(E3) besagt, da8 die Unbestimmtheit eines Zufallsexperiments sich nicht veran-
dert, wenn ein Ereignis mit in Betracht gezogen wird, das mit Wahrscheinlichkeit
null (also nie) eintritt.

Betrachten wir nun umgekehrt eine reellwertige Funktion H auf P, die die
Eigenschaften (E1), (E2) und (E3) besitzt. Der folgende Satz zeigt, daf8 eine
solche Funktion, wenn sie stetig ist, mit der Entropie (5.1.1) iibereinstimmt. Die
Entropie wird also im wesentlichen durch die Bedingungen (E1) - (E3) bis auf
skalare Vielfache eindeutig bestimmt.

Satz 5.1.2. (Eindeutigkeitssatz der Entropie, Chinchin (1953))
Sei H : P — R, H nicht identisch 0, eine Funktion, die den Bedingungen (E1),
(E2) und (E3) gentigt. Ist ferner H| |'P (die Restriktion von H auf P,,) stetig fiir

alle m € N, so gilt

(E3)

H(ph ,Pm) = _CZPi * logpi

i=1
fiir eine Konstante ¢ > 0.
Beweis. Wir setzen f(m) = H(1/m,...,1/m) und zeigen zunachst, daf# f(m) =
c-logm fiir eine Konstante ¢ > 0. Wegen (E3) und (E1) gilt
f(m)=H(1/m,...,1/m,0) < H(1/(m +1),...,1/(m +1)) = f(m +1),
also ist f(m) monoton steigend in m.
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Setzt man fiir beliebiges r, s E N in (E2) ,n=r*""1und p;; = pi.p.; = 1/r°,
wobeip;. = 1/r, pj=1/r*" Y i=1,...,r, _1,..., s— l,sogiltpj“ = pij/pi. =
r/r® = 1/r*71) wobei (P11,---,P1rs=1y--«sPriy--« Prrs-1) € Prs. (Ausgedriickt
durch Zufallsvariable X,Y bedeutet dies mit der obigen Bezeichnungsweise: X
und Y sind unabhéngig und jeweils gleichverteilt auf den Wertebereichen X' =
{1,...,r} bzw. Y = {1,...,7*71}, d.h. der Zufallsvektor (X,Y) ist auf X x Y
gleichverteilt.)

Diese spezielle Verteilung in (E2) eingesetzt liefert

HQ/r*, .. 1r") = BH(r,...,1/r) + %ZH(1/M—1,...,1/~—1)

=HQ/r,...,1/r)+ HQ/r*72, . 1/,
Mit vollstandiger Induktion folgt
fFY=HQ/r,...,1/r*y=sH(1/r,...,1/r) = sf(r). (5.1.13)
Insbesondere erhélt man hieraus
fQ)=£(1%) =sf(1)

fir alle s € N, also f(1) = 0. Nach Voraussetzung ist dann f(2) > 0, da ande-
renfalls f(2°) = sf(2) = 0 fiir alle s € N folgen wiirde, also die Monotonie von f
zwingend f = 0 ergdbe. Damit ist aber sogar f(m) > 0 fiir alle m > 2. Fir alle
r,s,n € N, r > 2, existiert nun ein m € Ny mit

TmSS"<'!'m+1 PR _S

1
+ - (5.1.14)

Aus der Monotonie von f folgt mit (5.1.13)
<)
=¥ <

Dies zusammen mit (5.1.14) gibt |f(s)/f(r) — logs/ logr| < l/n fir alle n € N,
also f(s)/logs = f(r)/logr fir alle r,s € N, r,s > 2. Mit der Monotonie von f
folgt, daB fiir alle m € N eine Konstante ¢ > 0 existiert derart, da8

f(m)=H(1/m,...,1/m)=c-logm (5.1.15)

mf(r) <nf(s) < (m+1)f(r) <+ +—

Seien jetzt  (p},...,ph) € Pm, pi rational, mit p} = gifg, ¢i € N, i =
1,...,m, Yt gi = g. Setze p;; wie in folgender Matrix angegeben:

pij 9i./9 =pi.
1/g ... 1/g 0 0 0 0 gl/gzp;‘
0 0 1/g ... 1/g 0 ... 0 g2/9 = p}
o .. 0 0 ... O /g ... 1/g| 9m/9 =0},
N - PN - . . ,
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Es gilt

Py = {1/g.-, falls j Index im i—ten Block’ iz1l...m =1,

0, sonst
Mit (E2) folgt

H(1/g,...,1/9,0,...,0,1/g,...,1/9,0,...,0,1/g,...,1/9)
N e’ N e’ N o’

)3 g2 9m
= H(p;,,P:n)‘}'ZP:H(Oa,O,I/Qun,l/gnO,,0)-
i=1 "’
gi

Mit (E3) und (5.1.15) folgt hieraus c - logg = H(p},...,pl) + 2 ies Pi(c - log gi)
fiir eine positive Konstante ¢, so daf§

m m
H(pl, ) = c(logg = 3 v loggi) = —¢ Y p} - log .
1 =1

=1

Fir beliebige p; € R, p; > 0, > i~ pi = 1, folgt die Behauptung mit der geforder-
ten Stetigkeit von H. .

5.2. Optimale Codierung

Wir beginnen mit einem Beispiel, in dem anschaulich ein Codierungsverfahren be-
schrieben wird. Es sei vorausgesetzt, da Kenntnisse iiber das Auftreten zu codie-
render Elemente in Form eines stochastischen Modells vorliegen. Wir betrachten
ein Zufallsexperiment mit finf Ausgdngen X = {z;,...,%5}, beschrieben durch
eine endlich diskrete Zufallsvariable X mit Wertebereich X und Wahrscheinlich-
keitsverteilung p; = P(X = z;), j =1,...,5, wobei p; = 0.3, p2 = p3 = 0.2, py =
Ds = 0.15 .

Jemand beobachtet den Ausgang des Experiments, und wir wollen versuchen,
durch Fragen, die nur mit “ja” oder “nein” beantwortet werden, herauszubekom-
men, welches Ergebnis vorgelegen hat. Eine mdgliche Fragestrategie kann etwa
folgendermaBen skizziert werden:

[X =21 0der X =25 7 ——X =23 7|— =4 T
nem nem nemn
ja ja ja
X =m1? P
nein
ja
X=z! [X:zz!] B=.13T' X=ux4! X =z !

Mogliche Antwortfolgen unter dieser Fragestrategie konnen unter der Kurz-
schreibweise “ja 22 1” und “nein & 0” als Codierung von X aufgefait werden, wobei
sich hier

(11) & 4, (10) & 2, (01) & z3, (001) & z4, (000) & z5
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identifizieren lassen. Zur Beurteilung, ob unsere Strategie gut ist, wird die erwar-
tete Anzahl von Fragen N zur Bestimmung des Experimentausgangs herangezogen.
Offensichtlich ist hier

N(:El) ‘—"N(:Ez) =N(:L‘3) =2, N(.‘E4) =N(:L'5) =3

eine mefibare Abbildung N:X — R, also eine Zufallsvariable. Thr Erwartungs-
wert betragt E(N) = 2-0.3+4:0.2+6-0.15 = 2.3. Wir werden spater einsehen, daf
dieser Wert mit keiner anderen ja/nein-Fragestrategie unterboten werden kann.

Die Entropie des Zufallsexperimentes betrdgt H(X) = —0.3 - log, 0.3 — 0.4 -
log, 0.2 — 0.3 - log, 0.15 = 2.271. Es gilt E(N) > H(X), und dieser Sachverhalt
wird sich auch als allgemeingiiltig herausstellen. Stets ist die Entropie nicht grofler
als die erwartete Anzahl von Fragen zur Bestimmung des Ausgangs, egal welche
Fragestrategie eingesetzt wird. Wir werden sogar zeigen, dal man mit geschickten
“Blockfragestrategien” mit der erwarteten Anzahl von Fragen beliebig nahe an
diese untere Grenze herankommen kann.

DaB man sich um eine im Mittel méglichst kurze Codierung (in Form von Fra-
gestrategien, Suchbaumen, Signalfolgen zur digitalen Ubertragung etc.) bemdiiht,
ist unmittelbar klar. Eine unglinstige Codierung verschlingt unnétig Speicherplatz
und Rechenzeit.

Wir stellen zunéchst ein stochastisches Modell fiir folgenden allgemeinen Rah-
men auf. Eine Quelle sendet Folgen von Buchstaben aus einem endlichen Alpha-
bet X = {z1,...,2m}. Jeder Buchstabe tritt hierbei mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit auf. In einer ersten Naherung wird angenommen, daf§ das Auftreten
der einzelnen Buchstaben unabhéngig voneinander geschieht. Spéater wird dieses
flir viele praktische Situationen sicher zu einfache Modell erweitert, indem auch
Abhéngigkeiten zwischen den einzelnen Komponenten zugelassen werden.

Definition 5.2.1. {X,}.eN sel eine Folge von stochastisch unabhingigen, iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen mit Verteilung PX» = PX die den Wertebereich
X ={z1,...,2m}, m € N, besitzt. {Xp}nen (oder auch X ) heiBt diskrete, ge-
dichtnislose Quelle. X heiit Quellalphabet.

Ziel ist nun, Folgen von Buchstaben des Quellalphabets einer diskreten ge-
dachtnislosen Quelle optimal zu codieren. Wir betrachten dabei eine Codierung
iiber einem beliebigen Codealphabet Y = {y1,...,ya}, d € N. Zunéchst wird jeder
einzelne Buchstabe der Quelle mit einem Codewort, einer Folge von Buchstaben
des Codealphabets, codiert. Mathematisch 138t sich dieser Vorgang in folgender
Definition fassen. A¥, k € Ng, bedeutet hierbei das k—fache kartesische Produkt
einer Menge A. Ist A ein endliches Alphabet, so 148t sich A* gerade mit den
Wortern der Lange k iiber A identifizieren, A° enthilt dann als einziges Element
das leere Wort.

Definition 5.2.2. Seien X = {z;,...,2m}, m € N, Y = {y1,.-.,y4}, d € N,
und

o o}
. i,
g: X — U)) 125 (Wi1y ..o, Whn; ),
=1

wik €Y, j=1,...,m, k=1,...,nj, nj €N, eine injektive Abbildung. g(z;) =
(wj1,-..,Wjn; ) heiBt Codewort des Buchstabens z;. n; heiit Linge des Codewor-
tes. g heifit Code mit Codewortmenge K = g(X) = {g(z1),...,9(zm)}
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Damit eine Codierung iiberhaupt brauchbar ist, miissen auch ohne Trenn-
zeichen aneinandergereihte Codeworter (Konkatenation) die urspriinglichen Quell-
buchstaben wieder identifizieren lassen, also eine eindeutige Decodierung ermoghi-
chen.

Definition 5.2.3. Unter den Bezeichnungen von Definition 5.2.2 heiBt ein Code
g eindeutig decodierbar (kurz: e.d.), wenn die Abbildung

Gt o I (uryenrur) o (98- 0(ur)),
=1 =1

r € N, injektiv ist.

Im allgemeinen ist es schwierig festzustellen, ob ein Code ¢ eindeutig deco-
dierbar ist. Niitzlich sind Konstruktionsprinzipien, die zu eindeutig decodierbaren
Codes fiithren. Dies leisten prafixfreie Codes, die in folgender Definition vorgestellt
werden.

Definition 5.2.4. a = (a1,...,a,), b = (by,...,b,) € Upe; YV, r < s, seien
Codewdrter. a heiBt Prifix von b, wenn ¢ = (¢1,...,¢5—r) € Uzo Yt existiert mit
b= (ai,...,ar,c1,...,¢5—y). Ein Code g mit Codewortmenge K heifit prafixfrei
(kurz: PF-Code), wenn kein Codewort Prafix eines anderen ist.

Lemma 5.2.1. Préfixfreie Codes sind eindeutig decodierbar.

Ein formaler Beweis von Lemma 5.2.1 ist recht aufwendig, die Beweisidee 1afit
sich jedoch durch den folgenden Algorithmus einfach skizzieren. Man suche die
Folge der Codebuchstaben aus verketteten Wortern von links beginnend ab, bis
das erste Codewort (und damit der erste Quellbuchstabe) identifiziert ist. Dies ist
eindeutig méglich, da der Code prafixfrei ist. Mit dem Rest der Folge fahre man
genauso fort.

Das Morse-Alphabet, welches Codewortlangen zwischen eins und sechs sowie
Trennzeichen (Pausen) benutzt, ist nicht prafixfrei, wenn man die Trennzeichen
weglaBt. Identifiziert man etwa “kurz” mit dem Symbol 0 und “lang” mit dem
Symbol 1, so liefern die Quellwérter (kode) und (tamms) beide das Codewort
(1011111000), wenn keine Trennzeichen verwendet werden.

Eine typische Anwendung von préafixfreien Codes finden wir beim Fernkopieren
(Telefax). Hierbei bilden Sequenzen aus schwarzen bzw. weien Pixeln zeilenweise
die Quellworter {s1, 82, ..., Smax, W1, W2, - .., Wnax }. Diese werden mit einem opti-
malen PF-Code binar codiert und dann tbertragen.

Eine wichtige Frage ist daher, wann zu einem gegebenen Quellalphabet X’ =
{z1,...,2m}, einem Codealphabet Y = {yi,...,y4} und gegebenen Codewortlan-
gen ni,...,n, ein prifixfreier Code mit eben diesen Codewortlingen existiert.
Eine Antwort hierauf gibt der folgende Satz. Die Bezeichnungen stimmen mit
denen aus Definition 5.2.2 {iberein.

Satz 5.2.1. (Kraft (1949), McMillan (1959))
Fir jeden eindeutig decodierbaren Code mit Codewortlingen ny,...,n,, gilt

Y od <1 (5.2.1)
Jj=1
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Gilt umgekehrt (5.2.1) fiir Zahlen n,,...,nm € N, so existiert ein prifixfreier
(insbesondere also e.d.) Code mit Codewortlangen ny,...,Nmy.

Beweis. Sei g ein e.d. Code mit Wortldngen n;,...,n,,. Fir £ € N bezeichne
Be = #({j | nj = £}) die Anzahl der Codeworter der Lange £ und r = maxj<j<m n;
die maximale Codewortlange. Fiir alle k € N ist dann

m k r k k-r
(L) = (Lpeat) =L wea,
=1 =1 =k

wobei
ye= > Biv- Bin, L=k,....k-T.
11,1k €{1,...,r}
t1+...tip=L

v¢ ist gerade die Anzahl der Quellworter aus U:°=1 X7, deren Codewort die Lange
£ hat und die aus k einzelnen Codewortern zusammengesetzt sind, £ = k,... k-r.
Wegen der eindeutigen Decodierbarkeit von ¢ besitzt jedes Codewort hochstens ein
Quellwort. d’ ist die maximale Anzahl der Codewoérter der Lange £, so da8 v, < d*
fir alle £ = k,...,k-r. Es folgt fir alle k € N

k-r

m k
(Zd‘“i) <N 1=kr—k+1<k-r
j:l =k

YAk =1 (ko ),
Jj=1

woraus (5.2.1) folgt.

Umgekehrt seien ohne Einschrankung der Allgemeinheit nqy <.+ < n, € N mit
E;’f__l d™" < 1. Wir konstruieren Worter g; € Y™, j = 1,...,m, die einen
PF-Code K = {g,,---,9m} bilden. Fiir a € Y, £ < n,,, bezeichne

N(a)={b€ Y™ | a ist Prafix von b}.

Wahle nun beliebig g, € Y". Es gilt #(N(g,)) = d"~~™. (5.2.1) impliziert
i drm T < dPmalso dtm ™ < d falls m > 2. Somit gilt Y \ N(g,) # 0
und folglich existiert g, € Y"?, das ¢, nicht als Prafix enthalt.

Dieses Verfahren 138t sich fortsetzen, falls m > 3. Es gilt #(N(g,)) = d"™~"? und
wegen (5.2.1) d"m~™ 4 d*m="2 < d"m. Da Y™ \ (N(g,) UN(g,)) # 0, existiert
ein Wort g4 € Y2, das weder g, noch g, als Prafix enthélt.

Die m—fache Anwendung dieses Verfahrens fiihrt zu der Menge KX = {g,,...,9m },
die mit g(z;) = g, 3 =1,...,m, einen prafixfreien Code fiirr X" liefert. n

Der zweite Teil des Beweises 1aft sich in ein konstruktives Verfahren zur Be-
stimmung eines prafixfreien Codes mit vorgegebenen Wortlangen ny < --- < ng,,
umsetzen. Wir betrachten hierzu einen vollstandigen Baum der Tiefe n,, mit Grad
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d. Die d direkten Nachfolger jedes Knotens werden hierbei jeweils aufsteigend ge-
ordnet. Jedes Codewort aus U;':l Y7 kann dann mit einem Knoten des Baums
identifiziert werden, indem seine Komponenten eindeutig den Weg beschreiben,
der von der Wurzel zu dem entsprechenden Knoten fiihrt. Ist etwa y; die k-
te Komponente eines Codeworts und befindet man sich zur Zeit £ — 1 in einem
bestimmten Knoten, so gehe man beim nachsten Schritt in den j—ten direkten
Nachfolger dieses Knotens. Zur Zeit 0 startet man in der Wurzel des Baums.
Einen Code mit vorgeschriebenen Codewortlidngen erhélt man nun folgen-
dermafBen. Wahle einen beliebigen Knoten auf der n;—ten Stufe. Alle nachfolgen-
den Knoten fallen wegen der Prafix-Forderung als mogliche Codewérter aus. Die
Bedingung z;n=1 d™™ < 1 stellt jedoch sicher, dafl mindestens ein Knoten auf der
ne—ten Stufe als Codewort verbleibt. Wahle diesen als zweites Codewort. Wieder
verbleibt mindestens ein Knoten auf der ns~ten Stufe. Dieses Verfahren 148t sich
fortsetzen, bis m Codewdrter mit den vorgeschriebenen Lingen entstanden sind.

Die Giite einer Codierung g : X — |Jjo, V' wird nun durch ihre erwartete

Codewortlange bewertet. Hierzu ordne unter den Bezeichnungen von Definition
5.2.2 die Abbildung

NgX 5> N:z;n;

jedem Quellbuchstaben z;, j = 1,...,m, die Lange seines Codewortes zu. Ist X
nun wie in Definition 5.2.1 eine diskrete gedachtnislose Quelle, so bezeichnet

7 =n(g) = E(N,) = an - P(X = ;)

die erwartete Codewortlange. Der Erwartungswert i = 7i(¢) hangt iiber die Zahlen
n; von der verwendeten Codierung g ab; er ist eng mit der Entropie H(X) der
Quelle verbunden.

Satz 5.2.2. (Noiseless coding theorem, Shannon (1948))
{Xn}neN sel eine diskrete, gedichtnislose Quelle mit Alphabet X = {z1,...,ZTm}
und Entropie H(X). Y = {y1,..-,v4}, d > 2, sei ein Codealphabet.

a) Fiir alle eindeutig decodierbaren Codes g mit Wortlangen n,,...,n, € N gilt

H(X)
logd

< @(g). (5.2.2)

b) Es existiert ein prafixfreier Code g mit Wortlingen n;,...,n,, derart, daB8

n(g) < fllo(g—}f} +1 (5.2.3)
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Man beachte, daf} in Satz 5.2.2 die Gedachtnislosigkeit der Quelle —im Modell
die stochastische Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen X,, — keine Rolle spielt, von
Bedeutung ist lediglich die identische Randverteilung PX» = PX. Der Faktor log d
verschwindet, wenn von vorneherein Logarithmen zur Basis d gewéhlt werden.

Beweis. a) Mit der Abkiirzung p; = P(X ==z;), j=1,...,m gilt

m 1 m m d-"
H(X)—ﬁlogd:ij-log———ij-nj-logd= ijlog .
=1 pJ =1 i=1 7
i j =
P
m - " (5.2.4)
<loge i(—— —1)) =loge d"—-1
sise( 2w -) w3 1)
1=1 j=1
p;j#0 pi#0

In (5.2.4) wurden die Konventionen (5.1.2) und die Ungleichung (5.1.10) eingesetzt.
Satz 5.2.1 lehrt, dafBl die rechte Seite fiir alle e.d. Codes nicht positiv ist, woraus
a) folgt.

b) Wir weisen die Existenz eines PF-Codes mit Wortlangen n;,...,n, nach.
Wibhle n; hierzu so, da§

d™" <pj<d™™t 1<j<m. (5.2.5)

Danngilt 3772, d™" < 3777, p; = 1 und nach Satz 5.2.1 existiert ein PF-Code mit
Wortléngen ny,...,ny,. Logarithmiert man die rechte Seite von (5.2.5) und formt

dquivalent um, erhalt man n; < —%+1. Es folgt 37, pjnj < H(X)/logd+1.

Das ist die Behauptung. ]

Wahlt man also nj = [—%ﬂ, j=1,...,m, so existiert ein PF-Code g mit
Wortléngen nj, dessen erwartete Codewortldnge um hochstens 1 schlechter ist als
die bestmogliche. Nach dem Beweis von Satz 5.2.1 haben wir gesehen, wie man
einen solchen Code mit Hilfe von vollstandigen Baumen konstruiert.

Satz 5.2.2 a) prazisiert die Aussage des einfiihrenden Beispiels, wenn ja/nein—
Fragestrategien als binare Codierung interpretiert und Logarithmen zur Basis zwei
gewahlt werden. (5.2.2) besagt dann 7 = E(N) > H(X) fiir alle Fragestrategien.

Codiert man nicht jeden einzelnen Buchstaben des Quellalphabets sondern
“Blocke” aus Quellbuchstaben, so kann man mit der mittleren erwarteten Code-
wortlange beliebig nahe an die untere Schranke H(X)/logd herankommen. Wir
werden jetzt wesentlich die stochastische Unabhangigkeit der Zufallsvariablen X,
ausnutzen.

Fir eine gedachtnislose Quelle {X,,},eN bezeichne x@) = (X1,...,X1) den
Zufallsvektor aus den ersten L Komponenten. X&) ist wieder eine endlich diskrete
Zufallsvariable mit Wertebereich X'*| fiir die mit Satz 5.1.1 c)

HXWY)=H(X))+ -+ H(X1)=L-H(X) (5.2.6)

folgt.
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Codiert werden jetzt Worter der Lange L des Alphabets X = {z1,...,zm}.
Diese werden aufgefaBt als Buchstaben des Alphabets X = XL und iiber Y =
{v1,...,ya}, d > 2, mit einer injektiven Abbildung ¢(&): ¥ — U2, V' codiert. Die
Abbildung ¢L) heiBt Blockcodierung. n(uy,...,ur) bezeichne die Codewortléinge

von (uq,...,ur) € X bei Verwendung von ¢(L). Die erwartete Codewortlinge ist
dann
A =n@M) = Y  PXi=uy,...,Xp=ur) n(us,...,ur). (5.2.7)

(u1,...,ugJEXL

L) /L ist ein Ma8 fiir die mittlere Codewortlinge pro Quellbuchstabe. Durch
Anwendung von Satz 5.2.2 ergibt sich fiir die spezielle Situation der Blockcodierung
bei diskreten gedachtnislosen Quellen das folgende

Korollar 5.2.1. (Blockcodierung)
{Xn}neN sei eine diskrete, gedachtnislose Quelle, L € N und Y = {y1,...,yd}
ein Codealphabet. Bei Blockcodierung von Wértern der Lange L gilt unter den
Bezeichnungen (5.2.6) und (5.2.7):

a) Fiir alle eindeutig decodierbaren Block-Codes ¢'I) ist

HX) _ #lg?)

ogd = L (5.2.8)
b) Es existiert ein prifixfreier Block-Code ¢() mit
il g¢L) H 1

ne) HX) 1 (5.2.9)

L logd 'L’

Mit wachsender Blocklange L konvergiert die obere Schranke in (5.2.9) gegen
die untere in (5.2.8), so da8 flir genligend grofles L die mittlere erwartete Code-
wortlange beliebig nahe an den optimalen Wert H(X )/ log d herangebracht werden
kann.

Nach Satz 5.2.2 a) kann die erwartete Codewortlénge filir keinen eindeutig
decodierbaren Code kiirzer als die mit logd normierte Entropie der Quelle sein.
Eindeutig decodierbare Codes, die die untere Schranke in (5.2.2) erreichen, wollen
wir absolut optimal nennen.

Gilt fiir die Quelle X, da8 p; = P(X = z;) > 0 fir alle j = 1,...,m, so
existiert ein absolut optimaler, eindeutig decodierbarer Code genau dann, wenn
Zahlen ny,...,n,m € N existieren mit p; = d=", j = 1,...,m. Dies folgt aus
der Tatsache, da8 Gleichheit in (5.2.4) genau dann gilt, wenn d~™ /p; = 1 fiir alle
j=1,...,m.

Ist p; irrational fiir ein j € {1,...,m} fiir eine Quelle X, kann damit kein
absolut optimaler Code existieren.

In der Regel existieren also keine absolut optimalen Codes, und es stellt sich
die Frage nach der Existenz und Konstruktion von optimalen Codes, das sind solche
Codes, die kleinste erwartete Codewortlange unter allen eindeutig decodierbaren
besitzen.
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Definititon 5.2.5. X sei eine diskrete, gedachtnislose Quelle und p; = P(X =
z;j), j = 1,...,m. Ein eindeutig decodierbarer Code g* mit Codewortlangen
ni,...,ny, heifit optimal, wenn

m m
Ag*) =Y _pin; < > pinj = a(g)
7=1 j=1

fiir alle eindeutig decodierbaren Codes g mit Wortlangen ny,...,ny,.

Die Frage nach der Existenz von optimalen, eindeutig decodierbaren Codes
wird durch das folgende Lemma beantwortet.

Lemma 5.2.2. Stets existiert ein optimaler prafixfreier Code.

Beweis. Wegen Satz 5.2.1 mufl nachgewiesen werden, dafl
inf{ijn,- [ (n1,...,nm) € Z} (5.2.10)
=1

fir ein Element des Bereichs Z = {n = (nq,...,n,) € N™ | Z;’;l d—" < 1}
zuldssiger Punkte angenommen wird. Bezeichne hierzu

M= {n'=(nl,...,n,,) € Z | es existiert kein n = (n4,...,n,) € Z

mit » # n' und n; < nf; firalle j =1,...,m}.

die Menge der minimalen Elemente in Z bzgl. der komponentenweise Halbordnung
in N™. Es gilt M # (. Denn angenommen, Z besitzt keine minimalen Elemente.
Dann gibt es fir alle n = (ny,...,nm) € Zeinn' = (n},...,nl,) € Z, n #n/,
mit n'j < nj fir alle j = 1,...,m, im Widerspruch dazu, da8 fir jedes n € Z
die Menge {n' | n; < n; fiiralle j = 1,...,m und n} < nj, fir ein jo} endliche
Maéchtigkeit besitzt.

Da die Zielfunktion E;":l pjn; monoton steigend in der komponentenweisen Halb-
ordnung ist, &ndert sich das Infimum in (5.2.10) nicht, wenn dort Z durch M C Z
ersetzt wird.

Angenommen in M gibt es eine unendliche Folge von verschiedenen Elementen
{nk}reN, nx = (nk,1,...,nk,m). Dann gilt wegen der Minimalitat der ng, daB fiir
alle k eine Komponente £(k) existiert mit ngyq ¢x) < 1k gk). Somit existiert eine
Komponente £y mit ngiye, < nge, fur unendlich viele £ € N. Dies fithrt zum
Widerspruch, da ny ; > 1firalle y =1,...,m, k €N.

Damit ist M endlich und das Infimum in (5.2.10) wird in einem Punkt n* € M C Z
angenommen. Wegen Satz 5.2.1 existiert ein zugehdriger prafixfreier Code. u

fi(g*) aus Definition 5.2.5 heifit auch reale Entropie der Quelle X. Korollar
5.2.1 gibt einen Zusammenhang zwischen realer Entropie und der Entropie H(X).

Da bei Blockcodierung fiir jeden optimalen Block-Code g(I)*

H(X)/logd < a(¢'P*)/L < H(X)/logd + 1/L
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gilt, konvergiert die Folge der normierten realen Entropien {7i(¢{¥)*)/L}1en gegen
die Entropie H(X).

Der Beweis der Existenzaussage von Lemma 5.2.2 gibt keinen Hinweis zur
Konstruktion optimaler Codes. Dies gelingt jedoch mit dem im folgenden beschrie-
benen Huffman-Verfahren, dessen Kernstiick das folgende Lemma bildet. Wir wer-
den hier nicht auf den Beweis eingehen, er findet sich etwa in Ash (1965), Gallager
(1968), Oberschelp & Wille (1976) und Topsge (1974). Ferner werden wir nur
binére Codierung tiber dem Alphabet ) = {0,1} betrachten.

Lemma 5.2.3. X sei eine diskrete Quelle mit Alphabet X = {z1,...,zm} und
Wabhrscheinlichkeiten p; = P(X = z;), j =1,...,m, wobeip; > -+ > pm, pm > 0.
X' sei eine Quelle mit Alphabet X' = {z!,...,z),_} und Wahrscheinlichkeiten
P =pj, j=1,...,m =2, und p;,_; = pm—1 + Pm. Ist ¢’ mit Codewortmenge
K'={g'(z}),.--,¢'(zh,_1)} CUr2e{0,1} ein optimaler, prafixfreier Code fiir X',
so bildet g, definiert durch

9(z;) =4'(z}),i=1,...,m =2,
g(il‘m—l) = (g'(:l:lm_l),()), g(l’m) = (9'(50:71—1),1)1
einen optimalen, préafixfreien Code fiir X.

Beim Huffman-Verfahren wird Lemma 5.2.3 rekursiv angewendet. Es wird
eine Folge von Quellen konstruiert, indem jede aus der Vorgangerquelle durch
Addition der beiden kleinsten Wahrscheinlichkeiten wie in Lemma 5.2.3 verkiirzt
wird. Die Folge bricht bei einer Quelle mit Alphabet der Machtigkeit zwei ab,
welches leicht optimal binar mit 0 bzw. 1 codiert werden kann. Riickwartsgehend
werden dann mit der Konstruktion aus Lemma 5.2.3 optimale, préfixfreie Codes

bestimmt, bis man einen optimalen, prafixfreien Code fiir die vorgegebene Quelle
X erhélt.

Das folgende Beispiel mag die Vorgehensweise verdeutlichen. Die sukzessive
verwendeten Codebuchstaben sind in der Graphik fettgedruckt eingetragen, links
daneben befinden sich die Summen der jeweils kleinsten Wahrscheinlichkeiten. Die
Ausgangswahrscheinlichkeiten p; > ... > ps sind absteigend geordnet; dies kann
stets durch Umnumerierung der Quellbuchstaben erreicht werden. In der Spalte
rechts finden sich die Codeworter des optimalen Codes. Die Entropie der Quelle
betragt (bei Verwendung von log,) H(X) = 2.1855, die minimale erwartete Code-
wortlange i(g*) = 2.2.

zj pj 9" (z;)

T 0.3 03 0 00
0.55 0

Ty 0.25 025 1 01

1

T3 0.25 025 0O 10
0.45 1

T4 0.1 01w 0 110

0.20 1
zs 0.1 o010 1 111
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Wir betrachten noch einmal das eingangs von Kapitel 5.2 vorgestellte Bei-
spiel eines Experiments mit finf Ausgéangen X’ = {z,,..., 25} und Wahrscheinlich-
keitsverteilung (0.3, 0.2, 0.2, 0.15, 0.15). Die ja/nein-Antworten auf die gewahlte
Fragestrategie wurden bereits dort als bindre Codierung interpretiert. Wendet man
nun das Huffman—Verfahren zur Codierung dieses Experiments an, so erhilt man
als einen Code g¢* kiirzester, erwarteter Codewortlange unter allen e.d. Codes

z; — (10), 25 — (00), z3 — (01), z4 — (110), z5+— (111)

mit 7i(¢*) = 2.3. Die eingangs betrachtete Fragestrategie fiihrte zu einer Codierung
mit der gleichen minimalen, erwarteten Codewortlinge. Dies beweist jetzt die
behauptete Optimalitdt dieser Fragestrategie.

Ein analoges Verfahren liefert auch bei beliebigem d > 2 mit Codealphabet
Y ={y1,...,ya} einen optimalen, prifixfreien Codes (s. Gallager (1968)). Beson-
dere Aufmerksamkeit mufl man lediglich dem ersten Schritt der Addition der klein-
sten der Wahrscheinlichkeiten p; > -+ > p,, > 0 schenken, und zwar werden ledig-
lich die k kleinsten pm+: - -+ pm—k+1 addiert, wobei k = 2+(m—2)(mod (d—1)). In
allen nachfolgenden Schritten werden dann die jeweils d kleinsten Wahrscheinlich-
keiten addiert. Zur Verdeutlichung dient folgendes Beispiel mit m =6, d=3, ) =
{0,1,2}, k =2+ 4(mod 2) = 2. Es gilt H(X)/log3 = 1.2587, n(g*) = 1.35.

GG N 9*(z;)
T 0.35 035 O 0
T 0.30 030 1 1 1
T3 0.15 015 O 20
T4 0.10 010 1 035 2 21
Ts 0.05 __ 005 O 220
0.10 2
Te 0.05 __005 1 221

Ein interessantes Codierungsverfahren, das unter Umstanden auch dann noch
angewendet werden kann, wenn die Menge der zugelassenen Codes Restriktionen
unterliegt, wurde von Fano vorgeschlagen. Allerdings liefert es nicht notwendig
optimale Codes. In der Regel jedoch liegt die erwartete Codewortlinge in der
Nahe des Minimalwertes. Der Einsatz des Verfahrens kann dann sinnvoll sein,
wenn nicht jeder beliebige Code von einem Codierer realisiert werden kann. Wir
werden in Ubungsaufgabe 5.7 ein Beispiel hierflir kennenlernen.

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist eine diskrete Quelle X mit Quell-
alphabet X = {z1,...,zn}, das iber dem Codealphabet Y = {y1,...,y4}, d > 2,
mit einem prafixfreien Code g : X — |J,_, Y’ maximaler Codewortlinge n € N
codiert wird. Wir erganzen die Codeworter y; = g(xi), deren Lénge n; kleiner
als n ist, durch Konkatenation eines beliebigen Wortes der Lange n — n; iber
Y zu Wortern g;der Lange n, ¢« = 1,...,m. Die eindeutige Decodierbarkeit des
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hieraus entstehenden Codes mit Wortern gleicher Lange bleibt wegen der Prafix—
Eigenschaft von g erhalten, da § : X — Y™ : z; — §; ebenfalls ein PF-Code ist.
Die Zufallsvariable Y = (Yi,...,Ys) = §(X) besitzt wegen der Injektivitdt von §
die gleiche Entropie wie X, die sich mit (5.1.9) iteriert berechnen 1afit zu

HY,...,Ya) = HY) + HY: | V) + -+ H(Yn | (Yoo, Yamr)).  (5:2.12)

Die Idee der Fano—Codierung basiert darauf, die gesamte Unbestimmtheit
H(N,...,Yy) = H(X) durch moglichst wenige Komponenten Yi,...,Y, aus-
zuschopfen. Der folgende Greedy—Algorithmus steuert dieses Ziel mit einer kurz-
sichtigen Strategie an, er 16st das Problem jedoch nicht immer optimal.

Wibhle n € N und die Verteilung von (Y3, ...,Y3) so, daB von links nach rechts
in jedem Schritt die einzelnen Summanden auf der rechten Seite von (5.2.12) ma-
ximiert werden, der gesamte Wert H(X) also durch méglichst wenige Summan-
den ausgeschopft wird. Dies mufl natiirlich so geschehen, da ein zugehoriger
prafixfreier Code § angegeben werden kann, fiir den (ﬁ(X))J. =Y;,j=1,...,n,
gilt. (§(X ))] bezeichnet hierbei die j-te Komponente von §(X).

Wir wollen diese Konstruktion im Fall einer bindren Codierung Y = {0,1}
durchfithren. Zunichst gilt mit der Abkiirzung p; = P(X = z;), t =1,...,m,

PHi=0)=P((EX)h=0= Y p=a
:(§(2i))1=0
und PY1=1)=¢q; =1— ¢,

also fiir die Entropie
H(Y1) = —qolog go — (1 — go)log(1 — qo). (5.2.13)

Dieser Wert ist zu maximieren {iber alle Indexteilmengen T C {1,...,m}, wobei
90 = ;e Pi- (5.2.13) ist maximal fiir go = 1/2, symmetrisch um den Punkt 1/2
und konkav, so daB obiges Maximierungsproblem mit einer Menge Tp gelost wird,
fiir die
1Y pi— l| =min iiber alle T C {1,...,n}. (5.2.14)
i€Tp 2

T bestimmt gleichzeitig den Code § bzw. g. Wir setzen namlich (97(.7:,-))1 =0 fur

alle t € Ty und mit Ty = {1,...,m} \ Tp entsprechend (§(z:)), = 1 fiir alle i € T3.
Analog verfahrt man nun in den beiden Mengen Ty und 111 mit den bedingten
Wahrscheinlichkeiten. Wir verfolgen dies fiir Ty. Es gilt, falls P(Y; = 0) > 0,

P(Y;=0,Y, =0 ;
P(Y;=0|Y;=0)= (fv(y:l()) ) - > B =
! i2(§(z:)1=0,

(9(z:))2=0
und P(Y2=1]Y; =0)=1- g0 = q1)-

Entsprechend seien goj; und ¢;|; definiert. Fir die bedingte Entropie H(Y? | Y1)
gilt
HY; | Y1) =P(Y1 =0)H(Y; | Y1 =0)+ P(Y; =1)H(Y2 | Y1 = 1).
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Sie wird maximal, wenn jede der beiden bedingten Entropien H(Y> | ¥; = 0) und
H(Y2 | Y1 = 1) maximal ist. Wir 16sen dies fiir die erste bedingte Entropie.

maximiere {H(Yz Yy =0)= —qojo log dojo — (1- 'Joio)log(l - QO|0)}

tiber alle Indexteilmengen T' C Ty, wobei gojo = D _;c7 Pi/go- Eine Losung ergibt
sich wie in (5.2.14): Teile die bedingten Wahrscheinlichkeiten p;/qo, ¢ € Tj, so
auf, dafl EiGToo pi/go moglichst nahe bei 1/2 liegt. Tp9 C Tp bezeichnet hierbei
die optimale Indexteilmenge und Tp; entsprechend Tg \ Tyo. Fiir den zugehorigen
Code § setzen wir (§(x,)) = 0 fiir alle 7 € Tyo bzw. (g(:z:,)) =1 fiir alle : € Tp;.
Analog verfahren wir mit 21"1 und spalten in Tyo bzw. Ty, auf.

Mit jeder dieser Teilmengen und allen jeweils neu entstehenden Teilmengen
verfahrt man entsprechend.

Einelementige Teilmengen werden nicht mehr weiter aufgeteilt — der Algo-
rithmus stoppt an dieser Stelle. Es ist klar, daB8 das Verfahren nach héchstens
n = m Schritten abbricht. Spéitestens dann gilt P(Yut1 = ynt1 | Ya,...,Y5) =
(Y1,--+59yn)) = 1, falls P((Y,...,Yn41) = (¥1,---,Yn+1)) > 0. Wegen der not-
wendigen und hinreichenden Bedingung fiir Gleichheit in Satz 3.1.1. b)(i) gilt fir
die bedingte Entropie H(Yn41 | (Y1,...,Yy)) = 0, die dann keinen Beitrag mehr
zur Summe (5.2.12) leistet.

Diese Situation kann auch schon frither eintreten. Gilt P((Y3,...,Yi41) =
(Y15--+,¥k41)) > 0 und P(Yiyr = ypsr | (Y1, Y%) = (v1,...,0)) = 1, fir
(y1,---yr+1) € {0,1}%, so hat man bereits ein eindeutiges Codewort (yi,...,yi)
zugeordnet. Dieser Fall tritt genau dann auf, wenn die entsprechende Index-

menge Ty, .. einelementig ist. Die zugehorige Codewortlinge betrigt dann
k, 1<k<m.

Wir fithren das Verfahren an folgendem Beispiel vor.

pi = P(X =) g(zi)
0.3
0.2
0.1
0.1
0.05
0.07
0.05
0.08
0.03
0.02

0
1

b bt e ek ped e b OO

el ) E= N ==1 ] f e}

== =IO QO PO
i k=l e K=l e E=]

Die waagerechten Linien zeigen an, wo die Aufteilung in zwei Gruppen mit mog-
lichst gleichen, bedingten Wahrscheinlichkeiten vorgenommen wurde. Fir die zu-
gehorige erwartete Codewortlange gilt

A(g) =2-05+3-0.1+4-0.35+5-0.05 = 2.95.
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Die Entropie von X betragt H(X) = 2.8728 bei Verwendung von Logarithmen zur
Basis 2. Der Fano—Code liefert in diesem Beispiel die kiirzeste erwartete Code-
wortlange. Folgender Code g* ist ein Huffman-Code mit der gleichen erwarteten
Codewortlange i(g*) = 2.95. Die Codeworter sind nach fallenden Wahrscheinlich-
keiten der Quellbuchstaben sortiert.

¢*(X) = {00, 10, 110, 0100, 0101, 0110, 0111, 1110, 11110, 11111}

5.3. Binare Suchbaume

Die gleichen Prinzipien, die bei der Konstruktion optimaler Codes verwendet wur-
den, konnen auch bei der Bestimmung effizienter bindrer Suchbaume eingesetzt
werden. Hierbei sollen Elemente einer endlichen Menge S so als Knoten eines
binaren Baumes angeordnet werden, da8 das Wiederfinden durch einen festen Such-
algorithmus in moglichst kurzer Zeit geschehen kann.

Die im vorigen Abschnitt bestimmten binaren Codes lassen sich folgender-
maBen mit den Knoten eines biniren Baumes identifizieren. Wenn man in der Wur-
zel eines vollstandigen bindren Baumes gentigend groler Tiefe startet und jede “1”
mit der Anweisung “Besuche den rechten Nachfolger”, jede “0” mit “Besuche den
linken Nachfolger” identifiziert, so findet sich das j-te Codewort (wj1,...,Wjn;),
wj; € {0,1}, gerade bei dem Knoten, in dem man durch sukzessives Abarbeiten des
Codewortes (wjq, ..., Wjn; ) nach obiger Vorschrift endet. Prifixfreie Codes haben
sich als besonders wichtig erwiesen. Ihre Besonderheit in diesem Zusammenhang
ist, da nach Identifizierung aller Codewérter mit den Knoten eines bindren Bau-
mes kein Knoten Nachfolger eines anderen sein kann. Wére namlich Knoten {
Nachfolger von Knoten k, so mifite das zu k gehdrige Codewort Prifix des zu [
gehorigen sein. Dieses “Nachfolgerverbot” wird bei der jetzt folgenden Konstruk-
tion von Suchbaumen aufgegeben und verhindert eine direkte Anwendung der im
vorigen Abschnitt erhaltenen Ergebnisse, verwandte Methoden jedoch werden auch
hier zum Ziel fiihren.

Wir werden zunachst den Begriff des binaren Suchbaums definieren, wobei
vorausgesetzt wird, dafl der Leser bindre Baume und eine Implementation durch
eine Programmiersprache kennt, etwa in rekursiver PASCAL-Notation, wenn man
die Knoten mit einer Teilmenge der natiirlichen Zahlen identifiziert:

TYPE node = RECORD no: INTEGER;
left,right: Tnode (5.3.1)
END.

Definition 5.3.1. S = {z1,...,zm}, m € N, m > 2, sei eine beziiglich “<”
vollstindig geordnete, endliche Menge mit £ < &2 < ... < Z,,. Ein bindrer
Baum T mit Knoten {zi,...,Zm} heift binarer Suchbaum tiber S, wenn fiir alle
Knoten z; € S, fiir alle Knoten z; im linken bzw. alle Knoten z; im rechten
Teilbaum mit Wurzel z; gilt, da z; < z; < zj.

Die in (5.3.2) dargestellten Baume T; und T sind binére Suchbaume {iber der
Menge S = {1,2,3,...,9,0} C Ny mit der Ordnung 1 <2< ...<0.

Ein geeigneter Algorithmus, um ein Element z € S in einem binédren Such-
baum T iiber S wiederzufinden, ist der folgende:
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O
() () T
(2) (o & ©
O ©® ¢

Binére Suchbaume fiir {1,2,...,9,0} (5.3.2)

Beginne mit der Wurzel des Baumes z*. Ist z < z*, setze 2* = Wurzel des
linken Teilbaums, sonst £* = Wurzel des rechten Teilbaums, bis # = z* oder ein
Nachfolgerbaum leer ist.

Ein solchermaflen strukturierter Algorithmus benétigt bis zum Zugriff auf Kno-
ten z; im Baum T genau Zp(z;) = t; + 1 Vergleiche, wobei ¢; die Tiefe (= Anzahl
der Vorganger) des Knotens z; ist. Zp(z;) heifit Zugriffszeit des Knotens z;; sie ist
eine mefibare Abbildung von S, der Knotenmenge des Baumes, in die natiirlichen
Zahlen, Zr : S — N, und hangt natiirlich von der speziellen Gestalt des Baumes T
ab.

Wir nehmen jetzt an, daB Vorkenntnisse iber die Haufigkeit, mit der auf ein
Element von S zugegriffen wird, in Form einer Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber
S = {z1,...,2m} vorliegen, charakterisiert durch p; = P({z:}), i = 1,...,m.
P heiBt Zugriffsverteilung. In dieser Situation kann die Qualitat eines biniren
Suchbaumes durch die erwartete Zugriffszeit beurteilt werden.

m

B(Zr) =3 (G4 DP@r=t41) = S pk +1).  (533)

i=1

Fir die in (5.3.2) betrachteten Baume T; bzw. T, betragt bei Vorliegen einer
Gleichverteilung P({z}) =0.1,:=1,...,0,

E(Zr,)=29 bzw. E(Zp)=3S5.

Der erste Suchbaum ist daher effizienter als der zweite. Bei einer Zugriffsverteilung
P({i}) =pi,i=1,...,10, mit

(p1,---,p10) = (0.2, 0.2, 0.2, 0.1, 0.05, 0.05, 0.05, 0.05, 0.05, 0.05)

betragt jedoch
E(Zp,)=32  bzw. E(Zr,) = 2.55,

so daB in diesem Fall der zweite Suchbaum die hohere Effizienz besitzt, die damit
offensichtlich von der speziellen Gestalt der Zugriffsverteilung abhingt. Bei fester
Zugriffsverteilung werden solche Suchbiume giinstig sein, die den Knoten mit ge-
ringer Wahrscheinlichkeitsmasse eine groBe Zugriffszeit geben und denen, die mit
groBer Wahrscheinlichkeit auftreten, eine kleine Zugriffszeit.
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Unser Ziel lautet nun, bei gegebener Menge S und Zugriffsverteilung P ei-
nen bindren Suchbaum {iber S so zu finden, daf§ die erwartete Zugriffszeit E(Z7)
klein ist. Wir werden hier keine Algorithmen fiir optimale Suchbdume angeben
(vgl. hierzu Mehlhorn S. 148ff.), sondern durch Vergleich mit der Entropie der
Zugriffsverteilung lediglich fast optimale Suchbdume konstruieren.

Der im folgenden betrachtete “Median—Algorithmus” 148t in schéner Weise
die stochastischen Argumente bei der Untersuchung seiner Eigenschaften hervor-
treten, ohne daf} seine Formulierung von der algorithmischen Seite her groie Miihe
bereitet.

Analog zu Satz 5.2.2 (Noiseless coding theorem) werden wir untere und obere
Schranken fiir E(Zr) aus (5.3.3) angeben. Auf diesem Weg wird das folgende
Lemma benétigt.

Lemma 5.3.1. T sei ein binirer Suchbaum iiber der Menge S = {z1,...,%p},
m > 2, t; bezeichne die Tiefe des Knotens x;. Dann gilt fiir alle 0 < ¢ < 1 die

Ungleichung ¢¥ 1, (1-¢)/2)" <1.

Beweis. Fiirm(k) = #({x;[t.- = k}), die Anzahl der Knoten mit Tiefe k, k € Ny,
gilt m(k) < 2%, da T ein binirer Baum ist. Es folgt

5 (5 =S (159 < S

=1-(1-¢™H <1, .
Im folgenden sei (py,...,pm), pi >0, Y i, pi = 1, eine gegebene Zugriffsver-
teilung auf der Menge S = {1,...,Tm}-

Satz 5.3.1. H = H(p,,...,pm) sei die Entropie der Zugriffsverteilung. Dann gilt
fiir alle binaren Suchbdume T iber S = {z1,...,Tm}

H-y
max {W} < E(Z7), (5.3.4)

wobei b > 0 die Basis von “log” ist, die auch bei der Berechnung von H verwendet
wird.

Beweis. Fiir 0 < ¢ < 1 bezeichne ¢' = ;c und ¢; = c(l_c) =1,.

wobei t; wie oben die Tiefe des Knotens z; bedeutet Dann gilt ¢; + = ( og q,
log c)/logc +1 und

loge

E(Zr)=) piti+1)=1- Togs

i=1

Mit Hilfe von (5.1.10) und Lemma 5.3.1 erhalten wir die Abschétzung

1 m
+ @‘ ;p; log qi (5.3.5)

m m
H(pi,-..,pm)+ > _piloggi = Zpelogz%
- 1

i=1
=loge Z p,-lnfi =loge( 2 p';‘% - ) <0,
i=1

i=1 =
pi#0 pi#0
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die mit (5.3.5), da log ¢’ <0,
loge H 1 d H —log(c'/c)
E(Zr)>1- - = log——-H)=—-—2=2"17
(Zr) 2 loge! logc logd (og c ) log(1/¢")
liefert. y = log -Cci = log 1=¢ durchlauft mit 0 < ¢ < 1 alle reellen Zahlen, so da

bei Exponenten zur Basis b > 0 gilt: b~Y = ¢/c, bzw. 2+ b7¢ = 1/c'. Insgesamt
erhalt man E(Z7) > WH{;%—'T fiir alle y € R, woraus die Behauptung folgt. u

Aus (5.3.4) folgt fiir den speziellen Wert y = 0 die untere Schranke
H/log3 < E(Zr) (5.3.6)
fiir alle bindren Suchbaume T. Eine bessere, implizite Schranke lafit sich aus Satz
5.3.1 ableiten, indem man dort y = log(E(Z7)/2) einsetzt und die entstehende
Ungleichung nach H auflost.

Korollar 5.3.1. Unter den Bezeichnung von Satz 5.3.1 gilt fiir alle biniren Such-
bdume T':

H < E(Z7)+log E(ZT) + loge — 1.

Ein binarer Suchbaum T, der die untere Schranke in (5.3.4) erreicht, ist
bezliglich der erwarteten Zugriffszeit sicher optimal, “absolut optimal” im Sinn
von Kabpitel 5.2. Im allgemeinen wird ein solcher Suchbaum jedoch nicht existieren.
Analog zu Satz 5.2.2 b) geben wir jetzt konstruktiv einen biniren Suchbaum T*
an, fur den E(Z7.) nicht weit entfernt von der unteren Schranke aus (5.3.4) bzw.

(5.3.6) liegt.
Satz 5.3.2. H = H(py,...,pm) sei die Entropie der Zugriffsverteilung. Dann

existiert ein bindrer Suchbaum T* fir S = {z1,...,Tm} mit
H
. < —_— . . .
E(ZT)_log2+l (5.3.7)

Die Konstruktionsidee fiir einen solchen Baum 7™ beruht darauf, die Summe
der Wahrscheinlichkeiten im rechten und linken Teilbaum jedes Knotens moglichst
gleich zu machen. Genauer, sind z4,...,2, € §,1 < £ < r < m, als Knoten eines
binéren Teilbaumes anzuordnen, so wahle z; als Wurzel dieses Teilbaumes, wenn

k—1 r k r
2_pi< % d.pj wd ) p;> % > p; (5.3.8)
j=t j=t j=t

i=t
Verfahre mit den Knoten z¢,...,zk—1 bzw. Zg+1,. .., 2z, genauso bis £ > k—1 bzw.
r<k+41.

Ein Beispiel mag die Vorgehensweise verdeutlichen. Sei S = {z1,...,z10},

z; < T3 < ... < z19 und die Zugriffsverteilung

(p1,..-,p10) = (0.2, 0.1, 0.05, 0.3, 0.05, 0.03, 0.08, 0.03, 0.1, 0.06).
Dann ist E;=1 pj > % erstmalig, und z4 bildet die Wurzel des Baumes. Im linken
Teilbaum verbleiben die Knoten z;,z2,23. Es gilt p; =02 > E?___l pj = 0.35/2,
so da z; Wurzel des linken Teilbaums ist, im rechten Teilbaum gilt E?:s Pi =

0.18 > %E:is pj = 0.35/2 erstmalig, so dafl x5 Wurzel des rechten Teilbaums

wird. Fihrt man das Verfahren vollstdndig durch, entsteht der folgende binare
Suchbaum.
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Der Algorithmus zur allgemeinen Konstruktion solcher ausgewogenen binaren
Suchbaume wird durch die folgende rekursive Prozedur in PASCAL-Notation mit
dem Datentyp node aus (5.3.1) beschrieben.

FUNCTION bintree(l,r: INTEGER): Tnode;
VAR z: Tnode;
m: INTEGER;

BEGIN

{ bestimme Index m zwischen ! und r mit ausgeglichenen
Wahrslcheinlichkeiten, d.h.
Z?:z p; < %E,r'ztph E;}_—zpj 2 %Z;:lpj }3
new(z); z].no:=m;
IF 1<=m-1 THEN z].left:=bintree(l,m-1)
ELSE zT.left:=NUL;
IF m+1<=r THEN zl.right:=bintree(m+1,r)
ELSE zf.right:=NUL;
bintree:=z; (5.3.9)
END;

Zum Beweis von Satz 5.3.2 benétigen wir noch

Lemma 5.3.2. Fir jeden Teilbaum mit Wurzel z; und Knoten Tgy oo s Thyeo oy Tr
eines ausgewogenen Suchaums T* aus (5.3.9) gilt Z;:z p;j < 27%, insbesondere

also py < 2_t:, wobei t die Tiefe des Knotens z bezeichnet.

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch Induktion iiber die Tiefe der Wurzeln. Ist
zk, Wurzel von T*, so gilt ¢ =0, also 3.7, p; < 27 % = 1.
zy sei Wurzel des Teilbaums mit Knoten z,,...,zg,...,z, und gelte E;=z p; <

2% Fiir den linken und rechten Teilbaum gilt dann wegen (5.3.8) E;:; pj <

27%~1 und E;=k b < 27 %1 wobei Summen mit leerem Indexbereich zu 0
gesetzt werden. Die Tiefe der Wurzel des linken bzw. rechten Teilbaums betrigt
gerade t + 1, falls dieser nichtleer ist, woraus die Behauptung folgt. n

Der Beweis von Satz 5.3.2 fallt jetzt leicht. Mit Lemma 5.3.2 gilt fiir einen

nach (5.3.9) konstruierten Baum T*, da8 p; < 274 fiir alle j = 1,...,m, also
log pj < —t}log2. Es folgt

m 1 & H(pi,y.. ,pm)
E(Zps) = M+ < ——— ; 1=t ],
( T ) ;p}l( ] + )-— 10g2 ;P; logp] + 10g2 +
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Wir sind jetzt in der Lage, einen binaren Suchbaum T* zu konstruieren, dessen
erwartete Zugriffszeit mit Hilfe von (5.3.6) und (5.3.7) beurteilt werden kann, und
zwar

H H
E . < o . '1
Iog3 < (Z1+) 5 +1 (5.3.10)
Ist die Zugriffsverteilung eine diskrete Gleichverteilung auf S = {z1,...,zm}, be-

deutet (5.3.10) wegen Satz 5.1.1 a)(ii) unter Verwendung von Logarithmen zur
Basis 2

log, m/logy 3 < E(Z7+) <logy,m + 1.

Mit den gleichen stochastischen Hilfsmitteln kénnen analoge Aussagen zu Satz
5.3.1 und 5.3.2 fir den Fall bewiesen werden, daf8 nicht alle Elemente des relevan-
ten Universums im Baum abgespeichert sind und die Wahrscheinlichkeiten ¢; dafiir
bekannt sind, dafl Elemente des Universums zwischen jeweils abgespeicherten Ele-
menten z; und z;4, liegen (vgl. Mehlhorn S. 164 ff).

Der Algorithmus zur Konstruktion des entsprechenden fast optimalen Such-
baums, der Blitter mit vorgegebenen Wahrscheinlichkeiten an einer geeigneten
Stelle im Baum hinzufiigen mu8}, basiert auf dem Prinzip “strikter Halbierung”.
Seine algorithmische Darstellung ist recht aufwendig.

5.4. Stationdre Quellen und Markoff—Quellen

In Definition 5.2.1 haben wir diskrete, gedachtnislose Quellen als Folge stochastisch
unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen {X,}n,eN mit diskreter Rand-
verteilung modelliert. Diese spezielle Struktur der Quelle kam dann bei Block-
codierung in Korollar 5.2.1 zum Tragen: die Entropie einer Signalfolge der Lange
L betragt gerade das L-fache der Entropie von X;. Mit jeder weiteren betrach-
teten Stelle in der Signalfolge erhoht sich die Unbestimmtheit um den gleichen
konstanten Betrag.

Allerdings ist das Modell der stochastischen Unabhéngigkeit der Komponen-
ten in vielen Fallen zu einfach. In der deutschen Sprache etwa taucht keine Sequenz
von fiinf Konsonanten hintereinander auf, die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten
eines bestimmten Buchstabens ist sicher nicht unabhangig davon, welche Buchsta-
ben vorher aufgetreten sind. Bei der Modellierung vieler praktisch relevanter Situa-
tionen sollten daher auch Abhéngigkeiten zwischen den Komponenten zugelassen
sein.

Die Frage stellt sich, wie man sinnvoll die Entropie solcher Quellen definiert.
Im Fall abhéngiger Zufallsvariablen verhalt sich wegen Satz 5.1.1 ¢) die Entropie
nicht additiv, da —anschaulich gesprochen— jedes Signal auch Information iber
andere tragt, der Zuwachs an Information bei jedem neu beobachteten Signal damit
kleiner ist als im stochastisch unabhangigen Fall.

Fiir stationéire Verteilungen P{X»} werden wir im folgenden eine verniinftige
Definition der Entropie der zugehérigen diskreten Quelle {X,}neN angeben. Er-
innert sei an Definition 3.2.3.

FEine Folge von Zufallsvariablen {X, }nen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum

(R, A, P) heiit stationir, wenn fiir alle Auswahlen s,k,i,,...,ix € N gilt,

daB P(Xil"”’X"k) — P(X;1+,,...,X,'k+,).
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Definition 5.4.1. Eine stationire Folge {X,}neN von Zufallsvariablen, deren
Randverteilungen PX» = PX den endlichen Wertebereich X = {z1,...Tm}, m €
N, besitzt, heiit diskrete, stationare Quelle. X heiflt Quellalphabet.

Wie in (5.2.6) bezeichne X (&) = (X,..., X ) den Zufallsvektor aus den ersten
L Komponenten von { X, }neN.

H(X(L))=— E P(X; =uy,...,Xp =ur) - logP(X; =uy,...,X1 =ur)

Upyeen,tf EX

ist dann die Entropie von X (), sie ist wegen Lemma 5.1.1 monoton nicht fallend
in L, und es gilt mit Satz 5.1.1 ¢), daf H(X®) < T2 H(X)).

Die Mittelung —};H (X (L)) ist ein MaB fiir die Unbestimmtheit pro Kompo-
nente, in das die Auswirkung von Abhangigkeiten bis zur Weite L mit einbe-
zogen wird. Das folgende Lemma zeigt, daB limp oo H(X (L))/ L fir stationare
Quellen existiert und mit der bedingten Entropie von X, gegeben alle Vorganger
Xi1,...,X—1, im Limes iibereinstimmt.

Lemma 5.4.1. {X,}.eN sei cine diskrete, stationire Quelle. Dann gilt

a) {H(XL | (X4, .. ’XL_I))}LEN ist monoton nicht wachsend.
b) H(Xp|(X1,---,X-1)) < %H(X(L)) fir alle L € N.
c) {%H(X(L))}LGN ist monoton nicht wachsend.
.1 .
d) Jim -I:H(X(L)) = nglooH(xL (X1, X1-1)),

wobei die in d) auftretenden Limites existieren.

Beweis. Ist (X,Y, Z) ein diskreter Zufallsvektor, so gilt allgemein
H(X|(Y,2)) <H(X|Y) (5.4.1)

Dies beweist man nach Einsetzten der Definition (5.1.6) vollig analog zur Unglei-
chung (ii) aus Satz 5.1.1 b). Ungleichung (5.4.1) zusammen mit der Stationaritat
von {X, }neN liefert

H(XL | (Xl’---aXL—l)) SH(XL l (Xg,...,XL_l))
= H(Xp-1 | (X1,---,X12)),

also Behauptung a).

b) Die Entropie von X () 1aBt sich wie in (5.1.9) iteriert, bedingt berechnen, so
daB mit (5.4.1)

| =

%H(X(L)) = 2 {H X o)+ B (XL | (X, X))
= 2{HOO) + B | X))+ + H(XL | (X, Xpm) )

2
> H(Xy | (X1, Xp-1)),
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also die behauptete Ungleichung folgt.
¢) Mit Hilfe von b) erhalten wir

H(X(L)) = H(X],. ",XL—I) +H(XL | (XI,"'aXL—l))
< H(xO) + (o),

so dafl nach Zusammenfassen der linken und rechten Seite dieser Ungleichung

1

1
lpxwy <L
THX®) < -

H(X(L_l))

fiir alle L € N folgt.
d) Die Existenz der Limiten ergibt sich aus der Monotonie der Folgen in a) und
c), die beide nach unten durch 0 beschrankt sind.

DaB limz o0 H(XL | (X1, -- ,XL_I)) <limj_, %H(X(L)) ist eine Konsequenz
von b). Die umgekehrte Ungleichung leiten wir folgendermaf8en her.
Fiir alle k, L € N gilt mit Lemma 5.1.1, (5.4.1) und b):

1

(L+k)
T3 )

1

= m{H(XL+k | (X150 s Xpgk-1)) + -+ H(Xp41 | (X3,...,X1))

+H(Xy | (X1, Xp00) + H(X, ., Xpo1) |

1 k+1

S —_"'__EH(XI"-"XL-—I) + mH(XL | (X19~ . °’XL—1))

Mit £ — oo konvergiert der erste Summand gegen 0, der zweite Summand gegen

H(Xp | (X1,--.,X1-1)), so daf fiir alle L € N gilt

1 ,
lim EH(X“ ) <H(Xp | (Xy,y---, Xp-1))

L!'—oc0
Der Grenziibergang L — oo liefert dann Behauptung d). "

Definition 5.4.2. {X,}.eN sei eine diskrete, stationire Quelle. Dann heiBt
E({Xn}) =limy_, o %H(X(L)) die Entropie der Quelle.

Bei Blockcodierung von Wortern der Lange L iber dem Quellalphabet X' =
{z1,...,2m} mit Hilfe von Codes ¢() : XL — Ui YL Y ={y1,...,ya}, d>2,
ein Codealphabet, erhalten wir als Konsequenz aus Satz 5.2.2 auch bei stationiren
Quellen das folgende Korollar. 7(g(l)) bezeichnet wie in (5.2.7) die erwartete

Codewortlinge bei Verwendung des Codes g(L).

Korollar 5.4.1. {X,}.eN sei eine diskrete, stationire Quelle. Fir alle e > 0
existieren L € N und ein Blockcode ¢g‘I) derart, da8

AH({X.}) _n(g®)  H({X.})
ogd = L < Tlogd

+e.
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Beweis. Wegen Satz 5.2.2 existiert ein prafixfreier Blockcode ¢(%) mit der Fi-
genschaft

H(xX®) H(x®D)
logd logd

Nach Division durch L erhélt man mit Lemma 5.4.1 b)

<a(g™) < +1.

A(X)  HX®) a@®) HED) 1

logd = Llogd = L < Llgd T’

Die rechte Seite konvergiert mit L — oo gegen H({Xn})/logd, woraus die Be-
hauptung folgt. ]

Im folgenden Beispiel werden wir fiir eine stationare Quelle { X, }neN mit dem
Huffman—Verfahren einen optimalen Blockcode der Lange L bestimmen und dann
iiber den Zusammenhang in Korollar 5.4.1 H({X,}) bestimmen.

Sei X = {z;,7,,23} ein dreielementiges Quellalphabet und {Z,},en eine
Folge stochastisch unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit Vertei-
lung P(Z, = z3) = § = P(Z, = z3),n € N. Ferner sei U eine B(1,1)-verteilte
Zufallsvariable (d.h. P(U =0) = 1 = P(U = 1)) so, daB {Zn}nen und U stocha-
stisch unabhangig sind. Setze

Xn=2,U+2,(1-U), neN. (5.4.2)

Dann ist {X,}.eN eine stationire Folge, denn

(s ) - [ o

=

{t1u+2Z;(1-w) < zj})dPU(u)

2

)|
-

{zriu+Z;4,(1—-u) < z,}) dPY(u)

I
~—
gy

=

<.
Il
—

k

= P( ﬂ{$1U+ Zi,-+s(1 - U) < ZJ}) = P( ﬁ{Xij+’ = Zj)

7j=1 j=1

fiir alle s,41,...,7k € N, 21,...,2; € R, nach Lemma 3.1.4 iber das Rechnen mit
bedingten Verteilungen.

Eine mogliche Interpretation der stationaren Quelle (5.4.2) ist, da8 mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit die Signale z; oder z3 ausgesendet werden oder die kon-
stante Folge {z1}, etwa wenn die Quelle defekt ist. In beide Zustadnde gelangt
die Quelle mit gleicher Wahrscheinlichkeit, U hat die Funktion eines “zufalligen
Schalters”.

Bei optimaler bindrer Blockcodierung von Wortern der Lange L iiber dem
Codealphabet ) = {0,1} erhalten wir mit dem Huffman-Verfahren aus Lemma
5.2.3:
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u@ P(XD = ) nj, j=1,...,2F +1
J
1 (.’El,...,:tl) 1/2 1
2 (uny... ug), | V2128 =1/2"4 L+1
: u; € {332,.'23}, : :
2L 41 | =Ll | yp.qy0t— 10t L+1

Dies liefert fiir den zugehorigen Code g*(L)

a(g*®) = 1/2 4+ (L + 1)(2L /21 = (L + 2)/2.
Bei Verwendung von Logarithmen zur Basis 2 folgt dann mit Korollar 5.4.1

Al P) _ o L+2 1

H({Xa}) = fim Tite 2L 2

Wir werden im weiteren solche stationiren Quellen untersuchen, bei denen
Abhangigkeiten zwischen dem Auftreten einzelner Buchstaben nicht beliebig weit
reichen (gemessen durch die Differenz der Indizes) sondern nur iiber endlich viele
Stufen bestehen. Die Buchstabenfolgen von natiirlichen Sprachen kénnen in ihrem
stochastischen Verhalten gut durch solche Modelle approximiert werden. In Kapitel
3.2 wurden Markoff-Ketten behandelt, das sind Folgen von Zufallsvariablen, deren
bedingte Verteilungen PX»lXn-1.-2X1) fiir alle n € N nur vom unmittelbaren
Vorganger X,,—1, nicht aber von X,,_3,...,X; abhangen. Mit Hilfe von Markoff-
Ketten werden wir obige Vorstellung von nur endlich viele Indizes weit reichenden
Abhéangigkeiten prazisieren.

Definition 5.4.3. {Z,}.eN sei eine homogene Markoff-Kette mit endlichem Zu-
standsraum 8§ = {s1,...,8,}, T € N, X = {z1,...,Zm}, m € N, ein Alpha-
bet und f : § — X eine Abbildung. Die Folge {X,}nen der Zufallsvariablen
X, = f(Z,), n €N, heiit diskrete Markoff-Quelle mit Quellalphabet X'. f heiBt
assoziierte Funktion.

Im folgenden werden die ﬁbergangsmatrizen von Markoff-Ketten {Z,}neN
mit II = (pij)1<i,j<r bezeichnet.

Markoff-Ketten mit endlichem Zustandsraum werden nicht direkt als Markoff—
Quellen definiert, sondern erst nach Dazwischenschalten einer assoziierten Funk-
tion f, weil auch weiterreichende Abhéingigkeiten als nur einstufige miterfafit wer-
den sollen. Folgendes Beispiel verdeutlicht den Einsatz einer assoziierten Funktion

f.

Betrachtet wird eine diskrete Quelle {X,}nen mit bindrem Quellalphabet
X = {0,1}, bei der die Verteilung des Buchstabens zu einem bestimmten Zeitpunkt
n homogen lediglich von den Buchstaben zu drei Vorgangerzeitpunkten abhangen
soll. Wir wahlen dann

S={0’1}3 ={31v"'738}

(5.4.3)
= {(000), (001), (010), (011), (100), (101), (110), (111)}
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und {Z,}neN als homogene Markoff-Kette mit Zustandsraum S. Die Zustande
S1,...,88 € S werden als “Ausschnitte” der Lange drei aus 0-1-Zahlenfolgen ge-
deutet, so daf# die Ubergangsmatrix I = (pi;)1<i,j<s folgende Struktur besitzen

muf
(P11 P12 60 0 o0 0 O 0\

0 pa3 pa 0 0 O

0 0 0 0 P35 P36 0 0
o o o o0 0 0 pu pus

T=lps p2 0 0 0 0 0 0 (5.4.4)
0 0 P63  DPes 0 0 0 0

0 0 0 pis pe O 0
\0 0 0 0 0 0 ps7 Pss)

Lediglich die mit “p;;” notierten Elemente dieser Matrix kénnen von 0 verschieden
sein. Die assoziierte Funktion zeigt dann sukzessive die neu auftretenden Buchsta-
ben, also wihlt man f als Projektion auf die dritte Komponente.

f:8 > X:(uy,ugz,u3) — us. (5.4.5)

Insgesamt sind dann Abhangigkeiten iiber drei Indizes hinweg durch eine mit f
transformierte Markoff-Kette modelliert.

Ist die Anfangsverteilung der Markoff-Kette {Z,} einer Markoff-Quelle sta-
tionar, so bildet {Z,},en und damit {X,, },en eine stationdre Folge von Zufallsva-
riablen. Die Entropie H({X,}) existiert in diesem Fall als Grenzwert (vgl. Defini-
tion 5.4.2), der im allgemeinen schwierig zu bestimmen ist. Fiir einen bestimmten
Typ von Markoff-Quellen 148t sich die Entropie jedoch relativ leicht berechnen.

Definition 5.4.4. Unter den Bezeichnungen von Definition 5.4.3 sei {Xn}neN
eine Markoff-Quelle mit zugehériger stationirer Markoff-Kette {Z,}neN und as-
soziierter Funktion f. Fir sy € S bezeichne R(sx) = {s¢ € § | pre > 0} die
Menge der in einem Schritt von sy aus erreichbaren Zustinde. {X,}neN heiBt
dann unifilar, wenn fiir alle sy € S, s; # s; € R(si) gilt, daB f(s;) # f(s;).

Unifilar bedeutet, da88 die Restriktion von f auf R(sx) fiir alle s € S injektiv
ist. Damit erzeugt jeder Zustand, der von s aus in einem Schritt erreicht werden
kann, iiber f einen anderen Buchstaben des Quellalphabets. Offensichtlich bestim-
men dann der Zustand zur Zeit n € N und der Buchstabe zur Zeit n + 1 eindeutig
den Zustand zur Zeit n + 1.

Die Markoff-Quelle aus (5.4.3)—(5.4.5) ist unifilar, wie man leicht anhand der
Definition nachpriift.

Satz 5.4.1. Fir jede unifilare (und damit stationire) Markoff-Quelle {Xpn}neN
gilt

{X } Z“’JH(PJI’

j=1

7pjr);
wobei w = (wl, .,w,) die stationdre Anfangsverteilung und (pﬂ, ., pjr) die j—
te Zeile der Ubergangsmatrix II ist, und somit die homogene Ubergangsverteilung
P(Zn|Zn-1=1) pestimmt.

Beweis. {X,}.eN ist als Transformation X, = f(Z,) einer stationiren Folge
{Zn}nen wieder stationir, so da H ({X,}) nach Lemma 5.4.1 wohldefiniert ist.
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Sind z1,...,2z, € S mit
0<P(Z1 =21,...,Zn =2n)=P(Zl =21)P(Z2 = 29 | Z1 =z1)
"'P(Zn = Z2n | Zn—l = zn—l)a

so gilt z; € R(zj_1) fiir alle j = 2,...,n. Die assoziierte Funktion ist nach Vor-
aussetzung injektiv auf R(zj—1) fiir alle j = 2,...,n, so daB

P(Zj =2z | Zj-1 = zj-1) = P(X; = f(2;) | Xj-1 = f(2j-1)), 1=2,...,n.
Insgesamt folgt mit u; = f(2;), j =2,...,n,
P(Zy=2z1,....2p=2,) = P(Z)y =2)P(X2=us | Z; = 1)
‘PXs=u3 | Xo=uz) - P(X;, = tup | Xno1 = up_1)
=P(Z) = z1, X2 = ug,..., Xy = tp),
falls P(Zy = z1,...,2Zn = z5) > 0. Wir erhalten

1
;H(Zl,...,Z,,)

=2 Y P(Zi=z1ye Za=2a)log P(Z1 = 21,y T = 2)
n Z1y..,2n €S
1
= - E P(X2=U2,...,Xn='u,nIZI=21)P(Z1=21)
n U2,...,un €X
2163

. (logP(Xg = ug,...,Xn = Un | Zl = 21)+10gP(Z1 = 21))

- %(H(Zl) +H((Xa, .-, Xa) | Z1))),

(5.4.6)
wobei die letzte Gleichheit durch Summation der bedingten Wahrscheinlichkeiten
zu 1 und aus (5.1.6) folgt. Lemma 5.1.1 liefert

H((X2,...,X0) | Z1)) = H(Z1,X2,...,Xn) — H(Z)
= H(Xzy...,X0n) + H(Z, | (Xa,...,X0)) — H(Z1).
Wegen Satz 5.1.1 b) ist H(Z; | (Xa2,...,Xn)) < H(Z;) < logr, so da8§ nach
Einsetzen in (5.4.6)

= .1 .1
H({Zn}) = nh—{%o ;H(Z],...,Zn) = nllrngo ;L'H(Xz,...,Xn)

= lim
n—oon —1

H(X],- .. ,Xn——l) = I_{({X"})

folgt. H({Z,}) 188t sich mit Lemma 5.4.1 d) berechnen als
-H({Zn}) = nli_l};oH(Zn | (Zl,- . ~vZn——1)) = nl_i_{roloH(Zn | Zn—l) = H(Z,; | Zl)

=Y P(2Zy=3;)H(Z, | Z1=s;) = ) w;H(pj1,...,Pjr).
J=1 j=1
Obige Identitaten folgen aus der Markoff-Eigenschaft, der Stationaritat und For-
mel (5.1.6). ]
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5.5.

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.5. Aufgaben

Aufgaben

Fir n € N und a > 0 sei die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(n,a) iiber dem Mefraum
(X = {z1,..., 2}, B(X)) definiert durch

pima) = Pma)({)) = 25 17 <

mit s(n,a) = Y p_, k. Zeigen Sie fiir die zugehérige Entropie H(n,a) bei Verwendung des

natiirlichen Logarithmus: H(n,e) =Inn+ J$7 —In(e+1) + O(I“T")

Hinweis: Benutzen Sie die Ungleichung [’ f(z)dz < Sp_; f(F) < J}' *+! f(z)dz fiir monoton
wachsende Funktionen f.

In einer unabhingigen Versuchsserie mit den Ausgangen 0 und 1 mit Eintrittswahrscheinlich-
keiten 1 —p und p, 0 < p < 1, bezeichne X,, die Anzahl der Versuche unter den ersten n, die
der ersten 1 vorausgehen. Berechnen Sie H(X,). Was ergibt sich hier fiir n — 0o ?

X,Y und Z seien endlich diskrete Zufallsvariable. Man beweise H((X,Y)|Z) < H(X |
Z)+ H(Y | 2).

(P1,---1Pm), (q1,---,9m) € P seien stochastische Vektoren der Lange m, m € N. Zeigen
Sie: — Y% pilogpi < — Y iz, pilogg; mit Gleichheit genau dann, wenn p; = ¢; fiir alle
i=1,...,m.

X:Q— X, X ={z1,...,2,} sei eine endlich diskrete Zufallsvariable auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q, 4,P) und g : X —» Y, Y = {y1,...,Yn} eine Abbildung. Man zeige, daB
H(g(X)) < H(X) gilt.

P = Upnen Pm bezeichne die Menge der Wahrscheinlichkeitsvektoren. H : P — R sei eine
Funktion mit folgenden Eigenschaften. Fiir alle m € N, (p1,...,pm) € B,, gilt:

1) Hl'P ist stetig und symmetrisch, d.h. H(p1,...,pm) = H(Pr1), -, Px(m)) fiir alle

m
Permutationen =,

(2) H(p1,.-.,pm) < H(E, ..., 5),

(3) H(ph )pmyo) = H(pl)~ . ,Pm);

(4) H(p1,---,Pm) = H(p1 + p2,73,- -, Pm) + (o1 + P2) H (5B; 5557)-
Zeigen Sie, daB dann H(p1,...,pm) = — 3 iv, Pi log, p; fir eine Konstante b > 0 ist.
Hinweis: Verifizieren Sie die Voraussetzungen des Charakterisierungssatzes 5.1.2.
Von 12 auBlerlich gleichen Kugeln besitzen 11 gleiches Gewicht. Eine der Kugeln hat abwei-
chendes Gewicht, jedoch ist nicht bekannt, ob sie leichter oder schwerer als die tibrigen ist.
Mit Hilfe einer Balkenwaage soll durch Vergleichswagungen herausgefunden werden, welche
der Kugeln abweichendes Gewicht besitzt, und gleichzeitig, ob diese leichter oder schwerer

ist. Zeigen Sie: Mit drei Wagungen kann man obige Aufgabe l6sen, mit weniger Wagungen
Jjedoch nicht.

Das Quellalphabet X = {z;,22,z3} werde durch den binaren Kode g kodiert, wobei g(z;) =
(0), g(=2) =(1,0), g(zs) = (1,1). Die Abbildung

G: X - | J{0,1Y : (21,...,26) = (9(21), -, 9(2x))
i=1 i=1

beschreibe die Kodierung von endlichen Wortern iiber dem Quellalphabet.
Bestimmen Sie eine allgemeine Formel, die fiir gegebenes £ € N die Machtigkeit der Menge

M= {(z1,...,2) € U2, X7 | G(zy, ..., 21) € V', k €N}
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angibt. M ist die Menge der Nachrichten, die bei Verwendung von g mit Kodewértern der
Lange ¢ dargestellt werden konnen. Welche Anzahlen ergeben sich fiir £=1,...,5 7

Untersuchen Sie, ob die folgenden Kodes g, und g, eindeutig dekodierbar sind. Das Quellal-
phabet sei X = {z,,...,z3}.

1 Z2 I3 T4 s e 7 3
g1(z:i) 010 0001 0110 1100 00011 00110 11110 101011
ga(z;) abc abed e dba bace ceac ceab eabd

P = (p1,P2,p3) € Ps sei ein stochastischer Vektor. Bestimmen Sie eine Losung des Minimie-
rungsproblems min { Zf’:l pini | n1,n2,n3 €N, Z?=1 277 < 1}

Seim € N, m > 2, und p=(p1,...,Pm) € P ein stochastischer Vektor mit p; > 0 fiir alle
i=1,...,m. n* =(n},...,n}), ni < --- < n}, sel eine Losung von minz;"__.lpjnj uber
ni,...,N,m € N mit 2;.';12-":' <1

3

Zeigen Sie: a) 3°70,27" =1 b) np_ =n;,.

{X}neN sel eine diskrete Quelle mit Alphabet X = {z1,...,Zm}, m > 2, und zugehoriger
Verteilung p = (#,,#} € Pm. Zeigen Sie: Fir jeden optimalen binaren Kode g gilt

fi(g) = {log,m] + Z (m — 9llog, ”‘J).

(X, B(X), P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum mit endlicher Grundmenge X'. Y sei ebenfalls
eine endliche Menge und Y : X — Y eine Zufallsvariable. G = {g| g : X — {0,1}} bezeichne
die Menge der {0, 1}-wertigen Funktionen mit Definitionsbereich X'. Bestimmen Sie eine
Losung des Maximierungsproblems maxgeg H(g|Y).

H = H(py,...,pm) bezeichne die Entropie einer Zugriffsverteilung (p1,...,pm) € Pm, d > 1
einereelle Zahlund f : R—R : y Existiert stets y* € Rmit f(y*) > f(y)

- H-y
logy(2 +d-v)’
firalleyeR?
X = {z1,...,Zm¢1} sei eine total geordnete Menge und (p1,...,Pm+1) € Pm41 eine Zu-
griffsverteilung mit p; = 2%, i = 1,...,m. H = H(p1,...,Ppm+1) bezeichne die zugehorige
Entropie.
a) Zeigen Sie, daB ein bindrer Suchbaum T™* existiert mit E(Zr-) < H/log2.
b) Gibt es einen binaren Suchbaum T** mit E(Zp..) < H/log3 ?

Beachten Sie, da8 alle auftretenden Logarithmen zur gleichen Basis d > 1 gewahlt werden.

{Xn}neN sel eine Markoff-Quelle mit Alphabet X = {a, b}, wobei X,, = f(Z,) fir allen € N
gilt und {Z, }nenN eine homogene Markoff-Kette mit Zustandsraum S = {s, s2, s3, 54}, Uber-
gangsmatrix
02 08 0 0
0 0 0.1 09
0 0 02 08
07 03 O 0

und assoziierter Funktion f : & — X mit f(s1) = f(s4) = a, f(s2) = f(s3) = b ist. Die
Anfangsverteilung der Markoff-Kette sei stationar.
a) Berechnen Sie die Entropie Hoo({X,}) und zeigen Sie, daB
P(Zy =2, |Up = up,Up_1 = up_y) € {0,1} fir alle n > 2, 2, €S, u,,u,-1 € X ist.
Es sollen Worter der Lange L dieser Quelle blockweise mit Wértern iiber einem Kodealphabet
der Machtigkeit d = 5 kodiert werden.

b) Bestimmen Sie eine moglichst kleine Blockldnge L, fir die ein prafixfreier Kode g
mit einer erwarteten Kodewortlange pro Quellbuchstabe -};ﬁ(g(“) < 0.3 existiert.

II=



6. Simulationsverfahren

Wir haben in vorhergehenden Kapiteln gesehen, welchen Nutzen Zahlen haben,
die nach einem Zufallsprinzip ausgesucht werden. Erinnert sei an stochastische
Algorithmen (Simulated Annealing) oder auch an Zufallspermutationen der Zah-
len {1,...,n}, mit denen Such- und Sortierverfahren empirisch getestet werden
kénnen. Weitere Anwendungen finden sich im weiten Gebiet der Simulation, wo
Zufallszahlen benutzt werden, um natiirliche Phanomene realistisch nachzubilden
und deren Verhalten durch hiufige Wiederholung zu studieren.

Systeme, die durch eine Menge von Zustinden beschrieben werden konnen
und bei denen die Ubergénge von einem Zustand in einen anderen zufillig ge-
schehen oder von einem zufalligen Input abhéngen, konnen haufig durch geeignete
Datenstrukturen abstrahiert und zuféllige Ubergénge oder zufalliger Input durch
entsprechend ausgewiahlte Zahlen gesteuert werden. Die Konstruktion der Zu-
fallszahlen sollte aus naheliegenden Griinden innerhalb einer Programmumgebung
rechnerintern erfolgen. Weil meist sehr grofle Mengen solcher Zahlen benétigt wer-
den, sollte sie durch einfache, schnelle Algorithmen bewerkstelligt werden. Dies
schliefit in der Regel “echte” Zufallsexperimente wie Miinzwurf, Wiirfelwurf oder
physikalische Versuchsaufbauten als Erzeuger von Zufallszahlen aus, deren Ergeb-
nisse auf umstandliche Weise in ein Programm eingeschleust werden miiiten. Bes-
ser geeignet sind Mechanismen, die die gewiinschten Zahlen intern algorithmisch
produzieren.

Folgen von Zufallszahlen miissen natiirlich Eigenschaften aufweisen, die mit
unserem intuitiven Verstandnis von Zufalligkeit ibereinstimmen. Sie sollten fer-
ner den Gesetzen gentigen, die wir in Kapitel 1 auf axiomatischer Grundlage fir
zuféllige Ereignisse hergeleitet haben.

Einige interessante Bemerkungen sind hier angebracht, die sich um die zen-
trale Frage “Was ist eine zufallige Zahlenfolge?” ranken. Eine Antwort hierauf
konnen wir nicht aus den in Kapitel 1 entwickelten Methoden der Wahrschein-
lichkeitstheorie oder mathematischen Statistik erwarten, die dieses Problem durch
ihren mengentheoretischen Zugang vermeiden.

Wir wollen uns auf den einfachsten Fall von Zahlenfolgen zuriickziehen, die
0-1-Folgen X = {{Za}nen | zi € {0,1}, i € N}. Die Menge X ist iiberabzahlbar,
da sich jedes Element in natiirlicher Weise mit der Binardarstellung einer reellen
Zahl im Intervall [0, 1] identifizieren 1a8t.

X ist das abzahlbare kartesische Produkt der Menge {0,1}, also X = {0,1}".
Als 0-Algebra wihlen wir die Produkt-o-Algebra A' = @12, B ({0,1}) und als
Wahrscheinlichkeitsma8 hierauf das Produktma8 p = @;ic, B(1,p), 0 < p < 1.
Diese Konstruktion haben wir in Kapitel 1.4 vor Definition 1.4.6 als geeignet zur
Beschreibung der unendlichen, unabhéangigen Wiederholung des Minzwurfs mit
Trefferwahrscheinlichkeit p erkannt. Mebare Mengen sind hierdurch als Elemente
der Produkt-o-Algebra definiert. Auch die einelementigen Mengen {{zn}nen},
{zn}neN € X, gehéren zur Produkt-o-Algebra und besitzen jede fiir sich die
Wabhrscheinlichkeit 0.

Dieses Modell kiimmert sich nicht darum, ob Folgen so aussehen, als seien
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sie durch unendlichen Minzwurf entstanden, jede Folge als einelementige Menge
ist zufallig. Will man das Modell anschaulich begreifen, so mufl man sich vor die
Ausfithrung des unendlichen Minzwurfs stellen. Fir jede nicht allzu irregulare
Menge — solche namlich, die in der o-Algebra liegen — weifl man, mit welcher
Wabhrscheinlichkeit das spatere Ergebnis hier hinein fillt. Wird die Menge im
Verhaltnis zum riesigen Raum aller moglichen Ergebnisse zu klein, so erhilt sie die
Wahrscheinlichkeit 0. Will man sogar den genauen Ausgang vorhersagen, so hat
man mit Sicherheit Unrecht. Es gibt zu viele Ereignisse, als dal man eines hiervon
mit positiver Wahrscheinlichkeit richtig vorhersagen konnte.

All dies hilft natiirlich nicht, fiir eine gegebene Folge zu entscheiden, ob sie
zufallig ist oder nicht. Jede einzelne Folge hat, wie bemerkt, gleiche Wahrschein-
lichkeit 0, und auch jedes Anfangsstiick gleicher Lange n besitzt die identische
Wahrscheinlichkeit 1/2", wenn die Trefferwahrscheinlichkeit p = 1/2 betragt. Die
beiden in obigem Modell véllig gleichwertigen Folgen

--»0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, ...
und ...,1,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,0,0,1,1,1,...

begreifen wir beziiglich ihrer Entstehung dennoch als sehr unterschiedlich, obwohl
nur ein Ausschnitt der Lange 20 zu sehen ist. Das (scheinbare) Bildungsgesetz
der ersten Folge ist eben leicht zu erkléren: sie besteht nur aus Nullen. Allerdings
besitzen fast alle Folgen lokal regelmaflige Struktur. Das folgende Beispiel macht
dies klar.

Die Menge B der 0-1-Folgen, bei denen unendlich oft ein fest vorgegebenes
Teilstiick zj,...,z} der Lange k (zum Beispiel k£ = 10® Nullen hintereinander) vor-
kommt, besitzt Wahrscheinlichkeit 1. Dies sieht man mit Hilfe des Borel-Cantelli—
Lemmas ein. Wir bedienen uns der bequemeren Schreibweise mit Zufallsvariablen
und betrachten eine Folge von stochastisch unabhingigen, je B(1, %)—verteilten
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) , also

{Xnlnen 1 (2,4, P) — ({0, 13N, A, p). (6.1)

Die Ereignisse Ay = {X(n—k)k+1 = 21,...,Xnx = ¢}, n € N, sind fiir jedes
k € N stochastisch unabhingig, und es gilt P(4,) = 1/2F fiir alle n € N, also
Yoo 1 P(An) = oo. Mit Satz 1.1.3 folgt, da P(B) > P(limsup,,_,, An) = 1.

Dies ist auf den ersten Blick erstaunlich: Fast alle 0-1-Folgen haben un-
ter obiger Gleichverteilung unendlich viele Teilstiicke von 10® aufeinanderfolgen-
den Nullen. Wenn man allerdings ein solches Teilstiick als Reprasentanten fiir
Miinzwiirfe anbietet, werden einem sicher Zweifel an der Zufalligkeit entgegenge-
bracht.

Wie man sieht, ist es im bisherigen axiomatischen Konzept der Wahrschein-
lichkeitstheorie unméglich zu beurteilen, ob eine gegebene Folge zufillig — zum
Beispiel durch Miinzwurf — entstanden ist oder durch ein determiniertes Verfah-
ren. Um als zufillig zu gelten, muB sie genligend unregelmaBig sein. Dies konnen
wir an Eigenschaften beurteilen, die wir fiir Zufallsfolgen in dem bisherigen Modell
hergeleitet haben. Eine hiervon ist Haufigkeitsstabilitat.

Eine 0-1-Folge {xn}neN heiBt haufigkeitsstabil, wenn die relative Haufigkeit
der Einsen bis zur n-ten Stelle mit n — oo gegen p konvergiert, wenn also
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limp_.oo(vn/n) = 3, wobei v, = Y7_, 1(1)(;) die Anzahl der Einsen unter den
ersten n Stellen ist. Diese Forderung allein reicht aber zur Definition von zufélligen
0-1-Folgen nicht aus. Die Folge z, = %((—1)” + 1), n € N, ist haufigkeitsstabil
mit p = 1/2 aber bei weitem nicht zufallig.

Nun besitzt jede unendliche Teilfolge einer Folge von unabhingig wiederholten
Miinzwiirfen die gleiche Verteilung wie die urspriingliche Folge. Dies fordern wir
auch fir die Haufigkeitsstabilitit einer gegebenen Folge.

Definition 6.0.1. Eine 0-1-Folge heiit zufallig, wenn jede zuldssige, unendliche
Teilfolge haufigkeitsstabil mit dem gleichen p ist.

Die Crux in obiger Definition ist die Spezifikation zulassiger Teilfolgen. Wenn
wir jede Teilfolge zulassen, gibt es keine zufalligen 0-1-Folgen mehr. Jede zuféllige
Folge muf, um haufigkeitsstabil mit 0 < p < 1 zu sein, unendliche viele Nullen und
Einsen enthalten. Die Regel: “Wahle die nachste 0.” fiihrt immer zur konstanten
Nullfolge als Teilfolge, die selbst nicht p-haufigkeitsstabil ist. Es bleibt, geeignete
Auswabhlregeln zu definieren, die bei der Auswahl des n-ten Glieds z,, nicht von z,,
abhingen, sondern a—priori die in die Teilfolge aufzunehmenden Elemente festlegen.

Bezeichne hierzu X* = |J;2,{0,1}¢ die Menge der endlichen Worter iiber
dem Alphabet {0,1} (alle endlichen 0-1-Ketten), wobei {0,1}° das leere Wort
reprasentiert. {¢n}neN, sei eine Folge von 0-1-wertigen Funktionen,

Pn {Oal}n I {071}7 ne N)

o ist hierbei eine Konstante.

{¢n}nen heiit berechenbar, wenn es fiir alle n € N einen Algorithmus gibt,
der den Wert von ¢, bei Input n € N und z,,...,z, € {0,1} bestimmt. Die Folge
{Pn}neN liefert eine Auswahlregel durch: “Nehme z,, in die Teilfolge auf, wenn
Wn—l(xh [EES) zn—l) =17,

Von berechenbaren {¢,}neN erzeugte Teilfolgen haben notwendig monoton
steigende Indexfolgen. Dies trifft noch nicht ganz unsere Vorstellung von Zuféllig-
keit. Vertauscht man in (6.1) die Indizes der Zufallsvariablen X,, so besitzt die so
gebildete Folge die gleiche Verteilung u = P{X»}, Diese Eigenschaft sollte sich in
der Haufigkeitsstabilitat vorgegebener , zufalliger 0—1-Folgen wiederspiegeln.

In Definition 6.0.1 heiflen nun solche Teilfolgen bzw. Auswahlregeln zulassig,
die mit Hilfe einer unendlichen, berechenbaren Folge von verschiedenen natiirlichen
Zahlen {in}neN, in € N, i # iy, falls k # £, zunachst eine Folge {z;, }neN bilden
und hieraus unter einer berechenbaren Folge {¢n}neN Wie oben eine Subteilfolge
auswahlen.

Definition 6.0.1 legt eine Teilmenge aller 0—-1-Folgen fest, die geniigend chao-
tisch sind, um einer unendlichen Serie von unabhingigen Miinzwiirfen entstammen
zu konnen. Die so definierten Folgen geniigen einer Reihe von Grenzwertsétzen,
die p—fast alle Folgen in dem axiomatischen Modell aus Kapitel 1 erfiillen. Fiir die
praktische Uberpriifung einer gegebenen Folge auf Zufalligkeit ist Definititon 6.1
jedoch nicht geeignet, da wir nur einen hochstens endlichen Abschnitt dieser Folge
untersuchen kénnen.

Fiir unsere Zwecke ist entscheidend, Zahlenfolgen zu erhalten, die typische
Eigenschaften von zufélligen Zahlen unter dem abstrakten Modell aus Kapitel 1
besitzen, die sich also in wesentlichen Punkten so verhalten, als seien sie aus einem
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echten Zufallsexperiment entstanden. Auf die Erzeugung solcher Zahlen und die
Uberpriifung ihrer Eigenschaften werden wir in den folgenden Abschnitten einge-
hen.

6.1. Erzeugung von Zufallszahlen

Die Basis zur Erzeugung von zufélligen Ergebnissen aus beliebigen Verteilungen
und auch stochastischen Prozessen bilden sogenannte Standardzufallszahlen. Das
sind Zahlen, die durch einen Zufallsmechanismus generiert werden, der mit stocha-
stisch unabhingigen, je R([0, 1])-verteilten Zufallsvariablen (rechteckverteilt auf
dem Intervall [0, 1], vgl. (1.2.21)) modelliert werden kann. Ob Zufallszahlen einer
solchen Forderung geniigen, kann mit Hilfe statistischer Tests als nicht zutreffend
nachgewiesen werden. Uberlebt nun eine gegebene Zahlenfolge eine Reihe stati-
stischer Tests auf Erzeugung aus R ([0, 1])-verteilten, stochastisch unabhangigen
Zufallsvariablen, so bleibt sie ein moglicher Kandidat fiir Standardzufallszahlen,
auch wenn sie nach einem bekannten Bildungsgesetz entstanden ist. Wir werden
im folgenden alle Kandidaten fiir Standardzufallszahlen als Pseudozufallszahlen
bezeichnen.

Eine nach einem bekannten Mechanismus rechnerintern erzeugte Menge von
Zufallszahlen kann nach den zuvor gemachten Bemerkungen nicht echt zufallig im
Sinn von Definition 6.1 sein. Dies ist aber nicht weiter tragisch. Ein Beobachter,
der das Bildungsgesetz nicht kennt und nicht weil, wie diese Zahlen entstanden
sind, wird seinen unsicheren Kenntnisstand in ein stochastisches Modell fassen
und dberpriifen, ob die Zahlen diesem Modell widersprechen. Ist dies nicht der
Fall, wird er die Zufallszahlen als echt akzeptieren und bei diesem Urteil bleiben,
bis er durch einen weiteren Test oder tiefergehende Informationen vom Gegen-
teil iiberzeugt ist. Dies ist aber genau die Position stochastischer Modelle in der
Realitdt. Sie werden dann benutzt, wenn ein Mechanismus zur Erzeugung von
Ergebnissen so komplex ist, daB man ihn nicht genau beschreiben kann oder eine
genaue Beschreibung zwar moglich aber uniibersichtlich ist und auch keine tiefere
Einsicht vermittelt als ein stochastisches Modell. Geeignete Pseudozufallszahlen
bilden den EntstehungsprozeB wirklicher Zufallsergebnisse nach, und wir konnen
berechtigt hoffen, mit ihnen ein adidquates Abbild realer Vorgange nachvollziehen
zu konnen.

Eine weitere Schwierigkeit bei der Erzeugung von Standardzufallszahlen bildet
die approximative Darstellung reller Zahlen in Computern mit nur endlich vielen
binaren Stellen. Dies bedeutet, dal nur eine endliche Menge von rationalen Zahlen
rechnerintern verarbeitet werden kann. Das Modell einer R([0, 1])-verteilten Zu-
fallsvariablen kann mit Hilfe eines digitalen Rechners also nur diskret approximiert
werden.

Als brauchbare Methode zur Erzeugung von Pseudozufallszahlen haben sich
die 1948 von D.H. Lehmer vorgeschlagenen linearen Kongruenzgeneratoren her-
auskristallisiert. Sie sind wegen ihrer Einfachheit noch theoretisch zu iiberblicken
und leicht zu implementieren. Damit lassen sich auftretende Parameter so wahlen,
dafl die erzeugten Zahlenfolgen méglichst Standardzufallszahlen entsprechen.

Definition 6.1.1. (Lineare Kongruenzmethode)
Wihle ganze Zahlen m > 0 (Modul), a > 0 (Faktor), r > 0 (Inkrement) und zy > 0
(Startwert). Das Verfahren einer rekursiven Erzeugung von Pseudozufallszahlen
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{un}nen, durch
Zn41 = (azgp +r)modm und u, = z,/m, n € Ny, (6.1.1)

heifit lineare Kongruenzmethode oder linearer Kongruenzgenerator (im Fall r = 0:
multiplikative Kongruenzmethode).

Fir ganze Zahlen u,v € Z bezeichnet hierbei u = v mod m den Rest bei
Division von v durch m, alsov = km+u, k € Z,0 <u < m—1bzw. u =v—| % |-m.

Bei falscher Wahl von m,a,r und z, sind die durch (6.1.1) erzeugten ﬂ)lgen
ungeeignet, ein zufilliges Entstehungsgesetz nachzubilden. Man betrachte etwa
m =21, a =25, r =5, 2o = 3. Die ersten Glieder lauten dann 3,18,3,18,...,
und die Folge setzt sich periodisch mit 3,18 und der Periodenlinge 2 fort. Dieses
Beispiel zeigt einen generellen Nachteil von Rekurrenzgeneratoren; sie besitzen
stets eine Periode, deren Lange kleiner oder gleich m ist. Dies gilt, da die Werte
von z,, in der Menge {0,1,...,m—1} liegen und nach spatestens m + 1 Iterationen
wieder der Startwert 2o errreicht ist, von dem aus die gleichen Zahlenwerte erzeugt
werden.

Als Pseudozufallszahlen kommen nur die Werte der ersten Periode in Frage,
alle weitere sind ein Duplikat der vorhergehenden und damit nutzlos. Um mdoglichst
viele Zufallszahlen zur Verfligung zu haben, sollte m von vorneherein sehr grof§
gewahlt werden, moglichst in der Nahe der grofiten, auf dem zur Verfiigung ste-
henden Rechner darstellbaren Integer—Zahl.

Wir werden im folgenden untersuchen, welche Werte fiir m, a, r, und 2z zu
brauchbaren Pseudozufallszahlen fithren, und unsere Uberlegungen zunachst auf
die Periodenlidnge konzentrieren. Die Periodenldnge eines Kongruenzgenerators ist
definiert durch

L = L(m,a,r,2) = min{k € N| es existiert ein n € Ny mit z,4% = za}.

Da alle Rekurrenzgeneratoren wegen der endlichen Zahlendarstellung in digitalen
Rechnern periodische Zahlenfolgen erzeugen, ist L als endliche natiirliche Zahl
wohldefiniert.

Unser Ziel ist eine Wahl von m, a und r, mit der die volle Periodenlange er-
reicht wird. In diesem Fall tritt in jedem Zyklus des Kongruenzgenerators (6.1.1)
jede der Zahlen {0,...,m — 1} genau einmal auf, so da§ die Periodenldnge un-
abhéngig vom speziellen Startwert zq ist. Der folgende Satz gibt einfache notwen-
dige und hinreichende Bedingungen fiir maximale Periodenlinge m an. Sein Beweis
basiert auf zahlentheoretischen Resultaten, die vorbereitend bewiesen werden, aber
auch fur sich von Interesse sind. Fir natiirliche Zahlen u, v € N bezeichne im fol-
genden GGT(u,v) den grofiten gemeinsamen Teiler und KGV(u,v) das kleinste
gemeinsame Vielfache von u und v.

Lemma 6.1.1. Der Modul m des linearen Kongruenzgenerators (6.1.1) besitze
die Primfaktorzerlegung m = p}* ---p;:, k, t1,...,tx € N. Dann gilt

L(m,a,r,20) = KGV (L(pi*,a,7, 20), . . - ,L(p;"‘ ,4,7,20))- (6.1.2)

Beweis. (6.1.2) kann leicht durch vollsténdige Induktion aus folgendem Sachver-
halt gefolgert werden: Ist m = u . v fir teilerfremdes u,v € N (GGT(u,v) = 1),
so gilt /

L(m,a,r,20) = KGV (L(u,a,r,2), L(v,a,r,2)) (6.1.3)
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Wir kiirzen im folgenden die Periodenlangen mit L(m), L(u) bzw. L(v) ab. Zum

Beweis von (6.1.3) bezeichne 2™ 2 baw. 28, n € N, die durch die Kongru-
enzgeneratoren mit Moduln m, u, bzw. v und den gemeinsamen Werten a, r, 2z
erzeugten Zahlen. Dann gilt fir alle n € No

Z® =2 modu und z{ = 2{™ modv. (6.1.4)
Fir n = 0 ist (6.1.4) wegen der identischen Startwerte trivialerweise erfiillt. Die

obigen Identitaten folgen fiir beliebiges n mit vollstandiger Induktion. Wir fithren
dies fiir die erste Aussage durch. Es gilt

zf,'i)l = (az{™ +r) mod m = az{™ + r — fm fiir ein £ € N.
u ist Teiler von m, so da8 mit der Induktionsvoraussetzung

qu'i)l = (az{™ +r) mod u = (a(2{™ mod u) + r mod u) mod u

= (asz‘) +r)modu = zf:_‘zl mod u

folgt. Analog erhélt man den zweiten Teil von (6.1.4).
Fiir alle £,n € N folgt mit (6.1.4) und Ubungsaufgabe 6.1

2™ = 2{™ genau dann, wenn z{*) = z{*) und 2 = 2{". (6.1.5)
Ist hiermit z{™ = zf":)L(m), so gilt 2{" = zfl';)L(m) und 2 = zf:: L(m)- Also ist
L(m) ein Vielfaches von L(u) und L(v), folglich L(m) > KGV (L(u), L(v)) =
Andererseits gilt z{") = z('_‘zL, und 2" = z,(:zL,, also mit (6.1.5) 2™ = zf:_:)L,
Damit ist L' > L(m) gezeigt und insgesamt L' = L(m). =

Fir u,v € Z und m € N notieren wir im folgenden mit v = v (modulo m),
daB u und v bei Division durch m den gleichen Rest besitzen, falls also u mod m =
v mod m.

Lemma 6.1.2. p sei eine Primzahl und t € N so, daB p' > 2. Ist dann firz € 7
z=1 (modulo p*) und z #1 (modulo p‘*?!),

so gilt
z? =1 (modulo p'*') und zP #1 (modulo p**?).

Beweis. z besitzt die Darstellung ¢ = 1 + ¢p' fiir eine Zahl ¢ € N, die nicht
Vielfaches von p ist. Es gilt

P

P
Z P\ i 4 Z i ti
P = (1 + qpt)p = (t)q p" =14 qpt'H + (?)qipt

=0 =2

=14 gp't (1 + i %(I:) qi—lpt(i—l)).
=2
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Alle Terme unter obigem Summenzeichen sind Vielfache von p, da bei den Bino-
mialkoeffizienten (%) = ALQJL"*_Q fiir 2 < ¢ < p die Primzahl p > ¢ nur im
Zahler auftritt und firi = p na.ch Voraussetzung ¢(p—1) > 1 gilt. Ansonsten ware
t=1und p=2, a.lsop =2.

2” 1Bt sich daher in der Form z? = 1 + ¢p**1(1 + u) mit » mod p = 0 schreiben.
Hieraus folgt unmittelbar ¥ = 1 (modulo p**1). Auch gilt z? # 1 (modulo p**?),
da ¢ und 1 + u beides keine Vielfachen von p sind. L]

Satz 6.1.1. Der lineare Kongruenzgenerator (6.1.1) mit r > 0 besitzt die volle
Periodenldnge m genau dann, wenn

@) GGT(r,m) =1,
(i)  amodp =1 fiir alle Primfaktoren p von m und (6.1.6)
(ii) amod4 =1, falls m Vielfaches von 4 ist.

Beweis. Die Primfaktorzerlegung von m sei m = pi'-..pi*. Dann gilt mit
Lemma 6.1.1

L(m,a,r,z) = KGV (L(pi‘,a,r, z0)-- ., L(pi*,a,m,29)) < pi'---pt =m

mit Gleichheit genau dann, wenn L(p,',a r,20) = p,' fiir alle t = 1,..., k. Damit
reicht es aus, die Bedingungen (i) — (iii) im Fall einer anza.hlpotenz m = p' als
notwendig und hinreichend nachzuweisen, p € N eine Primzahl, ¢ € N.

Ist @ = 1, so sind (ii) und (iii) stets erfiillt. (6.1.1) reduziert sich in diesem Fall fiir
allen € N auf

zn = (20 + nr) mod m = (2o mod m + (nr) mod m) mod m. (6.1.7)

Es gilt (nr) mod m = nr — gm fiir ein ¢ € Ny, so daB (nr) mod m Vielfaches von
GGT(r,m) ist. Die Darstellung (6.1.7) zeigt, dal die volle Periodenlange m genau
dann erreicht wird, wenn GGT(r,m) = 1. Damit ist der Fall a = 1 bewiesen, und
wir nehmen im folgenden an, dal a > 1.

Zuniachst wird gezeigt, daB die Bedingungen (i)—(iii) notwendig sind. Hat ein
Kongruenzgenerator die Periodenlange m, so kommen alle Reste aus der Menge
{0,1,...,m—1} in jeder Periode genau einmal vor. Insbesondere mu8 hierbei die 0
auftreten, die man ohne Einschrankung der Allgemeinheit als Startwert zo wahlen
kann. Dann gilt

= (a"z + (" 'r+---+ar+r)) modm
n_1 n_1 (6.1.8)
= (a r) mod m = (a 1 T) mod p',

a—1 a—

und auch hier werden nur Vielfache von GGT(r,m) erzeugt. Wie oben folgt bei
maximaler Periodenldnge m die Bedingung (i). Ferner erhalten wir wegen 2z, =
zo=0ausr(a? —1)/(a—1)=0 (modulo p*) und GGT(r,m) = 1, daB

a* —

p— 11 =0 (modulo p'). (6.1.9)
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Angenommen (ii) gilt nicht, d.h. a # 1 (modulo p). In diesem Fall ist (6.1.9)
aquivalent mit (a? — 1) mod p' = 0, so daB (a* — 1)modp = 0, also a? =
1 (modulo p) folgt. )
Aus dem Satz von Fermat (vgl. Ubungsaufgabe 6.3) folgt a? = a (modulo p),
also a?’ = (a?)? = o® = a (modulo p) und allgemein mit Induktion a? =
a (modulo p). Insgesamt folgt der Widerspruch (a—1) =0 (modulo p) und damit
die Giiltigkeit von (ii).
Wenn m = p' Vielfaches von 4 ist, haben wir den Fall p = 2, t > 2. Gilt dann
a # 1 (modulo 4), so folgt

a23—1 _ l .
——1 = 0 (modulo 2°%). (6.1.10)
Dies sieht man folgendermafien ein. Nach dem gerade Bewiesenen mufl a mod 2 =
1, also nach obiger Annahme a mod 4 = 3 gelten.
Da a? = 1 (modulo 2%) und a? = 4 (modulo 2%), schlieBen wir mit Lemma 6.1.2,
daB (a?)? = a* = 1 (modulo 2%) und a* # 1 (modulo 2°), sowie durch iterierte
Anwendung dieses Arguments fiir ¢ > 2

a®” =1 (modulo 211).

Wegen a — 1 = 2 (modulo 4) haben wir die Darstellung a — 1 =40+ 2 = 2(2¢+ 1)
fir ein £ € N. 2€ 4 1 enthalt nicht den Primfaktor 2. Daher ist 2 Teiler der
natiirlichen Zahl (a?> —1)/(a — 1), woraus (6.1.10) folgt.

(6.1.10) liefert, eingesetzt in (6.1.8), 25:-1 = 0 = 2y, also eine Periodenlange L <
2t~1 im Widerspruch zur Voraussetzung L = 2*. Also gilt Bedingung (iii).

Wir beweisen nun die umgekehrte Richtung und nehmen die Giiltigkeit der Bedin-
gungen (i)-(iii) an.

Der Fall p =2, t =1 (also m = p* = 2) liefert die volle Periodenlinge. Wegen (1)
und (ii) sind namlich a und m beide ungerade, so da8 in (6.1.1) 2p41 =r mod 2 =
1, falls z, = 0, und zp43 = (a + r) mod 2 = 0, falls z,, = 1, fiir alle n € Ny, also
eine alternierende Folge aus 0 und 1 mit Periodenldnge 2 erzeugt wird.

Sei also p* > 2, d.h. p > 2 oder m = 2! mit ¢t > 2. Ist p > 2, so folgt aus a > 1
und amodp = 1, daB a > p. Ist p = 2, so teilt 4 den Modul m, und wegen
amod 4 =1 gilt a > 4. In jedem Fall existieren k,q € N, GGT(¢g,p) =1, p* > 2
mit a = 1 + gp¥, so daB

a=1 (modulo p*) und a#1 (modulo p**').

Durch iterierte Anwendung von Lemma 6.1.2 folgt a* =1 (modulo p*+¢) und
a? # 1 (modulo p*+**1) fiir alle £ € N, also a? = 1+ ¢'p*+ fiir ein mit p
teilerfremdes ¢’ € N. Obige Darstellungen von a und a?* liefern fiir alle £ € N

¢ ¢

p_ r_
o -1 =0 (modulo p*) und aa 1

1 ! # 0 (modulo p*!). (6.1.11)

Insbesondere gilt (a?* — 1)/(a — 1).= 0 (modulo p*). Wegen (6.1.8) ist damit p*

ein Vielfaches der Periodenlange L(p', a,r,0).
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Angenommen p'~! ist ebenfalls Vielfaches der Periodenlinge L(p',a,r,0). Dann
gilt (r (a* ™ =1)/(a— 1)) =0 (modulo p*), und wegen GGT(r,p*) = 1 folgt
a?' T~ 1

— t
] = 0 (modulo p*),

im Widerspruch zur zweiten Aussage in (6.1.11) mit £ =1¢ — 1.
Insgesamt folgt L(p',a,r,0) = p* = m und damit die Behauptung auch fiir belie-
bigen Startwert zq. [

Die Bedingungen (i),(ii) und (iii) aus (6.1.6) beschreiben vollstandig, wann
die Periodenlénge eines linearen Kongruenzgenerators mit positivem Inkrement
maximal wird, eine Approximation an die stetige Gleichverteilung auf [0, 1] also
bestmdglichst gelingt.

Ein wichtiger Fall fir die Realisation auf Computern liegt vor, wenn m = 2!
die grofite darstellbare Integerzahl ist, ¢ € N. Die Berechnung der Reste (az, +
r)mod m féllt dann automatisch ab, da das Register y « a*z+r bei Overflow
gerade den Rest modulo m enthalt.

Fir m = 2!, t > 2, bleiben immer noch grofie Freiheiten in der Wahl von a
und r. Ist r ungerade und a = 4£+ 1 fiir ein £ € N, so sind (i)—(iii) aus Satz 6.1.1
erfilllt und der zugehorige Kongruenzgenerator hat maximale Periodenldnge. Das
gleiche Ergebnis liefert im Fall m = 10%, ¢ > 2, die Wahl “r nicht durch 2 oder 5
teilbar” sowie a = 20¢ + 1 fiir ein £ € N.

Wir behandeln jetzt die multiplikative Kongruenzmethode
Znt1 = (azp) modm und u, = z,/m, n €Ny, (6.1.12)

die aus (6.1.1) mit Inkrement r = 0 entsteht. a =0 (modulo m) wird im folgenden
ausgeschlossen. Der Wert 0 wiirde sich in diesem Fall bei jedem Iterationsschritt
in (6.1.12) reproduzieren. Die maximale Periodenlange kann flir multiplikative
Kongruenzgeneratoren also héchstens m — 1 betragen. Im folgenden wird fiir den
Startwert 0 < zp < m — 1 vorausgesetzt.

Eine geschlossenen Darstellung der z, in (6.1.12) lautet fiir alle n € N

zp = (a™z) mod m. (6.1.13)

Zur Bestimmung der Periodenlange spielt offensichtlich das kleinste n € N mit
a™ mod m = 1 eine wichtige Rolle. Wir bemerken zunachst

Lemma 6.1.3. Gilt GGT(a,m) = 1, so existiert k € N mit a* mod m = 1.
Beweis. Die Folge {(a" mod m)}n N ist periodisch, da ihre Glieder nur Werte

in {0,1,...,m — 1} annehmen kénnen. Also existieren n,k € N mit a"** =
a" (modulo m). Damit gilt a"** — ¢ = a™(aF — 1) = 0 (modulo m). Nach Vor-
aussetzung sind a™ und m teilerfremd fiir alle n € N, so da8 ¢*—1 = 0 (modulo m).
Also existiert k € N mit a* =1 (modulo m). ]

Lemma 6.1.4. Fiir a,t € N, t > 3 und a > 1 ungerade, gilt
L=min{n € N|a" mod 2 =1} < 2!72 (6.1.14)
mit Gleichheit genau dann, wenn a mod 8 € {3,5}. '
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Beweis. Fiir ungerades a ist a+ 1 oder a — 1 durch 4 teilbar. @ +1 hat also eine
eindeutige Darstellung a1 = (2r +1)2%, k> 2, r € N, also a £ 1 = r2k+1 4 2k,
d.h.

a+1=2% (modulo 2¥*1). (6.1.15)

“+” bedeutet hierbei, dal die Aussage fiir beide Vorzeichen + und — gilt.
Sei nun 1 < a < 2! — 1. Aus der Darstellung (6.1.15) folgt k < t. Es gilt

4+a =1 (modulo 2¥) und +a#1 (modulo 2F*!),

und durch iterierte Anwendung von Lemma 6.1.2 erhalten wir

gt—k+1

(£a)? ™ # 1 (modulo 2°™') und
(£a)? ™" = a¥ ™" =1 (modulo 2Y).

- III

L ist also Teiler von 2¢~*, teilt aber nicht 2*~*~!, woraus L = 2t~% mit k > 2 folgt.
Fira=2'—1git L =2 <22 da a? mod 2! = 1. Insgesamt folgt die Unglei-
chung (6.1.14). Gleichheit gilt hierin genau dann, wenn k = 2, was wegen (6.1.15)
aquivalent ist zu a =4+ 1 (modulo 8). .

Wir behandeln im weiteren den fiir die Praxis wichtigen Fall m = 2*, ¢ € N.

Satz 6.1.2. Seien m = 2, t > 3, 1 < 29 < 2' — 1 ungerade und amod 8 €
{3,5}. Dann besitzt der multlpbkatzve Kongruenzgenerator (6.1.12) die Periode

2!=2, Diese ist maximal fiir alle Startwerte z, € {0,1,. — 1} und Faktoren
a¢€ N.
Beweis. Fiir jeden Startwert zg € {1,...,m — 1} und ungerades a wird wegen

Lemma 6.1.3 die Periodenlange des multiplikativen Kongruenzgenerators bestimmt
durch
L(m,a,0,20) = min{n € N | zg = a®2p (modulo 2%)}.

a‘zg mod 2 = a2z mod 2! fiir zwei Indizes i, j € N ist quivalent mit zo(a*—a?) =
0 (modulo 2*), also a’ — ¢ = 0 (modulo 2’) d.h. a* mod 2! = a’ mod 2¢, da 2
ungerade. Die Folge {2z, }nen besitzt daher die gleiche Periodenlange wie die Folge
{(a" mod 2%}, und es gilt

L(m,a,0,2) = min{n € N|a" =1 (modulo 2%)}.

Dieses Minimum wird nach Lemma 6.1.3 als endliche natiirliche Zahl angenommen.
Lemma 6.1.4 besagt, da8l L(m, a,0, 29) < 2'~% mit Gleichheit genau dann, wenn a
den angegebenen Bedingungen gentigt.

Enthalt 2y den Primfaktor 2, etwa zy = ¢2° fir s € N und q ungerade, so ist
a”q2°mod 2! = ¢2* fireinn € N aquxvalent zu a®q mod 2!~* = ¢. In diesem Fall
ist wie gerade bewiesen mit z9 = ¢ und m = 2!~* die Periodenlinge kleiner oder
gleich 2t—2-2,

Fiir gerades a mit der Darstellung a = g 2° betragt die Periodenlange 1. Denn fir
alle n € N mit n > |£] gilt, da ¢ = ¢"2°* = 0 mod 2* also z, = 0. Insgesamt
folgt die behauptete Maximalitit. "
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Auch bei den multiplikativen Kongruenzgeneratoren mit Modul m = 2! blei-
ben noch groBe Freiheiten bei der Wahl des Faktors a, um die grofitmdgliche Peri-
odenléinge 2'~2 und damit eine gute Approximation an die stetige Gleichverteilung
auf dem Intervall [0, 1] zu erreichen.

Fir Spezialfalle 138t sich die Menge der mit der multiplikativen Kongruenz-
methode erzeugten Zahlen vollsténdig iberblicken.

Lemma 6.1.5. Seient > 3, m = 2! und amod 8 = 5.
a) Im Fall zo mod 4 = 1 werden durch den multiplikativen Kongruenzgenerator
Zn41 = (az,) mod m alle Zahlen der Form 4k + 1, 0 < k < 272 — 1, erzeugt.
b) Gilt 2o mod 4 = 3, so werden alle Zahlen der Form 4k +3, 0 < k < 2'7%2 — 1,
erzeugt.

Beweis. Die Voraussetzungen von Satz 6.1.2 sind erfiillt, so da8 die Perioden-
linge 2!~2 betrigt, also mindestens 2¢~2 verschiedene Zahlen erzeugt werden. Es
bleibt zu zeigen, daf 2, mod 4 = 1 fiir alle n € N, falls 2z mod 4 = 1. Wir weisen
dies mit vollstandiger Induktion nach. Der Induktionsanfang n = 0 ist klar.

2n besitze nun eine Darstellung 2, = 4k, + 1, k, € Ny. Nach Voraussetzung
existiert ¢ € Ny mit a = 8¢ + 5. Hieraus folgt

azn = (8¢ + 5)(4kn + 1) = 4(8¢kn + 5kn +2¢+ 1)+ 1 =44, + 1,

wobei £, = 8gk, + 5k, +2¢+1 € N. Mit a, = |(44, + 1)/2!] gilt weiter
4n+1—-a,2" =4(¢, —ay2'"2)+ 1 =1 (modulo 4), so daB

Znt1 = (aza) mod 2 = 4, + 1 — a,2" =1 (modulo 4).

Die Argumentation fiir den Fall z; mod 4 = 3 verlauft analog. "

In der Praxis stellt sich oft die Aufgabe, auch hoherdimensionale zufallige
Ereignisse durch Simulation mit entsprechenden Zufallszahlen nachzuvollziehen.
Eine einfache Methode, aus Pseudozufallszahlen auf [0,1] fiir eine vorgegebene
Dimension p > 2 solche auf [0,1]? zu gewinnen, ist, p-Tupel aus aufeinanderfol-
genden Zufallszahlen zu bilden und diese als Vektoren in RP zu interpretieren. Ist
also {un}neN, €ine Folge von Zufallszahlen, 0 < u, < 1, so definiere eine Folge
{tm}meN,, ¥m € RP, von p-dimensionalen Zufallszahlen durch

U = (U, Um41, -« -y Umgp-1), ™M E No. (6.1.16)

Fir den Fall des multiplikativen Kongruenzgenerators (6.1.12), der den Be-
dingungen

Znt1 = azp mod 28, u, = 2,/2', tEN, amod8 =5und zymod4 =1 (6.1.17)

aus Lemma 6.1.5 geniigt, werden wir im folgenden Eigenschaften der hierdurch
erzeugten p-dimensionalen Pseudozufallszahlen untersuchen. Es wird sich zei-
gen, daBl die durch (6.1.16) konstruierten Zufallszahlen auf einem Gitter des p—
dimensionalen Einheitskubus auf Hyperebenen liegen.
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Nach Lemma 6.1.5 a) werden fiir 2, aus (6.1.17) alle Zahlen der Form 4k +
1, k =0,1,...,272 — 1, erzeugt. Folglich findet man wegen (6.1.13) zu jedem
m € Ny eine natiirliche Zahl £, 0 < £ < 2'"%2 —~ 1, mit

U = %((43-}- 1) mod 2, ((4£+1)a) mod 2¢, ..., ((46+1)a?~!) mod 2*)'. (6.1.18)

Mit der folgenden Basis by,...,b, von R?

1 0 0
1 1 0

b, = 2t—2 v b= : y ot bp = (6119)
a?~! 0 1

188t sich nun das Gitter beschreiben, auf dem alle erzeugten p—dimensionalen Vek-
toren liegen.

Lemma 6.1.6. Wenn Faktor a, Modul m und Startwert zy des multiplikativen
Kongruenzgenerators (6.1.17) erfiillen, stimmt die Menge der durch (6.1.16) er-
zeugten p-dimensionalen Pseudozufallsvektoren u.,, m € Ny, tiberein mit dem
verschobenen Gitter

(%b1 + g) N[0,1)?, wobei G = {ingi ldise . ap € z}. (6.1.20)

i=1

Beweis. Jedes u,, besitzt wegen (6.1.18) eine Darstellung

(1+4e 1+4¢ 14+4¢
m‘:

1
TR U T L TR a”_l—r,,) €[0,1]?,

wobei r; = |(1 4+ 4€)a’"1/2!] €N, j =1,...,p. Offensichtlich gilt r; = 0, so daB

1 - ¢ -
w, = E(l,a,...,a" N+ 57:2’(1’“""’“,’ N~ (r1,7r2, .05 7p)
1 4
= —bl +Eb1 - rlbt
4 =2

Also gilt u,, € G fiir alle m € No. Existieren umgekehrt ¢,,...¢, € Z mit ,

1 2 4q; +1 -
(Z1y.-0r2p) = be +Z¢1ibi = %T—(l,a,...,a” 1Y +(0,¢2,---,95) €[0,1),

=1

so folgt ¢, > 0 und (4¢1 + 1)a* /2" + ¢; € [0,1] fir alle s = 2,...,p. Mit
Lemma 6.1.5 a) existieren um,...,Um4p—1 aus (6.1.17), fir die up4i—1 = z; fir
alle:=1,...,p gilt. =
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Die Gitterpunkte (6.1.20), auf denen alle erzeugten Punkte liegen, lassen sich
auch als Schnittpunkte von Hyperebenenscharen darstellen. Wir betrachten hierzu
die Gitterbasis {by,...,b,} aus (6.1.19). Bezeichnet

?
Li={> nb1reR}, i=1,..p,
ot
‘.71'#!'
den durch b, ..., b;_1, bit1,..., b, aufgespannten linearen Unterraum in R? und §;
die entsprechende Schar aus nut q,b,, ¢i € Z, verschobenen, parallelen Hyperebe-
nen, S; = U,ez (¢bi + L), so gilt

G=8nN...nSn[0,1)7.

Allerdings ist diese Darstellung nicht elndeutlg Es gibt weitere Gitterbasen
b,,.. , by, die das gleiche Gitter (6.1.20) aber eine andere Reprasentation durch
Schmttpunkte von Hyperebenenscharen liefern.

Ein Zufallszahlengenerator ist zur Erzeugung p-dimensionaler Vektoren un-
brauchbar, wenn eine Schar paralleler Hyperebenen groBen Abstands unterein-
ander existiert, die alle Punkte enthéalt. Dann liegen alle Vektoren auf wenigen
Hyperebenen in [0, 1]?, eine Eigenschaft, die unserer Forderung nach gleichmafiger
Verteilung in [0, 1]? widerspricht. Ein wichtiger Punkt ist also die Bestimmung des
Abstands solcher paralleler Hyperebenen.

Wir beschreiben die (p — 1)-dimensionalen Unterrdume £; durch ihre Normal-
vektoren n; mit den Eigenschaften n; L £;, d.h. njb; =0firallej =1,...,p, j #
i, und n}b; = 1.

Im Fall der Basis (6.1.19) 148t sich sofort nachrechnen, da8

9t—2 —a —a? —gP—1
0 1 0 0
m=| 0 |,n=] 0|, ns=| 1 |,...,n,=| O (6.1.21)
0 0 0 1

die entsprechenden Normalvektoren sind. Jedes £; besitzt die Darstellung £; =
{v € R? | nly = 0}. Ist H; = gb; + L; fiir ein ¢ € Z eine parallele Hyperebene,
so gilt (Hi — ¢gbi) L n;, d.h. (y — ¢b;)'n; = 0 fir alle y € H;, also y'n; = ¢, da
b:»n.' =1.

Zur Bestimmung des Abstands verwenden wir die Cauchy-Schwarz Unglei-
chung: |a'd] < |la|| - ||B|| fiir alle Vektoren a,b E RP, wobei Gleichheit genau dann

gilt, wenn a = b fir ein A € R. |la]| = (X1, a,)llz, a = (a,...,ap) € R?
bezeichnet hierbei die euklidische Norm in RP.
Benachbarte Hyperebenen (etwa £; und b; + £;) haben den Abstand 1/||n;]|,
da 1l =y'n; <|ly|| - [|n;|| fir alle y € (b; + L;), also 1/||n;|| < ||y]| mit Gleichheit
genau dann, wenn y = n;/||n;|
Bei Gitterbasis b, ..., b, erhilt man also den maximalen Abstand benachbar-
ter, paralleler Hyperebenen aus der Lésung von

max {1/||n;| | n; ist Normalenvektor zu £;, i =1,...,p}. (6.1.22)
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Moglicherweise vergroBert sich dieser Abstand, wenn man zu einer anderen Git-
terbasis by,..., b, tibergeht. Solche Bamswechsel von Gitterbasen kénnen durch
unimodulare Matrizen beschrieben werden. Es lafit sich zeigen, dal der maximale
Abstand benachbarter, paralleler Hyperebenen, die alle Punkte des Gitters G aus

(6.1.20) enthalten, 1/d, betragt, wobei

P
dy = min {|3] | 7 =Y aimis a1, 4 €2, 7 # o}. (6.1.23)

i=1

Dieses Problem entsteht aus (6.1.22), indem man zusatzlich alle Scharen paralleler
Hyperebenen £; + gb; bei der Minimierung zula8t, die aus moglichen Gitterbasen
by,..., b, fiir G entstehen.

D1e Mlmxmerungsaufgabe (6.1.23) ist ein diskretes Optimierungsproblem, zu
dessen Losung U. Dieter einen effizienten Suchalgorithmus vorgeschlagen hat (vgl.

Afflerbach & Lehn (1986), S. 15ff).

Werden aus einem Pseudozufallszahlengenerator wie in (6.1.16) Vektoren in
[0, 1}P zusammengesetzt und entsteht dabei ein Gitter in [0, 1]?, so ist ein wichtiges
Kriterium fiir die Beurteilung der Giite, dafl der maximale Abstand von parallelen
Hyperebenen, die alle Gitterpunkte enthalten, nicht zu gro wird. Wir haben die
hierbei auftretenden Probleme an der speziellen Klasse der multiplikativen Kon-
gruenzgeneratoren (6.1.17) vorgefithrt. Ahnliche Gitterstrukturen gelten fiir alle
linearen Kongruenzgeneratoren. Eine Ubersicht hierliber findet sich in Afflerbach
& Lehn (1986).

Eine ungeeignete Pseudozufallszahlenfolge wird durch folgende Rekursion er-
zeugt.

Beispiel 6.1.1. Wir betrachten den multiplikativen Kongruenzgenerator
Zng1 = (21 + 3)z, mod 232, w, = 2,/2%%. (6.1.24)

Es gilt a = 2! + 3 mod 8 = 3, so daB dieser Kongruenzgenerator nach Satz 6.1.2
fiir ungeraden Startwertzy die maximale Periodenlinge 2% besitzt.

Fiir die dreidimensionalen Vektoren #m = (¥m,Um+1, Um+2), M € No, gilt zp42 =
(216 + 3)%2,, mod 32 = (6 - 2% + 9)z,,, mod 23% und daher

Zm+2 — 6Zmt1 + 92 mod 2% = (6-2'® + 9 — 6(2'® + 3) + 9) 2 mod 2*2 = 0.

Es folgt v42 — 6Uyyy + Uy, = ¢ € Z mit —6 < ¢ < 10 fiir alle m € Ny. Alle drei-
dimensionalen Vektoren aus dem multiplikativen Generator (6.1.24) liegen damit
auf hochstens 15 Ebenen in R?. Zur Simulation von im Einheitswiirfel gleich-
verteilten Zufallsexperimenten ist dieser Generator trotz maximaler Periodenlange
ungeeignet, da starke Korrelationen zwischen je drei aufeinanderfolgenden Pseu-

dozufallszahlen bestehen. n

_ Um Unabhangigkeit von Pseudozufallsvektoren zu erreichen, wird man eine
Uberlappung der erzeugenden u,, durch mehrfache Verwendung in aufeinanderfol-
genden Vektoren wie in (6.1.16) vermeiden und jeden Vektor u,, € R? aus neuen
Zufallszahlen zusammensetzen. Die Folge

Uy = (ump, Ump+ly-+ s ump.H,_l), m € Ny, (6125)



332 6.1. Erzeugung von Zufallszahlen

erfiillt diese Forderung. Ist L die Periodenlange des zugrundeliegenden Generators,
erhilt man in dieser Weise allerdings nur |L/p] nicht {iberlappende Vektoren der
Dimension p.

Das Problem der Gitterstruktur wird durch (6.1.25) jedoch nicht aufgelost.
Die hierdurch erzeugten Vektoren liegen lediglich auf einer gewissen Teilmenge des
vollen Gitters G. Wenn sich dieses nur auf wenige Hyperebenen konzentriert, gilt
dieser Nachteil auch fiir die durch (6.1.25) erzeugten Punkte.

Lineare Kongruenzgeneratoren mit anderen Parametern als den hier speziell
untersuchten kénnen mit verwandten Methoden analysiert werden und liefern fiir
geeignete Werte von a, r, und m brauchbare Pseudozufallszahlen. Eine Ubersicht
iber die umfangreiche Theorie mit einigen praktischen Anwendungsfillen findet
sich in Afflerbach & Lehn (1986) und Schmitz & Lehmann (1985).

Als brauchbare Verallgemeinerung haben sich gewisse mehrfach rekursive Kon-
gruenzgeneratoren erwiesen

Zn41 = (@12n—1 + G22n—2 + - + GZn—p +r) mod m, up = zo/m, n 2 k€N,

mit aj,asz,...,ar, r € Z und Startwerten 2p,...,2x € Z. Das gleiche gilt fir
Kombinationen von linearen Kongruenzgeneratoren. Die von solchen Generato-
ren erzeugten Zahlenfolgen sind natiirlich schwerer zu tiberblicken, was einem in-
tuitiven Verstdndnis von “Zufalligkeit” entgegenkommt. Man kann nicht mehr
relativ leicht vorherbestimmen, welche Zahl als nachste von einem solchen Gene-
rator erzeugt wird. Allerdings ergeben sich auch hier fiir ungeeignete Parame-
terwerte starke Abweichungen von einer gleichméafigen Verteilung sowie deutliche
Abhangigkeiten. Die erzeugten Zahlenfolgen unterliegen ebenfalls einem determi-
nistischen Bildungsgesetz. Warum soll man also nicht gleich Pseudozufallszahlen
verwenden, von denen man eine gute Approximation des Modells stochastisch un-
abhangiger, im Intervall [0, 1] gleichverteilter Zufallsvariablen theoretisch nachwei-
sen kann, auch wenn das deterministische Bildungsgesetz leicht zu beschreiben und
analysieren ist ? Fir den Zweck einer Nachbildung zufallsgesteuerter Vorgange auf
Computern bildet das keinen Nachteil.

Zum AbschluB dieses Kapitels werden noch kurz einige andere Verfahren zur
Erzeugung von Pseudozufallszahlen vorgestellt, die aber schwerwiegende Mangel
aufweisen.

Als unbrauchbar haben sich Fibonacci-Generatoren herausgestellt. Man star-
tet hierbei mit zwei Werten uo,u; € [0,1). Nachfolgende Zahlen werden durch die
Rekursion

Upnt1 = (un + “n—l) - [un + un—l_]; n €N,

erzeugt. Fir die so definierte Zahlenfolge {up}nen, treten die Permutationen
Un—1 < Un41 < Up Und 4, < Upy1 < Un— allerdings nie auf (I"Ibungsaufga.be
6.6). Bei stochastisch unabhangigen, gleichverteilten Zufallsvariablen betrigt die
Wahrscheinlichkeit fiir solche Anordnungen jedoch 1/6. Fibonacci—Generatoren
widersprechen also unserer Modellvorstellung.

Die Mid-Square-Methode arbeitet folgendermaBen. u, = (0,b1,...,b2), k €
N reprasentiere eine 2k-stellige Zahl in [0,1) mit Nachkommastellen b, ..., b.
Besitzt dann u? die Darstellung u2 = (0,c,...,c4k), S0 verwende als nachste
Pseudozufallszahl u,4y = (0,Ck+1,---,cak). Diese Generatoren weisen erhebliche
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Abweichungen von der Gleichverteilungsannahme in [0, 1] auf, wie statistische Tests
zeigen. Haufig degenerieren sie sehr schnell in Zyklen kurzer Periodenlange. Solche
Generatoren liefern in der Tat keine brauchbaren Pseudozufallszahlen.

Die bereits erwahnten physikalischen Generatoren, bei denen die Zufallszahlen
in einem Versuchsaufbau bestimmt werden (etwa durch Messung des Pegels eines
Rauschsignals zu geniigend weit auseinanderliegenden Zeitpunkten), erfordern in
der Regel komplizierte Gerate und sind nicht leicht verfligbar. Eine umfangreiche
Analyse, ob solche Zahlen auch wirklich dem erhofften Zufallsgesetz gehorchen,
ist auch hier notig. Die EinfluBfaktoren sind nicht leicht einzustellen, so da8 eine
standige Kontrolle des erzeugenden Prozesses durchgefiihrt werden mu8.

Als Pseudozufallszahlen mit Werten in {0,1,...,9} bieten sich auch Dezimal-
entwicklungen von irrationalen Zahlen an. Die Entstehungsprozesse aufeinander-
folgender Ziffern sind zur Zeit nicht zu berblicken — insofern bieten sie sich als
Zufallszahlen an. Man weif} allerdings sehr wenig tiber die zugrundeliegenden Ver-
teilungen, was der Verwendung fiir einen bestimmten Zweck mit vorgeschriebener
Verteilung im Wege steht. Die Dezimalentwicklung der Zahl 7 wurde auf einige
Milliarden Stellen durchgefiihrt; in keinem Test auf “Zufalligkeit” wurden die so
erhaltenen Ziffern bisher als “unechte” Zufallszahlen abgelehnt.

6.2. Testen von Zufallszahlen

Nicht jede Wahl von a, r, m und z;, selbst wenn sie fir einen linearen Kongru-
enzgenerator z,4+1 = (@zn + r) mod m maximale Periodenlange liefert, ist gleich
gut. Maximale Periodenlinge sichert nur eine optimale Approximation der steti-
gen Gleichverteilung im Intervall [0, 1], wenn man den zugehdrigen Generator eine
volle Periodenliange durchlaufen 1a8t. Sie sagt aber nichts {iber das Verhéaltnis der
Zufallszahlen untereinander aus. Der Generator up, = n/m — |n/m|, n € N,
hat volle Periodenlange, die hierdurch erzeugte Zahlenfolge ist aber nicht geeignet,
Realisationen von stochastisch unabhangigen, auf [0, 1] rechteckverteilten Zufalls-
variablen zu simulieren.

Welche weiteren Forderungen sollte man an “gute” Zufallszahlengeneratoren
stellen? Wie schon zu Anfang des Kapitels bemerkt, werden wir keinen Einwand
gegen die “Echtheit”von Pseudozufallszahlen haben, wenn sie eine Reihe statisti-
scher Tests tiberleben, die Eigenschaften wirklich zufalliger Zahlen abprifen.

Einen solchen Test haben wir bereits kennengelernt: der Maximalabstand d,
von parallelen Hyperebenen, die alle aus aufeinanderfolgenden Zahlen zusammen-
gesetzten Pseudozufallsvektoren der Dimension p enthalten. Er berechnet sich als
Kehrwert einer Losung des Minimierungsproblems (6.1.23), in der n,,...,n, Nor-
malvektoren der p Hyperebenen sind, die von je p — 1 Vektoren einer Gitterbasis
aufgespannt werden. Die normierten Gréflen

n?/2dy? N (6.2.1)
¢p = ———, pEN, 2.
PTim F
geben Auskunft iber den maximalen Hyperebenenabstand im Verhaltnis zum Mo-
dul m. Je groBer c, ist, desto kleiner ist der Abstand 1/d,. Fir ungerades p gilt
hierbei (8)! = (5 —1)--- /7.
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Umfangreiche empirische Untersuchungen zeigen, dafl ein Zufallszahlengene-
rator akzeptabel ist, wenn die zugehdrigen Werte

7r2d44
2m

alle nicht kleiner als 0.1 sind. Sind ¢2,c¢3 und ¢4 alle > 1, so gilt der zugehdrige
Generator als hervorragend bezuglich einer gleichméfigen Verteilung in den ent-
sprechenden Dimensionen (vgl. Knuth (1969), Bd. 2, Kapitel 3.3.4).

Fir den Generator zp41 = (2!® + 5)z, mod 22, u, = 2,/23%, der nach
Satz 6.1.2 fiir ungeraden Startwert z, volle Periodenlinge 23° besitzt, gilt

1rd2 z 4'7l'd33
C = ; €3 =
m 3m

, und ¢4 =

c2 £0.3926, ¢3 <0.00001908, und ¢4 <0.1550

(vgl. Aufgabe 6.5). Zur Erzeugung von dreidimensionalen Pseudozufallsvektoren
ist er nicht akzeptabel und mufl damit verworfen werden.

Dieses Verfahren einer Beurteilung von Zufallszahlen entspricht dem Spektral-
test, dessen theoretische Fundierung und praktische Erprobung im Buch von Knuth
(1969), Band 2, ausfiihrlich dargestellt werden. Bemerkenswert ist, dafl alle Zu-
fallszahlengeneratoren, die im Laufe der Zeit bei speziellen Anwendungen Mangel
gezeigt haben, durch den Spektraltest verworfen werden, obwohl man aufgrund
anderer Testverfahren keinen Einwand gegen sie haben konnte.

Weitere Tests auf Zufélligkeit vergleichen, ob Eigenschaften von Pseudozu-
fallszahlen dem unterstellten Modell von stochastisch unabhéangigen, je R([0, 1])-
verteilten Zufallsvariablen widersprechen. Im Vordergrund steht hierbei der Ge-
danke, daB der Entstehungsproze der Pseudozufallszahlen gar nicht so sehr in-
teressiert, sondern vielmehr, ob die durch erzeugten Zahlen sich so verhalten, als
sei der Entstehungsproze echt zufallig. Von den vielen Verfahren, mit denen Ei-
genschaften von Zufallszahlen abgepriift werden konnen, wollen wir lediglich zwei
Typen herausgreifen: 1.) Tests auf Anpassung an die Recheckverteilung und 2.)
Tests auf stochastische Unabhangigkeit der erzeugten Zahlen.

1. Anpassungstests. Sind vorliegende Zahlen im Einheitsintervall Realisatio-
nen von stochastisch unabhéangigen, R([0, 1])-verteilten Zufallsvariablen { Un}neN

und teilt man das Einheitsintervall in k gleichlange Teilintervalle I; = [13= k Vi), =
, k der Lange 1/k, so sollte die relative Haufigkeit der in Jedem dieser Teilin-
terva.lle liegenden Zahlen ungefahr 1/k betragen. Nach dem starken Gesetz groler

Zahlen (Satz 2.3.3) gilt némlich fiir die Zufallsvariablen X{ = 1 "7 1 (U;) un-
abhingig von j fir alle j = 1,...,k, daf limp 0o X = E(n, () = P(i2 <
U, < %) = % P—fast sicher.

Mit einer solchen Intervalleinteilung von [0,1] berechnen wir fir eine gege-

bene Menge von Zufallszahlen uy,...,u, die Anzahlen n; = Y I, 1p(u;) =
#{i | -%l- <u; <%}, j =1,...,k Die folgende Priifgrofie miit die Abweichung
von den hypothetischen relativen Haufigkeiten p} = ¢

T,,=ZM 12 - (6.2.2)

1=1 pJ ]—]
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Entstehen die n; tatsachlich aus stochastisch unabhéngigen, R([0, 1])-verteil-
ten Zufallsvariablen, so konvergiert die Verteilung P™» schwach (im Sinn von De-
finition 2.3.2) gegen eine x%_,~Verteilung mit k — 1 Freiheitsgraden. Dies ist eine
spezielle I'-Verteilung (vgl. (2.1.84)) mit Parametern a = %31, A = 1 und Dichte

yk_?c_%

fe ) = , y20.

1
2T T4
Fe | bezeichne die zugehorige Verteilungsfunktion. Die Approximation durch
eine x2_,—Verteilung ist bereits brauchbar, wenn n > 5k betragt.

Ist T}, zu grofl, werden wir die vorliegenden Zahlen nicht als gleichverteilt aner-
kennen. Der kritische Wert ¢ > 0, dessen Uberschreitung durch T, zur Ablehnung
fiihrt, wird durch folgende Uberlegungen bestimmt.

Wir wollen die Hypothese Hy, da8 die Zahlen von stochastisch unabhéngigen,
R([0, 1])-verteilten Zufallsvariablen stammen, nur mit kleiner Wahrscheinlichkeit
a falschlich verwerfen, z.B. zum Niveau a = 0.05 oder @ = 0.01. Das bedeutet,
eine Zahl ¢ > 0 so zu bestimmen, dafl P(T,, > ¢) < a. Da bei Giiltigkeit der
Hypothese H, die Priifgroe T, fiir grofie n approximativ x3_,-verteilt ist, muf§

P(T,>c)=1— ‘/0 faa_ (W)dy=1-F;: (c)<a

erfillt werden. Als kritischer Wert wird daher das kleinste ¢ verwendet, fir das
sz_l(c) > 1 — a gilt. Diese Lésung c, heifit das (1 — a)-Quantil der x4_,-
Verteilung. Einige Werte fiir ¢, sind in folgender Tabelle angegeben.

k-1 | 3 | 5 | 10 | 20 | 3 | 40 | 50
a=0.05 | 7.815 | 11.071 | 18.307 | 31.410 | 43.773 | 55.758 | 67.505
a=01 | 6.251 | 9.236 | 15.987 | 28.412 | 40.256 | 51.805 | 63.167

Durch die Zusammenfassung der Zahlen in Klassen geht allerdings ein Teil
der Information verloren. Dies wird beim Kolmogoroff-Smirnov—-Test vermieden,
der ebenfalls die Anpassung an eine vorgegebene Verteilung priift. Man betrachtet
hierzu fiir gegebene Zahlen uy,...,u, € [0,1] die empirische Verteilungsfunktion

F.(z) = % D Ao, (i) (6.2.3)

i=1

und bildet deren maximalen Abstand zur hypothetischen Verteilungsfunktion, hier
der Verteilungsfunktion der R([0, 1])-Verteilung, Fr(f,1})(z) = z, falls 0 < z < 1,

D, = sup |Fu(z)— z| (6.2.4)
z€[0,1]

Auch hier wird man die Hypothese H, ablehnen, wenn D,, zu grof ist. Unter
der Hypothese Hp besitzt die Zufallsvariable PP~ eine Kolmogoroff-Smirnov-
Verteilung mit Verteilungsfunktion Fp,. Mit wachsendem n konvergiert die Ver-
teilungsfunktion von /nD, gegen Fys(y) = 1+ 22;’21(—1)‘e‘2‘292, falls y > 0,
und FKs(y) = 0, falls Y <0.



336 6.2. Testen von Zufallszahlen

Wie beim x?-Anpassungstest wahlt man den kritischen Wert co, dessen Uber-
schreitung durch D, zur Ablehnung der Hypothese Hj fiihrt, als (1 — a)—-Quantil
der Kolmogoroff-Smirnov-Verteilung, also ¢ = min{c > 0 | Fp,(c) > 1 — a}.
Einige Werte fiir ¢, sind in der folgenden Tabelle angegeben.

n | 10 | 3 | 5 | 60 | 70 | 8 | 100
a=0.05 | 0.409 | 0.242 | 0.188 | 0.172 | 0.160 | 0.150 | 0.134
a=0.1 | 0369 | 0.218 | 0.170 | 0.155 | 0.144 | 0.135 | 0.121

Allerdings ist die Berechnung der Statistik D,, fiir grofie n recht aufwendig.
Bezeichnen u(y), ..., u(y) die der Groe nach aufsteigend geordneten Zufallszahlen,
so ergibt sich wegen der Monotonie der Wert des Supremums in den Sprungstellen
der empirischen Verteilungsfunktion zu

D, = ma‘x{ ma'x | Uiy — _l, lrgag( |u(:) - "'—l}
Zur Berechnung von D,, sind die Werte u;, ..., u, also der Gré8e nach zu sortieren,
der Absolutbetrag der Differenzen u¢;y — + bzw Uiy — 'T muf} gebildet und

anschlieBend das Maximum der 2n so erhaltenen Zahlen bestimmt werden.
Der x%- und Kolmogoroff-Smirnov-Test funktionieren analog mit den glei-
chen Quantilen, wenn man die Anpassung auf andere hypothetische Verteilungen

F iiberpriifen will. Die Klassenhaufigkeiten pj sind dann aus F zu berechnen
(durch Wahl der Klassengrenzen moglichst in gleicher Grofle) bzw. Frr(jo 1)) durch

F zu ersetzen. Im allgemeinen besitzt der Kolmogoroff-Smirnov-Test eine grofiere
Scharfe, d.h. er verwirft die Hypothese Hy mit groBlerer Wahrscheinlichkeit, wenn
sie nicht zutrifft. Die oben angegebenen Fraktile sind hierbei jedoch nur dann

gliltig, wenn die hypothetische Verteilungsfunktion F stetig ist.

Die auf (6.2.2) und (6.2.4) basierenden Tests sind hauptsachlich auf die Uber-
prufung der Gleichverteilungsannahme zugeschnitten, obwohl bei der Bestimmung
der kritischen Schranken die Annahme der stochastischen Unabhéangigkeit indirekt
eingeht und eine Abweichung hiervon das Ergebnis beeinflussen kann. Spezielle
Tests auf stochastische Unabhéngigkeit werden im folgenden behandelt, wobei wir
uns auf zwei typische Vertreter beschranken.

2. Tests auf Unabhangigkeit. Die Priifgrofien solcher Tests basieren auf Eigen-
schaften, die stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen auszeichnen. Eine hiervon
ist die Verteilung von Sequenzen aufsteigend geordneter Zahlen, sogenannte Runs.
In der Ziffernfolge

21179145712811811612114569

finden sich zwei Runs der Lange 1, drei der Lange 2, zwei der Lange 3 und einer
der Lange 5. Der Runtest basiert auf der Verteilung solcher Sequenzen.

Fiir stochastisch unabhangige Zufallsvariable 148t sich die Wahrscheinlichkeit
fiir das Auftreten eines Runs bestimmter Lange explizit bestimmen. Diese Ver-
teilung reagiert empfindlich auf Stérungen der stochastischen Unabhéangigkeit und
eignet sich daher gut als TestgroBe dieser Eigenschaft.
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Lemma 6.2.1. {U,}neN sei eine Folge von stochastisch unabhéingigen, identisch
R([0, 1])-verteilten Zufallsvariablen. Dann betragt die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Run R der Lange r, r € N,

P(R=r)=P(Uy < <Up > Uppy) = = — — r

) D)
Beweis. Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit und identischen Verteilung
reicht es, die Zufallsvariablen Uy, . .., Ur41 zu betrachten. Fiir alleu € [0,1}, k € N
gilt

(6.2.5)

r

PUL < <SU, Su) = —. (6.2.6)

r!
Wir zeigen diese Behauptung mit vollstandiger Induktion. Fir r = 1 ist (6.2.6)
richtig. Ferner gilt mit der Induktionsvoraussetzung und Lemma 3.1.4

1
P(Uy <+ < Upis Su)=/ P(Uy < -~ <U, <t < u)dt
0

r ur+1

u ut
= <...< < = —dt = —————
/ P(U, <--- < U, < t)dt /0 Gt =

0
woraus (6.2.6) folgt. Da
PU, L LU)=PU, £--- LU, U, Su)+ PU, £+ LU Uy > w),

erhalten wir mit (6.2.6) P(U; <--- < U, >u)= % - 1;; und insgesamt
1
P(Ul <o <L Ur,U,- > Ur+1) =/ P(Ul <o <L U,-,U,- > u)du
0

[l w11
Tt Tl (r41) .
Sind die Runs Ry, ..., R, aus einer Folge von Zufallszahlen stochastisch un-
abhéngig, so ist ein Anpassungstest auf die durch Lemma 6.2.1 gegebene Verteilung
T

— —_— ——— -2.
P(R=r) Yk r €N, (6.2.7)
ein brauchbarer Test auf Unabhangigkeit von vorliegenden Zufallszahlen. Eine
Schwierigkeit bei der Anwendung besteht jedoch darin, da aufeinanderfolgende
Runs in einer Folge stochastisch unabhéngiger Zufallsvariablen {Up}nen nicht un-
abhangig sind. Streicht man jedoch die auf einen Run folgende Zufallszahl und
beginnt die Zahlung der Linge des néchsten Run erst mit der iibernachsten Zahl,
so sind die so gewonnenen Runlidngen stochastisch unabhingig. Wir definieren
formal die Zufallsvariablen

S] = mf{n eN I U, > Un+1}, Sk+l = inf{n >Se+1 | U, > Un+1},
R1=SI’ Rk+l=Sk+1—Sk—1, keN.

Man beachte, dafl die Zufallsvariablen S; in folgendem Sinn Stoppzeiten be-
ziiglich {Un}nen sind. (vgl. Definition 2.1.3) Fiir alle k, £ € N besitzt das Ereignis
{Sk = £} eine Darstellung

{Sk =} = {(U,...,Ues1) € BSV) (6.2.9)

fiir eine Menge B,(,H'l) € Bn[0,1]*+1. Der Beweis des folgenden Lemmas benutzt
Methoden, die bereits in Satz 2.1.2 eingefithrt wurden.

(6.2.8)
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Lemma 6.2.2. {Up,}neN sei eine Folge von stochastisch unabhéngigen, identisch
R([0, 1])-verteilten Zufallsvariablen. Dann ist die durch (6.2.8) definierte Folge der
Lingen sukzessiver Runs { R, }neN stochastisch unabhéingig. Alle R, sind ferner
identisch verteilt mit Zdhldichten (6.2.7).

Beweis. Die Folge {Us, 4n}n>2 besitzt fiir alle £ € N stochastisch unabhéangige,
identisch nach PY verteilte Glieder. Denn fiir alle k,m € N, m > 2, By,...,Bn, €
BN [0,1] gilt wegen (6.2.9) fiir alle £ € N

m m
P(Sk =/, n {US,-H' € B,‘}) = P((Ul,...,U(.H) € B£t+l), n {U¢+j € Bj})
j=2

=2

= P(Sk = ¢) ﬁ P(U; € By).

7j=2
Durch Summation iber £ folgt
P(() {Usi+s € Bi}) =Y P(Sk =& () {Usi; € B})
=2 =1 =2

- (6.2.10)

=2

also auch P(Us,+m € B} = P(Us € Byn) fiir alle m > 2.

Ferner sind (S,...,Sk) und {Us, 4n}n>2 stochastisch unabhéngig, da wegen S; <
< Spund {S = b,...,5 = &} = {(U,...,U11) € BHVY fiir eine

Menge B{"**V ¢ B%+1[0,1]%+! wie oben

P(Sl =£1,...,Sk =eka n {Ush+j € BJ})

i=2

=P(S1=4,...,5 =) [[ P(U: € By)

i=2
fiir alle £y,...,8; €N, By,...,B, € BN[0,1] folgt. Weiterhin gilt
Ry = inf{n eEN | US,.+n+l > Usk+n+2}, (6‘2.11)

so daf8 Rg41 durch eine meBbare Transformation aus {U. g,‘+,.},.22 gewonnen wird.
Nach Lemma 2.1.7 sind also R4 und (Sy,...,Sk) stochastisch unabhéngig.
R,,..., R sind wegen (6.2.8) Funktionen von S, ..., Sx. Wieder mit Lemma 2.1.7
sind dann (Ry,..., R¢) und Ri4, stochastisch unabhingig. Lemma 2.1.8 zeigt, daf§
dann die ganze Folge { R, }neN stochastisch unabhingig ist.

In (6.2.10) hangt die Verteilung von {Us, 4n }a>2 nicht von k ab. Aus der Darstel-
lung (6.2.11) sieht man, da8 alle R,, die gleiche Verteilung wie R; besitzen, die in
Lemma 6.2.1 berechnet wurde. =



6.2. Testen von Zufallszahlen 339

Die Verteilung der Runlangenfolge { R,}nen bei Uberschlagen einer Zufalls-
zahl nach Ende eines Runs ist durch Lemma 6.2.1 und 6.2.2 vollstandig bestimmt.
Beim Runtest fithrt man jetzt eine Priifung auf Anpassung dieser Verteilung mit
Hilfe des x2-Tests durch. ry,...,r, bezeichne die aus einer Zufallszahlenfolge wie
oben gewonnenen Runlangen.

Der Trager N der Verteilung (6.2.7) wird in k disjunkte Klassen {i;+1,...,42},
{iz+1,...,43},..., {ik +1,...,00}, 0 = 43 <4z < --- <4 €N, mit moglichst
gleichgrofien Wahrscheinlichkeiten p} = ;’_*"‘ aPR=10), j=1,...k 41 =
oo, eingeteilt. Wegen der Approx1matlonsgena,u1gke1t sollte np} > 30 fur alle
j = 1,...k gelten. Mit diesen p; und den aus ry,...,7, gewonnenen relativen

Héiufigkexten n; wird die PriifgréBie T, aus (6.2.2) des x2~Anpassungstests berech-
net. Die Unabhangigkeitshypothese wird verworfen, wenn T, > ¢4, wobei ¢, das
(1 — a)-Quantil der x2_,-Verteilung ist. Um eine geniigende Schirfe des Runtests
zu erzielen, sollte die Anzahl n der zugrundeliegenden Zufallszahlen sehr grof§ sein
(n > 4000).

Auf der Autokorrelation basierende Priifgroien nutzen die Tatsache aus, daf§
aus der stochastischen Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen deren Unkorreliertheit
folgt (vgl. Definition 2.2.5). Trifft die Hypothese von stochastisch unabhangigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen {U, }nen zu, so gilt fiir alle k,m € N

E(U Um+k) (E(Um))
E(UZ) - (E(Un))"

p(k) = Korr(Up, Upngk) =

Es gilt nun, aus vorliegenden Zufallszahlen u,,...,u, eine Schatzgrofe fir
p(k) zu gewinnen. Ausgenommen im Trivialfall, daB alle u; gleich sind, leistet dies
der Autokorrelationskoeffizient

n En_l u:uz+k ( E:‘—l ')2
n Z:—l ug (z:—l Ui ,

wobei ¥iqx = Uitk—n, falls i+k > n. Bei einem guten Zufallszahlengenerator sollte
p(k) fir alle k nahe bei Null liegen, da sonst ein Indiz fiir lineare Abhangigkeit
zwischen k-ten Nachfolgern in der Zufallszahlenfolge vorliegt. Die im Anschlufl an
Definition 2.2.5 durchgefiihrten Uberlegungen zeigen, da —1 < p(k) < 1, wobei
die Werte p(k) = —1 und p(k) = +1 auf exakte lineare Abhingigkeit zwischen den
entsprechenden Zufallsvariablen schlielen lassen.

p(k) =

1<k < n/2
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Wir gehen im folgenden davon aus, da8 ein guter Generator zur Erzeugung von
stochastisch unabhéngigen, rechteckverteilten Zufallszahlen zur Verfiigung steht.
Wie solche Generatoren konstruiert werden und wie man ihre Eigenschaften testet,
haben wir in den vorhergehenden Kapiteln kennengelernt. In den meisten Anwen-
dungen werden allerdings Zufallszahlen aus anderen Verteilungen benétigt. Bei der
Simulation von Warteschlangen benétigt man etwa Ankunftszahlen in festen Zeit-
intervallen, die sich durch Poisson—Verteilungen beschreiben lassen. Zwischenan-
kunftszeiten geniigen hierbei in der Regel Exponentialverteilungen. Normalvertei-
lungen sind nach dem Zentralen Grenzwertsatz immer dann angebracht, wenn sich
die Wirkung eines Einflufifaktors als Summe vieler gleichgewichtiger, unabhéangiger
Einzelfaktoren darstellen 1a8t. Bei der Simulation von Zufallspermutationen wer-
den Tupel von natiirlichen Zahlen bendtigt. Solche Anwendungen setzen die Exi-
stenz von Zufallszahlen voraus, die als Realisationen aus den entsprechenden Ver-
teilungen interpretiert werden kénnen.

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit einigen Verfahren beschéiftigen, die
die Transformation von rechteckverteilten Zufallszahlen auf gewisse vorgegebene
Verteilungen bewirken. Die stochastische Unabhangigkeit der transformierten Zu-
fallszahlen bleibt dabei erhalten, wenn sie aus verschiedenen stochastisch unabhan-
gigen Standardzufallszahlen erzeugt werden. Dies folgt unmittelbar aus den Lem-
mata 2.1.5 und 2.1.6.

Unterwirft man Zufallszahlen {u,}neN einer Transformation k, so berechnet
sich die Verteilung der transformierten Zufallsvariablen X,, = h(U,) als Bildmaf§
unter der Transformation h. Wir werden damit fur einige Verfahren die in Ka-
pitel 6.1 vorgestellten Methoden einsetzen, wobei oft mehrere Ansitze zum Ziel
fihren. Die Auswahl einer speziellen Methode hiangt dann davon ab, ob die Im-
plementation des zugehérigen Algorithmus gentigend schnell arbeitet.

Ein allgemeines Verfahren zur Gewinnung von Zufallszahlen mit beliebiger vor-
gegebener Verteilungsfunktion F erhalt man aus Satz 2.1.1: “Ist U eine R([0,1])-
verteilte Zufallsvariable und bezeichnet F~!(t) = inf{z € R | F(z) > t}, t € (0,1),
die Pseudoinverse von F, so besitzt die Zufallsvariable X = F~1(U) die Vertei-
lungsfunktion F.”

Lemma 6.3.1. T = {t; | : € M}, M = {0,1,...,m},m € N, oder M = N,
sei eine abzihlbare Menge und f : T — [0,1] mit Y ..,/ f(t;) = 1 eine diskrete
Zahldichte. Ist U eine R([0, 1])-verteilte Zufallsvariable, so besitzt die diskrete
Zufallsvariable X mit

k-1 k
X=tr, falls Y f(t)<U<Y f(t), ke M, (6.3.1)

1=0 =0

die durch f gegebene Verteilung. Die Summe mit leerem Indexbereich wird hierbei
als Null definiert.

Beweis. Bezeichne F(z) = ) cp f(ti)1(<c0,2)(%), = € R, die Verteilungsfunk-
tion der diskreten Verteilung mit Tréger M und Wahrscheinlichkeiten f(t;). Fir
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die Pseudo-Inverse F'~! der Treppenfunktion F gilt

F~Y(u)=inf{z €R| F(a:) >u}=inf{jeM | F(j) > u}

1nf{]eM|Zf(t)>u}_k fa.llsEf(t)<u<Zf(t)

=0 =0

fiir alle u € (0,1). X' = F~!}(U) besitzt nach Satz 2.1.1 die Verteilungsfunktion
F mit Trager M und X = h(X') mit der injektiven Abbildung h(i) =t;, i € M,
die gewiinschte Verteilung mit Zahldichte f. Eine geometrische Veranschaulichung
dieser Argumente findet sich nach (2.1.11). ]

Zur Erzeugung von Zufallszahlen {z,},en aus einer beliebigen diskreten Ver-
teilung hat man also fiir Standardzufallszahlen {un},,eN Beziehung (6.3.1) auszu-

werten, d.h. setze z, = #;, falls u, € (E._o f(t), Z-—o f(t:)], k € M. Dies 1aBt
sich effektiv bei Verteilungen mit endlichem Trager durchfiihren.

Beispiel 6.3.1. (Laplace-Verteilung auf {0,1,...,m —1})

Fiir die zugehorige Zahldichte gilt f(i) = L fiir alle ¢ = 0,...,m — 1. (6.3.1)
vereinfacht sich in diesem Fall zu X = k, falls % <UX< "—'”1"—1, k=0,...,m—1.
Da P(U = -L) = 0 fir alle j = 0,...,m, geniigt die Zufallsvariable X = |mU|
einer diskreten Gleichverteilung mit Trager {0,1,...,m}. ]

Beispiel 6.3.2. (Binomialverteilung)

Zu den Parametern 0 < p < 1 und m € N lautet die Zahldichte p; = f(i) =
(M)p'(1—p)™*, i =0,1,...,m (vgl. (2.1.18)). Zur Erzeugung von stochastisch
unabhiangigen B(m, p)-verteilten Zufallszahlen werden zunachst die kumulierten
Wahrscheinlichkeiten F = Y5 (™)p*(1 — p)™*, k =0,1,...,m, berechnet.
Sind u,, stochastisch unabhangige Standardzufallszahlen, so entscheidet man, in
welchem der Intervalle (Fx_1, Fx], ¥ =0,1,...,m, (F-; = 0), die Zufallszahl u,
liegt. up, € (Fi—1,F] fir ein k fihrt zu z, = k. Mit (6.3.1) geniigen die so
gewonnenen Zufallszahlen z,, einer B(m, p)-Verteilung,.

Zur effizienten Bestimmung des zugehorigen Intervalls Iy = (Fk-1, Fk], in dem
up liegt, werden die Elemente I; in der natirlichen Ordnung L < - < Iy
mit zugehorigen Wahrscheinlichkeiten px = Fy — Fx—; wie in (5.3.9) in einem
bindren Suchbaum abgespeichert. Die erwartete Zugriffszeit betragt nach Satz
4.3.2 hochstens H ( B(m, p)) +1 < log; m + 1, wobei H die Entropie mit Logarith-
men zur Basis 2 bezeichnet. Nach | Berechnung und Abspeichern der F; wachst der
Aufwand hochstens logarithmisch in m.

Eine andere Moglichkeit zur Erzeugung binomialverteilter Zufallszahlen ergibt sich
aus der Tatsa,che, daB jede B(m, p)—verteilte Zufallsvariable X eine Darstellung
X = Yo, X; mit stochastisch unabhingigen, B(1, p)-verteilten Zufallsvariablen
X besxtzt (vgl. (2.1.18)). B(1, p)-verteilte Zufallsvariable Y erhalt man aus einer
R([0, 1])-verteilten Zufallsvariablen U durch

Y =1, (U) oderauch Y = |U+p]. (6.3.2)

Dies folgt aus (6.3.1), da mit U auch 1 — U rechteckverteilt auf [0,1] ist.
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Je m aufeinanderfolgende Standardzufallszahlen u(j_1ym+1,...,Ujm, J € N, wer-
den jetzt zu B(1, p)-verteilten Zufallszahlen y(j_1)m+1,- - - ,Yjm mit Hilfe der Ab-
bildung y; = 1(o5)(1;), ¢ = (j — 1)m + 1,...,jm, transformiert. Die Zufallszah-

len z; = E‘}:(j_l)m +1Yi sind dann Realisationen von stochastisch unabhangigen,
B(m, p)—verteilten Zufallsvariablen. Die Nachteile dieses Verfahrens sind, daf fiir

jede binomialverteilte Zufallszahl m Standardzufaliszahlen gebraucht werden und
dafl der Rechenaufwand linear in m wachst. =

Auch zur Erzeugung diskreter Verteilungen mit unendlichem Trager 148t sich
die Methode (6.3.1) verwerten. Allerdings konnen die unendlich vielen Werte
Ele f(t;), k € Ny, dann nicht a priori abgespeichert werden. Sie miissen wieder-
holt neu berechnet werden, wodurch das Transformationsverfahren erheblich an
Schnelligkeit verliert. Fiir Poisson— und negative Binomialverteilungen werden wir
spater Verfahren kennenlernen, die besser arbeiten.

Ist die Verteilungsfunktion invertierbar und ist die Inverse F~! leicht zu be-
rechnen, liefert Satz 2.1.1 eine besonders einfache Transformationsmoglichkeit. Fiir
eine Standardzufallszahl u kann ¢ = F~1(u) als Zufallszahl aus der Verteilung F'
interpretiert werden. Ein Beispiel hierfiir ist die Exponentialverteilung mit Pa-
rameter A > 0 und Verteilungsfunktion F(z) = (1 — e™**)1jg o)(z). Bereits in
(2.1.9) wurde gezeigt, dal man aus einer R([0, 1])-verteilten Zufallsvariablen U
durch die Transformation

X=-§ma A>0, (6.3.3)

eine £(A)-verteilte Zufallsvariable X erhalt. Die Berechnung von exponentialver-
teilten Zufallszahlen z,, gestaltet sich mit der Transformation z,, = —% Inu, sehr
einfach, wobei der Zeitaufwand hauptsichlich von dem Berechnungsalgorithmus
fiir die bendtigten Logarithmen bestimmt wird.

Durch einfaches Abrunden einer £())-verteilten Zufallsvariablen wird eine
geometrisch verteilte erzeugt (vgl. Ubungsaufgabe 6.7), genauer:

Ist X &(X)-verteilt, A > 0, so besitzt die Zufallsvariable Y = |X| eine &(p)-
Verteilung, wobei p=1— e,

Fiir gegebenes 0 < p < 1 kann man also &(p)-verteilte Zufallszahlen y,
effizient aus £(\)-verteilten z, durch y, = |z.] gewinnen, wobei A = —In(1 — p)
gewahlt wird.

Eine Methode zur Erzeugung von Poisson-verteilten Zufallszahlen wird in
folgendem Lemma aufgezeigt.

Lemma 6.3.2. (Poisson—Verteilung)
{Xrn}nen sei eine Folge von stochastisch unabhangigen, mit Parameter A > 0
exponentialverteilten Zufallsvariablen. Dann besitzt

n+l
S=inf{neNo| Y Xi>1}

i=1

eine Poisson—Verteilung mit Parameter ).
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Beweis. Fiir alle k € Ny gilt

k k+1 k k
P(S=k) =P(ZX,~ <1,y x> 1) =P(} . Xi <1, X1 >1- Y X)),
i=1 =1 =1 =1

T = ZLI X; besitzt nach (2.1.82) eine Erlang-Verteilung mit Dichte fr(t) =
(]ci—lﬁtk—le_Atn[O,oo)(t)’ so dafl

1 1 k
P(S=k)= / P(Xr41 > 1—1t) fr(t)dt = / e"‘(l")k—'t"‘le"\‘dt
0 0 (k-1
ok [Tt dt = e *
= A A (—E—:—l-jT t=c¢ ‘k—'

Lemma 6.3.2 wird folgendermafien angewendet. Erzeuge sukzessive unabhan-
gige, exponentialverteilte Zufallszahlen z,. Ist j der erste Index, bei dem die
Summe dieser Zahlen 1 iberschreitet, setzt man y = j — 1 als Zufallszahl aus einer
Poisson-Verteilung.

Die exponentialverteilten Zufallszahlen erhélt man durch die Transformation
(6.3.3) aus Standardzufallszahlen {u,}. Rechnerisch zu bestimmen ist dann

n+1
inf{n €Ny | E—-%lnu,- > 1} = inf{n ENg |ug - tps1 < e"‘}.
i=1

Beispiel 6.3.3. (geometrische und negative Binomialverteilung)

Mit shnlichen Methoden der ersten bzw. m-ten Eintrittszeit lassen sich aus
B(1, p)-verteilten Zufallszahlen, die mit Hilfe von (6.3.2) erzeugt werden, geo-
metrisch bzw. negativ binomialverteilte gewinnen. Man zahlt dabei die Anzahl
der Zufallszahlen bis zur ersten Eins bzw. bis zur m-ten Eins einschliellich, m € N.
Ist namlich {X, },eN eine Folge von stochastisch unabhéngigen, B(1, p)—verteilten
Zufallsvariablen, so folgt aus (2.1.34), da8

S=inf{neN|X, =1}

geometrisch verteilt ist mit Zahldichte fg(p)(k) = p(1 —p)*~!, k€ N.

Durch m—fache Addition solcher &(p) verteilter Zufallszahlen erhélt man eine Zu-
fallszahl aus einer negativen Binomialverteilung B(m, p), wie in (2.1.50) gezeigt
wurde. Die zugehérige Zahldichte lautet fg,,, ;) (k) = ":;_11) Em(1-p)f™, k>m
(vgl. (2.1.51)). .

Ein weiteres allgemeines Verfahren zur Erzeugung von Zufallszahlen aus einer
beliebigen, vorgegebenen Verteilung mit Dichte f basiert auf folgendem Lemma.
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Lemma 6.3.3. (Verwerfungsmethode)
f > 0 und g > 0 seien Verteilungsdichten derart, daf§ cﬂ(—% < 1 fiir eine Konstante

¢ > 0 und alle z € R mit f(z) > 0. )jX }nEN sei eine Folge von identisch verteilten
Zufallsvariablen mit Verteilung PX» = PX mit Dichte g und {U,}neN eine un-
abhingige Folge von R([0, 1])-verteilten Zufallsvariablen so, da8 {X,} und {U,}
stochastisch unabhéngig sind. Es bezeichne

: f(Xn)

= w < )
S mf{ne N|Un <ec g(X,.)}
Dann besitzt die Verteilung der gestoppten Zufallsvariablen Xg die Dichte f. Fer-
ner gilt fir den Erwartungswert E(S) = 1/c.
Beweis. U sei R([0,1])-verteilt. Die Bedingung cﬁ;} < 1 fiir alle z € R mit

f(z) > 0 impliziert (mit den Konventionen a/0 = oo, falls a # 0, und 0/0 = 0),
daB g(z) > 0, falls f(z) > 0. f(X,)/9(Xn)ist also P-f.s. endlich und wohldefiniert.
Fiir alle A € B! gilt

(U<cf(X)X€A)=/A (U<cf( )) (z)dz

(x)’ ‘o) g(z) (6.3.4)
= /Ac o) g(z)dx =c/Af(:c)d:z,
da P(U < u) = u fiir alle u € [0,1]. Mit A = B! folgt insbesondere
f(X)
1>P(U< (X))=c>0. (6.3.5)

=inf {(n e N|U, - c5 (X") < 0} ist eine Stoppzeit beziiglich der unabhangigen

Folge {U,. igﬁ:)) neN’ msbesondere die erste Eintrittszeit dieser Folge in die

Menge B = (—0,0] € B!. Wie in Lemma 2.1.5 folgt fiir alle A € B! wegen der
stochastischen Unabhéngigkeit, daf§

P(S=n,XseA)=P(hl{U >e¢ f(X)} U, <o fEn) y GA)

[ o(X) o(Xa)’
[P(U>cf£X)))] (U_<_c§88,X€A).

Mit der Abkiirzung P(U > ¢ i—%%) = ¢ < 1 folgt nach Summation iiber n € N
mit 3377, ¢"~! = 71, und (6.3.4)

P(XseA)=(iq"‘l)-P(Us fX )XEA)

= (X)
PU<c i Xe
= P(U < f(X) /f(:c)d:c
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fiir allle A € B!. Die letzte Gleichung besagt, da f Verteilungsdichte von PXs
ist.

S ist nach Lemma 2.1.5 geometrisch verteilt mit Parameter p = P(U < c-ﬁ%) =
¢ <1, so da8 E(S) = 1/c folgt. Dies zeigt die Behauptung. ]

Bei der Anwendung von Lemma 6.3.3 zur Erzeugung von Zufallszahlen aus
einer Verteilung PY mit Dichte f geht man folgendermaBen vor: Wahle g als Ver-
teilungsdichte, aus der Zufallszahlen einfach und effizient generiert werden konnen,
und ¢ € R so, daf§

c =) <1 fiir alle z € R mit f(z) > 0. (6.3.6)

9(=)
Erzeuge dann sukzessive unabhéngige Zufallszahlen x;,u;, 22, g, *3,us, ... aus der
Verteilung PX» = PX mit Dichte g bzw. einer R([0, 1])-Verteilung. Sei k € N der

erste Index, fiir den ux < ch}:—:% gilt. Dann ist yx = z eine Zufallszahl aus

der Verteilung PY mit Dichte f. Zur Erzeugung weiterer Zufallszahlen fahre mit
Elementen der Restfolge {(z4n, “"+")}neN fort.

Dieses Verfahren heifit Verwerfungsmethode. Man beachte, daB es an kei-
nen speziellen Typ von Verteilung gebunden ist. Es kann in der gleichen Form
eingesetzt werden, wenn f und g Zahldichten sind (vgl. Beispiel 6.3.5).

Die erwartete Anzahl von Zufallszahlen (zn,u,), die fiir eine Zufallszahl y;
gebraucht werden, betragt 1/c. ¢ sollte also unter Beriicksichtigung der Nebenbe-
dingung (6.3.6) moglichst grof§ gewahlt werden.

Beispiel 6.3.4. (Beta—Verteilungen)
Die Familie der Beta—Verteilungen mit Parameter a, 8 > 0 besitzt den Trager (0, 1)
und Dichten der Form

fap(2) = ﬁx“*(l — 2)f Mg (2),

wobei B(a,) = [y 27}(1 — 2)f~'dz = JE2. Fiir @ = # = 1 erhilt man
gerade eine R([0, 1])-Verteilung.
Gilt ,8 > 1, so sind die Dichten f, g beschrinkt. Das Maximum wird fir

To = S350 mit Wert b = f(20) = prap (a(;fz;:;()ﬁ:;)_p,_l angenommen, wie
man durch Differenzieren von f, g sieht. Zur Erzeugung von Beta—verteilten
Zufallszahlen mit Hilfe der Verwerfungsmethode setzen wir PX = R([0,1]) mit
g(z) = 1p3j(z) und ¢ = 1/ép. Dann ist Bedingung (6.3.6) erfiillt. Mit stocha-

stisch unabhéangigen R([0, 1])-verteilten Zufallszahlen u,,v, liefert
Yk = vk, falls k=inf {n ENJu, < cfa,p(v,,)}
eine mit Parametern a, # > 1 Beta—verteilte Zufallszahl y;. n

Beispiel 6.3.5. (Poisson—Verteilungen)
Wir bestimmen zunéchst das Maximum der Folge {ai }xen, mit ax = b%/k!, b > 0.
Es gilt

k41 b >1, fallsk+1<b
ax  k+1 <1, fallsk+1>5b’
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d.h. {ax} steigt monoton, falls £ < b, und ist monoton fallend fiir k£ > b. Das
Maximum wird also fiir k* = |b| mit Wert b*" /k*! angenommen.

Fir den Quotienten der Zahldichten einer &(p)- und P(A)-Verteilung erhalten
wir hiermit fiir alle p € (0,1), A >0 und k € N,

k'
M e () e ()

A=pFp p» K ~p kBT

k*
wobei k* = T—f—pj Die Konstante ¢ = ¢(\,p) = —(————:);T—— stellt also sicher,
dal

B0
G(p)({k}) < 1 fiir alle k£ € N,.

Sind {un}neN Standardzufallszahlen und {k,}nen &(p)-verteilte Zufallszahlen
und bezeichnet s € N den kleinsten Index n, fiir den
e\ [k, !
<eg.——2 1™m
AR
so stammt nach Lemma 6.3.3 die Zufallszahl k, aus einer ‘,B(A)-Verteilung Man

beachte, dal mit der Verwerfungsmethode zur Erzeugung einer Poisson-verteilten
Zufallszahl im Mittel E(S)=1/c= (e=*X*")/(p(1 — p)* k*!) Paare von Zufalls-

zahlen benétigt werden. (vgl. Ubungsaufgabe 6.8) ]

Im folgenden behandeln wir eine Transformationsmethode, die speziell auf
normalverteilte Zufallsvariable zugeschnitten ist.

Lemma 6.3.4. (Transformation auf Normalverteilung)
U, und U, seien stochastisch unabhingige, R([0, 1))-verteilte Zufallsvariable. Dann
sind die Zufallsvariablen

X1 =+v-2InU; - cos(2nU;) und X, =+/-2InU; -sin(27U;)

stochastisch unabhingig, jeweils N'(0,1)-verteilt.
Beweis. Wir wenden Satz 2.1.10 auf die Transformation G : (0,1)? — R? mit

G(u1,u) = (\/ —2Inwu; - cos(27uz), vV —2Ilnwu, - sin(27rug)), (u1,uz) € (0,1),

(6.3.7)
an. Es gilt
cos(2mus)
oG, v 27/—2Inu; cos(2mus) o
det ( ) = de . -
Ou;/1<i,j<2 sin(2muz)

_;l—:nT_n__;; —2m+/—21In uy sin(27wuz) bt
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Die erste Komponente der Umkehrfunktion berechnet sich zu

-1 s i ! 9
ur =g; (z1,2z2) =€ "2, (z1,22) €R"

Mit (2.1.93) folgt

1 —12_'_’2
f(Xx,Xz)(zl,$2) = 2_7;6 =, (271,1‘2) € sz

das Produkt der Dichten von zwei stochastisch unabhangigen, je M(0,1)-verteilten
Zufallsvariablen. Die Behauptung folgt mit (1.4.52). L]

Die Anwendung von Lemma 6.3.4 ist klar. Erzeuge zwei unabhéngige Stan-
dardzufallszahlen u,,u; und transformiere diese mit der Abbildung (6.3.7). Die re-
sultierenden Zufallszahlen z,, z, entstammen einer Standardnormalverteilung und
sind stochastisch unabhangig.

Um den in Kapitel 3.4 vorgestellten Algorithmus zur Bestimmung der kon-
vexen Hiille von Punkten im Einheitskreis mit Simulationsmethoden zu testen,
werden zufillige, im Einheitskreis K; gleichverteilte Punkte bendétigt. Die zugrun-
deliegende Verteilung besitzt die Dichte (2.1.96)

1
f(z1,22) = ;111'(,(-11, T2).

Wir erzeugen die verlangten Zufallsvektoren mit der Transformation (2.1.94). Sind
u;, up unabhingige Standardzufallszahlen, so stammt die zweidimensionale Zu-
fallszahl (z;,z2) mit

T3 = \fup - cos(2muz), T2 = /up - sin(27wuz)

aus einer Gleichverteilung auf dem Einheitskreis mit obiger Dichte. Dies wurde
am Ende von Kapitel 2.1 bewiesen.

Zum Abschluf} diese Kapitels werden wir uns noch mit der Generierung héher-
dimensionaler Verteilungen mit nicht stochastisch unabhéngigen Komponenten
beschéftigen, wobei wir exemplarisch die Erzeugung von zufélligen Permutationen
ohne Wiederholung und die Simulation von Markoff-Ketten herausgreifen. Eine
Anwendung fiir den letzteren Fall haben wir bereits in Kapitel 3.3 bei der Unter-
suchung des Simulated Annealing—Algorithmus kennengelernt. Die Erzeugung von
Permutationen einer bestimmten Grundmenge spielt beim Austesten von Such-
und Sortierverfahren mit Simulationsmethoden eine wichtige Rolle. Wir benoétigen
zunachst ein vorbereitendes Lemma.

Lemma 6.3.5. X;,...,X, seien Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A, P) mit Werten in N, deren gemeinsame Verteilung fiir alle iy,...,i; €
N mit P(X; =1y,...,X; =1;)>0,5=0,1,...,n — 1, den Bedingungen

P01 = €12 =iy Xy i = {1550 £ (o) )
0, sonst
(6.3.8)
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geniigt. Dann gilt P((X1,...Xa) = (i1,...1n)) = 1/n! fiir alle (iy,...,i,) €
Perm}({1,...,n};0.W.), d.h. PX1+Xn) reprisentiert eine Gleichverteilung auf
der Menge Perm[,({1,...,n}; 0.W.).

Beweis. Fir alle (¢3,...,i,) € Perm}({1,...,n};0.W.) gilt mit Formel (3.1.7),
dafl

P(Xl =i1,...,Xn=iﬂ)=P(Xn=in |X1 =i1,...,Xn_1 =in_1)'

"P(Xp-1=tno1 | X1 =41,..., Xn2 = in_2)--- P(X1 = 4)

_1 1 1 1= 1

“n on-1 2 n!’
Man beachte, daB die bedingenden Ereignisse in jedem der obigen Faktoren positive
Wahrscheinlichkeit besitzen. ]

Zur Erzeugung einer Gleichverteilung auf Permy({1,...,n};0.W.) wird Lem-
ma 6.3.5 folgenderma8len eingesetzt. Speichere in einem Feld a: ARRAY[1..n]
OF INTEGER die natiirlichen Zahlen 1,...,n durch a[j]l:=j, j = 1,...,n aufstei-
gend ab. Erzeuge dann unabhéi.ngige Standardzufallszahlen u,,...,u,—; € (0,1),
berechne im j—ten Schritt i = Jj+ [(n -7+ l)u,J und ta,usche den Inhalt der
Zellen a[j] und a[1J] aus, j=1,...,n—1.

Bezeichnet X; den Inhalt der Zelle aljl, s = 1,...,n, nach Ablauf des Ver-
fahrens, so gem'igen die bedingten Verteilungen der Bedingung (6.3.8), da im
j-ten Iterationsschritt durch j + |(n — j + 1)u;| eine Gleichverteilung auf den
noch nicht ausgewéhlten Elementen in den Zellen a[j],...,aln] erzeugt wird,
j = 1,...,n. Obiges Verfahren liefert also insgesamt eine zufallige Permutation
der Zahlen {1,...,n}.

Bei der Nachbildung des Verhaltens von Markoff-Ketten {X,}.en, (vgl. De-
finition 3.2.1) in einem Simulationsmodell sind in der Regel die Anfangsverteilung
p(0) und die Ubergangsmatrizen II,, oder ein direktes Konstruktionsprinzip fiir die
Zufallsvariablen X, bekannt. Damit bieten sich Lemma 3.2.1 oder Lemma 3.2.2 als
Basis fiir die Erzeugung entsprechender Zufallszahlen an. Wir behandeln zunéchst
den ersten Fall und erlautern den zweiten anschlielend an einem Beispiel.

Die Erzeugung einer Zufallszahl 29 € § = {1,2,...} aus der Anfangsver-
teilung p(0) = (p1(0),p2(0)...) auf (S,P(S)) wird mit Hilfe von Lemma 6.3.1
durchgefiihrt. Bezeichnet ug eine Standardzufallszahl, so ist

k-1
zo =k, falls ) pi(0)<uo< Z pi(0), k€ S, (6.3.9)

i=1 =1

ein Anfangszustand, der der Startverteilung geniigt.

Die Erzeugung von Folgezustinden erfolgt nach dem gleichem Prinzip mit
der /-ten Zeile (pn(n), pe2(n), ... ) der Ubergangsmatrix II,, falls z,_; = £ der
erzeugte Vorgangerzustand war, n € N. Ist u, eine von uy,...,u,—3 unabhingige
Standardzufallszahl, so setze

k—1 k
z, =k, falls Zpl,-(n) < Up < Zpti(n), keS. (6.3.10)
i=1 i
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Da8 die durch (6.3.9) und (6.3.10) erzeugte Folge von Zufallszahlen der Ver-
teilung P{X»} geniigt, sieht man folgendermaflen ein. zo,z;,z2,... entstammen
der Verteilung stochastisch unabhangiger Zufallsvariablen Yg, Y], Ys, ... mit PYo =
PXo ynd PYn = PXnlXn-1=2n-1 5 ¢ N, Fiir alle zo,...,2, € S, n € N gilt

n
P(Yy = 20,...,Yn = 2a) = P(Yo = z) - [[ P(¥; = 2;)

i=1

Pzo(0) - szj_xz,-(j) = P(Xo = 29,... Xpn = 4),

i=1

wobei die letzte Gleichheit aus Lemma 3.2.1 folgt. Verfahren (6.3.9) und (6.3.10)
liefert also Realisationen aus einer Markoff-Kette mit der gewiinschten Verteilung.

Oft liegen explizite Informationen {iber die Entstehungsprinzipien einer Mar-
koff-Kette vor. Wir erlautern dies am Beispiel der Irrfahrt auf dem Gitter G =
{0,1,...,7} mit absorbierenden Barrieren (vgl. Beispiel 3.2.1). Die zugehorige
Markoff-Kette kann hier fir alle n € N durch die Rekursion

X, = max{0,min{X,_1 + Z5,r}}, falls1 <X, 1 <r-1
"7 Xn-1, falls X,—; € {0,r}

mit P(Z, = 1) =p, P(Z, = -1) = 1-p, 0 < p < 1, fir unabhéingige Zu-
fallsvariable {Z,}nen und P(Xo = k) = 1 fiir ein k € {0,...,r} rekursiv wie in
Lemma 3.2.2 konstruiert werden. Zur Erzeugung von Realisationen aus {X, }neN,
benutzen wir die Funktion

f(i,2) = max{0, min{z + z,7}}, falls1<i<r-—1
b2, falls i € {0,r}

aus Beispiel 3.2.1 a) und setzen
Zo =k$ Tn =f(xn-—17zn)) n EN,

wobei 2z, unabhingige Zufallszahlen aus einer Zweipunktverteilung auf {—1,1}
sind, die wie in (6.3.3) durch z, = 2y, — 1 mit y, = Lo )(u,) aus unabhéngigen
Stan@ardzufa.llsza.hlen uyp generiert werden kénnen.

Ahnliches gilt fiir die Simulation stochastischer Prozesse: Markoff-Prozesse
lassen sich etwa mit Hilfe des Struktursatzes 3.4.5 erzeugen, indem man zuerst die
eingebettete Markoff-Kette mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten aus (3.4.25)
nach dem gerade beschriebenen Verfahren generiert und anschlieBend die Zwi-
schenankunftszeiten in Abhangigkeit von der eingebetteten Markoff-Kette gemif
(3.4.26). Poisson’sche Punktprozesse lassen sich dagegen nach dem in Lemma
3.4.7 beschriebenen Verfahren leicht erzeugen, indem man zunachst die voneinan-
der unabhéngigen Poisson—verteilten Anzahlen der Punkte in den einzelnen Parti-
tionsmengen By, n € I, erzeugt (etwa nach dem in Beispiel 6.3.5 vorgeschlagenen
Verfahren) und anschlieBend unabhéngig von dieser Vorlaufphase geméaf den in
(3.4.48) spezifizierten Verteilungen entsprechend viele Realisationen der Punkte.
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In der Praxis werden dabei in der Regel vor allem die Dimensionen eins, zwei und
drei (letztere insbesondere bei der Bildverarbeitung) von Interesse sein.

Ist die Intensitdt des Prozesses hoch, d.h. sind im Mittel “viele” Punkte je
Partitionsmenge zu erzeugen, kann man sich auch der Normalapproximation der
Poisson—-Verteilungen bedienen, um den Simulationsaufwand zu begrenzen, indem
man — etwa gemifl Lemma 6.3.4 — unabhingige normalverteilte Zufallszahlen
Zp, n € I, erzeugt und

Nu = |Vi(Ba)Zn + p(Ba)|*

(Positivteil) setzt. Die Abschétzung (2.3.47) ergibt dann einen Approximationsfeh-
ler von maximal ca. 5% je Partitionsmenge (beziiglich der Metrik p), wenn jeweils

#(Br) > 8000, n € I, ist. Dies zeigt die folgende Uberlegung:

Ist A > 0 und sind X,,...,X, una.bha.ngxge je P(A/n)-verteilte Zufallsva-
riablen mit n = [A], so ist auch X = S k=1 Xk PB(X)-verteilt. Man hat jetzt nur
noch zu beachten, da8 fiir eine m(p)—vertellte Zufallsvariable Y mit 0 < p <1

E[(Y —p)*] =84 +2u<10

gilt (Berechnung iiber erzeugende Funktionen), also eine Anwendung der Jen-
sen’schen Ungleichung, Lemma 2.2.1,

E[lY - uP] < {E[(Y — w*]}** <10%* <5624

ergibt. Einsetzen aller Werte in (2.3.47) liefert dann die Aussage.
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Aufgaben

Seien a,b € Ng, a,b <m—1, u,v €N, u und v teilerfremd und m = u-v. Gilt amod u =
bmodu und amodv=bmod v, so ist notwendig a = b.

p sei eine Primzahl und ¢ € N, @ # 1 (modulo p). Zeigen Sie die Giiltigkeit der folgenden
Aquivalenz firallet,n €N, n> 2. a:_— !
0 (modulo p*).

= 0 (modulo p*) gilt genau dann, wenn a” —1 =

Der “Kleine Satz von Fermat” besagt: Ist p eine Primzahl und a € N, a und p teiler-
fremd, so folgt aP~! = 1 (modulo p). Folgern Sie hieraus, da8 a? = a (modulo p) und
a? = a (modulo pa) gilt.

Fiir den multiplikativen Kongruenzgenerator (6.1.12) z,41 = (az,) mod 2' verwende man
a = 65541 und t = 32. Man zeige, dal dieser Generator fiir ungerade Startwerte 2, maximale
Periodenlange besitzt, da8 aus je drei aufeinanderfolgenden Zufallszahlen gebildete dreidi-
mensionale Vektoren (,,tn41,Un+2) aber auf hochstens 34 Ebenen in [0,1]3 liegen. Wie
lautet die maximale Anzahl von Hyperebenen, wenn die Werte a = 2'*3 und m =4, te N
verwendet werden?

Hinweis: Verwenden Sie die Methode aus Beispiel 6.1.1.

Finden Sie mit Hilfe von Simulated Annealing eine obere Schranke fiir die Losung des Mini-
mierungsproblems (5.1.23) bei Verwendung der Gitterbasis (5.1.21) fiir Dimension p=2,3 4.
Untersuchen Sie mit der erstellten Prozedur fiir einige Werte von a und m = 2¢, die nach Satz
5.1.2 maximale Periodenlange sicherstellen, die normierten, maximalen Hyperebenenabstande
(5.2.1).

Man betrachte den Fibonacci-Generator un41 = (tn + tn—1) — [tn + ta—1], 7 € N, mit
zwei Startwerten 0 < ug,u; < 1. Zeigen Sie, da8 in der so definierten Folge die Anordnungen
tin—1 < Unt1 < Up Und ¥, < Unty < Un—q fiir kein n € N auftreten. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit tritt die Anordnung u,—; < tin41 < 4, in einer Folge von stochastisch unabhangigen
Standardzufallszahlen {u,},en unendlich oft auf?

X sei eine £(A)-verteilte Zufallsvariable, A > 0. Man zeige, da Y = | X| &(p)-verteilt ist
mit p=1—e~?.

Sei0 < p < 1und A, = n-p, n € N. Wie in Beispiel 5.3.5 werden mit der Verwerfungsmethode
P(An)-verteilte Zufallszahlen erzeugt. Man zeige, daB fiir den Erwartungswert E(S,) der
Wartezeit bis zur Erzeugung einer J(),)-verteilten Zufallszahl gilt

. V/n _ 1
Jim s E(Sn) = o

Erzeugen Sie mit der Verwerfungsmethode stochastisch unabhéangige Zufallszahlen aus einer
Dreiecksverteilung mit der Dichte

z, falls 0 <z <1,
f(z):{?—:c, falls 1<z <2,
0, sonst,.
Wie groB ist bei Ihrem Verfahren die erwartete Anzahl von Standardzufallszahlen bis zur
ersten erzeugten dreiecksverteilten Zufallszahl? Bestimmen Sie F~1(u), 0 < u < 1, wenn
F die Verteilungsfunktion zu obiger Dichte bezeichnet. Wie erzeugt man mit Hilfe von F~!
dreiecksverteilte Zufallszahlen?
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Symbolverzeichnis

Symbol Erklarung

N natiirliche Zahlen

No Nu {0}

No No U {oo}

y 4 ganze Zahlen

7+ nicht-negative ganze Zahlen

R reelle Zahlen

Rt nicht-negative reelle Zahlen

(a,b) _ offenes Intervall

(a,b] links—offenes, rechts-abgeschlossenes Intervall

[a,0) links—abgeschlossenes, rechts—offenes Intervall

[a, ] abgeschlossenes Intervall

Ax B, X A; kartesisches Produkt der Mengen A und B, A;

A" el n—faches kartesisches Produkt der Menge A

AN Menge der Folgen mit Gliedern aus A

#(A) Anzahl der Elemente der Menge A

B(Q) Potenzmenge der Menge §2

P Wahrscheinlichkeitsverteilung

(Q,A4,P) Wahrscheinlichkeitsraum

(X,B) MeBraum

P(-|B), P(-|Y=y) bedingte Wahrscheinlichkeit unter der Hypothse B, Y =y

B™ Borel’sche o—Algebra iiber R™

a(€) vom Mengensystem £ erzeugte o—Algebra

8(€) vom Mengensystem £ erzeugtes Dynkin—-System

A®B, @ A Produkt-o-Algebra der o—Algebren A und B, {A;}
e Zufallsvariable

ANB Spur-o-Algebra der Menge A in B

pX Verteilung der Zufallsvariablen X

F Verteilungsfunktion

F-1 Pseudo-Inverse von F

E(X) Erwartungswert der Zufallsvariablen X

E(X|B), E(X|Y=y) bedingter Erwartungswert unter B, Y =y

Var (X) Varianz der Zufallsvariablen X

Var(X |Y = y) bedingte Varianz von X unter Y =y

Kov(X,Y) Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y

Korr (X,Y) Korrelation der Zufallsvariablen X und Y

14 Indikatorfunktion der Menge A

PxQ, i>€kIP,~ Faltung der Verteilungen P und Q, {P;}

PRQ, '% P; ProduktmaB der Verteilungen P und Q, {P;}

Xn £x stochastische Konvergenz der Zufallsvariablen {X,} gegen X



Qn=Q

L)

B(n, p)
B(n,p), B (n,p)
&(p), 6% (p)
B(A)
PB(n;p1,...,0n)
M(n;p1,...,Pn)
R(4)

A0))

&(n, )
N(p,0?)
I(a,A)

xi

I(a)

B(e, B)

Fp, Fx

H(X)
H(X|Y)
H({Xa})

lz]

[z]

0B

(P, Q)

[l
L

A‘"‘
det(A)
[XdP
w(t)
W)

In

log,
O(n)

4

E¢

B

7
conv(A)
amodm=1b%

a = b(modulo m)

Y f(z)

zeR

Symbolverzeichnis

schwache Konvergenz der Verteilungen {Qn} gegen Q
diskrete Gleichverteilung (Laplace—Verteilung) iiber
Binomialverteilung mit Parametern n und p

Negative Binomialverteilung mit Parametern n und p
Geometrische Verteilung mit Parameter p
Poisson—Verteilung mit Parameter A
Poisson-Binomialverteilung mit Parametern n und p1,...,pn
Multinomialverteilung mit Parametern n und py,...,pn
stetige Gleichverteilung (Rechteck—Verteilung) iiber A
Exponentialverteilung mit Parameter A
Erlang-Verteilung mit Parametern n und A
Normalverteilung mit Parametern g und o2
Gamma-Verteilung mit Parametern o und A
x?—Verteilung mit k Freiheitsgraden

Gamma-Funktion

Beta-Funktion

Verteilungsfunktion von P, der Verteilung von X
Entropie der Zufallsvariablen X

bedingte Entropie von X unter Y

Entropie der stationaren Folge {X,}

groBte ganze Zahl kleiner gleich =

kleinste ganze Zahl grofler gleich z

Rand der Menge B

Kolmogoroff-Metrik; Abstand der Verteilungen P und Q
Euklidische Norm

senkrecht zu

Transponierte der Matrix A

Determinante der Matrix A

355

Lebesgue-Integral der Zufallsvariablen X nach der Verteilung P

momenterzeugende Funktion
wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion
natiirlicher Logarithmus

Logarithmus zur Basis a

Landau-Symbol

Punktproze

IntensitatsmaB von £
Evolutionsabbildung

Euler’sche Konstante: y = 0.5772156649...
konvexe Hiille der Menge A

b ist der Rest bei Teilen von a durch m

a und b haben den gleichen Rest bei Teilen durch m

Summe iiber die héchstens abzahlbar vielen von Null
verschiedenen Werte der Zahldichte f(z)
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Aarts, 203, 208, 210, 212
Abramowitz, 91

absolut optimaler Code, 298
Afflerbach, 331, 332

Aigner, 98, 249, 260
Anfangsverteilung, 177
Annahmewahrscheinlichkeit, 206
Anpassungstest, 334
aperiodisch, 195
Approximationssatz, von Weierstra, 147
assoziierte Funktion, 314
Auswahlaxiom, 24
Autokorrelation, 339
Autokorrelationskoeffizient, 339
Avogadro, 245

Banach, 25
Barbour, 87
Barth, 275
Bauer, 23, 24, 26, 47, 51, 52, 107, 132, 133,
144, 164, 165, 174
Bayes, 158
Beek, van, 144
Benedetto, 24, 25, 26, 109
Bernoulli, 3
Bernstein, 147
Bernstein—Polynom, 147, 148, 151
Berry-Esséen, Abschiatzung von 144
Bézier, 148
Bézier-
Flache, 151
Kurve, 149, 155
Bildma8, 35
Billingsley, 23, 33, 122, 133, 134, 144, 164
binary search, 3, 35, 57, 97, 154
binarer Suchbaum, 304
Blockcodierung, 298
Bolch, 93, 230
Bonferroni-Ungleichung, 13
Borel-Cantelli-Lemma, 19
Borgwardt, 277, 282
Breiman, 226

CAD, 148

Cardano, 3

Cauchy-Schwarz Ungleichung, 330

Chapman-Kolmogoroff-
Gleichungen, 181, 223

Chi-Quadrat—Verteilung, 335

Chinchin, 290

Cinlar, 226

Code, 293

Codewortlange, erwartete, 296

Codewortmenge, 293

Cohen, 25

Computertomographie, 240

Daley, 236
de Moivre, 3
Deheuvels, 86, 88
A-Monotonie, 41
Dichte
einer Verteilung, 31
m-—dimensionale, 43
bedingte, 166
Dieter, 331
diskrete Markoff-Quelle, 313
diskrete, gedachtnislose Quelle, 293
diskrete, stationare Quelle, 310
3D-Darstellungen, von Flachen, 152
Dynkin—-System, 28, 58

Eigenwerte, 200
Ein-Prozessor-System, 200

mit einer I/O-Einheit, 159

mit r I/O-Einheiten, 198
eindeutig decodierbar, 294
Eindeutigkeitssatz, 29

fiir m~dim. Verteilungen, 43
Eintrittszeit, erste, 71, 199, 265
Elementarwahrscheinlichkeiten, 8
empirische Verteilungsfunktion, 335
Encarnagao, 152
Entropie, 114, 286

bedingte, 287

Eindeutigkeitssatz, 290

stationarer Quellen, 311
Ereignis, 1

sicheres, 1

unmogliches, 1
Ersetzungslemma, 170
erste Riickkehrzeit, 192
Erwartungswert

elementarer, 96

allgemeiner, 99

elementarer bedingter, 97

bedingter, 172

bedingter, allgemeiner, 174

Eigenschaften, 104

und Riemann-Integral, 109
erzeugende Funktion, 122

Tabelle, 127
Erzeuger, eines Dynkin-Systems, 29
euklidische Norm, 278
Euler’sche Konstante, 254
Evolutionsabbildung, 235
Expertensystem, 158

Faktorisierungssatz, 165
Faltungslemma, 66, 89
Fano—Codierung, 302

fast sicher bestehende Eigenschaften, 63
fehlertolerante Speicherbausteine, 238
Fermat, 325, 351



Fibonacci-Generatoren, 332
Floret, 24, 25, 26, 89
Fortsetzungssatz, 27
fiir m—dim. Verteilungen, 42
Funktion, erzeugende, 122, 155
Tabelle, 127

Ganssler, 113, 134, 144
Gaffke, 277, 282
Geburtstags-Paradoxon, 6
Gedachtnislosigkeit

s. Exponentialverteilung
Geman, 242
Generierungswahrscheinlichkeit, 206
Gesetz

der groBen Zahlen, 120

schwaches, 131
starkes, 132

vom iterierten Logarithmus, 134
Gleichverteilung auf dem

Einheitskreis, 277, 347

Einheitsquadrat, 282

Kreis, 112
Gleichverteilung

diskrete, 3

stetige, 2

m—dimensionale, 44
GlaSer, 202
Graham scan, 276
Grenzwertsatz, zentraler, 143
groBiter gemeinsamer Teiler, 195

Hajek, 260

Hall, 87

Harmonische Reihe, 254
Hashing, 6

Heiss, 240

Herholz, 240

Heuser, 44, 89, 91, 110, 115, 136, 167, 257

Hoare, 249

homogen, 175
Huffman—Verfahren, 300
Hunter, 200

Huygens, 3

hybridsort, 83, 85, 154, 256

Indikatorvariable, 53

Induktion, algebraische, 108, 165
Informationsgewinn, 285
inhomogene Markoff-Kette, 212
IntensitdtsmaB, 235
Intensitdtsmatrix, 224

invariant, 186

irreduzible Ubergangsmatrix, 192
Irrfahrt, 181, 187, 190

Jiinger, 277, 282

Kall, 118
Kallenberg, 236
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Karr, 236
Kaufman, 242
Kemp, 153, 249, 260, 262, 265, 275
Kirkpatrick, 202
Knoten, 148, 151, 155

multiple, 150
Knuth, 4, 19, 98, 153, 260, 265, 334
Kolmogoroff, 10
Kolmogoroff-Abstand, von Verteilungen, 80
Kolmogoroff-Smirnov-Test, 335
Kombination, 5
Kombinatorik, 5
kombinatorische Optimierungsprobleme, 202
Kongruenzgeneratoren

mehrfach rekursive, 332
Kontinuumshypothese, 25
Kontrollparameter, 203
Konvergenz

schwache, 135

stochastische, 130
konvexe Hiille, 276

Algorithmus zur Berechnung, 276, 277
konvexe Menge, 276
Korrelation, 119
Kovarianz, 115
Kraft’sche Ungleichung, 294
kritischer Wert, 335
Kuratowski, 25

Laarhoven, van, 203, 208, 210, 212
Lagrange-Funktion, 257
Landau’sches O-Symbol, 247
Laplace, 3

Laufzeit, 247

Lauritzen, 202

Lebesgue, 107
Lebesgue-Integral, 99

Lehmann, 332

Lehn, 331, 332

Limes inferior, 12

Limes superior, 12

Limesmatrix, 205
Limesverteilung, 186

Limites von Ereignisfolgen, 12
lineare Kongruenzmethode, 322
linearer Kongruenzgenerator, 322

Mann, 275
MaS, 233
aufleres, 24, 27
Lebesgue—, 233
Markoff-Kette, 175
Erzeugung von, 348
rekursive Konstruktion, 179
Markoff-Modelle fiir Algorithmen, 265
Markoft-Proze8, 213
Grenzverhalten, 227
Struktur, 225
Martinez, 202
Mathar, 275
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Matrixhalbgruppe, 224
max-search, 153, 260, 274
McClure, 242
McMillan, 294
MeBbarkeit

von Abbildungen, 34

von Transformationen, 61
Mefiraum, 34

Produkt—, 46

Mehlhorn, 6, 7, 17, 83, 154, 260, 265, 309

Metrik, 80
Metropolis, 202
Mid-Square-Methode, 332
Moment
absolutes, 115
absolutes zentrales, 115
Monotonie
einer Verteilungsfunktion, 27
der m-dim. Verteilungsfunktion, 42
von Verteilungen, 13
Monte-Carlo—Annealing, 202
multiplikative Kongruenzmethode, 322

Netzwerke, 222

Noiseless coding theorem, 296
Normalvektor, 330
null-rekurrent, 192, 193
Nullmengen, 24

O-Notation, 247
optimaler Code, 299
Ordnungsstatistiken, 215

Pawlik, 240
Periode, 196
Permutation, 5
PET, 240
PF-Code, 294
Pfeifer, 86, 88, 180, 261, 262, 272
Pflug, 93, 226
physikalischen Generatoren, 333
Poisson, 3, 78
Poisson—Approximation, 83, 87
von Multinomialverteilungen, 86
Poisson-Proze8, 93, 183, 213
Aufteilung, 220
inhomogener, 230
Aufteilung, 232
_ Uberlagerung, 232
Uberlagerung, 220
Polygonzug, 148, 276
positiv-rekurrent, 192, 193, 197
Prifix, 294
prafixfrei, 294
primitiv, 198
Produkt-o—Algebra, 38
Produktverteilung, 45
projektive Familie, 179
von Verteilungen, 51

Pseudo-Inverse, 62, 104, 139, 340
Pseudozufallszahlen, 321
Punktproze8, 235, 349

Poisson’scher, 236

Aufteilung, 242

Uberlagerung, 242

Quellalphabet, 293
quicksort, 17, 249

random walk, 181
Randverteilung, 49
reflektierende Barriere, 182
Reinelt, 277, 282

rekurrent, 187, 188, 190
Rencontre-Problem, 17
Ring, 23, 27, 58

Ripley, 242

Ritter, 202

Ross, 93, 192, 196, 228, 230
Rotationen, von Bézier-Flachen, 152
Runs, 336

Runtest, 336, 339

Rosler, 254

Satz von
Bayes, 158
Fermat, 325, 351
Lebesgue, 107
der totalen Wahrscheinlichkeit, 157
der majorisierten Konvergenz, 104
der monotonen Konvergenz, 104
Scherung, von Bézier—Kurven, 150
Schliisselelement, 3
Schulten, 202
Schwankung, 146
Scharfe, 336, 339
Schmitz, 332
Sedgewick, 250
Shannon, 296
Shepp, 242
Siebformel, 13
o-Additivitat, 2, 8
o-Algebra, 10
Borel’sche, 21, 39
Erzeuger einer, 20
Spur-, 21, 30
Simulated Annealing, 202
Simulation stochastischer Prozesse, 349
Soloway, 25
Sortieren, 17
Sortierprobleme, 260
Spektraltest, 334
Spiegelhalter, 202
Standardzufallszahlen, 321
stationare Folge von Zufallsvariablen, 186
stationdre Verteilung, 186, 197
Statistical Cooling, 202
Stegun, 91
Stetigkeit
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einer Verteilungsfunktion, 27
von Verteilungen, 13
Stetigkeitsmodul, 146
Stirling, Formel von, 91
stochastische Matrix, 176
stochastischer Vektor, 176
Stopkriterium, 208
Stoppzeit, 69, 153, 160
straightinsertion, 95, 154
straightselection, 260
Strafer, 152
Stute, 113, 134, 144
Subadditivitat
des Kolmogoroff-Abstandes, 80
von Verteilungen, 13
Subtraktivitat, von Verteilungen, 13
successive sampling, 260
Suchbaume, 7
Szelies, 240

Tests auf Unabhingigkeit, 336
Transformation, von Zufallsvektoren mit

diskreter Verteilung, 66
Transformationssatz

allgemeiner, 93

fir Erwartungswerte, 107

fiir stetige Verteilungen, 88

fiir Zufallsvektoren, 111
Transformationsverfahren, 340
transient, 187, 188, 190, 193

Ubergangsmatrix, 176
Ubergangswahrscheinlichkeit, 175, 177
Ulam, 25
Unabhéngigkeit, stochastische, von
Ereignissen, 9, 16
und Zufallselementen, 52, 54
Zufallsfolgen, 75
Zufallsvariablen, 51
Zufallsvektoren, 51
Unbestimmtheit, 285
Ungleichung
Holder-, 117
Jensen’sche, 113, 118, 259
Markoff-, 104, 155
Tschebyscheff-, 116, 119, 146, 154
Ungleichungen der Entropie, 288
unifilar, 314
Unkorreliertheit, 115

Valentine, 114
Vardi, 242
Varianz, 115
Vere-Jones, 236
Versuchsplan, 210
Verteilung
einer Zufallsvariablen, 34
eines Zufallselements, 49
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bedingte, 157

bedingte, reguldre, 165, 166

bedingte, stetige, 167

Beta—, 345

Binomial-, 67, 341

Dreiecks—, 58, 153

Erlang-, 90

Exponential-, 63, 342

Gedachtnislosigkeit der, 64

Gamma-, 90
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