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Vorwort

Der vorliegende Text entstand aus einer Reihe von Vorlesungen iiber verschie-
dene Aspekte der Extremwertstatistik, die ich seit 1984 an der RWTH Aachen
sowie der Universitdt Oldenburg gehalten habe. Er ist als Einstieg in einen
Teilbereich der Stochastik konzipiert, der gerade in den letzten Jahren einer
auBergewdhnlich starken Entwicklung unterworfen war, was nicht nur an der
rasch wachsenden Zahl von Originalarbeiten, sondern auch an der Publikation
einiger neuerer Lehrbiicher - vor allem aus dem englischsprachigen Raum -
besonders deutlich wird. Hieraus erwuchs das Bediirfnis, einerseits einen Be-
gleittext zu Vorlesungen gleichen Inhalts zur Verfiigung zu haben, der den
Stoff in gelockerter Form aufbereitet, andererseits aber auch soviel vertiefen-
des Material bietet, daB der Leser rasch an die Fragestellungen und das Ni-
veau der aktuellen Forschung herangefiihrt wird, so daB der Text ebenfalls
als Begleitlektiire zu Seminaren liber Themen aus der Extremwertstatistik ge-
eignet ist. Neben der Behandlung der mathematischen Theorie schien es mir
dariiberhinaus wichtig, den praktischen Bezug der hier behandelten Fragestel-
lungen anhand einiger ausgewihlter Beispiele sowie eines kurzen Computer-
programmes deutlich herauszustellen, wodurch Teile des Textes z.B. auch als
erste Orientierung im Ingenieurbereich dienen kénnen.

Am Ende jedes groBeren Abschnitts habe ich "Anmerkungen zum Text"” sowie
"Anmerkungen zur Literatur"” eingefiigt, worin einerseits auf die dem jeweili-
gen Text zugrundeliegenden Quellen, andererseits aber auch auf weiterfiihren-
des Material verwiesen wird. .

Die zum Verstidndnis bendtigten mathematischen Vorkenntnisse sind fiir ver-
schiedene Teile des Textes unterschiedlich. Wahrend fiir die einfiihrenden Ab-
schnitte 80 bis §3 bereits Grundkenntnisse aus einer Einfiihrungsvorlesung
zur Stochastik ausreichen, sind fiir die iibrigen Abschnitte §4 bis §6 (zumin-
dest einige) Kenntnisse aus dem Bereich MaB- und Integrationstheorie (wie
sie liblicherweise in weiterfiihrenden Vorlesungen zur Stochastik vermittelt
werden) unabdingbare Voraussetzung. Ein Teil des bendtigten Materials, wel-
ches typischerweise nicht kanonisch in solchen weiterfiihrenden Vorlesungen
behandelt wird, ist in einem Anhang (2.T. mit Beweisen) zusammengefaft.
Das (von mir vielfach gednderte) Manuskript wurde mit groBer Sorgfalt von
Frau Ursula Claus, Frau Birgit Dannemann-Punke sowie Frau Isolde Matzi-
witzki geschrieben. Eine besonders griindliche Durchsicht des Textes mit
zahlreichen Hinweisen und Verbesserungsvorschligen verdanke ich meinen
Kollegen Prof. Dr. Ursula Gather, Dortmund und Dr. Hans-Jiirgen Witte,
Oldenburg. Danken méchte ich auch Herrn Prof. Dr. Ortwin Emrich, Oldenburg
und Herrn Prof. Dr. Burkhard Rauhut, Aachen fiir viele niitzliche Anmerkungen
zum Text. Die Daten zu Beispiel 0.4 wurden mir freundlicherweise von Herrn
Ing.-grad. Jens Krull, Wolfsburg iiberlassen. Bei der computerunterstiitzten
Auswertung der Daten sowie der Anfertigung der Skizzen zu Beispiel 0.4 war
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mir Herr Ass.d.L. Volker Hillmann, Oldenburg eine unersetzliche Hilfe. Danken
moéchte ich schlieBlich noch Prof. Dr. Stamatis Cambanis vom Center for
Stochastic Processes, University of North Carolina, Chapel Hill, sowie der
Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir die Ermdglichung eigener Forschungs-
vorhaben im Bereich der Extremwertstatistik. Zahlreiche Anregungen erhielt
ich dariiber hinaus auch durch eine mehrjihrige intensive Zusammenarbeit mit
Prof. Dr. Paul Deheuvels, Paris.

Den Herausgebern der Reihe "Skripten zur Mathematischen Stochastik”, insbe-
sondere Herrn Prof. Dr. Norbert Schmitz, sowie Herrn Dr. Peter Spuhler vom
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§ O Einleitung

Gegenstand des Textes ist die mathematische Analyse extremer Beobachtungen
stochastisch unabhingiger Zufallsvariablen (Maxima oder Minima), die in der
Praxis auftreten kénnen etwa bei auBergewdhnlichen Wetterbedingungen (Hoch-
wasserstinde, extreme Temperaturen, Schwefeldioxid-Belastung der Luft bei
Smog usw.), in der Zuverlassigkeitsanalyse komplexer Systeme (z.B. Sicherheits-
berechnungen von Kraftwerken), oder bei Untersuchungen von Materialbestan-
digkeiten (z.B. Zugfestigkeit von Blechen in der Automobil-Industrie). Im Ge-
gensatz zum asymptotischen Verhalten von Durchschnittswerten (Summen) un-
abhingiger Beobachtungen, bei dem bekanntlich die Normalverteilung eine zen-
trale Rolle spielt, sind im vorliegenden Fall die sogenannten Extremwertvertei-
lungen von Interesse, etwa als Grenzverteilungen geeignet normierter Extrema.
Die asymptotische Theorie wird deshalb in den Abschnitten 1 bis 3 ausfiihrlich
behandelt. Dariiberhinaus ergeben sich aufgrund der strukturellen Besonder-
heiten solcher Extrema weitere Fragestellungen, etwa wann sich im Verlauf der
Beobachtungsfolge Extrema #dndern, wie hiufig neue Extrema in einer Beobach-
tungsfolge auftreten usw. Diese Aspekte werden detaillierter in den Abschnitten
4 und 5 betrachtet, wobei das Gewicht insbesondere auf der zugrundeliegenden
Markoff- und PunktprozeB-Struktur liegt, deren theoretische Grundlagen in
einem Anhang gesondert behandelt werden. Auf einige Verallgemeinerungen fiir

Ordnungsstatistiken wird schlieBlich in Abschnitt 6 eingegangen.

Wir betrachten im folgenden eine unabhidngige Folge {Xn} identisch verteilter
Zufallsvariablen, definiert auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,A,P) (der jedoch fiir die folgenden Uberlegungen keine wesentliche Rolle
spielt). Die zu den Verteilungen F’Xn gehorige Verteilungsfunktion werde mit

F bezeichnet:

(0.1)  F(x) = P(X_ < x), x € R.

In der einfachsten Form besagt dann der zentrale Grenzwertsatz:

Satz 0.1. Sind die Zufallsvariablen X quadratisch integrierbar, d.h. existieren

die Varianzen 62 = Var(X ), so auch die Erwartungswerte u = E(X ), und es

gilt



. 1 & _ _ _ F 272
(0.2) JLn; P(_,/?m k§1 (X - u) £x)=0(x)= O{ o= © du, x € R

n
d.h. die arithmetischen Mittel S = L3 X, konvergieren schwach bei
k=1
geeigneter Normierung:

(0.3) PlaS, - 8) < x) =P(S, <35 +8)>0x (0>

n
mitan=‘/—:,[3n=u (n € N).

(Beweise dieses Satzes findet man in fast allen einschldgigen Lehrbiichern

iiber Wahrscheinlichkeitstheorie, z.B. Bauer (1974) oder Ginssler/Stute (1977).)
Wir wollen jetzt entsprechende Eigenschaften fiir

(0.4) M, = max(X...,X ), m = min(X,...,X ) (n € N)

n

untersuchen, d.h. das Problem studieren, ob geeignete (nicht-entartete) Ver-
teilungsfunktionen G bzw. H existieren sowie Konstantenfolgen {A_}, {B}
bzw. {a}, {b} mit A, a > 0 (n € N), so daB

(0.5 P(A (M, - B) < x) > G(x) (n > )

(0.6) Plagtm, - b) <x) > H(x) (n > )

fiir alle Stetigkeitspunkte x von G bzw. H (schwache Konvergenz). Hierzu be-

nétigen wir zundchst die Verteilungen von M bzw. m_ (n € N).
Lemma 0.1. Es gilt
(0.7)  PM, < x) = Fix), Pm_ < x) =1 - (1 - Fx)" x € R, n € N.
Beweis: Mit der Unabhingigkeitsvoraussetzung folgt

n
P(M, < x) = P(max(X,,....X) < x) = PC (1 {X, < x})

k=1

=n

P(X, < x) = F'(),

n

k=1



n
Pm, < x) =1- Plm, > x) =1- P(k(j1 {Xk > x})

n
1—HP(Xk>x)=1-(1—F(x))n,x€IR,n€lN. .
k=1

Die Beziehungen (0.5) und (0.6) sind damit dquivalent zu
(0.8) Fn('Kx; + B) > G(x) (n » )
(0.9) (1 - F(F +b)" > 1- Hx (n > »
n n
fiir alle Stetigkeitspunkte x von G bzw. H.

Wir wollen den hier angesprochenen Problemkreis nun zunichst in einigen

konkreten Situationen untersuchen.

Beispiel 0.1. (Radioaktiver Zerfall)

Wir betrachten eine radioaktive Strahlungsquelle aus n gleichartigen Atomen
(Isotopen) mit.einer Halbwertszeit h (gemessen in Jahren). Da der Zerfall
einzelner Atome "spontan” geschieht, ist es sinnvoll, fiir die Lebensdauern
der einzelnen Atome eine Exponentialverteilung &()) (A > 0) mit Erwartungs-

wertli anzunehmen, da dann gilt
(010) P(X > x + t | X >x)=PX >¢t)= e > xt >0 <k <n),
d.h. die Exponentialverteilung ist "gedidchtnislos”.

Um den Zusammenhang zwischen h und X herzustellen, betrachten wir zunichst

die empirische Verteilungsfunktion
1 n
(011) F(x) =5 2 IX <x), x €R, n€N,
k=1

wobei I(A) die Indikatorfunktion eines Ereignisses A bezeichne (d.h. I(A) = 1
oder 0, je nachdem, ob A eintritt oder nicht). Nach dem Gesetz der groBen
Zahlen konvergiert (die Zufallsvariablenfolge!) F _(x) dann mit Wahrscheinlichkeit

1 gegen die wahre Verteilungsfunktion F(x) (Satz von Glivenko).
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Beispiel einer Realisation von Fn(x) mit n = 8
Ist nun x eine Zahl mit F(x) = 5, also hier: x = li)g—z. so liegen - bei groBem

n - etwa 50 % aller Beobachtungen unterhalb von x, und etwa 50 % dariiber,

so daB

_log 2 _ log2
(0.12) h = — bzw. X\ = .

Wir wollen uns jetzt mit der Frage beschiftigen, wann das Ausgangsmatenal

vollstdndig zerfallen ist, d.h. mit der Verteilung von M,.
Hierzu berechnen wir zunichst E(M,) und Var(M ).
Lemma 0.2. Ist F die Verteilungsfunktion von &(X), X > 0, so gilt

z
(0.13) g (2):= [ (1 - F(x))dx = &

> -1k- (1-e >3k 7 >0,n¢€N.

1

7[\4:

Beweis: Mit der Substitutionsregel ergibt sich

_ & F k-t _ s 17 -AX)k-1 - ax
g(z) =2 [F (x)A - Fxdx = 3 = (1 - e ) A e dx
n ~, o k=1)\

k=1 © o~ ————
u(x) u'(x)

S N S TR S

k=1 * k ° A&



Lemma 0.3. Es ist (bei Exponentialverteilung)

1 201 1 _ , logn _
(0.14) E(Mn) -ikgt Iy logn = hlogz = hlbn(n € N)
1 24 x?2 _ x2n%2 2
(0.18) Var(M)) = 5 3 o~ E5 = R 25,4237 B (n > o)

Beweis: Es ist mit partieller Integration

= T x4 g =
EM,) =[x g5 Fioodx = -

08

X 4 (1 - F(x))dx

=-x(1 - F0)|=+ [~ FAx))dx = g ()= %

wi

T

1

EM? = -Fx? & (- Fieoddx = -x3 - FPeo)| + 2 fx( - Fx)dx

-2 Px(g (o) - g (x0)Vdx = -2x(g (@) - g, (x) [, + ...

®1 1 —axyk
.+2£;k§E[1-(1—e x)]dx

so daB

n
Var(M) = EM? - (EM)P2 = L, 5 1o e
k=

-
"

Da sich wegen (0.15) die Varianz des letzten Zerfallzeitpunkts M stabilisiert,

untersuchen wir nun die Verteilung von X(M_ - E(M)) ~ AM_ - logn:

(0.16) P(AM, - logn < x) = FAX + 1 log n)

e X yn

-X
ey > e”€ (n - o)

= (1 - exp(-x - logn)™ =11 -



In der Tat erkennt man, daB G(x) = e~ ™ (x € R) eine Verteilungsfunktion
darstellt; die zugehdrige Verteilung heiBt doppelt - exponentielle Vezteilung.

Im vorliegenden Fall ist also Beziehung (0.5) erfiillt mit

A =)\,Bn=hlbn(n€|N).

n

Fiir die Momente einer Zufallsvariablen X mit Verteilungsfunktion G gilt:

n
(0.17) E(X) = lim 2 11; - logn = C = 0,577216 ... (Euler-Konstante)
n>owgk=1

2
0.18) Var(X) = & L = ==
k=1 k2

da hier E(X) = lim E(A M, - log n), Var(X) = lim Var(x M, - log n) = lim 22 Var(M,)
n->oco n->oco

n->co

wie man sich analog zum Beweis von Lemma 0.3 iiberlegen kann (vgl. auch § 3).

Fiir konkrete Fdlle ist die durch (0.16) gegebene Approximation hinreichend genau,
da etwa 1 Mol eines Stoffes stets ca. n = 6 - 1023 Atome enthilt (Avogadro-Kon-

stante). Fiir eine solche Ausgangsmenge ist dann
(0.19) E(M,) ~ 80 h, YVar(M_) ~ 1,8503 h =: 5,

d.h. 1 Mol Ausgangsmaterial ist im Mittel nach etwa 80 Halbwertszeiten voll-

stindig zerfallen, wobei
(0.20) P(B0O h - ko, <M, <80h + ko)~ G*(k) - G*(-k) (k € N)

mit G*(x) = G(—:;?x + C), x € R.

k l1|2|3

0,9571 l 0,9881

G*(k) - G*(-k) ‘ 0,7238

Bemerkung: 1 Mol eines radioaktiven Isotops hat eine Strahlungsintensitit
von ca. 1,32 - 10'/h Bq (Becquerel). Fiir das bei dem Reaktorunfall von
Tschernobyl u.a. freigesetzte Casium Cs!37 bedeutet dies, bezogen auf 137 g

Material (Halbwertszeit h = 37 Jahre):



E(M,) ~ 2960 (Jahre), 6y, ~ 68 (Jahre),
anfiangliche Strahlungsintensitit ~ 356.757.000.000.000 Bq!

Beispiel 0.2. (Elektronisches Bauteil aus mehreren Komponenten)

Zum Bau eines HochpaBfilters (z.B. in Frequenzweichen fiir Lautsprecher)
werden in der Regel Kondensatoren eingesetzt. Fiir den Widerstand R in
Abhéngigkeit von der Kreisfrequenz o = 21 f (f: Frequenz in Hz) gilt dann,

wenn W den Ohm’'schen Widerstand des Leiters bezeichnet:

- 2 1
0.2 R=y/W?+ ——

Hierbei bezeichnet C die Kapazitit des verwendeten Kondensators. Fiir den

hieraus resultierenden Spannungsabfall S(w) ergibt sich

(0.22) S(w) = -201g R = - 101g(1+ —swsgz) (in dB),
oder, bezogen auf eine Oktave
(0.23) S(20) - S(0) = - 10 1g (L . L2 40®W2C2) | 0\ » -« (4B/OKt)
. (6] ®w) = - g4“1+u12W2C2 ~ g = ) .
fiir kleine w, wohingegen S(w) ~ O fiir groBe :
daB 1
0 44— — — — = — — L Ll
S(w)
-3
-6 +
9 1
-12 4
-15 4
-18
-21 t ¢ + ' 4+ + —t- >
1 w 1 w 1 w w 2 W 4w 8 w
8 Y% 4 “ 2 "0 0 0 0 0



Diejenige Frequenz 0, bei der S(w,) = -3(dB), heiBt {ibernahmefrequenz. Sie

ergibt sich aus der Gleichung
0.24) o = 2=
Umgekehrt muB ein Kondensator der Kapazitit

- 1 _ 1
(0.25) C = oW T IRfW
verwendet werden, um eine libernahmefrequenz von w, zu erzielen. Ist bei-
spielsweise f = 100 (Hz), W = 8 (Ohm), so ergibt sich C = 200 (uF). Da eine
solche Kapazitdt im akustischen Bereich (Lautsprecher) in hochwertiger
Qualitdt in der Regel nicht angeboten wird, behilft man sich mit der Parallel-

schaltung mehrerer Kondensatoren mit der Gesamtkapazitiat C:

Im betrachteten Fall wahlt man etwa

l
| C= 5 uF), n=40 oder
I C =10 (uF), n = 20 oder
IR
11 C =40 (uF), n = 5.
1T
|1
[l
| ]
11
40 pF

Hierdurch vermindert sich zwar als Nebeneffekt die (herstellungsbedingte)
Istabweichung von C, dafiir erhéht sich mit wachsendem n aber die Stéran-
falligkeit (sinkende Durchschlagsfestigkeit bei hohen Spannungen). Nimmt
man an, daB die Durchschlagspannungen fiir die Kondensatoren (gleicher
Kapazitdt) Zufallsvariable X,,...,X  sind, so wird die Durchschlagspannung
fiir das gesamte Bauteil gegeben durch m_ = min(X,,...,X ). da die Beschadi-
gung bereits eines Kondensators zum Defekt des Bauteils fiihrt. Wir wollen
fiir den betrachteten Fall nun annehmen, daB die Verteilung der Xy eine

Dichte f der folgenden Form besitzt:



Hierbei kann d als durch innerbetriebliche Qualitidtskontrolle gesicherte
Mindest-Durchschlagsfestigkeit angesehen werden, und D als durch z.B.
physikalische Gegebenheiten maximal erreichbare Durchschlagsfestigkeit.
Zur Beantwortung der Frage, ob m_ eine Grenzverteilung im Sinne von

(0.6) bzw. (0.9) besitzt, betrachten wir eine Taylor-Approximation von F

um d:

(0.26)

f(x)

T f(d) >0

o
[T P,

F(d + h) = h f(d) + o(h) (h ¥ 0).

Ein Ansatz mit b = d fiihrt zu

(0.27)

(0.28)

Man beachte, daB hier die Grenzverteilung iiberhaupt nicht von der speziellen

Form der zugrundeliegenden Dichte abhingt, und diese lediglich iiber einen

P(a (m - d) < x) =Plm, =<d+ a—xn)
S1-(-Fd+N"=1- (-2 + oz
so daB etwa fiir a =n f(d):

Plagm -d) sx)=1-U-%+0&™>1-e> x20,

so daB wegen P(m_ > d) =1 (0.6) erfiillt ist mit der Grenzverteilung

&(1) und den Konstantenfolgen a =n f(d), bn= d.

einzigen Wert f(d) in die normalisierenden Konstanten eingeht!
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Fiir den Fall, daB f(d) = O gilt sowie

(0.29) f®(d) = 0,1k <N, fN(d) > 0 fiir ein N € N,

ergibt eine analoge Rechnung mit

N+1 k _ .
(0.30) F(d + h) = 3 D& ¢ (g) + o™
k=1 :
N+1
S f@ + o™ (h v 0):

(0.31) Plam, -d) <x)=1-(1-Fd+z-N"
n

(N+1) _(N+1D)
=1-0-E———solNs1- e . X 20,

N”]/ £ N a) - .
wenn a = N~ (n € N) gewdahlt wird.

Die Verteilungen mit Verteilungsfunktion

0, x <0
(0.32) H_(x) = (o > 0)

[+ 4
1-e*,x20

heiBen auch Weibull-Vezteilungen (mit Partameter o). Im betrachteten Bei-
spiel bestimmt also die Glattheit der Dichte im Punkt d den Parameter

a = N + 1 der Grenzverteilung.
Wie sich aus den obigen Ausfiihrungen ergibt, ist eine (schwache) Grenzver-
teilung geeignet normalisierter Extrema M _ oder m_  nicht eindeutig bestimmt.
Gilt beispielsweise (0.5) und sind A > 0, B € R, so folgt offenbar
0.33) PG2(M_ - (B_+ 2)) < x) > G(Ax + B) (n = =)

: A n n Apn :

falls Ax + B Stetigkeitspunkt von G ist.

Man sagt dann, daB die Grenzverteilungen G(x) und G(Ax + B) vom selben

Typ sind (d.h. wenn sie sich nur durch eine positiv-lineare Transformation

der Argumente unterscheiden).



1

In manchen praktischen Situationen kann man aufgrund (spiter noch zu
analysierender) theoretischer liberlegungen einen bestimmten Grenzver-
teilungstyp "favorisieren”. Es besteht dann das Problem, die Konstanten
A und B aus den Daten zu schitzen. Hierzu trdgt man zweckmiBigerweise

die modifizierte empirische Verteilungsfunktion

_ n
(0.34) FX(x) = =1 F_(x) (x € R)
mit F aus (0.11) in ein geeignetes "Wahrscheinlichkeitspapier” ein (die Mo-
difikation ist meistens notwendig, um nicht die gr6Bte Beobachtung M zu
verlieren (siehe unten). Man beachte jedoch, daB sup FX(x) < 1, also F}

keine Verteilungsfunktion im eigentlichen Sinne ist!).

Dieses erhidlt man durch Beschriftung der linear geteilten Ordinate mit den
durch G transformierten Werten (z-Skala), wobei wir annehmen, daBB G streng

monoton im Bereich M = {x € R|0 < G(x) < 1} ist:

z=06(y) |y
G4) § 4

G(3) + 3
G(2) 4 2

G l1
Go) | o

1

10
G(-1) |-1

G(=2) |

G(-3) }-3

Eine Gerade der Form y = Ax + B entspricht dann in der z-Skala dem Graphen

der Verteilungsfunktion

(0.35) z = G(y) = G(Ax + B), x € M.



Da die modifizierte empirische Verteilungsfunktion FX (x) mit Wahrschein-

lichkeit 1 ebenfalls gegen G(x) konvergiert, liegen wegen FL(M, ) = n_+k1_
(M., bezeichne die k-gr6Bte der n Zufallsvariablen) die Punkte (M, , G_l(nli1 ))

in der y-Skala "fast” auf einer Geraden, wenn n geniigend groB ist. Die

Konstanten A und B lassen sich also aus der Stichprobe Xgseeon X, z.B. da-
durch schitzen, daB die Werte (Mkm,G-l(nlf1 )) (in der y-Skala) durch eine

Gerade ausgeglichen werden (z.B. mit der Methode der kleinsten Quadrate
o0.d.). A entspricht dann der Steigung, B dem Achsenschnitt der Geraden.
Fiir den Fall, daB G(x) < 1 fiir alle x € R, existiert G '(1) nicht als endlicher
Wert. Bei Verwendung der empirischen Verteilungsfunktion (d.h. der Paare
My .o G'l(E)))geht dann M_ = M_ verloren. Aus diesem Grund bevorzugt

man hier F}.

Beispiel 0.3. (aus Leadbetter/Lindgren/Rootzén (1983)).

Bei Messungen des SO,-Gehalts der Luft zwischen 1956 und 1974 in Long
Beach, Kalifornien (Ndihe Los Angeles) ergaben sich folgende Werte fiir die
einstiindigen Durchschnittskonzentrationen (in pphm, jahrliche Spitzenwerte)

(jahrliche Durchschnittswerte zum Vergleich):

Jahr 1956 1957 1958 1959 1960 1961 1962
jahrl. Maximum 47 41 68 32 27 43 20
jahrl. Durchschnitt 4,0 3,0 3,4 2,1 1,9 1,9 1,5

Jahr 1963 [1964 [1965 [1966 |1967 |1968 [1969
jahrl. Maximum 27 25 18 33 40 51 55

jahrl. Durchschnitt 1,3 1,4 2,6 3,0 2,5 3,1 2,5

Jahr 1970 1971 1972 1973 1974
jahrl. Maximum 40 55 37 28 34

jahrl. Durchschnitt 2,4 2,5 2,5 1,9 1,7
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Trigt man diese in ein Wahrscheinlichkeitspapier fiir G(x) = e " (x € R)

ein, so erhilt man:

.95 /
.90 . /

.75 -/

.50 /

25 A

& —
-0l P
.001 P —— : ‘

0 10 20 30 40 50 60 70 80 (pphm SO2 )

Die Methode der kleinsten Quadrate ergibt fiir die jihrlichen Maximum-Daten

(Werte ermittelt mit dem Programm "Extremwertanalyse” aus Anhang A 3):
A = 0,0824 B = - 2,6058

sowie eine empirische Korrelation von 0,9944; die maximale Abweichung der
empirischen Verteilungsfunktion F, zu der (geschidtzten) Verteilungsfunktion
betrdgt 8,28 %. (Eine andere Schitzung wurde von Roberts 1979 verwendet;

vgl. Leadbetter/Lindgren/Rootzén (1983), p. 295 - 296.)

Beispiel 0.4. (Zugfestigkeitsversuche an Blechen: Zugpriifmaschine nach
DIN 51221, Zugversuch nach DIN 50145)

Bei selektierten Zugversuchen an Stahlblechplatten von 20 x 0,7 mm?
Querschnitt ergaben sich folgende Werte fiir die Bruchdehnung in %

(der GréBe nach geordnet):



35,9
37,8
39,0
40,5
41,2
42,2
42,8

36,5
37,8
39,3
40,8
41,3
42,2
42,9

36,9
38,1
39,4
40,8
41,5
42,3
43,0

37,2
38,3
39,9
41,1

41,5
42,4
43,7

37,2
38,7
40,3
41,1

41,5
42,5
44,3

14

37,3
38,8
40,4
41,1

41,6
42,6
44,9

37,3
38,9
40,5
41,2
41,7
42,7
45,0

37,3
38,9
40,5
41,2
41,9
42,7
46,7

Nach Eintrag der Daten in Wahrscheinlichkeitspapiere fiir die Weibull-Ver-

teilung Hy mit a = 10, a = 5, o = 13—0 und o« = 2,5 ergibt sich folgendes Bild
(A,B geschidtzt mit der Methode der kleinsten Quadrate, Werte ermittelt mit

dem Programm "Extremwertanalyse” aus Anhang A 3):

la=.1

A = 0,0448 B = -0,8690
.99
.95 PR
3 =
3 -t P
2 et
1 /
05 /!"
.01
36 %7 38 39 40 5 P a3 % 45 46
l/a = .2
A = 0,0840 B = -2,493]

\

MbLrboUd b
o

:

.05 =

.01
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l/a = .3

A =0,1193 B = -3,9495

95
T

\

[N SV NV

.05 2

.01

la= .4

A =0,1522 B = -5,2976

.95

EOE T A )
‘e
<4

\

.05 =
o /

43 4 45 46

Die maximale empirische Korrelation ergibt sich in diesem Beispiel im ange-
gebenen Bereich (2,5 < a < 10) fiir « = 3,34 (% —139> zu 0,9896, mit einer maxi-
malen Abweichung der empirischen zur geschitzten Verteilungsfunktion von
9,37 %. (Man beachte, daB a-Werte kleiner als 1,97 zu unzulassigen Schit-
zungen fiihren, da dann der linke Endpunkt der geschidtzten Verteilung groBer

ist als der kleinste beobachtete Wert M, . =359)
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Weitere Beispiele und Diskussionen zu Wahrscheinlichkeitspapieren im Zu-

sammenhang mit Extremwerten finden sich z.B. in Gumbel (1958).

Beispiel 0.5. (Pareto-Verteilungen)
Sei F gegeben durch

0, x <1
(0.36) F(x) = (x > 0)
1-x"% x =21
Dann gilt
(0.37) PAM, - B)) s x) = (-G +B)™" >e™ " x>0 > w
fir z. B. A, =n % B_ =0 (n € N).

Auch hier wird durch

0, x <0
(0.38) G_(x) = (a > 0)

—_—
e, x>0

eine Verteilungsfunktion (mit Parameter «) definiert.

Beispiel 0.6.
Es sei {-Xn} verteilt wie in Beispiel 0.2, (0.29), mit d = O.

Dann gilt mit den dortigen Bezeichnungen:
(0.39) P(a M < x) = P(-a, min(—Xi,...,-Xn) < x)
=1 - P(anmin(—Xi,...,—Xn) <-x)=>1-H

N+1("X) X € R (n > ),
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d.h.

1, x=20

(0.40) Gy, (x) =
N+1

e-(—x) ,x <0

ist Grenzverteilungs-Verteilungsfunktion. Das letzte Beispiel 148t sich sofort

folgendermaBen verallgemeinern:

Lemma 0.4. Existieren fiir die Folge {Xn} Konstanten a_ > O und b € R sowie
eine stetige Verteilungsfunktion H mit (0.6), so gilt fiir die Maxima M_ der Fol-
ge {-X_}:

(0.41) P(an(M; +b) <x) > G(x) :=1- H(-x), x €R (n > »).

Existieren analog A > 0, B, € R und stetiges G mit (0.5), so gilt fiir die
Minima m_ der Folge {-X }:

(0.42) P(A(mj + B)) < x) > H(x) := 1 - G(-x), x € R (n > o).
Beweis:

P(a, (M_+ b) < x) = P(-a (m_ - b) < x) =Pl (m -b) 2-x)

=1- Pl (m -b)<-x) >1-Hx), x €R (n > =)
sowie analog

P(A(m]+ B) < x) = P(-<A(M_ - B) < x) =
1-PAM, -B)<-x)>1-G(-x),x €R(n>w). e

Die bisherigen Beispiele sowie Lemma 0.4 zeigen, daBB die folgenden Typen

von Grenzverteilungen fiir geeignet normalisierte Extrema auftreten konnen:



Fiir Maxima:

(0.43) G,(x) = e, x €R (Typ D
0, x <0
(0.44) G, (x) = (Typ ID (ax > 0)
, -
e ,x >0
-(—x)“‘ x <0
(0.45) G3_a(x) = (Typ III)  (ax > 0)
1, x>0
Fiir Minima:
(0.46) H,(x) =1-¢e°, x €R (Typ D)
1 - e—(—x)"°‘ <0
(0.47) H, () = (Typ ID (« > 0)
1, x 20
0, x <0
(0.48) Hy (x) = (Typ IID (o > 0)
1 - e"‘a, x >0

Wir werden in dem folgenden § 1 u.a. zeigen, daB auBer diesen Typen keine
weiteren (nicht-entarteten) Grenzverteilungen fiir (normalisierte) Extrema
existieren, und in § 2 untersuchen, fiir welche Ausgangsverteilungsfunktion
F iiberhaupt schwache Konvergenz normalisierter Extrema (gegen die obigen
Grenzverteilungen) méglich ist, und wie man gegebenenfalls die normali-

sierenden Konstanten A, B, bzw. a_, bn (n € N) bestimmen kann.



Anmerkungen zur Literatur. Behandlungen von Fragestellungen im Bereich der
Extremwertstatistik gehen vereinzelt bereits bis in das 18. Jahrhundert zuriick
(vgl. Galambos (1987), Abschnitt 2.11); erste zusammenhingende Untersuchungen
stammen aber wohl erst von Fréchet (1927) und Fisher und Tippett (1928), welche
bereits die drei moéglichen Typen der Grenzverteilungen fiir Extrema angaben.
Theoretisch fundiert wurden diese Arbeiten insbesondere durch Gnedenko (1943).
In Buchform wurde das Gebiet erstmalig durch Gumbel (1958) aufgearbeitet,
allerdings mit einem deutlichen Gewicht auf numerischen und graphischen Me-

thoden sowie zahlreichen Beispielen aus den Ingenieur- und Naturwissenschaften.

Anfang der 70er Jahre setzte eine stidrkere Entwicklung des Gebiets ein, in
deren Verlauf elegantere Beweistechniken und Hinzuziehen von Methoden aus
anderen mathematischen Disziplinen zu einer vereinfachten und dariiberhinaus
erschopfenden Darstellung der 'klassischen’ Theorie (d.h. fiir unabhidngige und
identisch verteilte Zufallsvariablen) fiihrte (vgl. Galambos (1987)). Daneben
wurden aber auch verstirkt andere Modelle untersucht, in denen gewisse Ab-
hingigkeitsstrukturen zwischen den Zufallsvariablen zugelassen sind (vgl.
Leadbetter/Lindgren/Rootzén (1983) und Galambos (1987)). Insbesondere die
Theorie der stochastischen Punktprozesse ergab neue Einsichten in die struk-
turellen Besonderheiten der Extremwerttheorie (vgl. Resnick (1@87)).

Mit der Extremwertstatistik verwandte Fragestellungen werden z.B. auch in

dem Buch von Bingham/Goldie/Teugels (1987) behandelt.



20
§ 1 Max-stabile Verteilungen

Eine wesentliche Eigenschaft der oben genannten Grenzverteilungstypen ist
die, daB fiir den Fall, daB diese selbst die zugrundeliegende Verteilung bilden,
die (geeignet) normalisierten Maxima bzw. Minima sich selbst verteilungs-
mafBig reproduzieren. Dies sieht man beispielsweise bei den Maxima, wenn

man fiir A ,B_  wéahlt:

1.0 A =1, B = logn (Typ D
1.2) A =n"'% B_=0 (Typ 1D
1.3 A, =n"% B_=o0 (Typ IID, n € N.

Bei (1.1) ist ndmlich z.B.

(1.4 P(A(M-B) < x) = P(M, < 2 + B) = FAZ + B)

-X

[exp(-exp(-x - log n))]™ = exp(-n e X e 1°87) = ¢7©
= F(x), x € R, n € N,
analog fiir die iibrigen Fille.

Da man mit Hilfe von Lemma 0.4 die schwache Konvergenz normalisierter
Minima auf diejenige normalisierter Maxima zuriickfiihren kann, wollen wir
uns im folgenden hauptsdchlich mit der Untersuchung normalisierter Maxima

beschidftigen, und die entsprechenden Resultate fiir Minima gegebenenfalls nur

erwihnen.

Definition 1.1.

a) Eine nicht-entartete Verteilungsfunktion G heit max-stabil, wenn Kon-
stanten A > O, B € R existieren, so daB

(1.5)  G™Z= +B) = G(x), x €R, n €N.
n

Eine Verteilung heiBt max-stabil, wenn ihre Verteilungsfunktion max-

stabil ist.
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b) Sind F,G Verteilungsfunktionen und gilt fiir geeignete Konstanten
A >0, B €R

n

(1.6) 1:“(7\’5;l + B ) — G(x) (n > o)

fiir alle Stetigkeitspunkte x von G, so sagt man: F liegt im Anziehungs-

bereich von G, i.Z.: F € D(G).*)

Eine max-stabile Verteilungsfunktion ist also eine solche, fiir die sich
(geeignet) normalisierte Maxima verteilungsmiBig selbst reproduzieren.
Insbesondere sind also die Verteilungsfunktionen vom Typ I, II oder III
max-stabil. Jede Verteilungsfunktion G eines solchen Typs liegt deshalb

auch in ihrem eigenen Anziehungsbereich: G € D(G).

Der analoge Begriff der min-Stabilitit folgt aus dem obigen, wenn G
durch H, A, B durch a_, b, und G", F” durch 1-(1 - H)", 1-(1 - F)™ er-

setzt werden.

Der folgende Satz gibt eine Charakterisierung max-stabiler Verteilungs-

funktionen.

Satz 1.1. Es sei G eine nicht-entartete Verteilungsfunktion.
a) G ist genau dann max-stabil, wenn Folgen {Fn} von Verteilungsfunktionen,

{A_}, {B_} von Konstanten mit A > O existieren, so daB

A7) F@—+ B0~ Gk(x) (n > )
n

fiir alle k € N und alle Stetigkeitspunkte x von G.

b) D(G) +Q genau dann, wenn G max-stabil ist. In diesem Fall gilt insbe-
sondere: G € D(G).

Teil b) des Satzes besagt also, daB die nicht-entarteten Grenzverteilungen

geeignet normalisierter Maxima nur max-stabile Verteilungen sein kénnen.

*) aus dem Englischen fiir "domain of attraction”
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Als Hauptresultat dieses Abschnitts werden wir dann spiter zeigen, daB
alle nicht-entarteten, max-stabilen Verteilungen notwendig vom Typ I, II

oder III sind.

Zum Beweis des Satzes 1.1. werden noch einige Hilfsmittel bené6tigt, die im

folgenden bereitgestellt werden.
Definition 1.2. (Pseudo-Inverse)
Es sei § : R = R eine schwach monoton wachsende, rechtsseitig stetige

Funktion, I() = inf{Lp(x){x € R}, S(Y) = sup{w(x)lx € R}. Dann wird auf dem

offenen Intervall (I(y), S($)) die Pseudo-Inverse 4)'1 von ¢ erkliart durch
1.8) Uy = inf{x € R|Y(x) =y}, 1) <y < S@).

(Wegen der rechtsseitigen Stetigkeit von ¢ kann das "inf" sogar durch "min”

ersetzt werden.)

Y(x)

S(Y) + . ——_/————‘
1(¥) / .

() S(Y)

Bei der Bildung der Pseudo-Inversen gehen offensichtlich Konstanzbereiche
von ¢ in Sprungstellen von qf‘ iiber und umgekehrt.
Einige wichtige Eigenschaften der Pseudo-Inversen sind im folgenden ange-

geben.
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Lemma 1.1. Es seien ¢,)"! wie in Definition 1.2.
a) ¢—1 ist auf (I(¢), S(¢)) schwach monoton wachsend und linksseitig stetig.
b) (1.9 WMy 2y () <y < S).
o) Ist ¢ in ¢"Hy) (I(P) <y < S(P)) stetig, so gilt
1100 ¢ Uy = y.
d (11D M) < x, x € R (1Y) < §(x) < S(P)).
e) Ist ¢"1in ¢(x) (x € R) stetig und 1() < (x) < S(¢), so gilt
1.12) ¢ HP(x) = x.

Beweis: Sei I() < y < S(§). Es existiert eine monoton fallende Folge {z_} mit
z, > L]J_i(y) (n > ») und ¢(z) = y. Da § rechtsseitig stetig ist, folgt

Pz, ) > l.IJ(k[)-l(y)) und deshalb ¢($~1(y)) = y, also b). Fiir I(¢) < $(x) < S(§)

ist per def. $"H¢(x)) = inf{z € R|P(z) > $(x)} < x, also gilt d).

Sei nun I(¢) <y, <y, < S(§). Dann ist wegen b) ¢(¢'1(y2)) >y, 2y, also
"My = infl{z € R| 0(z) > y;} < ¢"Xy,), d-h. ¢7F ist auf (1), S($) schwach

monoton wachsend.

Sei nun {y_} eine monoton wachsende Folge in (I($), S($)) mit Grenzwert

y € (I(y), S(§)). Dann konvergiert {n])—‘(yn)} monoton, etwa gegen z(< ¢~ 1(y)).
Sei nun z < qfl(y). Dann ist auch ¢(z) <y per def. von LlJ—i. Andererseits ist
wegen b) lb(lb_i(yn)) >y, also lirl_rll_i)rgof 4)(4)_1()'")) >y > ¢(z) mit L])_l(yn) oz
Widerspruch zur Monotonie von ¢! Somit ist z = q.»-l(y), also ¢ linksseitig

stetig. Damit ist a) gezeigt.

Fiir 1($) < y < S(¢) sei ¢ in $ 1 (y) stetig. Ist nun {x_,} eine monoton wachsen-
de Folge mit x < tb'l(y) und nll_)ngo X, = ¢~ 1(y), so ist nach (1.8) Pix ) <y,
also wegen (1.9) g;ﬂ;} Plx,) <y < L]J(Lb-1(y)) = Lb(&i_l)nmx“) = r}x_)n;) $(x,) und

damit ¢(¢_1(y)) = y. Damit folgt c).

Sei nun 7! in $(x) (x € R) stetig mit () < ¢(x) < S(P). Ist {y,} eine mono-

ton fallende Folge mit y > ¢(x) und li_)m Yo = $(x), so ist wieder nach
n [e<)
(1.8) l.]a_l(yn) > x, also wegen (1.11)

lim "My > x> ¢7' @) = o7 (im y) = lim ¢ 'y,)
n->oco n—>oco n—>oco
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und damit ¢_1(¢(x)) = X. Damit folgt auch e). o
Eine auch fiir spdter niitzliche Konsequenz aus Lemma 1.1 ist das folgende

Lemma 1.2. Es sei X eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion F.
Dann ist F(X) R(0,1) - verteilt. Ist umgekehrt F eine beliebige Verteilungs-
funktion und U R(0,1) - verteilt, so besitzt E~ YW die Verteilungsfunktion F.

Bewels: Es sei fiir 0 < x <1 A_={y ¢ IR]F(y) < x}h, B, ={y ¢ [R]y < F Y(x).
Da F stetig ist, gilt wegen der Monotonie von F und (1.10): B, C A . Ist
ferner x ein Stetigkeitspunkt von F~! und ist F(y) = x fiir ein y € R, so gilt
mit (1.12): F l(x) = F"YF(y)) = y. Nach (1.8) impliziert weiter F(y) < x die Be-
ziehung y < F (%) (y € R), so daB mit dem gerade gezeigten folgt: A_C B,
also A, =B . Da F~! schwach monoton wichst, ist die Menge C = {x ¢ (0,1)|Ax % Bx}
hochstens abzihlbar, so daB fiir alle x € (0,D\C folgt:

{FX) < x} = X"HA) = XT'BY = {X < F')}, also gilt

P(E(X) < x) = P(X < Flx)) = F(F 4x)) = x fiir alle x € (0,1). Damit ist
F(X) R(0,1) - verteilt. Umgekehrt folgt analog {F W) < x} = {U < F(x)} fir
alle x mit O < F(x) < 1 (nach Definition von F°!), so daB folgt

P(E () < x) = P(U < F(x)) = F(x) fiir alle x mit 0 < F(x) < 1, also besitzt

F (W) die Verteilungsfunktion F. °

Der folgende Satz ist eine wichtige Anwendung von Lemma 1.2 auf die

schwache Konvergenz von Verteilungen.

Satz 1.2. (libertragungssatz von Skorokhod)

Es sei {Fn, G} eine Familie von Verteilungsfunktionen mit
(113) F (x) » G(x) (n > o)
fiir alle Stetigkeitspunkte x von G. Dann gibt es eine Familie von Zufalls-

variablen {X_,Y} derart, daB X die Verteilungsfunktion F_ und Y die Ver-

teilungsfunktion G besitzt, und
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(1.14) X, = Y fast sicher (n > )

gilt.

Bewels: Sei U eine R(0,1) - verteilte Zufallsvariable. Dann geniigen die
durch

15y X, = F,law, Y = ¢ Hw

definierten Zufallsvariablen der gewiinschten Bedingung: gemiB Lemma 1.2
besitzen niamlich X, bzw. Y die Verteilungsfunktionen F_ bzw. G, so daB
(1.14) gilt, wenn

1.16)  F;'x) » G 1(x) (n > «)

nachgewiesen ist fiir alle bis auf héchstens abzidhlbar viele x. Es reicht also,
solche x € (0,1) zu betrachten, die Stetigkeitspunkte von G ! sind. Sei nun

¢ > 0; dann existieren Stetigkeitspunkte y und z von G mit

(1.17) y < ¢ Yx) <z und z - y < ¢

(da G hbchstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzt, die Stetigkeits-
punkte also dicht liegen). Wegen (1.11) ist dann auch G(y) < x (Umkehrschlufi!).
Mit (1.9) folgt ferner x < GG Ux) = G(2). Angenommen, es wire x = G(z).
Dann ist fiir jedes § > 0 mit x + § < S(G) G Ux + ) = inf(u[G(u) > x + 8} >z,
aber zugleich G Y(x) < z nach Voraussetzung: Widerspruch zur Stetigkeit von
G !'in x! Es folgt also insgesamt

(1.18) G(y) < x < G(2).

Wegen (1.13) existiert dann ein n(e) € N derart, daB

(1.19)  F_(y) < x < F_(z) fiir alle n > n(s),

also
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1.20) y < F;'(x) < z.

Mit (1.17) ergibt sich demnach

a2 |F'eo - 67Ux)| < e fiir n > n(e),

also (1.16) und damit die Aussage des Satzes. °

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 1.2 erhalten wir
Lemma 1.3. Es sei {Fn,G} wie in Satz 1.2. Ferner seien {an},{Bn} Folgen mit
«,>0und o, > «a>0,B, > B €R (n~> o). Dann folgt aus F_(x) = G(x)
(n > o) fiir alle Stetigkeitspunkte x von G auch
(1.22) Fn(cxnx + Bn) = Glax + B) (n > o)
sofern ax + B Stetigkeitspunkt von G ist.
Beweis: Seien X , Y wie in Satz 1.2. Dann folgt unmittelbar
Xn- n
(1.23) Y = fast sicher (n = ),
also

(1.24) P(X_ <o x + B ) > P(Y <ax + B) (n > ),

d.h. (1.22). L4
Nunmehr kdnnen wir ein erstes fundamentales Hilfsresultat formulieren.

Satz 1.3. (Chintchin)
Es sei {Fn,G} wie in Satz 1.2, G nicht entartet. Ferner seien {Otn}, {Bn} Folgen

mit «_ > 0 und

(1.25) F (e x + B) = G(x) (n > =) fiir alle Stetigkeitspunkte x von G.
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Notwendig und hinreichend dafiir, daB fiir eine geeignete nicht-entartete

Verteilungsfunktion G* und Folgen {«X}, {8} mit o¥ > O gilt

(1.26) F (afx + B¥) — G*(x) (n > o) fiir alle Stetigkeitspunkte x von G* ist:
a*

1.27) & —> o, —5g—— — B (n > o) fiir geeignete « > 0, B € R.
n

In diesem Fall ist dann notwendig

(1.28) G*(x) = G(ax + B) (x € R),

d.h. G und G* sind vom selben Typ.

Bewels: Wir kiirzen wie folgt ab:

n[n
=3
™2
1l
™
]

1.29) &, =

-]

F (x) = F(a,x +B) (x €R, ne€N.
Dann sind die Beziehungen (1.25) bis (1.27) gleichbedeutend mit

(1.30) F_(x) = G(x) (n > o
(130 F (Gx + ) = G*x) (n > o
(1.32) &, > o, B, > B n > o

Lemma 1.3 zeigt nun, daB (1.30) und (1.32) die Beziehung (1.31) implizieren,

mit G*(x) = G(ax + B) (x € R).

Die urspriingliche Beziehung (1.27) ist damit als hinreichende Bedingung fiir
(1.26) nachgewiesen.

Zum Beweis der Notwendigkeit der Beziehung (1.27) (bzw. (1.32)) wahlen wir
zwei verschiedene Stetigkeitspunkte x und y von G* mit 0 < G*(x) < 1,

0 < G*(y) < 1 (solche existieren, da G*nicht entartet ist). Dann sind die Fol-

gen {d x + En} und {& y + En} beide beschrankt (andernfalls wire etwa
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~ ~
lim sup(&_x + B ) = + o oder lim inf(&_ x + B.) = - o, also wahlweise
n->oco n n n-oco n n

lim S:fp %n(&nx + En) € {0,1} im Widerspruch zu (1.31), analog fiir y). Damit

n>co i
ist auch {&_(x-y)} und damit {&_} selbst beschrénkt, entsprechend {En}, also
auch die Doppelfolge {(&n,ﬁn)}. Es gibt also eine Teilfolge {n,} und « > 0,

B € R mit

(1.33) & = a, B = B.

Kk K

Es bleibt noch zu zeigen, daB « und B eindeutig bestimmt sind. Gibe es eine

weitere Teilfolge {m,} und a > 0, b € R mit

430 &, >a, B, >b

m

so widre nach Lemma 1.3

(1.35) G*(z) = G(az + B) = Glaz + b)

(zunachst nur _fiir alle Stetigkeitspunkte von G*, wegen deren Dichtheit und
rechtsseitiger Stetigkeit von G dann aber fiir alle z € R). Nach Vorausset-

zung existieren s < t mit 0 < u = G(s) < v = G(t) < 1. Fiir v < 1 gilt wegen

G+ =56 1)-p, Ga +b) ' = L) - b):

(1.36) ;—‘(G_i(u) - B) = é(G-l(u) - b)= 6* ()

1370 Lt - = Lc7iw - b) = G* 1w
und damit 2(G7'w - ¢7'v) = LMW - 67V (mit GTHw < G,

also a = a und damit auch b = B. Fiir v = 1 argumentiert man analog.

Hiermit folgt die Notwendigkeit der Beziehung (1.27) fiir (1.26), sowie mit

Lemma 1.3 die restliche Aussage des Satzes. °

Nunmehr kénnen wir Satz 1.1 beweisen:

Zu a): Mit G selbst ist auch G nicht entartet (k € N), so daB sich mit

(1.7) und Satz 1.3 ergibt (a, = 4= , B, = B, of = _A!—k* Br = B, G* = G5
n n



29

GVK(x) = Glax + B) (x € R) fiir geeignete o« > 0, B € R (abhingig von k), also

die max-Stabilitit von G.

Wiahlt man umgekehrt F = G", so liefert die max-Stabiltitit von G

G™(=+ B_) = G(x) (x € R) fiir geeignete A > 0, B € R (n € N), also

n

+ B IR = GVEx) (x € R)

Fo(Zos + By = {G"NE

und damit auch (1.7).

Zu b): GemiB den Bemerkungen im AnschluB an Definition 1.1. bleibt nur

eine Richtung zu zeigen:

Sei also F € D(G), d.h. es gelte (1.6). Dann folgt

FPMZ5S + By = 6 (n > o

fiir alle Stetigkeitspunkte x von G, also (1.7) mit F, = F”. Nach a) ist somit

G max-stabil. [

Insgesamt 148t sich damit die Giiltigkeit der folgenden (fundamentalen)

Funktionalgleichung fiir max-stabile Verteilungsfunktionen zeigen:

Lemma 1.4. Es sei G eine max-stabile, nicht-entartete Verteilungsfunktion.

Dann existieren Funktionen
a:R" > R* b:R*> R mit
(1.38) G%(a(s)x + b(s)) = G(x), x € R, s > O.
Die Funktionen a und b kdnnen dabei sogar als meBbar angenommen werden.
Beweis: Wegen der max-Stabilitit von G gilt

ns))  x _
(1.39) G (A[[ns]] + B[[ns]]) = G(x)
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fiir alle x € R, s > 0, wobei [[-]] die GauB-Klammer (ganzzahliger Anteil des
Arguments) bezeichne.

Wegen n/[[ns]] » ;— (n » «) ergibt sich

n/[[ns]]

n _ [ns1] (__ x
(1.40) G™ + Brrnsy) = (G ( * Brrns )t

X
Allns]1] Allns]]

= g™/lrslly) 5 G5 (> )

fiir alle x € R, so daB aufgrund des Satzes 1.3 mit (1.39) (fiir s = 1) folgt,
daB

A
(1.41) —AT:ST > als) >0, A (B, - By > b(s) (n~>
fiir geeignete (Funktionen) a(s), b(s), und

1
(1.42) G 5(x) = Gla(s)x + b(s)), x € R, s > O

gilt, also (1.38). Die MeBbarkeit von a(*) und b(‘) folgt hier aus (1.41)

(Limites meBbarer Funktionen). °

Nunmehr sind wir in der Lage, das Hauptresultat dieses Abschnitts zu for-

mulieren.

Satz 1.4. Es sei G eine nicht-entartete Verteilungsfunktion und max-stabil.

Dann ist G vom Typ I, II oder III (vgl. (0.43) bis (0.45)).
Beweis: Wir zeigen zunichst, daB mit

(1.43) d(x) = -log(-log G(x)), O < G(x) < 1

gilt:

(1.44) I(J) = -, S(§) = +oo.

Hierzu reicht es zu zeigen, daB keine (endlichen) x;,xp € R existieren mit
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(1.45) G(xy) > 0, lim sup G(x) = 0

xTxL

oder

(1.46) G(xg) =1, lim supG(x) < 1.

xTxR

Die max-Stabilitdt fiir n = 2 liefert ndmlich
(1.47) G?%@ax + b) = G(x), x € R

fiir geeignete a > 0, b € R.
Wire z.B. (1.45) erfiillt, so miiBte gelten:

i) falls ax; + b < x:
0 = G*(ax; + b) = G(x;) > 0: Widerspruch!

x; -b
.. R _ XL " .
ii) falls axp + b > Xp: mit x = = ergibe sich x < Xp, also

0 < Gz(xL) = G%ax + b) = G(x) = 0 : Widerspruch!

iii) falls axp + b = Xy Gz(xL) = Gz(axL + b) = G(xL) > 0, also G(x) = 1,

d.h. G entartet: Widerspruch!

Es kann also kein endliches solches x; existieren; analog argumentiert man

fiir xg.
Die Funktionalgleichung (1.38) geht damit iiber in
(1.48) P(a(s)x + b(s)) - logs = ¢(x), 0 < G(x) < 1

so daB

¢ My +logs) - bis)
a(s)

(1.49) =y Uy), y €R, 5> 0

(wegen (1.43) und (1.44)). Hieraus erhilt man durch Subtraktion
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¢ Uy +1ogs) - " Log s)
a(s)

(1.50)

o Hy) - ¢7H0), y € R, s > 0,
und somit mit den Transformationen

(1.51) z = log s, h(z) = a(e?), g(y) = ¢~y - ¢"10):

(1.52) gly + z) - g(z) = g(y) h(z), y,z € R.

Vertauschung von y und z und erneute Subtraktion liefert
(1.53) g(y)(1 - h(z)) = g(z)1 - h(y)), y,z € R.

Wir betrachten nun drei mdégliche Situationen, die letztendlich zu den drei

Grenzverteilungstypen fiihren.

Fall I: h(z) =1, z € R

Aus (1.52) erhilt man dquivalent
(1.54) g(y+z) = gly) + g(z), y,z € R

Die monotonen Losungen dieser Funktionalgleichung sind aber notwendig von

der Form
(158 gy) =2,y €R

fiir ein « > 0 (da LI.J—l schwach monoton wachsend ist). Damit ist

Lp'i(y) = gly) + &b—l(O) stetig in y, also mit (1.12) und 8 = - ocq:_i(O):
1.56) x = ¢7HWx) = Ly + ¢7HO = Lo - B0 <G <D

also

e~ (ax+B)

(1.57) P(x) = ax + B bzw. G(x) = e~ , x € R,



33
d.h. in diesem Fall ist G vom Typ I.

Fall II: h(z) # 1 fir ein z = z_;

o
Aus (1.83) erhdlt man dquivalent

g(zo)
(1.58) gly) = y0xz5 (1 - h(y)) = cl - h(y)),y € R
o

. 8(z,) 4. -1

mit ¢ = ﬁq * 0 (Sonst widre ¢~ konstant, also G entartet).
Aus (1.52) erhdlt man somit
(1.59) c1 - h{y + z)) - ¢c(1 - h(z)) = c(1 - h(y))h(z), y,z € R
also
(1.60) h(y + z) = h(y)h(z), y,z € R.
Die monotonen Losungen dieser Funktionalgleichung sind nun von der Form
(1.61) h(y) = e,y € R mit v } 0, so daB mit 8 = ¢"(0)
(1.62) Uy =8+ cd -e%), y € R.
-1

muB dann £ < O sein, so daB wieder

Wegen der Monotonie von ¢ =

— $(x),
(1.63) x = ¢ HP(X)) = B+ cU - e’ )

-1

=B+ cll -(-log G(x) ) (0 < G(x) <1
oder
(1.64) G(x) = exp(-(1 - 3(-;_:-‘3—)_Y), wo 0 < G(x) < 1.

Hieraus ergibt sich, daB G Verteilungsfunktion vom Typ II oder III ist mit
a = * v, je nachdem, ob v > 0 oder y < O.
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Damit ist der Satz bewiesen. °
Das nachstehende Resultat ist nun unmittelbare Folgerung aus Satz 1.4:

Satz 1.5. Es sei G nicht-entartet. Falls dann fiir geeignete Konstantenfolgen

A, >0, B_ €Rgilt

n

(1.65) P(A_(M_ - B) < x) > G(x)

fiir alle Stetigkeitspunkte x von G, dann ist G notwendig vom Typ I, II oder
III.

Hierbei kénnen A und B, sogar so gewidhlt werden, daB G durch die durch

(0.43) bis (0.45) gegebene Standardform beschrieben wird.

Beweis: Es ist (1.7) mit F, = F™ erfiillt, also G max-stabil und damit vom

Typ I, Il oder IIl. Die andere Aussage folgt aus Satz 1.3. .

Durch Ausnutzung von Lemma 0.4 148t sich natiirlich ein analoges Resultat

fiir Minima herleiten:

Satz 1.6. Es sei H nicht-entartet. Falls dann fiir geeignete Konstantenfolgen

a, >0, b, €R gilt
(1.66) P(a (m - b) < x) = H(x)

fiir alle Stetigkeitspunkte x von H, so ist notwendig H min-stabil und damit

notwendig vom Typ I,II oder III (fiir Minima; vgl. (0.46) bis (0.48)).

Die Sdtze 1.4 bis 1.6 liefern z.B. auch eine mdégliche Begriindung fiir die Wahl
der Modelle in den Beispielen 0.3 und 0.4. So kénnte man etwa die einstiindi-
gen Durchschnittskonzentrationen des SO,-Gehalts der Luft ndherungsweise
(wegen des zentralen Grenzwertsatzes) als normalverteilt ansehen; die Mo-
dellwahl in Beispiel 0.3 wire dann etwa gerechtfertigt, wenn O € D(Gl) (was
tatsdchlich der Fall ist).
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Im Beispiel 0.4 kann man sich vorstellen, daB die zur Feststellung der Bruch-
dehnung aufgewendete Zugkraft sich (niherungsweise) gleichmidBig auf n
gleich groBe Segmente der Blechprobe verteilt, und das Metall zuerst in dem
"schwichsten” Segment reilt, so daB man n m beobachtet, wobei die zu-
grundeliegenden Xy,---,X,, die (theoretisch erreichbaren) Bruchdehnungen in
den einzelnen Segmenten bedeuten. Wenn man aufgrund physikalischer Uber-
legungen rechtfertigen kann, daB die Verteilung dieser Bruchdehnungen "glatt"
im Sinne von (0.29) ist, und n als geniigend groB angesehen werden kann, ist

das Weibull-Modell wegen (0.31) also sinnvoll.

Fiir Fragen der "richtigen"” Modellbildung ist es also offensichtlich notwen-
dig, genauere Charakterisierungen der Anziehungsbereiche D(G) bzw. D(H)
fiir Extremwertverteilungen G und H fiir Maxima bzw. Minima zur Verfiigung

zu haben. Mit diesem Themenkreis beschiftigt sich der folgende Abschnitt.

Anmerkungen zum Text. Die Ausfiihrungen in § 1 folgen im wesentlichen
Leadbetter/Lindgren/Rootzén (1983), Abschnitt 1.1 bis 1.4 sowie Resnick
(1987), 0.2 bis 0.3. Weitere Beweise zum Themenkreis der Sitze 1.4 und 1.5
finden sich z.B. in Gumbel (1958), Abschnitt 5.1 und 7.1, Galambos (1987),
Abschnitt 2.4 und 2.5 und Billingsley (1986), p. 195 - 199.

Anmerkungen zur Literatur. Das Problem der mdglichen (nicht-entarteten)
Grenzverteilungen fiir normalisierte Extrema wurde auBer fiir den klassischen
Fall unabhingiger und identisch verteilter Zufallsvariablen {X_} auch unter
allgemeineren Voraussetzungen, z.B. m-Abhingigkeit, starke Mischungsbe-
dingungen, Stationaritdt (speziell bei GauB-Folgen) u.a. untersucht (vgl.
Leadbetter/Lindgren/Rootzén (1983), Chapter 3 und Galambos (1987), Chapter
3). Eine relativ schwache Bedingung vom Mischungstyp, die in den oben ge-
nannten Fidllen erfiillt ist, und die wiederum zu den bekannten Extremwert-
verteilungen vom Typ I, II oder III fiihrt, stammt von Leadbetter (1974) (vgl.
auch Leadbetter/Lindgren/Rootzén (1983), Satz 3.3.3):
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Satz 1.7. Es sei {Xn} eine stationdre Folge (d.h. fiir beliebige Indices ipeend

und m € N besitzen die Zufallsvektoren (X ,...,X ) und (X yees X )
11 ln il+m in+rn

dieselbe Verteilung) mit zugehdriger Verteilungsfunktion F (fiir die Randver-
teilungen), und es gelte (0.5). Dann ist G notwendig Extremwertverteilungs-

funktion vom Typ I, II oder III, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1.) Zu jedem x € R existiert eine Folge {ozn (in Abhidngigkeit von der Folge

N
{Ai + Bn}), die bei festem n schwach monoton fallend in k ist mit
n

(1.67) r}l_)n:o % Cnnl - 0 fiir alle X > O.

2.) Fiir alle Indices 1 < i < i, < .. <i <i < ...<i_ < n mit
2 m1 m2 m
k < 1m2 - im1 gilt
m x ml x m x
(1.68) IP(jO‘{Xij < —X—r;+ Bn}) - P( ,Dx {Xij < A—n+ Bn}) P(Jsz{Xij < A—n+ Bn})ls o«

Bedingung (1.68) besagt anschaulich, daB sich Teilmaxima, gebildet iiber dis-
junkte Indexbereiche, die "weit" auseinanderliegen, praktisch wie unabhingige
Zufallsvariablen verhalten, wodurch der Beweis des Satzes im wesentlichen

(durch Blockbildung) auf den unabhingigen Fall zuriickgefiihrt werden kann.

Dies rechtfertigt nachtriglich auch die Annahme einer Extremwertverteilung
im Beispiel 0.4, obwohl das Verhalten benachbarter Segmente sicherlich nicht
als vollstindig unabhingig voneinander angesehen werden kann, der EinfluB
weiter auseinanderliegender Segmente aufeinander jedoch praktisch keine Rolle

mehr spielt.

Dennoch miissen SchluBfolgerungen aus Extremwertanalysen in praktischen
(insbesondere technischen) Situationen vorsichtig bewertet werden (vgl. dazu
auch die Diskussion in Leadbetter/Lindgren/Rootzén (1983), Abschnitt 14.1
und Galambos (1987), Abschnitt 3.12.3).
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§ 2 Anziehungsbereiche max-stabiler Verteilungen

Wie die Sdtze 1.1 und 1.4 des vorigen Kapitels gezeigt haben, sind die An-
ziehungsbereiche D(G) (bzw. D(H)) max-(bzw. min-) stabiler Verteilungs-
funktionen G (bzw. H) nichtleer, da stets G € D(G) (H € D(H)).

Die Frage ist nun, wie "groB" diese Anziehungsbereiche sind, d.h. welche
Bedingungen an F charakteristisch fiir F € D(G) (bzw. F € D(H)) sind.
Jedenfalls 148t sich leicht zeigen, daB nicht jede Verteilungsfunktion F zum
Anziehungsbereich (irgend) einer (nicht-entarteten) max- (min-) stabilen

Verteilungsfunktion gehdort.

Beispiel 2.1. Es sei xp = sup{x € R I F(x) <1} < ©» und

p = }{&n&F(XR - h) <1 (d.h. F besitzt positive Wahrscheinlichkeitsmasse in
Xg)- Dann gilt F * D(G) fiir jede nicht-entartete max-stabile Verteilungs-
funktion G (die dann stetig ist; vgl. Satz 1.4 ). Denn anderenfalls gibe es
Folgen {A_ }, {B,)) mit A_ > O und

(2.1)  FMg- + B = G(x) (n = o) .
n

Es ist aber
=1,x 2 A (xg - B)
X

(2.2)  FMx- + B,) ,

< p”, x < A (xg - B))
so daB nur G(x) € {0,1} gelten kann, also G entartet ist (x € R).

Der folgende Satz charakterisiert die Anziehungsbereiche nicht-entarteter
max-stabiler Verteilungen, die wegen Satz 1.4 durch (0.43) bis (0.45) ge-

geben sind.

Satz 2.1. Es sei wieder xy = sup{x ¢ iRiF(x) < 1}.
Notwendig und hinreichend ist dann

fir F € D(Gl): Es existiert eine positive, meBbare Funktion g, so daB

. 1- Fk @) -
(2.3)  lim ———— T XBIEP  o-x
thxg 1 - F(v)

fiir alle x € R.
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Falls F € D(G,), ist eine mdgliche Wahl

XRr

@4 g =] 1- Flw

fiir a <t < x
1 - F(t) R

(a geeignet).
fur F € ‘D(Gz'a): Xg = o und
1 - F(tx)

(2.5) lim ———— = x % (x > 0)
theo 1 - F(O)

fur F € ‘D(Gs_a): X_ < o und

R
X 1 - F - xh)
(2.6) lim ~=EXRZ XM o o (x> Q).
hi0 1 - F(xg - h)

Eine mégliche Wahl der Konstanten A, B, fiir die schwache Konvergenz

von A (M, - B,) ist dann gegeben durch

(27) A =—— B

S n=Tn fiir F € D(G)
- 1 _ ‘e
(2.8) An = ;: ) Bn =0 fiir F € D(GZ_O‘)
- 1 _ .
(2.9) An = X—R—_—Y—n, Bn = Xp fiir F € D(G3‘a)

wobei jeweils
(2.10) v, = F'd -1 % (n=2).

(Man beachte, daB lim vy = xg, mit v, < xp (wegen Beispiel 2.1), so daB
n->oco
A, in (2.7) bis (2.9) - zumindest fiir geniigend groBe n - wohldefiniert und

positiv ist.)

*) Allgemeiner kann jede Folge {y,} gewdhlt werden, die die Beziehung

(2.11) erfiillt; s.u.
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Wir werden hier nur das Hinreichen der angegebenen Bedingungen fiir
F € D(G) beweisen; bezgl. der Notwendigkeit der Bedingungen sei auf
Resnick (1987) verwiesen. Zum Beweis werden einige im folgenden vorge-

stellte Hilfsresultate bendtigt.

Lemma 2.1. Es sei vy, wie in (2.10), und es gelte eine der Bedingungen

(2.3), (2.5) oder (2.6). Dann folgt

(2.11) }:_gloo n(1 - F(y_)) = 1.

Beweis: Zunidchst ist wegen (1.9)

(2.12) n(1 - F(y ) <1 fiir alle n 2 2

(unabhingig von den Zusatzbedingungen), also

(2.13) lirlll'nasogp n(l - F(y ) < 1

Andererseits gilt fiir jedes 3 < v :

(2.14) n(1 - FG)) >1 (n 2 2)

(sonst wire F(§ ) > 1 - %‘ , also wegen (1.11) und Lemma 1.1.a):

8, 2 FUFG)) > Fla -4 = v ).

n
Ist nun etwa (2.3) erfiillt, so folgt mit der Wahl

8, = Yn * xgly) (x < 0):

n(1 - F(yp))
n(1 - F(3,))

> e* (n>w),

(2.15) nd - F(y,) >

also
(2.16) lim_inf n(l - F(y,)) > ¥  (fiir alle x < 0)

und damit
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(2.17) lim_inf n(1 - F(y,) 2 1,

also mit (2.13) die Behauptung.

Im Fall der Giiltigkeit von (2.5) verfahrt man analog mit der Wahl

8n = YoX (0 < x < 1) und betrachtet die Situation x 1 1. Im Fall der Giiltig-

keit von (2.6) wahlt man (fir x > 1) xg - h = v, xg - xh_ =3 und

betrachtet die Situation x V 1. e

Lemma 2.2. Fiir 1 > O und n > 1 sei

(2.18) v (0 = Fl1 - D),

und es gelte eine der Bedingungen (2.3), (2.5) oder (2.6).
Dann folgt

(2.19) lim n(1 - Fy (1)) = 1.
n->co

Beweis: Wegen Lemma 1.1. ist v (1) < Y[[%]] ‘1, also mit (1.9)

(2.20) n(1 - )) < n (1 - Fly () <1

FO¥ngy 4
Andererseits ist

f - i = lim —2 n - F
(2.21) rlll_r:‘an(l F(Y[[%]] . 1)) nl_l)n; [[%]] T (311 + na (Y[[%_]] . 1))

=t lim m@ - F(y_)) =1

m-—>co
nach Lemma 2.1, so daB damit die Behauptung folgt. e

Lemma 2.3. Es sei O < 1 < o und {u_} eine Folge reeller Zahlen.

Dann sind die Beziehungen

(2.22) lim n( - F(u)) =« und
n->oo
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(2.23) lim P(M_ < u) = lim F™(u_) = "

n->co n->o

dquivalent.
Beweis: Es gelte (2.22) mit t < . Dann ist
(2.24) PMM_ < u) = Fiu) = 1 - L{n(1 - Fu )H"

=-X+ o0 EN™ > T (n> ),

d.h. es folgt (2.23).

Gilt umgekehrt (2.23) mit 1 < ©» , so folgt zundchst

(2.25) lim 1 - F(u ) = 0;
n->co n

anderenfalls gibe es ndmlich eine Teilfolge {n, } und § > 0 mit

(2.26) 1 - F(unk) z B, k € N.

. o R “k
Damit wire aber F (unk) < {1 -p) = 0 (k = )

im Widerspruch zu (2.23). Es folgt demnach wegen

(2.27) nlogl - {1 - Fu))) » -1 (n > o)

auch

(2.28) n(1 - F(uy)) » v (n > ), da

(2.29) log(l - h) = -h + 0(h?) (h > 0).

Im Fall 1 = o argumentiert man wie folgt:

Angenommen, es gelte (2.22), aber nicht (2.23). Wegen der Beschrdnktheit

der Folge {F™(u_ )} muB dann ein Haufungspunkt der Form e ¥ mit p > 0

existieren, und damit auch eine Teilfolge {nk} mit lim Fnk(u ) = e ¥. Nach
k > ny

der Aquivalenz von (2.22) und (2.23) fiir t < o folgt also

Lir_n)wnk(l - F(unk)) = 4 < oo im Widerspruch zur Annahme.
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Sei nun lim F™(u_) = 0 und lim inf n(1 - F(u_)) = § < o.
n->co n n->co n
Dann gibt es wieder eine Teilfolge {n,} mit Einmnk(l - F(unk)) =B

(d.h. es gilt (2.22)), so daB also

lim Fnk(un )y =ePf>o0
k

k>

im Widerspruch zur Annahme.

Das Lemma ist damit vollstindig bewiesen. @

Bemerkung: Gilt eine der Bedingungen (2.3), (2.5) oder (2.6), so ist wegen

Lemmata 2.2. und 2.3. offenbar Y,(log 2) der asymptotische Median von M
. . _41

(d.h. es ist ,I,‘L“mP(Mn < v,(log 2)) = —2).

In Beispiel 0.1. ist etwa

(2.30) y,_(log 2) = 3 (log n - log log 2) =h lbn - h ‘—°gﬁ§82—2 = h(lbn + 0,53),

so daB 1 Mol des Ausgangsstoffes in 50 % aller Fdlle (ndherungsweise) vor
ca. 79,5 h und in 50 % aller Fille (ndherungsweise) nach ca. 79,5 h voll-

stindig zerfallen ist.

Wir wollen jetzt das Hinreichen der Bedingungen (2.3) bzw. (2.5) bzw. (2.6)
fiir F € D(G) (Satz 2.1) beweisen. Wihlt man Y, Wwie in (2.10) (vgl. FuBnote),
so ergibt sich mit Lemma 2.1. etwa bei (2.3):

n(l - F(yp+xglypy)))
n(1 - F(yp))

(2.3 lim n( - E(y_ + xg(y,)) = lim
n->oo n->co

. 1 - F(yp+xg(yp)) _
= lim o a = e X (x € R),
n->co 1 - F(yp)

also mit Lemma 2.3.
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. My - Yn .
(2.32) }'llglaop( e < x) = xl:_r)nc‘cP(Mn < vn * xglyy))

-~ X
= e~®©

(x € R),
also F € D(G,) mit A, B_ wie in (2.7).

Bei (2.5) ist analog

. n{i - F(ypx))
im ————— 77"

(2.33) lim n(1 - F(y_x)) =1
n—>co n->con(l - F(ypy))

1 - F(y,x)
= lim ———2

= x %(x > 0), also
n—>co 1 - F(yp)

wieder mit Lemma 2.3

. Mp s _oa-x
(2.34) EEwP(Yn < x) = rl"l_r)nmP(Mn S y,x) = e

-

(x > 0),
also F € D(G, ) mit A, B_ wie in (2.8).

Bei (2.6) ist analog

n(l - F(xg - (-x)(xg - Y

(2:35) lim nl = Flxg + xOg = v = lim o ek~ v

1 - F(x - (-x)(x - y.))
= lim R R o
n>c 1 - F(xp - (xg - vpu))

= (-x)% (x < 0),

also wieder mit Lemma 2.3

Mp - xR

(2.36) }fglmp( < x) = rlli_r)nqu (M, < (Xg = Yn) X + XR)

XR T Yn

= e (-0 (x < 0),

also F € D(G, ) mit A_,B_ wie in (2.9). @
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Es 148t sich leicht zeigen, daB die Extremwertverteilungen Gi' Gz'a und
G, , die Beziehungen (2.3), (2.5) bzw. (2.6) erfiillen. Bei G, ergibt sich etwa
mit der Wahl g(t) =1 (t € R):

—ta—X
1 - Gyt + x) 1 - e™® 7®
(2.37) lim ————"" = lim
tPoo 1 - Gy(v) t oo —_e~t
1 - e
.1 - e"he™ -
= lim = = e X (x € R).
hyvO { - e~ h

Ferner ist sofort zu sehen, daB fiir jede solche Extremwertverteilungs-

funktion G gilt:
Ist F t-dquivalent zu G*), d.h. gilt

(2.38) lim +=—E&9 -4
xtxp 1 - G(x)

so ist F € D(G), und F erfiillt die entsprechende der Bedingungen (2.3),
(2.5) oder (2.6) (da nach obigem G diese selbst erfiillt). Fiir solche F sind
die Beziehungen (2.3), (2.5) bzw. (2.6) also auch notwendig fiir F € D(G).

Fiir den vollstindigen Beweis sei hier nochmals auf das Buch von Resnick

(1987) verwiesen.

L.a. gilt auch noch: Ist F, € D(G) und sind F, und F, t-dquivalent, so ist
auch F, € D(G) (wie man dann sofort sieht). Ist beispielsweise F die Ver-
teilungsfunktion der &(X) - Verteilung, so gilt

1 - F(x) e-rx h

(239 lim ———— = lim ——— = lim ———— =1,
x>0 1 - Gy(Ax) X > oo —e~ AX h=>0 1 _ g-h
1 - e

d.h. F und G4(X.) sind t-dquivalent, so daB wegen Gy(X.) € D(Gl) auch
F € D(Gy) (wie bereits in (0.16) nachgewiesen).

*) aus dem englischen "tail-equivalence”
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Besitzt die Verteilungsfunktion F eine geeignete Dichte f, so kénnen hin-
reichende Bedingungen fiir F € D(G), wo G Extremwertverteilungsfunktion

fiir Maxima, auch wie folgt formuliert werden.

Satz 2.2. Es ist hinreichend fiir
F € D(G1): f'(x) < 0 fiir a < x < xi (a geeignet), f(xg) = O und

(2.40) lim £2U - Fen

x'er £2(x)

F € -D(Gz_a): f(x) > O fiir x > a (a geeignet) und

(2.41) lim X fo0 a

x> 1 - F(x)

F € ‘D(Ga'a): f(x) > O fiir a < x < xp (a geeignet), und

(xg - x) f(x)
(2.42) lim ————— =« .
XPXR 1 - F(x)

Beweis: Wir wollen hier der Einfachheit halber nur die Aussage fiir
F € D(G, ) beweisen (analog fiir F € D(G, ); fiir F € D(G) vgl. auch
Galambos und Obretenov (1987) und Resnick (1987)).

x f(x)

Sei a(x) = =————— , x > a.
1 - F(x)

Fiir a < x; < x, ist dann

xza(x) *2 1 - F(xgp)

(2.43) [ —— dx = - logl - F(x)) | = - log ———— , also
xg X x3 1 - F(xy
1 - F(xp) X2

(2.48) ———2— = exp( - § 22 4y,

1 - F(xy) X1
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Mit vy aus (2.10) und der Wahl x; = v, x, = vy x (x > 1) folgt dann

X o (s)
(2.45) n(1 - F(y_ x)) = exp ( - J TdS)

n

mexp (- [ Z¥m% 4s) > exp (- [ %ds)
S 1 s
= "™ o8 X = y~x (5 5 o)
nach Voraussetzung, also die Aussage mit Lemma 2.3. )

Beispiel 2.2. (Normalverteilung)

Es sei f(x) = 1 e"‘Z/2 (x € R).

Y2n

Nach Abramowitz-Stegun (1984), Formel 26.2.12 gilt

2.46) & -5 f0s1-Fx <L fo x>0,
x

x

also
(2.47) lim x+—E -y
X >0 f(x)

und somit wegen

(2.48) f'(x) = -x f(x) (x € R)
also
(2.49) lim 2% (4 - Fx) = -1

x>0 £2(x)

Nach (2.40) ist also F € D(G,).
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Dies ergibt sich auch unmittelbar aus (2.3) mit der Wahl g(t) = %, t >0,
da mit (2.46) folgt

1-F(t+3) F(e+)
(2.50) lim ———2F% = lim ——t
t>oo 1-F(t) t>e  f(O)
«2
T 5e2 - -
= lim exp L[(t+)2 - t2]) = lime 2t° e X =z e X (x € R).
t>oo 2 t t>oo

Da die Bestimmung von Yy, aus (2.10) nicht unmittelbar moglich ist, be-
schrinken wir uns auf eine andere (geeignete) Folge {Yn} mit

lim n (1 - F(y_))) =1 (vgl. FuBnote zu (2.10)).
n->oo

Wegen (2.47) reicht es, Y, SO zu wihlen, daB

Flvp)
(250 —2= L (1v0(1)  (n > @ bzw.
TYn
¥4 1
(2.52) 5>+ log v, = log n - 5 log 27 + o (1) (n » o).

Hierfiir reicht es,
Yz 1 1

(2.53) 5> = log n - 3 log log n - 5 log 4n (n > 2)
zu wihlen, da sich dann

(2.54) 2 log v, - log 2

log log n
log log n + O ( log n )

log log n + o(1) (n 2> o)

ergibt, also

(2.585)

2
an + log v, = log n - % log 2n + o(1) (n = o)

wie gewiinscht folgt.
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GemidB (2.7) und Satz 1.3 (mit «=1, =0) kénnen dann A und B gewdhlt

werden als

1 log log n + log 4w
2 Y2 log n

(2.56) A = Y2 log n , B, = Y2log n - (n 2 2).

Beispiel 2.3. (Gamma-Verteilung)

Es sei f(x) = ——x*1e™>* (x>0
I'(x)

Aus Abramowitz-Stegun (1984), Formel 6.5.32 folgt

(2.57) lim LI oy (mit .‘;F-‘—’i- f=0d - oo)>,

X2 f(x) f(x)
also wegen

(2.58) f'(x) = (ch-1 - 1) f(x) (x > 0) auch

(2.59) lim —22
X > oo fZ(x)

(1 - F(x)) = -1,

so daBB wieder F ¢ D(Gl) nach (2.40).
(2.3) ergibt hier ebenfalls - mit g(t)

H
[
i

. f(t+x) -
= lim ——X) = g% (x € R),
=

(2.60) lim ~—F&+x
t f(t)

>0 1-F(t)

1)

so daB jedenfalls A =1 eine mdgliche Wahl ist.

Zur Bestimmung von B suchen wir wieder analog (2.51) eine

Folge {y_} mit
(261 fly) = Ld+0) (n> @ bzw.

(2.62) vy - (x-1) log v, = log n - log I'(e) + o(1) (n = o).
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Eine geeignete Wahl ist hier
(2.63) B, = v, = log n + (x-1) log log n - log I'(a) (n 2 2).

(Man beachte, daB fiir «=1 eine Exponentialverteilung &(1) gegeben ist, so

daB sich dann die bekannte Wahl v, = log n ergibt.)

Zum AbschluB dieses Abschnitts wollen wir noch die Analoga der Sitze 2.1.

und 2.2. fiir Minima formulieren.
Satz 2.3. Es sei x; = inf {x € R | F(x) > 0}.
Notwendig und hinreichend ist dann

fur F € D(Hl): Es existiert eine positive, meBbare Funktion g, so daB

(2.64) lim 2Erxe®) o« (x € R).
t~l«xL F(t)

Falls F € D(Hl), ist eine mogliche Wahl

F -
RACY ™ fiir x

<t <b
F(t) L

t
(2.65) g(t) = [
L

(b geeignet).

fur F € D(Hz,a): Xp = - und

(2.66) lim EEX) oy« (x > 0).
t—=>-co F(t)

fur F € D(Ha.a)‘ Xy > -® und

F(xp+xh)

(2.67) lim —————— = x¥% (x > 0).
hi0 F(xy+h)
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Eine moégliche Wahl der Konstanten a,, bn fiir die schwache Konvergenz

von a (m_ - b ) ist dann gegeben durch

(2.68) a, = oot n = Yn fir F € D(H,)
(2.69) a_ = - i—n , b, =0 fir F € D(H, )
(2.70) a, = nrle . b, =X fiir F ¢ D(H, )
wobei jeweils
271 v, = F'd (n 22 bzw. {y_)} so gewihlt ist, daB

(2.72) lim nF(y ) =1.
n->coo

Satz 2.4. Es ist hinreichend fiir

F € D(Hl): f'(x) > 0 fiir x; <x<b (b geeignet),
f(xp =0 und

(2.73) lim £ F

x¥xp  £2(x)
F € _D(Hz.u): f(x) >0 fiir x <b (b geeignet) und

lim x f(x) _ _
x=>-co F(x)

(2.74)

F € D(Ha'a)z f'(x) >0 fir x; <x<b (b geeignet), und

(x - xy1) f(x)

(2.75) lim
xX¥xy F(x)
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Beziehung (2.75) kann etwa in Beispiel 0.2 (unter den dort gemachten An-
nahmen) direkt verifiziert werden:

Wiahlt man h = x - xp (mit x; = d), so ist wegen (0.26)

(x - xp f0 . h f(d+h) £deh)

F(x) Jim Seaew T lim woeem =

(2.76) xii’?;‘
(sofern f in d rechtsseitig stetig ist), d.h. es gilt F € D(Hs,i)' d.h. F
liegt im Anziehungsbereich der Exponentialverteilung, wie in (0.28) direkt
gezeigt wurde.

Unter (0.29) und der Annahme der rechtsseitigen Stetigkeit von £fN() in d

ergibt sich allgemeiner

(x - xp) £(x)

. . h f(d+h)
(2.77) lim = lim (N+1)!
XURL F(x) hiO AN+ f(N)(d)+o(1)]
N+1 [ p(N)
lim (NI;'m h LENd) + o] Ny,
hi0O ! hN+1 [¢(N)(d) + o(1)]

d.h. es gilt F € D(H3 N+1)s Wie in (0.31) direkt nachgewiesen wurde.

Im folgenden Abschnitt werden wir uns nun mit der Frage besc‘héftigen,
wie schnell P(A_ (M - B ) < x) gegen G(x) bzw. P(a (m_ - b ) < x) gegen
H(x) konvergieren. Hierbei wird sich herausstellen, daB die Konvergenzge-
schwindigkeit in den Beziehungen (2.3), (2.5) bzw. (2.6) und (2.64), (2.66)

bzw. (2.67) eine entscheidende Rolle spielt.

Anmerkungen zum Text. Die obigen Ausfiihrungen sind im wesentlichen an-
gelehnt an Leadbetter/Lindgren/Rootzén (1983), Abschnitt 1.6 und Resnick
(1987), Abschnitte 1.4 und 1.5; vgl. auch Galambos (1987), Abschnitt 2.7. Der
Begriff der t-Aquivalenz ist in Resnick (1987) etwas allgemeiner gefaBt; vgl.

dort Beziehung (1.25) und Proposition 1.19.
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Anmerkungen zur Literatur. Die Charakterisierung des Anziehungsbereiches
D(Gi) durch (2.40) stammt bereits von v. Mises (1936); vgl. auch Gumbel
(1958), S. 171. Bedingungen in der Art des Satzes 2.1 wurden insbesondere
schon von Gnedenko (1943) angegeben.

Die Notwendigkeit der Bedingungen des Satzes 2.1 ist eng mit der durch
Karamata in den 30er Jahren entwickelten Theorie der reguldren Variation
verkniipft (vgl. Bingham/Goldie/Teugels (1987) und Resnick (1987)). Speziell
fiir die Extremwertstatistik wichtige Erweiterungen dieser Theorie stammen
von de Haan (1970).

Satz 2.1 ldBt sich - unter Zusatzbedingungen - vdllig analog auch auf den
Fall iibertragen, daB die zugrundeliegenden Zufallsvariablen {X_} eine stati-
onire Folge bilden (vgl. etwa Leadbetter/Lindgren/Rootzén (1983), Abschnitt

3.5). Neben den in Satz 1.7 gemachten Voraussetzungen ist beispielsweise

(2.78)  lim_sup nZES{%P(An(Xl—Bn) > X, A (X;-B,) > X) = 0 (k—w, x€R)

eine solche Bedingung. In diesem Fall stimmt das Extremwertverhalten der
Folge {X_} sogar soweit mit dem einer unabhingigen Folge {X} (mit Vertei-
lungsfunktion F) iiberein, daB fiir beide Fille dieselben normalisierenden

Konstanten A und B gewidhlt werden kdnnen.
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§ 3 Konvergenzgeschwindigkeit normalisierter Extrema unabhingiger Zufalls-

variablen

Um die Brauchbarkeit von Approximationen der Verteilungen normalisierter
Extrema durch die entsprechenden Grenzverteilungen (wie etwa in den Ab-
schnitten O und 1 bei gewissen Modellbildungen) zu priifen, ist es notwen-
dig, den Abstand

X

| P(M < ~ B) - Gx) | (punktweise oder gleichmiBig in x)

n

abzuschitzen. Hierzu bendtigen wir einige Voriiberlegungen.

Lemma 3.1. Fiir O < t <min(2,¥y2n-1) = c, gilt:

2 -1 2 -1
T e -1 T\n T e 0,6
) —_ < -(1- =) = <=2
Q.1 2n € a n) 2n-1 2n-1

*)

Beweis: Sei h (1) = et(l—%)“ fir 0<t<c_ .
Die ersten beiden Ungleichungen in (3.1) sind dann &dquivalent zu

,[2 'Ez
(3.2) 1-5; 4 hn(‘[) > 1 - Zno1 bzw.

2 . 2
(3.3) logll-37) 2 t+nlog (1-3) > log(l - 5=7) .

2
. 1 T
Sei gn(t)=t+nlog(1—;)-log(1—ﬁ), 0 <t <cy
Es ist
1 T 12 -2
3.4 gl(v=1- — + 5 = > < 0,
I-n L (n-D (n- %)

also g, (1) (schwach) monoton fallend in t mit

*) Fiir das Bestehen der beiden rechten Ungleichungen ist die Forderung

1< 2 nicht nétig; i.a. kann dann links durch O abgeschdtzt werden.
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(3.3) g,(0) =0, d.h. es gilt g (1) <0 (01 <c ).
Setzt man analog
T 2
(3.6) G (1) = 1+n logl-3) -logl - 575), Ost<c,,

so folgt

12
(3.7) Gl = 1-11I P =3 (T-1) -

1 2 1 1
(n—f) -5 (n-17) (n—~2~—2—)

mit Gn(O) = 0, also
(3.8) Gn(‘t) 20, 0<t<c.

Damit ist (3.3), also auch die linke Seite von (3.1) bewiesen. Die Funktion
h(1) = 12 e " (1> 0) ist nun aber maximal fiir t = 2 mit h(2) = 4e %< 0,6, so daB

hiermit auch die rechte Seite von (3.1) folgt. e

Satz 3.1. Es sei wieder {Yn} wie in (2.10). Die Funktionen r_(x) seien wie

folgt definiert:
Fir F €D (G,): ro(xX) = n(1-F(y +xg(y ) ) -e " (x€R)

Flr F G‘D(Gz‘a): ro(x)

n(1-F(y x) -x™% (x>0)

Fur F €D (G, ) n(1-Fxg+ x(xg-y, )= (-x)% (x<0). *

.

r (x)

Dann gilt fiir geniigend groBe n:
Fur Fe€D (G,):

0,6 —e X -rn(x)

3.9) IPMM_ =gy )x+y,) -G (x)I <577 +e I e

= 0 (max(5,1r (x)1) (x€ R n>o)

*) allgemeiner kann r_(x) = n(1 - F(X + B _)) + log G(x) mit {A_}, {B_} aus
n An n n n

(1.65) gewdhlt werden
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Fiir F E‘D(G2 ):
-

0.6 - -rn(x)
2n-1 ' ¢ e

(3.10) 1 P(M_ sy,x) -G, (x) | < -1

= 0 (max (&, Ir (x)1) (x>0, n>w)

Fir F € D(G, ):

0,6 S(=x) & —rn(x)
2n-1+ € le

@A) 1TPM_ s (Xp-v, )X +Xxp)- G3,o<(X) I < -11

= 0 (max (5,11 (x)1) (x<0, n=>o).

Beweis: Es sei u, (x) in den drei Fillen definiert als Xx— + B, bzw. spezieller

n
Yot xgly,) s FED(CI)
(3.12) u (x) = Y X . F ED(GZ.Q) (n€e€N) .
l (XR= YY) Xx*xXg , F€D (G3 )

G bezeichne jeweils die Grenzverteilungsfunktion.

Es ist dann jeweils (in den entsprechenden Bereichen fiir x)

(B.13) r (x) = n(1-F(u,_(x))) +log G(x).

Sei nun

(3.14) 1 (x) = n(1-F(u, (x)) = r (x) - log G(x).

Wegen r (x) > 0 und -log(G(x)) > O ist fiir geniigend groBe n 1t (x) >0 mit

lim t (x) = -log G(x), so daB fiir diese n mit Lemma 3.1 folgt
n—>oo

-T_(x)
3.15) 0=e ™% CFru (x) < 2% | also

(x)

(x)

(3.16) TF™u (x) -G Isle 7 -6 1+ 1e n™ JFu (x) I
s—z%'_%+G(x)Ie_r“(X) -11. e

Wegen G(x) <1 kann iibrigens auch global

(BA7) TENu_(x)) - GO 1 < 528+ 21r_(x) ]
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fiir geniigend groBe n abgeschdtzt werden (so daB 0 <r_(x) - log G(x) <

min (2, Y2n-1) und z.B. Ir (x) | <1).
Beispiel 3.1. (Exponentialverteilung)
Es sei F(x) = 1-¢e 2%, x>0 () >0).

Hier ist F € D(G,) mit

(3.18) g(t) = fe‘““‘” du = 3

und

(3.19) r, (x) = n(1- F(Yn+’—{)) -e X = ne_()\Y“”() -e X =0 (x>-log n),
also

(3.20) 1P (M <X+ 1oBED) =™ | o2& ys _jog n

Man beachte, daB8 fiir x > 0 mit (3.1) auch gilt:

-2x_-e X -x
e e x log n —e
= = < <= 4 -
2n | P(Mn by X ) e h

also die Konvergenzordnung O(,—11) hier exakt ist.
Beispiel 3.2. (Normalverteilung)

Mit der Wahl von v, aus (2.53) und g(t) = } (t>0) ergibt sich

n

f(~(n+’7‘ ) Yﬁ x2 log logn
(3.21) ¢ (x) = n <3 = > exp(- =5 + 0 (—g——g~-10 5=)) e™X,
Tn*Th Y5+ x 2v5 B

also wegen (2.46)

(3.22) (1 - —Lx—7-) ¢ (x) —e™¥< r (x)< c (x) -e~

Crn* %)

x

n
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und damit

(3.23) Ir (1= e-X<lef‘x (1+0(toglogny, )

= e x( Yf‘ix + 0 (1o8J08n)) - o (leglogn) (nsq)
so daB
(3.20) IP(M, <+ v,) -G ()| = 0 (12828 R) (n>o) .

. " . 1 _ 1 N _
Diese Konvergenzordnung 14Bt sich noch zu 0O (Y_rz:) = 0 (53 o) (n=>w) ver
bessern, wenn Y, aus (2.52) (ohne o (1) - Term) bestimmt wird, wie man
aus (3.23) schlieBen kann. Eine dariiberhinausgehende Verbesserung der
Konvergenzordnung ist allerdings nicht zu erreichen, gleichgiiltig, wie

die normalisierenden Konstanten gewihlt werden (vgl. auch Hall (1979)).
Beispiel 3.3. (Gamma-Verteilung)

Eine analoge Rechnung wie in Beispiel 3.2. zeigt (unter Verwendung von

(2.57) und (2.63)):

_ + a-1
(3.25) Ir ()1 = e [(I;‘—g’;) -1e0 () ]
- -1
=0 ((1+ dx=Ddorlog 0)™70 _y) - g (lefdoBn) (54
fir o 1.

Fiir « = 1 (d.h. Exponentialverteilung, Beispiel 3.1) ist als Konvergenzord-

nung dagegen O (,1—1) (n > ) erreichbar.

I.a. 14Bt sich also feststellen, dal die Konvergenzordnung fiir normalisierte
Extrema sehr schlecht sein kann (im Gegensatz zur vergleichbaren Situation
des zentralen Grenzwertsatzes fiir die schwache Konvergenz normalisier-
ter Summen (vgl. (0.2)), wo die Berry-Essten-Schranke von der Ordnung

0(-}—3) (n>w) ist (vgl. Ganssler-Stute (1977), Satz 4.2.10.).
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Entsprechendes gilt analog fiir den Fall normalisierter Minima. Aus Symme-

triegriinden ist etwa im Fall der Normalverteilung (Beispiel 3.2.)

(3.26) IP(m_ <3 - v,) ~H, ()| = 0(12E12ED) (x€R, n>o)

wobei wieder v, aus (2.53) zu bestimmen ist.

Im Fall der Exponentialverteilung (Beispiel 3.1.) gilt sogar
(3.27) P(mnsni)\) = H; (x) (x€R, neN),
wogegen fiir Gamma-Verteilungen folgt

0.6
(3.28) IP(m, <3) - Hy (x)1 < 5275

-1
+0(n 7% (x>0, n>o)

fir « € N, « 22, wobei a = a‘/o—a (n €N).
(Dies ergibt sich z.B. unter Verwendung von Beispiel 0.2. (mit N= a-1)
und Lemma 3.1., angewandt auf

) (nsw).)

t=n F(F) = x¥ + 0(n
n
Fiir o 22 ist die Konvergenzgeschwindigkeit in (3.28) also von der Ordnung

0n %) (n>w) .

Eine andere Variante von Satz 3.1. werden wir noch in Abschnitt 6 kennen-

lernen.

Bisher haben wir die Konvergenzgeschwindigkeit fiir |P(M < Ai +B_)-Gx) |
n

nur punktweise in x abgeschdtzt. Tatsdchlich liegt aber gleichmiBige Kon-

vergenz gegen die Extremwertverteilungsfunktionen G vor, wie sich aus dem

folgenden Satz ergibt.

Satz 3.2. Es sei G eine (beliebige) stetige Verteilungsfunktion und {Fn} eine
Folge von Verteilungsfunktionen mit G(x) =r}1_>rrgo F (x) fiir alle x € R (schwache
Konvergenz). Dann konvergiert die Folge {F } gleichmiBig gegen G, d. h. es
gilt
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(3.29) sup | F(x) - G(x) | = 0 (h—>w) .

x €R

Beweis: Wegen der Monotonie von G und den Eigenschaften xllﬂ, G(x) =1,

Jim G(x) = O existiert zu beliebigem z > 0 eine Zahl M_> O derart, daB
(3.30) G(x) < ¢ und 1~ G(x) < ¢ fiir [x| 2 M_.

Auf dem (kompakten) Intervall [—ME, ME] ist G nun aber gleichmiBig stetig,

d. h. zu ¢ existiert eine Zahl §_ mit der Eigenschaft

(3.31) | G(x) - Gly) | < ¢ fir | x-y | <§_.

Sei nun N_ € N so gewihlt, daB N_= 5: . Wihlt man x, = -M_ + 2:4: s
OSkSNE,sowie
(o, -M_], k=0
Ay = [xp_gr Xl o 1< k< N,
[M_, © ,k=N,+1,

so gilt also zunichst | G(x) - G(y) | < ¢, wenn x, y € Ay fiir ein k = 0,1,...,

N¢ + 1. Fir k = 1,2,..., N_ sei nun n,_ so gewidhlt, daB
(3.32) [F (x) - G(x) | < ¢ und | F (x,_) - G(x, )| <e filrnzn,

was wegen der vorausgesetzten Konvergenz von {F_} méglich ist.
Beziehung (3.32) gilt dann auch fiir n > n_ = max {n,_ | 1 < k < N_}. Wegen

der Monotonie aller F_ gilt dann aber fiir n > n_:

(3.33) |Fn(x) - G(x) | = 2¢,

N_+1
wenn x € A, fiir ein k = 0,1,..., N_ + 1, und somit wegen R = k@o A, fiir be-

liebiges x € R. Damit ist die Konvergenz von {F_} gleichmiBig. ®
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Ein Beispiel fiir eine gleichmiBige Konvergenzabschidtzung liefert im Fall der
Exponentialverteilung (Beispiel 3.1) etwa Beziehung (3.20); wobei nur noch
das Konvergenzverhalten fiir x < - log n zu untersuchen ist: in diesem Be-

reich gilt aber:

(3.34) | P(M_ <X + 108 1) o=e™ | gme™ o ool " oon
so daB insgesamt folgt
(3.38) sup | P(M, <X + log n) o-e™¥ | < Q6 e
x €R
Beispiel 3.4. (Gleichverteilung)
0, x <0
Es sei F(x) = X, 0 < x <1 ,sodaB xpg=1.
1, x =21

Nach Satz 2.1 gilt F € D(G3’a) mit « = 1und v, =1- 1; , so daB A =
B =1 und

n

(3.36) r (x) = n (1-Flxp + x{xg-v)) + x =0 fiir -n < x <O0.

Wegen P(M & < % +1) =1= Gy ,(x) fiir x > 0 bleibt nur noch der Bereich

X < -n zu untersuchen. Dort gilt:

(3.37) | POM <X+ 1) - Gy (x) | = Gy (x) = eX < e™™,

n

so daB insgesamt - analog zum Beispiel der Exponentialverteilung - wieder

folgt

X 0,6

(3.38) sup | P(M_ <% + 1) - Gz 4(x) | < sog ' D€ N.
x €R

Setzt man voraus, daB die Verteilungsfunktion F geniigend glatt ist, so

lassen sich genauere Untersuchungen (die wesentlichen Gebrauch von Satz 2.2

machen) beziiglich der gleichmiBigen Konvergenzrate anstellen; vgl. etwa

Resnick (1987), Abschnitt 2.4.
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Wir wollen hier exemplarisch nur die Situation der Beispiele 0.2 und 0.4 auf-
greifen und dafiir voraussetzen, daB neben der Bedingung (0.29) noch gilt:

F ist (N+2) - mal stetig differenzierbar mit

(3.39) | fN*D(x) | < M < o fiird < x < D.

(N)
. . _ N+1 f (d) .. 1 2N+2 .
Dann gilt mit a = n oD (n € N) fiir n > 5 (D +1):

(3.40) sup | P(m, < —ax: +d) - Hy g0 | <

0.6 17 (N+1) pN+2

M —[n
+ v
Zn-1 max { N+2  min (1, fN@y’ (N+D!

(N)
oy (D-dN*1]y

Zum Beweis dieser Beziehung wird das folgende Hilfsresultat bené&tigt:
Lemma 3.2. Fiir Zahlen a, b mit |al, |b] < 1 gilt:

(3.41) | a™ -b™ | < n | a-b | fiir alle n € N.

n-1
Beweis: Es ist | a™ -b™ | < | a-b | kzo | bk ank-1 | <ph|la-b|. e

Beziehung (3.40) ergibt sich nun folgendermaBen:

Es ist analog (0.31) fiir 0 < x < ¢ = a_(D-d) und n > 5 (D2N*2 41) :

(342 1 Pm, < 2+ d) - Hy ooy (01 = 1 (1= Fde Zm —emx™0 )
|- @Net B2 g e emx Y
-2 n g Rgn - X e N
n [RNI + E%% (nach Lemma 3.1) mit

(3.43) Ry = dfx:‘ %&”—Nf FON*D(p) dt,

was

X \N+2 _ M D M - N+«2
< - <
(.44 [Ry] < () N+21 ° N+2  min (LE@y) ° N
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nach sich zieht.

Fiir x > ¢, und n 2 ;— (D2N+2 41) st ferner

(N+1 (N+1) (N+1
(3.45) | (1 - F(d + 2X)n —e=x "V o oox < e-enN'D
n
Fiir x < O ist dagegen
(3.46) | P(m_ < -a-x;'r d) - Hy (0 | =0, so daB

mit (3.42), (3.44) und (3.45) Beziehung (3.40) folgt.

Legt man etwa fiir Beispiel 0.4 ein Weibull-Modell mit Parameter o« = N+1 = 3
fir die Grenzverteilung zugrunde und macht die (willkiirliche, aber plausible)
Annahme, daB d = 0,3, D = 0,6, M = 10, f"(d) > 0,1, so erhdlt man fiir n > 10®
gemiB (3.40) eine maximale Abweichung der Verteilungsfunktion des Minimuns
zur Grenzverteilungsfunktion von 0,033. (Man beachte dabei, daB wegen der
Avogadro-Konstanten die Anzahl der Molekiile in der Blechprobe um einige
Zehnerpotenzen iiber 10% liegt! Fiir n > 102 liegt die Abweichung entsprechend

eine Zehnerpotenz niedriger.)

Anmerkung zum Text. Lemma 3.1. ist eine leichte Verschiarfung von Lemma
2.4.1. in Leadbetter/ Lindgren/ Rootzén (1983). Ein modifizierter Beweis von
Satz 3.2 findet sich in Galambos (1987), Lemma 2.10.1.

Anmerkungen zur Literatur. Neben punktweisen und gleichmiBigen Konver-

genzuntersuchungen beziiglich der Verteilungsfunktionen ist auch (lokal

gleichmiBige) Dichtenkonvergenz sowie Konvergenz von Momenten untersucht
worden (vgl. hierzu insbesondere Resnick (1987), Abschnitte 2.2. und 2.1.). So
ist beispielsweise unter gewissen Regularititsbedingungen eine Normalisie-

rung der Extrema durch Erwartungswert und Varianz mdglich (Resnick

(1987), Corollary 2.3); vgl. hierzu auch Beispiel 0.1.

Im Zusammenhang mit Konvergenzgeschwindigkeitsuntersuchungen fiir Ex-

trema hat sich ein eigenartiges Phianomen herausgestellt, welches unter der

Bezeichnung "penultimatives Verhalten"” bekannt ist und schon von Fisher

und Tippett (1928) entdeckt wurde. Es ist niamlich in gewissen Fillen mdglich,
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daB fiir "kleine"” und "mittlere® Werte von n eine Approximation von
max(X,...,X ) bzw. min(X,,...X ) durch eine andere (penultimative) Extrem-
wertverteilung als die zugehdrige (ultimative) Grenzverteilung im Sinne des
gleichmiBigen Abstands giinstiger ist. Eine neuere Diskussion dieses Sach-
verhalts wird z. B. in Gomes und Pestana (1987) gefiihrt; vgl. auch die dort

angegebenen Literaturhinweise.
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§ 4 Strukturelle Eigenschaften von Extrema unabhingiger Zufallsvariablen:
Rekorde

In diesem Abschnitt wollen wir uns nidher mit Strukturfragen fiir Maxima
und Minima beschaftigen. Dazu betrachten wir zunichst die streng mono-
tonen Teilfolgen dieser Extrema, bzw. die Zeitpunkte, an denen sich die

aktuellen Werte dieser Extrema andern.
Definition 4.1. Sei {X } eine unabhingige Folge von Zufallsvariablen mit
gemeinsamer Verteilungsfunktion F. Ferner sei xp = o (x| = - =) oder xp

(x;) ein Stetigkeitspunkt von F. Die durch

Ug = 1, Ugy,y = infkIX, > Xy )

o n+
(4.1) (n 2 0)
Ly = 1 Loy = inflkIX, < X )
definierten Zufallsvariablen (mit inf(Z) = ©® und X_ = o (bzw. X_ = -o0))

heiBen obere (untere) Rekordzeiten fiir die Maxima (Minima) von {Xn}.*)

Die durch

4.2) A_=1, A =U_-U

2
o n n n-1 n 1

(bzw. L_-L__),

definierten Zufallsvariablen (mit A = o, falls U _; = © bzw. L _; = o)

heiBen Zwischenrekordzeiten.

Die zugehdrigen Zufallsvariablen {X } ({X, })‘ heiBen obere (untere) Rekorde
n

von {Xn}.“)

Zunichst wollen wir uns iiberlegen, daB unter den gemachten Annahmen der
Entartungsfall U = o (L = ») nur mit Wahrscheinlichkeit O auftreten kann;

entsprechend fiir A = .

*) aus dem engl. "upper (lower) record times”

**) In Anlehnung an den entsprechenden Begriff aus dem Sportbereich. Die
MeBbarkeit von X(_ln und XLn ergibt sich aus MeBbarkeitseigenschaften
der U bzw. L (vgl. (4.9) und (A1.36) (Anhang)).



65
Lemma 4.1. Unter den Voraussetzungen von Definition 4.1 gilt:
(4.3) P(U, = = P(L =) =PA = o) =0 fiir alle n 2 0.

n

Beweis: Wir fiihren den Beweis induktiv.

Fiir n = O ist nichts zu zeigen. Sei also (4.3) erfiillt fiir ein n 2 0. Dann gilt:
(=) <o
(4.4) P(U_,, =) =PU, =w + = PAU, =kIN N X, < XD
n k=1 n je=k+1
wegen

@5 PN

0, = xh =0

(was fiir die letzte Gleichheit wegen der Unabhingigkeit und identischen Ver-
teilung der {Xn} hinreicht). Letzteres sieht man z.B. so: Sei ¢ > 0. Dann
existiert ein x_ < xp so, daB

(4.6) 0 < P(X;>x):=3<c¢.

Es folgt fiir jedes m 2 2

m m
@7 PO {X; < X H < PXy > x) + PON X, < x D
j=2 J E j=2 J &

ce+ FMl(x) <e+ (1-8)™1 sodaB

D8

(4.8) P

m
{XJ < X)) = LimP () {Xj < X, < e
m->c j=2

j=2

Da ¢ > O beliebig war, folgt also (4.5) und damit die Behauptung fiir {Un}.

Im Fall von {L_} und {A } argumentiert man v5llig analog. e

Die {U,_} ({L_}) geben also die Zeitpunkte an, bei denen sich die aktuellen

Werte der Maxima (Minima) dndern; die {X; } ({XL }) sind die zugehdérigen
n n

(neuen) Werte dieser Extrema. Offensichtlich besteht folgender Zusammen-

hang:
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My = Xy U, s k < U,y
(4.9) fiir (n > 0).
m, = X, L, <k<L_,,
n
n
4\
Ml[t]l
L]
.
— .
1 1. 4 E s Ky 4 s i e - n
1 2 3 &~ .+« 9 10 t
—_—
Uy Uy U, : 3 m g
L L L [
0 1 2 Ly

Aus der Folge {(U_,X,; )} bzw. {(L_,X, )} ist also die Folge {M_} bzw. {m_}
n Un n Ln n n

eindeutig rekonstruierbar (und umgekehrt).

Wir wollen nun zunichst die Struktur der Folgen {U_} und {L_} genauer
untersuchen. Diese ist aufgrund der Definition 4.1 offensichtlich dieselbe,
und bei Stetigkeit von F auch unabhingig von F. Ist ndmlich z.B. F streng
monoton im Bereich (x,xg), so bleiben die Folgen {U_} und {L_} genau die-
selben auch fiir die Extrema der neuen Folge {F(X )}, welche gem4B Lemma 1.2
nun R(0,1) - verteilt ist. Entsprechendes gilt (verteilungsmiaBig) auch fiir

den allgemeinen Fall, da bei Stetigkeit von F Bindungen (d.h. die Situa-

tion Xj = Xg fiir j ¥ k) nur mit Wahrscheinlichkeit O auftreten, also die

Werte von {X_} und damit auch die von {F(X)} fast sicher samtlich ver-

schieden sind.

Das folgende Resultat zeigt die Markoff-Struktur der Rekordzeiten {Un}
bzw. {L_}.

Satz 4.1. Sei {Xn} eine unabhingige Folge mit stetiger Verteilungsfunktion F.
Dann sind {U_} und {L_ } homogene Markoffketten mit

- - ) = - T | .
(4.10) P(un+1°k|un_1)_P(Ln+1_len_J)_m’1SJ<k
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(4.1 P, = k)

—_— >
k(k-1) ’ k 2.

nehmen.

Bewels: Gemi4B obigen Ausfiihrungen kénnen wir {X_} als R(0,1)-verteilt an-
Wir zeigen zunidchst (4.11). Es gilt fiir k > 2

(4.12) P(U, = K) = P(Xp, Xy < Xy < X))
= PUX,pe Xy,

) € B_((Xp} N X, < X ) mit

B,(x,) = {(x5,.00x,) € [0,1]”'1‘x2,...,xj < x,t= [0,x1]j", j22,0s<x;<1
(B,(xp = [0,1]),

also
) 1 X
(4.13) P(U, = k) = I DT R J dx, ... dxp_; dxg dxy =
o o Bk 1(xl)

1 xp 1 x‘l:_l .

T J xk"2dx, dx, = S dx

o o 1 1 k o k-1 k k(k-1)
Sei nun 1 < k; <.

< k,. Dann ist analog (mit k_ = 1)

n
(4.14) PO AU = kD = PAKG, X ) € By (X)) N

n-1
.. (X , X €B (X, ) X < X )

391 t kiq’ Tkt Kjeq~1 Kjpq~kgt ki} Nt Kn-1 kn}

1 xkn

) f...f PR B dxy ...odxg _pdxgdxg L dxg B dx,

°© ° By _x 1k ) By _y(xp 1 n-1 n
n-1 n-1 1

*Kk *Kk Xk

f n kn—kn_l—i f n—lxkn_l-kn_z—l J. n-2

ES kK _q 3 kK. _ o .

n n

x
ko-ky-1
o

ka k-
X X
K J %

dx

2
dx,dx, ...dx
1 kl kn'l kn
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k2—2
'Ky kocko-1 Kaot k,-k,-1 K2 Xk
n - n- -k ,-
n °n 37 %2 1
= X dx . dx
£ g Kn-1 <'>r k, o k,-1 k k,
1 X3 x:n—Z
n -
= =f n-1 dx, dx,
o 6 (ky-D(ky-1)...(k ;-1 -1 n
no 4 I ok -t 1 B
= I f X dx = T I
i=1 ki'l o n i=1 ki‘i
_ kn-1 1 n-t 1
K (k-0 k5 =1 k-1

ot pCRU, = k)
Kk, on PO W = kD

Damit folgt (4.10) sowie die Aussage des Satzes aus Lemma A1.2 (Anhang). e

Eine andere, anschauliche Vorstellung der Folgen {Un} und {Ln} gibt der
folgende Satz. A

Satz 4.2. Sei unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 die Folge {I _} definiert

durch

L,X, > M, (d.h. U = n fiir ein k € N)

(4.15) I =
0, sonst (n 2 2)
mit I, = 1. Dann gilt:

{1} ist eine unabhingige Folge mit

(4.16) PA_ =D =1-PI_ =0 =L nen.
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Bewels: Fiir 1 < k, < ... < k_ sei]J = {t,... k J\{ky,....k}. Dann ist

@in Oy =k} = O{, =00 0 {1 =0

i=1 i=1 i i€l
sowie
n-1 n-1
(4.18) 101 {u, = ki} nA{u, » k= {Ikn = 0} N i{_l {Ikl =1} N N
= = jeJ
und daher mit (4.14)
(4.19) P(Ikn =1, Ikn_1 = ... = Ikl =1, Ij =0,j€])=
ﬁ 1 o 1
P( L {u, = k,p = . 11;[1 K1
sowie
(4.20) P(Ikn = 0, Ikn_1 = .= Ik1 =1, Ij =0,j€J)=
n-1 n-1 1 1
P(iol {ui = ki} n {u“ 7 k“}) = 191 k-1 2y m@m-1)
n
n-1 n-1
= 1 i (L—-_-L1y - L 1 ,
1=t k7!l Sk m-tom kKo i=1 K71
also
(4.21) P(I =...=1_=1,1.=0,]j € ) =
K,y K, j i€d,
1 by 1 not g ) o
— I I —= = 11 ,
kn<i=1 CYETRN- k;") i=1 k1
also
1 n 1
(4.22) P, =11, = ..=1 -1I—0'€J)-qi£[1ki—l
’ l<n_ kn—i_‘”_ kl v T + ) n 1
i=1 ki'j

unabhingig von ky,....k
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Da 1 < k; < ... <k, beliebig waren und die rechte Seite von (4.22) unabhingig

von kl,...,kn_1 ist, folgt damit die Behauptung. e

T A
-
M o
H . ’ .
—_—
. i .
1 3 9 9 p 3 Q Q 1 Q Qq Q QqQ .n
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ¢t

Up Uy Uy Us

Satz 4.2 gilt natiirlich auch entsprechend fiir Minima, wenn man statt (4.15)

die {I,} durch

L,X, <m,_, (dh. L =n fiirk ¢eN)
(4.23) 1 =

0, sonst (n 2 2)

definiert.

n
Satz 4.2 erlaubt damit sofort auch Aussagen iiber die Anzahl S = kgi Iy (n € N)

von Rekorden in einer Folge von n unabhidngigen Beobachtungen X,....X . Es

ist namlich

n
(4.24) E(S)) = 3 £ =1logn+ C+ol (n= o
=1

k

2
1(i_é)=logn+c—% + o(l) (n > )

lngl-]

(4.25) Var(S)) = .

(vgl. Beziehungen (0.17) und (0.18)), so daB sich aufgrund des zentralen Grenz-

wertsatzes sowie des Gesetzes der groBen Zahlen ergibt:
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Satz 4.3. (Rényi) Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 gilt:

Sn— logn
(4.26) lim P(——— < x) = O(x) (x € R)
n->co logn
S
(4.27) lim —®B— =1 fast sicher.
n>e lOgN

Beweis: Da die I unabhidngig und beschriankt sind und 1i_>m Var(S,) = o gilt,
n @
folgt (4.26) z.B. nach Bauer (1974), Beispiel 3, Seite 269.

S _-logn S_-E(S) E(S_)-logn S_-E(S )
Wegen —> = =2 o n = 2 2+ o(1)
logn logn logn logn

folgt Beziehung (4.27) z.B. nach Bauer (1974), Bedingung (61.7) aus der Kon-

Var(In) o 1
vergenz der Reihe X 3 < 5— < o, was etwa durch Vergleich
n=2 log“n n=2 nlog“n
= 1 P
mit dem Integral [ —— dx = S — dy < © evident ist. °
2 xlog“x log2 Y

Bemerkung. Die durch (4.26) gegebene Normalapproximation von S kann
asymptotisch (d.h. fiir groBe n) durch eine geeignete Poisson-Approximation

verbessert werden. Genauer gilt:

(4.28) in sup | P(S_ < x) - O(s2x +p) | ~ —2—  (n = o),
u.€CR,s£Z>O xeﬂ‘; n 3Ylogn

wobei a = 0,2784 ... die positive Losung der Gleichung
(4.29) 1+ a + loga=0

n
bezeichnet, wogegen mit X =k§1 %\— gilt:

“*n XE 11:2
(4.30) sup|P(S_<x)- 2 e = |~ T (n = o).
x €R n Osks=x k! 12/2ne logn

In (4.28) kann dabei y = yu_, s? = sf] mit

2
@31 u =x,+32 s2=9r, - (meN)
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gewidhlt werden, ohne die angegebene Asymptotik zu verletzen (Deheuvels
und Pfeifer (1989)), d.h. die Wahl von ¢ und srz1 ist (in diesem Sinne) asym-
ptotisch optimal. Fiir die bestmégliche Normalapproximation erreicht man

. 1 L _
also nur eine Konvergenzordnung von O(m), wihrend die in (4.30) ange

gebene Poisson-Approximation (welche zugleich auch asymptotisch optimal

1
logn

ist) eine Konvergenzordnung von O( ) ergibt.

Insgesamt zeigt Satz 4.3, daB bei unabhingiger und identischer Verteilung

der {Xn} die Anzahl der Rekorde innerhalb von n Beobachtungen nur wie log n,
also sehr langsam wichst, was im Gegensatz zu dem relativ hdufigen Brechen
von Rekorden, etwa im Sportbereich, steht. Hierauf kommen wir an spiterer

Stelle noch einmal zuriick.

Die Beziehungen (4.24) und (4.25) sind auch in der Informatik von Bedeutung.
Nimmt man beispielsweise an, daB in einem angeordneten Feld der Linge n
alle n! Anordnungen von n (verschiedenen) Elementen gleichwahrscheinlich
sind, so gibt S auch die Anzahl der (Um-)Speicherungen an, die erforderlich
sind, um bei linearer Suche das groBte Element aufzufinden (vgl. Knuth (1973),
Kapitel 1.2.10 (Algorithm M) oder Kemp (1984), Kapitel 3.1 (Algorithm MAX)®).
Unter den getroffenen Annahmen iiber die Folge {X } sind nimlich alle n! An-
ordnungen von X,,...,X  gleichwahrscheinlich (vgl. hierzu Lemma 6.4 sowie den
zugehorigen Beweis), und die Verteilung von S,, hdngt nur von der Anordnung,
nicht aber von der tatsdchlichen GroBe der X,,...,X, ab. Die erwartete Anzahl
E(S) von Umspeicherungen verhdlt sich also etwa wie logn; aus der obigen
AnschluBbemerkung zu Satz 4.3 ergibt sich ferner, daB3 S, selbst ndherungs-

weise Poisson-verteilt ist mit Parameter (d.h. Erwartungswert) logn + C.

Durch entsprechende kombinatorische Uberlegungen 148t sich die exakte Ver-
teilung von S sogar vermoge der Stirling-Zahlen erster Art ausdriicken

(vgl. Rényi (1962) und Knuth (1973)), ndmlich durch

*) Im Unterschied zu Knuth und Kemp wird hier das Speichern des ersten

Feldelements mitgerechnet.
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(4.32) P(S, =k = [P]/nt  d=k=m),

wobei die Stirling-Zahlen [E] definiert sind vermoge

n-1 n
Ix\ = - ) = - -k k

(4.33) nt (3) =1 (x -0 Z con [n] x (x € R)

(vgl. auch Knuth (1973), Kapitel 1.2.6; Table 2 enthilt einige Stirling-Zahlen

in tabellarischer Form).

Satz 4.2 kann auch zur Losung des sogenannten "Sekretirinnen"-Problems
herangezogen werden (vgl. z.B. Dynkin (1963), Gilbert und Mosteller (1966)
und Bruss (1984,1988)). Hierbei geht es - dhnlich wie bei dem oben erwidhnten
Suchproblem der Informatik - darum, mit gréBtmoéglicher Wahrscheinlichkeit
das gr6Bte Element einer Folge von n (verschiedenen) Zahlen zu finden, wenn
wieder alle Anordnungen gleichwahrscheinlich sind und die Folgenelemente
der Reihe nach betrachtet werden, wobei allerdings Riickgriffe auf friiher
betrachtete Elemente ausgeschlossen sind. (Eine solche Situation liegt etwa
typischerweise dann vor, wenn ein Tourist am Filmende noch eine einzige
Aufnahmemoglichkeit hat, aber noch n Sehenswiirdigkeiten zu besichtigen
sind und er mit groBtmoéglicher Wahrscheinlichkeit die "beste” von ihnen
fotografieren mochte.)™) Betrachtet man wieder die dquivalente Situation
einer Folge unabhingiger, identisch verteilter Zufallsvariablen X,,...,X  mit
stetiger Verteilungsfunktion F, so besteht das Problem also in dem Auffinden
des letzten Rekordes innerhalb der Xy Xy bzw. der letzten "Eins” in der
Folge 1,,....,I (ohne Riickgriffsmoglichkeit). Es hat sich gezeigt (und ldt
sich mit dem hier gewidhlten Zugang auch leicht einsehen), daB die optimale
Strategie fiir dieses Problem in der Wahl eines Index ¢ € {1,...,n} besteht
derart, daB

n

(4.34) p_=P (kZ I, =1 = sup{P(Z I, =1} = sup pg,

=c 1{<d<n k=d 1<d<n

*) Die urspriingliche Formulierung des Problems bezog sich auf Bewerbungs-

gespriche fiir Biiropersonal, daher der Name "Sekretdrinnen-Problem"”.



74

und erst ab dem c-ten Folgenglied eine Entscheidung zu treffen, d.h. ab
diesem Index den ersten neu auftretenden Rekord zu wihlen (bzw. das
letzte Element, falls ein solcher nicht existiert). p_ gibt dann gleichzeitig
die Wahrscheinlichkeit dafiir an, daB der so ausgewidhlte Rekord der einzige
noch verbleibende ist, also das Maximum der Folge liefert. Wegen

n

n n
(4.35) pg = PCZ I =D = 3 PUL = 1}n _rli {1, = oh

j=
j*k . 4
) E LR L1, e S {(d-1)e[2]-<n—1>s[2]}
K=d k j=a i n noTaqk n n! (d-2)!
jk

(1 <d < n)

(vgl. Knuth (1973), Kapitel 1.2.7, Exercise 6) 148t sich fiir kleine n das opti-

male c sowie die zugehdrige Erfolgswahrscheinlichkeit p_ leicht berechnen:

n 1 2 3 4 5 6
C 1 1 oder 2 2 2 3 3

1 1 4 = 13 77
P 2 9 12 3 180

(Wegen py = % fiir d = 1 und d = n braucht in (4.34) nur der Bereich
2 <d < n -1 betrachtet zu werden.)

Fiir groBe n gilt ndherungsweise
(4.36) py = Slog(3) + 0(128D)  (n > o),
gleichmiBig in d € {1,2,..,n}, mit

1y, - L = 1
(4.37) ol<11xasx1 x log() - loge gl

so daB fiir das optimale ¢ = c  gilt:

C
. n = .
(4.38) nll)nolo - und nan;D Pc,

o=

- L
T e

)

also ¢ ~ [g1lfiir groBe n gilt mit einer asymptotischen Erfolgswahrschein-

lichkeit von é = 0,3678 ...



75

Aus Beziehung (4.27) 148t sich direkt auch eine fast sichere Konvergenzaus-

sage fiir log U bzw. log L herleiten. Da namlich {U_} bzw. {L } streng monoton

mit lim U_= lim L_ = o (fast sicher) ist, ergibt ein entsprechender Teil-
n»>ec n n>c o

folgen-Ubergang:

(4.39) lim -221_ - |jm -2*L_ - { fast sicher,
n->oco logl.ll,l n>c log Ln
da stets S;; =n + 1 (fast sicher) gilt. In anderer Schreibweise lautet dies:
n

(4.40) nlLrEo :T logU = lim :!—logLn= 1 fast sicher.

n->oo

Wir wollen im folgenden zeigen, daB dieser Teilfolgen-libergang sogar in
(4.26) moglich ist, was wegen nl_l)rg> 71;— %log{ij:} = 1 fast sicher nach (4.40)
und der Symmetrie der Normalverteilung (formal) zu

log L, -n

(4.41) lim P(——2""<x) = lim P( <x)= 0(x) (x€R)
n-=oo '/;

n->oo n
fithrt. Wir werden dabei unter der Ausnutzung der Markoff-Eigenschaft der
Folgen {U_} und {L_} sogar ein viel stdrkeres Resultat zeigen, aus dem dann
(4.41) mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes (in der Fassung des Satzes 0.1)

folgen wird.

Satz 4.4. Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P) existieren (evtl. nach
VergroBerung) eine Folge {Yn} unabhédngiger, identisch exponentialverteilter
Zufallsvariablen mit Erwartungswert 1 sowie eine Zufallsvariable Z > 0 mit
E(Z) <1 derart, daB

Y

(4.42) log U, =7 + + 0(1) fast sicher (n—w)

,urM:

1 k

(4.43) log A =1log U, -Y} + o(l) fast sicher (n—w)

wobei die Folge {Y} mit

(4.44) Y} = -log(l - exp(-Y,)) , neN
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selbst wieder unabhingig und identisch &(1)- verteilt ist.
Ferner gilt (mit JIx[ = - [-x1, x ¢€R):

(4.45) J] —nt 2=1e Yort [[ fur alle n = 0,

d. h. {]] "” ﬂ:} ist unabhingig und identisch verteilt wie U, (vgl. (4.11)).

Die Aussage des Satzes bleibt richtig, wenn in (4.42) bis (4.45) U durch L

ersetzt wird.

Beweis: Sei {W_} eine unabhingige Folge R(0,1)-verteilter Zufallsvariablen
auf (Q, A, P), unabhiingig von {X_} (eine solche existiert ggf. nach VergréBerung
des Wahrscheinlichkeitsraumes). Nach (4.10) folgt

(4.46) P(U_ >kl U =) = X g5 = & (1<jsKk),
i=k+1

so daB nach Satz Al.1 (Anhang) bzw. (A1.31) die durch

yIn ,w o Un . Y (1, Waet) .0
n+’ Uy, n+1 Upeqt Una+t Un+1-_1

(4.47) V_,, = (1-W

gegebene Folge selbst ebenfalls unabhingig und identisch R(0,1)- verteilt

ist*). Damit ergibt aber
(4.48) Y, = -log V_ (n€N)

die gewiinschte Folge: Es ist namlich nach (4.47)

w
—-Pll) (n=0),

(4.49) Y_,, = log U,,, - log U, - log (1 + TN

so daB sich nach Summation wegen log U_ = O ergibt:

(4.50) k§1 Y, = log U, _k§1 log (1 + -1 =log U, -Z, (n€N)

*) Man beachte, daB mit {V,} auch {t - V_} unabhingig R(0,1) - verteilt ist.
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mit

n W n w n
(45D 0z =3 loglt+g2)<2 3T & <2 Tws,
k=1 k k=1

Uy - k=1
fast sicher nach (4.50), wobei

K
(4.52) S =exp( - 2 Y,) (kKeN).
i=1

) ergibt sich nun mit dem Satz von der

Fir Z = sup Z_ = 3 log (1 +
néﬂg nost Uy -1

monotonen Konvergenz (vgl. z.B. Bauer (1974), Satz 11.4)

- 1 S 1
(4.53) E(Z) = lim E(Z,) < 2:51 E(W,) E ()

-Y,
wegen E(e 1) = E(V)) = 12- (i€ N) (man beachte, daB nach Voraussetzung

Wk und {X }, also auch W, und U, unabhingig sind !). Wegen lim Z = Z
n k k n>ec N
fast sicher ergibt sich somit (4.42). Zum Beweis von (4.43) benﬁtigen wir

noch die Beziehung
(4.54) lim n2(1 - V) = » fast sicher.
n->co n

Nach dem Borel-Cantelli-Lemma (vgl. z. B. Bauer (1974), Lemma 35.1) gilt

aber

(4.55) X P(n®(1-V ) <o) < I S <o fiirallec>1,
n=1 n n=1 n

also P (lim sup {nz(l—Vn) < c}) = 0 fiir alle ¢ 2 1 und damit (4.54).
n->o

Aus (4.40) folgt schlieBlich auch noch

u
(4.56) lim —3 = o fast sicher
n—>oco n

und damit auch
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(4.57) lim (1-V )U = o fast sicher.
n—>co n n

Aus (4.47) erhidlt man nun

(1.58) —nel - Soet gl Tnetggy nety
: u = Tu =€ u -1
n n n+1
Y -Y w
n+1 n+1 n+1
= - + —
€ (1-e Yt G S !
n+1 n+1

Yoo -Y
= e ™ld-e " {1+0(1)} fast sicher (n—>w)
nach (4.57), also durch Logarithmieren

=log U +Y_  -Y7 +o)=1loglU_ -Y 7 + o)

n+1 +1 n+1

(4.59) log A_

fast sicher (n—w)

-Y - -
mit P(Y: > x) = P(l-e ™ <e™™) =e X (x >0) nach Lemma 1.2. Damit sind
(4.43) und (4.44) bewiesen. Die Giiltigkeit von (4.45) ergibt sich aus (4.47)

vermoge

u
(4.60) u_  -U_e ™'=u -G = — (n 2 0),

+1 n n+1

was wegen U 22
n+1

Y1 u
(4.61) U = JTue™'[ = 1210 (=0
n+ n

1 n+1

nach sich zieht. Hieraus folgt aber unmittelbar (4.45).

Wegen derselben Verteilungsstruktur der Folgen {Un} und {Ln} ist der Satz

damit vollstandig bewiesen. @

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 4.4 ist
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Satz 4.5. Es gilt

. 1 _ . 1 -0 1 - .
(4.62) r{l—inoo . log Un = r{gnoo o log Ln !{gnw o log An 1 fast sicher
463 lim P20 ) s lim (2T L 22T
i —_—_— = i —_— < = i —_— < X
63 lim - /a o= /a X
= O(x) (x€R)
Beweis: Es ist mit den Bezeichnungen von Satz 4.4 lim Z - |im % = 0O fast
- n‘)wn n»m‘/ﬁ
sicher
sowie
o Ya
(4.64) lim 75 0 fast sicher,

n->oo

da wieder mit dem Borel-Cantelli-Lemma folgt:

(4.65) X P(Y.>e/n)= Y e " < o fiir jedes ¢ >0,
n=1 n=1
also P(lim sup {Y; > ¢ Yn}) = 0 ist fiir alle ¢>0.
n->co
Die Aussage ergibt sich somit aus dem Gesetz der groBen Zahlen sowie dem

zentralen Grenzwertsatz fiir die Folge {Yn). [ )

Bemerkenswert an der Aussage des Satzes 4.5 ist die Tatsache, daB sich das
Wachstumsverhalten von {log An} praktisch nicht von dem der Folgen {log Un}
bzw. {log L} unterscheidet, obwohl nach (4.2) U bzw. L mit kgo A, iden-
tisch ist! Das folgende Resultat macht die Geringfiigigkeit dieses Unterschieds

noch einmal aus anderer Sicht deutlich.
Satz 4.6. Es gilt

E(log U)) = E(log L)) =n+1-C+ o(l)
Var(log U,)

(4.66) (n—w)

2
Var(log L)) =n + 1 - "? + o(1)
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E(log A)) =n-C + o(l)
Var(log A )

(n—ww) .

2
n+1‘é~*o(1)

Einen Beweis dieses Satzes werden wir spiter (mit zwei grundsdtzlich ver-

schiedenen Methoden) fiihren, wenn weitergehende strukturelle Eigenschaften

von Rekorden zur Verfiigung stehen.

Ein erstes Resultat dieser Art gibt der folgende

Satz 4.7. Unter den Voraussetzungen von Definition 4.1 gilt:

a)

(4.68)

(4.69)

b)

(4.70)

d. h. die Aj sind bedingt geometrisch verteilt unter X

c)

(4.71)

{(u,, Xy )} und {X{; } sind homogene Markoff-Ketten mit {ibergangs-
n n

wahrscheinlichkeiten

- - - pk-j-1 _
PU,,, =k Xy ., > I u,=j, Xy, = X) = FEI7Hx) (1-Fiy))
n>0,1<j<k, x < x<y
_ _ 1-F(y)
P(Xun+1>y|Xun-x)-1_F(x),nZO,xSy, X < Xp

Die Folge {A } ist bedingt unabhingig unter {X{; }; genauer gilt:
n

n
P(j(j1 (8 = kb IXy, | = xpy, Xy, = Xo) =
n _ _ _n Ki-1 _
Py =k IXy = xg o= T[T 6 ) eF g0 ]
n €N, Xy < Xg < Xy < <Xy < Xp, kv kn €N ,

j-1

Entsprechend gilt fiir die Markoff-Ketten {(L_, X )} und {X| } :
n n

PLoy,y =k Xy €yl L= X =x = A-Fe)* 7 Riy)

nz0,1<j<Kk, xp>x2y
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- - F)
@72 P(Xp sy Xy =0 =FH nz0 x2y x>x

Ll
el

n
(4.73) P(JQ By = k) Ixp =

n
IO P(A =k, | X

- - _ kj-1
A, ;= Kk =x) = [a F(x;_p'" F(xj_l)] ,

j-1

n €N, Xp > Xg > Xg > 0> X

Beweis: Zunidchst zeigen wir, daB die {U_} bzw. {Ln} Markoff-vertrigliche

Stoppzeiten beziiglich {Xn} bilden. Es ist nimlich

*)
(4.74) {U; = n} = {X,, .., X\, s X, <X}, n=2
und
n-1
@78) AU,y =n) = U AU = m) 0 (X o Xy 5 X < Xph (2 ke 2),

woraus induktiv die Stoppzeit-Eigenschaft der {U_} folgt.
Weiter ist

(4.76) {Up,  -Uy = n} = {Xy ,q o0 X s Xy

N Uy +n-1 Xuk,,n} (n €N),

<
k
woraus die Markoff-Vertriglichkeit folgt. Fiir {Ln} argumentiert man analog
mit "2" und ">" statt "<" und "<".
Die Markoff-Eigenschaft der Folgen {U_, Xun)}, {w,, XLn)), {Xun} und
{X, } sowie die bedingte Unabhingigkeit der {A } ergibt sich nun unmittel-
n

bar aus Satz A1.4 sowie Lemma Al1l.5 (Anhang), mit

(477 PU,,, =k Xy >ylU,=j Xg =x =

n+1 n

P(Xj,qs o Xpeoq 5 X, ¥ < X)) = F¥I700 (1 - By,

nz0,1<j<k x; <x<y

¥) fiir n = 2 entfillt die linke Ungleichung; analog in (4.75) und (4.76)
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(4.78) P(L =k, X <yl L_ =1j, X = x) =
n+1 L n L

n+1 n

P(X , Xy 2 Xy > Xp) = (1= FERTIT @y,

et o
nz0,1<j<kxpg>xz2y

sowie (unabhingig von j und n)

[l
(4.79) P(Xun+‘ >y | Xun= X) =k=zj*‘ P(un+1 = Kk, Xur“1 >y | u,-=j, Xun= x)
- i-1 _ _1-F(y) :
i=21 F' "' (x) (1-F(y)) = TR, X S Y. X < Xp
o
(4.80) P(XLn...iS y | Xan x) :k=%.‘>1 P(Ln*1= k, )(Ln*1 <y |Ln= i, X]_n= x)

= Y 1-Fx PRy = B vy x>

F(x) XL

(4.81) P(A,,q =k | Xy =x =P,

n

=k+j|un=j’XU=X)=

+1 n

F"U(x) (1 - F(x)), x| <X < xg, k€N

(4.82) P(A,, =k | X, =x) =Pl =k+jlL, =j X =x

n n

(1 - F(x)k"1 F(x), Xp < X < Xg, keEN. e

Satz 4.7 zeigt also, daB es sich bei {(U_, Xy )} bzw. {(L_, X )} um bedingte
n n

Wartezeitprobleme handelt:

— .
— |
[} | P
! ) i
A —— —> ¢
n~J n+1=k
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Ein Vergleich der Beziehung (4.79) mit Beispiel A1.7 (Anhang) zeigt, daB die Folge
der Rekorde {Xu } auch aufgefaBt werden kann als die Ankunftszeitenfolge eines
n

Poisson-Prozesses mit Intensitit

_ f(t)
(4.83) A(t) = Tro ' b€ R,
wenn F eine Dichte f besitzt. Hier stimmt also die Intensitdt des Poisson-

Prozesses mit der Ausfallrate der zugrundeliegenden Verteilung iiberein.
Fiir den Fall einer Exponentialverteilung &(X) (A > 0) erhdlt man daher speziell:

Lemma 4.2. Fiir F(x) = 1 - e" X (x > 0) gilt:
{Xu } ist Ankunftszeitenfolge eines homogenen Poisson-Prozesses auf R* mit
n

Intensitdt x(t) = X (t = 0). Insbesondere sind {X; ,X - Xy } unabhingig
o n

u
n+1
und selbst wieder &) -verteilt.

In dieser Situation lassen sich die Rekorde also darstellen vermdge

n+1

(4.88) Xy = 2 Z, (n=0),

n k=1
wo {Z_} unabhingig und &())-verteilt ist.
Definiert man die integrierte Ausfallrate R durch

x
(4.85) R(x) =-log(l - F(x)) [ = f ;_fli—::_—)— dt bei Existenz einer Dichte], x € R

so zeigen die Ausfiithrungen im AnschluB an Lemma 4.1, daBB allgemeiner die
Folge {R(Xu )} die in Lemma 4.2 angegebenen Eigenschaften (mit X = 1) be-
sitzt, da die:e Folge fast sicher mit den Rekorden der (dann &(1)-verteilten)
Folge {-log(1 - F(X N} zusammenfillt. {R(Xy )} besitzt dann wieder die durch
(4.84) gegebene Struktur (mit X = 1). "

Das folgende Resultat zeigt, wie man die durch (4.70) bzw. (4.73) gegebene

bedingte Unabhingigkeit der AJ. modellmiBig auch noch anders charakterisieren
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kann. Wir beschrinken uns dabei der Einfachheit halber im folgenden auf die
Betrachtung von {X|; }; Aussagen fiir {X; } lassen sich dann leicht analog
n n
formulieren.
Satz 4.8. (Deheuvels) Unter den Voraussetzungen des Satzes 4.1 existiert
(ggf. nach VergrdBerung des zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraumes)

eine von {X_} unabhingige Folge {Y_} unabhingiger &(1)-exponentialverteilter

Zufallsvariablen derart, daB
Y
(4.86) A = :[I _ [[ fast sicher (n € N)
-log F(X 4 )
n-1
gilt.
Beweis. Sei zunidchst D geometrisch verteilt auf N mit
(4.87) P(D = k) = o pk-1 (a,B >0, a + B = 1.
Ist W R(0,1)- verteilt und unabhingig von D, so ist
(4.88) U = pP-1(1 - aW)
ebenfalls R(0,1)- verteilt, denn mit Q = R(0,1) gilt:
(4.89) Bk-1(1 - aW) ist R(Bk,pK"1]- verteilt fiir alle k € N
(4.90) P(U € A) = > P(EX1(1 - «W) € A) P(D = k)
k=1

°Z° QA ~ gk k17

k-1
= aB
k=1 Qpkpgk-1p

= 3 QA n ke = QA N (0,1) = Q(A)
k=1
fiir alle Borel-Mengen A C (0,1).

Somit ist
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(4.91) Y = -logU = -(D - 1) logB - log(l - aW)
&(1)- verteilt mit der Eigenschaft

Y _ log(1-aW) _ .
(4.92) ]]W[[_ :DD—1+ Tog(i-a) II = D fast sicher

(wegen O < W <1 fast sicher). *)

Sei nun Z eine Zufallsvariable mit O < Z < 1 fast sicher, und D besitze die

bedingte (geometrische) Verteilung

(4.93) P(D=kIZ=p) = afk? (O<p<t, a+B=1 keN.

Ist nun W wieder R(0,1)- verteilt und unabhingig von D und Z, so bleibt
(4.94) Y = - (D - DlogZ - logl - W{1 - Z))

&(1)- verteilt mit

(4.95) :[l —_—i;% [I: = D fast sicher,

und es sind Y und Z unabhidngig (denn jede der bedingten Verteilungen von
Y unter Z = B ist eine &(1)- Verteilung, unabhingig von g € (0,1)).

Sind ferner {D_}, {Z_} Zufallsvariablen derart, daB D unter Z _ jeweils eine
bedingte geometrische Verteilung der Art (4.93) besitzt, so zeigt die obige

Rechnung, daB man unter Verwendung einer geeigneten Folge {W _} unabhin-
giger R(0,1)- verteilter Zufallsvariablen (auch von {Z_}) unabhingige, &(1)-

verteilte Zufallsvariablen {Y_} konstruieren kann mit
Yn
4.96) J] —=—[[ = D, fast sicher (n € N).

-logZ n

*) Dieser Teil des Beweises kann auch direkt mit Lemma A1l.4 (Anhang) gefiihrt

werden.
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Hierzu ist lediglich die Existenz einer entsprechenden (auch von {Dn} und
{Z,}) unabhingigen Folge {W_} auf dem zugrundeliegenden Wahrscheinlich-
keitsraum zu sichern, was ggf. nach VergréBerung des Raumes durch Pro-

*)

duktbildung moglich ist */. In der vorliegenden Situation wihle man nun D = A

n’

Z, = F(X 1) (n € N); dann ist {F(X(; 1)} fast sicher gleich der Folge der
n- n-

Rekorde der (dann R(0,1)- verteilten) Folge {F(X )} (vgl. Lemma 1.2), so daB
mit (4.70) fiir diesen Fall gilt:

(4.97) P(A, =k [F(Xy ) =8 =-ppkl  (keN).
n-
Die Aussage des Satzes ergibt sich nun aus Beziehung (4.96). e

Satz 4.8 kann dazu benutzt werden, Aussagen dhnlich denen des Satzes 4.4
sowie einen Teil des Satzes 4.5 abzuleiten, wozu jedoch noch folgendes

Hilfsresultat ndtig ist.

Lemma 4.3. Fiir z > 0 gilt:

(4.98) z - —t - < - log(-log(l - e™®)) < z.
oz

Beweis: Fiir 0 <y <1 ist

y
(4.99) y < -log(l - y) < =
und damit

(4.100) -logy 2 - log(- log(l - y)) = - log y + log(l - y).

Erneute Anwendung von (4.99) und Substitution y = e”% liefert das Ergebnis.

*) Dieser Teil des Beweises entspricht dem Beweis des Satzes Al.l (Anhang)
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Satz 4.9. (Deheuvels). Unter den Voraussetzungen des Satzes 4.1 existieren
(ggf. nach VergroBerung des zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraumes)
zwei (auch voneinander) unabhingige Folgen {Y_} und {Z_} &(1)- exponential-

verteilter Zufallsvariablen derart, daB
(4.101) logA =1logY, + S + o(l) fast sicher (n 2> )
gilt, wobei
n
(4.102) S, = 3 Z,.

Bewelis: Es ist F(X, ) =1 - exp(- R(X )), n € N, wobei nach der Bemer-

n-1 n-1
kung zu Lemma 4.2 R(X 1) die Form
n

n
(4.103) R(X ) =S _ = Z
Upn-q n k§1 k

mit unabhingigen, &(1)-verteilten Zufallsvariablen {Z_} besitzt. Mit den Be-

zeichnungen des Satzes 4.8 gilt dann eine Darstellung

Y

- n .
(4‘.104‘) An - ]] m:;‘; [ fast SlCher (n E |N) bZW.
Yn Yn f .
(4.105) ————"—F——F— Tog(~exp(-S, ) sAp+ L, A S T e Tog(-exp (-5 ast sicher.

Durch Logarithmieren erhdlt man hieraus nach Lemma 4.3

(4.106) log(a + 1) 2 log Y + S - —g
fast sicher (n € N).

(4.107) logA < logY_ + S

n

Wegen
(4.108) log(A_ + 1) = log A + log(l + ;—n) < log A + 2‘—; (n € N)
und Ai— - 0 fast sicher (z.B. nach (4.62)), 51 - 0 fast sicher (wegen

n e ™-q

S, @ o fast sicher) (n > o) ergibt sich hiermit die Aussage. o
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Mittels Satz 4.9 14Bt sich nun leicht Beziehung (4.67) des Satzes 4.6 her-

leiten. Es ist nimlich

(4.109) —X— <e 2" (x > 0, also fiur n = 2

e -1
(ool
1 _ 1 xn-1 —-x
(4110) E (5 —) = (n_mi X— eTXdx
P— j.? xn-2 e_3/2x dx ‘ 2yt
(n-1)! n-1 3
sowie analog (4.97)
1 T s
(4.11) E(x—) = [E(x—IS_ = x) P ™(dx)
n e} n
Tre k-1 S
= [[3 Lext-e™ T P rwx)
5> k=t
© n -3 x
- -1 2 - (2
f ex’_‘ P (dx) = - o f e:_i e Xdx < Y f xn~1e dx = (5

Nach (4.106) bis (4.108) erhidlt man also
(4.112) E(logA) = ElogY ) + E(S)) + o) = -C + n + o) (n > ©),

da -log Y  doppelt-exponentialverteilt ist mit Verteilungsfunktion G, und
E(-log Y ) = C gilt nach (0.17).
Eine analoge Rechnung zeigt, daB mit der Unabhingigkeit von Y, und S_ auch

folgt

2
(4.113) Var(log A ) = Var(log Y ) + Var(S ) + o(l) = %—- +n + o(l) (n >
nach (0.18). e

Genauere Abschdtzungen des Approximationsfehlers findet man z.B. in Pfeifer

(1981, 1984 c¢) und Zhang (1988).

Aufgrund der Giiltigkeit des Gesetzes der groBen Zahlen sowie des zentralen

Grenzwertsatzes fiir die Folge {Z_} sowie der Tatsache, daB
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log Y,
(4.114) lim ————— = 0 fast sicher
n->co Yn
gilt (etwa nach dem Borel-Cantelli-Lemma), 148t sich aus (4.101) sofort auch
Satz 4.5 zurilickgewinnen.
Der Beweis von Satz 4.4 zeigt dariiberhinaus, daB man - dhnlich zu (4.112) -

dort auch

(4.113) E(log A ) = E(Z) + n - 1+ o(1) (n = o)

schlieBen darf, woraus man erginzend noch

(4.116) E(Z) =1 - C sowie

(4.117) E(ogU,) = E(Z) + n + o1) =n +1 - C + o) (n > =),

also die Giitligkeit des ersten Teils von (4.66) folgern kann. Allerdings erhilt
man wegen der Abhingigkeit von Z und {L[n} hiermit keine Aussage iliber
Var(log U_ ). Hierzu greifen wir auf eine weitere charakteristische Struktur-

eigenschaft von Rekorden zuriick, die im folgenden behandelt wird.

Satz 4.10. Es sei {X_} unabhingig &(1)-verteilt. Dann gilt:
a) L X, ist &M -verteilt fiir alle n 2 0.

n
b) L und L X; sind unabhingig fiir alle n > 0.

n

Beweis: Wir zeigen induktiv, daB in der gegebenen Situation

(4.118) f (k,x) = f; (k) e™™ (k=1 x20)

Ln, LnxLn

eine y ® 2!-Dichte von (L L. X, ) bzw. dquivalent
n
(4.119) f (k,x) = kf;, (k) e™®* (k 21, x 2 0)
L.X, X L, e X

n

*) vgl. auch Beispiel Al1.1 ¢) (Anhang); hier ist ¢ das abzdhlende MaB



90

eine ¢ ® A!-Dichte von (L, Xy ) ist. Fiir n = O ist dies nach Voraus-
n

setzung trivial. Es gelte also (4.119) fiir ein n 2 0. Mit (4.78) und

Satz 4.1 folgt

41200 £ o (kyIL= g X = %) = e Ye (kTiTDX (0 <y < x,15j<Kk)

n
n+1

also nach Integration

k-1 ©
(4.121) fL X (k,y) = Z j fL (J) J' e Y e-(k—l)x dx
n+1, 7L 4 j=1 n y
k-1 f
- J . -k
k J§1 Kaen e

K
= - . -k
=k 2 f JKIL =) () ey
(k) e™kv,
1

d.h. (4.119) gilt dann auch fiir n + 1.
Damit ist auch die Giiltigkeit von (4.118) gezeigt, aus der a) und b) sofort

folgen.
Eine leichte Umformulierung von Satz 4.10 ergibt nun:

Satz 4.11. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.10 gilt:
a) -logX; -logL ist doppelt-exponentialverteilt mit Verteilungsfunktion
n
G, fiir alle n = 0.

b) logL und log X; + logL_ sind unabhingig fiir alle n > 0.
n

Insbesondere Teil b) des Satzes zeigt also, daB unter den angegebenen Vor-
aussetzungen log X als Summe der voneinander unabhéngigen Zufallsvaria-
n
blen logX; + logL und -logL aufgefaBt werden kann, d.h. es gilt insbe-
n

sondere

(4.122) Var(logX; ) = Var(log X + logLl ) + Var(logL )
n n

T

2
& * Var(logL)) (n > 0)
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nach (0.18) und Teil a) des Satzes, aus dem allein auch schon folgt, daB

(4.123) E(log X; ) = E(logX; + logL) - EllogL))
n n
-C -EllogLl) (n = 0).

Die nachfolgenden liberlegungen zeigen nun, daB

E(logX; ) =n+1+ o)
n
(4.124) (n > o)

n+ 1+ o0o()

Var(log X )
n

gilt, so daB wegen der Verteilungsgleichheit von {L_} und {U_} (4.122) und
(4.123) die Beziehung (4.66) nach sich ziehen.

Hierzu bemerken wir, daB mit {Xn} auch die durch
(4.125) Y_ = -log(l - exp(-X_)), n € N

definierte Folge &(1)-verteilt ist, wobei jetzt aber

4.126) Y = -log(l - (-X; )) bzw. X = -log(1l - exp(-Y ), n20
( u, og exp L, W L, og exp un) n
gilt. Nach Lemma 4.3 ist also

, 1 p
(4.127) \un_ W < -log XLn < YU ,n =20

und andererseits nach Lemma 4.2 {Y } = {S_,,} Ankunftszeitenfolge
n

n+1

eines Poisson-Prozesses mit Intensitdt 1. Nach (4.110) folgt also
(4.128) n+ 1 -5 (3™ < E(-log X ) <+ 1, n 20,
n
d.h. E(-logX; ) =n+ 1+ o) (n - o)
n

Analog 14Bt sich auch Var(-logX; ) = n + 1+ o(l) (n = o) schlieBen,
n

womit (4.124) gezeigt ist. ®
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Die obige Rechnung zeigt, daB fiir die Zufallsvariablen -log X; des Satzes
n
4.10 wieder eine Approximation der Form

(4.129) -logX; = S, ,,+ o(l) fast sicher (n > )
n

n+

gegeben ist, wobei {S_, .} die aus (4.127) abgeleitete Ankunftszeitenfolge

n+1
eines Poisson-Prozesses mit Intensitdt 1 ist.

Hiermit ergibt sich auch ein alternativer Beweis eines Teils des Satzes 4.5,
da sich z.B. mit dem Borel-Cantelli-Lemma zeigen 14B8t, daB die im Teil a) des

Satzes betrachtete Folge bei Division durch ¥n fast sicher gegen Null strebt.

Wir wollen uns nun noch mit moglichen Grenzverteilungen von {X{; } bzw.
n

{X; } - nach geeigneter Normalisierung - beschiftigen.
Ln

Die Bemerkung im AnschluB an Lemma 4.2 zeigt, daB bei zugrundeliegender
Exponentialverteilung &()) die Rekorde {X; } die Ankunftszeitenfolge eines
Poisson-Prozesses mit Intensitdt A bilden urr:d daher unabhiangige, &(X)-ver-
teilte Zuwidchse besitzen. Nach dem zentralen Grenzwertsatz folgt daher in

diesem Fall
. b -
(4.130) l}l_)n;:‘ P Xun- /n sx) = O(x) (x €R) ,

d. h. die Verteilung der geeignet normalisierten, streng monotonen Teilfolge

{X } der Maxima {M_} konvergiert nicht (schwach) gegen eine Extremwert-
n

verteilung, sondern gegen die Normalverteilung!

Es 14Bt sich allerdings zeigen, daB wiederum nur drei Grenzverteilungstypen
fiir die schwachen Grenzwerte der Verteilungen der Rekorde méglich sind, wel-
che in engem Zusammenhang mit den Grenzverteilungstypen I, II und III fiir

Maxima stehen.

Satz 4.12. (Resnick) Es sei G° eine nicht-entartete Verteilungsfunktion.

Falls dann Konstanten o, >0, Bn € R existieren derart, daB

(413D Pla (X{; - B < x) = G*(x) (n—w)
n
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gilt fiir alle Stetigkeitspunkte x von G*, so ist G* notwendig von der Form
(4.132) G*(x) = ®(-2 log(~- log G(x))) , x € R,

wobei G Extremwertverteilungsfunktion (fiir Maxima) vom Typ I, II oder

III ist. Notwendig und hinreichende Bedingung fiir (4.131) ist dabei

(4.133) F* = 1 - exp (- /- log(1-F)) € D(G)

Die Folgen {«_} und {8} kénnen dabei wie folgt gewdhlt werden (mit R(x)
aus (4.85)):

fur F* € D(G): « = m . Bu= R " mit G*(0 = 0(2x), x €R,

(4.134) wobei g* aus (2.3) bzw. (2.4) fiir F*¥ zu bestimmen ist.

fur F* € D(G, _): =—1 g -0
22" %n T (Ro1(y)) P

(4.135) mit G*(x) = O« log x), x>0

fur F* ¢ DG, ): o = —3+ g =
3'% " xgp-RlUn) Pa” Xr

(4.136) mit G¥(x) = O(-« log(-x)), x<0

Beweis: Es reicht, (4.131) und (4.132) fiir {R"(Sn)} statt {X; } zu zeigen,
n
wobei {Sn} Ankunftszeitenfolge eines Poisson-Prozesses mit Intensitdt 1

ist (vgl. die Bemerkung zu Lemma 4.2).

*) Es ist R"i(y) = F71(1 - e™¥), y > 0.
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Es gelte also

S -n R(%f‘n* Bn)-n
(4.137) Plo (RTUS ) - B,) <x) = P (—p— < 7= )

— G*(x) (n—)
fiir alle Stetigkeitspunkte x von G*.

Es bezeichne

R(Z + 8, )-n
(4.138) g _(x) = —=——— , x €R.

/n
Dann existiert eine schwach monoton wachsende Funktion
g: MR mit M = {x| 0 < G*(x) <1} und g(x) = li_>m g,(x) fiir alle Stetig-
n o
keitspunkte x € M von G*.

S _-n
und {g_} eine

n
/= n

Dies sieht man so: Sei F die Verteilungsfunktion von
Folge mit g 2 — x € R (n—w).

Dann gilt

(4.139) r}l)n:o F (g) =0 () .

Nach dem zentralen Grenzwertsatz und dem Ubertragungssatz von Skorokhod
(Satz 1.2) gibt es ndmlich Zufallsvariablen V_, V mit Verteilungsfunktionen
F, und ® derart, daB

(4.140) V_ — V  fast sicher (n—w) .

Dann gilt aber auch

V,-8,+*x—V fast sicher (h—>w) ,

so daBl

(4.141) F (g ) = P (V_<g ) =P (V_=-g_ +x<x) 2P (Vsx) = O(x) (n—c) .
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Sei nun x Stetigkeitspunkt von G* mit x € M. Angenommen, es seien y f z
zwei (reelle) Haufungspunkte von {g (x)} . Es gibt dann Teilfolgen {k_} und

{i,} derart, daB g, (x) — y, g; (x) = z (h>w), also mit (4.139):
n n

(4.142) P(a,. (R71(S, ) - By ) <x) = F (g, (x) = O(y),
n n n n
(n—w)
(4.143) P(a; (R“(Sj ) - Bin) € x) = Fn(gjn(x)) — ®(z),

n n

mit O (y) # ®(z) : Widerspruch zu (4.129) !

Analog zeigt man, daB auch +o und -o keine Haufungspunkte von {g_(x)}
sein kénnen (sonst wire fiir entsprechende Teilfolgen {k_} und {j_}
Fn(gkn(x)) > 1, Fn(gjn(x)) - 0 (n = o)).

Somit existiert obiges g(x).
Seien nun x,y € M Stetigkeitspunkte von G* mit x < y. Dann folgt mit (4.139)

(4.144) P(a (R°MS,) - B,) < x) = F (g (x) > g*(x) = 0(g(x))
(n > o)

(4.145) P(a (RTUS) - B) <y) = F (g (y) = g*(y) = 0(gly))

also wegen G*(x) < G*(y) : ®(g(x)) < O(g(y)) und damit g(x) < g(y). Da die
Stetigkeitspunkte von G* aber dicht liegen, 1Bt sich g (z.B. iiber rechts-
seitige Limites) auf ganz M als schwach monotone Funktion mit der ge-

wiinschten Limes-Eigenschaft definieren.
Aus (4.138) folgt dann auch die Beziehung (vgl. (4.144) und (4.145))
(4.146) G*(x) = D (g(x))

fiir alle Stetigkeitspunkte x € M von G*, und mit der obigen Erweiterung
von g dann sogar fiir alle x € M.

X
R(a—t—+ By)-t

Weiter gilt (mit « = AT By = B[[t]]. g, (x) = —T— ,t>0):
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4147 g (0 = A YR G-+ 8 ~TE TR G-+ B +7E ]

gt(x)
Jt

= (YR G=+ 8 -/T ] [/n 11,

also
(4.148) YR G+ 8)-7/E ~ R =+ 8y - J/TE] > Fg0 (¢ = w) )
bzw. nach Anwendung von exp(-.)
(4.149) &7t (1= F*(Z= + B)) = exp(-Fg(x) (t > @) baw.
(4.150) n(l - F*(=Z% + %) = expl-5g(x) (n > «)
n
mit
(4.151) o = ot[[logzn]], By = BIIIoganl .
Nach Lemma 2.3 folgt somit
(4.152) (F*(é + BXM > exp(-exp (-5 g(x) (n = o),

so daB nach Satz 1.4 gilt:
(4.153) exp(-exp (-5 g(x)) = G(x)  (x € M)

fiir eine Extremwertverteilung G (fiir Maxima) vom Typ I, II oder III (fiir die

dann auch F* € D(G) ist wegen (4.144)), bzw.
(4.154) G*(x) = O(g(x)) = O(- 2log(-logG(x))), x € M.

Durch Limesbetrachtungen x - + o sieht man dann, daB (4.154) sogar fiir alle

x € R gilt.

. T - ST = —t=0ell  _ 1
%) Es ist Yt - Y[[t]] W 0(1/.{), t > o
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Eine Umkehrung der obigen Argumentation zeigt, daB im Fall von F* € D(G)
auch (4.131) gilt, mit

(4455) « =a* ~ ,B_ =B* — ,n€N.
n Tre’ny

Sei nun
(4.156) % = F*11 - &) = R"1(log?n), n = 1.

Dann folgen sofort (4.134) bis (4.136) aus Satz 2.1 ((2.7) bis (2.9)),
da nach 4.155) y* - = R 1(n) gilt.
Te”™1

Ferner ist nach (4.132)

0(2x), x € R (G = G))

(4.157) G*(x) = (-2 log(-log G(x))) = O(xlogx), x > 0(G = G, «)
‘2

D(-axlog(-x)), x <0 (G =G )

3, %
2

Der Satz ist damit bewiesen. ®

Ein entsprechender Satz 14Bt sich natiirlich véllig analog fiir {X; } formu-
n

lieren.

Es hat nicht an Versuchen gefehlt, die obige Modellbildung (mathematischer)
Rekorde anhand von Daten aus dem Sportbereich zu iiberpriifen. Das etwa
durch die Sitze 4.2 und 4.3 angedeutete Phinomen der relativen Seltenheit
neuer Rekorde in diesem Modell - im krassen Gegensatz zur sportlichen Wirk-
lichkeit - zeigt jedoch, daB die bisher betrachtete Modellierung die tatsach-
liche Situation nicht gut beschreibt. Man hat deshalb etwa seit Mitte der 70er
Jahre versucht, das verhialtnismaBig schnelle Aufstellen neuer (sportlicher)
Rekorde durch andere Modelle zu erfassen. So hat beispielsweise Yang (1975)
versucht, dieses Phianomen durch das geometrische Auswachsen der Weltbe-
vélkerung zu erkldaren, indem er annahm, daB die {Xn} zwar unabhingig sind,

jedoch verteilungsmiBig bestimmt sind durch
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D
(4.158) {X_} = {max(Z_,,....Z2, )}

n

wobei die {Zmll < j < a,} stochastisch unabhingige, identisch verteilte Zu-
fallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunktion F sind und {«_ } geometrisch

wiachst, d.h.
(4.459) o« = I2x7' (h e N)

gilt mit einer Wachstumsrate A 2 1. Definiert man wieder die Rekordzeiten

{u,} (bzw. {L_}) wie in (4.1) - entsprechend {4 } -, so ergibt sich:
Satz 4.13. (Yang). Unter den obigen Annahmen gilt:
Die Verteilung von {U_} (bzw. {L_}) und {A } ist unabhingig von F, und es
gilt
(4.160) lim P(A_ = k) = (A - DAk = pad - pk=1  (k e N)

n—>oco
mit

_ 1

(4160 p=1-1.

Da sich die Weltbevdlkerung seit 1900 etwa alle 36 Jahre verdoppelt hat und

eine olympische Periode 4 Jahre betrigt, ergibt sich etwa fiir diesen Fall
(4.162) 2% = 2 bzw. A = 1,08.
Das bedeutet, daB wegen (4.160)

1 _
P 13,5 (Jahre)

(4.163) lim E(A_ ) =
n->oco n
zu erwarten ist. Ein Vergleich der Daten aus den letzten 5 Olympischen Spie-

len vor 1972 zeigt jedoch, daB die mittlere Wartezeit E(An) zwischen dem Auf-

stellen neuer Rekorde erheblich kiirzer ist. So gilt etwa (empirisch)
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- fiir den 200-m-Lauf: E(a) = 1
- fiir den Marathon-Lauf: E(A ) ~ 2,4
- fiir den Weitsprung: E(A ) ® 2,6 !

(Dies zeigt, daB das schnelle Verbessern sportlicher Rekorde jedenfalls nicht
allein auf ein gréBeres Potential an Wettbewerbsteilnehmern zuriickgefiihrt
werden kann, sondern z.B. auch von verbesserten Trainingsbedingungen usw.

abhidngt.)

Wie man aufgrund von (4.158) sofort sieht, besitzen die X Verteilungsfunk-

tionen F_ mit
n
(4.164) F_(x) = F'™(x), x € R, n € N.

Solche Modelle - mit beliebigen reellen o - wurden von Nevzorov (1986,
1988) untersucht. Ahnlich wie im Fall identischer Verteilungen erhilt man
hier:

n
Satz 4.14. (Nevzorov). Es sei A(n) = kf_ a«, mit A(n) > o (n = o).
E =1

k
Dann sind die durch

1, X, > max(X,,....X )

*n-1

(4.165) 1 = (n 2 2)
0, sonst

mit I =1
definierten Zufallsvariablen unabhingig mit
(4.166) P(I_ = 1) = -2 n € N,

und die Folge {U_} ist eine homogene Markoff-Kette mit

cxkA(j)

(4.167) P(U_,, = kIUn= i) = AR-DAGT’

1<j<k,nz0.
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Die Beziehung (4.167) 148t sich auch schreiben als

(4.168) P(U_,, > kiU =j=4E 1<j<k, n2o0.

Der Beweis des Satzes liaBt sich analog den Beweisen zu Satz 4.1 und Satz

4.2 fiihren.

. n-1 . _ A
Fiir o, = A erhdlt man A(n) = 5—~ (XA > 1), also

-t 1
(4.169) p, = A - ong >1-5x=p (> ),
was Satz 4.13 anschaulich erklidrt (d.h. die Folge {In} ist unabhingig und

asymptotisch identisch verteilt mit Trefferwahrscheinlichkeit p).

Wihlt man speziell F(x) = Gi(x) = e“e_x(x € R), so ist

-x
e _e—(x— log o:n)

(4.170) F'n(x) = ¢ 0 = e = F(x - loga,) (x € R, n € N),
d.h. es gilt

@17 (X} P{z_ + loga,),

wobei {Z } eine unabhingige Folge mit Verteilungsfunktion F bildet. Im Yang-

Modell ist dann (im wesentlichen)
(4.172) loga, ~ nlog i (n € N).

Lineare Trendmodelle dieser Art wurden von Ballerini und Resnick (1985) er-
folgreich im Zusammenhang mit dem Einmeilen-Lauf untersucht (auch fiir
allgemeinere Verteilungsfunktionen F). Ist beispielsweise X > 1 und existiert
E(Z,), dann existiert eine Zahl p € [0,1] (in Abhidngigkeit von F und 1), so

daB - mit der Bezeichnung von (4.165) - gilt

n
(4.173) ,1,— 2 I, > p fast sicher (n > ).
k=1
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Ist F streng monoton auf R, so ist sogar O < p < 1 (p heiBt asymptotische
Rekord-Rate). Beispielsweise ist fiir F= G, p =1 - 1; nach (4.161) und (4.171),
und etwa fiir F = ® (mit A = e) p = 0,72506.

Anmerkungen zum Text.

Die Ausfiihrungen dieses Abschnitts orientieren sich iiberwiegend an der hier-
zu existierenden Originalliteratur. Die Sidtze 4.1 und 4.2 wurden z.T. von Rényi
(1962) bewiesen, die Satze 4.4, 4.6 und 4.10 gehen auf Pfeifer (1981, 1984 c,
1986, 1987, 1988) zuriick. Die Sidtze 4.8 und 4.9 sind Deheuvels (1983 b, 1984 a)
entnommen; vgl. auch Pfeifer (1985 a). Zum Themenkreis des Satzes 4.7 vgl.

Shorrock (1972, 1973). Beziiglich Satz 4.12 siehe Resnick (1987), Abschnitt 4.2.

Ein Teil des hier behandelten Stoffes iiber Rekorde findet sich auch in Resnick
(1987), Abschnitt 4.1 sowie Galambos (1987), Abschnitte 6.3 und 6.4.

Anmerkungen zur Literatur.

Der Themenkreis "Rekorde” wurde vermutlich erstmalig von Chandler (1952)
behandelt, zu dem er nach eigenen Angaben durch die Haufigkeit der Bericht-
erstattung extremer Wetterbedingungen in Zeitungen kam. In Buchform wurde
das Gebiet bisher nur von Galambos (1987) und Resnick (1987) behandelt, der
selbst mit zahlreichen Arbeiten zur Entwicklung der Theorie beitrug. Dem-
gegeniiber geht die Zahl der zu diesem Themenkreis gehdrigen Originalarbei-
ten in die Dutzende. Der Ubersichtsartikel von Glick (1978) zihlt 45, der von
Nevzorov (1988) bereits 166 Arbeiten. Weitere Ubersichtsartikel stammen von
Nagaraja (1988), Gut (1988) und Pfeifer und Zhang (1989).

Angesichts der fiir die Praxis unbefriedigenden Resultate fiir die Rekorde un-
abhangiger und identisch verteilter Zufallsvariablen {Xn} wurden in letzter

Zeit vor allem auch Modelle betrachtet, in denen diese Voraussetzungen abge-
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schwacht oder modifiziert wurden. Neben den schon erwdhnten Arbeiten sind
hier beispielhaft noch zu nennen: Biondini und Siddiqui (1975), Pfeifer (1984 b)
und Rootzén (1988) (Markov-Modelle), Gaver (1976) (Einbettung in stochastische
Prozesse), Pfeifer (1982 a,b, 1983, 1984 a) (Anderung der Verteilung nach jedem
neuen Rekord), de Haan und Verkade (1987), Ballerini und Resnick (1987 a,b)
(Trendmodelle), Haiman (1987) (stationdre Folgen). In jiingster Zeit sind auch
Martingalzuginge betrachtet worden (Nevzorov (1988), Gut (1988)).

Eine Erweiterung des Sekretdrinnenproblems im Sinne des Nevzorov-Modells
wird in Pfeifer (1989) behandelt, Beziehungen zwischen Rekorden und einigen
Fragestellungen des Operations Research in Pfeifer (1978, 1985 b). Kombina-
torische Probleme im Zusammenhang mit Rekorden werden in Goldie (1989)

behandelt.
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§ 5 Extremale Prozesse

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit dem Konvergenzverhalten nicht nur
der normalisierten Extrema {An(Mn - Bn)} bzw. {an(mn - bn)} beschiftigen,
sondern allgemeiner der normalisierten stochastischen Prozesse

{Yn(t)lt > 0} = {An(M[[nt]] -B It > 0} bzw. {yn(t)lt > 0} = {an(m[[nt]]- bn)|

t > 0}, aufgefaBt als "zufillige Funktionen” mit Zeitparameter t > 0. *)

Die hieraus resultierenden (schwachen) Grenzprozesse heiBen extremale Pro-
zesse und erlauben vielfidltige Einsichten in die strukturellen Besonderheiten

von Extrema unabhidngiger Zufallsvariablen.

Definition 5.1 (F-extremaler ProzeB)
Ein (homogener) Markoff'scher SprungprozeB {E(t)| t > 1} heiBt F-extremaler

ProzeB (fiir Maxima), wenn gilt:
(5.1) P(E(1) < x) = F(x), x € R
(5.2) P(E(t) < y |E(s) = x) = F*"S(y) Ilx < y), 1 <s <t, x,y €R.

Ein (homogener) Markoff'scher SprungprozeB {e(t)|t = 1} heiBt F-extremaler

ProzeB (fiir Minima), wenn statt (5.2) gilt:
(5.3) P(e(t) > yle(s) = x) = (1 - FyN* S Iix 2y), 1 <s <t, x,y €R.

Die Bedeutung eines F-extremalen Prozesses liegt - neben gewissen Grenz-
werteigenschaften - vor allem darin, daB er (in einem noch zu prizisieren-

den Sinn) die Folgen {M_} bzw. {mn} “interpoliert":

Lemma 5.1. Unter den Voraussetzungen von Definition 5.1, (0.1) und (0.4)

gilt:

k Kk —t.
5.4)  POLLAE®) < xh = Floey T F7 571k
i= i=

A<ty <<t xg <. 2x, k€N

*) dabei ist M, =0 o.4 zu wihlen
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k ty k t.-t
(5.5) P('O1 {e(ti) > yi}) = (1 - F(y)) il:lz 1 - Fy»! i-1

A<t <. <ty 2...2y.,kelN.

Ferner gilt: Die Folge {E(n)} ist verteilt wie die Folge {M_}, bzw. {e(n)} ist

verteilt wie {m_}.

Beweis: (5.4) und (5.5) ergeben sich unmittelbar durch iterierte Integration

aus (5.1) und (5.2) bzw. (5.3). So ist etwa
P(E(t) < x) = [ P(E(t) < x|E() = 2) PED (dz)
x
(5.6) = [ Ft71(x) PED(dz) = Ft"1(x) P(E() < x) = F*"1(x) F(x)
= Ft(x) (t =1, x €R)
(dies ist (5.4) fir k = 1) oder
Y
P(E(t) < x, E(s) < y) = [ P(E(t) < x|E(s) = 2) PES)(d2)
y

5.7) = [ FS(x) PE(dz) = F*75(x) FS(y) (1 <s <t y=<x)

— oo

(dies ist (5.4) fiir k = 2) usw.; analog fiir {e(t)|t > 1}.
Die andere Behauptung ergibt sich aus Beispiel A1.3 (Anhang), da {E(n)} eine

Markoff-Kette ist mit

(5.8) P(E(n+1) < y|E() = x) = F(y) Iy =2 x) = P(M_,,
(n € N, x,y € R)

syIM, = x

nach (A1.24) sowie

(5.9) P(E(D) < x) = F(x) = P(M; < x) (x € R);
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analog fiir {e(t) |t > 1}. @

Ahnlich wie in Kapitel 4 14Bt sich sogar zeigen, daB - evtl. nach VergréBerung
des zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraumes (Q,A,P) - stets ein F-extre-
maler ProzeB auf (Q,A,P) existiert, der {M_} bzw. {m_} fast sicher “interpoliert”

d.h. fiir den
E(n) = M (bzw. e(n) = m ) fast sicher

fiir alle n € N gilt (vgl. auch Resnick (1987), Chapter 4).

Fiir ganzzahlige Werte 1 < t, < ... < t, ergeben also die Beziehungen (5.4) und

(5.5) zugleich die gemeinsame Verteilung von (Mtl,...,M k) bzw. (mti,...,m ).

t tk

Das Sprungverhalten F-extremaler Prozesse beschreibt das folgende Resultat:
Satz 5.1. Sind unter den Voraussetzungen von Lemma 5.1 {Tk} bzw. {tk} die
Sprungzeiten eines F-extremalen Prozesses {E(t)|t > 1} fiir Maxima bzw.

{e(t) |t > 1} fiir Minima, so gilt:

a) {E(Tk)} bildet eine regulire homogene Markoff-Kette mit libergangswahr-

scheinlichkeiten
(510) P(E(T,) > y |E(T,_) = x) = —2BEY) ey < x <
. K y k-1 “log F(x) ' » L Y
(wobei T =1 zu setzen ist)

b) {T, - T_4I1 < k < n} sind bedingt unabhingig unter {E(T,) |0 < k < n}

mit
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S0 PCOAT = Ty > b TE(TY) = xg,nnE(Ty) = %)
P(T, - Ty, > t, |E(T ) =x, ) =
(n € N, ti,....t >0, x_,...,x € R)

c) {e(r,)} bildet eine regulire homogene Markoff-Kette mit Ubergangswahr-

scheinlichkeiten

-log(1-F
(5.12)  Ple(ty) < ylelr, _,) = x) = %Z‘F_g?))‘))" y £ X < Xp

(wobei t_ = 1 zu setzen ist)

d) {1, - 1,411 < k < n} sind bedingt unabhingig unter {e(r, )]0 < k < n} mit

n
(5.13) P(kO1 {1 = g > ttleln) = x . elry) = xp ) =

n n ty
kI=I1 Plo, -ty >t lelr ) = x, ) = kl;[1 (1 - Flx, ) ™.
Bewels: a): Nach Satz A1.5 (Anhang), Teil d) folgt, daB {E(T,)} eine homo-
gene Markoff-Kette bildet mit

(5.14)  P(E(T,) € (x,ylIE(T, _)) = x) =

P(Ed+h)e(x,y]I E@Q)=x) _

lim P(E(t+h)e(x,y I E(O)=x) _ ;0 -

hio P(E(t+h)€(x,) | E(t)=x) hio P(E(1+h)€(x,0) | E(0)=x)
h h h

. - _ s - _

lim E (x)hF ) - lim [1 1 Fh(x)] -

hlo 1-F™M(x) hvo 1-F 7 (x)

Lim [1=E2 ]
hi0 h

-log F(y)
1 - Tlog FOO (nach (5.2)),

_gh
xl1i¢"5[1 E100
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k € N, t 21, x; <x <y, woraus sich unmittelbar (5.10) ergibt.

b) Dies ergibt sich sofort aus Satz A1.5 Teil b) und c¢), wobei (mit der dortigen

Bezeichnung)

(5.18)  A(x) = lim L p(E(t + h) # x|E(t) = x) =

VYo h
lim £ P(E( + h) > x|E(1) = x) =
hlo
lim [£E2097 < - 1ogF(x) (nach (5.2))
hio- h o

t > 1, x > x gilt (fiir x < x; kann X(x) = O gesetzt werden). Es ist dann
(5.16) P(T, - T, _, > t|E(T _) = x) = e”*®t = F&(x), t > 0, x > x,
woraus sich (5.11) ergibt.

Fiir Teil ¢) und d) des Satzes 5.1 argumentiert man vollstindig analog (unter

Verwendung von Beziehung (5.3) statt (5.2)). ®

Anschaulich spielen also die Sprungzeiten {T,} bzw. {1, } des F-extremalen
Prozesses dieselbe Rolle wie die Rekordzeiten {U_} bzw. {L_}; desgleichen fiir
{E(Tk)} bzw. {e(tk)} und die Folge der Rekorde {Xun} bzw. {XLn}. Dabei gilt,
daB die {T,} bzw. {r,} fast sicher nur in den Intervallen (U_-1, U ] bzw.

(L,-1,L_ ] auftreten:

A
H M
— [
g . —
~ o
— e X ! ) ,
! |
: e - ! 4 D ; > t
0 1 2 3 4 5 6 7
T1T2 T3 T4 T5
U )



108
Eine erste Grenzwertaussage fiir extremale Prozesse beinhaltet das folgende

Lemma 5.2. Es seien G bzw. H Extremwertverteilungsfunktionen vom Typ I, II

oder III fiir Maxima bzw. Minima. Ferner sei F € D(G) bzw. F € D(H) mit
(5.17)  P(A,(M_ - B_) < x) = G(x)

bzw.

(5.18) P(a (m_ - b, < x) — Hx (n = )

fiir geeignete Folgen {A_}, {B_}, {a_}, {b_}.
Dann konvergieren simtliche endlich-dimensionalen Randverteilungen der Pro-
zesse {Y ()|t 2 1} bzw. {y _(t)|t = 1} schwach gegen diejenigen eines G- bzw.

H-extremalen Prozesses fiir Maxima bzw. Minima.

Beweis: Fiir k € Nund 0 =t , 1 <t , <t, < ..<t

1 2 Xy < ... £ x ist nach

K’

Lemma 5.1

k k ) X,
(5.19)  P( lDi{\{n(tg < xD = P iOI{ME[nti]] < x * Bub

k [Int;I-Tnt, T x;
= F (—+ B_)
i=1 An+ n
Int;0-Cnt;_4; 1
k
= 11 {F"(~+ B} "
i=1
ko b7ty
- _I'I1 G (x;) (n = )
i=
sowie fiir y, > ... 2y,

k Kk . [[nt‘]]—[]:nt._i]]
(5200 PC() dy,(t) > yh = T (- FGE v b)) '
i= i= n

t.—-t.
i

k i-1
— 'Hl (1 - H(y;») (n > o).
i=
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Lemma 5.2 kann dazu verwendet werden, schwache Konvergenz der Prozesse
{Y (O]t 21} bzw. {y ()|t = 1} in einem geeigneten Funktionenraum zu zeigen
(vgl. Resnick (1987), Abschnitt 4.4 und Pollard (1984), S. 128 - 130 und Ab-
schnitt VI. 2.).

Betrachtet man die durch die obigen Normalisierungen entstehenden Punkt-

prozesse

[} o
(s.21) g = k§1 Euk/n’ Co = k§1 L, /n (n € N),

so ergibt sich bei Stetigkeit der Verteilungsfunktion F:

Satz 5.2. Die (einfachen) Punktprozesse {£_ } bzw. {{_} aus (5.21) konvergieren

lokal-schwach gegen einen Poisson'schen PunktprozeB £ mit IntensitdtsmaB

(5.22) EE(A) = [ ZLds (A € BY.
AN(O,)

Bewels: Wegen der Verteilungsgleichheit von {U,} mit {L,} reicht es, die Aus-

sage fiir {U,} zu beweisen.

Nach Satz 4.2 besitzt jeder der Punktprozesse £ _(n € N) unabhingige Zuwichse,

denn es gilt ebenfalls

© © u
= - k -
(5.23) £,(A) = 2 ey sn(A) = T NGE € A) =
T I, (A € BY

mit der unabhingigen Folge {I,} aus (4.15), so daB fiir jede Familie {A } € B!
paarweise disjunkter Mengen gilt:

(5.24) (£ (A, )Im € N} = { I, lm e N}

b
k
k:H €A L

ist eine unabhiangige Familie von Zufallsvariablen.
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Nach Satz A2.2 und Lemma A2.1 sowie der sich daraus anschlieBenden Bemer-
kung (Anhang) reicht es also, die Konvergenz von EE (I) gegen EE(D) fiir

Intervalle I der Form [1n:l,t] (m € N, t > :‘—1) nachzuweisen. Nun ist

(5.25) EE(LtD=E[ = I ]
k:Kerl ]
= ¥ EUY = ¥ f =lognt) - log(2) + o(n)
I <ks<nt msksnt

log(mt) + o(n) (n » o)

fiir jedes m € N, t > :—n, d.h. es gilt fiir diese m,t

. 1 - _ 1 _ 1
(5.26)  lim EE ([ 5.tD) = log(mt) = [ L ds = E&(CL.t].

[fmot]

Die Aussage des Satzes ist damit bewiesen (vgl. auch Definition A2.3 (Anhang)). ®

Eine Konsequenz des letzten Satzes fiir die Struktur der Sprungzeiten {T,}

bzw. {1, } extremaler Prozesse ist

Satz 5.3. Es sei {E(t)|t > 1} bzw. {e(t) |t = 1} ein F-extremaler ProzeB fiir
Maxima bzw. Minima mit stetiger Verteilungsfunktion F. Dann ist der durch

(=)
Z ep

(5.27) E
k=1 'k

(5.28) =
¢ k§x Tk

definierte PunktprozeB ein Poisson-ProzeB mit durch

(5.29) EE(A) = EC(A) = [Lds (A €BY
[1,0)NA

gegebenem IntensitdtsmaB.
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Anschaulich ist diese Aussage aufgrund von Satz 5.2 klar, da nach Lemma 5.2
die Prozesse {Yn(t) |t =1} bzw. {yn(t) |t > 1} schwach gegen G- bzw. H-extre-
male Prozesse konvergieren und diese normalisierten Prozesse die Sprungzeiten-
folgen {%‘|k € N, % > 1} bzw. {%lk € N, 1;15 > 1} besitzen, deren abgelei-
tete Punktprozesse {£_} bzw. {{} auf [1, ©) schwach gegen den obigen Poisson-
ProzeB konvergieren. Analog der Bemerkung zu Lemma 4.1 148t sich dariiber-
hinaus zeigen, daB bei stetigem F die Verteilung der Folgen {T,} bzw. {t,} un-
abhingig von F und daher fiir alle (solchen) extremalen Prozesse dieselbe ist.

Fiir einen exakten Beweis sei auf Resnick (1987), Proposition 4.9 verwiesen.

Satz 5.3 ist somit das Analogon zu Satz 4.2; dabei entspricht im Falle der

Maxima der Poisson-ProzeB £ dem Bernoulli-ProzeB

(5.30) E* = ¥ ey
k=1 K

d.h. es gilt

(531 £MA)= I 1
ne€l2,)NA

mit der unabhingigen Folge {I } aus (4.15).

(Fiir die Minima ist analog (* = X st zu wihlen.)
k=

1
In der Tat sind die Zufallsvariablen {In} in den zu dem F-extremalen ProzeB
gehdrigen Poisson-ProzeB £ der Sprungzeiten in folgendem Sinn "eingebettet”
(vgl. die Skizze auf S. 107): Es ist wegen der Konzentration der {Tk} in den

Intervallen (U -1, U“]

(5.32) 1_ = min(l,ﬁ((n-—Ln]))*) fast sicher

n

*) d.h. I ist (fast sicher) genau dann 1, wenn wenigstens eine Sprungzeit

T, in dem Intervall (n-1,n] liegt.
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fiir alle n 2 2, woraus sich erneut die Unabhingigkeit der {I_} ergibt sowie
-1 n
(5.33) P = 0) = PE(n-Ln) = 0) = expl-E&(n-1n]} =e ~5(RT) o q_ L
1

also P(I_ =1) =+ (n 2 2) wie in (4.16). Fiir den "Uberschus”

(5.34) S

. *
lim [E(,n]) - £(1,nD) ]

an Sprungzeiten des extremalen Prozesses gegeniiber den Rekordzeiten (ohne

u,) gilt also:

Lemma 5.3. Bei stetigem F ist

it
—
n
-
]
(@]

n->co

n
n
(5.35) E(S) =lim [ [Lds - X
1 k=2

Dies bedeutet, daB ein F-extremaler ProzeB bei stetigem F tatsdchlich nur
"wenig mehr"” Spriinge als die urspriingliche Folge Rekorde besitzt. Beziehung
(5.35) besagt dabei insbesondere, daB die Zufallsvariable S fast sicher endlich
ist, d.h. es kann fast sicher in nur endlich vielen der Intervalle (Un—1.Un]
mehr als ein extremaler Sprung auftreten (vgl. auch Resnick (1987), Propo-

sition 4.11). Wegen
(5.36) T, ,q € (Un—i‘Un] fast sicher

fiir alle n € N 148t sich daher ein alternativer Beweis des Satzes 4.5 wie folgt
fiithren:

Es ist nach (5.36)

Tn
T

(5.37) log T, =logT, , g + log =logl, + R, (n €N)

n+S
mit einem Restterm R , fiir den

R

. _l"l = .
(5.38) nll»ngofﬁ 0 fast sicher
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gilt (fiir Details siehe Resnick (1987), Proposition 4.12 oder Pfeifer (1986)).
Nach Beispiel A1.8 (Anhang) besitzt aber {T } dieselbe Verteilung wie die
Folge {H } wobei {V_} eine unabhangnge Folge R(0,1)-verteilter Zufalls-
vanab]en lst d.h. {log T} = {- Z log V,} besitzt unabhingige, &(1)-exponen-
tialverteilte Zuwichse, so daB eine einfache Anwendung des Gesetzes der
groBen Zahlen sowie des zentralen Grenzwertsatzes auf {log Tn} das die Folge
{Un} betreffende Ergebnis liefert. Analog 148t sich fiir {An} argumentieren
(Resnick (1987), Proposition 4.14). e

Der Poisson-ProzeB £ kann ebenfalls zur Poisson-Approximation der Anzahl
S, der Rekorde unter X,,...,X ~(n > 2) verwendet werden (vgl. die Bemerkung
zu Satz 4.3). Nach (5.32) ist ja

n n
(5.39) S, =1+ 3 I, =1+ 3 min(,E((k-1,k]) = 1 + £°((4,n]) =
K=2
n
(1D <1 + 2, Ek-1k]) = 1+ E(n]) < S, + S (n>2),
also S -1 approximativ Poisson-verteilt mit Parameter EZ((1,n]) = logn (n > 2).

Die Approximationsgiite ist im Gegensatz zu (4.30) allerdings nur noch vor

der Ordnung O(

1/_,g_) (n > o), obwohl der Unterschied zwischen dem dort

n
verwendeten Parameter ) = kZ lE und logn asymptotisch nur die Euler'sche
=1

Konstante C ausmacht! (vgl. hierzu auch Deheuvels und Pfeifer (1986 b, 1987)
und Deheuvels, Pfeifer und Puri (1989)).

Ein weiterer Zusammenhang 148t sich zwischen dem UiberschuB S und der in
Satz 4.4 zur Darstellung von log U verwendeten Zufallsvariablen Z herstellen.

Es gilt ndmlich:

Satz 5.4. Es sei F die von der Folge {U_} der Rekordzeiten erzeugte c-Alge-

bra. Dann gilt mit den Bezeichnungen aus Satz 4.4:
(5.40) E(S|GH) = EZ|Fh = z (U, log (2 n D) - 1 fast sicher.
n=

Insbesondere ist also
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(5.41) E(Z) = E(S) =1- C.

Beweis: Wegen der durch (5.32) gegebenen Kopplung der Punktprozesse £ und

£* ist auch
(5.42) S=% 3
n§2 n
mit
(5.43) §, = &(n-1,nD -1, n = 2.

Da Summanden, fiir die I, = 0 ist, verschwinden, reduziert sich die Summe auf

(5.44) s = 2 5y,

n

wobei die bedingte Verteilung von § unter U_ = j gegeben ist durch
Un n

(-log(1-1))k+1

G (n € N, k € Z*, j 2 2).

(5.45) PGy =klu, =i =G -1

n

Aufgrund von (5.43) ist nimlich diese bedingte Verteilung identisch mit
(5.46) P(Y = k +1|Y = 1) (k € Z%)

fiir eine Poisson-verteilte Zufallsvariable Y mit Parameter X = EE((j-1,j]) =
- log(1 -;—), da die Sprungzeiten {T, } in den Intervallen (U _-1,U_ ] konzentriert

sind und 8;; = E((Un-l,un]) - 1 gilt. Aus (5.45) ergibt sich weiter
n

1,,k+1
==} (-1 -+

(5.47) EGy U, =j =G -1 ,zo ogk' -

R < ]

=j log(jj_—l) - 1 fast sicher (n € N, j 2 2),
also

=<3 F==) u
(5.48) E(SIFF) = n§1 E(Sunlun) = ngl(un log(un"_1 ) -1) fast sicher (n € N).
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Andererseits ist nach Satz 4.4

(==} Wn
(5.49) 7 = 3 logll + o _‘)

n=1 n

mit einer (auch von {U_}) unabhingigen Folge {W_} R(0,1)-verteilter Zufalls-

variablen, d.h. es gilt

8

n_)
u -1

(5.50) E@Z|FF) = X - 1) fast sicher
n

. (u, log

wegen

Wn ¢ W
(550  E(log(l + 7=2)) = (J)“logu + 2T Ddw

J J

i- -1 .

= (i - = (i - - v = i :

=G -1 f log vdv = (j 1)[v log v \]'1 jlog -1 1 (G =2 2).

1

|

-

Damit folgt (5.40). (5.41) ergibt sich hieraus mit Lemma 5.3 durch Integration. e

Man beachte, daB die Reihe in (5.40) fast sicher konvergiert, da Zi ul~1
n= n

eine fast sicher konvergente Majorante ist (z.B. nach (4.62)).

Satz 5.4 liefert damit auch einen alternativen Beweis der Beziehung (4.116).

Ahnlich wie bei den normalisierten Punktprozessen g, und { aus (5.21) 148t
sich auch (ickal-)schwache Konvergenz der normalisierten Punktprozesse der

Rekorde selbst zeigen. Hier gilt:

Satz 5.5. Es seien G bzw. H Extremwertverteilungen vom Typ I, Il oder III

fiir Maxima bzw. Minima. Ferner sei F € D(G) bzw. D(H) stetig mit

(5.52) P(A_(M_ - B) < x) = G(x)
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bzw.
(5.53) P(a (m_ - b ) < x)— Hx) (n = )

fiir geeignete Folgen {A_}, {B_}, {a_}, {b_}.

Die Punktprozesse

@
(5.54) ¢, = k§0 s(An(xuk—lan))

bzw.

(555 ¥ =5 ) (n € N)

€
K=0 (an(XLk—bn

konvergieren dann (lokal-)schwach gegen Poisson'sche Punktprozesse ¢ bzw.

Y mit IntensitatsmafBlen

(5.56) Eg((a,b]) = - log =1e8G® (4 ({ G(a) > 0, G(b) < 1)
-log G(a)

log —legU-H@) (4 < p H(a) > 0, H(b) < 1).
-log (1-H(b))

(5.57) EY¥((a,b])

Beweis: Aus Satz 4.6 und der Bemerkung zu Beispiel A2.2 (Anhang) folgt zu-
nichst, daB die Punktprozesse ¢ und ¥  sdmtlich Poisson'sch sind, so daB
es nach der Bemerkung im AnschluB an Satz A2.2 (Anhang) ausreicht, die
Konvergenz von E¢_((a,b]) gegen E¢(a,b]) bzw. E¢_((a,b]) gegen EY((a,b])
mit a,b aus (5.56) bzw. (5.57) zu zeigen. Nach (4.69) bzw. (4.72) ist

(5.58) E¢,((a,b]) = R+ B) - R(2-+ B)
n

n

b b
1—F(K:*Bn) n[!—F(A—n*Bn)]
= - log ——"—— = - log ——"——
1-F(—+B_) n[1-F(——+B )]
An n An n
— - log —1egG(Db) (n = o)

~logG(a)
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nach Lemma 2.3; analog gilt

F(—al—)~+bn)
(5.59) EY¥_((a,b]) = log —2—— — log —ie8U=H®D) (, , ),
F(a__.,bn) -log(1-H(a))
n

Damit ist der Satz bewiesen.

Der Beweis zu Lemma 5.2 sowie Satz 5.2 lassen vermuten, daB F-extremale
Prozesse allgemeiner auf dem Zeitintervall (0,o) (statt [1,0)) definiert wer-
den kénnen. Dies ist in der Tat mdglich, sogar unter Beibehaltung der Ei-
genschaften (5.1) bis (5.5) fiir den groBeren Parameterbereich. Entsprechende
Verallgemeinerungen von Satz 5.1 und Lemma 5.2 lassen sich ebenfalls be-
weisen (vgl. Resnick (1987)). Allerdings ergeben sich gewisse Komplikationen
dadurch, daB sich die Spriinge eines solchen (allgemeineren) extremalen Pro-
zesses bei O haufen, und daher die Folgen {Tk|—oo <k < o} bzw.{tkl—oo < k < o}
der Spriinge keine "natiirliche” Anordnung mehr besitzen. Die Sdtze 5.2 und
5.5 besagen dann in diesem allgemeineren Zusammenhang, daB unter den be-
trachteten Normalisierungen die aus den Rekordzeiten abgeleiteten Punktpro-
zesse (bei stetigem F) gegen den PunktprozeB der Sprungzeiten des extremalen

Grenzprozesses (schwach) konvergieren; analog fiir die Rekorde selbst.

Eine interessante Konstruktion solcher allgemeiner F-extremaler Prozesse
geht auf Pickands (1971) zurtick. Ist ndmlich £ ein zweidimensionaler Poisson-

scher PunktprozeB mit IntensititsmaB

(5.60) EEt((a,b] x (c,d]) = (b - a) [log F(d) - log F(c)]

b-a

= log[ (5&) ]

(0 < a <b, 0<F(c) < F(d),

mit einer Darstellung

(5.61) ¢ = OZO €
Ko Wz

k
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und setzt man
(5.62) E(t) = sup{Z, IW,_ <t} (t>0

("obere Einhiillende” des Poisson-Prozesses)

k

so ist {E(t) |t > O} eine Version eines solchen (allgemeinen F-extremalen Pro-
zesses (fiir Maxima).
Insbesondere ist namlich fiir O = ty <ty Sty <t X € X, 2, keN

k

k
(5.63)  PCLUE() < x)= PEL (4 t] x (x, 0)) = 0)

P t] X (e = 0) = ~1 exp{-EE((t,_,,t,] x (x,.c0))}

H]
=

0]

Fxp

1
=1

was mit (5.4) iibereinstimmt.
Eine analoge Konstruktion F-extremaler Prozesse fiir Minima ist natiirlich
ebenfalls moéglich. Die Bedeutung dieser Konstruktion liegt vor allem auch

darin, dafl die schwache Konvergenz der normalisierten Prozesse {Yn(t)lt > 0}
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bzw. {y_(t)|t > O} auf die Konvergenz von Funktionalen derartiger zweidimen-
sionaler Punktprozesse zuriickgefiihrt werden kann (vgl. Resnick (1987), Ab-

schnitt 4.4.2).

Anmerkungen zum Text.

Die ausfiihrlichste Darstellung des in § 5 behandelten Stoffes findet man in
Resnick (1987), Chapter 4; (sehr) kurze Abhandlungen bieten auch Galambos
(1987), Abschnitt 6.5 und Leadbetter/Lindgren/Rootzén (1983), Abschnitt 5.8.

Anmerkungen zur Literatur.

Extremale Prozesse wurden zuerst von Dwass (1964) und Lamperti (1964)
untersucht; der PunktprozeB-Aspekt wurde allerdings erst spiter von Pickands
(1971) und anderen Autoren (vor allem Resnick) diskutiert. Untersuchungen
bzgl. der starken Approximation von extremalen Prozessen (ihnlich dem The-
menkreis der Satze 4.4, 4.8 und 4.9) stammen von Deheuvels (1981, 1983 a).
Verallgemeinerungen extremaler Prozesse fiir nicht identisch-verteilte Zu-
fallsvariablen {Xn} wurden u.a. von Ballerini und Resnick (1987 b), Zhang

(1988) und Pfeifer (1989) betrachtet.
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§ 6 Ordnungsstatistiken

"

In diesem Abschnitt wollen wir uns noch mit "natiirlichen” Verallgemeine-
rungen von Maxima und Minima, den sog. Ordnungsstatistiken, beschiftigen,
d.h. auch mit zweitgr6B8ten, zweitkleinsten usw. Beobachtungen. Es wird
sich zeigen, daB einige der in den vorangegangenen Abschnitten erzielten Re-

sultate (insbesondere in § 1 bis 3) sofort auf die allgemeinere Situation iiber-

tragbar sind.

Definition 6.1. Es seien X,,...,X  (nicht notwendig unabhingige, identisch

verteilte) Zufallsvariablen und

o]

FJx)=%k§1HXkSX) (x € R)
wieder die empirische Verteilungsfunktion (vgl. (0.11)).

Dann heiBt die durch
6.) M, =F'&, 1sk=<n

definierte GréBe die k-te Ordnungsstatistik zu X,,...,X

n°

Insbesondere ist also m = M M, =M allgemeiner ist die Wertemenge

i:n’ n
von {Mk:nl 1 < k < n} mit derjenigen von {X,,....X_} identisch, die M, sind

also die der Gr6Be nach geordneten Werte von X,,....,X :

1 1‘ M7:8=MS:8
: Fo(x)
M .8 : 8
M3.87M4.87Ms5. 8 ; ’

i 28
51 f

] Mi:sMa:s

T

+ ' ' —
Xy=Xg X =X,=X, X X, =Xg
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Das folgende Resultat ist eine Verallgemeinerung von Lemma O.1.

Lemma 6.1. X,,..., X seien stochastisch unabhingige, identisch verteilte

Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Dann gilt:

6.2)  PMy, <x)= MF &) A-FN™, 1<k <n x €R.

wMB

Beweis: Aufgrund der Definition der Pseudo-Inversen gilt (vgl. auch den Be-

weis zu Lemma 1.2 ):

P(M,,, %) = P(F'G) < x) = P < F (x)

n n . .
=P(Y IX; < x 2k = 30 P (-Fe)™,

j=

da jedes I(X; < x) B(1,F(x)) - binominalverteilt ist, also wegen der Unab-
hingigkeit der X;
I(X; < x)  B(n,F(x)) - verteilt ist.

n
i=1

Insbesondere ist fiir k = n

PM_._ < x) = (0) F'"(x) = F™(x), und fiir k = 1

n:n

n . N
P(M < x) = 3 ('J.‘) Fl(x) 1-F&x)H™7 = 1 - (1-F&x)™

i:n i=1

wie in Lemma 0.1. e

Fiir festes k 148t sich nun relativ einfach die Frage nach modglichen (schwachen)
Grenzverteilungen normalisierter Ordnungsstatistiken (M, - und M _, ) be-

antworten.

Es gilt beispielsweise
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Lemma 6.2. Es sei F € D(G) fiir eine Extremwertverteilungsfunktion G vom

Typ I, 11 oder III und A > O, B € R seien normalisierende Konstanten mit

P(A,(M_ - B) <x) > G(x) (n > w, x € R).

Dann gilt

n k
6.3) P(3 HAL(X; - B) s x) = n-k > G(x) L8 fiir 0 < G(x) < 1
i=1 !
(fiir k = O erhdlt man iibrigens
n n
POZ HAX; -B) <x) =n) =P {A (X, -B) <xD
= P(A (M - B) < x)).
Der Beweis wird mit Hilfe des folgenden, "klassischen” Ergebnisses gefiihrt.

Satz 6.1 (Poisson (1837)). Fiir n € N seien Y .Y, ., unabhidngige

i,n’"

B(1,p,) - verteilte Zufallsvariablen mit lim np_ = X € (0,»).

n—>co

V n
Sei ferner S_ = ¥ Y, . Dann gilt
i=1 ’

k
6.4) P(S =k = e 25 =Pk (k € Z*, n > ).
(Hierbei bezeichne P(X) die Poisson-Verteilung mit Erwartungswert X.)

Beweis: Es ist fiir n 2 k

k
n! (1 -2 PPn, (nPw)
nox k!

P(S_=k) = ™ pkdt - p )"k =
n k? Fn n (n-k)!(n-np_)

k
S
k! k!

X +o(nk

=U+o) -2 +o0dnm &

s
Beziehung (6.4) besagt also insbesondere, daB P ™ unter den angegebenen

Bedingungen schwach gegen 'P()\) konvergiert.
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Der Beweis von Lemma 6.2. ergibt sich nun wie folgt:
Wiahle Y, = = 1- A (X; - B) < x) = (A (X, - B) > x).

Dann ist p, =1 - F(z= + B_) mit
n
FY(Z- +B,) » G(x) (n~> )
n
fiir 0 < G(x) < 1. Mit Lemma 2.3 folgt also
. _ s x -
(6.5) l_lll_)n:on P, = r}er;on(l - F(A_n +B)) = - log G(x).

Es ist damit (mit der Notation von Satz 6.1)

n
(6.6) P( 3 IA(X,-B) <x) =n-k =P(S, =k
i=

-

K K
Sl (log G
> e 2= Gx) HeBEX . (h 5 ). e

Aus Lemma 6.2 ergibt sich nun unmittelbar ein Grenzwertsatz fiir {M__, . }.
Satz 6.2. Unter den Voraussetzungen von Lemma 6.2 gilt:

£ (-log GG
670 PALM, =By %) = Gk = Glo 3 (o8 000

Beweis: Es ist mit dem Beweis von Lemma 6.1

(6.8)  P(A,M, . =B < x) = P(Y IAX, =B <x) 2n-k
=

k .
=P(Spn <k > e Y 2
j=0 J*
(mit der Notation von Satz 6.1) fiir A = - log G(x) (0 < G(x) < 1). Aus Stetig-

keitsgriinden gilt die Beziehung (6.7) dann aber auch fiir alle x €¢ R. @

Von Smirnoff (1952) wurde gezeigt, daB die sich somit ergebenden Grenzver-

teilungstypen
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- k -j
Gykx) = oo™ 3 e (x € R)
j=o !
-« k -aj
6.9) G, (k,x) = e™X > X (x > 0)
2,x j=0 j!
_x) %
Gy otkix) = e 0% 5 L= (x < 0)
, i< ]

die einzig moéglichen sind (in Analogie zu Satz 1.5), und daB die Anziehungs-
bereiche fiir G(k,) mit denjenigen von G (vom Typ I, II oder III) zusammen-

fallen.
Entsprechend erhdlt man:

Satz 6.3. Es sei F € D(H) und a, > 0, b € R so, daB
P(a (m_-b ) < x) > H(x) (n > o, x € R).
Dann gilt auch fiir festes k

k

-1 .
(6.10) Pla (M, -b) <x) = 1-(1-Hx) 3 Clegd=HGI 5 o « eR).
: z

it
j E

Auch die Frage nach der Konvergenzgeschwindigkeit 148t sich hier dhnlich
wie in § 3 beantworten. Wir benétigen dazu allerdings noch ein Resultat

beziiglich der Konvergenzgeschwindigkeit in Satz 6.1.

Satz 6.4. Unter den Voraussetzungen von Satz 6.1 gilt fiir eine P(}) - ver-

teilte Zufallsvariable S:
2
b
(6.11) ls:t}lgIP(Sns k) - P(S < k)| <| np_ - x|+ %a (n € N).

Beweis: Wir benutzen hier eine bereits von LeCam (1960) verwendete Opera-
tor-Technik (vgl. auch Deheuvels und Pfeifer (1986 a,b, 1987), Deheuvels, Karr,
Pfeifer und Serfling (1988) und Deheuvels, Pfeifer und Puri (1989)).

Es bezeichne < = {f = (f(0),f(1),...) l IIf!Im= ls(gg |f(k)| < o} den Banach-Raum

der absolut-beschriankten Folgen. Der durch
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O, n=0
(6.12) B f(n) = (f € 2™)
f(n-1),n 21

definierte beschrinkte lineare Operator erfiillt offenbar auch

n
(6.13) B f(n) = ¢ *f(n) = 'Zo e {ih fn-j (n=0),
j=
wobei wieder ¢ die Einpunktverteilung in k € Z* bezeichne. Ist Q nun ein
WahrscheinlichkeitsmaB auf p(Z*), so gilt also wegen
Q= X QUnh e, = X QUn}) 7
n=0 n=0

(6.14) Qxf = % QUn}) " *f = QU{n}) B"f  (f € 2™).
n=0

7 048

o

Wegen ||Bf||m = IIfIIco fiir alle f € ¢ ist also Bl = sup |IBfl_ =1 und

f =1
daher der Operator T(Q), definiert durch el

(6.15) T(Q)f = Qxf (f € 2*)
beschrankt mit [T(Q)|| < ¥ Q(n}) IBI™ < 1.
n=0
Insbesondere ist mit A = B - I (I: Identitit)
Yi n
(6.16) T(P "7 =T ((1-p.) e, + pe,)) =
Tle, + p,ley - ¢)) =1+ p A und damit
s
(6.17) TP ™) = (I+p A"
Analog folgt
(6.18) T(PS) = e > S AT nvo Mo (o
n=0 :

Insbesondere ist nun
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S
(6.19) A = sup|P(S_ < k) - P(S < k) = I[T(P ™ - T(P%)Igll_
k=0

mit g = (1,1,1,...) € 2 wegen
Q{jh

Sitas
i

Qih gn - j)

NIYE
OM

(6.20) T(Q)g(n) = Qxg(n) =

fiir jedes WahrscheinlichkeitsmaB Q iiber p(l*), so daB also

6.2) A = [[d+p A" - e gl

A
Da e
unabhingige) 'P(%)—verteilte Zufallsvariable Z gilt

Yl,n

der zur 'P(-?—_;—) - Verteilung gehdrige Operator ist und fiir eine (von

)

n Yin 7z Yin*t?
(6.22) (I + pnA)e = T(P *P ) = T(P ™ ) = T(P

3>

A .
sind also die Operatoren U = I+p A und V = e kommutativ (und Kon-
traktionen nach (6.15), d.h. Ul < 1, V[l < 1). Nun ist aber

n-1
6.23) uPg-vigl_ =1 X @ v -urttvithg
i=0
n-1
X @it -v) vhgll
i=0 had
not n-i-1 i
< Z lui Ivi* lug - vell, <nllug - vel_,
i=

so daB wegen (6.19) und (6.20) also folgt

A
lgll, = nsup IP(Y, , < k) - P(Z < K)|
k=0 ’

3>

(6.24) A <n ll[T+p,A) - e



127

Weiter ist

by
(6.25) IP(Yl,n =0 -P(Z=0]=/1-p, ~-e n

2
A -n
n

(6.26) IP(Yi,n < k) - P(Z < K| < | P(Y, ., =D - P@Z =< D]

2
=1 -e ™1+ 2) (kz1, also

A s
6.27) A <nmax (I1- 2 -e ™|, 1 -e ™+ 2))+|np, - 2l
x X2
nach (6.24). Fiir x > O ist aber (wegen e™ 21 + x + T)
2
(6.28) 1-x-e ™ =x-(-e% s —L— +x-1= 2 A2
x 2 x
texso- trxes

also

x 2
(6.29) |1-—;‘-e | <« 2— (n € N)

2
sowie (wegen e™ - (1 + x) < %—- eX)

2
(6.30) 1 -e (1 +x) < "2— , also insgesamt

)\2
(6.31) A < o0 + |npn - }\I. [ J

l<l1-2 -e™+p, -

x
NlN
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Satz 6.5. Unter den Voraussetzungen von Lemma 6.2 gilt:

(6.32) [P(A,(M__, . - Bn) < x) - G(k,x)|

n

2
< Iry(0] + 12885 < 0 (max(d,Ir x)D),

wobei r_ (x) = n(l - F(Z= + B)) + logG(x) (analog 3.13)) gewdhlt ist.
n

Beweis: Es ist mit A -log G(x), S wie in Satz 6.3:

IP(A_,(M_,_,... - B) < x) - G(k,x)| =

n

Mz

IP( IA (X, - B)) <x) 2n -k - P(S < kI

—
n
-

= |P(S, < k) - P(S < k)| =

2
In(1 - F(AL,, + Bn) - [-log G(x)]] + 10g2n<2‘-(x)
2
= r ()] + igzgsﬂ_x) (0<GGx)<l). ®

Bemerkung: Fiir k = O ergibt Satz 6.4
: log? G(x)
(6.33) [P(A_ (M, - B) s x) - G| < |r (x)] + =SB —2%

(0<G(x)<1),

was die angekiindigte Alternative von Satz 3.1 ist.

- 128 -
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Die Konvergenzgeschwindigkeit bleibt also - fiir festes k - bei {M_,  }
dieselbe wie fiir (Mn}; analog fiir {Mkm} in Bezug auf {mn}.

Wihlt man den Index k nicht fest, sondern so, daB kn — o und z.B.

kn
(6.34) 2 =8 ¢ [0,1),

lim —

n—>oco
ist die Situation i.a. viel komplizierter. Der Vollstiandigkeit halber wollen
wir hier nur die mdglichen Grenzverteilungen angeben, die sich als schwache

Limites fiir geeignete Normalisierungen A (M, - B ) (A >0, B €R)
n:

ergeben kdnnen (siehe Smirnoff (1952) und Leadbetter-Lindgren-Rootzen (1983)).

Satz 6.6. Unter (6.34) sind die einzig méglichen Grenzverteilungsfunktionen
fiir geeignete Normalisierungen An(Mn_kn:n - B (A >0, B, €R) gegeben
durch:

k
a) Falls 8 > 0 und -2 - 8 = 0(n"2)") (n = )

{ 0, x <0
(6.35) G1,a,c(X) = Dlex¥), x > 0
(a,c > 0)
O(-c(-x)%), x < 0
(6.36) G, , .(x) = { 1, x 20
Q(-c(-x)%), x < 0
(6.37) G3,o¢,c,d(X) = { O(dx%), x>0 (a,c,d > 0)

*) ohne diese Zusatzbedingung kdénnen sich unterschiedliche Grenzverteilungen

(von verschiedenem Typ) ergeben; vgl. Leadbetter-Lindgren-Rootzén (1983).
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0, x <-1
6.38) G,(x) = | L, -1sx<1
1, x =21

b) Falls B = O:

O(-xlog(-x)), x < O
(6.39) GS,oz(X) = { 1 <=0
(a > 0)
o, x <0
(6.40) G¢ ,(x) = { O(xlogx), x >0
(6.41) Gg(x) = d(x), x € R.

Hier bezeichnet ® wieder die Verteilungsfunktion der Standard-Normalver-

teilung (siehe (0.2)).

Die Tatsache, daB in den zuletzt betrachteten Fillen die Normalverteilung
eine wesentliche Rolle spielt, 14Bt sich leicht mit Hilfe des Satzes 6.4 er-
sehen, da die dort angegebene Abschiatzung unabhingig von k ist. Existieren
namlich unter der Bedingung (6.34) Folgen {An}, {Bn} mit A > 0 und B € R

derart, daB mit

pPa(x) =1 - F(5= +B) (n€N, x €R)

n

gilt:

- npp(x)

k
(6.42) —2
/npn(x)

— x) € R, p(x) >0 (n— ),



131
so gilt auch

(6.43) P(A_ (M, _ - B <x) — 0Gx) (x €R.

kp:n

Es 148t sich nimlich allgemeiner zeigen, daB die Abschitzung (6.11)

asymptotisch verbessert werden kann zu

P
6.44) sup [ P(S, < k) - P(S < k)| = —Z=+ olpy) (n > )

wenn A = X\, = np,, (in Abhingigkeit von n) gewdhlt wird und X — o gilt
(vgl. Deheuvels und Pfeifer (1986 a,b, 1987).

Unter (6.42) gilt dann aber auch

S - npp < k, - npp

) = O(u(x))
ann vYnpp

(6.45) P(S < k) = P (

(n & o)

aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes, so daB mit derselben Argumenta-

tion wie in Satz 6.5. Beziehung (6.43) folgt.

Ist beispielsweise F(x) = 1 - e™*, x 2 0, so folgt mit

An = YKn , Bn = log 3= (n € N):
n

X

(6.46) np _(x) = n exp(- - - B )=k e "7, also
n

(6.47) Xn = mPn() X)) > x (n— o)

= /K (exp(—*=)) - exp(-
Ynpp(x) 24K, 2/kp,

Kk
und damit wegen p_(x) = O fiir 7> —> 0 (n = o):
(6.48) POUK (M, _, ., - log ) < x) = 00 (n = ).

K
Dies entspricht (6.41) fiir —~ — 0 (n — ).
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k k
Fir -2 — 8 € (0,0 und -2 -8 = 0(n"12) (n = ») fiihrt eine direkte
Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes auf P(S < k ) analog (6.45)

noch zu

6.49) PG/n B5 M, .+ log B) < x) = 00 (n = ),
was (6.37) mit « = ¢ = d = 1 entspricht.

Ist man in Beispiel 0.1 etwa nicht an dem Zerfallszeitpunkt des letzten
Atoms interessiert, sondern an dem Zeitpunkt, zu dem etwa © - 100 % des
Ausgangsmaterials zerfallen ist (0 < © < 1), so besagt also (6.49), daB fiir

die Verteilung dieses Zeitpunkts (= M mit k_ = [[ngll, wo B =1 - ©)

n-kp:n

niherungsweise gilt:
1 ~ 1
(6.50) P(Mn_kn:n * X log(l - ©) < x) =~ O(Ax }/(6 - 1)n)

(Man beachte, daB die Folge {)\Xn} &) -verteilt ist, d.h. AM_ ., ent-

n

spricht hier obigem M__, . .)

n
Wir wollen uns nun noch mit gemeinsamen Verteilungen von Ordnungs-
statistiken beschidftigen. Dazu betrachten wir zunidchst den Fall
(Mizn’Mn:n)'
Lemma 6.3. Die gemeinsame Verteilung von M, = und M ist bestimmt
durch
(6.51) P(M;, <x, M <y) = F™y) - (F(y) - F(x))™ I{x <y), x,y € R, n € N.

n:n

Beweis: Fiir x > y ist die Aussage klar wegen My, s M_ ..

Fiir x < y ist

(6.52) P(x < M, _, M

<y)

n:n

n
P( Nix <x, <yD
k=1

= (F(y) - F(x)™, also

(6.53) P(M,,_ < x, M_ <y =PUM_ _<yNx<M, ,M__<yh
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=PMM_ ., <y - Px <M M <y)

1:n’""'n:n
= F™(y) - (F(y) - F(x)™,

woraus (6.51) folgt.

Durch Grenziibergang X — -o bzw. y — o erhdlt man die Randverteilungen

von M, ~und M zuriick; vgl. Lemma 0.1.

Die Frage, ob gegebenenfalls (zweidimensionale) Grenzverteilungen fiir
(gemeinsam) normalisierte Minima und Maxima existieren, beantwortet

der folgende Satz.

Satz 6.7. Es sei F € D(G) () D(H), wo G eine Extremwertverteilungsfunktion
fiir Maxima und H eine solche fiir Minima bedeute. Mit den dann existierenden

normalisierenden Konstanten An, a, > 0, Bn, b_ € R, so daB

n

P@ (M - by) < x) = HKX)
(6.54) (x,y € R, n = o)
P(A_(M_,_ - B_ ) <y — Gy,

folgt:
(6.55) P(a (M, -b)=<x, AM _-B) sy — Hkx Gly) (x;y € R, n— ©);

d.h. My, und M . sind asymptotisch unabhéngig.

n

Beweis: Analog zu Lemma 2.3 gilt fiir Minima:

Ist 0 < v < o und {v_} eine Folge reeller Zahlen, so sind die Beziehungen
(6.56) lim nF(v_ ) = v und
n—o n
. = 1 _ - . ny _ - -V
(6.57) nlg‘xoo P(M, < v,) r}g)noo A-0a-Fy)M =1-¢e

dquivalent.
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Dies folgt z.B. aus Lemma 2.3 durch Ubergang von F zu 1 - F(-.)
(vgl. Lemma 0.4).

Seinunv_=->+b ,u =< +B (n € N).
n an n n A n

Nach Lemma 2.3 und (6.56) und (6.57) gilt dann
(6.58) nF(vn) — -log(l - H(x))
(n — o),
(6.59) n(1 - F(u )) — -log G(y)
so daB nach (6.43) fiir geniigend groBe n gilt (da v — x[, u  — xp):

(6.60) P(x < a (M, -b), A (M, _~-B)<y

= (F(uy) - F(v,))™ = (1 -

o=

[nF(v)) + nd - Flu )"

— exp(log(l - H(x)) + log G(y)) = (1 - H(x)) G(y) (n = o).

Wegen P(a (My -b) <x, A (M -B)=<y

= P(A, (M, - B <y -Plx<a (M, -b), A (M  _~-B) <y

fiir geniigend groBe n und (6.54) konvergiert also die linke Seite von (6.55)

gegen

G(y) - (1 - H(x)) G(y) = H(x) G(y). 4

Eine analoge Verallgemeinerung von Satz 6.2, die auch gleichzeitig Aussagen

iiber die Konvergenzgeschwindigkeit zulaBt, kann wie folgt formuliert werden.

Satz 6.8. Es sei wieder F € D(G) [N D(H) und k € N, j = O fest.

Dann sind M, und M asymptotisch unabhingig, d.h. mit denselben

n-j:n

normalisierenden Konstanten wie in Satz 6.7 gilt:
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(6.61) P(a, (M, . -b)<x,A,(M - B <y) — Hk;x) GGy

(x,y € R, n — )

n-j:n

wobei H(k;:') gegeben ist durch die rechte Seite von (6.10) (Smirnoff-Vertei-
lung fiir die k-te Ordnungsstatistik).

Bezeichnet ferner rz‘n(y) die (allgemeinere) Restdifferenz fiir Maxima aus
Satz 6.5 (bzw. spezieller (3.13)) und ri,n(x) die entsprechende Restdifferenz
fiir Minima, so gilt (fiir geniigend groBe n):

(6.62) |P(a, (M, - b)) >x, A,(M__; - B) <y - (1-Hkx) GGyl

n

< 5= {log(l - H(x) + log GW}I? + [ry (O] + Iry DI,

falls 2+ b <2 +B_ (0 <H®X, Gy <1,

an An
d.h. es gilt

(6.63) [PGa (M, -b) <x, A,(M__, - B) <y - Hkix) GGyl

-j:n
= 0 (max(L,Ir; (), Ir, () (1=, O<H(x), G(y)<1).

Zum Beweis wird folgende Verallgemeinerung von Satz 6.4 benutzt

(vgl. Deheuvels und Pfeifer (1988 a)).

Satz 6.9. Es seien IJ.n = (Iijn’ IZjn)' 1<j<n

unabhingige, multinominalverteilte Zufallsvektoren mit

P(Ijn = (1,0)) = p,, P(Ijn = (0,1)) = q,, und
(6.64)

P(Ijn =(0,0) =1-(p,+q,) 0sj<n O0<p,,q, <D
Ferner sei S = (S, , S, ) mit

n n
6.65 S, = > IS, = 3 I,
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Gilt dann
(61)6)nl_i)n;nonpn = Ay € (0,00, ngn;nqn = X, € (0,)

und sind T,,T, unabhéngige, 'P(Xl) - bzw. 'P(Xz) - verteilte Zufallsvariablen,
so gilt

(6'67)1(.5:::50 [P(S,, <k, S, <m) - P(T, < k) P(T, < m)|
< El-n— (g + )\2)2 + Inp, - X + Inq, - 2,1 (n € N). *)
Beweis: Es bezeichne
6.68) R = {f = {fGi,pli,j = o} | Ifll_ = sup, [£G,D] < oo}
den Banach-Raum der absolut-beschriankten Matrizen, und
6.69) Ly ={hel3Ilhl, =3 I |hGj <o}
iro i=o
den Banach-Raum der absolut-summierbaren Matrizen.
Fiir h € E; , f € k3 sei die Faltung "*" wie folgt definiert:
n m
(6.70) h * f(n,m) = 2 > h(i,j) fn - i, m - j) (n,m > 0).
iTo i=o
Dann ist h * f € E°2° mit

(6.71) llh = fll_ < lInll, Ifl_.

Bezeichnet wieder analog ¢, die Einpunktverteilung in (n,m), n,m > O, und

identifiziert man (analog dem eindimensionalen Fall) ¢ __ mit dem E;-Ele-

m

ment h mit

*) d.h. insbesondere sind S; und S, asymptotisch unabhingig und jeweils

asymptotisch Poisson-verteilt.
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0, (i,j) ¥ (n,m)
(6.72) h(i,j) = (i,j = 0),
1, (i,j) = (n,m)
so definieren
(6.73) B, f =g, *xf, B, f=ze5 *xf (f€l)
wieder beschrinkte lineare Operatoren mit
(6.74) B, f(n,m) =

f(n - 1,m), n > 1

(f € 03)
(6.75) B, f(n,m) =
f(nom - 1), m > 1.

Ist nun Q ein WahrscheinlichkeitsmaB auf p(Z" x Z"), so gilt also analog zu

(6.14)

6.76) Q*f= 3 3 QUnmh 50 * o1 * f

n=o m=o

3 % Q(nm}) BYBY f (f € £3),

n=o m=o

also fiir den Operator T(Q) mit

(6.77) T(Q) f = Q = f (f € P,°2°):

6.78) ITQI < ¥ 3 QUnmb IIB,I™ IB,I™ < 1.
n=o m=o

Setzt man wieder Ay = B, - I, A, = B, - I, so erhdlt man

I,
6.79) T(P'™) = T((1 - (p, *+ a,)) e50 * P, E10 * 9pn S0y
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=1+ p, A +q, A, und damit
S
(6.80) T(P ™) = (I + P, Ay + q, A))" (n € N).

Analog ist wieder (vgl. (6.18)):

x Py

2
A A ALA — A —= A, n
17 g2 1 em 72 (n € N).

(T, T,)
6.8) T(P ' %)=
Mit g € E;, gegeben durch g(i,j) =1 (i,j 2 0), ist dann wieder

(6.82) A = sup | P(Sy, <k, Sy, <m) - P(Ty < k) P(T, < m)l

S (T, T,)
ICT ™ - TP ¥ 2H] gl

@

A A AnA
I+ py Ay +a, API™ - e 11 e 272 g

"

Da wie im Beweis zu Satz 6.4 die beteiligten Operatoren kommutativ und

kontraktiv sind, erhdlt man analog zu (6.23)

T At %Z‘Az
(6.83) A <nll [(I+p, A +aq, A, - e e Tel,

= n sup0 [Py, < k, I, < m) - P(T, < k) P(T,, < ml,

,ymz=2

A x
wo T, , T, unabhingige PEL) - bzw. P(S2) - verteilte Zufallsvariablen

in’

sind. Unter Verwendung der Beziehungen (6.25) bis (6.30) ist aber

(6.84) |P(I,,, =1, =0 -P(T, =T, =0)|

2

Mt
N

=|1—(pn*qn)—e—

PURIPN X X
1 1 2.2 1 2
SZ( n ) +|l:)n-nli"lqn_ nI

(6.85) }p([“n <1, I, =0 - P(T, <1, T, = o]}
M*Ag

o

s -q -1+ 2)e”
n n
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X X X
1 1.2 2,2 2
< Py ((—n )<+ (—n) ) + an iy |

6.86) |P(I;, =0,1,, <1 -P(T, =0,T, <1
=lt-p, - +)\—:)e_¥l
< %((%‘)2 s 22 4, - 2L
(6.87) [P, <k, I, <m)-P(T, <k, T, <m
< Py, s 1, I, =) - P(T, <1, T, <1
=1- <1+X—,})<1+x—f)e'ilt‘£
PRI bl )e'x““xz < L2222 (mks .

Mit (6.83) ergibt sich hieraus die Behauptung. ]

Der Beweis von Satz 6.8 ergibt sich nunmehr wie folgt:

. . — - x i
Sei wieder u = At B, v, = P b . Wegen u, = xp, v, 2> x ist
u

y
o+ Sei nun fiir diesen Fall

schlieBlich v <

(6.88) I, = I(Xj sv), I

1 =I(Xj>un),ISan.

2jn

Dann sind die Ijn = (I ) unabhidngig multinominalverteilt mit

1jn,2jn
(6.89) p, = P(Xj <v) =Flv), q, = P(Xj >u ) =1- F(u))
und nach (6.58) und (6.59)

(6.90) np_ > -logl - H(x)) = X, nq, > -logG(y) = %, (n »> )

mit
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(6.91) "1,.-.(") = nF(v) - [-logl - H(X)], ry o (y) = n(1 - F(u)) - [-logG(y)].

Wegen

(6.92) Pla (M - B) >x, A (M, . -B)<y)
n n
=P(Z L, skt Sh,<i)  @eN
i= i=

folgt die Aussage nun unmittelbar mit Satz 6.9 (und Satz 6.5 fiir Beziehung
(6.63)). e

Die Konvergenzgeschwindigkeit in (6.63) wird also bestimmt durch die lang-
samere der beiden jeweiligen Konvergenzgeschwindigkeiten fiir die Randver-

teilungen.

Weitere Eigenschaften gemeinsamer Verteilungen von Ordnungsstatistiken

werden in den folgenden Ergebnissen vorgestellt.
Lemma 6.4. Besitzt die Verteilung der {X_} eine Dichte f, so ist eine ge-
meinsame Dichte f,, der Ordnungsstatistiken M = (M, ,....M ) gegeben

durch

(6.93) fr (xg,.x) = nt Txg < .0 < x)

(=F
Iy
bl

Beweis: Es sei K = {(x;,..,x, ) € R® | x; < x, < ... < x_}

und

cEZn,fal]sMk:n=X und Xi#Xj.ISi,an,i#j

o (k)

(1 2 ... n), sonst

wobei ¥ die Permutationsgruppe der Zahlen {1,...,n} bezeichne. Wegen

P(X; = X)) =0 fiir i #j gilt dann mit x, < ... € x_:

i n’
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n
(6.94) P(My € xMy € %) = PCU (S =0} N (1 (X, < XD
i=

i:n n:n n €3

Z P({S = 6} ﬂ 161 {Xc(i) < xi})

ceX

n
= X PUX gy Xgimy) € Ky N X (oxD

oezn

n
= nt P(XgX,) €KX (oo, ])

Xn X1 n
= n! O,L L I(u, < ... < up) '.I;Ii f(u,) duy...du,
woraus die Behauptung folgt. @

Lemma 6.5. Unter den Voraussetzungen von Lemma 6.4 ist eine Dichte f

der ersten k Ordnungsstatistiken (M M. (k € N) gegeben durch

iin’"

] k
(6.95) £, (x4, Xy) = — == (1 - F(x, ™K I(x, < ... < x,) RIRE{CRD

(n-k)! i=
wobei wieder F die zugehérige Verteilungsfunktion bezeichne.

Beweis: Es ist fiir x; < ... < xp

(6.96) £ (xg,exy) = Lo [ fy(xgaxddx oo dxg

K @ Xp Xk+3 Xk+2
= 0 fixp) xf ,Ef xf xf n! f(x, ) dx ., fix ) dx, . flx )dx
k Xk k k

K © X XK+3
=n! I f(xi)xfk ’Zl'k x{( [F(xy,,) - Ex )] flx ) dx, . flx )dx

P n-k -1
(F(x_ )~ F(xp))

k
= ...=n I f(x) [
i=1 1 XK (n-k-1) !

fix, ) dx

k

(F(x_)- F(x, N7~ K
ok B (- Fg )Pk T fGx). e
i=

k
=n! I f(x,)
i=1 i (n-k)! (n-k)!
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Satz 6.10. Unter den Voraussetzungen von Lemma 6.4 bilden M, .,....M_

eine (endliche) Markoff-Kette mit bedingten Dichten der Form

(6.97) kaﬂm Xy g 1My = XM = x ) = f Ky My = %) =

My+tin

-k-1
(1-F(x nn"
(n - k) ket

T flxp,y) Ix < xp ., 1 <k <n.

Beweis. Folgt sofort aus Lemma 6.5 durch Quotientenbildung unter Beach-
n-1

tung von I(x; < ... < x) = i£11 I(x; € X;,¢. ®

Aus (6.97) erhdlt man durch Integration sofort

n-k
(6.98) PM, 4>y | M =x = (%}%{ﬁ’;) (x <y, 1<k <n.

Fiir den Fall von Exponentialverteilungen erhilt man als Konsequenz hieraus

Satz 6.11. Es sei F(x) =1 - e™>%X x>0 (A > 0) und D, = M, .,
Dy = My, - My 4., 2 <k <n. Dann sind D,,...,D_ unabhingig, und es gilt

6.99) PR = &(n -k + DV, 1<k < n.

Beweis. Es seien {Y } unabhingig mit Verteilungsfunktion F, und

n Yk
(6.100) Z, = k§1 i (n € N).

Dann ist Z,,...,Z (endliche) Markoff-Kette mit

(6.101) ka+1 ylzZ, = x) = f Y, (y - x) =(n -k + 1) re kD=
n-k+1

(1-F(y)P~k
(1-F(x))n~k+1

=(n-k+1 f(y) (0O < x <y, 1<k <n)
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nach Beispiel A1.2 (Anhang), so daB wegen Satz (6.10) die Verteilungen von

Zy. 2, und (M, .,...sM_ ) libereinstimmen, und damit auch die von
Y Y
(—n!— s ;%,...,Yn ) und (D,,D,,...,D ), woraus die Behauptung folgt.

Aus (6.100) ergibt sich iibrigens sofort fiir k, = [npll, 0 < B <1 (A = 1):

(6.102) E(M, ) = E(Z, ) p— 5 L
. kn:n - kn = i=1 n-j+1 - j=n~kn*1 j
~ log n - log(n - k) = log( n?kn) ~ - log(l - B) (n = )
pi 1 i 1
(6.103) Var(M ) = Var(Z, ) = —_— = -
ar kymn ar k, j=1 (n—j*l)2 j=n-k_+1 2
k
1 1 n B
Y ak, “n " atmky T na-m n > o),

wobei auch analog zu (6.49) gilt

n(1-8)

(6.104) P(}/ 5

My ., *+ log(l-B)) < x) » O(x) (x € R, n > ).
n

Entsprechend folgt

n
(6.105) E(M ) = > L. >
( n-k :n j=kn*1 j og B (n )
(6.106) Var(M Y S L LR L,
n-k_:n =k, +1 j2 n@

in Anlehnung an (6.49).

Wir wollen nun noch abschlieBend zeigen, daB die (gemeinsam) normalisierten
Ordnungsstatistiken schwach gegen die Ankunftszeitenfolge geeigneter
Poisson-Prozesse konvergieren, was insbesondere durch Beziehung (6.98) nahe-

gelegt wird.
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Satz 6.12. Es sei F € D(G) () D(H), und die normalisierenden Konstanten
{a ), {a}, {B,}, {b_} wie in Satz 6.7. Ferner seien die (einfachen) Punkt-

prozesse {En} und {Cn} definiert durch

n

(6.107) £ = k§1 f(a (M, _~b_))
n

(6.108) T = 151 (A, (M, -B )"

Dann konvergieren {£_} und {{_} jeweils (lokal-)schwach gegen Poisson-Prozesse

E bzw. { mit

(6.109) E E((a,b]) = - log ——: - ;‘:b)’ (H(a) < H(b) < 1)
- a
(6.110) E C((a,b]) = log S&2 (0 < G(a) < G(b)).
G(a)

Beweis: Zunidchst ist offensichtlich auch

Mz

6.111) £ =

n
€ ) = Z € .
WZy Sa X -b0 ba T2 BA (X -B)

Fiir a < b gilt dann

_ b
(6.112) E £, (@b]) = n [FG=+ b)) - FE+ bl —

b
- log (1 - H) = - log
a

(6.113) E C, ((a,b]) = n [F(2-+ B_) - F(2 + B)]
n

n

a

n[{1 - F(2+ B} -{1- F(+B)} — - log G
n n

=227 >
log G2 (n ©).

Analog folgt fiir oy < B < a, < By < wo < <B

(6.114) P(E (U (. B, =0 = P(N {X, ¢ U (Z= +b,, == +b_ 1)
i=1 k= i n

n'
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; m B. o,
=[1'; Z{nF('a-l—*'bn)—nF(a—l +bn)}]n
i=1 n n

1-H(B)) m  1-H(B))

- log -H(xp igx 1-H(a,)

m
> exp(- 2
i=1

m
=PE(U(q, B,D =0 (1> meN),
i=t

ebenso

m G(oci)

m m
(6.115) P (U (o 8D = 0) > T 55 = PE(U (o 8D = 0).

(n > o, m € N).

Die Aussage folgt nun nach Satz A2.2 (Anhang). o

Interessant ist hier, daB die normalisierten Ordnungsstatistiken unter beiden
Normalisierungen (fiir Minima und Maxima) schwach konvergieren, allerdings
gegen unterschiedliche Grenzprozesse. Insbesondere konvergieren also fiir
festes k (a, (M, - b ),...,a (M, .= - b)) schwach gegen die ersten k An-
kunftszeiten des Poisson-Prozesses E.

Im Fall von Exponentialverteilungen &(X) (A > 0) ist z.B. H(x) = 1 - e”*X
(mit a, = n, b, = 0), so daB

- H(b)

(6.116) E E((ab)) = - log 7= > = x(b-a) (0 =a<b),

d.h. £ ist hier ein homogener Poisson-ProzeB mit Parameter Xx.

Dies rechtfertigt nachtriglich die Annahme, daB im Beispiel 0.1 des radio-

aktiven Zerfalls der ZerfallsprozeB selbst (niherungsweise) ein Poisson-ProzeB

16
n _log 2 -7 _ 1,32 - 10
3,15 h 1077 Bq = h

(fiir ein Mol Ausgangsmaterial mit Halbwertszeit h in Jahren; n ~ 6 - 1023),

ist mit (anfinglicher Strahlungs-) Intensitit Bq

Im anderen Fall gilt mit A =1, B = log n:

n

Gy (b)

(6.117) E T((a,b]) = log 57 = e *b - e*a (a3 < b)
1




146

Man beachte, daB hier An(Ml:n - B = M., - log n » -, wihrend im

ersten Fall a (M, -b)=nM_ _ > o strebt firn > .

Anmerkungen zum Text.

Die Ausfiihrungen dieses Kapitels orientieren sich u.a. an Leadbetter/Lindgren/
Rootzén (1963), Chapter 2 und Galambos (1987). Die in den Sitzen 6.4 und 6.9
verwendete Operatortechnik wurde von Deheuvels und Pfeifer (1986 a,b, 1987,
1988 a,b), Deheuvels, Karr, Pfeifer und Serfling (1988) und Deheuvels, Pfeifer
und Puri (1989) entwickelt.

Anmerkungen zur Literatur.

Ordnungsstatistiken spielen u.a. auch in der mathematischen Statistik eine
groBe Rolle, etwa im Bereich der Nichtparametrischen Statistik (vgl. z.B.
ReiB (1989)); hier sind auch Fragen der (schwachen) Konvergenz von Bedeu-
tung. Untersuchungen bzgl. gleichmiBiger Konvergenzraten stammen z.B. von
Falk (1986, 1989) und JanBen und ReiB (1988). Eine der Operatormethode ver-
wandte Technik der Poisson-Approximation fiir abhingige Zufallsvariablen im
Zusammenhang mit Extremwerten wird in Smith (1988) diskutiert. Struktur-
fragen von Ordnungsstatistiken (auch bei diskreten Verteilungen) werden z.B.
in Arnold, Becker, Gather und Zahedi (1984) behandelt.

Dem Themenkreis "Ordnungsstatistiken” ist beispielsweise auch der Band 17(7)

der Communications in Statistics: Theory and Methods (1988) gewidmet.
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SchluBbemerkungen.

In dem vorliegenden Text konnten naturgem&B nicht alle Aspekte der Extrem-

wertstatistik behandelt werden. Ausgeklammert wurden beispielsweise folgen-

de Themenbereiche:

Nichtstandard-Anziehungsbereiche (vgl. z.B. Graca Martins und Pestana
(1987))

Extrema mehrdimensionaler Beobachtungen (vgl. z.B. Deheuvels (1983 c,
1985), Resnick (1987), Tiago de Oliveira (1962, 1975, 1980))
Verteilungscharakterisierungen (vgl. z.B. Gather (1989 a), Gather und
Gajek (1989), Witte (1989))

Rekorde anderer Ordnungsstatistiken (vgl. z.B. Deheuvels (1984 b, 1988),
Goldie und Rogers (1984), Resnick (1987))

AusreiBerprobleme (vgl. z.B. Gather (1980, 1985, 1989 b), Gather und Kale
(1982), Gather und Mathar (1983), Mathar (1981, 1984 a,b, 1985, 1986, 1989))
Entartete Grenzverteilungen (vgl. z.B. Gnedenko (1943), Resnick (1987),
Gather und Pfeifer (1987))

und andere.

Ausgewidhlte lberblicke iiber aktuelle Fragen innerhalb der Extremwertstatis-

tik geben auch Band 20 (1988) der Advances in Applied Probabiiity (Workshop

on Extremes of Random Processes in Applied Probability, Santa Barbara 1987)

und Hiisler und ReiB (Extremwerttheorie, Oberwolfach 1987).
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Anhang

A1 Markoff-Ketten und Markoff-Prozesse

Definition A1.1. Es sei {Z,} eine Folge von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (Q, A, P) mit Werten in einem Mefiraum (X,B). {Z,} heiit Markoff-Kette,

wenn
(A1.1) P(Z, € B|Zpn-1,...,21)=P(Z, € B|Z,,—1) fast sicher

gilt fiir alle n € IN,n > 2 und B € B. Insbesondere existieren fiir n > 2 (nicht notwendig
eindeutig bestimmte) Abbildungen G, : B x X — X derart, dal G,(B,-) meflbar ist fir
jedes B € B und die Beziehung

(A1.2) P(Zy € B\Zn_1) = Gu(B, Zn_1) (n>2)

gilt*). Die Markoff-Kette heifit reguldr, wenn die Abbildungen G, dariiberhinaus so
gewahlt werden konnen, dafl G,(-,z) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fur alle z € X
ist. **) Gn(-,z) heiBt dann auch Ubergangswahrscheinlichkeit.

Die Markoff-Kette heifit homogen, wenn die Abbildungen G, (bzw. die Ubergangswahr-

scheinlichkeiten) unabhéngig von n gewdhlt werden konnen.

Bemerkung: Der Ausdruck G,(B, z), z € X wird iblicherweise mit P(Z,, € B|Z,_; = z)

”»

bezeichnet (”bedingte Verteilung von Z, unter (der Hypothese) Z,_; =

Dic Verteilung einer Markoff-Kette ist durch das System der Ubergangswahrscheinlichkei-
ten sowie der Anfangsverteilung eindeutig bestimmt und 148t sich durch iterierte Integra-
tion vermoge (Al.1) darstellen (Satz von Ionescu Tulcea; vgl. etwa Ganssler/Stute, Satz
1.9.3.).

Im Fall ¥ = R™,B = B™ (Borel’sche o-Algebra iber R™,m € IN) nennt man die

Markoff-Kette {Z,,} auch m-dimensional.

*) etwa aufgrund des Faktorisierungssatzes fur bedingte Erwartungen (vgl. Bauer (1974),
§55 oder Ganssler/Stute (1977), Satz 1.2.24)
**) dies ist z.B. bei polnischen Raumen (X, B) méglich; vgl. Bauer (1974), Satz 56.5.
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Lemma A1l.1. Es seien Z;, Z, Zufallsvariablen auf (2, 4, P) mit Werten in Mefirdumen
(X1,B1) bzw. (X3, B3). Besitzt dann (Z1, Z;) eine (gemeinsame) Dichte h beziiglich eines

ProduktmafBes u ® v, wobei p auf By und v auf B; definiert sei, so ist

h(z1,22) f (z )>0
Al Zi =) =1 T o, Ja(la
(A1.3) fz,(22)21 = 21) {f(22), Falo) =0

eine bedingte v-Dichte von Z, unter Z; = z; (genauer: der (reguldren) bedingten Vertei-
lung P?2(-|Z; = z1)), wobei die Randdichte fz, von Z; durch

(21 € X],ZQ € Xz)

(Al.4) fz.(z1) = fh(21,~)du (z1 € 1)
definiert sei und f eine beliebige (aber feste) v-Dichte bezeichne.

Beweis: Es genligt zu zeigen, dafl

(A1.5) P(Zy€ By, Z, € By)= | P(Zy € By|Zy = z)P? (dz)
By

=/ / f2,(22121 = 21)v(dz2) f2, (21) p(d21)
B, /B,

= [ ] falalz = m)facondnudz)
By J B,
fir alle By € By, By € B, gilt.
Sei C' = {z1 € X1|fz,(z1) > 0}. Dann ist fiir alle z, € X,

(A1.6) /B f2,(22121 = 21)fz, (21)p(d21) =/

Bin

c fz2,(221Zy = 21)fz,(21)p(dz)

- /B Menz) o) = / Bz, ) de) = / h(zr, 22)(den),

1NC le(zl) B.nC By

also

([ Z / Sl = ) )pde i) = / 2 /| e o)

=/ hdp®v=P(Z € B1,Z; € By),
By xB,

was zu zeigen war. e

Man beachte, dafl die Wahl von f in der Fallunterscheidung in (A1.3) notwendig ist, um

eine regulire bedingte Verteilung zu erhalten.
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Beispiel Al.1.
a) Es seien Xy, X, abzdhlbar. Dann konnen p und v als Zahlmafle auf X; bzw. A,

gewahlt werden, d.h.

(A1.8) p= Z €a1s v= Z Eq,

T1€XL T2€X2
mit den Dirac-MaBen (Einpunkt-Verteilungen) ¢, definiert durch ¢,(B) = I(z € B)
(vgl. (0.11)). (A1.3) geht dann {iber in

P(ZQ = Zlel = 21), P(Z] = 21) >0

(A1.9) fz,(%2)Z1 = 21) = {f(zz), P(Zy=2)=0

(21 € Xy, 23 € Xy). Hierbei ist P(Zy = 2)|Zy = z1) = 'P(ZT(:Z;—ZT—) die gewdhnliche
(elementare) bedingte Wahrscheinlichkeit.

Es sei Xy = R™ ,X; = R™ (my,mq € IN). Besitzt dann (Z;, Z2) eine Dichte h
beztiglich des Lebesgue-Mafles A™ auf B™ mit m = mj + mg, so konnen p = A\™
und v = A™2 gewahlt werden, und eine bedingte A™2-Dichte von Z; unter Z; = z;
existiert im Sinne von (A1.3).

Entsprechendes gilt im gemischt-stetig-diskreten Fall. Ist beispielsweise f eine Z&hl-

dichte auf IV und g eine A'-Dichte und besitzt (Z;, Z;) die Verteilung
(A1.10) P(Zy=k,Z,€ B) = kf(k)/Bg(ky),\l(dy) (ke IN,B € BY),
d.h. eine Dichte h der Form

(A1.11) h(k,y) = kf(k)g(ky) (ke N,y € R)

beziiglich des ProduktmafBles ¢ ® A! mit pu = > oo, &;, *) so ist fz, = f, also nach
(A13)

(A1.12) fz,(ylZy = k) =kg(ky) (ye R ke V)

eine bedingte Al-Dichte von Z; unter Z; = k. Umgekehrt ist

kf(k)g(ky)

(A1.13) fa. (k22 =y) = s Ty

(ke N,y € R)

*)

Man beachte dabei, dal — etwa aufgrund der Substitutionsregel - [ kg(ky)\(dy) =

[ g(2)A(dz) = 1 gilt.
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eine bedingte Zahldichte von Z; unter Z; = y, sofern etwa g > 0 auf R (sonst ist

evtl. eine Fallunterscheidung wie in (A1.3) notig). Ist beispielsweise
g(y)=e"Y (y > 0; Ezponentialverteilung) und

f(k)=p(1 —p)* ' (ke IN,0 <p<1; geometrische Verteilung),

so ist
fz,(y|Zy = k) = ke ™ (y > 0; Ezponentialverteilung mit Parameter k, k € IN)

und
fz(k|Za =y) = (1= (1 =p)e )’ K(1-p)e ¥)* " (ke N,y >0)

(negative Binomialverteilung); vgl. hierzu auch Satz 4.9.

Lemima A1.2. Es sei {Z,} eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in einem Mefiraum
(X,B). Ferner moge fiir jedes n € IN der Zufallsvektor (Z1,...,Z,) eine Dichte hy
bezliglich eines Produktmafles py ® -+ @ pu, besitzen, wobei pj auf B definiert sei fiir
alle k € IN. Existieren dann mefibare Abbildungen ¢, : X x X — X, n > 2 derart, daf§

ho(z1y. ..y 20)

hn—l(zlw . -,Zn—l) -

(A1.14)

gn(Zn, 2n—1)

gilt fur alle zq,...,2p—1 € X mit hp—1(z1,...,2n-1) > 0, so ist {Z,,} eine regulare Markoff-
Kette. Lassen sich die Abbildungen g, sowie die p, dariiberhinaus unabhéngig von n

wahlen, ist die Markoff-Kette sogar homogen.

Beweis: Nach Lemma Al.1 ist
n(2ns 2n-1) = f2,(2nlZn-1 = 2n—1,..., 21 = z1) fur hp_1(21,...,2n-1) > 0, unabhéngig
von 2j,...,Zp—2. Setzt man g, auf den Bereich h,_1(z1,...,2,—1) = 0 im Sinne von

(A1.3) fort (etwa mit einer festen Dichte f), so zeigt Definition Al.1, daf die durch
(A1.15) Gn(B,z) = / 9n(y, 2)pn(dy), z€X,BeBn>2

B
definierten Abbildungen die dort geforderten Eigenschaften besitzen und insbesondere

(A1.16) P(Z, € B|Zn_1,...,21) = Go(B,Zn—1) fast sicher (B € B,n > 2)
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erfullen. Aus der Unabhéangigkeit der g, und g, von n folgt ferner die der G, und somit
die Homogenitat der Markoff-Kette. o

Der obige Beweis zeigt, dafl die (geeignet fortgesetzten) Abbildungen g, zugleich (bedingte)
fin-Dichten der Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markoff-Kette bilden.

Beziehung (A1.14) 148t sich auch folgendermaflen interpretieren:
Ist jede der Dichten h, darstellbar als Produkt

(A1.17) ho(z1y. .y 20) = h1(z1) Hgk(zk,zk_l) (21y.-.,2n € X,n € IN),
k=2

wobei gg(zg, zx-1 ) mefSbar und in z; eine pg-Dichte ist (k > 2), so ist (A1.14) erfiillt und
daher {Z,} eine Markoff-Kette.

Beispiel A1.2. Es sei {X,} eine Folge unabhingiger, reeller Zufallsvariablen, Z, =
> ko1 Xk, n € IN. Ferner moge jedes X, eine Dichte f, beziiglich eines Mafles s,
auf B! besitzen. Dann ist {Z,} eine Markoff-Kette mit bedingten Dichten

(Alls) fZ,,(anZn—l = Zn—l) = fn(zn - Zn—l)v Zn,2n-1 € R,n 2> 2.

Kann man die Dichten f,, und die Mafle p, zusatzlich identisch fiir alle n € IN wihlen, so
ist die Markoff-Kette homogen.

Es ist niimlich P?» = sk}_, PX* (Faltung), also
(A1.19) ha(z1, -0 20) = fi(z21) [] felze = 26-1) (21,-.0,20 € Ron € IN)
k=2

eine @ _, pk — Dichte von (Z1,...,Zy,) (vgl. etwa Bauer (1974), §24).

Die in Beispiel A1.2 betrachteten Zufallsvariablen Z, besitzen wegen
Zyt1=2Zn+Xpy1, n€N

eine rekursive Struktur der Form

(A120) Znt1 = Hn(Zn,Xn+1), n € N,
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wobei H, mefibar und X,y von (Z;,...,Z,) unabhingig ist. Die folgenden Resultate

zeigen, daf} eine solche Struktur in gewisser Weise charakteristisch fiir Markoff-Ketten ist.

Lemma A1.3. Es seien {Z,},{X,} Folgen von Zufallsvariablen mit Werten in Mefirau-
men (X, B) bzw. (Y,C) und Hy : (¥ x Y,B®C) — (X, B) meBbare Funktionen derart,
daf} die Darstellung

(A1.21) Znyy = Hp(Zn, Xng1), nelN

gelte und jeweils X4, unabhangig von (Z,...,Z,) sei. Dann bildet {Z,} eine regulare
Markoff-Kette, und es ist

(A1.22 P(Zn41 € B|Z, =z) = P(Hn(2,Xn41) €B), z€X,BeBnelN
eine geeignete Version der bedingten Verteilung von Z,4; unter Z, = z.

Beweis: Mit der Unabhéngigkeitsannahme ergibt sich zunéchst

(A1.23) P(Zp41 € B|Zy,....21) = P(Ho(Zy, Xu41) € B|Zn, ..., Z1)

= P(H,(Zn,Xn41) € B|Z,) fast sicher (B € B)

und weiter fur B,C € B
P(Zn,+1 € B,Z, € C)=P(Hy(Zn,Xn+1) € B,Z, € C)

= /P(Hn(z,Xn+1) € B,z € C)PZ"(dZ) = / P(Hn(Z,Xn+1) S B)PZ"(dZ),
C

woraus (A1.22) unmittelbar folgt. e

Man beachte, dafl in Lemma A1.3 nicht vorausgesetzt wird, daf die Folge {X,} selbst
unabhéngig ist (eine solche Situation tritt z.B. auf, wenn Markoff-Ketten durch Stoppzei-
ten gewonnen werden; s.u.). Allerdings sind die Voraussetzungen von Lemma A1.3 erfiillt,
wenn die Folge {Z;, X2, X3,...} unabhéingig ist, da nach (A1.21) jedes Z, eine Funktion
lediglich der Zufallsvariablen Zy, Xo, ..., X, ist, wie man etwa mittels vollstandiger Induk-
tion sofort sieht. Unter der (restriktiveren) Unabhangigkeitsannahme ist also insbesondere

X, 41 unabhéngig von (Z;, ..., Zy) fir alle n € IN.
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Beispiel A1.3. Es sei {X,} eine unabhingige Folge reeller Zufallsvariablen und Z, =
max(Xi,...,Xn), n € IN. Dann ist nach Lemma A1.3 {Z,} eine Markoff-Kette mit

(A1.24) P(Zn41 S y|Zn = 2) = P(max(Xn41,2) < y) = P(Xnq1 S y)(y > 2)

(y,z € IR) als mdglicher Wahl fiir die (reguléren) bedingten Verteilungsfunktionen.

Man beachte, da8 (Z1,...,Z,) i.a. keine (A"—)Dichte besitzt, auch wenn die Z; eine
(A —)Dichte besitzen (da etwa P(Z; = Z,) = P(X, < X1) > 0 sein kann!), also Lemma
A1.2 hier nicht anwendbar ist.

Eine gewisse Umkehrung des vorigen Lemmas A1.3 enthélt der nachfolgende Satz A1.1, zu
dessen Vorbereitung allerdings noch die folgende Verallgemeinerung des ersten Teils von

Lemma 1.2 notig ist.

Lemma A1.4. Es sei X eine reelle Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F und W eine

weitere, von X unabhéngige, R(0, 1)-verteilte Zufallsvariable. Ferner bezeichne
(A1.25) F_(z)=P(X <z), z€R

die linksseitig-stetige Version der Verteilungsfunktion von X. Dann gilt:
(A1.26) V=WFX)+(1-W)F_(X)

ist ebenfalls R(0, 1)-verteilt.

Beweis: Sei zunachst X diskret mit Werten in der (abzdhlbaren) Menge X = {z1,z2,...}.

Fiir Borel-Mengen B € B! gilt dann

(A1.27)  P(V € B)= ) P(F_(zx)+ W(F(zx) — F_(zx)) € B|X = 2)P(X = )

k=1

_ = AY(BN(F_(2x), F(zx)])
= 2 (o), Fleo)

(F(ex) — F-(2))
k=1

= Z M(B N (F_(zx), F(z1)]) = \Y(BN(0,1)) = R(0,1)(B).
k=1
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Sei nun X beliebig verteilt, X die Menge der Unstetigkeitsstellen von F (Atome von PX),
C =U,ex(F-(z),F(z)] (€ B'). Die obige Rechnung zeigt, daf dann fiir B € B’

(A1.28) P(VeB,XeX)=2(BnC)=R(0,1)(BNC)
gilt sowie wegen F_(z) = F(z), « € X (Komplement von X)
(A1.29) P(VeB,XeX)=PF(X)€B,X € X°)=R(0,1)(B\C)

analog zum Beweis von Lemma 1.2. Durch Summation der beiden letzten Gleichungen

erhdlt man nun das gewlinschte Ergebnis. o

Satz Al.1. Es sei {Z,} eine reelle regulire Markoff-Kette auf (2, A, P) mit bedingten
Verteilungsfunktionen Fy(y|z) = P(Z, < y|Zy-1 = 2), ¥,z € R,n > 2. Dann existiert
(gegebenenfalls nach Vergrofierung des Wahrscheinlichkeitsraumes) eine unabhangige Folge
{V} R(0,1)-verteilter Zufallsvariablen, unabhangig von Z;, so da8

(A1.30) Zoy1 = F}1(Vut1|Z,)  fast sicher (n € IN)
gilt. Eine mogliche Wahl fur {V,} ist dabei
(A1.31) Vi = WaFo(ZnlZnt) + (1 = Wa)Fo—(Zn|Zui), n>2

fir (irgend)eine unabhangige Folge {W,} R(0, 1)-verteilter Zufallsvariablen auf (2, A, P),
unabhéngig von {Z,}.

Beweis: Fir beliebige z1,...,2, € IR ist nach Lemma Al.4
(A132) V;+1 = n+1Fn+1(Zn+1IZn :Zn,...,Zl 221)

+(1 = Why1)Frg1,~(Zng1)Zn = 2n,- -, 21 = 21)

fiir jedes n € IN R(0, 1)-verteilt, unabhéangig von z1,..., z,. Somit ist wegen der Markoff-
Eigenschaft von {Z,} auch V,,4+1 R(0, 1)-verteilt und unabhangig von (Z1,...,Z,) fir alle
n € IN. Wegen

(A133) Fn+1’_(Zn+1|Zn) < Vn+1 < Fn+1(Zn+llZn) fast sicher
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fiir alle n € IV gilt nun aufgrund der Definition der Pseudo-Inversen (Definiton 1.2) auch

(A1.34) Zns1=F}1(Vay1|Z,)  fast sicher;
insbesondere ist also fast sicher jedes Z,, Funktion nur von Z1, Vs, ..., V, furallen € IN und
daher mit dem vorher gezeigten V,41 auch von Zy,Va,...,V, fir alle n € IV unabhéngig,

also die Folge {Z;, V5, V3, ...} selbst unabhingig wie behauptet.

Hiermit ergibt sich die Aussage des Satzes, sofern eine von {Z,} unabhingige Folge
{W,} R(0,1)-verteilter Zufallsvariablen auf (£2, A, P) existiert, was aber durch geeignete
Vergroflerung des Wahrscheinlichkeitsraumes durch Produktbildung stets erreicht werden

kann. e

Bemerkenswert an der Aussage des Satzes A1.1 ist die Tatsache, dafl fiir (reelle) Markoff-
Ketten eine rekursive Struktur der Art (A1.21) stets mit einer Folge {Z;, X2, X3,...}
unabhdngiger Zufallsvariablen (zumindest fast sicher) erreicht werden kann, auch wenn
urspringlich zur Darstellung der Markoff-Kette nicht vollstandig unabhéingige Zufallsva-

riablen verwendet wurden (vgl. die Bemerkungen im Anschlufl an Lemma A1.3).

Im folgenden soll nun gezeigt werden, wie aus unabhéngigen Folgen von Zufallsvariablen
durch Verwendung geeigneter Stoppzeiten in natiirlicher Weise Markoff-Ketten erzeugt

werden konnen.

Definition A1.2. Es sei {X,,} eine (beliebige) Folge von Zufallsvariablen mit Werten in
einem Mefiraum (X, B). Eine Zufallsvariable T' mit Werten in IV heifit Stoppzeit bezgl.
{X.}, wenn es zu jedem n € IN eine Menge 4,, € B = @' B gibt derart, daf

(A1.35) {T=n}={(X1,....,Xn) € 4.}
gilt.

Die Bedingung (A1.35) besagt also in anderer Form, dafl das Ereignis {T" = n} mefbar

bzgl. der von Xj,..., X, erzeugten o-Algebra ist. Insbesondere ist die durch
(AISG) (XT)(w) = XT(W)(LO), weN

definierte Zufallsvariable mefbar wegen

(A1.37) {Xr € B} = D {(X1,...,X0n) € An,Xn € B} (B€B)

n=1
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mit den Mengen A,, aus Definition A1.2.

Natirlich lassen sich auch allgemeiner Stoppzeiten fir Folgen {X;|¢ € I} mit anderen
(abzahlbaren, geordneten) Indexmengen I definieren; hierbei hat man lediglich eine geeig-

nete Bijektion von IV auf I zu betrachten.

Satz A1.2. Es sei unter den Voraussetzungen von Definition A1.2 {X,} eine unabhangige
Folge mit Verteilung PX» = Q fiir alle n € IN. Dann gilt:

a) {T =n} und {X,41,Xn42,...} sind unabhangig fir alle n € IV

b) {Xr4n} ist unabhangig und identisch verteilt mit Verteilung Q

¢) (T, Xr) und {Xr4+,} sind unabhéngig.

Beweis: Fiir m,n € IN und By,...,By, € B gilt

m

(A1.38) PUT =n} 0 ({Xuix € Bi}) = P(X1, ..., Xnsm) € An x X Bi)
k=1 k=1

= P((X1,..-,X3) € Ag)P((Xnt15- -, Xnym) € X Bi) = P(T =n) [[ Q(Bx),
k=1 k=1
wobei wieder A, die die Stoppeigenschaft definierende Menge aus (A1.35) sei. Hieraus

folgt a). Ferner ist

m

(A1.39) P({T =n,Xr € Bo} N [ |{Xr4x € Bx})

k=1

ZP((XI,...,Xn+n,) € (A,,ﬂ(/\.’"_l X Bo)) X X Bk)
k=1

= P((X1,...,Xa) € AN (X" x By)) [] Q(Bx)

k=1

= P(T =n,Xr € Bo) [] Q(Bx),
k=1

was ¢) und b) ergibt (letzteres mit By = X’ und Summation tiber allen € IV). o
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In gewissen Situationen kann es erforderlich sein, Stoppzeiten auch noch fiir den Fall n = oo

zu betrachten, etwa vermoge

(A1.40) (T = o} = {(X1,Xa,...) € Aso}

mit

(A1.41) Ao = ( D An x X X)°.
n=1 k>n

Die Aussage des Satzes A1.2 bleibt dann erhalten, wenn T fast sicher endlich ist, d.h.
P(T < 00) = 1 bzw. P(T = oo) = 0 gilt. Man hat dabei lediglich formal eine Zufallsva-
riable X, zu definieren, die nicht im Wertebereich der Folge {X,,} liegt (typischerweise
etwa im reellen Fall X, = 0o 0.4.); entsprechend ist dann auf der Menge {T = oo} auch

Xr4n = Xoo zu setzen fir alle n > 0.

Satz A1.3. Unter den Voraussetzungen von Satz Al.2 sei T eine Stoppzeit bezgl. der
Folge {X,} und S € IN eine Stoppzeit bezgl. der Folge {X1, X141, X742,...} mit einer
die Stoppeigenschaft im Sinne von (A1.35) definierenden Mengenfolge {B,|n € IV} , d.h.
{S=n}={(Xr,...,X14n) € Bn}, n € IN. Dann gilt:

a) T + S ist Stoppzeit bezgl. {X,}

b) {X1+s+1, X14+5+2,. .-} ist unabhingig von (T, X7) und identisch verteilt mit Vertei-

lung Q
¢) S und T sind bedingt unabhéngig unter Xz, d.h. es gilt

P(T =n,S =k|Xr)=P(T =n|X7)P(S =k|Xr) fastsicher (k,n€ IN),

wobei

P((Xl,...,)(n_l,l‘) (S An)
Z;?_—l P((X],...,Xj_l,r) € A])

(A1.42) P(T =n|Xr=z)=

(A1.43) P(S =k|Xr =2)=P((z,X1,...,Xx) € By) (kyn€ N,z € X)

reguldre Versionen der bedingten Verteilungen von T bzw. S unter Xt = z bilden,
sofern der Nenner in (A1.42) nicht verschwindet (in diesem Fall ist die bedingte Ver-

teilung im Sinne von Lemma A1l.1 geeignet zu definieren).
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d) P(S=k|T,X7)=P(S=k|Xr) fastsicher, ke IN.
e) P(S=k,Xr4s € CIT =n,Xr =12) = P((z,X1,...,Xk) € Bx, Xk € C)

=P(S =k Xrys € C|Xr =12)
bzw.
P(T+S=m,Xris € C|T =n,Xp =2) = P(S =m — n, X745 € C|Xr = z)

und
P(Xrys€C|Xr =1)

=Y P((z,X1,...,Xx) € Bi,Xy €C) (k,n,m € N,m >n,C € B,z € X).
k=1

£) P(T =n,S = k| X7, Xrp5) = P(T = n|X2)P(S = k| X1, X14s) mit
P(S=kXr=2,Xr+s=y)

— P((z, X1,..., Xk-1,y) € Bx)
E;“;l P((‘T)Xh“ 'vXj—17y) € B])

(k,ne IN,z,y € X).

Beweis:

a) Esist fiir allen € IN,n > 2

(A1.44) P(T+5=n)=p(U{T=k,5=n-k})
k=

n—1
= P(U{(le-ka) € Ak,(Xky'“»Xn) € Bn—k}) = P((le"'7Xﬂ) € Cn)
k=1

mit
n—1

(A1.45) Cn= [J{(Ar x X" *) N (X*7" x Bn_i)},
k=1

also T'+ S Stoppzeit im Sinne von Definition Al.2.

b) Es ist fiir n,m € IV, B € B,C,, € B{™ aufgrund von Satz A1.2 b) und c)

(A146) P(T = n,XT € B,(XT+S+1,. . 7XT+S+m) € Cm)
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ol

P(T=n,Xr € B,(X7,...,X74%) € B, (XT4k41,- - -, XT4k4m) € Cr)

x
Il

1

=Y P(T=n,Xr € B,S = k)P((Xr4k41,---» XT4k4m) € Cm)
k=1

= P(T =n,X1 € B)(Q) Q)(Cnm),
=1
woraus die Behauptung folgt.
c) Esistfirne IN,Be B

(A1.47) P(T =n,X7 € B) = P((X1,...,Xn) € An, X,, € B)
- /P((Xl,...,X,,_l,a:) € An,z € B)PX"(dx)
= /BP((Xl,...,X,,_l,z) € 4,,)Q(dz),
also
(A1.48) h(n,z) = P((X1,...,Xn-1,2) € An) (ne N,z € X)

eine ;@ Q-Dichte von (T, X7) mit pp = Y oo, €k Mit Lemma Al.1 ergibt sich hieraus

h(n,z)
E;i1 h(j,z)’

Dies ist (A1.42). Analog ist fir k € IN,B € B

(A1.49) P(T=n|Xr=2)= nelN,ze€X.

(A1.50) P(S =k, X1 € B)

=Y P((Xiy,...,Xn) € An, X0 € B,(Xn, ..., Xnsx) € By)
n=1
:/ Zh(nvx)P((I>Xn+]1--->Xn+k)eBk)PXH(d‘T)
Bn:l

=AZh(n,x)P((x,Xl,..‘,Xk)EBk)Q(dﬂf)

_ / P((z, X1, ..., Xx) € By)PX* (dz)
B
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nach (A1.47), so daB

(A1.51) P(S=klXr=2z)=P((z,X1,...,Xk) € Bg) (=:9(k,z)) (zelX)
folgt. Analog ergibt sich

(A1.52) P(T=n,S=k,Xr € B)

= P((X1,...,Xn) € Ap, X1 € B,(Xn,..., Xn+r) € Br)

= / P((X1,..., Xno1,2) € An, (2, Xnt1, - - -, Xnsk) € Bp)PXn(dz)
B

= [ hn ok, 2)Qe),
d.h. h(n,z)g(k,z) ist eine p @ u ® Q-Dichte von (T, S, Xr) und damit

h(n,z)
Z]o‘i] h(j, )

Ein Vergleich von (A1.53) mit (A1.49) und (A1.51) liefert nun das gewiinschte Ergeb-
nis.

Aus (A1.52) folgt weiter, dafl g(k, z) eine @-Dichte von S unter T' = n, X7 = z ist,
und zwar unabhéngig von n. Dies liefert das gewilinschte Ergebnis.

Fir k,n € IN,B,C € B gilt in Erweiterung von (A1.47) und (A1.52)

(A1.53) P(T=nS=kXr=2)= g(k, ).

(A1.54) P(T=n,Xr€B,S=kXrys€C)

= P((X17~~~7Xn) € Anwx'n € B:(Xm"-vXn-i-k) € BkaXn+k € C)
= / hn,2)P((z, Xpn41,- -, Xntk) € B, Xntr € C)Q(dz).
B

Mit (A1.48) und der identischen Verteilung der {X,} ergibt sich nun der erste Teil
der Behauptung. Der zweite Teil folgt unmittelbar durch Summation tber k.
Aus (A1.54) folgt ferner mit f(k,z,y) = P((z,X1,...,Xk—1,Yy) € Bi)

(A1.55) P(T=n,S=kXreB,XryseC)

- / [ 40,55 (k2. 00Q Qe dy) (ki € Nz, € )
BJC
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d.h. h(n,z)f(k,z,y) ist eine p @ p ® @ ® @-Dichte von (T, S, X1, X1+s). Die Be-
hauptung ergibt sich daher durch Division nach Summation tber n und k aufgrund

von Lemma Al.l. e

Man beachte, dal fiir die bedingte Verteilung von S unter X7 ==z gegebenenfalls
P(S = ool X7 = z) > 0 moglich ist (ndmlich wenn Y p; g(k,z) < 1 ist). Allerdings ist
wegen P(S < 00) =1 auch Y 1o, g(k,z) = 1 (Q-)fast sicher.

Definition A1.3. Es sei {X,,} eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in einem Me8-
raum (X, B) und {T},} eine (im endlichen streng monotone) Folge von Stoppzeiten bezgl.
{X,} derart, daf} :

Ty ist Stoppzeit bezgl. {X,}
Tit1 — Tk ist Stoppzeit bezgl. {X7,, X1, 41,...}, k€ IN.*)

Dann heift die Folge {T},} Markoff-vertraglich.

Satz A1l.4. Es sei {X,} eine unabhéngige, identisch verteilte Folge von Zufallsvariablen
mit Werten in einem Meiraum (X, B) und {T%} eine Markoff-vertragliche Folge fast sicher
endlicher Stoppzeiten. Dann gilt: -

a) {Xr,} und {(Tk, X1,)} bilden jeweils eine Markoff-Kette mit Ubergangswahrschein-
lichkeiten wie in Satz A1.3 e). Sind die die Stoppeigenschaften der Tyy; — Tx de-
finierenden Mengen der Art (A1.35) dariiberhinaus unabhéngig von k, so sind die
Markoff-Ketten homogen.

b) Die Stoppzeiten {T1, Tr4+1 — Tx|k < n} sind bedingt unabhéingig unter Xr,,. .. s X T

mit

(A156) P({T] = ]1} n ﬂ {Tlc+1 - Tk = jk}lXTu e 7XTn+1)
k=1

= P(Ty = 1| Xn) [] P(Texs = Th = el X1, X1y) (oG € IN)

k=1

*) dh. {Tky1 = Tk = n} = {( X1, X415, XTy4n) € A,} flir geeignete Mengen
An, neNN
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und bedingten Wahrscheinlichkeiten wie in Satz A1.3 f).

Beweis: O.B.d.A. kénnen wir uns auf endliche Stoppzeiten beschranken. Nach (A1.35)
existiert dann zu jedem k € IN eine meibare Abbildung Hy 4 derart, dal

(A1.57) XTk+l = Hei( X1, X141, XTo42, - - )

gilt, wobei {Xr,+jl7 € IN} nach Satz Al.2 unabhéingig und identisch wie die gegebene
Folge {X,} verteilt und auch unabhingig von X7, ist. In Analogie zu Satz A1.3 b) 1afit
sich zeigen, daf8 die Folge {X7,4;|j € IN} sogar auch von {(T;, X7,)|¢ < k} unabhingig
ist.

Entsprechendes gilt fiir die Doppelfolge {(Tx, X1, )}

Nach Lemma Al.3 ergibt sich damit die Markoff-Eigenschaft dieser Folgen sowie deren
Homogenitat unter der angegebenen Zusatzbedingung, da in diesem Fall die Abbildungen
H41 nicht von k abhingen.

Die bedingte Unabhéngigkeit der {77, Tx4+1 — T} ergibt sich analog zu Satz A1.3 f) durch

eine entsprechende Erweiterung der Beziehung (A1.54). e

Man beachte, daf8 die in (A1.57) verwendeten Zufallsvariablen Z; = (X7, 4;|7 € IV),
k € IN i.a. nicht unabhingig sind.

Man kann zeigen, daf§ die Markoff-Eigenschaft der Folgen { X1, } und {(T%, X1,)} sowie die
bedingte Unabhangigkeit der {T1,Tx+1 — Tk} auch dann noch erhalten bleiben, wenn die

zugrundeliegenden Zufallsvariablen {X,} selbst allgemeiner eine homogene Markoffkette

bilden (vgl. z.B. Pfeifer (1984b)).

Beispiel A1.4. Unter den Voraussetzungen von Satz Al.4 sei @ die Verteilung der {X,,}
und {Dx} C B eine Familie von Mengen mit 0 < Q(Dx) < 1,k € IN. Ferner sei

(A1.58) T; = inf{n € IN|X, € D}
Tk+1 = lnf{n > Tkl‘Yn S Dk+]}, k € IN.

Dann ist {Tkx} Markoff-vertraglich, denn es ist

(A1.59) (T, =n} = ﬁ (X: ¢ D;}N{X, €Dy}

=1
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n—1

{Tiyr = Te =n} = () { X1t € D1} N {X1,1n € Dy}, kyn € IV.

=1

Nach Satz Al.4 sind also {Xr1, } und {(Tk, X1,)} Markoff-Ketten mit

(Al.GO) P(XTk+1 € CIXTk = :l‘)

j—1

=Y P((&,X1,...,X;) € X x X Diyy x (Disr N C))
j=1

=1

8

= : 1(1 — Q(Di41)Y ' Q(Dr41 NC) = %

ZQ(CIDIC+1)=P(XTI¢+1 EC) (kEW,CEB,1 EX)a

unabhéngig von z, d.h. {X7,} ist selbst unabhingige Folge mit PX7: = Q(-|Dy),k € V.
Analog ergibt sich fir 1 <n <m,C € B,z e X

(A161) P(Tk+1 = TTI,,XT,H,l € ClTk = n,XTk = 1’)

= (1= Q(Dr41))" "' Q(Di41)Q(C|Diy1) = P(Tes = m|Tx = n)P(Xr,,, € C),

unabhéngig von z, d.-h. Txy; und X1, ,, sind bedingt unabhéngig unter (T}, X7, ) bzw. Ty;
hieraus folgt auch, da {T}} eine Markoff-Kette mit unabhingigen, geometrisch verteilten
Zuwdchsen bildet (dies ergibt sich z.B. aus (A1.59)) mit

(A1.62) P(Ty =n) = (1 - Q(D1))" ' Q(Dy)

P(Tit1 =Tk =n) = (1 = Q(Di4+1))" ' Q(Di+41) (n,k € IV).

Anschaulich besagt Beispiel Al.4 also, daf8 die gegebene Folge der Beobachtungen immer
dann (und zwar zum k-ten Mal) gestoppt wird, wenn ein Wert in der Menge D) beob-
achtet wird. Die derart gestoppte Folge realisiert dann die (elementare) bedingte Vertei-
lung Q(-|Dx), wobei die gestoppten Werte unabhéangig voneinander sind. Die Wartezeiten
Ti+1 — Tk sind ebenfalls unabhingig (auch von den gestoppten Werten) und jeweils (mit

unterschiedlichen, durch Q(Dy41) gegebenen Parametern) geometrisch verteilt.

Das folgende Resultat zeigt, daB sich eine dhnliche Struktur ergibt, wenn die obigen Mengen

Dy in gewisser Weise von den X7, abhidngen diirfen.
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Lemma A1.5. Unter den Voraussetzungen von Satz Al.4 sei @@ die Verteilung der {X, }
und {D(z)|]z € X} C B eine Familie von Mengen mit 0 < Q(D(z)) < 1 fiir Q-fast alle

z € X. Ferner sei
(A163) T] =1, Tk+1 = mf{n > Tk|Xn € D(XTk)}, ke N.

Dann ist {T;} Markoff-vertraglich, und {X7,} und {(T%,X1,)} sind homogene Markoff-

Ketten mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

(Al1.64) P(X7,,, € ClX7, =12)=Q(C|D(z)) Q — fast sicher

(AL85) P(Tiss = m, X1, € C|Tk =n, Xz, = 2) = (1 - Q(D(x))" "' Q(C N D(=))

= (1-Q(D(x))" " 'Q(D(2))Q(C|D(z))
= P(Tky1 =m|Tk = n, X1, = 2)P(X1,,, € C| X1, =12) Q — fast sicher

(k,n,m € IN,m > n,C € B,z € X). Ferner sind {Tx4; — Ti|l < k < n} bedingt
unabhéngig unter {X7,|1 <k <n+ 1} mit

n
(A1.66) P(({Tesr — T = jxH X7y, = 21, X701 = Tnt1)
k=1

= [I P(Tesr = T = jal Xz, = 2x) = [[(1 = QD(ex)* 7' Q(D(24))
k=1 k=1

(n€N,j1,...,Jn € N, 21,...,Tny1 € X).

Beweis: Analog zu Beispiel Al.4. Dabei ist in (A1.539) D; durch X und Djy, durch
D(Ty) zu ersetzen sowie in (A1.60) jeweils Dgyq durch D(z); entsprechend fir (A1.61).
Insbesondere sind also Ty41 — Tx und X7, bedingt unabhéngig unter Xr,, so dal X1, ,,
als bedingende Variable in (A1.56) entfallt. o
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Definition A1.4. Eine Familie {Z(¢)|t > 0} von Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (£, A, P) mit Werten in einem MefSraum (X, B) heifit (regularer) Markoff-
Proze$ , wenn fiir alle monotonen Folgen {t,} C Rt {Z(¢,)} eine (regulire) Markoff-
Kette ist. Der Markoff-ProzeB heifit (zeitlich) homogen, wenn zusétzlich fir alle Folgen
{tn} € R mit Gitterstruktur (d.h. tp41 —t, = const > 0,n € IV) die Markoff-Kette
{Z(t,)} homogen ist.

Der Markoff-Proze {Z(t)|t > 0} heiit reiner SprungprozeB, wenn jede Realisation
{Z(t;w)|t > 0} eine rechtsseitig stetige Treppenfunktion ist, d.h.

oo
(A1.67) Z(tw) =Y Zka (@) [(Tecy(w) <t < Te(w)) (w € Q)

k=1
gilt mit geeigneten Zufallsvariablen {Z, Ty} mit Ty = 0und 0 < 77 < T < ... fast sicher.
Sind die Zi(w) paarweise verschieden, nennt mann die {T%} auch ”echte” Sprungzeiten

des Markoff-Prozesses.

Bemerkung: Markoff-Prozesse mit anderen ”Zeitbereichen” als [0, 00) fiir ¢ lassen sich
natlirlich analog definieren. Gebrauchlich sind dabei vor allem unendliche Teilintervalle,
etwa [a, 00) mit beliebigem a € R.

Man beachte, da8 die Zufallsvariablen {Zx} in (A1.67) nicht unterschiedlich zu sein brau-
chen, so daf§ ggf. nur endlich viele (echte) Sprungzeiten {T%} existieren (vgl. das nachfol-

gende Beispiel).

Beispiel A1.5 (Bernoulli-Prozef)

Es sei T' > 0 eine Zufallsvariable und
(A1.68) Zt)=I(T<t), t>0.

Dann ist {Z(t)|t > 0} ein Markoff-Proze8. Dieser ist genau dann homogen, wenn T' £(\)-
exponentialverteilt ist (A > 0).

Dies folgt aus der Form der (einzig nicht-trivialen) bedingten Wahrscheinlichkeit

(A1.69) P(Z(tn) = 1Z(tn-1) = ... =2(h) =0) =
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P(Z(t) = ... = B(tam) =0,2(tn) = 1)
P(Z(t1)=...=Z(tn-1) =0)
_ P(t,_1 <T <ty)

= < —_
Py <T) P(T <to]T > tyno)

fir alle 0 < ¢y <t3... < ty,n € IN (sofern der Nenner nicht verschwindet).

Die Homogenitéatsbedingung ist dabei gleichbedeutend damit, da8 die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten P(T' < t + h|T > t) fiir alle ¢,h > 0 unabhingig von t sind, was die
Gedichtnislosigkeit der Verteilung impliziert und somit &dquivalent zum Vorliegen einer

Exponentialverteilung fur T ist.

Bemerkung: Der homogene Bernoulli-Prozef§ kann also als Modell fiir den radioaktiven

Zerfall eines (einzelnen) Atoms angesehen werden; vgl. hierzu auch Beispiel (0.1).

Satz A1.5. Ein regulirer homogener Markoff’scher Sprungproze8 {Z(t)|t > 0} mit (ech-
ten) Sprungzeiten {T%} besitzt (genau) die folgende Struktur:

a) Ty — Tx—1 und Z(T}) sind bedingt unabhéngig unter Z(Tj_;) fur alle k € IV

b) Es existiert eine meflbare Abbildung A() : (X,B) — ((0,00),(0,00) N B')*) derart,
daB ’

(A1.70) P(Ty —Teey > t|2(They) =2) =M t>0,z€ X, ke IV,

d.h. Ty — Ty, ist (bedingt) exponentialverteilt mit einem vom letzten ”Zustand”

Z(Tx-1) = z abhéngigen Parameter A(z), und es gilt
.1
Az) = I}:E’)l EP(Z(t +h) #£ 2|Z(t) = 2)
(unabhéngig von t > 0)

¢) {Tx — Tk-1|1 < k < n} sind bedingt unabhingig unter {Z(T%)|0 < k < n} mit der
durch (A1.70) gegebenen bedingten Verteilung, d.h.

(A1.71) P( ﬁ {Tk —Tg1 > L‘k}|Z(To) = 20,.- .,Z(Tk) = Zk) =
k=1

*) AN B! bezeichne die Spur-o-Algebra der Borel-Menge A in B’
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= [[ P(T = Tkcy > 66| 2(Tir) = 201) = exp( D —A(zk-1)te)
k=1

k=1
(n€ IN,ty,...,tn >0,20,...,2, € X)

d) Die Folge {Z(T%)} bildet eine homogene Markoff-Kette mit

.. P(Zt+h)eB|Z(t) =2)
P(Z(T) € BIZ(Tx1) = 2) =¥ 57 o 721200 = 2)

(z € X,z ¢ B, B € B), unabhangig von t > 0.

Beweis: Siehe Breiman (1968), Abschnitte 15.5 und 15.6 (man beachte, daf§ die dortige
Argumentation wegen der vorausgesetzten Regularitdt des Markoff-Prozesses unmittelbar

auf beliebige Mefirdume (X, B) {ibertragen werden kann). e

Bemerkung: Ein homogener Markoff’scher Sprungproze kann also konstruiert werden
durch Vorgabe einer homogenen Markoff-Kette { Z, } als moglicher Wertefolge des Prozesses
sowie einer Folge von Sprungzeiten {Tj}, welche unter Zy = zx,k > 0,2 € X bedingt
unabhangige und £(A(z))-verteilte Zuwachse besitzt mit Z(Ty) = Zx, k > 0.

Beispiel A1.6. (Poisson-Prozef)
Es sei {T}} eine Folge von Zufallsvariablen mit unabhangigen, £(\)-verteilten Zuwachsen
(A > 0,7y = 0). Dann heifit der durch

o)
(A1.72) Z(t) = (k=1)I(Thoy <t <T) (t20)
k=1
definierte regulare Markoff’sche Sprungprozel Poisson-Proze mit Parameter A. Dieser

hat folgende Eigenschaften:

a) P(Z(t) =n) = e ME (n,t20),
d.h. Z(t) ist Poisson-verteilt mit Parameter ¢, ¢ > 0

b) {Z(¢)|t > 0} hat unabhangige, Poisson-verteilte Zuwachse, d.h. es gilt fir alle mono-
tonen Folgen {t;} C R*: {Z(tx) — Z(tx—1)} ist eine unabhingige Folge mit

(A1.73) P(Z(tx) — Z(tk—1) =n) = P(Z(tx — ti—1) = n)
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— e—/\(tk—tk_l)()‘(tk - f’c-l))n7 n> O,k e N
n!
(vgl. die z.T. sehr ausfiihrliche Literatur hierzu, etwa Cinlar (1975), Chapter 4, Ross
(1983), Chapter 2, auch Géanssler/Stute (1977), Abschnitt 7.5, Bauer (1974), §68).

Bemerkung: Man kann sich einen Poisson-Prozefl zusammengesetzt denken aus einer Ite-
ration gleichartiger homogener Bernoulli-Prozesse, die nach jedem erfolgten Sprung neu
(und unabhéngig von der Vergangenheit) auf dem jeweilig erreichten ”Niveau” des Prozes-
ses gestartet werden.

Die Sprungzeiten {T}} heilen auch Ankunftszeiten des Poisson-Prozesses, da dieser haufig

zur Modellierung von Bedienungssystemen verwendet wird (vgl. z.B. Ross (1983)).

Beispiel A1.7. (Inhomogener Poisson-Prozef)
Es sei A:[0,00) — [0,00) eine schwach monoton wachsende, stetige Funktion mit
lim¢—.oo A(t) = o0, und {Z(¢)|t > 0} ein homogener Poisson-Proze$ mit Parameter 1.

Dann ist auch der durch
(A1.74) Z*(t) = Z(A(t)), t>0

definierte Prozef} ein reguldrer Markoff scher Sprungproze8. Dieser heifit (sofern A nicht-

linear ist) inhomogener Poisson-Proze mit Zeittransformation A(-). Es gilt:
a) P(Z°(t) =n) = P(Z(A(t)) =n) = V4T, 5,120

b) Die Ankunftszeiten (Sprungzeiten) {I7} = {47!(T%)} bilden eine regulare Markoft-

Kette mit f]bergangswahrscheinliChkeiten
P(T{ > y|Ti-y = z) = P(T > A(y)|Tk-1 = A(z)) = exp(—[A(y) — A(z)])

(0 <z <y,k € IN)*). Hierbei bezeichne A™! die Pseudo-Inverse von A4 (vgl. Defini-
tion 1.2 und Cinlar (1975)).

c) {Z*(t)|t > 0} hat unabhéngige, Poisson-verteilte Zuwachse mit

(AL.75) P(Z*(t) = Z"(tx—1) = n) = P(Z(A(tx) — A(tx-1)) = n)

*) vgl. auch die Ausfihrungen in der Bemerkung zu Beispiel A2.2
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= oA~ A(t_y)] (A(te) = Alte—1))"
n!

) TlZO,k‘EN,

wobei eine Poisson-Verteilung mit Parameter 0 mit der Dirac-Verteilung ¢y zu identi-

fizieren ist.

Bemerkung: Fir A(t) = At,t > 0 188t sich formal auch ein (homogener) Poisson-Prozef3

mit Parameter A\ > 0 unter das letzte Beispiel subsumieren.

Ist die Funktion A(-) sogar absolut-stetig, so nennt man die dann fast iberall existierende
Ableitung A'(t) = A(t),t > 0 die Intensitatsfunktion des Poisson-Prozesses. Es gilt dann

also
(A1.76) E(Z(t))=A(t) = /t A(s)ds, t>0.

Im Falle des homogenen Poisson-Prozesses mit Parameter A ist also A(t) = A, t > 0.

Beispiel A1.8. Es sei a > 0 und {V;} eine unabhingige Folge R(0, 1)-verteilter Zufalls-

variablen. Dann wird durch

a
I= Vi
die Ankunftszeitenfolge eines inhomogenen Poisson-Prozesses mit Intensitdtsfunktion

At) = 1I(t > a),t > 0 bzw. Zeittransformation A(t) = N 1ds = log(%) fiir t > a und

a

(AL.77) T = ke N

0 fiir 0 < t < a definiert. Die Ankunftszeitenfolge dieses Poisson-Prozesses besitzt die

ﬁbergangswahrscheinlichkeiten

(A1.78) P(T; > y|Tf_, = z) = g a<z<ykel.

Es ist namlich .

T*
Ty = 1og(7'°) = AT =) —logV;, kel

j=1

die Ankunftszeitenfolge eines homogenen Poisson-Prozesses mit Parameter 1, da —log V;
E(1)-verteilt ist fur alle j € IV, also mit A7Y(¢) = ae';t > 0 T = A7 (Tw),k € IV
tatsachlich Ankunftszeitenfolge eines inhomogenen Poisson-Prozesses mit der angegebenen

Intensitatsfunktion ist. Beziehung (A1.78) ergibt sich damit aus Beispiel A1.7 b).
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A2 Punktprozesse

Die Ausfihrungen in diesem Abschnitt sind im wesentlichen an Kallenberg (1986) orien-
tiert; vgl. auch Karr (1986) und Resnick (1987), Chapter 3.

Definition A2.1. Es sei (X,B) ein polnischer Raum *) und R der Ring der relativ-
kompakten (d.h. hier: beschrankten) Teilmengen von B. Ein Maf y auf B heifit Radon-
Maf8, wenn p auf R endlich ist. Die Menge aller Radon-Mafle auf B werde mit M bezeich-

net.

M bezeichne die durch die sog. Evolutionsabbildungen
(A2.1) rg: (M,M) = (R",R* N B :7p(p) — uw(B) (B€B)

erzeugte o-Algebra **) iber M.

Sei (92, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine (mefbare) Abbildung £ : (2,4, P) —
(M, M) heiBt zufélliges MaB (auf B). Ist zusitzlich jede Realisation {(w),w € Q ein
abzdhlendes Ma8, d.h. gilt

(A2.2) ‘ &(B)e Z* U{oo} fiir alle B € B,

so heifit £ PunktprozeB (auf B).
Das durch

(42.3) (E€)(B) = E(((B)), BeB

definierte Mafl B¢ auf B (welches nicht notwendig in M liegt!) heifit IntensitatsmaB (zu
dem zufalligen Maf £ bzw. dem PunktprozeB ).

*) d.h. X ist ein lokalkompakter Hausdorfl-Raum, der das zweite Abzahlbarkeitsaxiom
erfillt (und damit metrisierbar ist); B ist die von der Topologie iiber X erzeugte Borel’sche
o-Algebra (vgl. Bauer (1974), Definition 41.2. und Kallenberg (1986), Appendix 15.6);
Beispiel: (IR™,B™),m € IN
**) unter den hier getroffenen Voraussetzungen kann man sich dabei sogar auf die Mengen
B € R beschranken
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Beispiel A2.1. Es sei (X,B) ein polnischer Raum und {Xi|1 < k¥ < n},n € IN cine
Familie von Zufallsvariablen auf (2, A, P) mit Werten in (X, B). Dann definiert

(A2.4) £=) ex,
k=1

einen Punktprozef.

Fiir jede Realisation X;(w),..., Xp(w),w € Q ist ndmlich {(w) ein endliches abzahlendes
Maf} mit Tragerpunkten {Xi(w)|l <k < n}.

Offensichtlich bildet allgemeiner auch

(A2.5) £=) ex,
k=1

fiir eine Folge {X,,} von Zufallsvariablen einen Punktproze im Sinne von Definition A2.1,
wenn z.B. lim, . p(X1,X,) = oo gilt (mit einer die Topologie auf X erzeugenden Metrik
p) , da dann in jeder beschrankten Borel-Menge B héchstens endlich viele der X, liegen.

Bemerkung: Man kann Definition A2.1 auch noch dahingehend erweitern, daf fir ein
zufélliges Mafl bzw. einen PunktprozeB ¢ nur gefordert wird, dafl die Realisationen von &
fast sicher Radon-Mafle sind. Mitunter reicht es dabei sogar, sich lediglich auf o-endliche
MaSBe zu beschrénken, wenn man die entsprechenden ¢ durch abzahlbar viele (Radon’sche)
zufillige Mafle bzw. Punktprozesse zusammensetzen kann. In diesem Sinn bildet die in
(A2.5) definierte Abbildung ¢ etwa auch dann noch einen Punktproze$, wenn alle (fast
sicheren) Haufungspunkte der Folge {X,} isoliert sind. (Dies trifft z.B. dann nicht mehr
zu, wenn die {X,,} unabhéngig und identisch verteilt sind mit einer Verteilung,deren Tréiger
dicht in X liegt).

Beispiel A2.2. (Poisson’scher Punktprozef})
Es sei (X, B) ein polnischer Raum*), B € B und p ein Mafl auf B mit 0 < p(B) < co. Ferner
sel N eine Poisson-verteilte Zufallsvariable mit E(N) = u(B) und {X,} eine unabhangige

*) fir das vorliegende Beispiel kann sogar ein beliebiger Mefraum (X', B) gewahlt werden
(vgl. Kallenberg (1986), S. 17)
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Folge identisch verteilter Zufallsvariablen mit Werten in (X, B), unabhéngig von N mit

Verteilung @ gegeben durch
KA N B)

A2.6 A) = , A€B.
(426) o) =
Dann wird durch
N =)
(A2.7) €= ex, =y I(N >k)x,
k=1 k=1

ein Punktproze {p auf B definiert (Poisson’scher Punktproze$ auf B). Dieser hat die
folgenden Eigenschaften:

a) £g(A) = Eg(ANB) fast sicher fur alle A € B, d.h. {p ist fast sicher auf B konzentriert

b) Das Intensitatsmafl Efp ist gegeben durch

8

E¢p(A) = ) E(I(N 2 k))E(ex,(A))

E
Il

1

=Y P(N 2 k)P(X; € 4) = E(N)Q(4) = w(ANB), A€B
k=1

c) Fir jede Menge A € B ist {g(A) Poisson-verteilt mit Parameter E{g(A), d.h. es gilt

(A2.8) P(¢p(A) =n) = e-EfBH)(ﬂL, nez?t

A)"
n!
d) Der PunktprozeB £ hat unabhingige Poisson-verteilte Zuwichse, d.h.:
Fir jede Folge paarweise disjunkter Mengen {Ax} C B gilt:
{€B(A)} ist eine unabhingige Folge von Zufallsvariablen mit
o~ Een(a) (Eéa(AK))"

(429) P(Ea(Ar) = n) = &
Far p(B) = 0 kann man analog {p = 0 setzen.

Damit 1aBt sich allgemeiner ein Poisson’scher Punktproze8 £ mit o-endlichem Intensitéts-
mafl E¢ = p auf B wie folgt erhalten:

Ist {B,} C B eine paarweise disjunkte Mengenfamilie mit u(B,) < co, n € IN, und sind
¢, unabhangige Poisson’sche Punktprozesse auf B, der obigen Art, soist £ = Y 0o €5,
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wieder ein PunktprozeB mit den Eigenschaften c) und d) und Intensitatsmafl y. Dieser
heiBt (allgemeiner) Poisson’scher Punktproze8.

Insbesondere ist die Verteilung von ¢ (als Mafl auf M) eindeutig durch g = E{ bestimmt
und unabhangig von der speziellen Wahl der Familie {B,}.

Bemerkung: Ein Poisson’scher Punktproze8 kann als natiirliche Verallgemeinerung des
in Anhang A1 eingefithrten Poisson-Prozesses angesehen werden. Mit den Bezeichnungen
aus Beispiel A1.6 und A1.7 ist namlich im Falle (X, B) = (IR!, B!) die Funktion A(-) eine
maflerzeugende Funktion, d.h. es existiert ein o-endliches, auf R konzentriertes Maf§ u

auf B! derart, daf8

(42.10) A(t) = (=00 t]) (£ 0)

gilt. Ist nun € ein Poisson’scher Punktprozefd mit diesem Intensitatsmaf u, so liefert
(42.11) 2(t) = €((~o0,t]) (t20)

eine Version des Poisson-Prozesses mit Zeittransformation A(-) im Sinne von Beispiel A1.7.
Man beachte dabei, daB sich Beispiel A1.7 c¢) aus Beispiel A2.2 d) ergibt, indem man
Ak = (tk-1,tk], k € IN wihlt.

Der Ubergang von einem (Markoff’schen) Poisson-Prozef zu einem Poisson’schen Punkt-
prozeB ist also der Fortsetzung eines Pramafles auf einem Mengen(halb)ring (z.B. den

Intervallen des IR™) zu einem Maf} auf der davon erzeugten o-Algebra vergleichbar.

Insbesondere bietet der PunktprozeB-Zugang eine einfache Mdglichkeit, Poisson-Prozesse
mit dem Zeitintervall [0,00) 0.d. in natiirlicher Weise auch auf z.B. ganz IR auszudehnen.
Hierzu braucht man in (A2.11) lediglich den Parameter ¢ tiber ganz IR variieren zu lassen,
wobei dann 4 ein beliebiges (c-endliches) Maf auf B! ist.

So kann etwa der in Beispiel A1.8 betrachtete Poisson-Prozefl auf den grofleren Zeitbereich
(0,00) vermoge eines Poisson’schen Punktprozesses £ mit (o-endlichem) Intensitatsmaf
mit der A'-Dichte A(s) = 1I(s > 0),s € IR fortgesetzt werden, indem man (A2.11) ent-
sprechend anwendet.

Insbesondere Beispiel A1.7 b) 1483t sich folgendermaBen verallgemeinern:

Ist {T¢} eine (streng monotone) regulire Markoff-Kette mit Ubergangswahrscheinlich-

keiten wie in Beispiel A1.7 b) und Anfangsverteilung P(T} > y) = ezp(—A(y)), y €
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IR, wobei jetzt A(-) eine beliebige, auf IR stetige, schwach-monoton wachsende Funktion
mit limy—, oo A(y) = 0,limy_.o0 A(y) = oo ist, so ist £ = Y o, ety ein Poisson’scher
PunktprozeB mit einem Intensitatsmal der Form FE¢((a,b]) = A(b) — A(a), a < b. Die
{T¢¥} heiBen wieder Ankunftszeiten des Poisson-Prozesses. Umgekehrt ergibt die Folge
der Ankunftszeiten eines solchen Poisson’schen Punktprozesses eine Markoff-Kette mit der

angegebenen Struktur.

Die polnische Struktur des MeSraumes (X, B) kommt vor allem dann zum tragen, wenn
die schwache Konvergenz (der Verteilungen) von zufélligen Maflen bzw. Punktprozessen
betrachtet wird, d.h. die Konvergenz von [ f(£,)dP gegen [ f(£)dP fiir zufillige Mafle
bzw. Punktprozesse {,, &} fir alle auf M stetigen, reellen, beschrinkten Funktionen
f. Hierzu muf die Menge M allerdings mit einer geeigneten Topologie versehen werden.
Eine solche ist die vage Topologie; diese ist die grébste Topologie auf M, fiir die samtliche

Abbildungen
uH/fdu (neM,feKx)

stetig sind, wobei K(X') die Menge aller auf X stetigen reellen Funktionen mit kompaktem
Triger bezeichne (vgl. Bauer (1974), S. 221). Die vage Topologie erzeugt zugleich auch die
o-Algebra M iiber M, wobei (M, M) selbst zu einem polnischen Raum wird (Kallenberg
(1986), Satz 15.7.7.).

Satz A2.1. Unter den Voraussetzungen von Definition A2.1 seien ,,¢, n € IN zufillige
Mafe (bzw. Punktprozesse). Ferner bezeichne R¢ = {B € R|{(OB) = 0 fast sicher},
wobei OB den Rand der Menge B bezeichne. Dann ist dquivalent:

a) Pt — pt schwach (n — o0)

b) P(¢n€S) - P(E€S) (n—oo)

fur alle S € M mit P(6 € 95) =0
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0) P4, fn(A0) _, pUEAD,£(A0)  schwach  (n — oo)
fur alle k € IV, Ay, ..., Ax € Re.
Beweis: siche Kallenberg (1986), Theorem 4.2. und Satz 15.4.1. e

Definition A2.2. Ein Punktprozef £ heifit fast sicher einfach, wenn fast sicher jede Rea-

lisation £{(w) die Form
(A2.12) (W)=Y €&, (WEN)
k=1

mit n € IN U {oo} und {ax} C X besitzt mit z; # z; fur: # j.

Beispielsweise sind Poisson’sche Punktprozesse, deren Intensitatsmafl absolut-stetig ist
(d.h. welches eine Lebesgue-Dichte besitzt), einfach, wie man an der Konstruktion sol-
cher Punktprozesse aus Beispiel A2.2 ersehen kann; dabei kann man sich sogar noch auf

die Stetigkeit der zum Intensitatsmafl gehorigen maferzeugenden Funktion beschranken.

Fir solche (einfachen) Punktprozesse 1a8t sich eine hinreichende Bedingung fur schwache

Konvergenz wie folgt formulieren:

Satz A2.2. Es sei p eine die Topologie auf X’ induzierende Metrik und ¢ ein fast sicher
einfacher Punktproze. Ferner sei T C R ein Halbring von Mengen mit der Eigenschaft:
Zu jedem B € R und € > 0 existieren endlich viele Mengen I ,...,I, € T mit B C
U;l=1 I; und §(I;) = sup{p(z,y)lz,y € I;} < e,1 < j < n. Dann sind die folgenden
beiden Bedingungen hinreichend fiir die schwache Konvergenz einer Folge {£,} von (nicht

notwendig fast sicher einfachen) Punktprozessen gegen §:

k k
(42.13) Jim P(a(|J 1) = 0) = PE(J 1) =0)

i=1 =1

fir alle k € IN,I,..., Iy € T
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(A2.14) limsup E€,(I) < E¢(I) < o0
fir alle I € 7.

Beweis: siehe Kallenberg (1986), Theorem 4.7. o

Bemerkung: Im Fall (X¥,B) = (R™,B™),m € IN erfullt der Halbring 7 der (z.B. links-
offenen, rechts-abgeschlossenen) Intervalle die Voraussetzungen von Satz A2.2 fir jeden
fast sicher einfachen Punktprozefl ¢ (vgl. Kallenberg (1986), S.11 und Lemma 4.3.). In
diesem Fall sind also allein die Bedingungen (A2.13) und (A2.14) hinreichend fiir schwache

Konvergenz.

Lemma A2.1. Besitzen unter den Voraussetzungen von Satz A2.2 die Punktprozesse
{€n, €} sdmtlich unabhangige Zuwachse, d.h. sind flir jede paarweise disjunkte Familie
von Mengen {A;} C B die Zufallsvariablen {£,(A4;)]: € IN}, {é(A;)|¢ € IN} unabhéngig, so
kann in Bedingung (A2.13) k = 1 gewahlt werden.

Beweis: O.B.d.A. konnen die Vereinigungsmengen in (A2.13) als paarweise disjunkt ange-
nommen werden. Unter Ausnutzung der Unabhangigkeit der Zuwachse der Punktprozesse
lassen sich dann die in (A2.13) untersuchten Wahrscheinlichkeiten als Produkte der Form
[T, P(én(L) = 0) bzw. []7_, P(£(1;) = 0) schreiben, womit das Lemma bewiesen ist. e

Bemerkung: Sind die {¢,,¢} simtlich (Radon’sche) Poisson’sche Punktprozesse, kénnen
die Bedingungen (A2.13) und (A2.14) sogar durch die alleinige Bedingung

(A2.15) ”lgrolc E&(I)=E¢I), I€T

ersetzt werden, da hieraus sofort

(42.16) lim P(6u(I) = 0) = lim ™ P = =P = P(¢(1) = 0)

fir alle I € T folgt.
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Nicht-Radon’sche Punktprozesse (etwa im Sinne der Bemerkung im Anschlufl an Bei-
spiel A2.1 oder Poisson’sche Punktprozesse mit nicht-endlichen, aber o-endlichen Inten-
sitdtsmafen) lassen sich dagegen nicht ohne weiteres unter den obigen schwachen Konver-
genzbegriff subsumieren, da flir die vage Topologie iiber der Menge der betrachteten Mafle
auf B die Integrierbarkeit der stetigen Funktionen auf X mit kompaktem Tréger vorausge-

setzt werden mufl. Man kann in diesem Fall aber lokal-schwache Konvergenz betrachten:

Definition A2.3. Eine Folge {£,} von Punktprozessen (bzw. deren Verteilungen) heifit
lokal-schwach konvergent gegen einen Punktprozess ¢ (bzw. dessen Verteilung), wenn
es eine disjunkte Zerlegung X = |Jzo, Bx mit Mengen {Bi} C B gibt derart, daf alle
Punktprozesse £, (- N Bi), &(- N By) (fast sicher) Radon’sch sind und é,(- N By) schwach
gegen (- N By) konvergiert fiir jedes k € IV.

Bemerkung: Anstatt einer disjunkten Zerlegung von X in Mengen {B:} kann auch
aquivalent eine isotone Approximation von X durch Mengen {Bx} mit den angegebenen
Eigenschaften gefordert werden, da durch Vereinigungs- bzw. Differenzmengenbildung die
eine Situation in die andere und umgekehrt tiberfithrt werden kann.

In diesem Sinne konvergiert etwa die Folge der Poisson’schen Punktprozesse {&x} mit den
Intensitatsmafien

E€n(A) = / Yis (AeBnem)

An[n-1,00) $

lokal-schwach gegen den Poisson’schen Punktproze £ mit dem Intensitatsmafl

Be(A) = / Yis (aeB

AN(0,00) S

(etwa mit der Wahl By = (—o0,0] U [, 00)).

Fiir eine weitergehende Diskussion vgl. in diesem Zusammenhang auch Resnick (1987).
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A3 BASIC-Programm ”Extremwertanalyse”

Mit dem unten aufgefiihrten Programm lassen sich empirische Daten daraufhin iiberpriifen,
ob sie (approximativ) einem der sechs moglichen Extremwertverteilungstypen mit Vertei-
lungsfunktionen G1, G2, G3 (fir Maxima) bzw. Hy, Ha, Hs (fir Minima) entstammen.
Die Daten koénnen dabei entweder aus einer (evtl. vorgegebenen) Datei WERTE.DAT
eingelesen oder aber manuell (bis max. 1000 Werte) eingegeben werden. In jedem Fall
bestehen die Optionen

- Sortieren der Daten nach Grofie
— Sichern der (ggf. sortierten) Daten in der Dateit WERTE.DAT

(MS-DOS-Format). Zur weiteren Ausfithrung des Programms miissen die Daten auf jeden
Fall sortiert sein!

Das Programm berechnet geméaf den Ausfithrungen in §0 (S. 10-12) mit der Methode
der kleinsten Quadrate die Konstanten a und b fur die lineare Anpassung im entspre-
chend transformierten Koordinatensystem. die empirische Korrelation sowie den maxima-
len Abstand der empirischen zur geschétzten Verteilungsfunktion. Gegebenenfalls ist der
gewlinschte Parameter « der Verteilung zu spezifizieren (bei Gy, G3, Hz, H3). Fallen einige
der Daten in den Bereich auflerhalb des Tragers der geschatzten Verteilung, wird auerdem

die Meldung ”unzuldssige Schatzung” ausgegeben.

Zusatzlich werden die Daten zusammen mit der geschitzten Regressionsgeraden graphisch
dargestellt. Die Wiedergabe geschieht dabei so, dafl die kleinste Beobachting unten links
und die gréBte oben rechts auf dem Bildschirm sichtbar ist. Die Daten sind zusatzlich auf
der Abszisse graphisch markiert.

Bei den Fragen ”Gewlinschte Hohe der Ausgabe” bzw. ” Gewtinschte Breite der Ausgabe”
ist die vorhandene Bildschirmgrofie anzugeben (bei einem Bildschirm mit 200 mal 640
Rasterpunkten etwa ”7199” und "639™).

Die Skalierung der Ordinate kann ebenfalls vorgewahlt werden. Die 50%-Markierung ist

dabei zur Orientierung deutlicher ausgeprégt.

Mit demselben Datensatz konnen verschiedene Anpassungen durchgefiihrt werden.
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10 REM"Extremwertanalyse

20 CLS

30 KEY OFF

40 REM

50 REM'"sokkkkkkdokkkkkk*x*x Dateneingabe ¥kkkkkiodokkioksiokkkkik!!
60 REM

70 INPUT "Sollen Daten aus der Datei WERTE.DAT eingelesen werden (j/n)";A$
80 IF A$="j" THEN GOSUB 550

90 IF A$="j" THEN GOTO 210

100 PRINT "Manuelle Dateneingabe: (max. 1000 Werte)"
110 DIM X(1000)

120 DIM Y(1000)

130 DIM H(1000)

140 FOR I=1 TO 1000

150 PRINT "x(";I;")=";

160 INPUT X(I)

170 INPUT "Ende der Eingabe (j/n)";B$

180 IF B$="j" THEN GOTO 200

190 NEXT I

200 N=I

210 INPUT "Sollen die Daten sortiert werden (j/n)";C$
220 IF C$="j" THEN GOSUB 680

230 INPUT"Sollen die Daten gesichert werden (j/n)";CC$
240 IF CC$="j" THEN GOSUB 850

250 CLS

260 PRINT "Ausgabe der sortierten Daten:"

270 PRINT

280 PRINT

290 FOR I=1 TO N

300 MM=(I+2) MOD 3

310 PRINT TAB(MM*26+1);"x(";I;")=";X(I);

320 NEXT I

330 REM

340 REM"skkskkiokkkirkkx Ausgabekonfiguration skikkkksokkskokksk ook
350 REM

360 PRINT

370 PRINT

380 INPUT "Gewiinschte Hohe der Ausgabe";HHE
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390 INPUT "Gewiinschte Breite der Ausgabe";BREITE

400 DIM YY(100)

410 INPUT "Gewiinschte Skalierung (in % ; min. 1 (%),max. 50 (%))";SK
420 IF SK<1 OR SK>50 THEN GOTO 410

430 HN=INT(100/SK)

440 REM

450 REM"#k¥ikx*** Spezifikation des Verteilungstyps ¥kdkkdcksokkk!!
460 INPUT "Verteilungstyp (Gi, G2, G3, H1, H2, H3)";V$

470 IF V$="H1" THEN GOTO 920

480 IF V$="H2" THEN GOTO 1120

490 IF V$="H3" THEN GOTO 1320

500 IF V$="G1" THEN GOTO 1510

510 IF V$="G2" THEN GOTO 1700

520 IF V$="G3" THEN GOTO 1890

530 PRINT "Falsche Angabe. Bitte wiederholen:"

540 GOTO 460

550 REM

560 REM'sxkkik¥ikkki*x Dateneingabe aus Datel sdkkdckidoksokkkiokiodokx!!
570 REM

580 OPEN "WERTE.DAT" FOR INPUT AS #1

590 INPUT #1,N

600 DIM X(N)

610 DIM Y(N)

620 DIM H(I)

630 FOR I=1 TO N

640 INPUT #1,X(I)

650 NEXT I

660 CLOSE #1

670 RETURN

680 REM

690 REM" sokskxokokkokkokkkodkokkaokkkk Sortieren Hkkikokkkkokokskkokokskokkkkkkkkk !
700 REM

710 FOR K=1 TO N-1

720 MIN=X(K)

730 J=K

740 FOR I=K+1 TO N

750 IF X(I) >= MIN THEN GOTO 780

760 MIN=X(I)



770
780
790
800
810
820
830
840
850
860
870
880
890
900
910
920
930
940
950
960
970
980
990
1000
1010
1020
1030
1040
1050
1060
1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140

182

J=I

NEXT I

SWAP X(K),X(J)

NEXT K

RETURN

REM

REM'"*#***k*x**** Speicherung der Eingabedaten ¥ikikikikkkkkkkk'
REM

OPEN "WERTE.DAT" FOR OUTPUT AS #1

WRITE #1,N

FOR I=1 TO N
WRITE #1,X(I)

NEXT I

CLOSE #1

RETURN

REM

REM"' skkkskokkskokokokskokkokkkokkkx Hi1 vorbereiten  dkskkskkskokdokskk kkkkkkkk!
REM

FOR I=1 TO N
Y(I)=L0G(-LOG(1-I/(N+1)))
NEXT I
FOR I=1 TO HN

IF I*SK<100 THEN YY(I)=LOG(-LOG(1-I*SK/100)) ELSE J=1
NEXT I

Y50=L0G(-L0G(.5))

GOSUB 2090

FOR I=1 TO N

H(I)=1-EXP(-EXP(A*X(I)+B))

NEXT I

GOSUB 2320

INPUT "Weiter (j/n)";VV$

IF VV$="j" THEN GOTO 1100

STOP

SCREEN 0

GOTO 2750

REM

REM" skokoskokokokokk skokokkskkkokkkokk H2 vorbereiten sokskkskskskskskskkokkkkkkokkk!!
REM
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1150 INPUT "Alpha=";ALPHA
1160 FOR I=1 TO N-1

1170 Y(I)=-(-LOG(1-I/N))"~ (-1/ALPHA)

1180 NEXT I

1190 Y(N)=0

1200 FOR I=1 TO HN

1210 IF I*SK<100 THEN YY(I)=-(-LOG(1-I%*SK/100))" (-1/ALPHA) ELSE YY(I)=0
1220 NEXT I

1230 Y50=-(-L0G(.5))" (-1/ALPHA)

1240 GOSUB 2090

1250 IF A*X(N)+B>0 THEN GOTO 1300

1260 FOR I=1 TO N

1270 H(I)=1-EXP(-(-A*X(I)-B)" (-ALPHA))

1280 NEXT I

1290 GOTO 1060

1300 FLAG = 1

1310 GOTO 1060

1320 REM

1330 REM" sk kdkkkkkkkkkkkkkkxkx H3 vorbereiten *kkokkkkkkkkk kkkkkkkkk!'
1340 REM

1350 INPUT "Alpha=";ALPHA

1360 FOR I=1 TO N

1370 Y(I)=(-LOG(1-I/(N+1)))" (1/ALPHA)

1380 NEXT I

1390 FOR I=1 TO HN

1400 IF I*SK<100 THEN YY(I)=(-L0OG(1-I*SK/100))" (1/ALPHA) ELSE J=1
1410 NEXT I

1420 Y50=(-L0G(.5))" (1/ALPHA)

1430 GOSUB 2090

1440 IF A*X(1)+B<0 THEN GOTO 1490

1450 FOR I=1 TO N

1460 H(I)=1-EXP(- (A*X(I)+B)" ALPHA)

1470 NEXT I

1480 GOTO 1060

1490 FLAG =1

1500 GOTO 1060

1510 REM

1520 REM" sskkkskkokkkskiokkkkkx Gl vorbereiten #kkkkskkkkikskkkokdkkkokd k'



184

1530 REM

1540 FOR I=1 TO N

1550 Y(I)=-LOG(-LOG(I/(N+1)))

1560 NEXT I

1570 FOR I=1 TO HN

1580 IF I*SK<100 THEN YY(I)=-LOG(-LOG(I*SK/100)) ELSE J=1
1590 NEXT I

1600 Y50=-LOG(-LOG(.5))

1610 GOSUB 2090

1620 FOR I=1 TO N

1630 H(I)=EXP(-EXP(-A*X(I)-B))

1640 NEXT I

1650 GOTO 1060

1660 NEXT I

1670 GOTO 1060

1680 FLAG = 1

1690 GOTO 1060

1700 REM

1710 REM“******************** G2 vorbereiten ok 3k ok 3k 3k ok 3k 3K %k 5k % %k %k % % %k K k Kk k k'
1720 REM

1730 INPUT "Alpha=";ALPHA

1740 FOR I=1 TO N

1750 Y(I)=(-LOG(I/(N+1)))~ (-1/ALPHA)
1760 NEXT I

1770 FOR I=1 TO HN

1780 IF I*SK<100 THEN YY(I)=(-LOG(I*SK/100))~ (-1/ALPHA) ELSE J=1
1790 NEXT I

1800 Y50=(-L0G(.5))" (-1/ALPHA)

1810 GOSUB 2090

1820 IF A*X(1)+B < O THEN GOTO 1870
1830 FOR I=1 TO N

1840 H(I)=EXP(-(A*X(I)+B)"~ (-ALPHA))
1850 NEXT I

1860 GOTO 1060

1870 FLAG = 1

1880 GOTO 1060

1890 REM

1900 REM' sk xkkokkkkkkokkkkkkk G3 vorbereiten kkkkkokskkkkkkk kkkkkkkkk'
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1920
1930
1940
1950
1960
1970
1980
1990
2000
2010
2020
2030
2040
2050
2060
2070
2080
2090
2100
2110
2120
2130
2140
2150
2160
2170
2180
2190
2200
2210
2220
2230
2240
2250
2260
2270
2280
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REM

INPUT "Alpha=";ALPHA

FOR I=1 TO N-1
Y(I)=-(-LOG(I/N))" (1/ALPHA)
NEXT I

Y(N)=0

FOR I=1 TO HN

IF I*SK<100 THEN YY(I)=-(-LOG(I*SK/100))~ (1/ALPHA) ELSE YY(I)=0
NEXT I

Y50=-(-L0G(.5))" (1/ALPHA)
GOSUB 2090

IF A*X(N)+B>0 THEN GOTO 2070
FOR I=1 TO N
H(I)=EXP(-(-A*X(I)-B)" ALPHA)
NEXT I

GOTO 1060

FLAG = 1

GOTO 1060

REM

REM!"" 5 5k 5k %k % 5% %k % 5k % %k % % Korrelationsberechnung 2k 3k ok ok ok ok % ok 3k %k 3K ok %k ok %k ok kK '
REM

SX=0

SXX=0

FOR I=1 TO N

SX=SX+X(I)

SXX=SXX+X(I)*X(I)

NEXT I

SY=0

SYY=0

SXY=0

FOR I=1 TO N

SY=SY+Y(I)

SYY=SYY+Y(I)*Y(I)
SXY=SXY+X(I)*Y(I)

NEXT I

DELTA=SX*SX-N*SXX
A=(SX*SY-N*SXY)/DELTA
B=(SX*SXY-SXX*SY) /DELTA
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GAMMA=SY*SY-N*SYY
KORR=A*SQR(DELTA/GAMMA)

RETURN

REM

REM " 5k 2k 5k 5k 5k %k 5k %k 3k 3%k % 3k 3 % % % %k % Bildschirmausgabe 2k 5k ok 5k >k 3k >k %k 3k >k 3k 3% %k 5k % >k %k %k kk !
REM

SCREEN 2

CLS

IF ALPHA > O THEN PRINT"Alpha=";ALPHA
ALPHA=0

PRINT"a=";A

PRINT"b=";B

IF FLAG=1 THEN GOTO 2720

GOSUB 2640

PRINT"Max. Abweichung:";S*100;"%"
PRINT"Korrelation:'";KORR

PRINT

LINE (O0,HHE) - (BREITE,HHE)

LINE (BREITE,HHE) - (BREITE,O)

FOR I=1 TO HN-J

YYI = HHE*(Y(N)-YY(I))/(Y(N)-Y(1))
LINE (BREITE-5,YYI) - (BREITE,YYI)
NEXT I

J=0

YY = HHE*(Y(N)-Y50)/(Y(N)-Y(1))

LINE (BREITE-15,YY) - (BREITE,YY)

FOR I=1 TO N

XI = BREITEx(X(I)-X(1))/(XMN)-X(1))
YI = HHE+(Y(N)-Y(I))/(Y(N)-Y(1))
CIRCLE (XI,YI),2

LINE (XI,HHE-5) - (XI,HHE)

NEXT I

CIRCLE (0,HHE),5

LINE (O,HHE*(Y(N)-A*X(1)-B)/(Y(W)-Y(1)))
- (BREITE,HHE*(Y(N)-A*X(N)-B)/(Y(N)-Y(1)))
RETURN

S=0

FOR I=1 TO N
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D=ABS(I/N-H(I))

E=ABS((I-1)/N-H(I))

S=.5%(S+D+ABS(S-D))

S=.5%(S+E+ABS(S-E))

NEXT I

GOTO 2740

PRINT "Unzulassige Schdtzung"

FLAG=0

RETURN

REM

REM!" sk ok ok sk ok ok 3k ok %k ok ok % ok ok %k 5k Abbruch/For‘tsetzung ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k ok ok !
REM

INPUT "Weitere Verteilungstypen (j/n)";W$
IF W§<>"j" THEN GOTO 2810

GOTO 410

INPUT "Weitere Daten (j/n)";WWW$

IF WWW$="j" THEN GOTO 10

STOP
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Symbolverzeichnis

(O,A,P) Wahrscheinlichkeitsraum

pX Verteilung der Zufallsvariablen X

E(X) Erwartungswert der Zufallsvariablen X

Var(X) Varianz der Zufallsvariablen X

[0} Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung
&) Exponentialverteilung mit Parameter X
R(a,b) (stetige) Gleichverteilung iiber [a,b]

B(n,p) Binomialverteilung mit Trefferwahrscheinlichkeit p
PO Poisson-Verteilung mit Parameter X

£y Dirac-Verteilung im Punkt x

I(A) Indikatorfunktion des Ereignisses A

(o) Gamma-Funktion
B™ Borel'sche s-Algebra iiber R™

Am Lebesgue-MaB iiber B™
® ProduktmaB

* Faltung

F_(x) linksseitig-stetige Version der Verteilungsfunktion F(x)
¢t Pseudo-Inverse von ¢

My.n k-te Ordnungsstatistik

M, Maximum von n Zufallsvariablen

m Minimum von n Zufallsvariablen

P Potenzmenge

D Gleichheit in Verteilung
D(G), D(H) Anziehungsbereiche von Extremwertverteilungen
X[, Xgp linker/rechter Endpunkt einer Verteilung

IxT groBte ganze Zahl n < x

IxIL kleinste ganze Zahl n > x

E] Stirling-Zahlen

C Euler-Konstante

~ asymptotisch gleich

0,0 Landau-Symbole

Zn Permutationsgruppe der Zahlen {1,2,...,n}

EEt IntensitdtsmaB des Punktprozesses

R Evolutionsabbildung

JB Rand der Menge B

KO Menge der stetigen Funktionen auf X mit kompaktem Triger
-1l Norm

L= Banach-Raum der absolut-beschrinkten Folgen

E‘; Banach-Raum der absolut-beschrinkten Matrizen

D’i‘z Banach-Raum der absolut-summierbaren Matrizen
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Sachwortverzeichnis

Abhangigkeit, m-, 35
Aquivalenz, t-, 44
Anziehungsbereich (einer Extremwertverteilung), 21, 52, 133
- hinreichende Bedingungen, 37
Ausfallrate, 82
- integrierte, 82
Bruchdehnung, 13, 35, 45, 50
Dichte, 8, 9
- bedingte, 149, 152
- fiir Ordnungsstatistiken, 140, 141
- Zahl-, 89, 150
Durchschlagsfestigkeit (von Kondensatoren), 8
Erwartung, bedingte, 148
- Faktorisierung, 148
Evolutionsabbildung, 171
Faltung, 152
Folgen, stationdre, 35, 52, 102
Funktionalgleichung(en), 32
Gesetz der groBen Zahlen, 3, 79. 88
Grenzverteilungen fiir Extrema, Typen, 18, 30, 79, 92, 93, 122
Grenzwertsatz, zentraler, 1. 57. 88, 94, 131
Halbwertszeit, 3, 145
Indikatorfunktion (eines Ereignisses), 3, 120, 123, 139
Konvergenz
- gleichmiBige, 58
- lokal-schwache, 109. 116. 178
- schwache, 2

- von Ordnungsstatistiken. 144, 145

- von Punktprozessen. 173
- penultimative, 62
- von Dichten, 62
Konvergenzgeschwindigkeit. 33
- bei Exponentialverteilung. 56
- bei Gamma-Verteilung, 57
- bei gemeinsamen Extrema. 135
- bei Gleichverteilung, 60
- bei Normalverteilung, 56
- bei Weibull-Verteilung als Grenzverteilung, 60
Konstante
- Euler'sche, 6, 70, 72, 79. 80. 88, 89, 112, 114
- Avogadro-, 6, 62, 145
Konstanten, normalisierende, 2, 17, 38, 50, 52, 62, 92, 108, 115, 122, 130, 133, 145
- bei Exponentialverteilung, 5
- bei Gamma-Verteilung, 48
- bei Gleichverteilung, 60
- bei Normalverteilung, 46
- bei Weibull-Verteilung als Grenzverteilung, 9
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Korrelation, empirische, 15

Lemma von Borel-Cantelli, 77, 79, 89, 92
Luftverschmutzung (mit SO,), 12, 34
Markov-Kette, 66, 80, 104, 105, 142, 148
- homogene, 148

- regulidre, 148

- rekursive Struktur, 153
Markoff-ProzeB, 166

- homogener, 103, 166

- reiner Sprungprozef, 103, 166
Martingal, 102

MasB
- Intensitats-, 109, 110, 171
- Radon-, 171

- Zahl-, 89, 150
- zufilliges, 171
Maxima (von Zufallsvariablen), 2
Maximumsuche, lineare, 72
Median, asymptotischer, 42
Metrik, 172
Minima (von Zufallsvariablen), 2
Mischungsbedingungen, 35
Operator, linearer, 124, 137
Ordnungsstatistiken, 120
Permutationsgruppe, 140
Poisson-Approximation, 71, 113, 122, 124, 131, 135
ProzeB
- Bernoulli-, 111, 166
- extremaler, 103
- Interpolationseigenschaft, 103
- Struktureigenschaft, 105
- Poisson-, 83, 168
-Ankunftszeiten, 91, 92, 93, 169
- homogener, 168
- inhomogener, 83, 169, 170
- Intensitatsfunktion, 170
- Punkt-, 109, 171
- einfacher, 176
- Poisson'scher, 109, 110, 111, 113, 117, 118, 145, 172
Pseudo-Inverse, 22, 23, 121
Raum
- Banach, 124, 136
- polnischer, 148, 171
Rekord(e), 64
- Markoff-Eigenschaft, 80, 81
- -rate, asymptotische, 100
- sportliche, 96
- -zeiten, 64, 98, 107, 111, 112
- Markoff-Eigenschaft, 66
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Satz

von Berry-Esséen, 57
von Chintchin, 26

von Deheuvels, 83, 86
von der monotonen Konvergenz, 76
von lonescu Tulcea, 148
von Glivenko, 3

von Nevzorov, 98

von Poisson, 122

von Rényi, 70

von Resnick, 91

von Skorokhod, 24, 94
von Smirnov, 123

Sekretdrinnen-Problem, 73
Spiele, Olympische, 97
Stirling-Zahlen, 72
Stoppzeit, 81, 156

bei Markov-Ketten, 162, 163

Taylor-Approximation, 9

Topologie, 172

Trendmodell, 99
Ubergangswahrscheinlichkeiten, 66, 80, 105, 148
Variation, regulidre, 52

Verteilung

bedingte, 149

Binomial-, 121

doppelt-exponentielle. 6, 88, 90
Exponential-, 3, 59. 44. 51, 56, 75, 83, 84, 87, 91, 92, 151, 167
Gamma-, 48, 57, 58

geometrische, 80, 84, 151

Gleich-, 24, 60, 66. 67. 76. 84, 86, 113, 154
Grenz-, 2, 9

max-stabile, 20

min-stabile, 21

negative Binomial-, 151

Normal-, 2, 46, 56, 58, 71. 75. 92, 129
Pareto-, 16

Poisson-, 71, 122

Weibull-, 10, 62

Verteilungsfunktion, 1

empirische, 3, 120
inverse, 24, 155
modifizierte empirische, 11

Wahrscheinlichkeitspapier, 11

Zerfall, radioaktiver, 3, 132, 145
Zugfestigkeitsversuch, 13

Zuwichse, unabhingige, 83, 87, 92, 109, 169
Zwischenrekordzeiten, 64, 98
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