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Symbolliste
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H# abz#hlendes MaB auf R(Z)
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A Lebesgue-Masg

€. Einpunktverteilung im Punkt ¢

PX Verteilung der Zufallsvariablen X unter P

supp. u Trdger des (Borel-) MaBes u

n® v ProduktmaB der MaBe u und v

g—: Dichte des MaBes v beziliglich des MaBes u

Int (x) ganzzahliger Anteil der reellen Zahl x

[m] Ende eines Beweises



0. Einleitung

Das in der vorliegenden Arbeit behandelte Teilgebiet der Extrem-
wertstatistik verdankt seine Entstehung hauptsdchlich einer Ar-
beit von K.N, Chandler [5] aus dem Jahr 1952, in der erstmalig
Untersuchungen iiber "Record Values" und die damit zusammenh&ngen-
den "Record Times" und "Inter-record Times" angestellt wurden.
Die Motivation des Autors (und die wohl damit zusammenhédngende
Namensgebung) begriindete sich dabei u.a. auf "the frequency with
which record weather conditions are reported in the newspapers”.

Bei den "Record Values" handelt es sich anschaulich um die Fami-
lie der aufeinanderfolgenden verschiedenen Maxima (oder Minima)
in einer Folge von Beobachtungen. Die "Record Times" geben die
Zeitpunkte an, zu denen die neuen Extrema auftreten, die "Inter-
record Times" die Wartezeiten zwischen dem Auftreten dieser Ex-
trema. Eine mathematische Prdzisierung dieses Modells gibt die
folgende

0.1 Definition:

{Xn}neIN sei eine Familie rellwertiger Zufallsvariablen auf

einem Wahrscheinlichkeitsraum (@, !,P) mit X _: = oo.

Die Familie {U_} der " (Upper) Record Times" ist induktiv
n nelo

definiert durch

Uo : =1

U4t =min (k € N [xk > xUn} (nezy,

wobei min @ : = o 2u setzen ist.
{X., } heiBt die Familie der " (Upper) Record Values".

n neZO

Die Familie {An}nEIi der " (Upper) Inter-record Times" ist

definiert durch

U

An = Un - Un-1

(n € W) .

Der Zusatz "Upper" in Definition 0.1 bezieht sich auf die Be-
trachtung der aufeinanderfolgenden Maxima der Familie {Xn}nena7
geht man entsprechend von den aufeinanderfolgenden Minima die-
ser Familie aus, so ist der Zusatz "Lower" gebrduchlich. Wegen



des durch
min(A) = - max(-A) (A € IR)

gegebenen Zusammenhangs zwischen "Upper Record Values" und "Lower
Record Values”" kann man sich auf die Betrachtung der " (Upper)
Record Values" beschrdnken (Foster und Stuart [13] , Shorrock
[40]).

Bezliglich der Frage der MeBbarkeit der in Definition 0.1 auftre-
tenden Gr®Ben sei auf die Bemerkung 1.4 verwiesen (vgl. auch
Shorrock [38]).

Setzt man voraus, daB die Familie {Xn}ne]N unabhédngig und iden-
tisch stetig verteilt ist, so impliziert dies die fast sichere
Existenz unendlich vieler verschiedener "Record Values" bzw.
dquivalent dazu die fast sichere Endlichkeit der "Record Times"
und "Inter-record Times" (Chandler [5]). Dies gilt auch dann noch,
wenn statt der Stetigkeit der Verteilung nur gefordert wird, das
der rechte Endpunkt der Verteilung kein Atom ist (Shorrock [38]).
Unter den erstgenannten Voraussetzungen sind die Verteilungen der
"Record Times" und "Inter-record Times" unabh&ngig von der Ver-
nen (Chandler [5], Feller [12], Foster und
Stuart [13], Karlin [27], Rényi [32]). Allerdings existieren in
diesem Fall bereits die Erwartungswerte der "Inter-record Times"

teilung der {Xn}

und damit - bis auf Uy - auch die der "Record Times" nicht
(Chandler [5], Feller [12], Foster und Stuart [13]). Dies schrinkt
aber die Anwendbarkeit des obigen Modells auf statistische Fra-
gestellungen stark ein. In diesem Zusammenhang sind hauptsé&dchlich
die Arbeiten von Foster und Stuart [13] sowie Foster und
Teichroew [14] zu erwdhnen, die einen verteilungsfreien Test auf
"Zufdlligkeit" gegen "Trend" behandeln, der sich auf die Anzahl
der "Upper" und "Lower Record Values" in einer endlichen Menge
von Beobachtungen stiitzt. Ein &hnliches, nicht verteilungsfreies
Testverfahren zur Uberpriifung der Unabh&ngigkeit von Zufalls-
zahlengeneratoren wird in [30] vorgeschlagen.

Unter der Voraussetzung der Unabhédngigkeit und identischen ste-

tigen Verteilung der Familie {xn} besitzen die "Record Times"”

n€IN
und "Inter-record Times" jedoch wichtige wahrscheinlichkeits-

theoretische Eigenschaften, von denen einige erstmals 1962 durch



Rényi entdeckt wurden. Im einzelnen handelt es sich um die fol-

genden drei Beziehungen:

(0.1) 1lim d 2n U_ = lim 1 in A_ =1 P - fast sicher
n n n n
N+ n-+o
(0.2) 1im P(—=(2n U -n) & t) = lim P(—=(2n A_-n) £ t) = o(t) (t€R)
oo PRt U o DR B

&n U_-n &n A _-n
n sup n =t 1 P - fast sicher

(0.3) 1lim sup . —_— _
inf Y2n gn ¢nn

f mmn
(Rényi [32], Neuts [28], Holmes und Strawderman [26], [44]).
Die formale Analogie zum starken Gesetz der grofen Zahlen, zum
zentralen Grenzwertsatz und zum Gesetz vom iterierten Logarithmus,
angewandt auf eine Familie unabh&dngiger, identisch exponentialver-
teilter Zufallsvariablen mit Erwartungswert 1, besagt, daB8 die
logarithmierten "Record Times" und "Inter-record Times" sich asym-
ptotisch wie die Partialsummen solcher exponentialverteilter Zu-
fallsvariablen verhalten (siehe dazu Shorrock [38], Westcott
[51], [52],williams [54]). Wegen des durch

n
U_1+k£1Ak (n € W)
gegebenen Zusammenhangs zwischen "Record Times" und "Inter-record
Times" ist dagegen eine Approximation der Verteilungen dieser Gros-
sen fiir kleine n, etwa mittels (0.2), praktisch unbrauchbar
(Barton und Mallows [1], Neuts [28]).
SchlieBlich ist noch zu bemerken, daB die "Record Times" unter den
obigen Voraussetzungen eine homogene Markoff-Kette mit den Uber-
gangswahrscheinlichkeiten

= j IU = i) i

n =35 (iez

(0.4) P(U n € W)

n+1 n+1t 3 € Zyuq

bilden (Galambos und Seneta [18], Rényi [32]).

Entsprechende Aussagen zu (0.1) bis (0.3) filir "Record Values" las-
sen sich aus einem Charakterisierungssatz von Tata herleiten, der
besagt: Unter der Annahme einer absolut-stetigen Verteilung be-
sitzen die "Record Values" genau dann unabhdngige (und dann auch
identisch mit Erwartungswert 1 exponentialverteilte) Zuwé&chse,

wenn die {Xn}nena selbst mit Erwartungswert 1 exponentialverteilt



sind (Resnick [33],[34], Tata [45]; de Haan und Resnick [8]). Hier-
durch ergeben sich Verbindungen zur Theorie der stationdren Markoff-
Erneuerungsprozesse (im Sinne von Cinlar [6]) und der Poisson-Pro-
zesse (Shorrock [38],[39],[40]; der letztere Zusammenhang wurde
unabhiéngig davon auch von Gergely und Yezhov [20] entdeckt).
Ahnliche Aussagen wie (0.1) bis (0.3) gelten auch fiir den Fall, daB
die {X_} eine diskrete Verteilung besitzen (Vervaat [46],[47],

n ' nelN
[48],[49]).

Wie in der "klassischen" Extremwertstatistik lassen sich auch fiir
"Record Values" Grenzwertsdtze und Charakterisierungen der Anzie-
hungsbereiche der zugehdrigen Grenzverteilungen angeben. Die Grenz-
verteilungen sind dabei vom Typ ¢(-&n(-2nv¥)), wobei ¥ eine der

drei Extremwertverteilungen (Gnedenko [22]) ist (Freudenberg und
Szynal [16], Resnick [33],[34]).

Einen anderen Zugang zu einigen der oben angesprochenen Problem-
kreise bietet die Theorie der extremalen Prozesse (Dwass [9]), die
in der Extremwertstatistik eine &hnliche Rolle spielen wie die sta-
bilen Prozesse beziliglich der aus unabhédngigen identisch verteilten
Zufallsvariablen gebildeten Summenprozesse. Durch Einbettung der
"Record Values" in einen geeigneten extremalen ProzeB lassen sich
viele im Zusammenhang mit (0.1) bis (0.3) stehende Aussagen leicht
gewinnen (Resnick [35],[36],[37], Shorrock [41]).

Eine Behandlung von "Record Values" unter kombinatorischen Ge-
sichtspunkten findet man in Barton und Mallows [1], David und
Barton [7], Haghighi-Talab und Wright [24].

Im Gegensatz zu der relativ erschdpfenden Behandlung von "Record
Values" fiir den Fall der Unabhé&ngigkeit und identischen Verteilung
der Familie {Xm}ne]N wurden "Record Values" in allgemeineren Mo-
dellen bisher nur in wenigen F&llen untersucht. Die erste Arbeit
in dieser Richtung stammt von Yang [55], der von den Maxima einer
geometrisch wachsenden Anzahl unabhdngiger, identisch verteilter
Zufallsvariablen ausgeht. (Dieses Modell entspricht der mathema-
tischen Beschreibung der Rekorde bei Olympischen Spielen unter Be-
riicksichtigung des progessiven Wachstums der WeltbevSlkerung.)

Biondini und Siddiqui [3] setzen abschwichend nur voraus, daB die



{Xn}ne]N eine Markoff-Kette bilden. Guthrie und Holmes [23] gehen
von einem verallgemeinerten Semi-Markoff-Prozef aus, fiir dessen
"Record Times" und "Inter-record Times" sie unter gewissen Voraus-
setzungen analoge Ergebnisse zu (0.1) bis (0.3) herleiten. Eine
andere Verallgemeinerung stellen die sog. "Random Record Models"
(Gaver [19]) dar, bei denen die Zeitpunkte fiir die Realisation der
(unabhédngigen und identisch verteilten) {Xn}ne]N durch davon unab-
hdangige Punkt-Prozesse gesteuert werden. Dieses Modell, das also
in gewissem Sinne kontinuierliche "Record Times" behandelt, wird
von Westcott [50] noch dahingehend verallgemeinert, daB bestimmte
Abhdngigkeiten zwischen den {Xn} und dem steuernden ProzeB

erlaubt sind.

n€IN

Um einen mdglichst vollstdndigen Uberblick iiber die bisher auf dem
Gebiet der "Record Values" erschienenen Ver&ffentlichungen zu geben,
wurden die Arbeiten von Freudenberg und Szynal [15], Glick [21],
Pickands [31], Siddiqui und Biondini [42], Westcott [53] sowie die
Blicher von Galambos [17] und Neuts [29] mit in das Literaturver-
zeichnis aufgenommen.

Ankniipfend an den vorletzten Absatz wird in dieser Arbeit ein Mo-
dell vorgestellt, das - unter Beibehaltung der Unabh&ngigkeit der
zugrundeliegenden Zufallsvariablen - die Voraussetzung der iden-
tischen Verteilung in spezifischer Weise abschwdcht. Im Unter-
schied zu Yang's Modell wird hier zugelassen, daB8 die Verteilung
der auf jeden "Record Value" folgenden (bis zum Eintritt eines
weiteren "Record Value" identisch verteilten) Zufallsvariablen
von den vorher zugrundeliegenden Verteilung beliebig abweichen
darf.

Die Vorteile einer solchen Betrachtungsweise sind u.a. folgende:

1. Das Modell ist auf gewisse praktische Situationen anwendbar,
da es die Mdglichkeit einer "Umweltbeeinflussung" nicht aus-
schlieBt (siehe hierzu Beispiel 1.2).

2. Das Modell gestattet eine parametrische Behandlung von "Record
Values", "Record Times" und "Inter-record Times" (siehe Kapi-
tel III). Dabei lassen sich Bedingungen filir die Existenz von



Erwartungswerten und Varianzen der "Record Times" und "Inter-
record Times" angeben. Hierdurch ist unter gewissen Vorausset-
zungen eine Anwendbarkeit auf (insbesondere mit 1. im Zusam-
menhang stehende) statistische Fragestellungen gegeben (vgl.
dazu die Ausfilhrungen auf Seite 2).

3. Das Modell bildet bzgl. der Markoff-Erneuerungsprozesse gerade
das nicht-stationdre Analogon des Modells mit identischen Ver=-
teilungen. Dadurch bleiben wesentliche wahrscheinlichkeits-
theoretische Beziehungen auch im allgemeineren Fall erhalten
(siehe Kapitel I).

Die Arbeit gliedert sich inhaltlich in vier Teile. Kapitel I be-
handelt Problemstellungen, die das auf Seite 5 unten beschriebene
Modell als ganzes betreffen. Neben MeBSbarkeitsfragen stehen zu-
ndchst &dquivalente Bedingungen filir die fast sichere Existenz un-
endlich vieler (verschiedener) "Record Values" im Vordergrund. Fir
den (im Modell enthaltenen) Spezialfall der identischen Verteilung
ergibt sich hieraus das Kriterium von Shorrock (vgl. dazu die Aus-
fihrungen auf Seite 2). In Teil B dieses Kapitels wird u.a. nach-
gewiesen,daB8 der zweidimensionale aus "Record Values" und "Record
Times" zusammengesetzte ProzeB einen (i.a. nicht-stationé&ren)
Markoff-Erneuerungsprozes im Sinne von Ginlar [6] bildet. Dies
impliziert die Markoff-Eigenschaft der "Record Values" sowie die
flir Kapitel III wichtige bedingte Unabh&dngigkeit der "Inter-record
Times" bei gegebenen "Record Values". Die im Falle identischer
Verteilungen bestehende Markoff-Eigenschaft der "Record Times"
geht dagegen i.a. verloren.

Das allgemeinere Modell gestattet dariiberhinaus eine wesentlich
umfassendere Charakterisierung der Exponential- (und geometrischen)
Verteilungen als das Modell mit identischen Verteilungen. Dies ist
Gegenstand des Kapitels II. Der Charakterisierungssatz von Tata
(vgl. Seite 3 und 4) ist dabei als Spezialfall in den S&tzen 2.1
und 2.5 enthalten.

Die in Kapitel II charakterisierten (parametrischen) Verteilungs-
klassen bilden die Grundlage filir Kapitel III. Hier werden - in
Abhdngigkeit von den gewdhlten Parametern - u.a. dquivalente Be-
dingungen fiir die Existenz von Erwartungswerten und Varianzen der
"Record Times" und "Inter-record Times" sowie im Falle der Exi-
stenz diese selbst angegeben. Fiir die "Record Values" sowie die



logarithmierten "Record Times" und "Inter-record Times" existieren
diese KenngrdBen fiir jede Wahl von Parametern., Dabei ergeben sich
interessante Zusammenhdnge zwischen den Kenngr&fen der "Record
Values" und der logarithmierten "Inter-record Times". Fiir den Spe-
zialfall der identischen stetigen Verteilung 1l&8t sich hieraus die

Beziehung
-h - n
E(en A ) =n c+0(2n)
2
Var(en a) =n + 2 + o((3" (h > o)
ar n n =n —3— 3 n [es]

ableiten (Satz 3.9 ), wobei C = 0,577216... die Euler'sche Konstan-
te bezeichne. Hieraus 148t sich eine gegeniiber (0.2) erheblich ver-
besserte Approximation der Verteilung von An - insbesondere fiir
"kleine" n - gewinnen.

Durch spezielle Wahl der Parameter l&Bt sich erreichen, daB die
"Record Values" verteilungsgleich mit gewissen Ordnungsstatistiken
unabhdngiger, identisch stetig verteilter Zufallsvariablen sind.
Dieser in Teil B des Kapitels untersuchte Zusammenhang zur Extrem-
wertstatistik filhrt zu "klassischen" Grenzwerts&tzen fir solche
"Record Values" im Sinne von Gnedenko [22] und Smirnov [43] (vgl.
dazu die Ausfiihrungen auf Seite 4).

Im Anhang (Kapitel IV) werden einige filir Beweise bendtigte Hilfs-
sdtze und S&dtze bewiesen.



I. Das mathematische Modell

Um eine libersichtliche Darstellung zu gewdhrleisten, sollen vorab
folgende Bezeichnungsweisen eingefiihrt werden:

Ist F eine (stets als rechtsseitig stetig angenommene) Verteilungs-
funktion und f: R + 1R eine integrierbare % -meBbare Abbildung, so

sei definitionsgem&s

(1.1) [ £() aF(t): = [ £dug,

wobei Hp das durch F induzierte Borel-MaB bezeichne, welches durch
(1.2) uF((- w,bl): = F(b) (b € R)

gegeben ist. Bei Integrationen iliber Teilintervalle sei

b
(1.3) [ £(&) aF(t): = [ 1

] (t) £(t) dF(t)
a

(a,b

(2€ Ru{-w}, b€ R, a < b)

vereinbart, entsprechend fiir b = o .
Obiges gilt sinngem&dB auch filir reguldre bedingte sowie mehrdimen-

sionale Verteilungsfunktionen.

A) Definitionen, MeBbarkeit, Existenzaussagen

Das in der Einleitung verbal beschriebene Modell ist zundchst mathe-
matisch folgendermaBen zu prédzisieren:

1.1 Definition:

X: = {XO, {X .1} } sei eine Familie reellwertiger Zufalls-

nk'n,keEWN
variablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (@, ,P) mit
P = P (n,k € W) .
xnk xn1

Ferner sei

Xi? = @ (n € W) .

Dann ist die Familie {An} der zu X gehbrigen "Inter-record

nemN



Times" induktiv definiert durch

b, : =min {k € N |X; > X5}
bo4qt = min (k€ n«lxn+1’k > Xn,An} (n € W) ,
wobei min(@):= o 2zu setzen ist.

Zur Vereinfachung der Schreibweise sei noch

A

= 0 und XOO: = Xo vereinbart,

(o]

Die Familie {Xn,A } heist die Familie der zu X gehdri-
n nezo

gen "Record Values", die Familie {Un}neZO mit
n

(1.4) U s =1+ kzo by (n €z,

die Familie der zu X gehSrigen "Record Times".

Definition 1.1 1ldB8t sich anschaulich wie folgt interpretieren:

1.2 Beispiel:
XO sei eine konstante Zufallsgr&8e, etwa die Belastbarkeit
eines Druckventils, mit dessen Hilfe der Verlauf eines
chemischen Experiments kontrolliert werden soll. Die Variablen
{X1k} mégen identisch verteilte zufallsabh&dngige (metrisch
skalierte) EinfluBgroBen darstellen, etwa die Druckverhdlt-
nisse bei wiederholter Durchfiihrung desselben chemischen
Experiments. Uberschreitet eine dieser GrdBen die Toleranz-—
grenze Xo, d.h. stellt sich in diesem Sinne ein "Unfall" ein,
so beschreibt A1 den Eintrittszeitpunkt dieses Unfalls und

X1 A die H8he des entstandenen "Schadens". In der Praxis
71

wird man nun bemiiht sein, durch entsprechende Sicherheits-
vorkehrungen - welche in der Regel die Verteilung der nach-
folgenden Gr&Sen (XZk}ke]N beeinflussen - das erneute Ent-
stehen eines gleichgroBen oder kleineren Schadens zu verhin-
dern. So wird man etwa bei evtl. verdndertem Versuchsaufbau
ein entsprechend stdrkeres Druckventil verwenden, dessen

Toleranzgrenze gerade X betrdgt (da beispielsweise aus

1,8
1
Kostengriinden eine "Uberdimensionierung" des Ventils nicht
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in Betracht kommt). Erst nach weiteren A, Wiederholungen des
nunmehr modifizierten Experiments tritt erneut ein Unfall ein,

dessen Ausmaf durch X2
’

A 1»(1’A1 gegeben ist usw.

2

Aus der Definition der "Record Values", "Record Times" und "Inter-
record Times" ist nicht unmittelbar ersichtlich, daB es sich hier-
bei um Zufallsvariable, d.h. um meBbare Abbildungen handelt. Dies
wird jedoch gewdhrleistet durch das folgende

1.3 Lemma:

Es sei

mnk: = m(xo,{x

150 5em e o, 5 e s Fagty=n)
(nemwN, ke X).
Dann gilt

(1.5) 8, (und damit auch Un) ist eine Stopzeit beziiglich

(n € W) .
Oy T ke
(1.6) X, A ist meBbar beziiglich
?
n
: = 4
a, : {Eep(n)l/_\_En{An k} ew .} {n e W) .
n k€W
Beweis:
Fir n = 1 gilt offenbar
P k
{A1 £ k} = iL=J1{x1i > xo} € OL(xO, x”, ,x1k) € Uy (k € W) .

Unter der Annahme, daB (1.5) fiir ein n € N giiltig ist, folgt

k ©

V4 — — .
{boq £k} = .L_)1 'L_J1 {xn+1'i> xnj} n {8, = 3} e 0Ln+1,k(k e W) .
l— J— — v —J L8 ~ )
(=4
e OLn+1,k € Mnj"wh+1,k



..‘}1_

Da trivialerweise {An £ ©»} = @ fiir alle n @ N gilt, ist nach dem
Prinzip der vollstdndigen Induktion (1.5) fiir {An}ne:IN bewiesen. Die

entsprechende Aussage fiir (Un}neJN folgt aus

n
{u £k} = U N {2, £ k.}
Kyreeork €N =1 3 J
n
1T+ ] ki%k
i=1
und {Unéoo}=9 (n,k € W) .

Zum Beweis von (1.6) sei auf I: = N x N die durch
(j1lk1) I; (j2rk2)3 =4 j1 £ jz und k1 £ k2 ((j1lk1)l(j21k2) e I)
gegebene Halbordnung1) definiert, Dann ist

(n,a,) Stopzeit beziiglich {mjk | (5,k) € I} und & wegen

{8, £k} ,n<j

tm,a) B (3,01 = e

¢ ,no> Ik

wegen {A_ £k} ew, < mjk fir n € j (n € N, (j,k) € I). Nach

Bauer [2], Lemma 58.3 ist nun X meBSbar beziiglich
1

A

n
= L3
OL(n,An) (E € R(2) [(j,/k)\eIEn{(n,An) (3,k)} €0y}
= (E e R(2) | é% Eon {8, ¢€klen,) = OLAn (nemw).o

1.4 Bemerkung:

Lemma 1.3 impliziert unmittelbar auch die MeBbarkeit der
"Record Values", "Record Times" und "Inter-record Times" im

Falle identischer Verteilung (Definition 0.1 der Einleitung).

1) Wie man leicht nachpriift, ist diese Relation reflexiv, anti-
symmetrisch und transitiv.
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Im folgenden wird nun stets die Unabhdngigkeit der Familie X voraus-
gesetzt. Aus Vereinfachungsgriinden m&gen ferner alle betrachteten

Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (@, 0 ,P) de-
finiert sein.

Fiir die weitere Untersuchung des Modells erweisen sich die folgen-
den GroBen als wichtig:

1.5 Definition:

Es bezeichne F_ die zu P bzw. F. die zu P gehdrige
n Xn1 (0] XO

Verteilungsfunktion (n € IN). Dann heift

]

[

n sup {x € n{|Fn(x) <1} rechter Endpunkt von F_ (bzw. P

X )
n

Fal
.-
"

n inf {x € R|F (x) >0} linker Endpunkt von F_  (bzw. P, )
n

(n € Zo).

Der folgende Satz gibt dgquivalente Bedingungen fiir die fast sichere
Endlichkeit der "Inter-record Times" an, die sich auch als &quiva-
lente Bedingungen fiir die fast sichere Existenz unendlich vieler
verschiedener "Record Values" lesen lassen:

1.6 Satz:

a) Es gelte P(A < o) = 1 fiir ein n € N. Dann ist fir 1 £44n

P(Aj < w) =1 sowie
Ej-1 < Ej , falls Ej-1 kein Atom1) von Fj—1 ist bzw.
5j-1 < Ej , falls Ej—1 ein Atom von Fj_1 ist.

b) Es gelte fiir ein n € NN

P(An_1 < w) = 1 sowie

1) Ein Punkt £ € R heiBt Atom einer Verteilungsfunktion F, wenn §
Atom des MaBes W, ist. Dies ist &dquivalent dazu, daB8 & kein
Stetigkeitspunkt von F ist.
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£ .
Enm1 £ Eqv falls En-1 kein Atom von Fo ist bazw.
gn_1 < gn, falls En_1 ein Atom von Fn-1 ist.
Dann ist

P(An<a))=1.

Beweis:
a) Wegen {Aj = oo} g{An = o} flir 1 € j € n nach Definition 1.1

folgt aus
P(An < o) =1 unmittelbar auch

P(Aj < o) = 1 flir diese j .

Man nehme nun im Widerspruch zur Behauptung an, daB es ein k € N
mit 1 € k € n gibt derart, das

Eymq > Epr falls Ek—1 kein Atom von Fk_1 ist bzw.

N ;
Em1 = &y falls Exmq ein Atom von F ist.

k=1

Es kann dabei vorausgesetzt werden, daB8 es sich um das kleinste
derartige k handelt, d.h. daB flir 1 £ j <€ k-1 gilt

E._, % Ej' falls £y kein Atom von Fj— ist bzw.

1 1
> Ej’ falls 5j—1 ein Atom von Fj_1 ist.

Notwendigerweise ist k = 2, da sonst

P(; = ) = P(ﬂ{x.éx})ép(_ﬁ{x

> 4 =
P(XO = 51) z P(X,, £ 51) = P(X

o
[
o
-
—

]

1 - FO(E1) + P(X0 = 51) >0,
da entweder gilt
Foleq) < 1, falls g, > g, oder

P(xo = 51) >0, falls 50 = 51 (und damit EO ein Atom von FO

ist). Dies ist ein Widerspruch zu der bereits bewiesenen ersten
Hilfte der Aussage a).
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Fir k = 2 kann man aber eine Kette ty <ty <l <ty
Zahlen so wdhlen, daB gilt

tQ = EO ' falls 50 < g1 bzw.

0 < Fo(to) < 1, falls 50 = 51

und fir 1 € j £ k-2

tj = Ej’ falls gj < 5j+1 bzw.

Fj(tj—1) < Fj(tj) < 1, falls Ej = €j+1'

da im Fall gj = §j+1 (0 £ j € k-2) nach Wahl von k Ej
tigkeitspunkt von Fj ist.

Wegen P(Ak_1 = o) =0 folgt dann
- - = = 4 £
P(b = @) =P(a_ 4 = @)+ p(.L_j {ag_q = 30 O (%, €
j=1 i=1
> = A &
P({8p_q =11 n 191“("1 Ep £ Xpoq,q D)
= = £
PUb_q =11 0 {5 £ X4 4D
> N
= P(X, < X € ven < Xk_1,1 = 5)
> £ L P 4
SRy Sty < Xy Sty < <Xy g g St S
k-2
= - >
= Foltg) 1 (Fy(tg) ~Fy(e; 1)) P(X_; 4 >max(t

i=1

> O nach Wahl von t

N =1 -
P(Xk-1,1 = max(ty_5,8.)) =1 Floq(max(ty _,,8)) +

0! *t* ko und wegen

_p reeller

ein Ste-

Xyoq,4))

b
Xpe1,1 7 8%

k-Z'Ek))

P(Xk-1,1 = max(tk_zrgk)) > 0,

da nd&mlich gilt
_ N
Fy_qmax(ty _,,8.)) = F_,(t, o) <1, falls t, , = g

oder
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Feoq(max(ty_o,8n)) = Fi (&) <1, falls ty 5 < & <& 4

oder

P(Xk-1,1 = £ >0, falls £, _, < & =Ly {und damit
€y-q ein Atom von F,_, ist).

Die Aussage P(Ak = ) > O steht aber ebenfalls im Widerspruch
zur ersten H&lfte der Aussage a). Damit ist a) vollstédndig be-

wiesen,
Zundchst folgt aus den Voraussetzungen an die rechten Endpunkte

(1.7) P‘Qﬁxni € X q,xb =0

wobei X..: = X zu setzen ist (k € W) .

Ok (0]

Wegen der Unabh&dngigkeit von X und Lemma 4.1 (Anhang) ist
n&mlich

m

P() tx_, ¢€Xx D o=1m P {X_, £€X _. .}
i=1 ni n-1,k o j=1 ni n-1,k

= lim P( max (X_.) ¢ X

m->e 1€i€m n-1 ’k)

ni

©

= lim [ FL(£) dF__,(¢)

m+o -
En—1
= lim [ FO(t) &F__. (t)
n n-1
m+eo =co
=0.

Die letzte Gleichung ist eine Anwendung des Satzes von der
monotonen Konvergenz, da fir m » o gilt:

m

Fn + 11R€ (.), falls &n < o und
n

m =

Fn v+ 0 , falls € © .

Im ersten Fall ist dann



En—1
-;{ 1IR (t) an_1(t) = 0, falls En__1 < En
A .
P % X __ 1)
e [ ar,,m® =0, falls £, =,
{gn-1}

da fiir gn—‘l = En gn—1

andere Fall ist trivial.

ein Stetigkeitspunkt von Foq ist. Der

Fir n = 1 gilt nun

P(o, = w) = P([]{x

€ x,h) =0 nach (1.7),
i=1

flir n = 2 dagegen

P(A_ = )= P(A_,=o) + P(J{s__,=kin [)ix

n n-1 k=1 B 1 1=1
—

= 0 nach Voraussetzung

<
ni = %n-1,xV)

N

P Nix; x4 ,h=0
k=1 i=1 ’

ebenfalls nach (1.7), da eine abz&hlbare Vereinigung von Null-

mengen wieder eine Nullmenge ist.

Der Satz ist damit vollstdndig bewiesen. O

1.7 Folgerung:
Es sei Fn = FO flir alle n € N . Genau dann ist P(An < o) =1

flir alle n € IN, wenn 50 kein Atom von F,. ist.

0

Dies ist das in der Einleitung erwdhnte Kriterium von Shorrock [38].

B) Die Verteilungen der "Record Values", "Record Times" und
"Inter-record Times"

Die zundchst wichtige Frage nach der gemeinsamen Verteilung dieser
ZufallsgrdBen beantwortet das folgende



1.8 Lemma:

Es sei P(An < )= 1 fiir ein n € WN. Dann gilt

P(A1=k1,...,An=k X &

< £
n’ “0 Sor X’I,A1 Sqr e ’Xn,An Sn)

*n 0 n k=1
L Teee) BBy (g ) d Foleg) oo T, (D)

—0 -

(k1, ,kne N, s € R).

or v+ 1S5,

Beweis:

Es wird im wesentlichen die Beweisidee des ersten Lemmas in [30]
benutzt.

]R2n+1

Dazu sei g: + {0,1} definiert durch

< < < i &4 £
1,t0 sound uy ti—1<ti 84 flir 1€i&n

gltayeeerst U peea,u ) =
° n’o1 n O sonst,

Offenbar gilt

g(to, R TR ,un) =

n n n
To1,__ (k) T 1\ (t_) m1__ (u,).
im0 (eesglTET g T(mear) TSN T(mesty ]
i . = . = s = P
Mit YO. X Yi. Xi,ki und Zi' 1éjméakx“1 (Xij) (1€i%n),
i

wobei Zi nur fiir den Fall ki > 1 zu beriicksichtigen ist, und der

Unabhdngigkeit von X ergibt sich somit

- = P4 < =
POy = Ry wee sty =Ko Ko £ 80 e Xy, €5y
& A PA
< -
P{Xy € 851 n iQ1(Zi SY g <Y S8h) =
Y ,eeisY 2,000 ,2 ) dP = ap =
{2 gl o’ “n’1’ ’ n) ] g (Yor""Yn’ZV""Zn)

]R2n+1



f? jp n tﬁf1 ?3

o1, (t;_4) [ +«o [ ap ® P =
o O e TA TR R Sl A o (ZgieeniZ) (rener¥p)
S % n k=1

_{, L 121 1 (e, ti)(ti-1)Fi (b, _AFy(ty) .. AF ().

Zur Vereinfachung der Schreibweise soll im folgenden stets

(1.8) 1_: =P
n (Bgr wee 48, xo,x1’A1, ,xn,An) (n € W)
(1.9) o : =P
n (XO,X1’A1, ,xn'An) (n € zy)
bezeichnen.
1.9 Folgerung:
Es sei P(An < o) =1 fir ein n € N, Dann gilt:

a) Die gemeinsame Verteilung T der "Record Values" und
"Inter-record Times" besitzt eine Dichte fT beziiglich

n
n n
upt =H" ® @ Bp s ndmlich
i=0 i
n ki-1
121 Fi (ti-1)'t0<t1<"‘<tn
an(k1,...,kn,tO,...,tn)
(e} sonst

un-fast iberall (k1' ’kn e W, to yaes s tn € R).

b) Durch Ersetzen von Ai durch Ui auf der linken Seite und
von ki durch (ki - ki—1) auf der rechten Seite der Glei-
chung in Lemma 1.8 mit ky: = 1 (1 €4 £n 1< ky<o..x kn)
ergibt sich die gemeinsame Verteilung der "Record Values"

und "Record Times". Es gilt entsprechendes wie unter a).

c) Die gemeinsame Verteilung der "Inter-record Times" ist ge-
geben durch



d)

e)

n ki—1
oo [ m BT (t;_4) dF(ty) .. dF (t)
to< Py <tn i=1

(Kys oee sk € ).

Wie unter b) ergibt sich hieraus die gemeinsame Verteilung
der "Record Times",

Die gemeinsame Verteilung % der "Record Values" ist ge-
geben durch

£ s

£ s <
1

P(xo

4 =
0'X1,A 17 e ' X s )

%0 n (e, t;)im1)

s
n

I —=F & 4Fplty) «.. dF (£)
;L :L j=1 1°-F; ti4) 0' 0 n'’n

(So,, e ,Sn € ]R)I

wobei ein Ausdruck der Form % als «© und g als O aufzu-

fassen ist.

on besitzt eine Dichte fo beziliglich

n
n

v.: = & yu, , ndmlich
ntoyso Ty

n 1

H—_—-———,t <t, <eee <t

o T = (g ) F F0© % n

fU (tO, ces ,tn)
n o} sonst

vn-fast sicher (to, e ,tn € R)

(vgl. dazu Resnick [33], Lemma 1.1).

Die gemeinsame Verteilung von A und X, ist gegeben
’

4n
durch
P(a_=k,X £s5) = j's Pl o[F () -F ()] aPX £ t)
b=k n,An_' T2 'n n n o 7

(k € IN, s € IR).
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Beweis:

a) Wegen P(4 < )= 1 ist P(Xj p, < @)= 1 fir 1 £ j 4 n. Die
bA.
J

Behauptung folgt somit unmittelbar aus Lemma 1.8.
b) Nach Definition 1.1 ist

(U = kg oo oUp = k) o= {8,k =1, 8, =ky~kyy oun g8 =k =k _ 3.

Hieraus folgt die Behauptung.

c) Dies folgt aus Lemma 1.8 durch Grenziibergang Sqr +e+ 1S, > ®.

n+1|t < ees < t und

d) Sei Nn: = {(to, e ,tn) € R o n

‘ =13 .
peiey 3 F1m7) :

n
: . - s g s
Dann ist Nn eine v Nullmenge, denn es ist Nn J;% Nni mit

n+1

[IN

N .: = {(to, P ’tn) € R

s Z
ni |ti > g} fur 1 £ 4

Ist n&dmlich (to, N ,tn) e Nn, so existiert ein 1 £ i € n

mit F.(ti_1) = 1, so daB nach Definition des rechten Endpunkts

[

von F,

[

€7t

2 £y folgt.
N ; ist aber fiir jedes 1 £ i £ n eine v,~Nullmenge wegen
uFi((Ei,oo))=O fir giem LmdNni=¢fiir £i=oo.

. n+1 :
Flr (to, e ,tn) € R AN Nn gilt nun

n 1(—w,tiﬂti-1)

k-1 .
7o . (t,_,) F. i_4) 4 ————Z———— f{ir m> o (1%i%n),
keq  (m=ety) 3 1 i i-1 T-F; (&, )

so daB die erste Aussage mit dem Satz von der monotonen Konver-
genz durch Summation bzgl. A1, e ,An aus Lemma 1.8 folgt.
Die zweite Behauptung ergibt sich analog wie unter a).

e) Wegen der Langlichkeit eines direkten Beweises sei auf den nach-

folgenden Satz 1.11 verwiesen, aus dem sich die Behauptung un-
mittelbar ergibt. o
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Wie in der Einleitung bereits erwdhnt wurde, spielen bei der Unter-
suchung der wahrscheinlichkeitstheoretischen Zusammenh&nge der
"Record Values", "Record Times" und "Inter-record Times" die so-
genannten Markoff-Erneuerungsprozesse im Sinne von ¢inlar [6]

eine groBe Rolle. Da seine Terminologie fiir das hier betrachtete
Modell etwas zu eng gefaBt ist, soll eine sinngemdBe Erweiterung
wie folgt vorgenommen werden:

1.10 Definition:

Eine Familie {Y_,T 1} reellwertiger Zufallsvariablen auf
n’"n neZO

dem Wahrscheinlichkeitsraum (@, ,P) heift Markoff-Erneue-
rungsprozeB, falls die folgenden beiden Bedingungen erfiillt
sind:

a) To = const P - fast sicher

b) P(T -T _, €A Y € B|T1, cee T qe Yo e Y )

P(T -T,,€A,Y € B|Yn_1) P - fast sicher

(A,B €%, n € IN).

Die im folgenden betrachteten bedingten Verteilungen sind o.B.d.A.
stets als reguldre bedingte Verteilungen aufzufassen (vgl. dazu
Bauer [2], § 56, Breiman [4], Kapitel 4.3).

Den Zusammenhang zwischen dem betrachteten Modell und den Markoff-
Erneuerungsprozessen im Sinne von Definition 1.10 behandelt der

1.11 Satz:

Es gelte P(An < )= 1 flir alle n € N. Dann ist

{X , Un} ein (i.a.nicht-stationdrer) Markoff-Erneue-

n, by nez,,

rungsprozef mit

P(a, =k, Xn,An < g lxn-1'An_1)
{Fn(s) -Fn(xn—1,A )}F§-1(Xn-1 A )1(-w é(xn-1 A )
n-1 "“n-1 4 “n-1
P - fast sicher (n,k € N, s € IR)

(vgl. dazu Shorrock [38], Kapitel 2).
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Beweis:

Wegen Lemma 4.2 (Anhang) und der nach Definition 1.1 bestehenden
eindeutigen Beziehung

A, = U,-1 und A, = U, - U,

£ s £
1 1 3 3 5-1 (243 %n, ne N

geniligt es, die Gliltigkeit der Beziehung

(1.10) P(AneA, Xn,

I : N SN G S O ) =
p 1 n-1%07 %14, n=1,4__,
P €A, X €B | X
(An ’ n,A, I n—1,An_1)
P - fast sicher (n € N,A € R(N), B €%)

nachzuweisen.
GemdB Hinderer [25], Satz 23.4 besitzt nach Folgerung 1.9 a)

(a X , ) eine bedingte #Q® up —Dichte beziiglich
"“n n
A1, ees g A

X X

n-1’ %o’ 1,0,0 **° 'Xn-1,A , ndmlich
1 n=1
(1.11) fAn’xn s (kn'tn|A1 R TARTT Y PR SR
'“n
Xy = tor eoe X _ =t _.) =
0 ¢ n 1’An—1 n-1
frn(kV‘"’kn'to""'tn)

frn_1(k1"'"kn—1’t0'°"’tn—ﬂ

kn_1

F (tn—1) 1(—w,tn)(tn—1) Th-1 ~ fast sicher

(k.l, ,knelN, tor see sty € IRr).

Hieraus folgt durch Integration

= < = = = = =
P(a, k,xn’An slag=k,, ... TINPES R S AT ,xn_1,An_1 t-q)
S
k-1 _
P (taoq) [ 1(t (tp) dFp (L)) =
- n-1,«)
Pl e _)(F_(s) - F (¢ _.))1 (t_.)
n n-1 n n'n-1 (~=,s]  "n-1

T - fast sicher (k1,...,kn,kenL t

n-1 ,...,tn_1,s€IR),

]
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woraus sich (1.10) und die in Satz 1.11 angegebene Beziehung er-
gibt. o

Die strukturellen Eigenschaften der Markoff-Erneuerungsprozesse

fiihren im Falle der "Record Values" und

1.12

"Record Times" zu der

Folgerung:

Es gelte P(An < )= 1 fiir alle n € N, Dann gilt:

a) (X } ist eine (i.a. nicht-station8re) Markoff-
n,A
n neZb
Kette mit
P(X £s|X _ )
n,An n 'I,An_.l

Fn(s) - Fn(xn—1,A )
T - F (X ?—1 Ve s}(xn-1 a )
n'“n-1,4 ’ '“n-1
n-1
P - fast sicher (n € N,s € R).

b) 4,, «.. ,4_ sind bedingt unabh&ngig gegeben
1 n

X cee X mit
0'%1,8," *n,a

) =

n
P(() {a, = k,}| X., X PR ¢
i=1 i i (0] 1,A1 n

n,A

n
I P(Ai =k

i lXi_1 , ) P-fast sicher
i=1 ry-

"
(n,k1, ...,kn € ).

Speziell ist

1,8, ) <

(1.12) P(s, = k| X, _
i =Th8y 4

k=1
(1 -F, (X, _ FY (X, _ )
i*7i 1,Ai_1 i i 1'Ai-1

P - fast sicher,

also Ay bedingt geometrisch verteilt gegeben Xi-1 A
rti-1
mit
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B 1 _ ,
(1.13) E(Ailxi—1,A. ) = TIF P - fast sicher
i-1 i 1—1,Ai_1

‘ Fi(xi—1,Ai_1)
(1.14) Var{(a, X, ) =
i°7i-1,8, - 2
i-1 (=F3 (Xi_q,,, )
i-1
P - fast sicher (1 €1i£n).

Beweis:

Die Markoff-Eigenschaft und die bedingte Unabh&ngigkeit sind all-
cemeine Eigenschaften eines Markoff-Erneuerungsprozesses, siehe
Satz 4.3 (Anhang). Im einzelnen gilt:

a) Der Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung ergibt sich
durch Summation bzgl. An aus Satz 1.11,

b) Wegen Satz 4.3 (Anhang) ist nur zu zeigen:

(1.15) P(a; =k | X ,xi'A_) =

=18y i

k-1

)IF;

(=Fi (X5 q,a

(X, _ ) P-fast sicher
839 i 1,Ai

-1

(1 €1i£n, ke N).
Folgerung 1.9 a) impliziert aber, das

X

(8% i) eine #@ up ® up -Dichte

I=1eay "0 -1 i
f und X, _ eine -Dichte
BurXimr,a, %, 1=1r85,4 Fiog
fX besitzt. Nach Satz 1.19 und (1.8) sowie dem bereits
i-1,4,
i-1

zitierten Satz 23.4 in Hinderer [25] existiert dann eine be-

dingte # - pichte von Ai bezliglich (xi-1,Ai_1'Xi,Ai) mit
£, (k. | X,_ =t._, X =t,) =
Ai i i 1,Ai_1 i-1 i,Ai i
(k,,t )

AL X, ' X, i’"i-1'"i

i1 1,Ai_1 1,Ai _

iy, %y, amr )

r%i-1 L
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£a00%, ‘ki'ti|xi—1,Ai_1 =t fy, (b5

B, g, T e iy

£ (k,,t,|x
1,0, 1771

; =t
i-1,4._ i-1
i i-1

X

D
T RR SN

(k,t, |,
k= R

- =t;_q)
i 1,Ai_1 i-1
i

_ k-1
(1 Fole  NF] (g 9) Py VX, )" fast sicher

Xi-1,a i,

i=1 i

(ty_qs t; € R).

Damit ist (1.15), also auch(1.12) bewiesen. Die Beziehungen
(1.13) und (1.14) folgen aus den entsprechenden Eigenschaften
der geometrischen Verteilung. O

Die Beziehung (1.12) 1l&8t sich heuristisch dadurch erkldren, das

bei gegebenem X, =t € IR der nédchste "Record Value"

1-1,Ai i=-1

genau dann auftritt, w;nn in der Familie {Xik}keli erstmalig der
Wert ti-1 Uberschritten wird. Wegen der Unabhédngigkeit und iden-
tischen Verteilung dieser Familie handelt es sich also um ein ein-
faches Wartezeitproblem, wobei die Uberschreitungswahrscheinlich-

keit durch
P(Xik > ti_1) = 1 - Fi(ti_1) (k € W)

gegeben ist.

Wegen der i.a. nicht-stationdren Ubergangswahrscheinlichkeiten
gehen gegeniiber Satz 1.11 und Folgerung 1.12 andere wichtige Ei-

genschaften des Modells mit identischen Verteilungen verloren:

1.13 Bemerkung:
Auch im Falle von P(An < w)=1 (ne€e NWN) gilt:

a) {Un} bildet i.a. keine Markoff-Kette (vgl. dazu (0.4)).

neZo

Ist beispielsweise F eine stetige Verteilungsfunktion und
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ist {a_} eine Folge positiver reeller Zahlen, so
n’'n€z,

setze man
(n €Z,) .

Es ist dann mit kO: = 1 und Folgerung 1.9 c)

(1.16) P(U1 = k1, ""Un.=kn) = P(A1 =k

-1, ..

1

4y = k2—k1’ ""An = kn—kn—‘l)
n
I a,
i=o *
n % rzl ’
m{) (a,=a, Dk, , +a,(k.=DH ) (a.=0;_ )k, . +ak}
j=‘li=1ll1 1 373 i=1ll1l1 nn

also
(1.17) P(u, = kn[ Ug = kgr eee s Up_q =k )

n-1
121 lag oy gk g +op_ g Knog

an n n
{iL (ey=a;_Pky_q + mn<kn—1)}(i£1 (agmay_q)ky_q + ak }

('l<k.'< ...<kn, n € NW).

Dieser Ausdruck ist von k1, cee ’kn—2 nur dann unabhéngig,

= 2 é : é - s .
wenn oy const fir O i n~T1. Hier ist also {Un}ne

genau dann eine Markoff-Kette, wenn ay = const fiir alle
n € ZO, also im Fall identischer stetiger Verteilung.

b) 8Sind die Verteilungsfunktionen {Fn} stetig mit

nEZo

supp an = Ry, (ne€Z,), soist der zu {Xn'An, Un}nezo
gehtrige ZdhlprozeB (Nt}tSJRO , definiert durch

(1.18) N,: =#{nez

¢ %

£t} =min{nezy|x

>t} (t€R,)
N %

o' “n,a n, A

i.a. kein Poisson-ProzeB (vgl, dazu Shorrock [39], Theorem 1).
Ein diesbeziligliches Gegenbeispiel ist in Bemerkung 3.13

zu finden.
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II. Charakterisierungen der Exponential- und der

geometrischen Verteilungen

Trotz der gr&Beren Allgemeinheit des in Definition 1.1 vorgestell-
ten Modells und des damit zwangsldufig verbundenen Verlusts "guter"
Eigenschaften (siehe Bemerkung 1.13) lassen sich immer noch die
Klassen der Exponential- und geometrischen Verteilungen durch die
Forderung unabhdngiger Zuwdchse der "Record Values" charakterisie-
ren, wie in den Sdtzen 2.1 und 2.5 bzw. 2.2 und 2.9 gezeigt wird.
Die ersteren beiden S&dtze schlieBen dabei - wie bereits erwdhnt -
den auf speziellen Voraussetzungen beruhenden Charakterisierungs-
satz von Tata [45] fiir die Exponentialverteilungen ein,

Eine entsprechende Charakterisierung der geometrischen Verteilun-
gen - welche bezliglich der hier wesentlichen "Geddchtnislosigkeit"
das diskrete Gegenstiick zu den Exponentialverteilungen bilden -
wurde, soweit bekannt, bisher nicht verdffentlicht.

Eine andere Charakterisierung beinhalten die S&tze 2.7 und 2.11,
wo lediglich die Unabhédngigkeit jeweils aufeinanderfolgender Zu-
wdchse vorausgesetzt wird, jedoch mit der zusdtzlichen (nicht re-
dundanten) Annahme, daB XO selbst exponential- bzw. geometrisch
verteilt ist, Der Beweis macht dabei von einer fiir die Faltung von
Exponential- bzw. geometrischen Verteilungen charakteristischen
Eigenschaft Gebrauch (S&tze 4.5 und 4.7 (Anhang)).

Im folgenden soll mit Exp(A,t) die Exponentialverteilung mit den
Parametern A > O und ¢ € IR bezeichnet werden, deren Lebesgue-
Dichte f(A,z; » ) die Gestalt

-2 (x-z)

(2.1) £0,5ix) = 1, (x) le A1-fast iiberall (x € R)

ml
besitzt; mit Geo(p,r) soll die geometrische Verteilung mit den
Parametern p € (0,1) und ; €Z bezeichnet werden, deren $-Dichte
g(p,¢;+) die Gestalt

(2.2) g(p,zsk) = 1. (x) p(1-p)¥7¢ k €2)

Zy

besitzt. ¢ ist also jeweils der linke Endpunkt der Verteilung. Zur
Abkiirzung sei noch
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{ s =
(2.3) CO- PX und
0
Prt T PR Ky, Kgy e oK, =X o, ) (n € W)
71 "“n =B
gesetzt.

A) Darstellungssédtze

Fliir die Klasse der Exponentialverteilungen gilt der folgende

2.1 Satz:
Es sei
P = Exp(X_,% ) mit
X4 n'"n
4
Kn —;O (Xn>0,co,cn€]R,n€]N).
Dann besitzt die Familie {X } unabhédngige exponential-
P18y nez,

verteilte Zuwdchse; genauer gilt:

Xy~ Xyq , | EXR0n0 (nem.
“n n=tebng

Beweis:

Die Unabhdngigkeit der Zuwéchse ist gleichbedeutend mit

- £ - - =
(2.4) p(xn’ X s [xo,;v<1,A xo,...,}<n_1'A_n_1 X-2,4 )

1 n-2

P(X -

& -
n, s, Xn_1’ 8 s) P - fast sicher (neéN, s eIRo) .

n

Zum Beweis dieser Beziehung sei Int R" » R" definiert durch

gn(to, cos Itn_1): = (tortn‘ 'tor v ,tn_.‘ -tn_z) (to,, “ee ,tn_1 € R).

Mit Lemma 4.2 (Anhang), Breiman [4], Proposition 4.36 und Folge-
rung 1.12 a) ergibt sich

(2.5) P(X -X __ £slg (X, eos /X __ )= (tnqr eoe st __q)) =
n,An n 1,An_1 n'o n 1,An_1 (0] n-1
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P(X _ S[X, = tn, oon
. n=1,8 o 0
n-i']
X =t tto, 0. X _ = t ) =
1,A1 [0} 1 n 1,An_1 k=0 k
n=1 n=1
Fals Z ) - Pl 2 ty) -A_8
k=0 k=0 =1 -e B - fast sich
= o1 ast sicher

1 - F“(kzo t,)
(tgr +ee st 4 € R).
Die letzte Gleichung folgt dabei aus der Tatsache, daB aufgrund
der Monotonie der "Record Values"

Supp o _4 ] R, xm3_1 gilt, also fiir
(o]

(to, e ’tn—1) € supp o, _; Wegen I E 5y stets gilt
nE'l

t, € R €E R = SUPP Hp
=0 k %o ‘n Fn
Damit ist (2.4) und gleichzeitig PX X = Exp(r_,0)

- n
n,An n-1,An_1

bewiesen. O

Die entsprechende Aussage flir die Klasse der geometrischen Ver-
teilungen macht der folgende

2,2 Satz:
Es sei
Px = Geo(pn,cn) mit
n1

<
Cn Co +n
und Xo diskret verteilt auf ZCO (pn e (0,1), tor &n €Z, neN).
Dann besitzt die Familie {xn A } unabhdngige geometrisch

’

n neZo

verteilte Zuwdchse; genauer gilt:

Py = Geo(pn,1) (n € W).

- X
n,A, n 1,An_1
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Beweis:

Analog zum Beweis des Satzes 2.1 1l&dB8t sich zeigen:

2.6) P(X - < g|X, =
( ) (“'An xn-1,An_1 s| o0 = tor
X X tar eee 1 X __ X _ t )
1,8, 0 1 n-1,8,_4 n-2,4,_, n-1
n-1 n-1
Fn(s+k£0tk)- Fn(kzotk) = 1-(1- )s - fast sicher
ni1 - Pn’ Pnm1
1 - F_( t,)
nyio K
(s€Zyy ty, «ov st _, €Z, n€W).

Die letzte Gleichung in (2.6) folgt dabei aus der Beziehung
n-1

SUpp £ _4 < Z; x IN (wegen der strengen Monotonie der "Record
(o}
Values"), wonach flr (to, ce 'tn-1) € supp Pn=1 entweder
n-z1 ni‘l
t, €Z SZ = supp u oder t, = atn-1 gilt. o
k=0 K T %th %y, P k=0 ¥ °

2.3 Bemerkung:

a) Satz 2.1 bleibt auch dann gliltig, wenn die Bedingung
PX = Exp(xn,cn) durch die allgemeinere Bedingung
ni

me( o | X4 > r;o) = Exp(An,;o) (AO € R, n € W)
ersetzt wird, da hierdurch die Gililtigkeit der Beziehung
(2.5) nicht betroffen wird. Entsprechend kann in Satz 2.2
die Bedingung

me = Geo(pn, ;n) durch

P, (-]x , =

z.tn) = Geol(p
X nt e} n

,c0+n) (;o €Z,n € W)

ersetzt werden.

b) Die Bedingungen

r £ bzw. r, £

n o n totn (n € W)

in Satz 2.1 bzw. Satz 2.2 sind wesentliche Voraussetzungen.
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Ist nédmlich im ersten bzw. im zweiten Fall
i CO bzw. Lp > totn flir ein n€e W,

so ist die Menge
n-1
{k£0 tkl(to, e« st _4) €suppe _;} nicht in supp an bzw.

SUPP up u{;o+n-1} enthalten, so daB die Ausdriicke in (2.5)
n

und (2.6) nicht unabh&dngig von to, cee oty sind. Bei-

spielsweise ist fir ¢, > ¢, im Fall des Satzes 2.1
1 (0]

F1(s-+to) - F1(t0)

P(X - X, £ s|X, =t))= 9 -
1,8, 0 0 ! T = F, (t,)
[¢] ’ s+t0 < ;1
->\1(s +to)
1-e P Sttg > ty und tg < g,
—)\15 N
T-e ' ty = %4 (s €R,, t € R)

po'-fast sicher (man beachte dabei, d&aB das

Intervall [50,51) keine pO—Nullmenge darstellit). Hieraus

ist auch ersichtlich, daB in diesem Fall X1 AL " XO i.a.
r
1
nicht exponentialverteilt ist (man setze etwa Po = €y }).
(o]
Entsprechendes gilt im Falle des Satzes 2.2.
Im Fall identischer Verteilungen fithrt Satz 2.2 zu der
2.4 Folgerung:
Es sei
P =P = Geo(P/C) (P e (0,1, €Z, n € W) .
X X
(0] nl
Dann ist X negativ-binomialverteilt auf Z , d.h. es
n, 4, z+n
gilt:
. _ k=-¢, n+1, . k-g~n
1>(xn'A = k) = ( n )p (1-p) (k ezﬁn, nez,.



Beweis:
Nach Satz 2.2 ist PX s =P n , wobei YO’ ...,Yn unab-
Rsbn gtn + ) Y,
k=0
héngige Zufallsvariablen auf (Q,0, P) sind mit P = Geo(p,0) (0O%k<n).

Y
Hieraus folgt die Behauptung. =

Folgerung 2.4 ist das diskrete Analogon zu der entsprechenden Aus-

sage flir den Fall identisch exponentialverteilter Zufallsvariablen,
wo die "Record Values" eine Erlang-Verteilung besitzen (Karlin [27],
Prctlex 21, S, 267, Neuts [28]).

Crzrakterisierungssitze

- A - g e -

- Afbschinitt werden Bedingungen angegeben, unter denen Um-
ngen cer Sdtze 2.1 und 2.2 mdglich sind. Im Fall der Exponen-
tialverteilungen leistet dies der

2,5 Satz:
& =
Es sei Ty £ g En © (n € W) und Fo aquR0
streng monoton”. Besitzt dann die Familie {Xn A } unab-
'“n nelo

hé&ngige Zuwdchse, so existiert eine Folge U‘n}nelN positiver
reeller Zahlen mit

me( <X, >0 = ExpOr,0) (z e IRCO, n € m,

d.h. X1 ist insbesondere bedingt exponentialverteilt auf IR;
o}
Dabei ist notwendig tg >~ ©.

1) Tata [45] setzt in dem Beweis zu seinem Charakterisierungssatz
3.1 die absolute Stetigkeit von PX voraus. Um in seiner Arbeit
(0]

von der Beziehung (3.3) auf (3.4) schlieBen zu kdnnen, muB8 je-
doch zus&tzlich angenommen werden, daB die zugeh®rige Dichte
r-fast iiberall auf IRC positiv ist. Dies bedeutet aber gerade
die strenge MonotoniePvon F. auf R

(0] co
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Beweis:

Es bezeichne Gn die Verteilungsfunktion von PX - x
n,A
n

Wie im Beweis von (2.5) erhdlt man nach Voraussetzung

(2.7) P(X - X _ £ 5]X. = ta, ees
n, A, n 1,An_1 (¢] (6]
X - = tay ve. oX - X __ =t__.)
1,A1 o] 1 n 1,An_1 n 2,An_2 n-1
n-1 n-1
F (s+ Z t) - Fn(z ty)
k=0 k=0 =G (s) - fast sich
nE1 n Pn-1 a tener
1 -F_( t.)
N k

(s € Ry, tgr «ve st 4 € R,n € N),
Fir n € N und s > O bezeichne N:-1 diejenige p _,-Nullmenge, auf
der die Beziehung (2.7) nicht gilt; ferner sei

n-1 _ n-1 n-1
Ag .-(mcoxmo YNNG .

Dann gilt mit GO : = FO:

(2.8) Sind Gy, ... ,G,_, streng monoton, so ist AL | dicht in
R x IRn-1 fiir alle s > O (n € W).
1) o}
" c [
Anderenfalls gdbe es Intervalle IO ]R;o ’ I1, e 'In-1 IRO

mit A(I) > O (1 £k £ n-1) und

n-1 n-1 n-1 C n-1
Al n Eﬁo I = ¢, also iio I, & N

und demnach wegen der

Unabhédngigkeit der Zuwé&chse

n-1 n-1
T owe (1) = o _,(X I,)=0.
k=0 Gk k n-1 k=0 k

Dies steht aber im Widerspruch zur strengen Monotonie von
GO’ cee ,Gn_1, womit (2.8) bewiesen ist,
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Der Beweis des Satzes ergibt sich nun aus dem folgenden Induktions-

beweis flir die strenge Monotonie von Gn (n ezo):

Fiir n = O ist nach Voraussetzung nichts zu zeigen.

Sind nun GO’ cee ’Gn—1 fiir ein n € N streng monoton, so ist nach

(2.8) A2_1 dicht in IR; x ]Rg_1 flir jedes s > O. Dann ist aber
(o]
auch die Menge

n-1 n-1 -1
zs : = {kzo tel (ke vvn st ) €A}

dicht in ]RC wegen der Stetigkeit und Surjektivit&dt der verwende-
o]
ten Summenabbildung. Damit geht (2.7) Uber in

Fn(s+t) - Pn(t)
T, (0 = Gn(s) (s >0, t € IRgo).

(2.9)

n-1
Dies ist zundchst evident fiir t € J .
s

n-1
Zs ist aber dicht in :IR; ; zut € IR; gibt es also eine Folge
[¢] o}
n-1
; > i =
{s; Yoy in Zs mit s, =t (k € N) und lim s, = t. (2.9)

k>
ergibt sich dann aus der rechtsseitigen Stetigkeit von Fn'
Mit Hk: =1-G, (k € W) fiihrt (2.9) zu der Funktionalgleichung

1-Fn(s+t+u) 1-Fn(s+u) 1—Fn(t+(s+u) )

(2.10) H_(s+t) = — = = . L
n 1 Fn(u) 1 Fn(u) 1 Fn(s+u)
Hn(s} Hn(t) (s,t > 0, ue IRCO)
mit Hn(o) = 1 {wegen der strengen Monotonie der "Record Values").

Da Hn auf IRO beschrédnkt ist, gibt es ein )‘n > 0 mit
=A_S
Hn(s) = ¢ D (s > 0)

nach Hinderer [25], Lemma 28.6.

Hieraus folgt die strenge Monotonie von Gn = 1—Hn.
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Mit (2.9) liefert dies dariiber hinaus

. F.(s) - F (1) -2, (s-2)
P(Xn.l & slxn'] > ) = _T_'TTCT— =1 =-e , also
me( T X4 > ) = Exp(A_,2) (s € Rt € ]Rco).

Lo ist hierbei notwendig reell, da sonst
Gn(s) =0 (s > 0) aus (2.,9) fiir t » ~o= 2o

folgen wiirde.

Damit ist der Satz vollstdndig bewiesen. O

2.6 Bemerkung:

Fordert man spezieller th = %o sowie die Stetigkeit von Fn

in tor SO gilt unter den Voraussetzungen von Satz 2.5 sogar

PXn1 = Exp(An,;o) mit ¢y > -0 (n € WN).

Man braucht dazu in Satz 2.5 nur ¢ = CO zu setzen und zu

beachten, daB die Stetigkeit von Fn in Cn = CO
= > = : s

p(xn1 > ;O) = P(Xn1 = co) 1 nach sich zieht.
Ist andererseits iy = co ein Atom von Fn mit
Py = P(Xn1 = ;n) > 0 (und p, < 1 wegen £, = ®©) , so ist
entsprechend
P =p_ € + (1=-p YExp(r_,z.),

X4 n {co} n n’’o
also Px eine Mischung aus einer Einpunkt- und einer Exponential-
nt

verteilung.

Die zweite angekiindigte Charakterisierung der Exponentialvertei-
lungen findet sich in dem folgenden

2.7 Satz:

Es sei PXo = Exp(AO,;O) mit AO > 0, to € IR,
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Ferner sei g < to wnd £, = o (n € W) .

Besitzt dann die Familie {X 1 sukzessiv unabhidngige

n,A
n neZO

Zuwdchse, d.h. sind

XO und X1,A4 - XO sowie

- X und X - X
n,An n, 4, n-1,4

X, (n € W)
n+1’An+1

unabhdngig, so existiert eine Folge {An}nelq positiver reeller

Zahlen mit
Py (= X.q > 2) = Exp(A,5) (; € R, ne N).
ni o}
Beweis:

Die Verteilung zweier sukzessiver Zuwdchse hat - unabhdngig von
der Verteilungsannahme - folgende Gestalt:

(2.11) P(X - X > u, X - X _ > v) =
n+1,An+1 n,An 4 n,a n 1,An_1
f ; T O1-F 4 (t+utv) ,
— — dF_(t+v) d P(X__ £ s)
® Fn(s$ s 1 Fn+1(t+v) n n=1,4,_4

(u,v € IRO, n € W).

Mit Folgerung 1.12 a) und (1.11) erh&lt man n&dmlich

P (X - X > u, X - X _ > vy) =
n+1'An+1 n,An n,An n 1,An_1
P(X__ + u+v < X + u < X ) =
n 'I,An_1 n,An n+1'An+1

dP(X_ _ £s, X £ t, X £ w) =

s+utv<ttu<w n=1, 801 n.Ay D1 8p4q
dP(Xn+1,Am_,| fwlx , =t)...

s+utv<ttu<w '“n

= g) dP(X £ g) =

dP(x £ t|x__ _
n,An n 1,An_1 n 1,An_1
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1 (t) 1 (w)
(s+v, =) J (t+u, =) £
I I 1—Fn(s) 1—Fn+1(t) an+1(W)an(t)dP(Xn—1,A _1“ s)
R R n
1-F (t+u)
1 n+1 _
I T=F_(s) f Vstv,o) () TTF ST (O APKy g, €8) =
R R n
T 1-F_, ., (t+u+v)
1 J n+1 ’
— — dF_(t+v) AP(X__ € s) .
J 1-F (s) ! T=F g (E+V) n n=1,4 _,
Die Aussage des Satzes 1l&dBt sich jetzt induktiv zeigen.
Aus der Unabhéngigkeit von X0 und X1 AL " Xo kann man auf die
1
Existenz eines X1 > O schlieBen, so daB
PX”(-IX11 > ) = Exp(3y,2) (temr ),
o]
wie man dem Induktionsschnitt im Beweis zu Satz 2.5 von n = 0O
auf n = 1 entnehmen kann.
Dies liefert den Induktionsanfang.
Unter der Annahme, daB die Aussage des Satzes fiir 1 € k € n fiir
ein n € INbewiesen ist, folgt nun mit (2.11)
(2.12) P(X - X > u, X - X _ > v) =
n+1,An+1 n,An n,An n 1,An_1
A v T 1-F__. (t+u+v)
n n+1
e J T=F_(8) j ToF (erv) Sfn(8) dPX 4
n n+1 n-1
R s
T e arn,,,
n+1 n '“n-1
IR
-A_V 1-F (t+u+v)
n n+1 Z
e J ———— 4 P (X £ t|x__ = s).
1 Fn+1(t+v) n,ba, n ‘I,An_1
R < -
dP(xn—1,A £g) =



- 38 -

AV 1-F (t+u+v)
n J n+1 L
e — dP(X_ _ s, X £ t) =
R 1 Fn+1 (t+v) n 1'An-1 n,An
R
-2 aVv j +1(t+u+v) ( Ly ( ,
d P (X £ t u,v > 0).
o a1 T1=F__, (t+v) n,An

Die erste Gleichung in (2.12) ergibt sich dabei wegen

supp PX & :IRc aus der fir jede borel-meBbare Bp -inte-

n—1,An_1 (0]

grierbare Funktion giiltigen Beziehung

AV
(2.13) f £(£) AF (t+v) =e " ] £(£) dF (£).
R R
) to

Nach Induktionsvoraussetzung ist ndmlich fiir 7 =

o

F_(t+v) = F_{(z.)
Jf(t)an(tw) = (1-F, (t)) Jf(t)a n n o

. R 1T - F (z5)
Co CO

- £ =

(1=-F (z5)) J £(8) AP(X 4 € t+V [ X > ¢g) =
R
Lo
-An(t+v)
(1 -F (t5)) j £(t) r e dt =
R
o
A,V .
e (1-Fn(;o)) j f(t) dP(xn1 £ t[xn1 > r,o)
R
%o
F_(t) = F_(z,)

-V n n'-0

n - £(t) d ——=7F—— =
e (1 Fn(;o)) [ 1 Fn(co)

R
%o

£(t) an(t), womit (2.13) bewiesen ist,
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Aufgrund der Unabhdngigkeit von Xn+1’An+1 - Xn,An und
Xn,A - Xn—1,A geht nun (2.12) iiber in
n n-1
1-F (t+u+v) 1-F (t+u)
n+1 ¢ _ '{ n+1 ¢z
(2.14) J T () GF %y, S0 T-F o AP, 9
= n+1 n R n+1 n
%o %o

(u,v=20).
Wegen Bemerkung 2.3 a) ist aber nach Induktionsvoraussetzung

X = X, +

n
n,A o] k£1 (Xk,A = Xp-1, )

k k-1

eine Summe unabhdngiger mit den Parametern (Ao,zo), ()\1,0) ; eee g

(An,O) exponentialverteilter Zufallsvariablen, so daB nach Satz 4.5
(Anhang) folgt:

(2.15) 1_Fn+1 (t+u+v) 1—Fn+1(t +u) o
TF__ (€E+v) ~ T-F_.(t) (wv 20, teR ).
n+1 v n+1 't 0

1—Fn+1(; +t)

Setzt man H (t) = e (terR .,z €R_),
n+1 1 Fn_H(C) o Lo
so folgt aus (2.15) die Funktionalgleichung
(2.16) H (atv) = 1—Fn+1(;+u+v) _ 1—Fn+1(c+v) ) 1-Fn+1(;+u+v)
n+1 1=F .1 (%) 1=F 41 (2) 1=F 4q (2#V)
1-F (z+v) 1-F (g+u)
= = I o T Hper (@) Ep ()
n+1 n+1
(u,v = 0)
mit Hn+1 0) = 1.

Hieraus ergibt sich wie im Beweis zu Satz 2.5 die Existenz eines

)‘n+1 > 0 mit

P (o1 Xyq,q > %) = ExpOr q,0) (tem ).

n+1 o
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Damit ist der Satz bewiesen. O

2.8 Bemerkung:

a) Die Ausfiihrungen in Bemerkung 2.6 gelten entsprechend
auch fir Satz 2.7.

b) Die Voraussetzung P = Exp (A ) in Satz 2.7 kann nicht

(x4
XO 0’'"0
durch die schwichere Voraussetzung der strengen Monotonie

von FO auf H& wie in Satz 2.5 ersetzt werden. Sei dazu
(o]

{an}neZb eine Folge positiver reeller Zahlen mit

] a_ =1 und fir x € R
n=0 © °
X ©
Fo(x): -é n‘—ZO ay T(n,ne1](8) QL
Fo(x): =1-¢e* (neN, nt2)
- 1_.-(2mx+sin2wx)
Fz(x). = 1-e .

Satz 2.1 liefert nun die Unabhingigkeit von

X, und X

0 1,0, = %

1

sowi
o owie

X

w
w

- X und X fir n
n,

- X
n+1,An+1 n, b A n 1,An_

n 1

Zum Beweis des letzteren setze man etwa

*, _

XO’ X2,A2 und

LI .
Xnk' xn+2’k (n,k € N) und wende Satz 2.1 auf die

3 % * _ +* *
Familie X¥* = {Xo, {Xnk}n,kEIf an.

Fir n = 2 liefert (2.11)
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P(X - X > X - X > =
X3,05 7 %20, 7 0 Xon, T Ry, V)
L e"Uar, (t) 4P (x ¢ gy =
1-FZZs) 2 1,A1
R s+v
-u 1-F2(s+v) .
e f —T:§;TET_-dP(X1,A1 £ sg) =
P(XB,A - x2,A > u) P(X2,A - X1,A > v) (u,v e,Ro),
3 2 2 1
also die Unabhdngigkeit wvon X3,A3 - Xz'A2 und X2’A2 1'%

Fir n = 1 ergibt (2.11) mit (2.13)

P(X - X

> u, X
2,A2 " ?M,A

1 oy " Fo 2 VT

1,4

_ 1=F, (t+u+v)
eV j f 2

- (t-s) -
T, (e © dt dFg(s) =

O<g<t<w

-V

TToF, (svtrv) G Fo (814t =

o
O—-—38

J -t 1—F2(s+t+u+v)
e
[o]

I 7 n+1 ¢ 1-F, (s+ttuty)
a ——— e =
e ZO Y j e T=F, (s7E77) ds dt
n= O n
1
v 1—F2(s+u)
e I T 98 T P(Xp T X, 2 WR(Xy = Xy > V)
2 2 1 1
[o]
(u,v € IRO)
wegen der 1-Periodizit&t der Funktion
1=Fy(++ ) _ ~2(qru+sin(ru) cos(2 7.+ mu))
—— = (ue Ry),
1-F2(o)
also die Unabhédngigkeit von X2'A2 - X1,A.| und x1,A1 - XO.
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Die Familie {XO, X, - X

,A1 o’ %2 A2 - X1,A1} ist dagegen nicht
unabhdngig wegen
F,(s+t +t,) - F.(t.+t.)
2 0 "1 2'70 "1
P (X -X £ s|x,=t,, X -X.=t,) = _ =
2,8, " "1,8, L D T = F,(t, + £

-2(mn s+ sin (ns)cos (2 n(t0+t1) + 71s)) 2
1 - e A" - fast liberall

(s, tol t1 € ]RO) ’

wie man den ersten beiden Gleichungen in Bezlehung (2.5) entnehmen

kann.

Die Familie X besitzt also sukzessiv unabhédngige Zuwédchse, ohne
daB alle Xn1 bedingt exponentialverteilt sind (n € W),

Die Satz 2.5 entsprechende Charakterisierung der geometrischen
Verteilung behandelt der folgende

2.9 Satz:

Es sei ¢ £ totn, &, = o (n € N) und X diskret verteilt

auf Z mit supp PX = Zg . Besitzt dann die Familie
(6} o
{X } unabh&ngige Zuwdchse, so existiert eine Folge

n,A
n nEZo

{pn}nenl reeller Zahlen mit 0O < P, < 1 (n € W) und

. > ) =
Py (-] X £} = Geolp,,2) (r ez

n1 , n € W),
n1

;o+n
d.h. Xn1 ist insbesondere bedingt geometrisch verteilt auf

Z_ . Dabei ist notwendig ¢, > -o .
%o o]

Beweis:

Es bezeichne G wieder die Verteilungsfunktion von Py - x
n, 8, n—1,An

(n € IN)., Wie im Beweis von (2.6) erhdlt man nach Voraussetzung

-1
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- < = - =
(2.17) P(Xn'An >(n_1'An_1 s[xo to x1'A1 Xo = tys oen
- =t _.) =
n 1'An-1 n 2,An_2 n-1
n-1 n=-1
F (s +k£0 t) - Fn‘kZ t)
P = Gn(s) pn_1-fast sicher

1-F (] t)
nk=ok

(s € Zyr tyr vee st 4 €Z, né€ N).

Der Beweis des Satzes ergibt sich aus dem folgenden Induktionsbeweis

fiir die Beziehung

n

(2.18) supp o, = ZC x IN nez, .
(o)

Fir n = 0 ist nach Voraussetzung nichts zu zeigen. Ist nun (2.18)

gliltig, so fithrt (2.17) mit t:,l = ... = t =1

fiir ein n-1 € Z
n-1

o
zu der Beziehung

Fn(s +to+n—1) - Fn(to+n—1)
1 -Fn(to+n-1)

(2.19) = Gn(s) (1:o € ZCO,'S <] ZO) ,

was mit Hk: = 1—Gk (k € IN) ibergeht in

1=F_ (s+t+t . +n-1) 1-F (s+to+n-1)
(2.20) H, (s+t) = — B~ momy— = ~TF (T - - -
n n(to n n(totn
1—Fn(t+(s+to)+n-1)
TTF ((srE ) Fm=T)~ - HBp(s) - Hy(t)  (t,€Z, ,s€Zy)
n (0] o]
mit Hn(O) = 1 (aufgrund der strengen Monotonie der "Record Values").

Wegen En = oo und T < totn ist nach (2.19)

n

0 < Gn(s) <1 (s € IN),d.h. supp Pr = Zr’o x IN

wegen Gn (0) = 0.

Insbesondere ist also O < Pyt = Gn(1) < 1.
Setzt man in (2.20) t = 1, so erhdlt man iterativ



_ k
Hn(s-+k) = Hn(s) Hn(1) (s € ZO' k € W)
und somit flir s = O
G (k) = 1-H (k) = 1-H(1) = 1= (1-p ) (k €2,
n n n Pp o’
(2.19) besagt damit
F (s) - F_(z-1)
. N _ .n n 4 (1o (s=z+1)
P(X 4 % s|Xn1 > ) = T=F_(e-1) = 1-(1-p) , also
N > =
me( | X 4 28) = Geo(p,,%) (sez.,ce Zco+n) .

to ist hierbei notwendig reell, da sonst Gn(s) =0 (s € N) aus

(2.19) fir t » -0 = folgen wiirde.

%o

Der Satz ist damit vollst&dndig bewiesen. o

2.10 Bemerkung:

Fordert man in Satz 2.9 spezieller cn = ;o+n, so gilt unter

den Voraussetzungen von Satz 2.9 sogar Px = Geo(pn,cn)
n1i

mit . > —©» (n € IW). Es braucht dazu nur ¢ = +n gesetzt
(o]

%o
zu werden,

Die Satz 2.7 entsprechende Charakterisierung der geometrischen
Verteilungen ist gegeben durch den folgenden

2.11 Satz:

Es sei PXO = Geo(pysty) mit O < py < 1,
Ferner sei £

co ez.

o }nenq auf Z diskret
verteilt. Besitzt dann die Familie (X } sukzessiv

nsby neZO

unabhdngige Zuwdchse, so existiert eine Folge {pn}

+n, En = o und {Xn1

ne€IN
reeller Zahlen mit O < P, < 1 (n € W) und

. > =
Pen1 (01 X4 ) = Geo(p,,t) (g ezto+n’ n € W) .
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Beweis:

Der Beweis ist v®llig analog zum Beweis des Satzes 2.7 zu fiihren.
Man hat hierbei nur zu beachten, daB der Beziehung (2.12) die
Beziehung

(2.21) P(X -X > u, X -X
n+1,An+1 l’l,An

aee? 1 SR e, <k
k=Co+n n+1 ""n

(u,v € W)

und der Beziehung (2.13) die Beziehung

(2.22) I £0) P(X q=k+v) = (1-p)" ]  £(k) P(X , = k)

k= . .+n k=g .+n
(o] (o]

(v € IN)

entspricht.

Wegen der strengen Monotonie der "Record Values" ist n&dmlich
supp P E\Z. und die Giiltigkeit der Beziehung (2.22)
| | ToHn=1t

n=-1
ergibt sich aus

xn*1,A

Y £(k) P(X_.=k+v) = P(X .2 +n) T £(k) P(X_,=ktv | 27 4n) -
kmgtn n1 %1 %o k=gtn n1 %1 T %

b k+v
(1-F_(z,+n=1)) § £(k) p_(1-p_) =
n'%0 k=£0+n n n

(-p)¥ (-F (go+n-1) [ £00 p (1-p* =

k=co+n

(p)" (F (eo+n=1) [ £(k) P(X 4 =k]X ;> totn) =

k=an

(p)Y I £(k) P(X, = k).

k=Q;n
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Der Funktionalgleichung (2.14) entspricht somit die Funktional~
gleichung

o 1-F (k+u+v) © 1-F (k+u)
1 n+l
(2.23) y o 2 px =k) = 5 — o P = %)
k=g +n 1=F4q (k#V) n.a, k=t +n 1=Fpyq (k) X'h’An
(u,v ez,),
wobei nach Bemerkung 2.3 a)
?
X =X, + (X - X __ )
S T S FYY

eine Summe unabhdngiger mit den Parametern (po,:o),(p1,1), ...,(pn,1)
geometrisch verteilter Zufallsvariablen darstellt. Mit Satz 4.7
(Anhang) ergibt sich also die Beziehung

1-F__, (k+u+v)  1=F__, (k+u)
(2.24) —2t1 = —otl (w,vez,, k ez

).

TF_ (kFV) T-F_, 1 (K) Zgtn
1=F, o q (k+2)
Setzt man Hn+'| (k): = —.)—_'w (k e ZO' T € Z;o+n) '

so folgt hieraus analog zu (2,16) die Funktionalgleichung

(2.25) Hn+1(u-+v) = Hn+1(u) . Hn+1(v) (u,v € Zo)

mit Hn(O) 1.
Damit ergibt sich wie im Beweis zu Satz 2.9 die Existenz eines
0 < Phyq < 1 mit

). o

. 2 =
Px ( |Xn+1,1 &) Geo(pyyqr M) (c e Zz;o+n

n+1,1
2.12 Bemerkung:
a) Die Ausfiihrungen in Bemerkung 2.10 gelten entsprechend
auch fir satz 2.11.
b) Auf die Voraussetzung PX = Geo(po,go) in Satz 2.11
(0]

kann nicht ohne weiteres verzichtet werden. Sei dazu

{an}neZo eine Folge positiver reeller Zahlen mit



o~ 8

1
a = =% und
n=o0 " 2

p(xo = 2k +3) = a, (j e {0,1}, k € ZO).

Ferner sei

-k
P(X , =k) =2 (k,n € N, n % 2)
und
—(§-+2)
2 » k gerade
P(X = k) -
21 _(k21 +2)
2 » k ungerade (k € Zo).

Satz 2.2 liefert dann wie in Bemerkung 2.8 b) die Unabhidngigkeit

von
XO und X1'A1 - X0 sowie

- X und X X fir n 2 3.
n+1,An+1 n,An n,Aa n l,An_1

Flir n = 2 liefert (2.11)

P(

>

X - X X - X
3,8, 2,4 dr 2,8, e,

2

© ©

1 -u :
D ) 27" P(X,, = J) P(X = k)
kiq TF, (K) J=kfv1 21 1,84

@ 1=F, (k+v)

-u
2 ——=——— P(X = k) =
iy TE,(K) 1.8,
P(X3,A - XZ,A > u)P(XZ,A - X1,A > v) (u,v ezo),
3 2 2 1
also die Unabhédngigkeit von X3’A3 - X2,A2 und leAz - x1'A1,
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Wegen
-&+2)
3.2 , k gerade
1 - F, (k) = -
2 -E1 4 2)
2.2 ¢ k ungerade, also
_m
2
2 , W gerade
1 - F, (k+m) , ~&D
(2.26) -—T:EZTRT—— = 3 -2 , k gerade, m ungerade
_(m+1)
3 P 2 "
5 ' ungerade, m ungerade
gilt
1-F2(2k+j+m) 1 - Fz(j+m)
1-F2(2k+j) = T-Fsz) (k,m ezo, j e {o,1}).

Fiir n = 1 ergibt dann (2.11) mit (2.22)

P(xz,A2 - x1,A1 > X1,A1 - X% >V o=
27V v E 2'(i'k) 1_:_£3£i13121 P(X. = k) =
=0 i=k+1 T=F,(A+) 0
,-v E i ® 1 - F2(k+i+u+v) P = k) =
i=1 k=0 1 -Fz(k+i+v) (o]
© © 1 - F,(2k + itutv)
- -1i 2
27V 7 2 — P(X, = 2k) + ...
121 k=0 1 F2(2k+i+v) (]
1 - F2(2k+1+i+u+v) !
T=F, 2k r i P %o = 2k + N} =
- @ L 1 = F,(itutv) 1 - F, (1+itutv)
2 v X 2 i-1 . 2 + 2
i21 - F, (i+v) T=F, (1+i+v)
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u
27V 2 2 + u gerade
=1 u+tl
_ - (&) - (&)
27V (1 -2 27, % 2 2 ), u ungerade
(u,v € ZO)
wegen (2.26). Damit sind auch X2'A2 - X1,A1 und X1,A1 - X, unab-
hédngig.
Die Familie xo, x1,A1 XO' XZ’AZ - )(1’A1 ist dagegen nicht un-
abhédngig wegen
- < = - = =
Poa, ~ %10, ° 8 I %5 = to, X1,0, " %0 = &)
[ _s
1 -2 2z y S8 JdJerade
_ _(8=1
F, (s+ty+t,) F,(tg+ty) : 2 (=)
T - F. (Tt = -3 .2 ¢ 8 ungerade und
270 1 to+t1 gerade
)
1 3 2
-5 » S ungerade und
L t0+t1 ungerade
(s, tO ezo, t., e W) ,

wie man der ersten Gleichung in

(2.6) entnehmen kann.

Die Familie X besitzt also sukzessiv unabhdngige Zuw&dchse, ohne

daB alle X
n1

bedingt geometrisch verteilt sind

(n € W).
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IIT. Parametrische Fragestellungen

Die in Kapitel II charakterisierten Verteilungsklassen lassen eine
parametrische Betrachtung der "Record Values","Record Times" und
"Inter-record Times" zu. Dies ist fiir praktische fragestellungen
von Bedeutung, da oft nur Realisationen der "Record Values" und
"Record Times" bzw. "Inter-record Times" beobachtet werden k&nnen
und man hieraus Riickschliisse auf die zugrundeliegenden Verteilun-
gen oder auch zukiinftige Beobachtungen ziehen m&chte. Unter geeig-
neten Voraussetzungen lassen sich dann entsprechende (parametri-
sche) Schédtz- und Testprobleme formulieren, die mit den iiblichen
Methoden der mathematischen Statistik geldst werden kénnen (Bei-
spiel 3.14). Umgekehrt besteht in vielen praktischen F&dllen die
Mdglichkeit, gewisse KenngrdBen im voraus festzulegen. Man ist
dann beispielsweise an der Frage interessiert, wie sich "Record
Values" und "Record Times" bei ~ etwa geringfiligigen - Anderungen
dieser GroBen verhalten. Auch hier bietet sich eine parametrische
Betrachtungsweise des Problems an.

A) "Record Values", "Record Times" und "Inter-record Times"
bei Exponential- und geometrischen Verteilungen

Im folgenden scll unter den Voraussetzungen

(3.1) P

XO EXP()\OI CO)

Px

i <
Exp(r, ,g,) mit ¢ £
ni

(Ager, > Oyty,z, € R, n € W)

fn(xo, . ,An,co ; ») die stetige A-Dichte von Xn (n € ZO) sowie

) A
n
unter den Voraussetzungen

3.2 Py Geo (pyitg)

(o)
Q

P

: A
X Geo(pn,;n) mit . =

n c0-+n
nl

(0 <PpyiP, < 1ilyek, €Z, nEN)
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gn(po, s 4P iTo i ) die auf Z definierte # -Dichte von

Xn’An (n € ZO) bezeichnen.

Aus Vereinfachungsgriinden werden flir diese Dichten daneben auch
die kiirzeren Symbole fn bzw. 9, verwendet.

3.1 Lemma:

a) Unter den Voraussetzungen (3.1) gilt:

Ist m: = [{Ags eeesr 3] = [{Aj1, cer iy }H
m
n
£ 5 £ &k £ :
(0 Jk n, 1 k mo, n e Zo) und sind
Tqr e oTp € {1, ... ,n+1} die Vielfachheiten von
n
Aj1’ - ,xjm , SO besitzt die Dichte fn von Xn,An
n
die Gestalt
mzn r,}{:- S —Ajk(x—;o)
(3.3) £ (x) = ( c .(x-¢.)7) e (XER_ ).
n k=1 1=0 *i 0 %o
; izi £i&p - Lx £
Die reellen Koeffizienten Cpri (0£i Ty 1, 1€k mn)
sind dabei i.a. von Ao, e ’An abhdngig.
Im Fall m, = 1 gilt genauer
(x-g )" =ag(x-gg)
_ .n+1 o o o}
(3.4) fn(x) = )xo —T e r
im Fall m.o= n+1
n
I AL
n . 3 = (x=1%n)
(3.5) £ (x) = J] —2=2 - o kK ° (xXe€R,_ ).
n =0 n ;O
jz (s =2y)
itk
Es ist stets
? 1
(3.6) E(X ) = g4 t T
nrby O x=0 *
? 1
var ( )= _ .
Xh’An k=0 Ai
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b) Unter den Voraussetzungen (3.2) gilt:

Die Dichte g9, von Xn (n € Zo) besitzt die Gestalt

Ay

n k.
(3.7) g_(k) = ) I p.(1=-p.) > (k €2 ).
n Koresoik €Z, =0 7 3 totn
1
k, =k-n-g,
i=o 1 °©
Es ist

o

3.8) E(X = -1 + —
(3.8) Bx, ;) R
n 1-p
k
Var (X ) = —_—
n,A L 2
n k=0 Py
Beweis:
a) GemdB Satz 2.1 ist
(3.9) Pxn N = P ? , wobei
'“n z. + Y
(o} k=0 k
YO' . ,Yn unabhdngige Zufallsvariable auf (Q,%,P) sind mit
= < Z
PYk = Exp(lk,o) (O £k £n).

Nach Lemma 4.4 (Anhang) geniigen damit fo, oo 'fn dem homoge-
nen linearen Differentialgleichungssystem

fé(x) = —Aofo(x)
£500) = A (f5(x) - £,(x))
£10x) = A (f_ (%) = £ (%)) (x > ).

Hieraus ergibt sich die Beziehung (3.3) (siehe etwa Erwe [11],
Kapitel IV, Abschnitt 5).
(3.9) impliziert unmittelbar auch die Gliltigkeit der Bezie-
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hungen (3.6) sowie (3.4) und (3.5)
(Feller [12], Kapitel I.13, Problem 12).

b) Nach Satz 2.2 ist

(3.10) Py =P , wobei
n, A t
"“n totnt By
k=0
ZO' e ,Zn unabhédngige Zufallsvariable auf (9,0,P) sind mit
- L P4
sz = Geo(pk,O) (0O £k £n).

Dies liefert die Gliltigkeit der Beziehung (3.8) sowie

n
g_ (k) ‘—'P(z Z. =k-n-z.) =
n j=o 3 0

n
) p() {2y = k31 =
kor ++- 1K €2y 3=0

n
Eki=k-n-%

i=0
n k.
R pj(T-pj)J xez ),
Kor +e 152y 370 0
!
k, =k-n-g
i=o0 * °

also die Gliltigkeit der Beziehung (3.7).0O

Mit Hilfe von Lemma 3.1 188t sich nun der folgende wichtige Satz
beweisen, der u.a. Aussagen liber Erwartungswerte und Varianzen
der "Inter-record Times" macht:

3.2 Satz:
Unter den Voraussetzungen (3.1) gilt:

a) Fir I{Ao, cee A
die Gestalt

n-1}l= n besitzt die Verteilung von 4/
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A
T+DT (2 + 1)

P(An>k)=2(n)\.l)\) xn =
3=0  i=0 *i T *j§ N
el 'k + +
idj ( Ay n
n-1
oA,
n-1 L i AL
nf;o Blk+1, 74)
I= Ay Ty =ay) n
i=0 J
itj

(ne]N, keZo),

wobei T' die Gamma-Funktion und B die Beta-Funktion be-~-

zeichne.

b) E(An) existiert genau dann, wenn

Ay < min {21 (n € W) .
0%j%n-1

In diesem Fall ist

n=-1 A
E(ay) = I 3=

j=0 "j n

c) Var(An) existiert genau dann, wenn

1 .
A <= min {x.} (n € W) .
n 2 O£j<n-1 J

In diesem Fall ist

n-1 A n-1 A n-1 A 2
Var(a_) =2 0 —dev - 1 —3I— - 1 (—L—) .
n R W= 3y PN U= PR WY
3=0 73 n 3=0 "j 'n =1 "3 'n
Beweis:
n-1
I
RN
a) Es bezeichne cy: = E:%———————— (0 £ 3 £ n-1).
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Mit der Beziehung (1.12) aus Folgerung 1.12 b) erhdlt man dann

- - k <
pmn>k)~f PMn>HXw4Mn4)dP- JFn&)denq,A 1—t)
Q R n-
" -A tkn=1 -ast
J(1-—e V) cy e Joar =
o 3=
ii

1 n-1 1 (An -1)
— ‘Z c J s" (1-s) ds =

n =0 5

1 n-1 AL

™ V c. B(k+1, Tl ).

n j=o n

Mit den bekannten Beziehungen zwischen Gamma- und Beta-Funk-
tion ergeben sich dann die angegebenen Ausdriicke.

Sei zundchst |[{rg, ...,An_1}[ =n und A < Oé?22_1{x.}.

Mit der Beziehung (1.73) aus Folgerung 1.12 b), den Bezeich-
nungen des Beweises zu Teil a) des Satzes und der Beziehung
(3.5) folgt dann

= - 1 < =
E(ay) = f E(Anlxn—1,An_1)dP - J 1=-F_(t) dP(Xn—1,A -1 St =
Q R n n
n-1 T - -At n-1 c
I ¢ je - J =
j=o 3 j=0 *3 ™ ’n
(0]
n
LS -
-1 - 320 -y . -
- (Ea(50) - 539 ) N
n I (A =3) J J n
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wegen fk(;o) =0 (k € IN), wie man etwa dem Beweis des
Lemmas 4.4 (Anhang) entnehmen kann.

. ” ) )
Sei nun |{A0, v ,An_1}| £€n und A < Oé?ig_1{x.}. Die

unter den obigen stdrkeren Voraussetzungen bereits bewiesene
Aussage 1dBt sich dann wie folgt heranziehen:

Flir unabhdngige Zufallsvariablen YO' e 'Ym (m € ZO) auf

(Q,0,P) mit
PYk = Exp(1,0) (0 €k £€m) bezeichne
T
S lngr «ee pmp): = kzo ;; Y, (no, I o).
Flir jede Wahl von A%, ... ,13_1 mit |{A8, . ,A;_1}| =n,

A¥ £ 2, (0% 3 %n-1) und A, < min {»*} gilt nun
0%j4n~-1

L * *
(3.11) 8.1 0ps wee A _q) 8,0, oo k).

Kennzeichnet man die aus dem Modell mit den Parametern
A;, cee ’A;—1’An abgeleiteten GrdBen mit dem Symbol %,
so existiert nach obigem

: An(xn-1,A:_1 o)
(3.12) E(s*) = E(—m—————— ) = E(e ) =
n
1_Fn(x:-1 ¥ )
“n=-1
ApSpoq (R8s vv sAE_D) n-1 %
E(e ) = R —:—l—— '
j=0 Aj - An

wobei sich die vorletzte Gleichung beispielsweise aus Bezie-
hung (3.9) ergibt.

Wegen (3.11), (3.12) und der Stetigkeit von Sn_1 in den
Parametern AO’ e ,An_1 liefert nun der Lebesgue'sche Satz
von der majorisierten Konvergenz die gewiinschte Aussage.
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Existiert umgekehrt E(An), so folgt nach obigem

Ay SpoqOgr wee sdp )

E(s ) = E(e ) 2
A Spoq(Rgr ves o) n-1 A,
E(e ) = s —_—
Ly - *
j=0 Aj An
(A* €2, 2* ¢« min {A.}).
n n 0£j%n-1
n-1 A
Wegen sup hii ———-J—; = o 1ist also
A; < min {a;} I7° Aj = *n
0%j%n-1

notwendigerweise A < min {i,}.
0<j£n-1

Damit ist der Teil b) des Satzes bewiesen.

1
c) Es sei A_ <=5 min {A.}.
n 2 o4yén-q I

22
n-1' n
abgeleiteten GrdBen mit dem Symbol * gekennzeichnet, so er-

Werden die aus dem Modell mit den Parametern AO' Y

gibt sich mit den Beziehungen (1.13) und (1.14) aus Folge-
rung 1.12 b) (Hinderer [25], Aufgabe 26.1)

(3.13) Var(ay) = E(Var(a | X ‘”An-1)) + Var(E(Aann-LAn_1))

! +Fn(xn—1,An_1) 2
E( 5) - ET() =
(T=F Xy )
n-1
2_(X -za) A (X -ty
nn-1,A (¢} n'n-1,4 (0} 2 _
E(2 e "“n-1 e “n-1 ) -ET(a) =

* 2
2 E(An) - E(An) - E (An).

Der angegebene Ausdruck folgt nun aus dem Teil b) des Satzes.
Existiert umgekehrt Var(An), so auch E(An) und damit auch
E(A;) nach (3.13). Wiederum nach Teil b) des Satzes ergibt
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sich dann notwendigerweise 2x_ < min {x.}.

0£j%4n-1

Damit ist der Satz vollstdndig bewiesen. O

3.3 Bemerkung:

a)

b)

Satz 3.2 bleibt auch dann giiltig, wenn die Voraussetzun-
gen (3.1) durch die Bedingung

by
Fn=1—(1—F)n (A, >0, nezy)

ersetzt werden, wobei F eine stetige Verteilungsfunktion
bezeichne. Setzt man n&mlich R: = -2n(1-F), so stimmen
wegen der Isotonie und Stetigkeit von R die "Record Values"
bzw. die "Inter-record Times" der Familie

R(X): = {R(XO),{R(Xnk)} } P- fast sicher

n,ke€NW

mit der Familie {R<Xn,A Y} bzw. der Familie {An}ne:IN
n HEZO

berein. Wegen

PR(XO) = Exp(lO,O)

PR(Xn1) = Exp(kn,o) (n € W)

liefert Satz 3.2, angewandt auf die Familie R(X), dann
die Behauptung.

Fiir n = 1 ergibt Satz 3.2 a)

A
r(k+1)r(39+1)
> K) = —— ez,

A
Pkt + 32)
1
was aus Stetigkeitsgriinden auch fiir Ao = k1 gliltig bleibt.

In diesem Fall ist

k! 1

Plog > K) =137 = %+ 7
(Chandler [5], Foster und Stuart [13], Rényi [32]).

Ist allgemeiner XO =ma (m € IN), so gilt

1
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_ k! m! _ 1
(3.14) P(a; > k) = Jgrop = ) (k e z).
k

GemdB Teil a) dieser Bemerkung 148t sich dies auch als die
Wahrscheinlichkeit dafir interpretieren, daB in einer

Familie {xn}nell unabhdngiger, identisch stetig verteil-

ter Zufallsvariablen friihestens X erstmalig irgend-

m+k+1
einen der Werte X1, . ,Xm liberschreitet.

Flir den Fall geometrischer Verteilungen 1&Bt sich entsprechend

zeigen:
3.4 Satz:

Unter den Voraussetzungen (3.2) gilt:
a) E(An) existiert genau dann, wenn

p, < min {p.} (n € W) .
0£j£n-1

In diesem Fall ist

n n-1 P.
E(a) = (1-p)" 1 p-—i— .
j=o Pj 7 Pn

b) Var(An) existiert genau dann, wenn

p. < 1= +V1- min {p.} (n € W) .

n 0£j4n-1 7
In diesem Fall ist

n-1 P n~1 P
2n n J
Var(a_) = 2(1-p.) hit e (1-p_) i = -
n n j=0 pj 2 pn)pn n =0 pj Pn

on n-1 P 2
(1-p_) To(—2=—) .
" 3=0 P37 Fn

Beweis:

a) Sei p_ < min {p,}. Mit der Beziehung (1.12) aus Folgerung
n Py
O%j€n-1
1.12 b) und (3.7) aus Lemma 3.1 b) ergibt sich dann
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b 1
E(a) = J E(A_|X _ )ap = 1 7 94-1 (K)
n 0 n n1,An_1 k=co+n-1 1 Fn(k) n-1
il n-1 k.
I (1-p 7" 1 opy(i-pp Y o=
k=0 Koreverk 1 €24 §=0
n-1
I ky =k
i=0
o n-1 1—p-)kj
1 p.( =
: g J'1-P
k=0 ky,..eik 4 €Z4 3=0 n
n-1
I ¥ =k
i=0
n-1 L 1-p. k n n-1 j
mops I (== = (-p)" 1 —d— .
j=0 3 k=0 Pn j=o P3 " Py

Existiert umgekehrt E(An), so folgt wieder mit Folgerung
1.12 b)

+n-1 -

1 o Xn—‘l,An_1
= = - >
E(s,) = (3w - ) = ECU-py) )
n “n-1,4a
n-1
’;O'm_1 -Xh-1,An_1 n n-1 P.
E((1-p}) ) = -pf)? 1 —d—
3=0 py - py
(p* € p, p* < min {p.}).
nooR TR og3¢n-1
n-1 P
Wegen sup il —J _ = » ist dann
* : j=0 p;-p¥
Py < min {p.} 3 n
0£j4n-1 I

notwendigerweise pn < min {p.}.
O£j%n-1

Der Beweis 148t sich analog zum Beweis des Teils c) des Satzes

3.2 fiihren. Man braucht dazu nur die Parameter AO’ e ,An_1,xn
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. 2
bzw. 2xn durch die Parameter Por +v+ sPy_q 1Py bzw. 1 -(1—pn)

zu ersetzen und zu beachten, daB dann

1+Fn(xn—1,A ) 2(;o+n-1 - Xn—1,A )

E( 21y = E(201-p,) =1y oL,

1-F_(X__ )
n'“n 1'An-1

(;O+n—1 - Xn—1 e
E((1-p,) )
gilt,
Der Bedingung
A < % min {A.} entspricht dabei die Bedingung

n 0<34n-~1

1-(1-p )2 < min {p.} bzw. dquivalent dazu
n 0£3én-1 3

p, <1- /Y1 - min {p.}.
0%j4n-1

Der Satz ist damit bewiesen., O

Mit Hilfe der S&dtze 3.2 und 3.4 lassen sich entsprechende Aussa-
gen fiir die "Record Times" formulieren:

3.5 Satz:

a) Unter den Voraussetzungen (3.1) bzw. der Bedingung in
Bemerkung 3.3 a) gilt:

E(Un) existiert genau dann, wenn

> see > A (n € WN).

In diesem Fall ist

n n k-1 A
E(U) =1+ ] E(@) =1+ ] 1 7= .
k=1 k=1 j=0 *3 7 *x

Var(Un) existiert genau dann, wenn

Xm > 2X, > 4. > 2

o A (n € IN).
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In diesem Fall ist

+ ...

Pj_Pk

n k=1 Al k=1 A k-1 Ay 2
var(u) = ] (2 1 g - 1 oy - 1 (o))
k=1 3=0"37“"k  j=0 "3 'k j=0 "3
5 n k'i‘l (];1 - (:\i+)\ : k;[’l i )‘_i)‘ o
k=2 j=1 1=0 “i 37k i=9 M T %k
=1 Ay k=1 oy )
I I .
1=0 %171y i=0 %17 Ak
Unter den Voraussetzungen (3.2) gilt:
E(Un) existiert genau dann, wenn
Po > Py > «or > Py (n € IN).
In diesem Fall ist
n n k k-1 p.
E(U) = 1 + Z:E(Ak) =1+ z (-p)” 1 —3—pA_p .
k=1 k=1 j=0 Py " Px
Var(Un) existiert genau dann, wenn
1-p <(1-p)2 < <(1-p)2n (n € W)
0 1 e n .
In diesem Fall ist
n k=1 Ps k-1
2k k
var(u) = § {2(1-p,)  e——C P
nto st kT gm0 P37 (27Py) Py N
2k k=1 p. 2 n k-1 .
(1-p,) T (=—i-) }+ 2 ¥ 3% (1-p.)3(1—pk)k -
3=0 pj Pk k=2 j=1 J
j=1 P, k-1 p
e = O = i

I
i=0 Pi ~ (Pj"'Pk Pij) i=j P; ~ Py

3=1 P, k-1 p.
I —=— 1 —=—) .

i=0 Pi Py i=0 Pi "Px
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Beweis:

Die Aussagen beziiglich E(Un) in Teil a) und b) des Satzes ergeben
sich unmittelbar aus Satz 3.2 bzw. Satz 3.4.

Unter den angegebenen Bedingungen existiert nach denselben S&tzen
ferner jeweils Var(Un), wobei

! ) P
Var(U_ ) = var( Ay) = Var(a,) + 2 Kov(a.,A,).
n k=1 & k=1 k k=2 §=1 3Tk
Es ist nur noch

-1 xi k-1 Ai
(3.15) E(a.A,)) = I - big -

i’k 1=0 Ai Tkj+xk) 1=4 A7 A
fiir Teil a) des Satzes und
j-1 Py k-1 P;

' k
(3.16) E(a.A) = (1-p.)3 (1-p)° "1 - — n £
ik 3 k' 420 Py~ (P4¥P PPy jog Py TPy

fiir Teil b) des Satzes nachzuweisen (1 € j < k £ n).

Hieraus ergeben sich dann - in Verbindung mit den S&tzen 3.2 und
3.4 - die angegebenen Ausdriicke filir die Varianzen der "Record Times".

Nach Satz 2.1 bzw. Satz 2.2 ist

= £ £ -
pxk , =P . (C k n-1) ,
'k I vy
i=0
wobei YO' . 'Yn-1 unabh&ngige Zufallsvariable auf (@,0,P) sind
mit
P =

y = Exp(dg,t5) und

PY. = Exp(ki,o) bzw.
i
PYO = Geo(po,co) und
= £ i £ pn-
PY = Geo(pi,1) (1 i n-1).

Sei nun 1 € § <k € n. Ersetzt man die Parameter Ay durch r. + A
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bzw. pj durch pj+pk-pjpk,seien die sich auf das so modifizierte
Modell beziehenden Gr&Ben mit dem Symbol * gekennzeichnet. Fiir
o = O bzw. %o
)‘i+j bzw. Py durch p
Symbol ** verwendet.

= 1 und bel gleichzeitiger Ersetzung von >‘i durch

i+ (0O £ i € x-j-1) sei entsprechend des

Die bedingte Unabhidngigkeit der "Inter-record Times" bei gegebe-
nen "Record Values" nach Folgerung 1.12 b) fiihrt nun mit Breiman
[4], corollary 4.38 zu

E(AjAk) = JE(AjAk |x0,x1,A1, 'xk—1,Ak_1)dP =
Q
1 1
j — - dP(X,_ £s, X _ £t) =
X 1 Fj(s) 1-Fy (t) 3 'I,Aj_1 " Tk=1,8, 4
R
j=1 k=1
1 1 J
J - — dP(] Y, s, ] Y £¢t)=
5 1Fj (s) 1Fk(t) j20 1 iz i
R
k=1 j=1 =1
1 1
J c——— e —— dP( ] Y. & t]| ] Y,.=8)dP(] ¥, £5) =
. 1Fj(s) 1Fk(t) i20 1 120 i is i
R

I 1 J 1 k'i’l L Ji1 IJ§1
- — dP( Y. £t - Y Y, =s)...
n 1Fj (s) 5 1=F, (£) i3 1 j20 115y TE
3=1
ar( ] v, ¢s) =
i=0
I 1 J 1 k-z"‘ . ]'i'l
- — dPp( Y, £ t-8)dP( ] Y, £s) =
B T-F; (5) o T=F) (E) by 1 kot
f ! J 1 dP(ki1 Y, & t)dp(jf1 Y, £8) =
= 1—Fj (s) = ‘I—Fk(s+t) i3 i iZo i
3=1 k=1
[ ——:——dP(_z v, £s) [ *’* ar( ] v, £4t) =
a TENe i=0 = TTERY(£) i=j
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#* ¥* * % 33 - #* *#
f E(Aj [xj—1,A"? }yap J' E(Ak_j | Xk-j-l,A**- yap = E(Aj)E(Ak—j)'
=1 k=-j-1
Q Q
woraus sich mit Satz 3.2 bzw. Satz 3.4 die Beziehungen (3.15) und
(3.16) ergeben.

n
Existiert umgekehrt Var (U ) = Var( ) b)), so auch Var(a,) wegen
k=1

Ak >0 (1 %€k £ n). Hieraus folgt mit denselben Sdtzen die Equi-

valenz der angegebenen Bedingungen zur Existenz von Var(Un).
Damit ist der Satz bewiesen. O

Wie man den S&tzen 3.2, 3.4 und 3.5 entnehmen kann, existieren
E(An), Var(An), E(Un) und Var(Un) (n € W) nicht filir jede Wahl
der mdglichen Parameter. Der nachfolgende Satz 3.7 und Folgerung
3.8 zeigen jedoch, daB dies flir sn A, und in U, (n € IN) stets
zutrifft. Die entsprechenden Erwartungswerte und Varianzen las-
sen sich dabei aber nicht mehr explizit angeben, sondern nur ab-
schdtzen. Exakte Beziehungen ergeben sich jedoch, wenn man statt
des natlirlichen Logarithmus die damit in engem Zusammenhang ste-
henden Partialsummen der harmonischen Reihe verwendet:

3.6 Satz:
k314 1
Es sei S,(k): = I 3 Sykpi= ] = (k € W) .
3=1 J . .

Dann gilt unter den Voraussetzungen (3.1) bzw. (3.2):
E(5,(4,)) wund Var(s,(s,)) existieren flir alle n € W,

und es ist

L und

n-1
a) E(S,(a)) = A E(X
1 "n n kzo Xk

- =Ls) =
n n 1,An_1 (o]

= 12 - =
Var(S1(An)) = An Var(Xn_LAnn1 ;0) + E(Sz(An))

1
— + E(S,(4_))
0 x 2'°n

unter den Voraussetzungen (3.1),
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b) E(S1(An)) = -n(1 -pn) E(Xn-T,An_1 - (;o-+n-1)) =
n-1 1-p.
—an(1=-p) ] —J  una
j=o Pj

var(s,(s)) = kn%1—pn) Var (X = (gg+n=1)) +E(S,(a))) =

n—1,An_1

n-1 1-p.
mi1-p) I~ ¢ B

P.

] 3

unter den Voraussetzungen (3.2).

In beiden Fdllen gilt

1 l . T
—_ - — < S —

Beweis:

Wegen Beziehung (1.12) aus Folgerung 1.12 b) ist in beiden Fédllen

_ oz I - k=1 .k
E(S,(a)) = k§1 S, (k) P(s = k) = sz1 S, (k) (FL™ (£) - F_(t))
= Rr K
dP(X _ £¢t) =
n 1,An_1
w X )
f kz1 (84 (k+1) = 8,(k)) F(O)AP(X 4 , £t) =
= n-1
R
7 1 marx ) = J—lnﬁ—F ()
K21 k “n n-1,An_1 n
R R
dP(X _ £ t) .
n 1,An_1
Unter den Voraussetzungen (3.1) ist dann
(3.17) E(S,(a)) =2 [ (t-z,)dP(X _ £ t) =
1 n np (o] n 1'An-1

A E(X

n n=1,8 4 to)
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unter den Voraussetzungen (3.2) dagegen

©

(3.18) E(S,(s,)) = = tn(1-p ) kzokmx = k + ggn-1) =

n-1,An_1

-2n(1-pn)E(X (;O-+n-1».

n—1,An_1 -

Mit Lemma 3.1 ergeben sich dann die angegebenen Ausdriicke fir
E(S1(An)) unter a) und b).

Folgerung 1.12 b) impliziert auch

2 _ 7 g2 sy o T2 k=1 ok
E(s{(8,)) = k; sy(k) P(a, =k) = J k£1 s7(k) (F ' (£) = F(t)) ...
R
dP(X 4 s £ t) =
n-1
v (g2 g2 k ¢z _
sz1(51(k+1) §7(k)) Fr(t)dR(X 4 , L t) =
R = n
T o k _
sz1 K1) +8,(k)) F()AP(X, o . £ t) =
R n=
v k T1 ok
2[ ) s(k} F_(£)dP(X -t)+[ ] = Fo(t) ...
ol 1 n n-1,4 & 2 °n
R k=1 "%n-1 R k=1 k
dl:(Xn—1 A st =
n-1
» k-1
1 1 1 k
=( - + 7—=) F.(£)dP(X__ £oe) + ..,
n! k£2 k j£1 3 k-3 n n 1,An_1
f I (5,(k+1) -sztk))‘f'liuz)dp(xn_1 A £ ¢) =
R k=1 "“n-1
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ka-‘l 1

k
] 1 sty Fo(8)dP(X__ £t) +...
2 k=2 321 373 n n=teb g

T k-1 ok z _
sz S, (k) (F” ' (t) ~F (£NAP(X_ _, £t) =

r k=1 rhp-q

£t) + ] S,(kP(A =k) =

%Fk&)fdpm
k=1

] n n—1,An_.l

I

N~18

2
j JLn('l—Fn(t))dP(X
R

£ t) + E(S,(8,)).
n-‘l,An_1 2'"n

Unter den Voraussetzungen (3.1) ist dann

2 2 2
- = = - £ =
[ wn (1 Fn(t))dp(xn-1,A t) . (£-1zy) d'P(Xn—1,A t)
& n-1 R n-1
2 2
)‘n E(xn-‘l,An_,l - EO) !
unter den Voraussetzungen (3.2) dagegen
Jz f1-F_ (1)) ap(x £4) = n{1-p.) E x% P(x K + 1
n n-1, boq n’ v 2o n-1 AL 0

R

(¢ ?
¢n(l-p ) EX _ (tg+n-1)) .

1’An—1

Mit den Beziehungen (3.17), (3.18) und Lemma 3.1 ergeben sich dann
die {ibrigen Aussagen unter a) und b).

Wegen

vy 2 =1 <« 2

I 5| Sa=h ¢ 2 ez una
=k 37 4Lyt

= .2

z = 7 < 2 ist in beiden F&dllen

173
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2 ey e o Ty . c
g " 2EG) 4 - B( 1 =) = E(5,(8))) ¢ &
n j—An j

Damit ist der Satz vollstédndig bewiesen. &

Mit Hilfe von Satz 3.6 lassen sich nun die angekiindigten Abschit-
zungen fiir die Erwartungswerte und Varianzen der logarithmierten
"Inter-record Times" angeben:

3.7 Satz:
Unter den Voraussetzungen (3.1) bzw. (3.2) gilt:
E(znAn) und Var(lnAn) existieren fiir alle n € IN,

und es ist

a) E(s;(8,)) - C £ E(tna ) € E(S,(s,)) - C + E(;f:)

b) Var(s,(a)) - 2E(S,(a)) E(z0) - B2 (1) ¢ var(una) <
n n

1
var(s,(a.)) + 4 E(—F_—) '

4y

wobei C die Euler'sche Konstante bezeichne und E(S1(An)) so-
wie Var(S1(An)) Satz 3.6 zu entnehmen sind.

Beweis:
GemdB Lemma 4.8 (Anhang) ist

1
< - ——
S1(An) < 4gnas_ +C S1(An) + e

woraus a) unmittelbar folgt.

Nach demselben Lemma ist ferner

2 2 £ a2 4
S5(8 ) &€ (anA_+ C)° € 85(A ) + — .
1 'n n 1'n /An

Mit der Abschdtzung unter a) ergibt sich dann



- 70 -

Var(s1 (An)) - 2E(S1(An))E(Z—1n) - Ez(ALn) =

E(S +E12‘E( +C)2—E2(A+C-
((1(An) (=) = Lna ana ) =

E(s2(s.))
n

var(n ) £ E(s5(a)) - E2(s,(a ) + E(—/4:) =

8y

Var(s,(a)) + E(-/_—-E:) .

Dies ist die Abschdtzung unter b), O

3.8 Folgerung:
Unter den Voraussetzungen (3.1) bzw. (3.2) existieren
E(&n Un) und Var (&n Un) fiir alle n € IV,

Beweis:

Wegen der fiir alle x1, vee X € IR

- 5 gliltigen Beziehung

n n
< .
1+ 42 X, £ 1 (1+x;) ist
i=1 i=1
n n n ,
gn U = (1 + ] 4) & an T+ ay) = L oan(1 + a,) £
i=1 i=1 i=1
n n
! an(2ay) =nsn 2+ ] may
i=1 i=1

woraus mit Satz 3.7 die Existenz von E(&n Un) und Var (in Un)
folgt. O

Die Bedeutung des Satzes 3.7 ist insbesondere im Zusammenhang mit
den Beziehungen (0.1) bis (0.3) zu sehen. Widhrend diese Beziehungen
im Fall identischer stetiger Verteilung nur grobe asymptotische
Aussagen der Art

E(znAn) ~ E(&n Un) ~ n

Var(znAn) ~ Var(in Un) ~ n (n > o)
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zulassen, ermdglicht Satz 3.7 wesentlich genauere Absch&dtzungen:

3.9 Satz:

Im Fall identischer stetiger Verteilung gilt:

= - e
E(znAn) = n C + O(Zn) und
Var(fnd_) = n + — + O((Zfi) (n > o)
n 6 3 !

wobei C wieder die Euler'sche Konstante bezeichne.

Beweis:

Wegen der Unabhédngigkeit von der zugrundeliegenden Verteilung kann

o.B.d.A. PX = PX = Exp(1,0) (n € W) gewdhlt werden. Um nun
(0] nl

Satz 3.7 zum Beweis heranziehen zu k&nnen, werden die folgenden
Ungleichungen bendtigt:

n A i n+2

(3.19) 37 € Bl < oA

(3.200 E(=L) ¢ 33" (nem .
o

Wegen Beziehung (1.12) aus Folgerung 1.12 b) folgt mit Beziehung
(3.4) aus Lemma 3.1 a)

1 EO| L k=2 ¢
E{=) = - P(A_=k) = f 7 c(1=F_(t))F.(t)d P(X__ £ t)
[ k£1 k n » k=1 13 n n n-1,8, 4
T .n-1 © k-1 I n-1
t -2t 1 -t t -2t t
J =T © I gti-e™  at = J -7 © =3
o k=1 o 1~e

Die fur t > O giiltige Beziehung

t & —t _ £ t41 1liefert dann

1= e-t



T n 7 .n n-1
n_ ¢ J t -2t ¢ w2 Jt +t -2t _ n+2
onF m-nT e 9= R “mnT e AT oo

0]

Dies ist die Beziehung (3.19).

Der Beweis der Beziehung (3.20) stiitzt sich auf die folgende Un-

gleichung:
(3.21) J] LGl ©<q<1).
k=1 vk /1-¢q

Dies sieht man so:

- w < -t tn—
1 k-1 1 k 1
I =4 = ] g £ J e Ta ¢
k=2 ¥k k=1 vk+1 o VEF
7 -t en = T
J £ e dt = 2 £ I .
o t /=un q Y1=q
Damit ist aber analog zu obigem
< .n=1 ® k-1
E(—l—) = J TE:TTT e 2t 2 ;L(1 -e t) ae £
Vi : k=1 7k
n o
® t
n-1 = n n
t -2t 2 1 2 2
J = e (1+/7m e9)dt = — + V71 (5) < 3(5) .
A (m=1) 1! 2 3 3

Dies ist die Beziehung (3.20).

GemdB Satz 3.6 ist nun

E(S1(An)) n und

]

I
=]

2
var (S, (a,)) + "? + 0(;—‘;) wegen (3.19).

Zusarmmen mit (3.19) und (3.20) liefert Satz 3.7 die Aussage des

Satzes. @
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Flir &n Un (n € WN) lassen sich mittels Satz 3.7 keine entsprechen-
den Abschdtzungen herleiten. Unter Verwendung einer auf Williams
[54] zuriickgehenden Darstellung fiir die Familie {u} 148t sich

nelb

jedoch zeigen:

3.10 Satz:

Im Fall identischer stetiger Verteilung gilt:

n £ E(&n u,) £n + 4n2 (n € W).

Beweis:

Nach Williams [54] (siehe auch Westcott [50]) ist folgende Dar-

stellung fiir die Familie {Un} méglich:

nEZb

Ist {Yn}nenl eine Familie unabhédngiger Zufallsvariablen auf

(Q,0,P) mit

PYn = Exp(1,0) (n € W) und ist die Familie {Vn}nEZO von

Zufallsvariablen auf (Q,0,P) definiert durch

Vo: =1
Y
_ n+1
Vn+1 =1 + Int(Vn e ) (n € Zo) R
so ist die Familie {Vn}neZO verteilungsgleich mit der Familie
{u_1} .
n nEZb

Es gilt daher

<
IN
N
+
[Rael=]
)
("
5
m
]
o
ot
7]
o
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E(e

Y.
i

1 k k i
) =E(TI e ) = 1 E(e ) =

fl 1w

i (1 4%k £n)

und der Konkavitdt des Logarithmus folgt aus (3.22) mit der

Jensen'schen Ungleichung dann

Y,

Y

I~

n n N
n= ) E(Y,) £E(n V) =E(n U) €n + 2n(t+ ) E(e?
k=1 k n n k=1

[N

1
—-=)
1 2k

n + &n(1 +
k

n+ n2,

[[aecle]

Damit ist der Satz bewiesen.

3.11 Bemerkung:

a) Die S&dtze 3.9 und 3.10 tragen insbesondere der Tatsache
Rechnung, daB wegen

n
U, =1+ k£1 &, stets gn U > fna und

damit auch E(&n Un) > E(4n An) (n € IN) sein muB.

Unter Beachtung der Beziehung (3.19) ist ja

n+2

£ -
E(sn An) n C + 2n+1

<né E(tn u) (@ = 2) mit

C ¢ 1lim (E(an u,) - E@ana)) £ C+ gtn2.

n->o

b) Mit Hilfe des Satzes 3.9 erhdlt man gegeniiber (0.2) weit
bessere Approximationen der Verteilung von An insbeson-
dere fiir "kleine" n. In der folgenden Tabelle sind ver-
gleichsweise exakte Werte der Verteilungsfunktion von
o, fir 2 £ n £ 5 (nach Chandler [5]) sowie Approxima-
tionen nach (0.2) und Satz 3.9 aufgefiihrt:
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L ink = n ink - {(n-2C)
n k | P(s, 4Kk) ol = Y| af = )
n+ =

1 0,2500 0,0786 0,2281
2 0,3889 0,1777 0,3512
3 0,4792 0,2619 0,4326
P 4 0,5433 0,3322 0,4924
5 0,5917 0,3912 0,5389
10 0,7255 0,5847 0,6775
20 0,8264 0,7593 0,7950
50 0,9114 0,9118 0,9039
1 0,1250 0,0416 0,1305
0,2126 0,0915 0,2111
5 0,3755 0,2110 0,3529
3 10 0,5147 C,3436 0,4778
20 0,6455 0,4990 0,6048
50 0,7839 0,7007 0,7552
100 0,8582 0,8230 0,8444
0,0625 0,0228 0,0748
5 0,2209 0,1160 0,2227
10 0,3325 0,1980 0,3186
4 20 0,4577 0, 3078 0,4287
50 0,6186 0,4825 0,5816
100 0,7223 0,6189 0,6906
500 0,8837 0,8659 0, 8800
1 0,0313 0,0127 0,0431
5 0,1234 0,0647 0,1376
10 0,2002 0,1138 0,2054
5 20 0,2992 0,1850 0,2899
50 0,4494 0,3133 0,4215
100 0,5631 0,4299 0,5282
500 0,7782 0,7065 0,7565
1000 | 0,8426 0,8032 0,8325

In dem parametrischen Modell besteht ein weiterer interessanter

Zusammenhang zwischen der Verteilung des (verallgemeinerten) in
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Bemerkung 1.13 b) definierten Z&hlprozesses und den Dichten der

"Record Values":

3.12

Satz:

Fiir den zu der Familie X geh&rigen "Record Value" - Zdhlpro-

zeB {Nt} der durch

teR '

X £t} = min {n €z

Ne: =Hin €2z [ X, ol %42
n n

>t} (te€mR)
definiert ist, wobei wieder min(@) = © zu setzen ist, gilt:
a) Unter den Voraussetzungen (3,1) ist

—_ - 1 .
(3.23) P(N.=n) = T £ (gr wev sditgit)  (n€Zg, temco).

Ist speziell An = AO (n € N) , so ist

=)™ =ag ety
(3.24) p(Nt=n) = —_—— (n€z., teR_ )
n! (¢} §0

(Shorrock [39]), also N, Poisson-verteilt

t

mit E(Nt) = )\O(t - Co) (t e ]RCO) .

Ist speziell An = (n+k))\O (n € ZO) fiir ein k € W, so

ist

- - n
Aokt -1 )

) ~xnlt-1
(0] o] )

(3.25) P(N,=n) = (kin=1y o 0" (1-e

k-1

(mez.,, teRr_ ),
[0} LO
also Nt negativ-binomialverteilt mit

A~ (e = 2L)
E(N.) = ke o SR (teRw ).
)

b) Unter den Voraussetzungen (3,2) ist

1
(3.26) P(Nk=n) = 5; gn(po, ...,pn,;o;k+1)

£ < -
(0 n k+1 tor k € Zgo).
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Ist speziell P, = Py (n € N) , so ist

'k+‘l-co n

k+1-;o—n
(3.27) P(Ny=n) = ( ) py (1-py)

(Oén<k+t1-¢., kez ),
(o] ;0

also Nk binomialverteilt mit

E(N) = (k+1 - t,)p, (k ezco).
Beweis:

a) Unter den Voraussetzungen (3.1) ist wegen der strengen Mono-
tonie der "Record Values" und Lemma 4.4 (Anhang)

P(N, = = P(X £ t<Xx = P(X -
( £ n) ( n-1’An—1 < n'An) ( nlAn > t) PN
P =
(Xn-1,An_1 > t>
L A (£ (s)-£ _.(s))ds = - == | f'(s)ds = <L £_(t)
A n''n n-1 X n s =3 n
n t n t n

(nemwN, t € n& )
entsprechend fiir n = O. 0

Dies liefert die Beziehung (3.23).

Hieraus ergibt sich mit der Beziehung (3.4) aus Lemma 3.1 a)
unmittelbar auch Beziehung (3.,24).
Die Beziehung (3.25) ergibt sich mit (3.23) und (3.5) so:

n
] : n IO G ey
P(N_=n) = «— £_(t) = X . =
t A n m+Kk) A LB n
n 0O 13j=0 -
bt (l—j)xo
i=0
it3
Pk Mol ol
. k-1 /Y4 =
j=0
N ~kaq(t = z4) “Aglt-zg) D
(k+n 1) e (o] (o] (1 -e (o] o] ) .

k=1
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b) Unter den Voraussetzungen (3.2) ist wegen Lemma 4.6 (Anhang)
analog zu a)

P = =P - =
(N, = n) (Xn,An > k) 1>(xn_1'An_1 > k)
L ef p, (g, (3} = g, 4(3)) = - L E (g, 3+1) - g, (3)) =
Py g=k+1 Pn y=k+1 n
1
E; gn(k+1) (k € Z§o+n-1' nem).

Dies liefert die Beziehung (3.26).

Hieraus ergibt sich mit der Beziehung (3.7) aus Lemma 3.1 b)

k+1-z,.~n

+

PN, =n) = pi g, (k+1) = pi P 1 (1-py) o

n 0 ko,...,knezo
n
igoki =k+1-g -n
k+1-¢ k+1-z.-n
o] n _ o] £ n £ -
n ) Py (1-pg) | (0 € n £ k+1 ;o,kezco).

Dies ist die Beziehung (3.27).

Damit ist der Satz bewiesen. O

3.13 Bemerkung:

Aus Satz 3.12 geht hervor, daB auch unter den Voraussetzun-

gen in Bemerkung 1.13 b) {N_} i,a. keinen Poisson-ProzeB
t te:mo

bildet. Dies sieht man beispielsweise an der Beziehung (3.25),
wenn g, = O gesetzt wird. Die Funktion

Aot
a(t): = E(Nt) = k(e -1 (t € lRO)

ist n&mlich stetig in t, und es ist

- ko =X~e
_ _ rk+n=-1 o) - [s] e a
PN, =n) = ("}I7)) e (1-e 7)) ¥ =57
Mit Cinlar [6}, Proposition (7.9) ergibt sich daher wegen

N, = O P - fast sicher die Behauptung.



Zum Abschluf dieses Teils des Kapitels III soll anhand eines Bei-

spiels noch kurz auf einige statistische Fragestellungen eingegan-

gen werden, die sich aus der parametrischen Betrachtungsweise des

Modells ergeben kdnnen.

3.14

Beispiel:

Ein pharmazeutisches Prdparat wird beziiglich seiner Wirkung
auf eine spezielle Bakterienart untersucht. Es wird angenom-
men, daB die Uberlebensdauer einer Testkolonie eine exponen-
tialverteilte ZufallsgrdBe ist, deren Erwartungswert sich
umgekehrt proportional zur applizierten Prédparatmenge ver-
h&lt. Pro Versuchsreihe werden solange Testkolonien mit dem
Préparat behandelt, bis eine Kolonie eine gr&pere als bis
dahin erreichte Uberlebensdauer aufweist, wobei in der er-
sten Versuchsserie von einer Testkolonie ausgegangen wird.
In jeder folgenden Versuchsserie wird die verwendete Dosis
um c¢ + 100% der Ausgangsdosis erhdht, wobei ¢ > O eine
vorher festgelegte Konstante ist. Beobachtet werden also die
"Record Values" einer Familie X mit

o
I

= Exp(XoaO) und
0]

>0, n €W

ol
i

X Exp((1 + nc) 24,0) (A

ntl °

wobei fL die (unbekannte) erwartete Uberlebensdauer der
o

Ausgangskolonie ist.

Ist man nun an Aussagen Uber den (unbekannten) Parameter XO
interessiert, so kann man beispielsweise auf die von

Xo, X1,A1' cee ’Xn,An (n € ZO) abhdngige Maximum-Likelihood-
schdtzung io fir Ao zuriickgreifen., Wegen Folgerung 1.9 d) be-

+1
sitzt (X, ... ,Xn A )} die stetige A" -Dichte
’

n
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n  (1+ic)A.t,
0%i-1
(3.28) fcn()\o,c;to peee aty) = ne e

i

n ~-(14+1i c)A.t,
1 (1+ic) Ao € oTi
i=0

n ={1+i e)x (k. -t _.)
BT (i) e o i

0 i=0o i

woraus sich

A = nt 1 ergibt.

n-1
(1+n<:)xn’A - c '£0 Xi,A

n i

A, ist (etwa nach dem Neyman-Kriterium) suffizient filir A

(0] o’
und ;l- ist eine erwartungstreue und konsistente Schédtzung
)‘O
fur - .
o

Ist ;\O - z.B. aufgrund fritherer Untersuchungen - bekannt,
so 1l&Bt sich beispielsweise auch ein statistischer Test zur
Entscheidung daflir angeben, ob die Erh8hung der Prédparat-
Dosis einen signifikanten EinfluB auf die Uberlebensdauer
der Testkolonien hat oder nicht. Legt man dementsprechend
die Verteilungsklasse mit den Dichten

Foro= A O, ) | & > 0} gemdB (3.28) fiir die "Record
n

Values" (XO, vee 4 X ) zugrunde, so lauten die Hypothesen

n
b

H: ¥ =0 gegen K: ¥=c¢c .

Mit Hilfe der Neyman-Pearson'schen Theorie 1&8t sich dann
leicht ein auf den "Record Values" basierender bester Test

zum Niveau o (0 < a < 1) flir H gegen K angeben.
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B) Zusammenhinge zur "klassischen" Extremwertstatistik

Wie die Untersuchungen von Resnick ([33] und [34]) zeigen, besitzen
die "Record Values" bei identischer stetiger Verteilung ein ande-
res Grenzverhalten als die Maxima (oder andere Ordnungsstatistiken)
entsprechender unabhédngiger Zufallsvariablen (vgl. dazu Seite 4 der
Einleitung). Durch geeignete Wahl der Parameter kann in dem hier
betrachteten Modell jedoch ein entsprechender Bezug hergestellt
werden, wobei die in Kapitel II behandelten Charakterisierungen der
Exponentialverteilungen eine wesentliche Rolle spielen:

3.15 Satz:

Sei F eine stetige Verteilungsfunktion,

An: =n + k fiir ein k € N und

*n
Fn: =1=- (1-F) (n € ZO).
Dann ist

n+k . .
px,, ¢t = 1 () P@a-ren™ (ter, nezy,

*®n j=n+1 3
d.h. X0 oa ist verteilt wie die (n+1)-te Ordnungsstatistik
’
n

Y(n+1) einer Familie {Y1, . ’Yn+k} unabhidngiger Zufalls-

variablen auf (Q,0,P) mit

Py, = ¥p
3

(1 &€ j £ n+k).

Beweis:
Entsprechend der Bemerkung 3.3 a) genligt es, die Behauptung fiir

= Exp(1,0), also bp = Exp(An,O) (n € Zb)
n

Mg

nachzuweisen.
Bekanntlich (siehe etwa Hinderer [25], Lemma 28.8) besitzt die

Familie {Y(1), cee 'Y(n+ki} unabhéngige Zuwidchse mit

P = Exp(n+k=-3+1, 0) (1 £ j £ ntk) und
Y, ., -Y,.
(3) (3-1)

Py

Exp(n +k, O).
(1)
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GemdB Satz 2.1 besitzt ebenfalls die Familie {X.,X ? s
(¢] 1,A1 n, A

unabhé&ngige Zuwdchse mit

P _ = Exp(j+k,0) (1 €3 £€n) und
25,0, T %=1,
JI .J J ’ j_»]
px = Exp(k,0) .
(6]
Damit ist aber
Pxn A =P g =P n§1
"%n X, + (X - X._ ) Y + Y - Y.
0 " 524 T3y 3 1,Aj_1 (1) =2 (3) (3-1)
P .
¥ (n+1)

Der angegebene Ausdruck ergibt sich nun beispielsweise aus
Hinderer [25], Lemma 11.2 und Satz 24.5. o

3.16 Folgerung:

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.15 gilt:

{X } besitzt flir n » o eine Grenzverteilung vom Typ

n,A
n nez,

/\{k),/\ék) oder,/\ék), wobei

(k) _ _ ~a
AT = - ) 1

(k) - _ _ [
AN = (1= T (-x) ) V(ew,0] )+ 10,y X
ARG = (- e (o > 0)
Tevl o . a4
und rm(x): = j =i e dt die unvollstédndige

[4]

Gamma~Funktion mit dem Parameter m € IN bezeichne.

Die Charakterisierung der Anziehungsbereiche sowie die Wahl
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der normierenden Konstanten werden dabei durch die bekann-
ten Sdtze von Gnedenko [22] und Smirnov [43] gegeben.
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IV. Anhang

4.1 Lemma:

X,Y seien unabhdngige reelle Zufallsvariable auf (Q,0,P) mit

den Verteilungsfunktionen F, und F_,. Dann gilt:

X Y
P(X £ Y) = I_Ff{FX(t)dFY(t).
Beweis:
P(X £Y) = g{ Vew,y] (X)AP = jz (e, ] (1A Fy (s)AFy(£) =
]{{Fx(t)“y(t’- =

4.2 Lemmas

X sei eine reelle und Y eine Eﬁ—wertige Zufallsvariable auf
(¢,4,P) (n € IN) sowie g::Rn +®R"? eine bijektive Abbildung,

die samt ihrer Umkehrabbildung g—1 Borel-mefbar sei. Dann

gilt:
B(x|g(¥) =) =EX|Y=g () P y-fast sicher
(t e ®Y.
Beweis:
Sei h(t) = E(X| Y = t) PY-fast sicher
k(t) = E(X| g(¥) = t) Py oy~ fast sicher (t e ®RY).
Dann ist
édegOY = f_1 Xdp = B {1 Xxdp =
(goY¥Y) "(C) Y ‘(g (C))
-1 -1
[ nhapy = [ hog d(Py)y = [ hog APy oy
-1 c o
g (C)

"
(C es),

woraus die Behauptung unmittelbar folgt. O
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4.3 Satz:

{Yn'Tn}nGZb sei ein Markoff-Erneuerungsprozef auf (Q,0,P) ge-

md8B Definition 1.10. Dann gilt

a) {Yn)nezo ist eine Markoff-Kette.

b) {T_} besitzt bedingt unabh&ngige Zuwédchse, genauer:
n nEZO

n
(4.1 PO LT, =T

€ A YY) vu. LY ) =
i=1 i 0 n

i-1

n
iE1 P(T, -T,_,€A;]Y, ,,¥,) P-fast sicher

(2, €%, 14i4n, ne N) .

Beweis:
a) Dies folgt aus Definition 1,10 fir A = R.

b) Der Beweis erfolgt durch vollstédndige Induktion.
Flir n = 1 ist nichts zu zeigen.
Es gelte also (4.1) fiir ein' n € NW.
Unter Verwendung von a), der Eigenschaften requldrer beding-
ter Verteilungen, Definition 1.10, Bauer [2], Lemma 54.3 sowie

Lemma 4.2 folgt dann fir A C ,Cn+1 ey :

n+1’ ~0’

n+1
J TOP(Ty = Ty g @AlY g =t 40 ¥y = t5) ...

Y

XK C < <
K i dP(Yo— to, PERIR S tn+1)

J P(Tn+1 - Tn € An+1IYn = tn’ Yn+1 = tn+1)"'

n+1

P = < < =
aP(Y ., th]Yn t)AP(Y Sty oo Y St ))
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n
PONAT, = T, ;€A MYy =ty «oo ¥ =t )..

ne1 " Tn € Appqr Youq €C MY =g

P < =
dP(YO £ to, ...,Yn £ tn)

n
I E(TD 1, (T, ~T,_.)|¥,, oes , ¥ )E(1 (T -T)...
1=1 Ai i i-1 (o} n An+1 n+1 n

n
-1
[log ey T, ey [Yor ooe s¥)aP =
n

J' P(T ,q - T €A .4 Y .4 € cnﬂ|rr1 = Tgr oo r s

no_, n -1
irjo Y, (C)} ig{('riari_p @)}

T = Toqr Yor ee- ¥ )AP =

n+1 n+1
P(N (T, -7, ,€a)n [) (Y, €eC;}) =
i=1 i=0

n+1

1>(if=71 Ty =T, _q€n M Yg=t, von /¥ g =t ).,

-0 A4 < <
i= AP(Yo€ to, e (¥ 0 €t 1) .

Aus der Gleichheit des ersten und letzten Integrals ergibt
sich somit die Gililtigkeit von (4.1) fiir n+1, womit b) be-
wiesen ist. o

Lemma :

{Yn}neZ sei eine Familie unabhdngiger Zufallsvariablen auf

(Q,0,P) mit

o)
]

Exp(Ayrty)  und

ol
|

v, = Exp(Ak,O) (AO,Ak >0, ke N € R).

ICO
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n
f_bezeichne die stetige A-Dichte von | Y (n€ez,).
n k=0 k [¢]
Dann geniigt fn+1 der Differentialgleichung
L] - -
fn+1(X) = An+1(fn(x) fn+1(X)) (n € Zo,x > Co).

Beweis:

Nach der Faltungsformel (Hinderer [25], (24.1)) gilt fiir x > Zo

X =X (x-y)
£ = [ £ @ e ™ Tay, also
o
X =X (x=y)
_ 2 n+1 _
fler(®) = cj S LT dy + 2 f (x) =
o)

A Ep () = ). O

4.5 Satz:
Sei ) € R und g eine auf E% beschrénkte rechtsseitig

[0}
stetige Funktion. Ferner sei

In(y):=IRf g(x+y)f (x)ax (y € Ry,n €Z),
4
(o]

wobei fn die Bedeutung wie in Lemma 4.4 besitze. Dann gilt:

Ist In(y) = In(o) fiir alle y > O, so ist notwendig

g(x) = g(co) fiir alle x > Lo

Beweis:
Fir n = O ist
Igty) = [ gy fy(0dx = [ glx+eg) fo(x+ey-y)dx =

CO Y

Ay = = A X
Aoeo fg(x+;0)e 0" ax (y € Ry) .
y

Nach Voraussetzung folgt
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0 = I5(¥) = AIqly) = 2y glEg*y) = A (I5(0) - glgy +y))

A - fast iiberall,
also g(;o+y) = const A - fast iiberall (y € IRO) .
Wegen der rechtsseitigen Stetigkeit von g ergibt dies die Be-
hauptung.

Unter der Annahme, daf die Gliltigkeit des Satzes fiir ein n € ZO

bewiesen ist, folgt mit Lemma 4.4

In+1(y) = J g(x-+y)fn+1(x) dx = f g(x~+g0)fn+1(x +To -y),
(o}

e

also nach Voraussetzung

0=1I' .,y =- if, glx+ o) £} g (x+ g -y)dx - gy +c) £ 4 (5,)
=0

T *n+1 gi glx+eg) (Fr{xdeg=y) ~fpy(x+eg-y)lax =

- An+1(In(y) - Iy A - fast iiberall,

also wegen der Stetigkeit von In

In(y) = In+1(y) = const (y € ﬂ%ﬂ .

Nach Voraussetzung folgt somit
g(x) = g(gy) (xe® ),

so daB nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion der Satz
bewiesen ist. &

4.6 Lemma:

{Y_} sei eine Familie unabhédngiger Zufallsvariablen
n nezo

auf (,0,P) mit
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PYO = Geo(po,co) und
PYk = Geo(pk,1) (0 < Po’Pk <1, k € N, CO e€z).
n
g bezeichne die # -Dichte von | ¥ (nez).
n k=0 K 0
Dann genligt In+1 der Differenzengleichung
gn+1(k+1) - gn+1(k) = pn+1(gn(k) - gn+1(k)) (k € Z§o+n).
Beweis:
Fir k € Z;0+n+1 (n € Zo) gilt
k-1 .
_ . _ k=3j-1
gn+1(k) T z gn(J) pn+1(1 pn+1) + also
J=tytn

gn+1(k+1) = (1 —pn+1)gn+1(k) * Praq gn(k), woraus die Behauptung

folgt. Wegen

k

gpm+zy) = T py

) i und g
1=

m_”(m+;0) =0 (m elo)

erhdlt man fir k = §O~+n die entsprechende Aussage., @

4.7 Satz:
Sei o € Z und {ak}k GZ; - eine beschrédnkte Folge reeller
Zahlen, Ferner sei °
I, (m):= ) 8 im I K) (m,n € 2z,),
k=r.+n
o
wobei 9, die Bedeutung wie in Lemma 4.6 besitze. Dann gilt:

Ist Jn(m) = Jn(O) flir alle m € N, so ist notwendig

a = aCO+n fiir alle k e;zco+n+1

Beweis:

Fiir n = O ist
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© k—;o-l

Jo(m+1) = Doapn Po (1 -pg) , also
k=g +1

o}
Jo(m) = (1 -po) Jo(m+‘l) + Pg a;O_'_m (m eZO).
Nach Voraussetzung folgt
0 = Jo(m+1) - Jo(m) = pO(JO(m+1) - a§o+m), also
aco+m = const (m € ZO).

Unter der Annahme, daB die Gliltigkeit des Satzes fiir ein n € Zo
bewiesen ist, folgt mit Lemma 4.6 nach Voraussetzung

0o = Jn+1(m+1) - Jn+1(m)

© o

a g _.,(k) - )y a g . (k+1) =
k=t % n+1 k+m+1 “n+1 K=z +n k+m+1 “n+1

o] (o]

a (g (k) - g (k+1)) =
k=7 +n k+m+1 n+1 n+1
(0]
Pnt1 ) Aemt1 (Fneq (K) = 9, (k) =
k=;o+n
PoiqTpgq (mF1) = J (m+1)), also
J,(m+1) =3 4 (m+1) = const (mez,).

Nach Voraussetzung folgt somit

a = +n+1 (k € Zzo+n+2)'

a
‘o

so daB nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion der Satz be-
wiesen ist. O

4.8 Lemma:

Es sei S(k): = ] = (k e ™).
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Dann gilt:

a) S(k) £ ank+C £ s(k) +%

2 2 2 4
b) 8°(k) € (sank+C € S°(Kk) + == k € N) ,
) n ) (k) = ( )

wobei C die Euler'sche Konstante bedeute.

Beweis:

Nach Erwe [10], VI, Abschnitt 5 gilt

a1 ]o x-Int(x)—%

2nk+c=s(k)+2k— 5 dx (k € N) ,
k=1 (1+x)
woraus wegen
mx-Int(x)-% 41m 1 1
i (1+x)2 | Z (1+x)2 = 2k

k-1

die Aussage unter a) folgt.

Durch Quadrieren auf beiden Seiten ergibt sich damit

s(k) £ (ank+C)2 £ s%(x) + %S(k) + L e
K

s?2(k) + Z(ank+0) +ki2é s2 (x) +4F(/E-1) +2—kc-+
s2(k) + — (x € N)
'k

mit der fiir alle x > O gliltigen Beziehung

smx £ 2(/x-1).

Das Lemma ist damit bewiesen.
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