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o. Einleitung 

Das in der vorliegenden Arbeit behandelte Teilgebiet der Extrem­

wertstatistik verdankt seine Entstehung hauptsächlich einer Ar­

beit von R.N. Chandler [5] aus dem Jahr 1952, in der erstmalig 

Untersuchungen über "Record Values" und die damit zusammenhängen­

den "Record Times" und "Inter-record Times" angestellt wurden. 

Die Motivation des Autors (und die wohl damit zusammenhängende 

Namensgebung) begründete sich dabei u.a. auf "the frequency with 

which record weather conditions are reported in the newspapers H
• 

Bei den "Record Values" handelt es sich anschaulich um die Fami­

lie der aufeinanderfolgenden verschiedenen Maxima (oder Minima) 

in einer Folge von Beobachtungen. Die "Record Times" geben die 

Zeitpunkte an, zu denen die neuen Extrema auftreten, die "Inter­

record Times" die Wartezeiten zwischen dem Auftreten dieser Ex­

trema. Eine mathematische Präzisierung dieses Modells gibt die 

folgende 

0.1 Definition: 

{Xn}n€lli sei eine Familie rellwertiger Zufallsvariablen auf 

einern Wahrscheinlichkeitsraum (n, OL,P) mit X
oo

: = 00. 

Die Familie {U } €tz der 11 (Upper) Record Times" ist induktiv 
n n 0 

definiert durch 

min {k € lli I Xk > Xu } 
n 

wobei min \21 : = 00 zu setzen ist. 

{X} heißt die Familie der 11 (Upper) Record Values". 
Un n€tz

o 
Die Familie {t.n } n€lli der "(Upper) Inter-record Times" ist 

definiert durch 

(n € lli) . 

Der Zusatz "Upper" in Definition 0.1 bezieht sich auf die Be­

trachtung der aufeinanderfolgenden Maxima der Familie {Xn}n€lli; 

geht man entsprechend von den aufeinanderfolgenden Minima die­

ser Familie aus, so ist der Zusatz "Lower" gebräuchlich. Wegen 
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des durch 

min(A) = - max(-A) (A S; lR) 

gegebenen Zusammenhangs zwischen "Upper Record Values" und "Lower 

Record Values" kann man sich auf die Betrachtung der "(Upper) 

Record Values" beschränken (Foster und Stuart [13] , Shorrock 

[40] }. 

Bezüglich der Frage der Meßbarkeit der in Definition 0.1 auftre­

tenden Größen sei auf die Bemerkung 1.4 verwiesen (vgl. auch 

Shorrock [38]). 

Setzt man voraus, daß die Familie {Xn}n€m unabhängig und iden­

tisch stetig verteilt ist, so impliziert dies die fast sichere 

Existenz unendlich vieler verschiedener "Record Values" bzw. 

äquivalent dazu die fast sichere Endlichkeit der "Record Times" 

und "Inter-record Times" (Chandler [5J). Dies gilt auch dann noch, 

wenn statt der Stetigkeit der Verteilung nur gefordert wird, daß 

der rechte Endpunkt der Verteilung kein Atom ist (Shorrock [381). 
Unter den erstgenannten Voraussetzungen sind die Verteilungen der 

"Record Times" und "Inter-record Times" unabhängig von der Ver­

teilung der {Xn}n€m (Chandler [5], FeIler [12J, Foster und 

Stuart [13], Karlin [27J, Renyi [32]). Allerdings existieren in 

diesem Fall bereits die Erwartungswerte der "Inter-record Times" 

und damit - bis auf Uo - auch die der "Record Times" nicht 

(Chandler [5], FeIler [12], Foster und Stuart [13]). Dies schränkt 

aber die Anwendbarkeit des obigen Modells auf statistische Fra­

gestellungen stark ein. In diesem Zusammenhang sind hauptsächlich 

die Arbeiten von Foster und Stuart [13J sowie Foster und 

Teichroew [14J zu erwähnen, die einen verteilungsfreien Test auf 

"Zufälligkeit" gegen "Trend" behandeln, der sich auf die Anzahl 

der "Upper" und "Lower Record Values" in einer endlichen Menge 

von Beobachtungen stützt. Ein ähnliches, nicht verteilungsfreies 

Testverfahren zur Uberprüfung der Unabhängigkeit von Zufalls­

zahlengeneratoren wird in [30J vorgeschlagen. 

Unter der Voraussetzung der Unabhängigkeit und identischen ste­

tigen Verteilung der Familie {Xn}n€m besitzen die "Record Times" 

und "Inter-record Times" jedoch wichtige wahrscheinlichkeits­

theoretische Eigenschaften, von denen einige erstmals 1962 durch 
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Renyi entdeckt wurden. Im einzelnen handelt es sich um die fol­

genden drei Beziehungen: 

(0.1) lim 1 R,n Un lim 1 R,n lln P - fast sicher n n n+ co n+"" 

(0.2) lim p(Jn(R,n Un-n) ~ t) lim p(Jn(R,n lln-n) ~ t) ~ (t) (telR) 
n+oo n+"" 

(0.3) I
, sup R,n Un-n 
~m inf I

, sup R,n lln-n 
~m inf 

+ P - fast sicher 
12n R,n R,n n I2n R,n R,n n 

(Renyi [32J, Neuts [28], Holmes und Strawderrnan [26], [44J). 

Die formale Analogie zum starken Gesetz der großen Zahlen, zum 

zentralen Grenzwertsatz und zum Gesetz vorn iterierten Logarithmus, 

angewandt auf eine Familie unabhängiger, identisch exponentialver­

teilter Zufallsvariablen mit Erwartungswert 1, besagt, daß die 

logarithmierten "Record Times" und "Inter-record Times" sich asym­

ptotisch wie die Partialsurnrnen solcher exponentialverteilter Zu­

fallsvariablen verhalten (siehe dazu Shorrock [38J, Westcott 

[51], [52J, Williams [54J). Wegen des durch 

(n e :IN) 

gegebenen Zusammenhangs zwischen "Record Times" und "Inter-record 

Times" ist dagegen eine Approximation der Verteilungen dieser Grös­

sen für kleine n, etwa mittels (0.2), praktisch unbrauchbar 

(Barton und Mallows [1J, Neuts [28]). 

Schließlich ist noch zu bemerken, daß die "Record Times" unter den 

obigen Voraussetzungen eine homogene Markoff-Kette mit den Uber­

gangswahrscheinlichkeiten 

(0.4) P (Un+1 = j I Un = i) (i e71 n +1 , je 7l i + 1, neJN) 

bilden (Galarnbos und Seneta [18J, Renyi [32J). 

Entsprechende Aussagen zu (0.1) bis (0.3) für "Record Values" las­

sen sich aus einern Charakterisierungssatz von Tata herleiten, der 

besagt: Unter der Annahme einer absolut-stetigen Verteilung be­

sitzen die "Record Values" genau dann unabhängige (und dann auch 

identisch mit Erwartungswert 1 exponentialverteilte) Zuwächse, 

wenn die {Xn}neJN selbst mit Erwartungswert 1 exponentialverteilt 
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sind (Resnick [33J,[34J, Tata [45J; de Haan und Resnick [8]). Hier­

durch ergeben sich Verbindungen zur Theorie der stationären Markoff­

Erneuerungsprozesse (im Sinne von ~inlar [6]) und der Poisson-Pro­

zesse (Shorrock [38J,[39J, [40J; der letztere Zusammenhang wurde 

unabhängig davon auch von Gergely und Yezhov [20J entdeckt). 

Ähnliche Aussagen wie (0.1) bis (0.3) gelten auch für den Fall, daß 

die {Xn}nem eine diskrete Verteilung besitzen (Vervaat [46J, [47J, 
[48J,[49J). 

Wie in der "klassischen" Extremwertstatistik lassen sich auch für 

"Record Values" Grenzwertsätze und Charakterisierungen der Anzie­

hungsbereiche der zugehörigen Grenzverteilungen angeben. Die Grenz­

verteilungen sind dabei vom Typ ~(-1n(-1n~», wobei ~ eine der 

drei Extremwertverteilungen (Gnedenko [22J) ist (Freudenberg und 

Szynal [16J ;-_ Resnick [33J, [34J) . 

Einen anderen Zugang zu einigen der oben angesprochenen Problem­

kreise bietet die Theorie der extremalen Prozesse (Dwass [9]), die 

in der Extremwertstatistik eine ähnliche Rolle spielen wie die sta­

bilen Prozesse bezüglich der aus unabhängigen identisch verteilten 

Zufallsvariablen gebildeten Summenprozesse. Durch Einbettung der 

"Record Values" in einen geeigneten extremalen Prozeß lassen sich 

viele im Zusammenhang mit (0.1) bis (0.3) stehende Aussagen leicht 

gewinnen (Resnick [35J, [36J, [37J, Shorrock [41J). 

Eine Behandlung von "Record Values" unter kombinatorischen Ge­

sichtspunkten findet man in Barton und Mallows [1J, David und 

Barton [7J, Haghighi-Talab und Wright [24J. 

Im Gegensatz zu der relativ erschöpfenden Behandlung von "Record 

Values" für den Fall der Unabhängigkeit und identischen Verteilung 

der Familie {Xn } nelN wurden "Record Val ues" in allgemeineren Mo­

dellen bisher nur in wenigen Fällen untersucht. Die erste Arbeit 

in dieser Richtung stammt von Yang [55J, der von den Maxima einer 

geometrisch wachsenden Anzahl unabhängiger, identisch verteilter 

Zufallsvariablen ausgeht. (Dieses Modell entspricht der mathema­

tischen Beschreibung der Rekorde bei Olympischen Spielen unter Be­

rücksichtigung des progessiven Wachstums der Weltbevölkerung.) 

Biondini und Siddiqui [3J setzen abschwächend nur voraus, daß die 
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{Xn}nem eine Markoff-Kette bilden. Guthrie und Holmes [23J gehen 

von einern verallgemeinerten Semi-Markoff-Prozeß aus, für dessen 

"Record Times" und "Inter-record Times" sie unter gewissen Voraus­

setzungen analoge Ergebnisse zu (0.1) bis (0.3) herleiten. Eine 

andere Verallgemeinerung stellen die sog. "Random Record Models" 

(Gaver [19J) dar, bei denen die Zeitpunkte für die Realisation der 

(unabhängigen und identisch verteilten) {Xn}nem durch davon unab­

hängige Punkt-Prozesse gesteuert werden. Dieses Modell, das also 

in gewissem Sinne kontinuierliche "Record Times" behandelt, wird 

von Westcott [50] noch dahingehend verallgemeinert, daß bestimmte 

Abhängigkeiten zwischen den {Xn}nem und dem steuernden Prozeß 

erlaubt sind. 

Um einen möglichst vollständigen überblick über die bisher auf dem 

Gebiet der "Record Values" erschienenen Veröffentlichungen zu geben, 

wurden die Arbeiten von Freudenberg und Szynal [15J, Glick [21J, 

Pickands [31J, Siddiqui und Biondini [42J, Westcott [53J sowie die 

Bücher von Galambos [17J und Neuts [29J mit in das Literaturver­

zeichnis aufgenommen. 

Anknüpfend an den vorletzten Absatz wird in dieser Arbeit ein Mo­

dell vorgestellt, das - unter Beibehaltung der Unabhängigkeit der 

zugrundeliegenden Zufallsvariablen - die Voraussetzung der iden­

tischen Verteilung in spezifischer Weise abschwächt. Im Unter­

schied zu Yang's Modell wird hier zugelassen, daß die Verteilung 

der auf jeden "Record Value" folgenden (bis zum Eintritt eines 

weiteren "Record Value" identisch verteilten) Zufallsvariablen 

von den vorher zugrundeliegenden Verteilung beliebig abweichen 

darf. 

Die Vorteile einer solchen Betrachtungsweise sind u.a. folgende: 

1. Das Modell ist auf gewisse praktische Situationen anwendbar, 

da es die Möglichkeit einer "Umweltbeeinflussung" nicht aus­

schließt (siehe hierzu Beispiel 1.2). 

2. Das Modell gestattet eine parametrische Behandlung von "Record 

Values", "Record Times" und "Inter-record TimesOl (siehe Kapi­

tel 111). Dabei lassen sich Bedingungen für die Existenz von 
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Erwartungswerten und Varianzen der "Record Times" und "Inter­

record Times" angeben. Hierdurch ist unter gewissen Vorausset­

zungen eine Anwendbarkeit auf (insbesondere mit 1. im Zusam­

menhang stehende) statistische Fragestellungen gegeben (vgl. 

dazu die Ausführungen auf Seite 2). 

3. Das Modell bildet bzgl. der Markoff-Erneuerungsprozesse gerade 

das nicht-stationäre Analogon des Modells mit identischen Ver­

teilungen. Dadurch bleiben wesentliche wahrscheinlichkeits­

theoretische Beziehungen auch im allgemeineren Fall erhalten 

(siehe Kapitel I). 

Die Arbeit gliedert sich inhaltlich in vier Teile. Kapitel I be­

handelt Problemstellungen, die das auf Seite 5 unten beschriebene 

Modell als ganzes betreffen. Neben Meßbarkeitsfragen stehen zu­

nächst äquivalente Bedingungen für die fast sichere Existenz un­

endlich vieler (verschiedener) "Record Values" im Vordergrund. Für 

den (im Modell enthaltenen) Spezialfall der identischen Verteilung 

ergibt sich hieraus das Kriterium von Shorrock (vgl. dazu die Aus­

führungen auf Seite 2). In Teil B dieses Kapitels wird u.a. nach­

gewiesen,daß der zweidimensionale aus "Record Values" und "Record 

TimesOl zusammengesetzte Prozeß einen (i.a. nicht-stationären) 

Markoff-Erneuerungsprozeß im Sinne von ~inlar [6J bildet. Dies 

impliziert die Markoff-Eigenschaft der "Record Values" sowie die 

für Kapitel 111 wichtige bedingte Unabhängigkeit der "Inter-record 

Times" bei gegebenen "Record Values". Die im Falle identischer 

Verteilungen bestehende Markoff-Eigenschaft der "Record Times" 

geht dagegen i.a. verloren. 

Das allgemeinere Modell gestattet darüberhinaus eine wesentlich 

umfassendere Charakterisierung der Exponential- (und geometrischen) 

Verteilungen als das Modell mit identischen Verteilungen. Dies ist 

Gegenstand des Kapitels 11. Der Charakterisierungssatz von Tata 

(vgl. Seite 3 und 4) ist dabei als Spezialfall in den Sätzen 2.1 

und 2.5 enthalten. 

Die in Kapitel 11 charakterisierten (parametrischen) Verteilungs­

klassen bilden die Grundlage für Kapitel 111. Hier werden - in 

Abhängigkeit von den gewählten Parametern - u.a. äquivalente Be­

dingungen für die Existenz von Erwartungswerten und Varianzen der 

"Record Times" und "Inter-record Times" sowie im Falle der Exi­

stenz diese selbst angegeben. Für die "Record Values" sowie die 
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logarithmierten "Record Times" und "Inter-record Times" existieren 

diese Kenngrößen für jede Wahl von Parametern. Dabei ergeben sich 

interessante Zusammenhänge zwischen den Kenngrößen der "Record 

Values" und der logarithmierten "Inter-record Times". Für den Spe­

zialfall der identischen stetigen Verteilung läßt sich hieraus die 

Beziehung 

n - C + O(..!L) 
2n 

7T
2 2 n 

Var(tn t. n ) = n +"6 + 0((3) ) (n -+- (0) 

ableiten (Satz 3.9), wobei C = 0,577216 ••• die Euler'sche Konstan­

te bezeichne. Hieraus läßt sich eine gegenüber (0.2) erheblich ver­

besserte Approximation der Verteilung von t. n - insbesondere für 

"kleine" n - gewinnen. 

Durch spezielle Wahl der Parameter läßt sich erreichen, daß die 

"Record Values" verteilungsgleich mit gewissen Ordnungsstatistiken 

unabhängiger, identisch stetig verteilter Zufallsvariablen sind. 

Dieser in Teil B des Kapitels untersuchte Zusammenhang zur Extrem­

wertstatistik führt zu "klassischen" Grenzwertsätzen für solche 

"Record Values" im Sinne von Gnedenko [22J und Smirnov [43J (vgl. 

dazu die Ausführungen auf Seite 4). 

Im Anhang (Kapitel IV) werden einige für Beweise benötigte Hilfs­

sätze und Sätze bewiesen. 
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I. Das mathematische Modell 

Um eine übersichtliche Darstellung zu gewährleisten, sollen vorab 

folgende Bezeichnungsweisen eingeführt werden: 

Ist F eine (stets als rechtsseitig stetig angenommene) Verteilungs­

funktion und f: lR -+ lR eine integrierbare ;0. -meßbare Abbildung, so 

sei definitionsgemäß 

(1.1) J f (t) d F (t): = I f d ]..lF ' 

wobei ]..lF das durch F induzierte Borel-Maß bezeichne, welches durch 

(1.2) ]..lF«- oo,bJ): = F(b) (b e lR) 

gegeben ist. Bei Integrationen über Teilintervalle sei 

b 
(1.3) J f(t) dF(t): = J 1 (a,b] (t) f(t) dF(t) 

a 

(a e lR u {-oo} , b e lR, a < b) 

vereinbart, entsprechend für b = 00 • 

Obiges gilt sinngemäß auch für reguläre bedingte sowie mehrdimen-

sionale Verteilungsfunktionen. 

A) Definitionen, Meßbarkeit, Existenzaussagen 

Das in der Einleitung verbal beschriebene Modell ist zunächst mathe­

matisch folgendermaßen zu präzisieren: 

1.1 Definition: 

X: = {Xo' {Xnk}n,keJN} sei eine Familie reellwertiger Zufalls­
variablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (n,Q,p) mit 

Ferner sei 

X noo 00 

(n,k e JN) • 

(n e IN) • 

Dann ist die Familie {l1n } n€JN der zu X gehörigen 11 Inter-record 
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Times" induktiv definiert durch 

min {k e JN I Xn+ 1 ,k > Xn , D. } 
n 

wobei min (~) : = 00 zu setzen ist. 

Zur Vereinfachung der Schreibweise sei noch 

D. o : = 0 und XOO : = Xo vereinbart. 

(n e JN) , 

Die Familie {X } heißt die Familie der zu X gehöri-
n, D. el: n n 0 

gen "Record Values", die Familie {Un}neZ mit 
o 

(1.4) U : n 

n 
1 + I D. k k=O 

(n e z:o) 

die Familie der zu X gehörigen "Record Times". 

Definition 1.1 läßt sich anschaulich wie folgt interpretieren: 

1.2 Beispiel: 

Xo sei eine konstante Zufallsgröße, etwa die Belastbarkeit 

eines Druckventils, mit dessen Hilfe der Verlauf eines 

chemischen Experiments kontrolliert werden soll. Die Variablen 

{X
1k

} mögen identisch verteilte zufallsabhängige (metrisch 

skalierte) Einflußgroßen darstellen, etwa die Druckverhält­

nisse bei wiederholter Durchführung desselben chemischen 

Experiments. Überschreitet eine dieser Größen die Toleranz­

grenze XO' d.h. stellt sich in diesem Sinne ein "Unfall" ein, 

so beschreibt D.1 den Eintrittszeitpunkt dieses Unfalls und 

X1 ,D.
1 

die Höhe des entstandenen "Schadens". In der Praxis 

wird man nun bemüht sein, durch entsprechende Sicherheits­

vorkehrungen - welche in der Regel die Verteilung der nach­

folgenden Größen {X2k }keJN beeinflussen - das erneute Ent­

stehen eines gleichgroßen oder kleineren Schadens zu verhin­

dern. So wird man etwa bei evtl. verändertem Versuchsaufbau 

ein entsprechend stärkeres Druckventil verwenden, dessen 

Toleranzgrenze gerade X1 • beträgt (da beispielsweise aus 
, '"'1 

Kostengründen eine "überdimensionierung" des Ventils nicht 
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in Betracht kommt). Erst nach weiteren ~2 Wiederholungen des 

nunmehr modifizierten Experiments tritt erneut ein Unfall ein, 

dessen Ausmaß durch X2'~2 > X1'~1 gegeben ist usw. 

Aus der Definition der "Record Values", "Record Times" und "Inter­

record Times" ist nicht unmittelbar ersichtlich, daß es sich hier­

bei um Zufallsvariable, d.h. um meßbare Abbildungen handelt. Dies 

wird jedoch gewährleistet durch das folgende 

1.3 ~ 

ES sei 

k 
Ulnk : = O\.(Xo , {X 1 j } jeJN ' ••• , {Xn - 1 , j} jeJN' {Xnj } j=1 ) 

(n e JN, k e lN) • 

Dann gilt 

(1.5) ~n (und damit auch Un ) ist eine Stopzeit bezüglich 

(n e JN) • 

(1. 6) X 
n, ~n 

ist meßbar bezüglich 

U\.~ : = {E e F(rl) 1/\ E n {~n t: k} e OLnk } (n e JN) • 
n kelN 

Beweis: 

Für n gilt offenbar 

(k e JN) • 

Unter der Annahme, daß (1. 5) für ein n e JN gültig ist, folgt 

k 00 

{~n+1 ~ k} = U U {Xn+ 1 ,i> Xnj } n {~n j} e OL n+ 1 ,k(k e JN) • 
i=1j=1~ ~ 

eüt .!::Ol nj n+1,k 
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Da trivialerweise {lln ~ co} = n für alle n e :IN gilt, ist nach dem 

Prinzip der vollständigen Induktion (1.5) für {lIn}ne:IN bewiesen. Die 

entsprechende Aussage für {Un}ne:IN folgt aus 

W
n 

~ k} = U 
k 1 , ••• ,kn e:IN 

n 
1 + L 

i=1 
k. ~ k 
~ 

n n {ll. ~ k.} 
j=1 J J 

(n,k e :IN) • 

Zum Beweis von (1.6) sei auf I: = :IN x 1N die durch 

(j1,k1) ~ (j2,k2 ): ~ j1 ~ j2 und k 1 ~ k 2 ((j1,k 1),(j2,k2) e I) 

gegebene Halbordnung1 ) definiert. Dann ist 

(n,lIn ) Stopzeit bezüglich {Oljk I (j,k) e I} und b wegen 

, n ~ j 

, n > j 

wegen {lln f: k} eCll nk ~ o\'jk für n ~ j (n e :IN, (j,k) e I). Nach 

Bauer [2J, Lemma 58.3 ist nun X meßbar bezüglich n,lIn 

{E e 'P- ( n ) I A E n {( n , lIn ) b (j, k)} e OL j k } 
(j ,k)e I 

{E e ~(n) I 

1.4 Bemerkung: 

(n e :IN) .0 

Lemma 1.3 impliziert unmittelbar auch die Meßbarkeit der 

"Record Values", "Record Times" und "Inter-record Times" im 

Falle identischer Verteilung (Definition 0.1 der Einleitung). 

1) Wie man leicht nachprüft, ist diese Relation reflexiv, anti­
symmetrisch und transitiv. 
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Im folgenden wird nun stets die Unabhängigkeit der Familie X voraus­

gesetzt. Aus Vereinfachungsgründen mögen ferner alle betrachteten 

Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (n,~,p) de­

finiert sein. 

Für die weitere Untersuchung des Modells erweisen sich die folgen­

den Größen als wichtig: 

1.5 Definition: 

Es bezeichne F
n 

die zu Px bzw. FO die zu P gehörige 
n1 Xo 

Verteilungsfunktion (n €lli). Dann heißt 

~ : sup {x e ml F
n 

(x) <1} rechter Endpunkt von F (bzw. Px ), 
n n n 

z:; • 
n' inf {x e ml Fn (x) > O} linker Endpunkt von F (bzw. Px ) 

n n 

(n e 1.
0
), 

Der folgende Satz gibt äquivalente Bedingungen für die fast sichere 

Endlichkeit der "Inter-record Times" an, die sich auch als äquiva­

lente Bedingungen für die fast sichere Existenz unendlich vieler 

verschiedener "Record Values" lesen lassen: 

1.6 ~ 

a) Es gelte P(lln 00) = 1 für ein n e lli. Dann ist für 1 ~ j ~ n 

P (ll j < 00) = 1 sowi e 

~j-1 ~ ~j' falls ~j-1 kein Atom
1

) von F j _ 1 ist bzw. 

ein Atom von F
j

_
1 

ist. 

b) Es gelte für ein n e lli 

P(lln-1 < CXJ) = 1 sowie 

1) Ein Punkt ~ e ]R heißt Atom einer Verteilungsfunktion F, wenn t 
Atom des Maßes ~F ist. Dies ist äquivalent dazu, daß ~ kein 
Stetigkeitspunkt von Fist. 
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E;n-1 6: E;n' falls E;n-1 kein Atom von F ist bzw. n-1 

E;n-1 < E;n' falls E;n-1 ein Atom von F n-1 ist. 

Dann ist 

P(lln < (0) 1 • 

Beweis: 

a) Wegen {lI j = oo} s;;; {lln 

folgt aus 

oo} für 1 f: j f: n nach Definition 1. 1 

unmittelbar auch 

für diese j • 

Man nehme nun im Widerspruch zur Behauptung an, daß es ein k e lli 

mit 1 f: k ~ n gibt derart, daß 

E;k-1 > E;k' falls E;k-1 kein Atom von Fk- 1 ist bzw. 

E;k-1 ~ E;k' falls E;k-1 ein Atom von Fk- 1 ist. 

Es kann dabei vorausgesetzt werden, daß es sich um das kleinste 

derartige k handelt, d.h. daß für 1 f: j f: k-1 gilt 

E;j-1 f: E;j' falls E;j-1 kein Atom von F
j

_
1 ist bzw. 

E;j-1 > E;j' falls E;j-1 ein Atom von F
j

_
1 ist. 

Notwendigerweise ist k ~ 2, da sonst 

co 

P ( n {X 1 ' P(1l1 (0) p(n{X1 , f: Xo} ) ~ f: E;1 f: Xo} ) 
i=1 l. i=1 l. 

P(Xo ~ E; 1 ) II P(X 1i 
6: E; 1 ) = P(Xo 

~ E; 1 ) 
i=1 

da entweder gilt 

FO(E;1) < 1 , falls E;O > E;1 oder 

P(XO = E; 1 ) > 0, falls E;O E;1 (und damit E;O ein Atom von FO 

ist) • Dies ist ein Widerspruch zu der bereits bewiesenen ersten 

Hälfte der Aussage a) . 
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Für k ~ 2 kann man aber eine Kette t o < t 1 < ••• < t k - 2 reeller 

Zahlen so wählen, daß .gilt 

falls ~o < ~1 bzw. 

und für 1 ~ j ~ k-2 

falls ~j < ~j+1 bzw. 

~j+1' 

da im Fall ~j = ~j+1 (0 ~ j ~ k-2) nach Wahl von k ~j ein Ste­

tigkeitspunkt von F j ist. 

Wegen P(~k-l = (0) = 0 folgt dann 

00 

(0) + P (,U U'k-l 
)=1 

00 

00 

j } n n {Xk , ~ Xk - 1 ,)'}) 
i=l 1. 

1} n n {Xk , ~ ~k ~ Xk - 1 ,1}) 
i=1 1. 

P ( {t:. k - 1 = 1} n {~k ~ Xk - 1 , 1 } ) 

> 0 nach Wahl von t o ' ... ,tk - 2 und wegen 

da nämlich gi 1 t 

oder 
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oder 

P (Xk - 1 , 1 ~k) > 0, falls t k- 2 < ~k =~k-l (und damit 

(k-1 ein Atom von Fk- 1 ist). 

Die Aussage P(~k = 00) > 0 steht aber ebenfalls im Widerspruch 

zur ersten Hälfte der Aussage a). Damit ist a) vollständig be­

wiesen. 

b) Zunächst folgt aus den Voraussetzungen an die rechten Endpunkte 

co 
(1.7) P ( n {X . f, Xn- 1 , k }) = 0, 

i=1 nl. 

wobei XOk : = Xo zu setzen ist (k e lN) • 

Wegen der Unabhängigkeit von X und Lemma 4.1 (Anhang) ist 

nämlich 

P( n {X. f, Xn - 1 ,k}) 
i=1 nl. 

m 

lim P( n {X . ~ Xn - 1 k}) 
m~co i=1 nl. , 

lim P( max (X .) ~ Xn- 1 ,k) 
m~co 16 i 6 m nl. 

00 

lim J F~(t) dFn_ 1 (t) 
m~oo 

(n-1 
lim J 
m~oo 

Fm(t) dF 1 (t) n n-

O. 

Die letzte Gleichung ist eine Anwendung des Satzes von der 

monotonen Konvergenz, da für m ~ 00 gilt: 

F~ .j. 1lR ( .) , falls ~n 
~n 

< 00 und 

falls ~n 00 • 

Im ersten Fall ist dann 
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t,;n-1 

P( n {X . ~ Xn - 1 ,k}) 
i=1 n1. 

J 
l 

f 1m (t) d Fn- 1 (t) = 0, falls t,;n-1 < ~n 
E;n 

0, 

da für E;n-1 = t,;n E;n-1 ein Stetigkeitspunkt von Fn- 1 ist. Der 

andere Fall ist trivial. 

Für n = 1 gilt nun 

P ( !:, 1 = (0) = P ( n {X l' f:: Xo I ) i=1 1. 

für n ~ 2 dagegen 

o nach (1.7), 

(0)= P (!:,n-1 = (0) + P ( U {!:, 1 = k} n n {X . f:: X 1 k}) 
k=1 n- i=1 n1. n-, 

~ 
= 0 nach Voraussetzung 

'" 
~ P( U n {X . f Xn- 1 ,k}) = 0 

k=1 i=1 n1. 

ebenfalls nach (1.7), da eine abzählbare Vereinigung von Null­

mengen wieder eine Nullmenge ist. 

Der Satz ist damit vollständig bewiesen. 0 

1.7 Folgerung: 

Es sei Fn FO für alle n € lN. Genau dann ist P(t.n < 00) 

für alle n e lN, wenn t,;0 kein Atom von F 0 ist. 

Dies ist das in der Einleitung erwähnte Kriterium von Shorrock [38J. 

B) Die Verteilungen der "Record Values", "Record Times" und 

"Inter-record Times" 

Die zunächst wichtige Frage nach der gemeinsamen Verteilung dieser 

Zufallsgrößen beantwortet das folgende 
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1.8 ~ 

Es sei P (l'I n < co) = 1 für ein n e :IN'. Dann gilt 

kn , Xo ~ sO' X 1 , l'I 1 

(k l , ••• ,kn e lN, sO' •.• ,sn e lR). 

Beweis: 

Es wird im wesentlichen die Beweisidee des ersten Lemmas in [30J 
benutzt. 

Dazu sei g: lR2n+ l ~ {O,l} definiert durch 

{ 

1, t o 6. So und ui 6. t i - l < t i ~ si für 1 ~ i ~ n 

= 0 sonst. 

Offenbar gilt 

Mi t Yo : = XO ' Y.: = X. k 
~ ~, i 

und Z.: 
~ 

max (X .. ) 
1~j6k.-l 1) 

~ 

(1 ~ i ~ n) , 

wobei Zi nur für den Fall ki > zu berücksichtigen ist, und der 

Unabhängigkeit von X ergibt sich somit 

P(l'I l = k
1

, ... ,l'In k n' Xo 
~ sO' 

n 
P ({Xo 

~ sO} () n{Z· ~ Yi - 1 i=l ~ 

f g (YO' ••• , Yn ' Z l' ••• , Zn) d P 
n 

. .. ,Xn l'I 6. 
, n 

< Y. ~ si }) 
~ 

sn) 
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Zur Vereinfachung der Schreibweise soll im folgenden stets 

(1.8) T : 
n 

,x h. n, n 

,X A n,un 
(n e JN) 

(n e ~O) 

bezeichnen. 

1.9 Folgerung: 

Es sei P(h. n < 00) = 1 für ein n e JN. Dann gilt: 

a) Die gemeinsame Verteilung T
n 

der "Record Values" und 

"Inter-record Times" besitzt eine Dichte f bezüglich 
Tn 

b) 

n 

CO \lF.' 
i=O l. 

nämlich 

i=l 
f T (k 1 ' ••• , kn ' t o ' ... , t n ) = j ~ n 0 

k.-l 
F i l. (t i -1 ) , t O< t 1 < ••• < t n 

sonst 

\ln-fast überall (k 1 , ••• ,kn e JN, t o ' ... , t n e lR). 

Durch Ersetzen von h.. durch U. auf der linken Seite und 
l. l. 

von k i durch (ki - k i - 1) auf der rechten Seite der Glei-

chung in Lemma 1.8 mit k O: = 1 (1 ~ i !f n I 1 < k 1 < ••• < k
n 

) 

ergibt sich die gemeinsame Verteil~ng der "Record Values" 

und "Record Times". Es gilt entsprechendes wie unter a). 

c) Die gemeinsame Verteilung der "Inter-record Times" ist ge­

geben durch 
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(k
1

, ••• ,k
n 

e :IN). 

Wie unter b) ergibt sich hieraus die gemeinsame Verteilung 

der "Record Times". 

d) Die gemeinsame Verteilung on der "Record Values" ist ge­

geben durch 

e) 

,x ~ sn) 
n,lln 

sn So n 
f ... f rr 

i=1 

(so' ••• ,sn e JR) , 

wobei ein Ausdruck der Form ~ als 00 

fassen ist. 

On besitzt eine Dichte f bezüglich 
on 

f 
° n 

n 
(8) ).IF.' nämlich 

i=O ~ 

(to ' ••• ,tn ) . { 1:1
1 

\In-fast 

1 
- Fi (t i _ 1) 

sonst 

sicher (to ' 

o und Ö als 0 auf zu-

t o < t
1 

< ••• < t , n 

... ,tn e JR) 

(vgl. dazu Resnick [33J , Lemma 1.1). 

Die gemeinsame Verteilung von lln und X ist gegeben n,lln 
durch 

P (ll = k,X ~ s) = l pk-1 (t) [F (s) -F (t)J d P(Xn- 1 II f: t) 
n n,lln -00 n n n , n-l 

(k e :IN, s e lR}. 
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Beweis: 

a) Wegen P(lln < (0) = 1 ist P(X, II < (0) = 1 für 1 ~ j ~ n. Die 
), j 

Behauptung folgt somit unmittelbar aus Lemma 1.8. 

b) Nach Definition 1.1 ist 

Hieraus folgt die Behauptung. 

cl Dies folgt aus Lemma 1.8 durch Grenzübergang sO' ••• ,sn ~ 00. 

dl Sei N : 
n 

n 
Dann ist Nn eine 'Jn-Nullmenge, denn es ist Nn 5; U Nni mit 

i=1 

N ,: 
n~ 

Ist nämlich (to ' ... ,tn ) e Nn , so existiert ein 1 ~ i ~ n 

mit F i (t i _ 1) = 1, so daß nach Definition des rechten Endpunkts 

von Fi 

t i > t i - 1 ~ ~i folgt. 

Nni ist aber für jedes 1 ~ i ~ n eine 'Jn-Nullmenge wegen 

]..lF, ( (~i' (0) l = 0 für ~ i € :m und Nni = !21 für ~ i = 00. 

~ 

Fu"r ( ) 'Tn
n + 1 " N ' 1 t o ' ... ,tn € ~ "n g1 t nun 

1 (-oo,t
i
)(t i - 1 ) 

t für m~ 00 (1~ifn), 1-F
i

(t
i

_
1

) 

so daß die erste Aussage mit dem Satz von der monotonen Konver­

genz durch Summation bzgl. ll1' •.• ,lln aus Lemma 1.8 folgt. 

Die zweite Behauptung ergibt sich analog wie unter a) • 

e) Wegen der Länglichkeit eines direkten Beweises sei auf den nach­

folgenden Satz 1.11 verwiesen, aus dem sich die Behauptung un­

mittelbar ergibt. 0 
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Wie in der Einleitung bereits erwähnt wurde, spielen bei der Unter­

suchung der wahrscheinlichkeitstheoretischen Zusammenhänge der 

"Record Values", "Record Times" und "Inter-record Times" die so­

genannten Markoff-Erneuerungsprozesse im Sinne von 9inlar [6J 

eine große Rolle. Da seine Terminologie für das hier betrachtete 

Modell etwas zu eng gefaßt ist, soll eine sinngemäße Erweiterung 

wie folgt vorgenommen werden: 

1.10 Definition: 

Eine Familie {Yn,Tn}ne~ reellwertiger Zufallsvariablen auf 
o 

dem Wahrscheinlichkeitsraum (n,Q,p) heißt Markoff-Erneue-

rungsprozeß, falls die folgenden beiden Bedingungen erfüllt 

sind: 

const P - fast sicher 

P - fast sicher 

(A,B e.o-, n e lN). 

Die im folgenden betrachteten bedingten Verteilungen sind o.B.d.A. 

stets als reguläre bedingte Verteilungen aufzufassen (vgl. dazu 

Bauer [2J, § 56, Breiman [4J, Kapitel 4.3). 

Den Zusammenhang zwischen dem betrachteten Modell und den Markoff­

Erneuerungsprozessen im Sinne von Definition 1.10 behandelt der 

1.11 ~ 

Es gelte P (lIn < (0) = 1 für alle n e lN. Dann ist 

{X 11' U } ein (i.a.nicht-stationärer) Markoff-Erneue-
n, n n neZ

O 
rungsprozeß mit 

P (lIn = k, X ~ s I X ) = n,lIn n-l,lIn _
1 

k-1 
{Fn (s) - Fn (Xn - 1 11 )}Fn (Xn - 1 11 ) 1 (-00 S1(Xn - 1 11 ) 

, n-1 ' n-1 ' ~ , n-1 

P - fast sicher (n, k e lN, s e JR) 

(vgl. dazu Shorrock [38J, Kapitel 2). 
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Beweis: 

Wegen Lemma 4.2 (Anhang) und der nach Definition 1.1 bestehenden 

eindeutigen Beziehung 

lI 1 = U1-l und (2 ~ j ~ n, n e JN) 

genügt es, die Gültigkeit der Beziehung 

(1.10) 

P ( II e A, X II e B I Xn -1 II ) 
n n, n ' n-l 

P - fast sicher (n e JN,A e 'P-(JN) , B e;o.,) 

nachzuweisen. 

Gemäß Hinderer [25J, Satz 23.4 besitzt nach Folgerung 1.9 a) 

(ll ,X 1I) eine bedingte # ® )Jp -Dichte bezüglich 
n n, n n 

1I 1 , ••• ,lIn- 1 , XO' Xl, 1I
1

' 'Xn- 1 II ,nämlich 
, n-l 

( 1 . 11) f II X (k, t I 1I 1 
n' 1I n n n, n 

k n - 1 , •••. 

k -1 
n 

Fn (tn- 1) 1 (-co t ) (tn - 1) T n- 1 - fast sicher 
, n 

Hieraus folgt durch Integration 

P(lI =k,X ~slll =k , n n,lIn 1 1 

s 
F k - 1 (t ) J n n-l 

T n-l - fast sicher (k 1 , •.• ,k ,keJN,t , •.• ,t ,sem), 
n 0 n-l 
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woraus sich (1.10) und die in Satz 1.11 angegebene Beziehung er­

gibt. 0 

Die strukturellen Eigenschaften der Markoff-Erneuerungsprozesse 

führen im Falle der "Record Values" und "Record Times" zu der 

1.12 Folgerung: 

Es gelte P(6n < 00) = 1 für alle n € JN. Dann gilt: 

a) {X } ist eine (i.a. nicht-stationäre) Markoff-
n,6n n€Z 

o 
Kette mit 

P (X 6 ~ s I Xn - 1 6 ) 
n, n ' n-1 

1 - F (X 1 6 ) 
n n- , n-1 

'(_00 s](Xn - 1 6 ) 
I ' n-1 

P - fast sicher (n € JN, S € lR). 

b) 6 1 , ••• ,6n sind bedingt unabhängig gegeben 

XO,X1 ,6
1

' ,Xn ,6
n 

mit 

n 
P (n {6. = k i } I XO ' Xl 6 ' 

i=l ~ , 1 
,X A n,un 

Speziell ist 

k. I X. -1 6 ) P - fast sicher 
~ ~ 'i-1 

(n,k 1 , •.• ,kn € JN). 

k I X. -1 6 ) 
~ , i-l 

k-1 
(1 - F. (X. 1 6 ) ) F. (X. 1 Ll ) 

~ ~-, i-1 ~ ~-, i-1 

P - fast sicher, 

also Ll~ bedingt geometrisch verteilt gegeben X. 1 
... ~- ,6 i - 1 

mit 
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E(ß·lx. 1 ß ) 
~ ~-, i-l 

var(ß.lx·_ l ß ) 
~ ~ , i-l 

1 - F. (X. 1 ß ) 
~ ~-, i-l 

F. (X. 1 D. ) 
~ ~-, i-1 

P - fast sicher 

2 
(1 - F. (X. 1 A » 

~ ~- ,oi-l 

P - fast sicher (1 f: i f: n) • 

Beweis: 

Die Markoff-Eigenschaft und die bedingte Unabhängigkeit sind all­

gemeine Eigenschaften eines Markoff-Erneuerungsprozesses, siehe 

Satz 4.3 (~~hang). Im einzelnen gilt: 

a) Der Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung ergibt sich 

durch Summation bzgl. An aus Satz 1.11. 

b) Wegen Satz 4.3 (Anhang) ist nur zu zeigen: 

(1.15) P(t.
i k I X'_l t. ,X. t. ) = 

~ , i-l ~, i 

k-1 
(1-F.(X·_ 1 6. »F. (Xi - 1 A ) P-fast sicher 

~ ~ , i-1 ~ ,oi-1 

(1 f: i f: n, k e JN). 

Folgerung 1.9 a) impliziert aber, daß 

(t.. ,X. 1 t. ,X. t. ) 
~ ~-, i-1 ~, i 

f 
t.. ,X. 1 t. ,X. t::. 
~ ~-, i-1 ~, i 

eine 

und 

#® llF
i

_
1 

® llF
i

- Dichte 

eine llF -Dichte 
i-1 

f X. besitzt. Nach Satz 1.19 und (1.8) sowie dem bereits 
~-l,D.i_1 

zitierten Satz 23.4 in Hinderer [25J existiert dann eine be-

dingte #- Dichte von Ai bezüglich (Xi - 1 t.. ,Xi t..) mit 
, ~-1 ' ~ 

t~_l' X. ... ~,D.i 
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f X (t,lx'_1 A - t, 1}f ( 'IJ. 1 1 'u, 1 1- X'_l A t'_1) 
1, i 1- 1 ,ui-1 1 

fIJ. X (k, ,t,lx'_1 IJ. t i - 1) 
i' i, IJ., 1 1 1 , i-l 

1 

Damit ist (1.15), also auch(1.12) bewiesen. Die Beziehungen 

(1.13) und (1.14) folgen aus den entsprechenden Eigenschaften 

der geometrischen Verteilung. 0 

Die Beziehung (1.12) läßt sich heuristisch dadurch erklären, daß 

bei gegebenem X, 1 
1- ,IJ. i - 1 

t i - 1 e JR der nächste "Record Value" 

gen au dann auftritt, wenn in der Familie {Xik}kem erstmalig der 

Wert t i - 1 überschritten wird. Wegen der Unabhängigkeit und iden­

tischen Verteilung dieser Familie handelt es sich also um ein ein­

faches Wartezeitproblem, wobei die Uberschreitungswahrscheinlich­

keit durch 

(k e m) 

gegeben ist. 

Wegen der i.a. nicht-stationären Ubergangswahrscheinlichkeiten 

gehen gegenüber Satz 1.11 und Folgerung 1.12 andere wichtige Ei­

genschaften des Modells mit identischen Verteilungen verloren: 

1.13 Bemerkung: 

Auch im Falle von P (IJ. n < co) = (n e m) gilt: 

a) {Un}ne~ bildet i.a. keine Markoff-Kette (vgl. dazu (0.4». 

Ist beispielsweise F eine stetige Verteilungs funktion und 
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ist {Cl } e2 eine Folge positiver reeller Zahlen, so 
n n 0 

setze man 

Cl 
F n 

Es ist dann mit ko : 

(n e 2
0

) . 

1 und Folgerung 1.9 c} 

{1.16} P(U 1 k l' ..• , Un = kn } = P (1::. 1 = k 1-1, ... 

also 

(1.17) P (U
n 

n 
rr Cl i i=O 

(1 < k 1 < ••• <" k n , n e JN). 

Dieser Ausdruck ist von k 1 , ••• ,kn- 2 nur dann unabhängig, 

wenn Cl i = const für 0 ~ i ~ n-1. Hier ist also {Un}ne~ 

genau dann eine Markoff-Kette, wenn Cl n = const für alle 

n €~O' also im Fall identischer stetiger Verteilung. 

Sind die Verteilungsfunktionen {F } e~ stetig mit 
n n 0 

supp ~F = JRO (n e 2 0 ), so ist der zu {Xn I::. ' Un } nel'_ 
n ' n 10 

gehörige Zählprozeß {Nt} t€JR ' definiert durch 
o 

(1.18) Nt: =#{ne~olxn,1::. ft}=min{ne~olxn,1::. >t}(t€lIb) 
n n 

La. kein Poisson-Prozeß (vgl. dazu Shorrock [39], Theorem 1). 

Ein diesbezügliches Gegenbeispiel ist in Bemerkung 3.13 

zu finden. 
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11. Charakterisierungen der Exponential- und der 

geometrischen Verteilungen 

Trotz der größeren Allgemeinheit des in Definition 1.1 vorgestell­

ten Modells und des damit zwangsläufig verbundenen Verlusts "guter" 

Eigenschaften (siehe Bemerkung 1.13) lassen sich immer noch die 

Klassen der Exponential- und geometrischen Verteilungen durch die 

Forderung unabhängiger Zuwächse der "Record Values" charakterisie­

ren, wie in den Sätzen 2.1 und 2.5 bzw. 2.2 und 2.9 gezeigt wird. 

Die ersteren beiden Sätze schließen dabei - wie bereits erwähnt -

den auf speziellen Voraussetzungen beruhenden Charakterisierungs­

satz von Tata [45J für die Exponentialverteilungen ein. 

Eine entsprechende Charakterisierung der geometrischen Verteilun­

gen - welche bezüglich der hier wesentlichen "Gedächtnislosigkeit" 

das diskrete Gegenstück zu den Exponentialverteilungen bilden -

wurde, soweit bekannt, bisher nicht veröffentlicht. 

Eine andere Charakterisierung beinhalten die Sätze 2.7 und 2.11, 

wo lediglich die Unabhängigkeit jeweils aufeinanderfolgender Zu­

wächse vorausgesetzt wird, jedoch mit der zusätzlichen (nicht re­

dundanten) Annahme, daß Xo selbst exponential- bzw. geometrisch 

verteilt ist. Der Beweis macht dabei von einer für die Faltung von 

Exponential- bzw. geometrischen Verteilungen charakteristischen 

Eigenschaft Gebrauch (Sätze 4.5 und 4.7 (Anhang». 

Im folgenden soll mit EXp(A,,) die Exponentialverteilung mit den 

Parametern A > 0 und , e m bezeichnet werden, deren Lebesgue­

Dichte f (A,,; .) die Gestalt 

(2 • 1) f ( A , , ; x) = 1 m (x) A e - A (x-,) , A 1_fast überall (x e m) 

besitzt; mit Geo(p,,) soll die geometrische Verteilung mit den 

Parametern p e (0,1) und , e 7L bezeichnet werden, deren i-Dichte 

g(p,,;.) die Gestalt 

(2.2) g(p,,;k) 1 (k) p(1_p)k-r,; 
~, 

(k e 7l.) 

besitzt. ,ist also jeweils der linke Endpunkt der Verteilung. Zur 

Abkürzung sei noch 



(2.3) PO: 
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gesetzt. 

A) Darstellungssätze 
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(n e JN) 

Für die Klasse der Exponentialverteilungen gilt der folgende 

2.1 Satz: 

Es sei 

r 'on 1,;0 (An > 0, 1,;0' 1,;n e lR, n e JN) • 

Dann besitzt die Familie {X ß} unabhängige exponential-
n, n ne:lo verteilte Zuwächse; genauer gilt: 

(n e JN) • 

Beweis: 

Die Unabhängigkeit der Zuwächse ist gleichbedeutend mit 

(2.4) 

P(X - X ~ s) 
n, ßn n - 1 , ßn- 1 

P - fast sicher (n e JN, s e lR
O

) • 

Zum Beweis dieser Beziehung sei gn: lR
n 

-+ lR
n definiert durch 

Mit Lemma 4.2 (Anhang), Breiman [4], Proposition 4.36 und Folge­

rung 1.12 a) ergibt sich 

(2.5) p (X t;,. - X -1 t;,. ~ s I g (XO ' n, n n , n-1 n 
,Xn- 1 b. ) = (to ' ... ,tn- 1» 

, n-1 



Die 
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(to ' 

n-1 
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P(X - X b s I Xo n,f>n n-1,f>n_1 

n-1 n-1 
F n (s + L t k ) - F n ( L t k ) 

k=O k=O 
n-1 

- F (L t k ) 
n k=O 

letzte Gleichung folgt dabei aus 

Monotonie der "Record Values" 

~ lRz;; 
n-1 gilt, also Pn- 1 

x lRO 0 

,tn- 1 ) e supp Pn- 1 wegen Z;;n 

t o ' •.• 

1 - e 
->.. s n 

Pn-1 - fast sicher 

(to ' ... ,tn - 1 e lR). 

der Tatsache, daß aufgrund 

für 

~ Z;;o stets gilt 

\' t k e lR !;;; lR = supp ~F • 
k;O Z;;o Z;;n n 

Damit ist (2.4) und gleichzeitig Px _ X 
n,f>n n-1,f>n_1 

bewiesen. 0 

Die entsprechende Aussage für die Klasse der geometrischen Ver­

teilungen macht der folgende 

2.2 ~ 

Es sei 

Z;;o + n 

und Xo diskret verteilt auf 1:z;; (Pn e (0,1), Z;;O' Z;;n e 7L, ne lN). 
o 

Dann besitzt die Familie {Xn f> } unabhängige geometrisch 
, n nelD 

verteilte Zuwächse; genauer gilt: 
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Beweis: 

Analog zum Beweis des Satzes 2.1 läßt sich zeigen: 

(2.6) P (X - X ~ s I Xo = t o ' ... n,t.n n-l,t.n _1 

t 1 , ••• ,Xn- 1 t. 
, n-l 

n-l n-l 

- X n-2,t.
n

_
2 

F (s + L t k ) - F ( L t k ) 
n k=O n k=O 

n-l 1 - (1 - P n ) s p n-1 - fast sicher 

1 - F (L t
k

) 
n k=O 

(s e?lo' t o ' ••• ,tn - 1 €?l, ne lN). 

Die letzte Gleichung in (2.6) folgt dabei aus der Beziehung 

supp Pn-l ~?l x 
1;0 

lNn - 1 (wegen der strengen Monotonie der "Record 

Values") , wonach für (to ' ... , t n - 1 ) e supp Pn-l entweder 

n-l n-l 
L t k elL !ö; 7L sUPP )JF oder L t k = ~o+n-1 gilt. 0 

k=O I;o+n I;n n k=O 

2.3 Bemerkung: 

a) Satz 2.1 bleibt auch dann gültig, wenn die Bedingung 

Px = Exp(An,l;n) durch die allgemeinere Bedingung 
nl 

(A
O 

e lR, n e lN) 

ersetzt wird, da hierdurch die Gültigkeit der Beziehung 

(2.5) nicht betroffen wird. Entsprechend kann in Satz 2.2 

die Bedingung 

Px = Geo(p ,I;} durch 
nl n n 

(I;O€71,neJN) 

ersetzt werden. 

b) Die Bedingungen 

bzw. (n € lN) 

in Satz 2.1 bzw. Satz 2.2 sind wesentliche Voraussetzungen. 
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Ist nämlich im ersten bzw. im zweiten Fall 

Z;n > Z;o bzw. Z;n > Z;o + n für ein n e JN , 

so ist die Menge 

n-1 
{L tkl (to ' .•• ,tn- 1) e supp Pn-1} nicht in supp ~F bzw. 

k=O n 

supp ~F u {r,;0+n-1 } enthalten, so daß die Ausdrücke in (2. 5) 
n 

und (2.6) nicht unabhängig von t o ' ••• ,tn- 1 sind. Bei-

spielsweise ist für 1',;1 > 1',;0 im Fall des Satzes 2.1 

0 s + t o < Z;1 

1 - e 
-A 1 (s + t O) 

s + t o 
~ Z;1 und t o < Z;1 

1 - e 
-A 1s 

t o ~ 1',;1 (s e :IRO' t o e:IR) 

Po - fast sicher (man beachte dabei, daß das 

Intervall [Z;o' Z;1) keine PO-Nullmenge darstellt}. Hieraus 

ist auch ersichtlich, daß in diesem Fall X - Xo i.a. 
1 161 

nicht exponentialverteilt ist (man setze etwa Po 

Entsprechendes gilt im Falle des Satzes 2.2. 

Im Fall identischer Verteilungen führt Satz 2.2 zu der 

2.4 Folgerung: 

Es sei 

Geo(p, Z;) (p e (0,1),z; ez, ne JN). 

Dann ist Xn ,6
n 

negativ-binomialverteilt auf 7L.z;+n' d.h. es 

gilt: 

P(X 6 n, n 
k) (k - Z;}pn+1 (1_p}k-z;-n 

n 
(k e?l z;+n' n e ?lo) • 
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Beweis: 

Nach Satz 2.2 ist Px 
n,t..

n 

P n ,wobei Yo ' ... 'Yn unab-

/;;+n + L Y
k k=O 

(rl,Ot., P) sind mit Py Geo(p,O) (O~k~n). 
k 

hängige Zufallsvariablen auf 

Hieraus folgt die Behauptung. D 

Folgerung 2.4 ist das diskrete Analogon zu der entsprechenden Aus­

sage für den Fall identisch exponentialverteilter Zufallsvariablen, 

wo die "Record Values" eine Erlang-Verteilung besitzen (Karlin [27J, 

Prc::::"e::-. 31 , S. 267, Neuts [28J). 

___ ::::-e5e:-~ ;'':::5 c:-.:.:' ~': -,..-erder_ Bedingungen angegeben, unter denen Um­

:.-:.e:-.=·.::-_:;e:-. c.er Sätze 2.1 und 2.2 möglich sind. Im Fall der Exponen­

:.::al':erteilungen leistet dies der 

2.5 Satz: 

Es sei ~ = 00 n (n e :IN) 

streng monoton 1). Besitzt dann die Familie {X t..} unab-
n, n ne~ 

hängige Zuwächse, so existiert eine Folge {An}n€:IN positiver 

reeller Zahlen mit 

(/;; e lR/;; , n e :IN), 
o 

d.h. Xn1 ist insbesondere bedingt exponentialverteilt auf lR/;; . 
o 

Dabei ist notwendig /;;0 > - 00 • 

1) Tata [45J setzt in dem Beweis zu seinem Charakterisierungssatz 

3.1 die absolute Stetigkeit von Px voraus. Um in seiner Arbeit 
o 

von der Beziehung (3.3) auf (3.4) schließen zu können, muß je-

doch zusätzlich angenommen werden, daß die zugehörige Dichte 

A-fast überall auf lR/;; positiv ist. Dies bedeutet aber gerade 

die strenge MonotonieOvon FO auf lR • 
/;;0 
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Beweis: 

Es bezeichne Gn die Verteilungsfunktion von Px _ X (nelN) . 
n,t. n n-1,t.

n
_ 1 

Wie im Beweis von (2.5) erhält man nach Voraussetzung 

(2.7) 

t 1 , ••• ,xn - 1 t. 
, n-1 

n-1 n-1 

- X n-2,t.
n

_
2 

F (s + L t k ) - Fn (k=L
o 

t k ) 
n k=O 

n-1 Pn-1 - fast sicher 
1 - F (L t k ) 

n k=O 

(s e lRO' t o ' ••• ,tn- 1 e lR, n e lN). 

Für n e lN und s > 0 bezeichne N~-1 diejenige Pn_ 1-Nullmenge, auf 

der die Beziehung (2.7) nicht gilt; ferner sei 

An- 1 : = (lR x lRn- 1) " Nn- 1 
s Z;o 0 s· 

Dann gilt mit GO: = FO: 

(2.8) Sind Go' ••• ,Gn- 1 streng monoton, so ist A~-1 dicht in 

lR x lRn- 1 für alle s > 0 (n e JN). 
Z;o 0 

Anderenfalls gäbe es Intervalle I C;; lRz; , 1 1 , ... ,1n- 1 
f; 

0 
0 

mit A (1k ) > 0 ( 1 ~ k ~ n-1) und 

n-1 n-1 
An- 1 Nn- 1 

n X 1k = ~ , also X 1k 
C;; und demnach wegen s s k=O k=O 

Unabhängigkeit der Zuwächse 

o . 

Dies steht aber im Widerspruch zur strengen Monotonie von 

GO' ••. ,Gn - 1 , womit (2.8) bewiesen ist. 

lRo 

der 
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Der Beweis des Satzes ergibt sich nun aus dem folgenden Induktions­

beweis für die strenge Monotonie von Gn (n e~o): 

Für n = 0 ist nach Voraussetzung nichts zu zeigen. 

Sind nun Go' •.• 

(2.8) An - 1 dicht 
s 

, Gn- 1 für ein n e lN streng monoton, so ist nach 

in E x E
o
n- 1 für jedes s > O. Dann ist aber 

r;;0 
auch die Menge 

n-1 n-1 
L : = {L t k I (to, ••• ,tn - 1 ) e A

n -
1

} 
s k=O s 

dicht in Er;; wegen der Stetigkeit und Surjektivität der verwende­
O 

ten Summenabbildung. Damit geht {2.7} über in 

(2.9) 
F n (s + t) - F n {tl 

1 - F
n 

(tl 
(s > 0, teEr;; ). 

o 
n-1 

Dies ist zunächst evident für teL 
s 

ist aber dicht in Er;; ; zu teE gibt es also eine Folge 
o r;;o 

n-1 
{sk}kelN in Ls mit sk ~ t (k e JN) un d I im S k = t. ( 2 • 9 ) 

k+ oo 

ergibt sich dann aus der rechtsseitigen Stetigkeit von Fn , 

1 - Gk (k e lN) führt (2. 9) zu der Funktionalgleichung 

(2.10) H
n 

(s+t) 
1-Fn {s+t+U) 

1 - Fn Cu) 

1-Fn (s+u) 

1 - F n (u) 

1-Fn {t+{S+U» 

1 - Fn (s+u) 

(s,t > 0, U e E ) 
r;;0 

mit Hn{O) = 1 (wegen der strengen Monotonie der "Record Values"). 

Da Hn auf E O beschränkt ist, gibt es ein An > 0 mit 

e 
-A s 

n 
(s > 0) 

nach Hinderer [25J, Lemma 28.6. 

Hieraus folgt die strenge Monotonie von Gn 
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Mit (2.9) liefert dies darüber hinaus 

Fn(s) - Fn (1';) -A (s-I';) 
1 - e n also P(Xn1 

~ slxn1 > 1';) 1 - Fn (Z;;) 

Px 
( . I xn1 > 1;) = Exp (An' 1';) 

n1 

1';0 ist hierbei notwendig reell, da sonst 

Gn(s) = 0 (s > 0) aus (2.9) für t -l- -00 = 1';0 

folgen würde. 

Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 0 

2.6 Bemerkung: 

Fordert man spezieller I';n = 1';0 sowie die Stetigkeit von Fn 
in Z;;O' so gilt unter den Voraussetzungen von Satz 2.5 sogar 

(n e lN). 

Man braucht dazu in Satz 2.5 nur = 1';0 zu setzen und zu 

beachten, daß die Stetigkeit von Fn in I';n = 1';0 

P(Xn1 ~ 1;0) = 1 nach sich zieht. 

Ist andererseits I';n = 1';0 ein Atom von Fn mit 

Pn: = P(Xn1 = I';n) > 0 (und Pn < 

entsprechend 

wegen ~n (0) , so ist 

also Px eine Mischung aus einer Einpunkt- und einer Exponential-
n1 

verteilung. 

Die zweite angekündigte Charakterisierung der Exponentialvertei­

lungen findet sich in dem folgenden 

2.7 Satz: 

Es sei Px o 
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Ferner sei ~n 6 ~o und ~n = 00 (n e :JN) 

Besitzt dann die Familie {X ö} sukzessiv unabhängige 
n, n nea:

o 
Zuwächse, d.h. sind 

und sowie 

und (n e :JN) 

unabhängig, so existiert eine Folge {An}ne:JN positiver reeller 

Zahlen mit 

Beweis: 

(~ e lR~ , n e :JN). 
o 

Die Verteilung zweier sukzessiver Zuwächse hat - unabhängig von 

der Verteilungsannahme - folgende Gestalt: 

(2. 11) P (X - X > u, X - X > v) n+1,ön+ 1 n,ön n,An n-1,ön _ 1 

l1-F~ (s) J 
s 

1-Fn + 1 (t+u+v) 
1-F

n
+

1 
(t+v) d Fn(t+v) d P(Xn- 1 Ö 

, n-1 
6 s) 

(u,v e lRO ' n e :JN). 

Mit Folgerung 1.12 a) und (1.11) erhält man nämlich 

P(X - X > u, X - X > v) = n+1,ö n+ 1 n,ö n n,ö n n-1,ö n _ 1 

P(Xn - 1 ö 
, n-1 

+u+v<X +u<X ) 
n,ön n+1,ön + 1 

J J J d P (Xn- 1 ö ~ s, X f: t, X ~ w) 
s+u+v<t+u<w ' n-1 

n,ö n n+1,ö n + 1 

J J J dP(X +1 ö f: wlx ö t) 
s+u+v<t+u<w 

n , n+1 n, n 

d P (X ö ~ tlx -1 ö s)dP(Xn _ 1 ö ~ s) 
n, n n , n-1 ' n-1 
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J J 
RJR 

1 (s+v,co) (t) 

1 -Fn(S) 
lR 
J 

1 (t+u,co) (w) {" 
1 - F n + 1 ( t ) d F n + 1 (w) d F n (t) d P (Xn - 1 , t. n _ 1 s ) 

I 1-F~(S) 
lR 

f l-F~ (s) 
lR 

J 
1-Fn+1 (t+u+v) 
--."........;;.:.,,,,....;...-(,..,.---) d F (t+v) d P (X 1 A ~ s) • 

1 -Fn+1 t+v n n- ,un-l 
s 

Die Aussage des Satzes läßt sich jetzt induktiv zeigen. 

Aus der Unabhängigkeit von Xo und Xl t. - Xo kann man auf die 
, 1 

Existenz eines A1 > 0 schließen, so daß 

P X11 
( • I X11 > 1:;) Exp (A 1,1:;) (I:; e lR 

/:;0 
) , 

wie man dem Induktionsschnitt im Beweis zu Satz 2.5 von n 0 

auf n = 1 entnehmen kann. 

Dies liefert den Induktionsanfang. 

Unter der Annahme, daß die Aussage des Satzes für 1 f k f n für 

ein n e JN bewiesen ist, folgt nun mit (2.11) 

(2.12 ) P (X - X > u, X - X > v) n+1,t.n+1 n,t.n n,t.n n-l,t.n _ 1 

e -An v J 1 
1-Fn (s) 

lR 
I l-F n+ 1 (t+u+v) 

1 - F
n

+
1 

(t+v) d F n (t) d P (Xn- 1 t. , n-l 
s 

~ s) 

e
- Anv I 1-Fn+1 (t+u+v) 1( (s) 

• -co,t) dF (t) dP(X L ) 
2 1-Fn+1 (t+v) 1-Fn (s) n n-l ,t. n- 1 - s 

lR 

e- Anv J 1-Fn+1 (t+u+v) 
1-F +1 (t+v) dP(Xn,t.

n 
f tlxn_ 1 t. = s) ... 

2 n ' n-l 
lR dP(X_ 1 t. f s ) = 

n , n-l 
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l-F n+1 (t+u+v) 

1-F
n

+
1 

(t+v) d P (Xn - 1 !::. , n-l 
f:. s, 

1-F n+1 (t+u+v) 

1-F n+1 (t+v) d P (Xn'!::.n f:. t) (u,v > 0). 

Die erste Gleichung in (2.12) ergibt sich dabei wegen 

supp P ~ lR aus der für jede borel-meßbare II -inte-
Xn - 1 '!::.n_1 ~o Fn 

grierbare Funktion gültigen Beziehung 

(2.13) f f (t) d F n (t + v) = e 
-A v 

n J f (t) d F n (t) • 

:m 
~o 

Nach Induktionsvoraussetzung ist nämlich für ~ = ~o 

J f (t) d F n (t + v) 

:m 
1';0 

(1 - F n (1';0) ) J f (t) d P (Xn 1 f:. t + v I Xn1 > 1';0) 

:m 
1';0 

e-
Anv

(l-F
n

(I';O» J f(t) dP(Xn1 f t I Xn1 > 1';0) 

:m 
1;0 

A Fn(t) - Fn(I';O) 

e- n
V

(1 -Fn(I';O» J f(t) d 1 - Fn(sO) 

e 
-A v 

n 

:m 
So 

f f (tl d F n (tl, 

:m 
~o 

womit (2.13) bewiesen ist. 
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Aufgrund der Unabhängigkeit von X +1' - X und n , Ll n+1 n, lJ.n 
X - X geht nun (2.12) über in n,lJ.n n-1,lJ.n_ 1 

(2.14) I 
:IR 

'0 

1-Fn+1 (t+u+v) 
1-F

n
+

1 
(t+v) dP(Xn,lJ.

n 
f: t) J 

1-F +1 (t+u) 
1 - ~ (t) d P (X lJ. f: t) 

:IR n+1 n, n 

'0 

(u,v ~ 0) • 

Wegen Bemerkung 2.3 a) ist aber nach Induktionsvoraussetzung 

n 
X lJ. = Xo + L (Xk,lJ.

k 
- Xk 1 lJ. ) 

n, n k=1 - , k-1 

eine Summe unabhängiger mit den Parametern (AO"O)' (A 1 ,0), ••. , 

(An,O) exponentialverteilter Zufallsvariablen, so daß nach Satz 4.5 

(Anhang) folgt: 

(2.15) 1 - Fn+1 (t+u+v) 

1-Fn+1 (t + v) 

1 - Fn+1 (t +u) 

1 - Fn + 1 (t) 

1-Fn+1 (Z;+t) 
Setzt man H (t)-n+1 - 1-Fn+

1
(1;) 

so fOlgt aus (2.15) die Funktionalgleichung 

(u,v ~ 0, t e :IR, ) 

° 

(2.16) Hn+1 (u+v) 
1 - F n+1 (1;+u+v) 

1-Fn + 1 (z;) 

1 - Fn+1 (,+v) 

1-Fn+1 (1;) 

1 - F n+1 (,+u+v) 

1-Fn+1 ('+v) 

mit Hn+1 (0) = 1 • 

1 - Fn+1 (1;+v) 

1-Fn+1 (1;) 

1-Fn + 1 (,+U) 

1-Fn + 1 (1;) Hn + 1 Cu) Hn + 1 (v) 

(u,v ~ 0) 

Hieraus ergibt sich wie im Beweis zu Satz 2.5 die Existenz eines 

An+1 > ° mit 

Exp(An+1,1;) 
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Damit ist der Satz bewiesen. 0 

2.8 Bemerkung: 

a) Die Ausführungen in Bemerkung 2.6 gelten entsprechend 

auch für Satz 2.7. 

b) Die Voraussetzung Px = EXp(AO'~O) in Satz 2.7 kann nicht 
o 

durch die schwächere Voraussetzung der strengen Monotonie 

von FO auf m~ wie in Satz 2.5 ersetzt werden. Sei dazu 
o 

{an}ne~ eine Folge positiver reeller Zahlen mit 
o 

(Xl • 

L 
n=O 

a 
n 

und für x e mO 

x 

I 
o 

1 - e -x (n e :IN, n + 2} 

1 
- ( 2 TI X + s in 2 TI x) 

- e • 

Satz 2.1 liefert nun die Unabhängigkeit von 

sowie 

x - X und X - X für n ~ 3 • 
n+1'~n+1 n'~n n'~n n-1'~n_1 

Zum Beweis des letzteren setze man etwa 

Xo*: X und 
2'~2 

X~k:= Xn +2 ,k (n,k e:IN) und wende Satz 2.1 auf die 

Familie X* = {X~, {X~k}n,ke~ an. 

Für n = 2 liefert (2.11) 
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> U, 

I 1 
J e-U dF

2
(t) d P (X 1 tJ. ~ s) 1-F2 (s) , 1 

:R s+v 

-u f 
1-F2 (s+v) 

f s) e 1-F
2

(S) dP(X1 ,tJ.
1 

:R 

also die Unabhängigkeit von X - X 
3,tJ. 3 2,tJ. 2 

und 

Für n ergibt (2.11) mit (2.13) 

P(X2 tJ. - X > u, X1 tJ. - Xo > v) 
, 2 1 , tJ. 1 ' 1 

1-F2 (t+u+V) ( ) 
e- t-s dt dF (s)= 

O<s<t<oo 
1-F2 (t+v) 0 

00 00 

1-F2 (s+t+u+v) 
-v 

J J -t 
dFO(s)dt e e 1-F2 (s+t+v) 

o 0 

co n+1 

e -v L a J J e -t 
1-F2 (s+t+u+v) 

ds dt 
n=O 

1 

e- V J 
o 

n 
0 n 

1-F 2 (s+u) 
--=--::---:'"""'T"- ds 1-F2 (S) 

1-F2 (s+t+v) 

P (X 2 tJ. - X 1 tJ. > u) P ( Xl tJ. - Xo > v) 
, 2 ' 1 ' 1 

wegen der l-Periodizität der Funktion 

1-F2 (o+ u) -2(1Tu+sin(1Tu)cos(21T.+ 1TU» = e 1 - F
2 

(.) 

also die Unabhängigkeit von X2 • - Xl • und X1"1 - XO. ,u2 ,u1 u 
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Die Familie {XO' Xl'~l - XO' X2'~2 - Xl'~l} ist dagegen nicht 

unabhängig wegen 

P (X 2 , ~ 2 - Xl, ~ 1 f: s I Xo = t o ' X 1 , ~ 1 - Xo = t 1 ) 
F2 (S+tO+t 1 ) - F2 (tO+t 1) 

1 - F 2 (to + t 1 ) 

-2 (71 s + sin (1TS)COS (2 71 (t
O

+t
1

) + 7Is» 
1 - e A 

2 
- fast überall 

wie man den ersten beiden Gleichungen in Beziehung (2.5) entnehmen 

kann. 

Die Familie X besitzt also sukzessiv unabhängige Zuwächse, ohne 

daß alle Xn1 bedingt exponentialverteilt sind (n e m). 

Die Satz 2.5 entsprechende Charakterisierung der geometrischen 

Verteilung behandelt der folgende 

2.9 ~ 

Es sei 7,;n ,f 7,;0 + n, ~n = 0:> (n e m) und X diskret verteilt 

auf 7L mit supp Px = 7L1j • Besitzt dann die Familie 
o 0 

{X ~ } unabhängige Zuwächse, so existiert eine Folge 
n, n ne~O 

{Pn}nem reeller Zahlen mit 0 < Pn < 1 (n e m) und 

P (. X
n1 

~ 7,;) 
Xn1 

Geo (Pn' 7,;) (7,; e 7L 7,; + n' n e m), 
o 

d.h. Xn1 ist insbesondere bedingt geometrisch verteilt auf 

~7,; . Dabei ist notwendig 7,;0 > -0:> • 

o 

Beweis: 

Es bezeichne Gn wieder die Verteilungs funktion von Px - X 
n'~n n-1'~n_1 

(n e m). Wie im Beweis von (2.6) erhält man nach Voraussetzung 
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(2.17) P(X - X ~ slxo n,lln n-1,lln_1 

·X - X n-1,lln_1 n-2,lln_2 

n-1 n-1 
F (s + I t k ) - F n (I t k ) 

n k=O k=O 
n-1 

1 - F (I t k ) 
n k=O 

(s € :lr.o ' t o ' •.. ,tn - 1 €:Ir., n € lN). 

Der Beweis des Satzes ergibt sich aus dem folgenden Induktionsbeweis 

für die Beziehung 

( 2. 1 8 ) s uPP Pn = Zr,; x lN
n 

o 

Für n = 0 ist nach Voraussetzung nichts zu zeigen. Ist nun (2.18) 

für ein n-1 € Zo gültig, so führt (2.17) mit t 1 = ••. = t n - 1 = 1 

zu der Beziehung 

F n (s + t o + n -1) - F n (to + n -1 ) 
(2.19 ) 1 - F n (to + n-1) = G

n 
(s) 

was mit Hk: 1 - Gk (k € lN) übergeht in 

(2.20) Hn(S+t) 
1-Fn (s+t+tO+n-1) 

1-Fn (to+n-1) 

1-Fn (s+tO+n-1) 

1-Fn (to+n-1) 

1-F (t+(s+to )+n-1) 
1-~ «s+t )+n-1) = Hn(S)" Hn(t) 

n 0 

mit Hn(O) = 1 (aufgrund der strengen Monotonie der "Record Values"). 

Wegen f;n = 00 und r,;n ~ r,;0 + n ist nach (2.19) 

o < G
n 

(s) < (s € lN), d.h. 

wegen Gn (0) O. 

Insbesondere ist also 0 < Pn : = Gn (1) < 1. 

Setzt man in (2.20) t 1, so erhält man iterativ 
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H (s + k) = H (s ) Hk (1 ) n n n (s e ?LO ' k e :IN) 

und somit für s = 0 

G (k) = 1 - H (k) = 1 - Hk (1) n n n 

(2.19) besagt damit 

F n (s) - F n (r;; -1) = 1 _ (1-p ) (s - r;; + 1), also 
1 -Fn (r;;-1) n 

P (. I X ~ r;;) = Geo (Pn ' r;; ) 
Xn 1 n1 (s e ?L r;;' r;; e ?L r;; +n) • 

o 

r;;o ist hierbei notwendig reell, da sonst Gn(s) 

(2.19) für t + -00 = r;;0 folgen würde. 

o (s e:IN) aus 

Der Satz ist damit vollständig bewiesen. D 

2.10 Bemerkung: 

Fordert man in Satz 2.9 spezieller r;;n = r;;O+n, so gilt unter 

den Voraussetzungen von Satz 2.9 sogar Px Geo(Pn,r;;n) 
n1 

mi t r;;0 > -00 (n e :IN). Es braucht dazu nur r;; = r;;O+n gesetzt 

zu werden. 

Die Satz 2.7 entsprechende Charakterisierung der geometrischen 

Verteilungen ist gegeben durch den folgenden 

2.11 Satz: 

Es sei Px = Geo(PO,r;;O) mit 0 < PO < 1, r;;0 e?L. 
o 

Ferner sei r;;n f r;;0 +n, E.: n = 00 und {Xn 1 } ne:IN auf 7L diskret 

verteilt. Besitzt dann die Familie {X } sukzessiv 
n, t; e7L n n 0 

unabhängige Zuwächse, so existiert eine Folge {Pn}nem 

reeller Zahlen mit 0 < Pn < 1 (n e m) und 

(r;; e Zr;; +n' n e m) • 
o 
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Beweis: 

Der Beweis ist völlig analog zum Beweis des Satzes 2.7 zu führen. 

Man hat hierbei nur zu beachten, daß der Beziehung (2.12) die 

Beziehung 

(2.21) P (X - X > u, X - X > v) 
n+1'~n+1 n'~n n'~n n-1'~n_1 

1-Fn+1 (k+u+v) 
~~~~--~ P(X = k) 

1-Fn+1 (k+v) n'~n 

(u,v e lN) 

und der Beziehung (2.13) die Beziehung 

00 00 

(2.22) L f (k) P (Xn1 = k+v) 
k=Z;;O+n 

L f (k) P (Xn 1 
k=Z;;O+n 

k) 

(v e lN) 

entspricht. 

Wegen der strengen Monotonie der "Record Values" ist nämlich 

supp Px . - ~ \ Zr; -+i n- 1 , und die Gültigkeit der Beziehung (2.22) 
, n-1 ,ton- 1 ', 0, 

ergibt sich aus 

co 

P(Xn1 = k+v) = P(~1 ~ r;O+n) L f(k) P(Xn1 =k+v I ~1 ~ Z;;o+n) = 
k=Z;;o+n 

00 

(1-Pn)v (1-Fn (Z;;O+n-1» L f(k) Pn(1-Pn)k 
k=r;o+n 

co 

(1-Pn)v (1-Fn (r;o+n-1» L f(k) P(Xn1 =k}Xn1 ~ Z;;o+n) 
k=r;O+n 

00 

(1-Pn) v L f (k) P (Xn1 = k) • 
k=Z;;O+n 
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Der Funktionalgleichung (2.14) entspricht somit die Funktional­

gleichung 

(2.23) I 
k=l;;o+n 

1-F n+1 (k+u+v) 
1-F

n
+

1 
(k+v) P(Xn ,lI

n 
=k) 

1-Fn+1 (k+u) 
1-F (k) P(Xn 1I = k) 

n+1 ' n 

wobei nach Bemerkung 2.3 a) 
(u,v ezo )' 

n 

Xo + kI
1 

(Xk , lI
k 

- Xk- 1 , lI
k

-
1

) 

eine Summe unabhängiger mit den Parametern (po' 1;;0) , (P1,1), ••• ,(Pn,1) 

geometrisch verteilter Zufallsvariablen darstellt. Mit Satz 4.7 

(Anhang) ergibt sich also die Beziehung 

(2.24) 
1-Fn+1 (k+u+v) 

1-F n+1 (k+v) 

1-Fn+1 (k+u) 

1-Fn+1 (k) (u,v e il.O ' k e ~I;; +n). 
o 

Setzt man Hn+1 (k): 
1-Fn+1 (k +1;;) 

1-Fn+1 (I;;) 

so folgt hieraus analog zu (2.16) die Funktlonalgleichung 

(2.25) Hn +1 (u + v) Hn+1 (u) • Hn+1 (v) (u,v e ~o) 

mit Hn (0) 1. 

Damit ergibt sich wie im Beweis zu Satz 2.9 die Existenz eines 

o < Pn+1 < 1 mit 

P X ( • I Xn+ 1 , 1 ~ 1;;) 
n+1,1 

2.12 Bemerkung: 

Geo(Pn+1,1) (I;; e ~I;; +n). 0 
o 

a) Die Ausführungen in Bemerkung 2.10 gelten entsprechend 

auch für Satz 2.11. 

b) Auf die Voraussetzung Px = Geo(po'~o) in Satz 2.11 
o 

kann nicht ohne weiteres verzichtet werden. Sei dazu 

{an}nez eine Folge positiver reeller Zahlen mit 
o 
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L a 
1 und 

n=O n '2 

P(Xo = 2k + j) a k ( j e {o, 1}, k e ~o) • 

Ferner sei 

P(X
n1 = k) 2-k 

(k,n e lN, n + 2) 

und 

1 
- (~+ 2) 

2 2 k gerade 

P(X21 k) 
_(k1+ 2) 

2 2 k ungerade (k e .a':o). 

Satz 2.2 liefert dann wie in Bemerkung 2.8 b) die Unabhängigkeit 

von 

und sowie 

x - X 
n+1,lln+1 n,lln 

und X - X für 
n,lln n-1,lln_1 

n ~ 3 • 

Für n = 2 liefert (2.11) 

> u, 

00 00 

\ 1 \ 2-u ( 
l.. 1 (k) l.. P X21 k=1 -F2 j=k+v+1 

j) P(X1 II 
, 1 

k) 

1-F2 (k+v) 

1-F
2

(k) P(X1 ,1l1 k) 

(u,v e .a':o) , 

also die Unabhängigkeit von X - X und X - X1 II • 
3,1l3 2,1l2 2,1l2 ' 1 



- 48 -

Wegen 

-(~ + 2) 

{ 3 .22 , k gerade 
1 - F2 (k) 

_ (.k-l + 2) 
2 • 2 2 , k ungerade, also 

(2.26) 

gilt 

1 - F2 (k+m) 

1 - F 2 (k) 

1 - F 2 (2k + j + m) 

1 - F 2 (2k + j) 

1 - F 2 (j + m) 

1 -F
2

(j) 

Für n = 1 ergibt dann (2.11) mit (2.22) 

P(X2 I::. - Xl , 2 ,1::. 1 
> u, 

m gerade 

k gerade, m ungerade 

k ungerade, m ungerade 

(k,m e ~O' j e {O,1}). 

00 00 

2-(i-k) 1 - F2 (i+u+v) 
2-v L l P(XO k) 

k=O i=k+l 1 - F2 (i+v) 

00 

2-i 
00 1 - F2 (k+i+u+v) 

2-v L L 1 - F 2 (k+i+v) P(XO k) 
i=l k=O 

00 

2- i 
00 1 - F 2 (2k + i+u+v) 

2-v l L { P(XO 2k) + •.• 
i=1 k=O 1 - F 2 (2 k + i +v) 

1 - F 2 (2k + 1+i+u+v) 

1 - F2 (2k + 1+i+v) P (XO = 2k + 1)} = 

00 

2-i - 1 { 
1 - F2 (i+u+v) - F2 (1+i+u+v) 

2-v 
L 1 - F2 (i+v) + 1 -F2 (1+i+v) i=l 
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j 
u 

2- v 2 
-'2 

gerade u 

_ (u-1) -(~) 
2- v (~ • 2 2 3 2 + 4' ·2 ), u ungerade 

(u,v e 1::
0

) 

wegen (2.26). Damit sind auch X - X und X1 A - Xo unab-2,1:J. 2 1,1:J. 1 ,u 1 
hängig. 

Die Familie XO' X 1 , 1:J. 1 
abhängig wegen 

P(X2 I:J. - X f: s I Xo , 2 1 , I:J. 1 

F2 (S+tO+t 1) - F2 (tO+t1) 

1 - F 2 (to + t 1 ) 

- XO' X - X 2,1:J. 2 1 , 1:J. 1 

t o' X - Xo 1 , 1:J. 1 

-(~) 
1 - ~ • 2 2 

3 

ist dagegen nicht 

t 1 ) 

, s gerade 

s ungerade und 
t o + t 1 gerade 

,s ungerade und 
t o + t 1 ungerade 

(s, t o e 1::
0

, t
1 

e JN) , 

wie man der ersten Gleichung in (2.6) entnehmen kann. 

un-

Die Familie X besitzt also sukzessiv unabhängige Zuwächse, ohne 

daß alle Xn1 bedingt geometrisch verteilt sind (n e JN). 
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III. Parametrische Fragestellungen 

Die in Kapitel II charakterisierten Verteilungsklassen lassen eine 

parametrische Betrachtung der "Record Values","Record Times" und 

"Inter-record Times" zu. Dies ist für praktische Fragestellungen 

von Bedeutung, da oft nur Realisationen der "Record Values" und 

"Record Times" bzw. "Inter-record Times" beobachtet werden können 

und man hieraus Rückschlüsse auf die zugrundeliegenden Verteilun­

gen oder auch zukünftige Beobachtungen ziehen möchte. Unter geeig­

neten Voraussetzungen lassen sich dann entsprechende (parametri­

sche) Schätz- und Testprobleme formulieren, die mit den üblichen 

Methoden der mathematischen Statistik gelöst werden können (Bei­

spiel 3.14). Umgekehrt besteht in vielen praktischen Fällen die 

Möglichkeit, gewisse Kenngrößen im voraus festzulegen. Man ist 

dann beispielsweise an der Frage interessiert, wie sich "Record 

Values" und "Record Times" bei - etwa geringfügigen - Änderungen 

dieser Größen verhalten. Auch hier bietet sich eine parametrische 

Betrachtungsweise des Problems an. 

A) "Record Values", "Record Times" und "Inter-record Times" 

bei Exponential- und geometrischen Verteilungen 

Im folgenden soll unter den Voraussetzungen 

(3.1) Px o 

mit 

f n (>'0' ••• , An' l;0 ; .) die stetige A-Dichte von Xn,!J. (n e 72: 0 ) sowie 
n 

unter den Voraussetzungen 

mit 
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gn (PO' ••• ,Pn , 1;0 ~ .) die auf:;Z: definierte # -Dichte von 

X (n e ~O) bezeichnen. 
n,lln 

Aus Vereinfachungsgründen werden für diese Dichten daneben auch 

die kürzeren Symbole f n bzw. gn verwendet. 

3.1 ~ 

a) Unter den Voraussetzungen (3.1) gilt: 

Ist m n 

~ k ~ IOn' n e iZ'.0) und sind 

r 1 , ••• ,rIO e {1, ••• ,n+1} die Vielfachheiten von 
n 

A. , ••• ,A. ,so besitzt die Dichte f n von X 
Jl J m n,lln 

n 

die Gestalt 

-A. (x - 1; ) 
J k 0 

e (x e lR ). 
1;0 

Die reellen Koeffizienten c ki (0 6 i 6 r k -1, 1 6 k 6 IOn) 

sind dabei i.a. von AO' ••• ,An abhängig. 

Im Fall IOn = 1 gilt genauer 

(x - 1; ) n -A (x - 1; ) = An+ 1 0 e 0 0 (3.4) fn(x) 0 n! 

im Fall IOn = n+1 

n 
(3.5) fn(x) L 

k=O 

Es ist stets 

(3.6) E(X ll) = 
n, n 

Var(~ II ) = 
' n 

n 
n 

j=O 

n 

A. 
J 

1;0 + L 
k=O 

n 1 L 7 k=O k 

1 
Ak 
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b) Unter den Voraussetzungen (3.2) gilt: 

Die Dichte gn von X (n e~O) besitzt die Gestalt n,lIn 

I 1<a, ••• ,kne;ro 

n 

n 
II 

j=O 

I k. =k-n-, 
i=O l. 0 

Es ist 

(3.8) E(X lI) 
n, n '0- 1 

n 
Var(X lI) I n, n k=O 

Beweis: 

a) Gemäß Satz 2.1 ist 

(3.9) P n 
'0 + I Yk k=O 

n 
+ I 

k=O 

1-Pk 
-2-

Pk 

wobei 

k. 
p.(1-p.)J 

J J 

1 

Pk 

(k e ~ t +n). 
o 

YO' ••. 'Yn unabhängige Zufallsvariable auf (n,Q,p) sind mit 

(0 ~ k ~ n). 

Nach Lemma 4.4 (Anhang) genügen damit f o ' ••• ,fn dem homoge­

nen linearen Differentialgleichungssystem 

f Ü (x) 

fi (x) 

f~(x) 

-"OfO (x) 

"1(fo (x) - f 1 (x» 

Hieraus ergibt sich die Beziehung (3.3) (siehe etwa Erwe [11J, 
Kapitel IV, Abschnitt 5). 

(3.9) impliziert unmittelbar auch die Gültigkeit der Bezie-
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hungen (3.6) sowie (3.4) und (3.5) 

(FeIler [12J, Kapitel I.13, Problem 12). 

b) Nach Satz 2.2 ist 

(3.10) Px n,t.n 

P wobei 

ZO' •.• ,Zn unabhängige Zufallsvariable auf (n,Q,p) sind mit 

(O f: k f: n). 

Dies liefert die Gültigkeit der Beziehung (3.8) sowie 

n 
gn(k) = P{ L 

j=O 
Z. 

I 
~, ••• ,kne7L.o 
n 
L k. =k-n-r; 

i=O ~ 0 

L 
~, ••. ,kne~o 
n 
Lk.=k-n-r; 

i=O ~ 0 

J 

n 
P( n {zJ' 

j=O 

n 
II 

j=O 

k. 
p.{l-p.) J 

J J 
(k e ~r; ) , 

o 

also die Gültigkeit der Beziehung (3.7). 0 

Mit Hilfe von Lemma 3.1 läßt sich nun der folgende wichtige Satz 

beweisen, der u.a. Aussagen über Erwartungswerte und Varianzen 

der "Inter-record Times" macht: 

3.2 Satz: 

Unter den Voraussetzungen (3.1) gilt: 

a) Für I{Ao ' '0' ,An - 1 }1= n besitzt die Verteilung von t. n 
die Gestalt 
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n-1 n-1 A. 
L (TI L-\.) 

j=O i=O ~ J 

n-1 
L 

j=O 

ifj 

An 

n-1 
TI Ai 

i=O 
n-1 

TI 
i=O 
ifj 

A. 
r(k+1)r(-2- + 1) 

n 
A. 

r(k + J + 1) 
An 

A. 
B (k + 1, J) 

An 

(n e JN, k e ~O) , 

wobei r die Gamma-Funktion und B die Beta-Funktion be­

zeichne. 

b) E(~n) existiert genau dann, wenn 

(n e JN) 

In diesem Fall ist 

c) var(~n) existiert genau dann, wenn 

A < ~ min {A
J
.} 

n 0~j~n-1 

In diesem Fall ist 

n-1 A. 
2 TI ] 

j=O Aj - 2A n 

Beweis: 

n-1 

a) Es bezeichne 
TI Ai 

i=O 
n-1 

(n e JN) • 

TI (Ai - A
J
.) 

i=O 
ifj 

n-1 A . 2 
TI (~) 

j=1 J n 

(0 ~ j ~ n-1). 
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Mit der Beziehung (1.12) aus Folgerung 1.12 b) erhält man dann 

f P(!:J. >klx -1 A )dP 
n n ,un-l f Fk (t) d P (X 1!:J. f t) 

n n- , n-l 

J 
-A tkn-l -Lt 

n ) (1 -e L c j e J dt 
0 j=O 

L 

n-1 1 (-1. -1) 

J 
A 1 sk(l-S) L n ds r- c. 

j=O J n 0 

n-l A. 
L c

J
. B (k + 1, r) . 

j=O n 

Mit den bekannten Beziehungen zwischen Gamrna- und Beta-Funk­

tion ergeben sich dann die angegebenen Ausdrücke. 

min {A . } • 
Of:jf:n -1 J 

Mit der Beziehung (1.13) aus Folgerung 1.12 b), den Bezeich­

nungen des Beweises zu Teil a) des Satzes und der Beziehung 

(3.5) folgt dann 

I E (!:J. I X -1!:J. ) d P 
n n , n-l 

n-l 
L c

J
. 

j=O J 
-(L-A)t 

e J n dt 

o 

-L(f (I;; ) -
A n 0 

n 
TI A

J
. 

j=O 
n-l 

f 1 - F : (t) d P (Xn -1!:J. f t) 
TI< ' n-l 

n-l~ 
L L - A 

j=O J n 

n-l A. 

n TI (A. - A ) 
j=O J n 

TI L J 
j=O J - An 
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wegen f k (1;0) = 0 (k e lN), wie man etwa dem Beweis des 

Lemmas 4.4 (Anhang) entnehmen kann. 

und A 
n 

< min {A.}. Die 
0~j~n-1 J 

unter den obigen stärkeren Voraussetzungen bereits bewiesene 

Aussage läßt sich dann wie folgt heranziehen: 

Für unabhängige Zufallsvariablen YO' .•• 'Ym (m e ~O) auf 

(n,Ul,p) mit 

Py = Exp(1,0) 
k 

(0 :f k :f m) bezeichne 

(no' ••• ,nm> 0). 

Für jede Wahl von A~, •.• , A~_1 mi t I {A~, ••• , A~_1 } I = n, 

min {A~} gilt nun 
0~j:fn-1 J 

Kennzeichnet man die aus dem Modell mit.den Parametern 

A~' ,A~_1'An abgeleiteten Größen mit dem Symbol *, 
so existiert nach obigem 

(3.12) E(tI~) E(-----.;.---
1-F (x* 1 t,* ) 

n n- , n-1 

A S 1 (A~, 
E(e n n-

A (x* 1 t, * - 1;0) 

( 
n n-, n-1 

E e ) 

n-1 A~ 
n~ 

j=O Aj - An 

wobei sich die vorletzte Gleichung beispielsweise aus Bezie­

hung (3.9) ergibt. 

Wegen (3. 11), (3. 12) und der Stetigkeit von Sn-1 in den 

Parametern AO' ..• ,A n - 1 liefert nun der Lebesgue'sche Satz 

von der majorisierten Konvergenz die gewünschte Aussage. 
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Existiert umgekehrt E(~n)' so folgt nach obigem 

Wegen 

A* < 
n 

n-1 Ao 
sup II ] 

min {Ao} j=O Aj - A~ 
0~j6n-1 ] 

n-1 
II 

Ao 
] 

j=O Aj - A~ 

min {A 0 }) • 

0~j~n-1 ] 

00 ist also 

notwendigerweise An < min {Ao}. 
0~j~n-1 ] 

Damit ist der Teil b) des Satzes bewiesen. 

1 Es sei A < 2 min {Ao} 
n 0~j~n-1 ) 

Werden die aus dem Modell mit den Parametern Ao ' ... , An - 1 , 2 An 

abgeleiteten Größen mit dem Symbol * gekennzeichnet, so er­

gibt sich mit den Beziehungen (1.13) und (1.14) aus Folge­

rung 1.12 b) (Hinderer [25J, Aufgabe 26.1) 

(3.13) var(~n) = E(Var(~ I X -1 ~ » + var(E(~nl~_1 ~ » 
n n , n-1 ' n-1 

1 + F n (Xn - 1 , ~ _ ) 

E( n 1 2)-
(1 - F (X 1 ~ ) ) 

n n- , n-1 

A (X -~) 
n n-1 '~n-1 0) _ E2 (~ ) 

- e n 

Der angegebene Ausdruck folgt nun aus dem Teil b) des Satzes. 

Existiert umgekehrt var(~n)' so auch E(~n) und damit auch 

E(~~) nach (3.13). Wiederum nach Teil b) des Satzes ergibt 
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sich dann notwendigerweise 2" n min {".}. 
0~j~n-1 J 

Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 0 

3. 3 Bemerk ung : 

a) Satz 3.2 bleibt auch dann gültig, wenn die Voraussetzun­

gen (3.1) durch die Bedingung 

" F n = 1 - (1-F) n 

ersetzt werden, wobei F eine stetige Verteilungsfunktion 

bezeichne. Setzt man nämlich R: = -tn(1-F), so stimmen 

wegen der Isotonie und Stetigkeit von R die "Record Values" 

bzw. die "Inter-record Times" der Familie 

R(X): = {R(Xo),{R(Xnk)}n,kem} P-fast sicher 

mit der Familie {R(Xn ~ )} bzw. der Familie {~n}nem 
, n ne71

0 
überein. Wegen 

(n e m) 

liefert Satz 3.2, angewandt auf die Familie R(X), dann 

die Behauptung. 

b) Für n = 1 ergibt Satz 3.2 a) 

P(~1 > k) 

" r (k+ 1 ) r ( ,,0 + 1 ) 
1 

" r (k+1 + -!2-) 
1 

was aus Stetigkeitsgründen auch für "0 

In diesem Fall ist 

k! mm 

"1 gültig bleibt. 

(Chandler [SJ, Foster und Stuart [13J, Renyi [32J). 

Ist allgemeiner "0 = m "1 (m e m), so gilt 
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k! m! 
(k+m) ! 

1 

(k + m) 
k 

Gemäß Teil a) dieser Bemerkung läßt sich dies auch als die 

Wahrscheinlichkeit dafür interpretieren, daß in einer 

Familie {Xn}nelli unabhängiger, identisch stetig verteil­

ter Zufallsvariablen frühestens Xm+k+1 erstmalig irgend­

einen der Werte Xl' 0 •• 'Xm überschreitet. 

Für den Fall geometrischer Verteilungen läßt sich entsprechend 

zeigen: 

3.4 ~ 

Unter den Voraussetzungen (3.2) 

a) E(lI
n

) existiert genau dann, 

Pn < min {p. } (n 
O~j~n-l J 

In diesem Fall ist 

n-l p 
E ( lI

n 
) = (1 - P ) n TI j 

n j=O Pj - Pn 

gilt: 

wenn 

e lli) 

b) Var(lI
n

) existiert genau dann, wenn 

P
n 

< 1 - 11 - min {p. } 
O~j~n-l J 

(n e lli) • 

In diesem Fall ist 

2(1-p )2n 
n-l Pj 

Var(lI
n

) TI - (1-Pn ) 
n j=O Pj - (2-Pn ) Pn 

(l-p ) 2n 
n-1 p. 2 

TI (~) n j=O J n 

Beweis: 

n-1 p. 
n 

TI ~-
j=O Pj - Pn 

a} Sei P
n 

< min {P
J
'}' Mit der Beziehung (1.12) aus Folgerung 

O~j~n-l 

1.12 b) und (3.7) aus Lemma 3.1 b) ergibt sich dann 
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<;' 1 ( 
L 1 F (k) gn-1 k) 

k=Z:;0+n-1 - n 

L (1-p )-k L 
n-1 k. 

k=O n kO'.'. ,kn- 1 
n-1 

TI p.(1-p.)J 
e~O j=O J J 

L 
k=O 

L 

L k. = k 
i~ ~ 

kO,···,kn_1 
n-1 
L k{ = k 
i~ ... 

n-1 1 _ p. k 
TI P J' L (~p) 

j=O k=O n 

Existiert umgekehrt E(ßn ), so folgt wieder mit Folgerung 

1.12 b) 

E(1-F (X ») 
n n-1,ß

n
_

1 

n-1 p. 
(1_p*)n TI ~ 

n j=O p. _ p* 
J n 

(p~ ~ Pn' P~ < min {p.}). 
06j 6n-1 J 

n-1 
Wegen sup TI 

p* < min {p.} j=O 
n 06j~n-1 J 

~ 
p. - p* 

J n 

notwendigerweise p < min {p.}. 
n 06j 6n-1 J 

00 ist dann 

b) Der Beweis läßt sich analog zum Beweis des Teils c) des Satzes 

3.2 führen. Man braucht dazu nur die Parameter AO' .•• ,A n - 1 ,An 
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2 
bzw. 2A n durch die Parameter PO' .•. ,Pn-1,Pn bzw. 1 - (1-Pn ) 

zu ersetzen und zu beachten, daß dann 

1+F (X 1 A ) 2(~0+n-1 - X ) 
n n- ,un - 1 

E( 2 ) 
1-F (X 1 6. ) 

n-1,6. 1 
E(2(1-P

n
) n- ) - •.• 

n n- , n-1 

(~0+n-1 - X ) 
n-1,6.. 1 

E(1-Pn) n- ) 

gilt. 

Der Bedingung 

A < 1 min {A.} entspricht dabei die Bedingung 
n 2 0~j6n-1 ] 

< min {Pj} bzw. äquivalent dazu 
06j6 n-1 

P < 1 - /1 - min {p . }. 
n 0~j~n-1 ] 

Der Satz ist damit bewiesen. 0 

Mit Hilfe der Sätze 3.2 und 3.4 lassen sich entsprechende Aussa­

gen für die "Record Times" formulieren: 

3.5 Satz: 

a) Unter den Voraussetzungen (3.1) bzw. der Bedingung in 

Bemerkung 3.3 a) gilt: 

E(Un ) existiert genau dann, wenn 

AO > A1 > ... > An (n e lN). 

In diesem Fall ist 

n n k-1 A-
E(Un ) 1 + L E(6.

k
) 

k=1 
1 + L TI J 

k=1 j=O Aj - Ak 

var(un ) existiert genau dann, wenn 

(n e lN). 
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In diesem Fall ist 

n k-1 A. k-1 A. k-1 A. 2 
Var (U ) = L (2 TI ~ - TI r- - TI (rr)) + ••• 

n k=1 j=O j- k j=O j-Ak j=O j k 

j-1 A. k-1 A. 
TI--~-TI ~) 

i =0 A i - A j i =0 A i - A k • 

b) Unter den Voraussetzungen (3.2) gilt: 

E(Un ) existiert genau dann, wenn 

(n e :IN). 

In diesem Fall ist 

1 + 

Var(un ) existiert genau dann, wenn 

2 2n 
1-Po < (1-P1 ) < ••• < (1-P

n
) (n e :IN). 

In diesem Fall ist 

I .r 2 (1-p ) 2k 
k-1 Pj k k-1 p. 

Var(Un ) TI (1-1\) TI.....:.L--
k=1l k j=O Pj-(2-Pk)Pk j=O Pj-1\ 

2k k-1 p. 2 n k-1 . k 
(1-Pk) TI (--.:.L) I + 2 L L ( 1-p . ) J (1-p ) 

j=O Pj-Pk k=2 j=1 J k 

j-1 p. k-1 p. 
TI--~-TI ~) 

i =0 Pi - P j i =0 Pi - Pk 
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Beweis: 

Die Aussagen bezüglich E(Un ) in Teil a) und b) des Satzes ergeben 

sich unmittelbar aus Satz 3.2 bzw. Satz 3.4. 

Unter den angegebenen Bedingungen existiert nach denselben Sätzen 

ferner jeweils var(Un ), wobei 

n n n k-1 
Var(un ) Var( L t. k ) L Var(t.k ) + 2 I L KOV(t.j,t. k ) • 

k=1 k=1 k=2 j=1 

Es ist nur noch 

j-1 A. k-1 A. 
(3.15) E(t.jt.k ) rr l. rr l. 

A. - (Aj+Ak ) Ai - Ak i=O l. i=j 

für Teil a) des Satzes und 

für Teil b) des Satzes nachzuweisen (1 ~ j < k ~ n). 

Hieraus ergeben sich dann - in Verbindung mit den Sätzen 3.2 und 

3.4 - die angegebenen Ausdrücke für die Varianzen der "Record Times". 

Nach Satz 2.1 bzw. Satz 2.2 ist 

P k (0 ~ k ~ n-1) , 

L Yi i=O 

wobei YO' 

mit 

'Y
n

- 1 unabhängige Zufallsvariable auf (n,~,p) sind 

Py Exp (1.0 , '0) und 
0 

p Y. Exp(Ai,O) bzw. 
l. 

Py Geo(PO"O) und 
0 

p Y. Geo(Pi,1) ( 1 f: i f: n-1). 
l. 

Sei nun 1 f: j < k ~ n. Ersetzt man die Parameter Aj durch Aj + Ak 
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bzw. Pj durch Pj+I\. - PjI\.' seien die sich auf das so modifizierte 

Modell beziehenden Größen mit dem Symbol * gekennzeichnet. Für 

So = 0 bzw. So = 1 und bei gleichzeitiger Ersetzung von Ai durch 

A'+' bzw. P, durch p,+, (0 ~ i ~ k-j-1) sei entsprechend des 
1 J 1 1 J 

Symbol ** verwendet. 

Die bedingte Unabhängigkeit der "Inter-record Times" bei gegebe­

nen "Record Values" nach Folgerung 1.12 b) führt nun mit Breiman 

[4J, Corollary 4.38 zu 

E(~j~k) = J E(~j~k IXO'X1'~1' 
n 

,Xk - 1 ~ )dP 
, k-1 

I 
IR 

J 
IR 

J 
IR 

IR 

~ s, X 
k-1'~k_1 

1 j-1 
1F() 1_F

1
(t)dP(,L Yi~s, 

- j s k 1=0 

k-1 
~ Yi ~ t) 

i=O 

~ t) 

1 1 k-1 
1 F ( ) 1-F (t) dP(,L y, - j s k 1=0 1 

j-1 j-1 
~tl ~ Y,.=s)dP(~ Yi~s) 

i=O 1 i=O 

1-F~ (s) J 
IR 

j-1 j-1 
~ Yi I ~ Y i 

i=O i=O 
s) ••• 

j-1 
d P ( I Y

i 
~ s) 

i=O 

j-1 
~ t-s)dP( ~ y, ~ s) 

i=O 1 

1-F;(S) J 
k-1 

1 1( ) d P (~ Yi -Fk s+t i=j 

j-1 
~t)dP(L Yi~s) 

i=O 
IR 

j-1 
---'-- d P( I Y

i 
~ s) 

1-F~(s) i=O 
J 

f 
k-1 

----.;.--dP( I Y
i 

~ t) 
IR 1-Fk* (t) i=j 
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Xk ~ '_ 1 t'. * * ) d P = E ( t'. ~) E (tl k ~ ,) , 
J , k-j-1 J J 

woraus sich mit Satz 3.2 bzw. Satz 3.4 die Beziehungen (3.15) und 

(3.16) ergeben. 

n 
Existiert umgekehrt var(un ) = Var( L t'.k)' so auch Var(tlk ) wegen 

k=1 

t'.k > 0 (1 ~ k ~ n). Hieraus folgt mit denselben Sätzen die Äqui-

valenz der angegebenen Bedingungen zur Existenz von Var(un ). 

Damit ist der Satz bewiesen. 0 

Wie man den Sätzen 3.2, 3.4 und 3.5 entnehmen kann, existieren 

E(t'.n)' Var(t'.n)' E(Un ) und Var(Un ) (n € lli) nicht für jede Wahl 

der möglichen Parameter. Der nachfolgende Satz 3.7 und Folgerung 

3.8 zeigen jedoch, daß dies für R.n tl n und J/,n Un (n € lli) stets 

zutrifft. Die entsprechenden Erwartungswerte und Varianzen las­

sen sich dabei aber nicht mehr explizit angeben, sondern nur ab­

schätzen. Exakte Beziehungen ergeben sich jedoch, wenn man statt 

des natürlichen Logarithmus die damit in engem Zusammenhang ste­

henden Partialsurnrnen der harmonischen Reihe verwendet: 

3.6 Satz: 

Es sei S, (k) : 
k-1 1 
L -J' 

j=1 
(k € lli) • 

Dann gilt unter den Voraussetzungen (3.1) bzw. (3.2): 

E(S1 (tin» und var(S1(tln » existieren für alle n € lli, 

und es ist 

a) E (S1 (tin» An 

Var (S1 (tIn» 

E(Xn_ 1 t::. -1';0) 
, n-1 

An 

A2 var(Xn_1 t'. - 1';0) n , n-1 

2 n-1 1 
A L"2 + E(S2(lin» 

n k=O A 
k 

unter den Voraussetzungen (3.1), 

n-1 1 
L Ak 

und 
k=O 

+ E(S2 (li n » 
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n-1 1-p. 
-tn(l - Pn ) L ~ und 

j=O Pj 

Var(Sl(Lln » = tni1-Pn ) Var(X -1 Ll - (1;0+n-1» +E(S2(Lln» 
n 'n-1 

unter den Voraussetzungen (3.2). 

In beiden Fällen gilt 

Beweis: 

2 
f: 'Ir 

"6 

.. 
Wegen Beziehung (1.12) aus Folgerung 1.12 b) ist in beiden Fällen 

00 

k) I L Sl (k) P(Lln k=l J 
lR 

k=l 
Sl (k) (F~-l (t) - F~ (t» 

I ~ 1 k 
I.. k F (t)dP(X -1 Ll 

k=l n n, n-l 
:R 

d P (Xn- 1 Ll f t) 
, n-1 

f t) J -tn (l-Fn (t» 

:R 

d P (Xn - 1 Ll f t) • 
, n-l 

Unter den Voraussetzungen (3.1) ist dann 

(3.17) E (Sl (Ll n » = A f (t - 1;0) d P (X -1 A f t) 
n :R n lU n_l 
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unter den Voraussetzungen (3.2) dagegen 

CX> 

-in(1-Pn) L kP(Xn_ 1 ~ ~ k + r,;O+n-1) 
k=O I n-1 

- in (1-p ) E (X 1 ~ - (r,;O + n-1 » • 
n n- I n-1 

Mit Lemma 3.1 ergeben sich dann die angegebenen Ausdrücke für 

E(S1 (Än » unter a) und b). 

Folgerung 1.12 b) impliziert auch 

E(S~(~n» 
CX> 

S~(k) J s2 (k) (Fk- 1 (t) - Fk{t» L P (~n k) I 
k=1 k=1 1 n n 

:IR 

dP(X_ 1 ~ ~ t) 
n I n-1 

f I (S; (k+1) - s; (k» F~ (t) d P (Xn- 1 ~ ~ t) 

:IR 
k=1 ' n-1 

J 
00 

1 F
k 

(t) d P (X 1 ~ L K'(S1 (k+1) + S1 (k) ) ~ t) 

:IR 
k=1 n n- I n-1 

2 J 
00 

1 
F

k 
(t) d P (X -1 ~ ~ t) + I 00 

1 Fk(t) ••• L K S1(k) L 
k 2 k=1 n n I n-1 k=1 n 

:IR :IR 

d P (Xn- 1 ~ ~ t) 
I n-1 

J 
00 k-1 1 1 

F
k 

(t) d P (X 1 t;, I .1.( L + k-j) ~ t) + ••• 
k=2 k j=1 j n n- I n-1 

:IR 

J I (8 2 (k+1) - 8 2 (k) )F~(t)d P(Xn- 1 ~ f t) 
:IR k=1 I n-1 
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f 
k-1 1 k L 

I I j(k-j) Fn (t)dP(Xn _ 1Ll -t)+ ... 
:IR k=2 j=l ' n-1 

J I s2 (k) (Fk- 1 (t) - Fk (t»)d P (X 1 Ll 't) 
k=l n n n- , n-1 

:IR 

Unter den Voraussetzungen (3.1) ist dann 

I R.n 11-F (t»dP (X 1 A ~ t) 
n n- rUn_1 

2 (2 L. 
An J (t - I; 0) d P (Xn - 1 Ll - t) 

:IR r n-1 :IR 

unter den Voraussetzungen (3.2) dagegen 

J 
2 2 ~ 

R.n(l-F (t»dP(X 1 Ll ~t) =R.n(l-Pn ) I k
2 

P(Xn- 1 Ll =k+I;O+n-1)= 
n n- , n-1 k=O' n-1 

lR 

Mit den Beziehungen (3.17), (3.18) und Lemma 3.1 ergeben sich dann 

die übrigen Aussagen unter a) und b). 

Wegen 

~ 

~ 

1 f 1 1 2 I -:2 
~ 

t 2 dt = k-1 
, 

k (k e Z2) und 
j=k J k-l 

I 1 . -:2 
J=1 J 

2 lr < 2 ist in beiden Fällen 
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2 2 
TI 

"6 ~ T 

Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 0 

Mit Hilfe von Satz 3.6 lassen sich nun die angekündigten Abschät­

zungen für die Erwartungswerte und Varianzen der logarithmierten 

"Inter-record Times" angeben: 

3.7 Satz: 

Unter den Voraussetzungen (3.1) bzw. (3.2) gilt: 

E(R.nö
n

) und Var(R.nön ) existieren für alle n e :IN, 

und es ist 

a) 

b) 

wobei C die Euler'sche Konstante bezeichne und E(S, (ö n » so­

wie Var(S1(ön » Satz 3.6 zu entnehmen sind. 

Beweis: 

Gemäß Lemma 4.8 (Anhang) ist 

woraus a) unmittelbar folgt. 

Nach demselben Lemma ist ferner 

4 
+ --

Mit der Abschätzung unter a) ergibt sich dann 
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E(S;(lIn » - (E(S1(lIn ) + E(f» 

E(_4_) • 

Ib: 
n 

n 

2 

Dies ist die Abschätzung unter b). 0 

3.8 Folgerung: 

E(_4_) 

Ii:" n 

Unter den Voraussetzungen (3.1) bzw. (3.2) existieren 

E (in Un ) und Var (in Un ) für alle n e JN. 

Beweis: 

Wegen der für alle x 1 ' ••• ,xn e lRO gültigen Beziehung 

n n 
ist 1 + L xi f: 

i=l 
TI (1 +x.) 

i=1 1. 

in (1 + 

n n 

n 
L in(l + lI i ) ~ 

i=1 

L in(211 i ) = nin 2 + L inll., 
i=l i=l 1. 

woraus mit Satz 3.7 die Existenz von E(in U
n

) und Var(in Un ) 

folgt. 0 

Die Bedeutung des Satzes 3.7 ist insbesondere im Zusammenhang mit 

den Beziehungen (0.1) bis (0.3) zu sehen. Während diese Beziehungen 

im Fall identischer stetiger Verteilung nur grobe asymptotische 

Aussagen der Art 

(n -+ 00 } 
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zulassen, ermöglicht Satz 3.7 wesentlich genauere Abschätzungen: 

3.9 Satz: 

Im Fall identischer stetiger Verteilung gilt: 

n - C + 0(2L) und 
2n 

2 n 
n + 1T

6 
+ O( (~) ) (n -+ 00 ) , 

wobei C wieder die Euler'sche Konstante bezeichne. 

Beweis: 

Wegen der Unabhängigkeit von der zugrundeliegenden Verteilung kann 

o.B.d.A. P x = P = Exp(l,O) (n € JN) gewählt werden. Um nun 
o Xn1 

Satz 3.7 zum Beweis heranziehen zu können, werden die folgenden 

Ungleichungen benötigt: 

(3.19 ) 

(3.20) E(_l_) (n € JN) • 

~ 

Wegen Beziehung (1.12) aus Folgerung 1.12 b} folgt mit Beziehung 

(3.4) aus Lemma 3.1 a) 

I .! P(l1 =k) 
k=l k n 

00 

J 
t n - 1 -2t 
(n-1)! e 

o 

f 
:IR 

I ~(l-F (t) )Fk(~)d P(X 1 11 f: t) 
k=l n n n- , n-1 

1 -t k-1 I k (1 - e) dt 
k=l I t n - 1 -2t t 

(n-l)! e --=t dt. 
l-e o 

Die für t > 0 gültige Beziehung 

t ~ t ~ t+l liefert dann 
1 - e -t 
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2n+ 1 (n-1) ! 

e 

0 

Dies ist die Beziehung 
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dt f: E(...1...) !:,. 
n 

(3.19) • 

f: J 
0 

t n +tn- 1 

(n-1) ! 
e -2t dt n+2 

2n+ 1 • 

Der Beweis der Beziehung (3.20) stützt sich auf die folgende Un­

gleichung: 

(3.21 ) L ...1... qk-l f 

k=l /k 
1 + (0 < q < 1). 

Dies sieht man so: 

~ 1 k-1 ~ 1 k 
L-q =L--q 

k=2 Vk k= 1 Ik+f 

f 
-t in 1 

...1... e q dt 
oft 

Damit ist aber analog zu obigem 

E(_l_) 
rr;:- f 

tn-l -2t 
(n-1)! e 

00 1 _t k - 1 
L - (1 - e) dt f, 

k=l fk n o 

t 
t n- 1 

I -2t (1 + l1T e2)dt ...1...+ 
(n-1) ! e 

2n 
0 

Dies ist die Beziehung (3.20) • 

Gemäß Satz 3.6 ist nun 

= n und 

2 
Var(Sl(!:,.n» = n +!- + O(~) 

6 2n 
wegen (3.19). 

2 n 
/TI (3) < 3 (2:.)n 

3 

Zusammen mit (3.19) und (3.20) liefert Satz 3.7 die Aussage des 

Satzes. 0 
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Für !n Un (n € m) lassen sich mittels Satz 3.7 keine entsprechen­

den Abschätzungen herleiten. Unter Verwendung einer auf Williams 

[54J zurückgehenden Darstellung für die Familie {Un}ne~ läßt sich 

jedoch zeigen: 

3.10 Satz: 

Im Fall identischer stetiger Verteilung gilt: 

n ~ E (!n Un ) :f n + !n 2 (n e m). 

Beweis: 

Nach Williams [54J (siehe auch Westcott [50J) ist folgende Dar­

stellung für die Familie {Un } ne LE
O 

möglich: 

Ist {Yn}nem eine Familie unabhängiger Zufallsvariablen auf 

(r1 I Ol, P) mit 

P Y = Exp ( 1 ,0) (n e m) von 
n 

Zufallsvariablen auf (r1 / Q / P) definiert durch 

so ist die Familie {Vn}n€E verteilungsgleich mit der Familie 
o 

{U } e"77 • n n <L
O 

Es gilt daher 

k 

Yk 
L Y n-i+1 n n 

II :f V :f 1 + L 
i=1 (n e m), also e e 

k=1 n k=1 
k 

- L Y. n n n ~ 

(3.22) I Yk 
:f !n V :f I Yk + !n(1 + L i=1 ) e 

k=1 
n 

k=l k=1 

Wegen 



k 
- I Y. 

1. 
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-Y. 
E(e i=1 ) 

k 
E( II 

i=1 

k 
II 

i=1 
E(e 1.) 1 

2k (1 ~ k ~ n) 

und der Konkavität des Logarithmus folgt aus (3.22) mit der 

Jensen'schen Ungleichung dann 

n 
n = L E(Yk ) ~ E(~n Vn ) 

k=1 

n 
n + R.n (1 + L ..l) ~ n + ~n 2 • 

k=1 2k 

Damit ist der Satz bewiesen. 

3.11 Bemerkung: 

n 
~ n + ~n( 1 + L 

k=1 

k 
- L 

E(e i=1 
Y. 

1. 

) ) 

a) Die Sätze 3.9 und 3.10 tragen insbesondere der Tatsache 

Rechnung, daß wegen 

n 
1 + L llk 

k=1 

(n e lN) sein muß. 

Unter Beachtung der Beziehung (3.19) ist ja 

(n ~ 2) mit 

C ~ lim (E(~n Un ) - E(~nlln» ~ C + R.n2. 
n+oo 

b) Mit Hilfe des Satzes 3.9 erhält man gegenüber (0.2) weit 

bessere Approximationen der Verteilung von lln insbeson­

dere für "kleine" n. In der folgenden Tabelle sind ver­

gleichsweise exakte Werte der Verteilungs funktion von 

lln für 2 ~ n ~ 5 (nach Chandler [5]) sowie Approxima­

tionen nach (0.2) und Satz 3.9 aufgeführt: 



n 

2 

3 

4 

5 

k 

1 

2 

3 

4 

5 

10 

20 

50 

1 

2 

5 

10 

20 

50 

100 

1 

5 

10 

20 

50 

100 

500 

1 

5 

10 

20 
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0,2500 

0,3889 

0,4792 

0,5433 

0,5917 

0,7255 

0,8264 

0,9114 

0,1250 

0,2126 

0,3755 

0,5147 

0,6455 

0,7839 

0,8582 

0,0625 

0,2209 

0,3325 

0,4577 

0,6186 

0,7223 

0,8837 

0,0313 

0,1234 

0,2002 

0,2992 

50 0,4494 

100 0,5631 

500 0,7782 

1000 0,8426 

~('tn k - n ) 
Iil 

0,0786 

0,1777 

0,2619 

0,3322 

0,3912 

0,5847 

0,7593 

0,9118 

0,0416 

0,0915 

0,2110 

0,3436 

0,4990 

0,7007 

0,8230 

0,0228 

0,1160 

0,1980 

0,3078 

0,4825 

0,6189 

0,8659 

0,0127 

0,0647 

0,1138 

0,1850 

0,3133 

0,4299 

0,7065 

0,8032 

~(.tnk - (n-c)) 
I 2 

In + T 
0,2281 

0,3512 

0,4326 

0,4924 

0,5389 

0,6775 

0,7950 

0,9039 

0,1305 

0,2111 

0,3529 

0,4778 

0,6048 

0,7552 

0,8444 

0,0748 

0,2227 

0,3186 

0,4287 

0,5816 

0,6906 

0,8800 

0,0431 

0,1376 

0,2054 

0,2899 

0,4215 

0,5282 

0,7565 

0,8325 

In dem parametrischen Modell besteht ein weiterer interessanter 

Zusammenhang zwischen der Verteilung des (verallgemeinerten) in 
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Bemerkung 1.13 b) definierten Zählprozesses und den Dichten der 

"Record Values": 

3.12 ~ 

Für den zu der Familie X gehörigen "Record Value" - Zählpro­

zeß {Nt} telR ' der durch 

min {n e Zo I X > t} n,t.n 
(t e lR) 

definiert ist, wobei wieder min(~} = 00 zu setzen ist, gilt: 

a) Unter den Voraussetzungen (3.1) ist 

(ne~, telRl',; ). 
o 

Ist speziell An = 1.0 (n e :IN) , so ist 

-I. (t-I',; ) 
e 0 0 

(Shorrock [39J), also Nt Poisson-verteilt 

Ist speziell An = (n+k)A O 
ist 

(t e lRl',; ) • 
o 

(n e:;z'.O) für ein k e:IN, so 

-I. k (t - I',; ) -I. (t - I',; ) n 
( k+n-1) e 0 0 (1 _ e 0 0 ) 

k-1 

also Nt negativ-binomialverteilt mit 

1.
0 

(t - 1',;0) 
k (e - 1) (t e lR ). 

1',;0 

b) Unter den voraussetzungen (3.2) ist 

(0 6 n ~ k+1 - 1',;0' k e ~I',; ) . 
o 
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Ist speziell Pn = Po (n e JN) , so ist 

(0 ~ n ~ k+1 - r
O

' k e 7l ) ., 1;' 
o 

also Nk binomialverteilt mit 

Beweis: 

a) Unter den Voraussetzungen (3.1) ist wegen der strengen Mono­

tonie der "Record Values" und Lemma 4.4 (Anhang) 

P {Nt = n} = P (Xn - 1 !.J. ~ t < X ) 
, n-1 n,!.J. n 

P (X A > t) -n,Lln 

P{X -1!.J. > t) = 
n , n-1 

'" f J An (fn (s) - f n - 1 (s» ds 
n t 

- f J f~ (s) ds 
n t 

entsprechend für n = O. 

Dies liefert die Beziehung (3.23). 

(n e JN , t e :IRr; ); 
o 

Hieraus ergibt sich mit der Beziehung (3.4) aus Lemma 3.1 a) 

unmittelbar auch Beziehung (3.24). 

Die Beziehung (3.25) ergibt sich mit (3.23) und (3.5) so: 

n 
P{N

t 
=n) (n+k) A

O 
L 

j=O 

-kA (t - ~ ) -). (t - ~ ) n 
( k+n-1) e 0 0 (1 _ e 0 0 ) • 

k-1 
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b) Unter den Voraussetzungen (3.2) ist wegen Lemma 4.6 (Anhang) 

analog zu a) 

P(Nk = n) 

1 
L 

Pn j=k+1 

P(X !:J. > k) - P(Xn - 1 !:J. > k) 
n, n ' n-l 

Pn(gn(j} - gn-l (j» 
_.l.. 

L 
Pn j=k+l 

(k € 7L I;; +n-1' n € lN ) • 
o 

Dies liefert die Beziehung (3.26). 

(gn (j+1) - gn (j» 

Hieraus ergibt sich mit der Beziehung (3.7) aus Lemma 3.1 b) 

n) 1 

Po 
I 

ko,···,kneZo 
n 
L k. = k+1-l;;o-n 

i=(). l. 

Dies ist die Beziehung (3.27). 

Damit ist der Satz bewiesen. 0 

3.13 Bemerkung: 

n+l 
Po 

k+1-1;; -n 
(l-po) 0 

Aus Satz 3.12 geht hervor, daß auch unter den Voraussetzun­

gen in Bemerkung 1.13 b) {Nt} t € IR i. a. keinen Poisson-Prozeß 
o 

bildet. Dies sieht man beispielsweise an der Beziehung (3.25), 

wenn 1;;0 = 0 gesetzt wird. Die Funktion 

ist nämlich stetig in t, und es ist 

-a n e a 
--n-!-

Mit 9inlar [6J, Proposition (7.9) ergibt sich daher wegen 

NO = 0 P - fast sicher die Behauptung. 
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Zum Abschluß dieses Teils des Kapitels 111 soll anhand eines Bei­

spiels noch kurz auf einige statistische Fragestellungen eingegan­

gen werden, die sich aus der parametrischen Betrachtungsweise des 

Modells ergeben können. 

3.14 Beispiel: 

Ein pharmazeutisches Präparat wird bezüglich seiner Wirkung 

auf eine spezielle Bakterienart untersucht. Es wird angenom­

men, daß die Uberlebensdauer einer Testkolonie eine exronen­

tialverteilte Zufallsgröße ist, deren Erwartungswert sich 

umgekehrt proportional zur applizierten Präparatmenge ver­

hält. Pro Versuchsreihe werden solange Testkolonien mit dem 

Präparat behandelt, bis eine Kolonie eine größere als bis 

dahin erreichte Uberlebensdauer aufweist, wobei in der er­

sten Versuchs serie von einer Testkolonie ausgegangen wird. 

In jeder folgenden Versuchsserie wird die verwendete Dosis 

um c· 100% der Ausgangsdosis erhöht, wobei c > 0 eine 

vorher festgelegte Konstante ist. Beobachtet werden also die 

"Record Values" einer Familie X mit 

und 

P X = Exp ( (1 + n c) I. 0 ,0) 
nl 

(1.
0 

> 0, n e ]N' 

wobei ~ die (unbekannte) erwartete Uberlebensdauer der 
1.0 

Ausgangskolonie ist. 

Ist man nun an Aussagen über den (unbekannten) Parameter 1. 0 
interessiert, so kann man beispielsweise auf die von 

XO' X
1 

, ••• ,X ~ (n e ~O) abhängige Maximum-Likelihood-
'~1 n, n 

schätzung ~o für 1.0 zurückgreifen. Wegen Folgerung 1.9 d) be-

sitzt (XO ' •.• 'Xn,~ ) die stetige A
n

+
1
-Dichte 

n 



woraus sich 

~o 
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n (1+i c) AOt i - 1 TI e . 
i=1 

n -(l+ic)Aot. 
TI (1+i c) A

O 
e ~ 

i=O 

n -Äoto n 
TI (1+i c) e TI 

-(1+i c)AO(t i - t i - 1 ) 
e 

i=O i=1 

(0 ~ t o < t 1 < ••• < t n ), 

n + 1 ergibt. n-1 
( 1 +n c) X t. - c I X . 

n, n i=O ~,t.i 

Ao ist (etwa nach dem Neyman-Kriterium) suffizient für AO' 

und 1 ist eine erwRrtungstreue und konsistente Schätzung 
A

O 

für 1 A
O 

• 

Ist AO - z.B. aufgrund früherer Untersuchungen - bekannt, 

so läßt sich beispielsweise auch ein statistischer Test zur 

Entscheidung dafür angeben, ob die Erhöhung der Präparat­

Dosis einen signifikanten Einfluß auf die Uberlebensdauer 

der Testkolonien hat oder nicht. Legt man dementsprechend 

die Verteilungsklasse mit den Dichten 

in: = {fa (AO'~) I~ > O} gemäß (3.28) für die "Record 
n 

Val ues" (Xo ' 

H : r& = 0 

,X A zugrunde, so lauten die Hypothesen n,un 

gegen K: '&=c. 

Mit Hilfe der Neyman-Pearson'schen Theorie läßt sich dann 

leicht ein auf den "Record Values" basierender bester Test 

zum Niveau a(O< a < 1) für H gegen K angeben. 
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B) lusarnmenhänge zur "klassischen" Extremwertstatistik 

Wie die Untersuchungen von Resnick ([33J und [34J) zeigen, besitzen 

die "Record Values" bei identischer stetiger Verteilung ein ande­

res Grenzverhalten als die Maxima (oder andere Ordnungsstatistiken) 

entsprechender unabhängiger Zufallsvariablen (vgl. dazu Seite 4 der 

Einleitung). Durch geeignete Wahl der Parameter kann in dem hier 

betrachteten Modell jedoch ein entsprechender Bezug hergestellt 

werden, wobei die in Kapitel 11 behandelten Charakterisierungen der 

Exponentialverteilungen eine wesentliche Rolle spielen: 

3.15 Satz: 

Sei F eine stetige Verteilungs funktion, 

A • 
n' n + k für ein k e JN und 

An 
1 - (1 - F) 

Dann ist 

n+k 
P (X f:j, f: t) 

n, n 2 
j=n+1 

(n e ~O). 

d.h. X f:j, ist verteilt wie die (n+1)-te Ordnungsstatistik 
n, n 

Y(n+1) einer Familie {Y 1 , ••• ,Yn+k } unabhängiger Zufalls-

variablen auf (n,Q,p) mit 

(1 f: j f: n+k). 

Beweis: 

Entsprechend der Bemerkung 3.3 a) genügt es, die Behauptung für 

\l F = Exp ( 1 , 0) , 

nachzuweisen. 

also \lF = Exp(An,O) 
n 

(n e ~O) 

Bekanntlich (siehe etwa Hinderer [25J, Lemma 28.8) besitzt die 

Familie {Y(1)' 'Y(n+k)} unabhängige Zuwächse mit 

P 
Y(j) - Y(j-1) 

Exp (n + k - j + 1, 0) (1 f: j ~ n+k) und 

Exp(n+k,O). 
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Gemäß Satz 2.1 besitzt ebenfalls die Familie {XO,X 1 ,ß
1

' 

unabhängige Zuwächse mit 

Exp(j+k,O) (1 ~ ~ n) und 

Exp (k,O) • 

Damit ist aber 

p 
n 

p 
n+1 

,x ß n, n 

Xo + I (X, ß - X, 1 ) 
j=1 J, j J- ,ß j _ 1 

Y(1) + I Y(J') - Y(J'-1) 
j=2 

Py . 
(n+1 ) 

Der angegebene Ausdruck ergibt sich nun beispielsweise aus 

Hinderer [25J, Lemma 11.2 und Satz 24.5. 0 

3.16 Folgerung: 

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.15 gilt: 

{Xn ß} besitzt für n ~ 00 eine Grenzverteilung vom Typ 
, n neLf

O 

/\ ~k) , A~k) oder /\ ~k) , wobei 

/\ (k) (x) 
1 

/\ (k) (x) 
2 

/\ (k) (x) 
3 

und r m (x): 

(1 - r k (-x) a) 1 (-oo,oJ (x) + 1 (0,00) (x) 

-x 
(1 - r k (e ) ) (a > 0) 

x 

J 
tm-1 -t 
(m-1)! e dt die unvollständige 

o 
Gamma-Funktion mit dem Parameter m e m bezeichne. 

Die Charakterisierung der Anziehungsbereiche sowie die Wahl 
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der normierenden Konstanten werden dabei durch die bekann­

ten Sätze von Gnedenko [22J und Smirnov [43J gegeben. 
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IV. Anhang 

4.1 Lemma: 

X,Y seien unabhängige reelle Zufallsvariable auf (n,~,p) mit 

den Verteilungsfunktionen FX und Fy • Dann gilt: 

P(X 6 Y) = J Fx(t)dFy(t). 
:IR 

Beweis: 

P(X 6 Y) 

4.2 Lemma: 

J 1 (-oo,y] (X)dP 
n 

X sei eine reelle und Y eine mn-wertige Zufallsvariable auf 

(n,OL,p) (n e JN) sowie g: m n +mn eine bijektive Abbildung, 

die samt ihrer Umkehrabbildung g-1 Borel-meßbar sei. Dann 

gilt: 

E(X I g(Y) t) E(X I Y 

Beweis: 

Sei h(t) 

k(t) 

Dann ist 

J k dPgoy 
C 

E (X I Y = t) 

E (X I g (Y) = t) 

f XdP 
(gOy)-1(C) 

g -1 (t» P go Y - fast sicher 

Py - fast sicher 

P go Y - fast sicher 

J XdP 
y- 1 (g -1 (C» 

(t e mn ). 

J 
-1 hog dPgOY 

C ., 
(C e;(,..), 

woraus die Behauptung unmittelbar folgt. 0 



- 85 -

4.3 Satz: 

{Yn,Tn }ne1Q sei ein Markoff-Erneuerungsprozeß auf (n,~,p) ge­

mäß Definition 1.10. Dann gilt 

a) {Yn}ne~ ist eine Markoff-Kette. 
o 

b) {Tn}ne~ besitzt bedingt unabhängige Zuwächse, genauer: 
o 

n 
TI" P(Ti -Ti - 1 eAiIYi-1'Yi) P - fast sicher 

i=1 

(Ai e.zr, 1 ~ i ~ n, n e :IN) • 

Beweis: 

a) Dies folgt aus Definition 1.10 für A = JR. 

b) Der Beweis erfolgt durch vollständige Induktion. 

Für n = 1 ist nichts zu zeigen. 

Es gelte also (4.1) für einn e :IN. 

Unter Verwendung von a), der Eigenschaften regulärer beding­

t~r Verteilungen, Definition 1.10, Bauer [2J, Lemma 54.3 sowie 

Lemma 4.2 folgt dann für An +1 , CO' 'Cn+1 e;o,: 

J 
n+1 
)( C. 
i=O ~ 

I 
n 
Xc. 

i=O ~ 

t n ) ••• 



- 86 -

f P ( n {T. - T. -1 e A. } ! YO = t o ' ... , Yn = t n ) ..• 
i= 1 1 1 1 

J E(i~1 
n 1 n {Y~ (C.)} 

i=O 1 1 

1A . (Ti -Ti - 1 ) !YO' ••• ,Y )E(1 A (T +1 -T ) ••• 
1 n n+1 n n 

J P(Tn + 1 - Tn e An + 1 , Yn + 1 e Cn + 1 !T 1 - TO ' ••• , ••• 

n 1 n 1 
n{y~ (C.)} n n {(T.-T. 1)- (A.)} 

i=O 1 1 i=1 1 1- 1 

f 
n+1 
>< C. 
i=O 1 

Aus der Gleichheit des ersten und letzten Integrals ergibt 

sich somit die Gültigkeit von (4.1) für n + 1, womit b) be­

wiesen ist. 0 

4.4 ~ 

{Yn}ne~o sei eine Familie unabhängiger Zufallsvariablen auf 

( n, lJL , P) mi t 
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n 
f n bezeichne die stetige A-Dichte von k±O Yk 

Dann genügt f n + 1 der Differentialgleichung 

f~+1 (x) = An+ 1 (fn (x) - f n +1 (x) ) 

Beweis: 

Nach der Faltungsformel (Hinderer [25J, (24.1» gilt für x > ~O 

f n +1 (x) 
x -A (x-Y) 
J fn(y) An+ 1 e n+1 dy , also 
~O 

x 2 -A (x-y) 
f~+1 (x) = - J f n (y) An +1 e n+1 dy + Anfn (x) 

~O 

4.5 Satz: 

Sei ~O e JR und g eine auf IR beschränkte rechtssei tig 
~O 

stetige Funktion. Ferner sei 

In(y):= J g(x+y)f (x)dx 
IR n 
~O 

wobei f n die Bedeutung wie in Lemma 4.4 besitze. Dann gilt: 

Ist In(y) = In(O) für alle y > 0, so ist notwendig 

g(x) = g(~O) für alle x > ~O. 

Beweis: 

Für n = 0 ist 

J g(x+y)fO(x)dx 
~O 

J g(x+~O) fO(x+~o-y)dx 
Y 

co - A x 
J g(x+~O) e 0 dx 
y 

Nach Voraussetzung folgt 
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o IO(y) 

A - fast überall, 

also g (1';0 + y) = const A - fast überall 

Wegen der rechtsseitigen Stetigkeit von g ergibt dies die Be­

hauptung. 

Unter der Annahme, daß die Gültigkeit des Satzes für ein n e Zo 
bewiesen ist, folgt mit Lemma 4.4 

I n+ 1 (y) J g (x + y) f n + 1 (x) dx 
1';0 

also nach Voraussetzung 

o I~+1 (y) - J g (x + 1';0) f~+1 (x + 1';0 - y) dx - g (y + 1';0) f n + 1 (1';0) 
y l..---y------' 

=0 

- An + 1 J g (x + 1';0) (fn (x + 1';0 - y) - f n + 1 (x + 1';0 - y) ) dx 
y 

- An + 1 (In (y) - I n + 1 (y» A - fast überall, 

also wegen der Stetigkeit von In 

In(y) = I n + 1 (y) = const 

Nach Voraussetzung folgt somit 

g(x) 

so daß nach dem Prinzip der vollständigen Induktion der Satz 

bewiesen ist. 0 

4.6 Lemma: 

{Yn}ne~ sei eine Familie unabhängiger Zufallsvariablen 
o 

auf (n,Ül,p) mit 
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(0 < Po' Pk < 1, k e lN, 1';0 e 7L ) • 

n 
gn bezeichne die # -Dichte von I Yk k=O 

Dann genügt gn+1 der Differenzengleichung 

gn+1 (k+1) - gn+1 (k) = Pn +1 (gn (k) - gn+1 (k) ) 

Beweis: 

Für k e 7L 
1;;0+n+1 

(n e 7L.o ) gilt 

gn+1 (k+1) = (1 - Pn +1) gn+1 (k) + Pn +1 gn (k), woraus die Behauptung 

fOlgt. Wegen 

k 
TI Pi und gm+1 (m + 1';0) = 0 

i=O 

erhält man für k /;0 + n die entsprechende Aussage. 0 

4.7 ~ 

eine beschränkte Folge reeller 

Zahlen. Ferner sei 

Jn(m):= I a k +m gn(k) 
k=/;o+n 

(m,n e 7L.
0

) , 

wobei gn die Bedeutung wie in Lemma 4.6 besitze. Dann gilt: 

Ist J
n 

(m) = J n (0) für alle m e lN, so ist notwendig 

a k = a für alle k e 7L Yo+n+1 • I;;o+n .. 

Beweis: 

Für n = 0 ist 
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J o (m+1) also 

Jo(m) 

Nach Voraussetzung folgt 

a = const 
Z;;O+m 

Unter der Annahme, daß die Gültigkeit des Satzes für ein n e~O 

bewiesen ist, folgt mit Lemma 4.6 nach Voraussetzung 

o J n + 1 (m+1) - J n + 1 (m) 

J n (m+1) = J n+
1 

(m+1) = const (m e ~O). 

Nach Voraussetzung folgt somit 

so daß nach dem Prinzip der vollständigen Induktion der Satz be­

wiesen ist. 0 

4.8 Lemma: 

Es sei S(k): 
k-l 1 

1: T 
i=1 

(k e lN). 
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Dann gilt: 

a) S(k) ~ R.nk+C ~ S(k) + t 

wobei C die Euler'sche Konstante bedeute. 

Beweis: 

Nach Erwe [10}, VI, Abschnitt 5 gilt 

R.n k + C S(k) + 21 - J 
k-1 

woraus wegen 

1 x - Int(x) - '2 
dx 

(1+x) 2 

~ 1 ~ 

I I x - Int (x) - -2 I J ________ ~--~ dx ~ ~ 1 dx 
k-1 (1+x) 2 ~ k-1 (l+x) 2 

die Aussage unter a) folgt. 

1 
2k 

(k e lN) , 

(k e lN) , 

Durch Quadrieren auf beiden Seiten ergibt sich damit 

S2 (k) ~ (R.n k + C) 2 ~ s2 (k) + -k2 S (k) +...l. ~ 
k 2 

(k e lN) 

mit der für alle x > 0 gültigen Beziehung 

R.n x :!f 2 ( IX - 1) • 

Das Lemma ist damit bewiesen. CJ 
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