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Einleitung

Die Anwendung stochastischer Methoden in "klassischen" Teil-
gebieten der Mathematik wie auch der Physik ist nicht neu;
dies zeigt beispielsweise die Entwicklung der Theorie der
Brown'schen Bewegung durch Einstein, Wiener u. a. zu Beginn
dieses Jahrhunderts (vgl. hierzu den Ubersichtsartikel von
Cstrgd (1979)). Auch die u. a. von Heisenberg mitbegriindete
moderne Physik ist ohne den Wahrscheinlichkeitsbegriff un-
denkbar.

Wdhrend diese Theorien noch mehr oaer weniger versuchten,

mit stochastischen Hilfsmitteln konkrete physikalische Phino-
mene zu beschreiben oder zu erkliren, benutzte erstmals der
russische Mathematiker Sergej Bernstein (1912) einen stocha-
stischen Kalkiil - n&mlich eine urspriinglich bis auf

Bernoulli (1713) zuriickgehende Version des Gesetzes der gros-
sen Zahlen - zum Beweis des berlihmten WeierstraB'schen
Approximationssatzes (1885), der neben seiner Einfachheit zu-
gleich ein konstruktives Verfahren mit Abschitzungen der Kon-
vergenzgeschwindigkeit lieferte (Voronovskaja (1932), Bern-
stein (1932)). Anfang der fUinfziger Jahre wurde Bernsteins
Beweisidee durch Marcel Riesz in der Theorie der Halbgruppen
linearer Operatoren wiederentdeckt (siehe dazu den in der
Monographie von Hille und Phillips (1957) erwdhnten Schrift-
wechsel), und zwar zundchst im Rahmen eines Alternativbewei-
ses flir einen der ersten fundamentalen Darstellungssitze die-
ser Theorie, Hilles "first exponential formula" (vgl. auch
Hille (1948)). In direkter Analogie zu Bernstein verSffent-
lichte kurz darauf Kendall (1954) einen entsprechenden Dar-
stellungssatz flir stark stetige Operatorhalbgruppen. Die all-
gemeine Bedeutung der Stochastik fiir die Darstellungstheorie
von Operatorhalbgruppen wurde zwar bereits von Hille und
Phillips (1957) erkannt, die erste grundlegende Arbeit in
dieser Richtung stammt jedoch von Chung {(1962), wenn hier auch
die erzielten Resultate nicht in der wlinschenswerten grégt-

mSglichen Allgemeinheit formuliert sind. Der von Chung einge-



schlagene Weg wurde lingere Zeit nicht weiterverfolgt; erst
1980 zeigten Butzer und Hahn, daB8 mit Hilfe stochastischer
Methoden prinzipiell auch bereits frither aufgeworfene Fra-
gen nach der Konvergenzgeschwindigkeit in den Darstellungs-
sédtzen behandelt werden k&nnen (vgl. etwa Butzer (1957),

Hsu (1960), Ditzian (1969, 1970, 1971)). Die hier gewonnenen
Ergebnisse sind jedoch aufgrund des speziellen stochastischen
Kalkiils nur auf Kontraktionshalbgruppen anwendbar und liefern

auch nicht die bestm&glichen Konvergenzabsch&tzungen.

zZiel der vorliegenden Arheit ist nun, einen einheitlichen,
umfassenden wahrscheinlichkeitstheoretischen Zugang zu den
oben angespréchenen Themenkreisen zu schaffen, welcher ins-
besondere auf die bisher fast stets getroffene Unterscheidung
in absolut-stetige und diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen zugunsten ailgemeiner WahrscheinlichkeitsmaBe verzichtet
(Pfeifer (1982)). Die ebenfalls sonst Ubliche Unterscheidung
der Darstellungssdtze in sogenannte Hauptsdtze erster und
zweiter Art (wobei letztere die Resolvente der Halbgruppe ver-
wenden) erweist sich hier wiederum insofern afs kilnstlich,
als prinzipiell alle bisher in der Literatur angegebenen Dar-
stellungssdtze dieser Art aus einer einzigen, allgemeinen,
auf einer Version des Gesetzes der grofen Zahlen beruhenden
Darstellung als Spezialfdlle hervorgehen (vgl. dazu auch
Pfeifer (1982, 1983 b)). Die Tatsache, daB bislang ausschlieB-
lich Darstellungssédtze mit stochastischem Charakter gefunden
wurden (davon einige mit rein analytischen Methoden), ist da-
bei insofern nicht verwunderlich, als unter bestimmten ein-
fachen Bedingungen f{iberhaupt nur solche stochastischen Dar-
stellungen méglich sind (Pfeifer (1983 c)). DemgemdB erweist
sich auch der stochastische Zugang in Fragen der Konvergenz-
geschwindigkeit als der angemessenere, zumal hierbei keine
der sonst manchmal gestellten Zusatzbedingungen wie z. B.
gleichndBige Normbeschrédnktheit der Halbgruppe, Lipschitz-
Bedingungen o. &. erforderlich sind. Die hier erstmals vor-
gestellten Methoden erilibrigen nicht nur individuelle Abschidt-
zungen in einzelnen Darstellungssdtzen, sondern liefern dar-

tiberhinaus auch fiir den allgemeinen Fall scharfe Schranken.



Ebenfalls neu ist die Ubertragung der von Bernstein (1932)
entwickelten Methode zur Verbesserung der Konvergenzgeschwin-
digkeit auf die Halbgruppentheorie, welche hier wiederum in

der grdB8tmdglichen Allgemeinheit erfolgt.

Die Arbeit gliedert sich inhaltlich in fiinf Abschnitte. Im
ersten Abschnitt werden die fiir das Verstindnis der folgenden
Abschnitte notwendigen stochastischen (I. 1) sowie funktional-
analytischen Grundlagen (I. 2) geschaffen. Der zweite Abschnitt
beschédftigt sich mit Absch&tzungen von Momenten und momenter -
zeugenden Funktionen spezifischer, in den Darstellungss&tzen
verwendeter Typen von Zufallsvariablen; die hier gewonnenen
Resultate erweisen sich als fundamental filr die spdteren Ab-
schdtzungen der Konvergenzgeschwindigkeit. Im dritten Abschnitt
werden nach Diskussion verschiedener MeSbarkeits- und Existenz-
probleme (III. 1) einige Versionen des allgemeinen wahrschein-
lichkeitstheoretischen Darstellungssatzes vorgestellt (III. 2)
sowie m8gliche Erweiterungen auf den Fall nicht-identischer
Verteilungen, welche u. a. zu gewissen Produktdarstellungen
der Halbgruppe mit ungleichen Faktoren filhren. Die umgekehrte
Fragestellung, unter welchen Bedingungen allein stochastische
Darstellungen von Operatorhalbgruppen mglich sind, wird in
Kapitel I1X. 3 behandelt. Der vierte Abschnitt ist der Unter-
suchung der Konvergenzgeschwindigkeit in den Darstellungs-
sitzen gewidmet. Neben allgemeinen, scharfen Abschdtzungen
mittels der Momente und momenterzeugenden Funktionen der zu-
grundeliegenden zZufallsvariablen werden exemplarisch auch
entsprechende Abschitzungen fiir die wichtigsten bekannten Dar-
stellungssitze angegeben. Dabei lassen sich zwei wesentliche
Typen von Abschitzungen unterscheiden: Abschdtzungen unter ge-
eigneten Glattheitsbedingungen (IV. 1) sowie Absch&dtzungen

mit Hilfe verschiedener Stetigkeitsmoduli (IV. 2). Die Ver-
besserung der Konvergenzgeschwindigkeit im Sinne von Bernstein
ist Thema des Kapitels IV. 3. Im letzten Abschnitt werden
schlieBlich einige wichtige Anwendungen der vorher erzielten
Ergebnisse beispielhaft diskutiert, darunter die polynomiale
Approximation genfigend glatter Funktionen (V. 1) sowie die

Konvergenzordnung im Poisson'schen Grenzwertsatz (V. 2).



Sywbolliste

P Verteil ag der Zufallsvariablen X

E(X) Erwar tungswert von X

V(X) Varianz von X

by wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von X

w; momenter zeugende Funktion §on X

Py charakteristische Funktion von X

A stochastische Konvergenz

52 Verteilungskonvergenz (schwache Konvergenz)

,Wiu,oz) Normalverteilung mit Erwartungswert u und Varianz o2

B(n,p) Binomialverteilung mit Parametern n und p

B(n,p) negative Binomialverteilung (Pascal-Verteilung) mit
Parametern n und p

Po (&) Poisson-Verteilung mit Parameter ¢

Ex(8) Exponentialverteilung mit Parameter B8

r{s,y) Gammaverteilung mit Parametern B und y

€1 Einpunktverte.lung im Punkt k

* . Faltungsoperation

IR,IR+ Menge der (nicht-negativen) reellen Zahlen

+

a, Z Menge der (nicht-negativen) ganzen Zahlen



N Menge der natiirlichen Zahlen

exp Exponentialfunktion

log natlirlicher Logarithmus

r Eulersche Gammafunktion

I Identit&tsabbildung

o Komposition von Abbildungen

f(k) k-te Ableitung der Funktion f

h-u Norm

T* Dualraum des Banachraumes %

) Borelsche o-Algebra Uber dem topologischen Raum &

c fo,1] Banachraum der stetigen Funktionen auf jO,1)

CB(T) Banachraum der stetigen, beschrinkten Funktionen
auf Z

UCB(Z) Banachraum der gleichmdBig stetigen, beschrinkten

Funktionen auf 7
L .Banachraum der beschrdnkten Zahlenfolgen
w1(E,f),wz(i,f),m:(é,t,f) Stetigkeitsmodule
m?(é,f) rektifizierter Stetigkeitsmodul
0, o Landau-Symbole
1C Indikatorfunktion des Ereignisses C

B gréBte ganze Zahl kleiner gleich x



I. Grundlagen

In diesem Abschnitt sollen einige fiir die Formulierung und
Beweise der wesentlichen Ergebnisse bendtigten Hilfsmittel
aus Stochastik und Funktionalanalysis bereitgestellt werden.
Fiir einen grdBeren Uberblick vgl. etwa die einfiihrenden Kapi-
tel der Monographien von Bauer (1974), Ginssler-Stute (1977)
oder Billingsley (1979) sowie den sehr ausfiihrlichen Anhang

in Butzer-Berens (1967).

I. 1 Stochastische Grundlagen

Vereinbarungsgemds wollen (und k&énnen) wir annehmen, daB alle
im Text auftretenden Zufallsvariablen auf ein und demselben
Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P) definiert sind und Werte in
einem (je nach Abbildung evtl. verschiedenen, nicht notwen-
dig separablen) Banachraum % mit Norm ||.]] und zugehdriger
Borelscher o-Algebra #(%) annehmen (wobei unter letzterer die
durch die Normtopologie ilber %# erzeugte o-Algebra zu verste-
hen ist).

Wir betrachten nun zunichst den Fall = IR (wie Ublich ver-
sehen mit der Euklidischen Topologie). Existiert fiir eine

reelle Zufallsvariable X der Ausdruck
E(|X]% = [|x|%Pp (1.1)

fiir ein a > 0, so heiBt E(|x|®) absolutes Moment der Ordnung
a von X. Ist X integrierbar (d. h. existiert der Erwartungs-

wert E(X) = £), so heiBt im Falle der Existenz
E(]x-£]%) = [|x-t£|%ap (1.2)
absolutes zentrales Moment der Ordnung o von X. Im Fall

a = 2 spricht man auch von der Varianz von X, in Zeichen:
E((x-£)%) = v(X).



Eine wichtige Rolle in der Stochastik spielen die sogenannten
momenter zeugenden und wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktio-
nen reeller Zufallsvariablen, insbesondere im Hinblick auf
die Charakterlslerung deren Verteilungen. Die momenterzeugen-
de Funktion 0X einer reellen Zufallsvariablen X ist im Falle
der Existenz definiert durch

tX

te(t) = Ee™), t e m. (1.3)

Sie existiert z. B. fiir t < 0, falls X > 0. Ist w; analytisch
in einer Umgebung der Null, so existieren sidmtliche absoluten
Momente von X, es gilt
s
) = 4,0, x e m, (1.4

und die Verteilung von X ist durch w; eindeutig bestimmt (vgl.
Billingsley (1979)). Dies ist auch #quivalent damit, daB die
(formal) durcp

Pylt) := Ele = pelit), te m (1.5)
definierte charakteristische Funktion von X eine analytische
Fortsetzung in eine komplexe Umgebung der Null gestattet

(vgl. Lukacs (1960)).

Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion wx einer rellen

zufallsvariablen X ist im Falle der Existenz definiert durch
ve(t) = B, ¢ > 0. (1.6)

Sie existiert fiir 0 < t < 1, falls X > O, und es gilt ggf.
1) = v e®), te m. (1.7)

Nimmt X nur nicht-negative, ganzzahlige Werte an, so gilt im

Falle der Konvergenz der Reihe auch



vyelt) = ] P(x =K)t*, t e r. (1.8)
k=0

Wir wollen nun einige Versionen wichtiger Grenzwerts&dtze der
Stochastik angeben, némlich Versionen des Gesetzes der gros-
sen Zahlen und des zentralen Grenzwertsatzes. Dazu benStigen
wir zundchst verschiedene Konvergenzbegriffe fiir Folgen

(Xn; n € IN} reeller Zufallsvariablen.

Definition. Es sei (xn; n € IN} eine Folge reeller Zufalls-
variablen. Die Folge konvergiert P-fast sicher (f.s.) gegen
die reelle Zufallsvariable X, wenn eine P-Nullmenge N €./

existiert derart, das
X (w) » X{(w) (n + =) flir o € O\N (1.9)
im Sinne der punktweisen Konvergenz.

Die Folge konvergiert stochastisch gegen X (in Zeichen:

x5 X), wenn
n

P(|Xn—X| > €e) + 0 (n+ =) (1.10)
fir alle € > O.

Die Folge konvergiert nach Verteilung (oder schwach) gegen X
(in Zeichen: Xn EZ X), wenn

X
E(g(X)) = fgap " » [gdp® = E(g(X)) (n » =) (1.11)
fiir alle g € CB(IR).

Die Verteilungskonvefgenz besagt also aus funktionalanalyti-

scher Sicht, daB die Folge der WahrscheinlichkeitsmaBe



X
{Pp ™ n € WM} schwach-*-konvergent gegen die Verteilung p*

ist, da bekanntlich der Dualraum cB(IR)* isometrisch isomorph
zu dem Banchraum der reguliren singnierten Inhalte auf # (IR)

mit endlicher Totalvariation ist (vgl. Dunford-Schwartz (1958)).

Die fast sichere Konvergenz impliziert stets die stochastische
Konvergenz, welche ihrerseits die Verteilungskonvergenz impli-
ziert. Ist die Grenzvariable X konstant, gilt von letzterem

auch die Umkehrung.

Satz 1.1 (Version des starken Gesetzes der groBen Zahlen).
Sei (Xn; n € IN} eine Folge reeller, unabhingiger, inteqgrier-
barer’, identisch (wie X) verteilter Zufallsvariablen mit

E(X) = &. Dann gilt

X =

n Xk + E P-f.s. (n » =) (1.12)

1

S
-3

k

Satz 1.2 (Version des schwachen Gesetzes der groBen Zahlen).
Sei {Xn; n € IN} eine Folge reeller, paarweise unkorrelierter,
quadratisch integrierbarer Zufallsvariablen mit E(Xn) = £ fiir
alle n € WN. Geniligt die Folge der Beziehung

Ly
— V(X ) 0 (n » =), (1.13)
nk=1 M

dann gilt

xk—P>r, (n > =). (1.14)
1

e~3

- 1
X ==
n n,

Bezliglich all%emeinerer jedoch hier nicht bendtigter Versionen
g9 v ]

des Gesetzes der groBen Zahlen siehe Bauer (1974).

Satz 1.3 (Version des zentralen Grenzwertsatzes).

Sei {Xn; n € IN} eine Folge reeller, unabhingiger, identisch



- 10 -

(wie X) verteilter, quadratisch integrierbarer Zufallsvariab-

len mit E(X) = &, V(X) = 02 > O. Dann gilt

AE =L Tx 2y no ), (1.15)
" /mk

1 k

1l e~

wobei pY¥ =JV(E,02)-

Existiert zusdtzlich die momenterzeugende Funktion w; in einer
Umgebung der Null, so ist die Folge {|/n Ynlu; n € N} gleich-
gradig integrierbar fiir jedes a > O; es gilt dann auch

/m e 1N+ B(Y]®) (0> =) (1.16)

Der erste Teil des obigen Satzes ist ein Spezialfall eines
allgemeineren Satzes von Lindeberg-Feller (Bauer (1974), Satz
51.3); bezgl. des zweiten Teils siehe auch Satz 2.2, Kapitel
II und Billingsley (1979), Seite 292.

Flir die spdtere Abschdtzung der momenterzeugenden Funktion

n
von Xn = % X Xk wird noch folgende Ungleichung benStigt.
k=1

Satz 1.4 (Jensen-Ungleichung).

Ist X eine reelle, integrierbare Zufallsvariable mit Werten
in einem Intervall K c IR, dann liegt E(X) in K, und flir jede
auf K stetige, konvexe Funktion g gilt

E(g(X)) > g(E(X)), (1.17)

sofern g(X) integrierbar ist.

Die bisher betrachteten Zufallsvariablen waren simtlich als

reellwertig vorausgesetzt. Um den allgemeineren Fall Banach-
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raumwer tiger Zufallsvariablen behandeln zu k&nnen, bendtigen

wir zundchst einen entsprechenden Integralbegriff.

Definition. Sei % ein Banachraum mit Norm ||.]|. Eine (o, 2 @))-
meBbare Abbildung X (zZufallsvarjable) mit Werten in % heift

integrierbar, wenn ein Element J € % existiert derart, das
£°(3) = [£ (x)yap = E(£7 (X)) (1.18)

gilt flir alle Elemente f* des Dualraumes ¥ von%. J heiBt

dann auch Pettis-Erwartung von X,-in Zeichen: J = E(X).

Nach einem Korollar zum Satz von Hahn-Banach ist damit E(X)
im Falle der Existenz eindeutig bestimmt. Die Existenz von
E(X) ist dabei z. B. gewidhrleistet, wenn X ‘separabelwertig
und [|X|| integrierbar ist; es gilt dann

el < dixlh (1.19)

(vgl. pPettis (1938), Mourier (1953), Ginssler-Stute (1977),
Kapitel VIII). Im letzteren Fall fi#llt dann E(X) mit dem ent-

sprechenden Bochner-Integral zusammen.

Bezgl. einer Version des Gesetzes groBer Zahlen flr# -wertige

zZufallsvariablen siehe Mourier (1953}).

AbschlieBend wollen wir noch ein fiir die Darstellung von

Operatorhalbgruppen wichtiges Resultat formulieren.

Satz 1.5 (Chung 1962).
Es sei {XT RS > O} eine Familie reeller, nicht-negativer Zu-
fallsvariablen derart, daB

9

x Lot (1w (1.20)
T
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fir ein £ € R'. Ist ferner S ;: IR' +¥ eine separabelwertige,
meBbare und in E(stark) stetige Abbildung derart, das

lim sup E{fls(x )"} < = (1.21)

n+e t>n

fiir ein r > 1, dann gilt

s(g) = lim E[s(x)] . (1.22)

T+

im Sinne der Normtopologie ilber #.

(Man beachte, daB die Beziehung (1.21) im wesentlichen eine
gleichgradige Integrierbarkeitsbedingung filr die Familie
{s{x)) | v > 0} ¥-wertiger Zufallsvariablen darstellt.)

I. 2 Funktionalanalytische Grundlagen

In diesem Teil wollen wir noch einige zentrale Punkte aus der
Theorie der Halbgruppen linearer Operatoren hervorheben (vgl.

dazu Butzer-Berens (1967)).

Wir betrachten dazu einen Banachraum & mit Norm |.||; &(2) be-
zeichne dabei die Banach-Algebra der stetigen Endomorphismen
von €. Die Operatornorm in &£(¥) werde ebenfalls mit ||.|| be-

zeichnet.

Definition. Eine Teilmenge {(T(t) |t > O} C #(2) stetiger
Endomorphismen heiBft (einparametrige) Halbgruppe, wenn die

folgenden beiden Beziehungen gelten:

T(s+t) = T(s) oT(t), s,t, > O
{1.23)

T(0) I (Identitidt).

]

Gilt dariiberhinaus noch
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lim |T()£-£] = 0, £ €4, (1.24)
ti0o

so heiBt die Halbgruppe auch von der Klasse %6 oder kurz
%B—Halbgruppe.

Eine %;—Halbgruppe besitzt die beiden folgenden, wesentlichen

Eigenschaften:

die Abbildung T(.)f ist stark stetig
fiir jedes £ € (1.25)

egs existieren universelle Konstanten M > 1

und v > O mit

It <me”, €5 o. (1.26)

Der infinitesimale Erzeuger A einer %B-Halbgruppe ist definiert

durch

Af := lim Af, f eq mit (1.27)
ti0
_ 1
A, = E(T(t)'l)’ t>o0 (1.28)

(sofern der im Sinne der starken Topologie zu verstehende
Grenzwert existiert); diejenige Teilmenge von %, fiir die
(1.27) gilt, wird auch mit D(A) bezeichnet. Fiir ganzzahlige

r > 2 ist die r-te Potenz A" von A sowie D(AT) rekursiv defi-

niert durch

-1

p(A¥) := (£ e 2|£ e p(aA"™™") una A" £ € D(A))
A := AT 'E) fur £ e p(aT), (1.29)
wobei A1 := A. Fir r > 1 ist p(AY) ein abgeschlossener, dich-

ter Teilraum von %, und A" ist ein abgeschlossener (i. a. un-
beschrénkter) linearer Operator auf p(AY) mit Werten inZ.

Fir r > 1 und £ € D(A") bestehen die Beziehungen
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T(t)f € D(AT) sowie

ATT(t)E = T(t)A"E, £ > O (1.30)
r-1 .k t r-1
_ t ok (t-s) r
T(t)f —-kgok——!l\f‘*é—(r—_r}T—T(S)Ade flr t_>_0 (1.31)

(hierbei ist a%:= 1). Beziehung (1.31) wird auch als Taylor-

entwicklung der Halbgruppe bezeichnet.

Ist die Abbildung t + T(t) stetig beziiglich der gleichmdBigen
Operator topologie, dann ist D(A) =4, A ist beschrédnkt (also
€ £(2)), und es gilt

T(t) = e = § EakK ¢ >0 (1.32)

im Sinne der gleichmdBigen Operatortopologie. Ist umgekehrt
B € (%), dann wird durch T(t) := et® eine gleichmdBig stetige

%;—Halbgruppe definiert mit infinitesimalem Erzeuger A = B.
Die Resolvente R(1) einer %b—Halbgruppe mit infinitesimalem
Erzeuger A ist (im Falle der Existenz) definiert durch die

Umkehrabbildung

RO = O1-8)7", 2 > o. (1.33)

R(1) existiert fiir A > w; in diesem Fall ist R(}) € £(%), und
es gilt

ROV = [ e *tr(e)()at, (1.34)

O3

d. h. R(1) ist die Laplace-Transformierte der Halbgruppe. Fir
X > w gilt schlieBlich

n
LR = D mr™, ne . (1.35)

dax
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II. Momente und momenterzeugende Funktionen

Die in Kapitel III untersuchten Fragestellungen nach Darstellun-
gen einer %b-ﬂalbgruppe {T(t) |t > 0) auf der Basis des Ge-
setzes der groBen Zahlen beinhalten insbesondere die Betrach-
tung von zufallsvariablen der Art T(X)f bzw. T(X )f sowie

deren Erwartungswerten, wobei X > O eine geeignete Zufallsvari-
. able ist. Die durch (1.26) gegebene exponentielle Beschrinkt-
heit der Normen [[T(t)|| sowie die Forderung der Existenz der

Pettis~Erwar tung E[T(X)f] legen daher wegen
BTl < M )£l = Mgy (w)

die Betrachtung momenterzeugender Funktionen nahe. In der fiir
Konvergenzgéschwindigkeitsaussagen bendtigten stochastischen
Taylorentwicklung treten darilberhinaus auch die (zentralen)
Momente von X bzw. i; auf (was aufgrund von (1.31) einsichtig
ist), flir die geeignete Absch&tzungen erforderlich sind. Das
letztere Problem ist allgemein in der Stochastik von grofler
Bedeutung, wie die zahlreichen dazu erschienenen Arbeiten ver-
deutlichen (etwa Whittle (1960), Brillinger (1962), von Bahr
(1965), Dharmadhikari-Jogdeo (1969), Sazanov (1974), Hall
(1978)). Man kann hierbei im wesentlichen zwei verschiedene
Typen von Abschitzungen unterscheiden: globale Absch&itzungen,
welche relativ geringe Voraussetzungen an die zugrundeliegen-
den Zufallsvariablen (Xn: n € N} stellen und daher in der
Regel (und fiir unsere Zwecke) zu grob sind, andererseits auf
dem zentralen Grenzwertsatz beruhende, qualitativ recht ge-
naue Abschitzungen, welche jedoch in der Regel kaum explizit
quantifizierbar und damit fiir numerische Zwecke ungeeignet
sind. Die im vorliegenden Fall gegebenen Integrabilitdtsbe-
dingungen in Form der Existenz der momenterzeﬁgenden Funktion
lassen nun aber Abschidtzungen zu, die die Vorteile beider
Typen von Abschitzungen in quantitativer wie qualitativer
Hinsicht vereinen. Damit werden einerseits globale, explizite,
schar fe Abschdtzungen der Konﬁergenzgeschwindigkeit in den
allgemeinen wahrscheinlichkeitstheoretischen Darstellungs-

sitzen mdglich, andererseits, lassen sich die in einigen
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Spezialfdllen auf analytischem Wege gefundenen Abschitzungen
auf 'einfache Weise wiedergewinnen bzw. in der Regel sogar ver-

bessern.

Die erste wichtige Abschédtzung der momenterzeugenden Funktion

einer geeigneten Zufallsvariablen macht

Lemma 2.1. Es sei X eine nicht-negative Zufallsvariable, und

W; existiere filir ein 6§ > 0 (und damit auch im Intervall
(-=,8])). Dann existieren simtliche positiven Momente von X

mit

E(x®) < (9% vy(8), o > 0. (2.1)

Bezeichnet £ = E(X), so ,Lilt dariiberhinaus die Darstellung

* *

wx(t) =1+ ¢Et+R(B), t <38, (2.2)
wobei

2
* 2t *
0 <R (£) < 25~ 4> (n)
- eZ(n-leH2 ¥

fir |t| < n und jedes 0 < n < 6. (2.3)

Beweis. Fir alle a,8 > O, x > O gilt
x* < (%)ae_ueex, (2.4)

wobei Gleichheit fiir x = % erreicht wird (ersichtlich z. B.
durch Differenzieren der Funktion f(x) = x“e‘Bx). Mit B = &
ergibt sich hieraus sofort (2.1). Fiir alle x € TR gilt ferner
bekanntlich

k 2
| x

X 2 v i. X X
0 <e"-1-x<x kzo T ST el l, (2.5)
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so daf

2e|tlx)'

E(X

* * t2
0 < R () = yylt) -1 -gt < = (2.6)

Setzt man in (2.4) speziell o = 2, B = n - |t], so ergibt sich

Telx, (n—lt!)xeltlx)

E(Xze

< (W-ZTT) 2o 25 (e

= im, (2.7)

ez(n-‘tl)2

womit alles bewiesen ist.

In der Abschitzung (2.7) kann die mdgliche Potenz (&-|t|) 2
i. a. nicht durch eine Potenz (6-|t])-2+€

bessert werden, wie das folgende Beispiel zeigt.

fir ein ¢ > O ver-

Beispiel 2.1. X besitze die Lebesgue-Dichte f(x) = cly)x Ve ¥
flir x > 1 und = 0 sonst (mit y > 1). Hierbei bezeichne
cly) = {]x—Ye_xdx)_1. Dann ist
1
* bt - c
bx(1) = el [xVax = ) ., (2.8)
aber
© Ay
Ee®™) = cnfx et ax = (2.9)
1
fir t > 1 (d. h. als maximaler Wert kann fiir § héchstens 1
gewshlt werden). Sei nun 0 < ¢ < 1, y = 1+¢, |[t] < 1. Dann
gilt
15(1—|t|)"2 5E(x2e|tlx) i9(1-|t|)c'z. (2.10)

Da O < ¢ < 1 beliebig war, folgt damit die obige Behauptung.

Zum Nachweis von (2.10) wird die Stirlingsche Formel zur Ab-
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schidtzung der Gammafunktion T bendtigt:
r(x) > /2n x* —1/2 e, x > o. (2.11)

Durch Differenzieren der rechten Seite erhdlt man hieraus so-

fort eine untere Schranke fiir die Gammafunktion
r{x) > 0,8365..., x > O. (2.12)

Andererseits ist die Gammafunktion fiir ¥ > O konvex mit
r(t) =r(2) =1, so daB I'(x) <1 fiir 1 < x < 2. Unter Verwen-
dung von (2.4) mit o = 1 +e, B = a 1l4Bt sich ferner auch so-

fort die Ungleichung

e < c(1+e) < e(2+e) (2.13)
gewinnen. Damit fglgt aber
Itlx)

E(Xze = c(1+e)[x1_ee-(1‘|tl)xdx
1

= c(1+e) (1] £ €72 { |y1_ee—ydy
1-1t

1-lt]
= c(1+e) (1-] e[ €72 (r (2-¢) - } v e Yay)
[0]

v

1
e(1-1t))€7%(0,8365 - e Yay}
(o]

e(1-1t 7 2(0,8365 - (1 -1y} » J(1-1en 72,

Iv

sowie

lelx,

E(x%e <cli+e) (1=} E72r (2-¢)

3e(1-1£)¢72 < 9(1-|en 72

1A
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Damit ist (2.10) bewiesen.

Die variable Form der Abschitzung (2.3) gestattet eine im
Intervall |t| < & verbesserte Abschitzung gegeniiber dem Spezial-
fall n = §. Flir festes |[t] < & besitzt riimlich die stetige
Funktion g(n) = w;(n)/(n—ltl)f im Intervall |t] < n < § ein
Minimum an einer Stelle n = n (t), so daB (2.3) verbessert
werden kann zu

2
0 < R (1) < 2t T, el < s, (2.14)

A Draae——
e?(n (v)-1th

Beispiel 2.2. Es sei PX = r(8,y), d. h. X sei Gamma-verteilt

mit der Lebesgue-Dichte

Y
£(x) = F%VT x‘("1 enex, x >0 (B,y > 0). (2.15)

Dann ist W;(t) = ﬂy/(e—t)y, t < 8; § kann hier < B, aber be-
liebig nahe an B gewdhlt werden. Es ist g(n) = BY/(B—n)Y(n—|t|)2
minimal flir n = n*(t) = (28+y}t])/(y+2), also

)v+287 2

(y+2 t l
A , ltl < 8. (2.16)
2e2yY (B-|t]) Y2

0 < R'(t)

Entsprechend den eingangs gemachten Anmerkungen ist nun spezi-

ell die momenterzeugende Funktion W% des arithmetischen
n

Mittels geeigneter zufallsvariablen von Interesse. Mit Hilfe
von Lemma 2.1 lassen sich hierfiir aber wie folgt geeignete Ab-

schitzungen finden.

Satz 2.1, Sind X1,...,Xn nicht-negative, unabhidngige, identisch
(wie X) verteilte Zufallsvariablen, deren momenter zeugende
Funktion w; fiilr ein § > O existiert, so gilt, wenn & = E(X)

bezeichnet,
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2 *
2ty (n)
etgiw%(t)ieteexp{z Xz}
n e n(n - )
n
fir 0 < n < 6§ wund |t} < nn. (2.17)

*
Insbesondere existiert wf im Intervall (-=,né§].
n

Beweis. Fiir t < nd gilt wegen der Unabhidngigkeit und identi-

schen Verteilung von KyreoooXy

t
n =X
) = JTEE" K
k=1

]
o]
—~
o

*
WY (t)
n

*n t, _ t * t,,n
by (H)-{1+55+R(H)}

| A

exp (te + nr" (D). (2.18)

*
Hieraus folgt die Existenz von bx (n8) sowie unter Verwendung

von (2.3) die rechte Seite der Beziehung (2.17). Die linke
Seite dieser Beziehung ist eine Konsequenz der Jensenschen

Ungleichung (Satz 1.4).

Ist (xn; n € IN} eine Folge unabhingiger, identisch (wie
X > 0) verteilter Zufallsvariablen, deren momenterzeugende
Funktion w; fiir ein 8§ > O existiert, so besagt Satz 2.1 in

etwas anderer Formulierung, daB fiir festes t € IR und genii-

gend grofe n (ndmlich n > l%l)w% (t) existiert und wegen
X n

e =1 4 O(%), X € IR mit der Ordnungﬂo(%) gegen etE fur

n » = konvergiert. Umgekehrt gilt bei festem n und t » O auch

by (8) = 5+ o(eh). (2.19)
n
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:

Beide Konvergenzordnungen kdnnen i. a. nicht verbessert wer-
den, wie man am Beispiel der Exponentiélverteilung Ex (8)
(Beispiel 2.2 mit vy = 1) sehen kann: dort ist vg (£) = (1-t/nB)”
fur |t| < nB mit £ = 1/8, also n

n

2.2

nlig (8) - ™) » B2 ot nso (2.20)
n
und
1 te, &2
‘;7 {lb'in(t) - e } > 5hot t > 0. (2.21)

Mit Hilfe von Satz 2.1 148t sich auch sofort eine Abschidtzung

flir die absoluten zentralen Momente von ih angeben:

Satz 2.2. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1 gilt fiir

alle «,8 > O, n > (%)2:
2. *
_ 287y, (n)
E(I?('n—ilu) < Zu(%)ue aexp {TLW } (2.22)
/n e“(n -—)

Beweis. Wegen e|x| < e®+e”™ fir x € R folgt mit (2.4) und

Satz 2.1 fir n > E%E bzw. n > (%)2:

EGRMIX -£]®) < (P "e "E(exp(8/n|X -£|})

< (7T (E(exp(8/n (X -£) })+E (exp(-8/R(X -£)))

< (@)% e e (avm e RE 8/
n n
a o —a 282wx(n) ) ( 2
< 2(z)°e exp {———551. 2.2
-8 eltn--£?

n

Hieraus ergibt sich die Behauptung.
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(Man beachte, daB aus (2.22) auch sup E(|/n inla) < o fiir
n

jedes a > O folgt, woraus sich die gleichgradige Integrier-
barkeit dieser Folge ergibt; vgl. dazu auch Satz 1.3).

Die Konvergenzordnung OI;L‘X) in (2.22) kann (auBer im trivi-
n
alen Fall X = £) nicht verbessert werden, da unter den genann-

ten Voraussetzungen aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes
(satz 1.3) /n° E(liﬂ—ﬁl“) gegen das (strikt positive) absolute
Moment der Ordnung a der Normalverteilung mit Erwartungswert O

und Varianz V(X) konvergiert.

Die Konstante B in Satz 2.2 ist jedoch frei widhlbar und beein-
fluBt neben der quantitativen Approximationsgiite auch den
kleinsten Wert fiir n, ab dem die Beziehung (2.22) gliltig ist.

2
Wwdhlt man etwa n so gro8, daB8 (n ——E)Z i.4n2’ also
2,-2 8,2 m g2
n> (1-2) (ﬁ) bzw. gerundet n > 15(5) gilt, so liefert

(2.22) die Beziehung

8247 (n)
BUX-el%) < @) %eenp (— 2. (2.24)
/n 2n
-a ch
Die Funktion g(B) =8 e mit einer positiven Konstanten c

ist aber minimal flir 8 = 8* = /a/2¢ mit g(8*) = (VZ57a) %%/ 2,
2

Mit der Wahl ¢ = w;(n)/Zn erhdlt man somit

Satz 2.3. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1 gilt

(2.25)

*
ap,, (n)
E(|-)—('n_€|(l) _<_ 2 (__X_z__)(l/z
vnt en

fiir n > 15¢ .

*
wx(n)
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Beweis. Zu zeigen bleibt nur noch die untere Schranke fiir n.
*

Gem&B den obigen Ausfiihrungen kann dafiir aber 15(QT)2 = _;EE_

b, (n)

X

gewdhlt werden.

Beispiel 2.3. 1Im Falle der Gamma-Verteilung aus Beispiel 2.2
ergibt sich etwa

2 (u(y+2)Y+2)u/2

E(X -el®) < (2.26)
n ~ /Y dev's
" Y by (n)
. n
fir n i-légl——(man beachte, daB die Funktion g(n) = X 3
(y+2) n
. o % _ 28
minimal ist flir n = n = —=<%1)
Y+2

Fiir den allgemeinen wahrscheinlichkeitstheoretischen Dar-

stellungssatz sind nun insbesondere Zufallsvariable X der
N

Form X = 2 Yk von Interesse (Chung (1962), Butzer-Hahn (1980),
k=1

Pfeifer (1982)), wobei N eine nicht-negative, ganzzahlige
Zufallsvariable und (Yk; k € IN} eine Folge unabhingiger,
identisch (wie Y > 0) verteilter (auch von N unabhdngiger)
Zufallsvariablen bezeichnen (wobei flir N = O die Summe eben-
falls als O erkldrt sei). Wir wollen uns daher abschlieBend
mit der Frage beschidftigen, unter welchen Bedingungen etwa an
die wahrscheinlichkeisserzeugende Funktion bn und die momenf—
erzeugende Funktion by auch die momenterzeugende Funktion 12%
existiert, um auch flir diesen allgemeineren Fall Abschdtzun-

gen der Art der S&tze 2.1, 2.2 und 2.3 zur Verfligung zu haben.

Lemma 2.2. Unter den obigen Voraussetzungen gilt: Existiert

%*
wN fiir ein 6N > 1 und wY fiir ein §

z. B. fir GX > 0 mit

3 3 *
Y > 0, so existiert wx

5, (8,-1)8
Yo m ¥ (2.27)

e
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und fiir t < GX gilt

VR (E) = vglug (1)), (2.28)

Beweis. Analog dem Beweis zu Lemma 2.1 erhdlt man bei Ent-

wicklung nach nur einem Glied

* t *
O <y (B <+ e TEn YOy

§
t ¥ Y
<1+ 3, vy (8y) fir |t] < - - (2.29)
Fir t = 6x aus (2.27) ergibt sich dann
“(t) <1+ (8 5
0 < bylt) <1 + (8.-1) = 8,

*
so daB by an der Stelle wY(sx) existiert und damit auch
WN(W;(t)) fir t < 6,. Fir diese t gilt aber

* _ * N, _ B n =
Yy (8)) = E(hy (6)7) = | v (e)"P(N =n)
n=0
n
- - t ) Y,
= JEEMm=n) = § E(e X" H)pm=n)

n=0 n=0

)

t] vy

LYy

E (e k=1 ) = ¢;(t).

Damit ist das Lemma bewiesen.

Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.2 existieren gemds
Lemma 2.1 natlirlich s&mtliche positiven Momente von N und Y

(und damit auch von X); es gilt dann etwa
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E(X)

E(N)E(Y) (2.30)
und

V(X) = E(N)V(Y) + V(N {E(Y)}? (2.31)

(vgl. Chung (1962), Lemma 3).
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III. Wahrscheinlichkeitstheoretische Darstellungssétze
flir stark stetige halbgruppen linearer Operatoren

Wir betrachten im folgenden stets %;—Halbgruppen {t(t) |t > o}
von Endomorphismen eines Banachraumes ¥ mit den durch (1.26)

gegebenen charakteristischen Konstanten M > 1 und w > 0.

Zundchst wollen wir anschaulich erliutern, in welchem Zusammen-
hang das in Kapitel I. 1 vorgestellte Gesetz der groBen Zahlen
(satz 1.1, satz 1.2) mit den sogenannten Darstellungssitzen fir
Halbgruppenoperatoren steht. Sei dazu {Xn; n € N} eine Folge
reeller, unabhingiger, identisch (wie X) verteilter Zufalls-
variablen mit E(X) = §; dann gilt insbesondere

2

x - gl

- 1
X = n b ¥

n k

| 13

1

oder geméﬁ der Definition der Verteilungskonvergenz:

E[g(X )] = fgap " » fgar® = g(&) (3.1)

fiir alle Funktionen g € CB(IR).

Der von Bernstein 1912 gefundene Satz ist somit (in einer ab-
geschwichten Version) ein Spezialfall von (3.1), denn wihlt
man fir Px eine Binomialverteilung B(1,£) (0 < £ < 1), so er-

gibt sich:

n
Elg®)] = L a& M 0-0™* s g0 v @
k=0

(punktweise) fiir alle g € c[o,1]. (3.2)

(Der urspriingliche Satz von Bernstein garantiert sogar gleich-

méBige Konvergenz.)
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In diesem Abschnitt soll nun u. a. gezeigt werden, daB gewisse
Darstellungssdtze fiir Halbgruppenoperatoren genau von der Form
(3.1) sind, wobei man die Funktionen g € CB(IR) durch die
X-wertigen Abbildungen T(.)f mit £ € 2 ersetzt, und die Fr-
war tungswerte als Pettis-Erwartungen auffaBt. Man gelangt dann
zu einem schwachen Gesetz grofier Zahlen fiir Halbgruppenopera-
toren:

X
E[T(X)£] = [T(.)fdP " » T(E)E (n > =) (3.3)
(im Sinne der Norm-Topologie) fiir alle f € £ und geeignete
zZufallsvariable X, X20. Heuristisch gesehen kann die linke
Seite von (3.3) dabei wegen der Unabhingigkeit der Zufalls-
variablen noch gem3n

_ n Xk n Xk X n
E[T(X)] = [T r()] = TE[T(] = (E[T]) (3.4)
k=1 k=1

umgeformt werden, sofern die Operatoren E[T(fn)] bzw. E[T(é)]
geeignet definierbar sind. Dies 14Bt sich jedoch nicht im
Sinne des in Kapitel I. 1 vorgestellten Pettis-Integrals be-
werkstelligen, da bei nicht gleichm3#Big stetigen %b-Halb—
gruppen i. a. die &#(%)-wertige Abbildung t + T(t) nicht ein-
mal (Borel-) meBbar ist (im Gegensatz zum gleichmidBig stetigen
Fall, wo t + T(t) stetig und damit auch mefSbar und separabel-
wertig ist; vgl. auch Theorem 10.2.1 bis 10.2.3 in Hille-
Phillips (1957)).

Der hier angesprochene Problemkreis ist zuni&chst Gegenstand

des folgenden Kapitels.

I1I. 1 MeBbarkeits- und Existenzprobleme

Satz 3.1. Es gelte lim inf lT(t) -T(t )|l > 0 fir ein t_ > O.
tlto
Dann ist die Abbildung T(.) weder (Borel-) meBSbar noch sepa-

rabelwertiqg.
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Beweis. Zundchst ist die Abbildung T(.) injektiv in einer
Umgebung der Null, da es anderenfalls Folgen {sn; n € IN} und
(tn; n € IN} gibe mit O < s, < t, t +0und T(sn) = T(tn)’
Es bezeichne hn =t -s ; ferner sei ¢ > O. Dann gilt fir ge-

n “n
niigend groBe n > n(e) (so daB sy < €)

T(e) = T(s JoT(e-s ) = T(tn)oT(e'sn) = Tle+h ) (3.5)
und damit auch
T(e) = T(e +k h ) fUr alle k € IN, n > n(e). (3.6)

Sei nun t > ¢, dann gibt es Folgen {km; m € N} und
(nm; m € IN} natiirlicher Zahlen mit

km -hnm > t-e, m > o, (3.7)

Wegen der Stetigkeit von T(.)f filr alle f € & folgt somit auf-
grund von (3.6)

ﬂUf=IMTh+H“%)f=TRH,fG£ (3.8)
m> m
und damit T(t) = T(e) fiir alle t > €.
Insbesondere folgt hieraus T(%) = T(e) flr alle n € IN, wenn

jeweils e durch % und t durch e ersetzt wird. Damit ist aber

£ = lim T(S)f = T(e)E, £ €. (3.9)
n>wo n
Da e¢ beliebig war, ergibt sich somit T(.) = I im Widerspruch

zur Bedingung lim inf [[T(t) —T(to)“ > 0. Letzteres impliziert,
) tit

das (von to abh&ngige) §, ¢ > O existieren derart, das

inf fT(t) -T(t_ )] > c. Dann gilt aber auch fiir jedes
(o] —
to<tito+6 :

s € [o,t )] mit h=t -s

inf  |jT(t)-T(s}] =|_|T67ﬂl_ inf  JlT(t)-T(s)|| [T(R)|

s<t<s+é s<t<s+$
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> % N inE IT(e+h) =T (s+h) ]|
s<t<s+é
1 _mto *
>Fe inf  |IT(0)-T(t )] =: ¢ > 0. (3.10)
t0<tit0+6

0. B. d. A. kann § so klein angenommen werden, daB & < to und
T(.) injektiv in [0,6] ist. Dann impliziert (3.10) sofort
ITey-Ts)| > c” fur s,t € [0,8] mi. s + t. Sei nun N C [0,8]
eine nicht-borelsche Menge (eine solche existiert stets).

Dann besteht wegen der Injektivit#t T(N) aus Uberabzihlbar
vielen isolierten Punkten mit paarweisem Mindestabstand c* >0,
d. h. insbesondere ist T(N) abgeschlossen (und damit borelsch),
aber nicht separabel. Wegen der Injektivitdt ist nun

N =[0,6]nT§1(T(N)), d. h. es existiert eine Borel-Menge aus
A(&(Y)), deren Urbild keine Borel-Menge aus #(IR') ist. Damit
ist T(.) nicht meBbar.

Man beachte, daB die in Satz 3.1 angegebene Bedingung eine
etwas stirkere Form der Unstetigkeit der Halbgruppe (beziig-
lich der gleichm&Bigen Operatortopologie) bedeutet.

Beispiel 3.1. (Halbgruppe der Linkstranslationen)

Es bezeichne UCB(IR) den Raum der gleichmifiig stetigen,
reellen, beschrinkten Funktionen auf IR. Die Halbgruppe der
Linkstranslationen {T(t) |t > 0} ist definiert durch

T(t)f = £(.+t), £ € UCB(IR), t > O. (3.11)
Wie man sofort sieht, ist {T(t) It 1’0) eine Kontraktionshalb-

gruppe (d. h. es gilt [JT(t)] 1 fiir alle t > O); dariiberhin-

aus gilt

2, t s
fT(e)-T(s)] = fir s,t > O. (3.12)
0o, t

]
0n
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Man braucht dazu fiir o. B. d. A. 0 < s < t nur die Funktion
f € UCB(IR) mit

-1, x<s
f(x) = +1 , x>t

linear, sonst
zu betrachten; es gilt dann ||f]] = 1, also
2 = T E-T(s) £} < IT(t)-T(s)] < 2 (3.13)

(letzteres aufgrund der Dreiecksungleichung). Hier ist also
insbesondere die Voraussetzung des Satzes 3.1 erfilllt, so das

T(.) weder meBbar noch senarabelwertig ist.

.

Man beachte jedoch, daB sogar im Falle des Satzes 3.1 die (zu-
fdllige) Operatorabbildung T(X) : Q2 » £(g) stets (Borel-) meB-
bar und separabelwertig ist, wenn X > O diskret ist, da dann
T{(X) nur abzdhlbar viele Werte annimmt und jede abzihlbare
Teilmenge eines Banachraumes borelsch ist. In diesem Fall

sind die in (3.4) auftretenden Erwartungswerte Pettis-Integra-
le im Sinne von Kapitel I. 1. Um den allgemeinen Fall behandeln
zu kdnnen sowie die Existenz der in (3.3) auftretenden Integra-

le zu sichern, bendtigen wir folgendes

Lemma 3.1, 1Ist X eine nicht-negative Zufallsvariable, deren
momenter zeugende Funktion w; an der Stelle der charakteristi-
schen Konstanten o existiert, so existiert auch E[T(X)f] fir
jedes £ €4, und es gilt

lefraoelll < sfirasl] < miehgo. (3.14)
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Beweis. Da wegen (1.25) die Abbildung T(.)f fiir jedes f €
stetig ist, ist T(.)f auch (Borel-) meBbar und separabelwer-
tig, entsprechend fiir T(X)f. Gem3B den Ausfilhrungen in Kapi-
tel I. 1 existiert E[T(X)f] also z. B., wenn ||T(X)f| integrier-
bar ist; wegen (1.19) ist aber dafiir die Existenz von w;(m)

hinreichend, denn

ellraoel] < m e e = Moy .

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.1 148t sich damit all-

gemein ein Operator E[T(X)] wie folgt festlegen:

Definition. Der durch
E[T(X)]f := E[T(X)£], £ e (3.15)

eindeutig bestimmte Operator E[T(X)] heiBt (ebenfalls) Erwar-
tungswert von T(X) (auch wenn die Abbildung T(X) gegebenen-
falls nicht meBbar ist!).

Aus (3.15) ist sofort ersichtlich, daB E[T(X)] linear ist;
wegen (3.14) ist E[T(X)] sogar beschrinkt (also € £(2)) mit

IE[TOTE < Myg o). (3.16)

Ist X diskret, existiert also nach der obigen Bemerkung
E[T(X)] als Pettis-Integral J, so fi#llt der durch (3.15) ge-
gebene Erwartungswertbegriff hiermit zusammen: Wegen J € £(7)
ist J ein beschridnkter linearer Operatbr auf & ; andererseits
wird fir jedes £ € ¥ und £' €4 " durch F(s) := £ (S(£)),

S € £(9) ein beschrdnktes lineares Funktional F € )" de-
finiert mit [IF| ivﬂf*"ﬂfﬂ, so daB
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*
f (J(£))

F(J) = BE{F(T(X))]

e[f (T(x)6)] = £ (B[T(OE]) (3.17)

gilt, also nach einer Folgerung zum Satz von Hahn-Banach

J(f) = E[T(x)£] = E{T(X)]£, also J = E[T(X)] im Sinne von
(3.15) gilt. (3.15) ist somit also eine echte Erweiterung des
Pettis-Integrals.

Der folgende Satz untersucht nun die flir (3.4) wesentliche
Vertauschbarkeit von Erwartungswert- und Produktoperation im

Falle unabhingiger Zufallsvariablen.

Satz 3.2. X und Y seien nicht-negative, unabhingige Zufalls-
variablen, flir die w; und w; an der Stelle w existieren mdgen.
Dann existieren E[T(X)], E[T(Y)] und E[T(X)oT(¥)], und es gilt

die Beziehung

E[T(X)oT(Y)] = E[T(X)]oE[T(W)]. (3.18)
Beweis. Wegen w;+y(m) = w;(m)w;(w) existiert nach obigem
neben E[T(X)] und E[T(¥)] auch E[T(X)oT(¥)] = E[T(X+Y)]. 2u
zeigen bleibt die Gleichheit in (3.18). Diese ist bewiesen,
wenn

£ (E[T0JoE[T(M I E) = £ (E[T(X+Y) ] £) (3.19)

fiir alle f € L und £ €4 nachgewiesen ist. Seien also f €%

und £ €:f*. Dann wird aber durch
g (g) = £5(E[T(0]9) = £ E[T(Xg]), g €7 (3.20)

*
ein beschrédnktes lineares Funktional g* €4 definiert mit



o™l < He'HelTeo]l

I A

e My () . (3.21)
DefinitionsgemdB gilt nun

£ (E[T(] oe[TmE) = g (E[T(V)]E)

[

g E®[rvE]) = elg" (Tt

fa" iy erp¥ay) = [e* (E[T0TO) £])pY (ay)

Je[e*(rTy) o) ] pY(ay)

]

[{£5 (TG T () £)pX (ax) pY (ay)

[Ie% (rix+y) ) BV (ax, ay)

Je (T(xavyBrap = £ (E[T(X+Y) £])

£ (E[T(x+Y) ] £). (3.22)

Somit ist (3.19) und damit der Satz bewiesen.

Eine Verallgemeinerung der Beziehung (3.18) auf den am Ende

von Kapitel II angesprochenen Fall liefert das folgende

Korollar 3.1. Sei N eine nicht-negative ganzzahlige Zufalls-
variable und {¥y; k € W} eine Folge unabhidngiger, identisch

(wie Y > 0) verteilter (auch von N unabhingiger) Zufallsvari-
N

ablen; ferner sei X = 2 Yk’ Existieren dann w;(m) sowie
k=1

¢N(w;(m)), dann existieren auch EfT(Y)], b (E[T(N]) sowie

E[T(X)], und es gilt die Beziehung
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E[T(x)] = yy(E[T()]) = ] (E[T(1)])"p(N =m), (3.23)
m=0

wobei (E[T(¥)]}° = I zu setzen ist.

Beweis. Zundchst soll gezeigt werden, daB die rechte Seite
von (3.23) wohldefiniert ist, d. h. die dort auftretende Reihe

absolut konvergiert. GemdB Satz 3.2 ist aber fiir m > 1

m
fe[t) )™ = "E[T(kX1Yk)]" < myp” (0) = MW;(w)m; (3.24)

Y
1 k

Il ~18

k

wegen M > 1 gilt diese Beziehung damit auch flir m = 0. Damit
ist

M ] vy (0)"R(N =m)
m=0

1A

I HE[T] ™ (N =m)
)

=
= My by (w)) < =, (3.25)

also die Reihe absolut und damit auch im gewdhnlichen Sinne
(stark) konvergent, so daB der Ausdruck wN(E[T(Y)]) (formal)
sinnvoll ist und durch die Reihe dargestellt wird.

Zu zeigen bleibt also noch die linke Gleichheit in (3.23). Sei
dazu wieder f € & und f* efI*. Dann gilt wegen der Konvergenz
der Reihe ’

£ (E[T(X)]£) = E[£"(T(X)£)]

it

o m
L E[£7(TC ] ¥ )E)]P(N =m)
m=0 k=1

o m
§ETE[TC ] v )])P(N =m)
m=0 k=1

J £ UE[T(O])™E P(N =m))
m=0

it
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= ([ ] e[ty ™ (v =m) ] £), (3.26)
m=0

also E[T(X)] = § (E[T(X)]}™ P(N =m).
m=0

III. 2 Darstellungssdtze

Nunmehr kdnnen wir den fundamentalen.wahrscheinlichkeitstheo-
retischen Darstellungssatz formulieren, welcher als Spezial-
fall u. a. das obige schwache Gesetz groBer Zahlen fiir Halb-

gruppenoperatoren umfaBt.

Satz 3,3. Es sei {N(t) |t > 0} ein stochastischer ProzeB mit
den nicht-negativen ganzen Zahlen als Zustandsraum derart, daB
die erzeugende Funktion WN( ) des Prozesses fiir alle t > O an
einer Stelle 6 > 1 existiert und — N(T) fir 1+ » = stochastisch
gegen eine reelle Konstante ¢ > O konvergiert. Ist ferner Y > O
eine Zufallsvariable, deren momenterzeugende Funktion w; an
einer Stelle GY > O existiert derart, daB fiir ein r > 1 und

(w (X )) beschrinkt bleibt, dann ist fiir v >_2 mit &
N(t) =3y X

aus (2.27) wN(r)(E[T(?)]) ein beschrénkter linearer Operator
aus £(2) mit

T—vmy‘,

Y %W
Ty oy BT D < Moy g (3, (3.27)
und es gilt die Darstellung
. Y
T(g) = H: wN(T)(E[T(?)]) (3.28)

im Sinne der starken Operatortopologie mit £ = ¢ -E(Y).
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Beweis. Es sei {Yk; k € IN} eine Folge (auch von {N(t) |t >0})
unabhdngiger, wie Y verteilter Zufallsvariablen (eine solche
existiert stets). Dann wird durch

N{(T)

X(r) := [ ¥, >0 (3.29)

k=1
ein (zusammengesetzter) stochastischer ProzeB definiert, filir
den wir zunichst - unter den angegebenen Bedingungen - die
Gliltigkeit einer Version des schwachen Gesetzes der groBen Zah-
len, némlich

XD B, s o, (3.30)
zeigen wollen.
Wir zerlegen dazu KL%L geeignet in Summanden
o -2 1:%;1"1(“{;«1«(01 }';ukgu(x) Yk
1 N e} 1 ) Y. (3.31)

N(t)<k<zgr

wobei fiir Ereignisse C €. 1C die Indikatorfunktion von C be-

zeichne. Aufgrund von Satz 1.1 folgt zundchst

1 L, [ed i
N 1ikicryk o [l k£1 Yo r wEM =k we e (3.32)

im Sinne der fast sicheren Konvergenz (und damit auch stocha-
stisch); dabei bezeichne flir reelle x [x]|] die grdB8te ganze zahl,
die nicht gréBer als x ist. Zu zeigen bleibt also noch die
stochastische Konvergenz der restlichen beiden Summanden gegen
Null. Sei dazu € > O und O < §< ET%T . bann gilt zundchst ana-
log (3.32)

1 =6 - . -
< Y, =6 -5 ) Y, > §-E(Y), T~ (3.33)
Ct<ki(c+6)1 gr<k<gTHét

fast sicher (und damit auch stochastisch), so daB
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1

1 = 1 Y, > €)
{gt<N(1)} 1 rr<k<N(r) k =

P(

<plzrn(min & I ¥ > eh
© gr<ksN(r)

<P(rreN(O <+ TINE T vy s e 4 L.
T ogrck<N(r) C T

ve. + P(N(T) > (z+8)7)

v, > ) +p (M 5 rhs) 50, 1> o (3.34)

< P(1 =

gr<k<(z+68)t

N(:) gegen

t fir 1 + =, Die stochastische Konvergenz des zweiten Summan-

wegen (3.33) und der stochastischen Konvergenz von

den gegen Null folgt analog. Damit ist aber (3.30) bewiesen.

Flr v > = , also Yes
-3 T —

‘ : *owy %
. < Gy, existieren nun wY(?) = wx(w)

X
T

sowie gemdf (2.28) wN(T)(w;($)) = wN(T)(w;(m)), so daB wegen
T

Korollar 3.1 bzw. (3.25) flir diese 1 WN(T)(E[T(%)]) als be-

schrinkte Operatoren aus £(%) existieren mit

4 *
Pog oy EIT@ DI <M vy oy lod)s (3.35)
. T
dies ist aber gerade (3.27). Zu zeigen bleibt also noch die

Darstellung (3.28). Nun gilt aber fir jedes £ € 7 und t> fi
X

1A

X(t) r yent . * rw
EBUTEED D) < M vy GD

MENENT gy (g E2) 5 (3.36)

letzterer Audruck bleibt voraussetzungsgemdB fiir 1t + = aber

beschrinkt, so daB wegen Satz 1.5
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T(e) = 1im E[r(2)y) (3.37)
Troo
im Sinne der starken Operatortopologie folgt. Mit Korollar
3.1 ergibt sich also wegen E[T(gigl)] = wN(T)(E[T(%)]) gerade

(3.28).

Das folgende Korollar zeigt nun, wie aus Satz 3.3 Darstellungs-
sdtze der Art (3.3) in der durch (3.4) gegebenen Form gewonnen

werden kédnnen.

Korollar 3.2. (Schwaches Gesetz groBer Zahlen fiir Halbgruppen-
operatoren (Pfeifer (1982)). Es sei N eine nicht-negative ganz-
zahlige Zufallsvariable und Y > O eine Zufallsvariable derart,
daB by an einer Stelle 6 > 1 und wY an einer Stelle 6Y >0
existieren. Dann ist fﬂr n > éi mit s, aus (2.27) wN(E[T( =
ein beschrinkter linearer Operator aus (%) mit

Tog LTI D <M vy toy (2, (3.38)
und es gilt die Darstellung

T(£) = lim wN(E[T( )])) (3.39)

n-o

im Sinne der starken Operatortopologie, wobei £ = E(N)E(Y).

Beweis. Sei (Nk: k € IN} eine Folge unabhidngiger, wie N ver-

teilter Zufallsvariablen; setze

T
N(t) := } N, T > O. (3.40)

k'’

Dann gilt aufgrund des starken Gesetzes der grofen Zahlen
(Satz 1.1)



- 39 -

1 N(1) = ﬂtﬂ 1 (K3 .

T T[] k=

k * G := E(N) (3.41)

fast sicher, und es gilt ¢ =ngB so daB ¢ an der

N(t) N(t)
Stelle GN > 1 fiir alle © > O existiert. Ferner gilt aufgrund
der Abschdtzungen aus Lemma 2.1 flr jedes r > 1 und geniigend

groBe T

by 05 < Wl vp e 224 0 dy)
T

= w1 (rog e 2 4 O(Tiz)’)

«[<]) . ruw 1
\l)N (E(Y) r + O(T—z'))

{A

(]
(1+r-E(y) B2 +0(T%>)

4|
N ermcE(Y)'Tﬁm’ (3.42)

so daB wN(T)(w;(Eg)) beschrinkt bleibt fir t - =. Damit sind
aber die Voraussetzungen von Satz 3.3 erfiillt, so daB gemis
Korollar 3.1 bzw. (3.25) fiir v > &2 y(E[r(H]) € ) ist
X
*
mit o BTG D < M v vy (2)), und nach (3.28) folgt

T(E) = lim wN(T)(E[T(§)]) = lim {¢N(E[T(§)])}ﬂ'ﬂ. (3.43)
T

T+

Fiir die ganzzahlige Teilfolge erhdlt man somit die Beziehungen
(3.38) und (3.39).

Wihlt man in Korollar 3.2 N = 1 und Y = X, so erhdlt man un-~
mittelbar das schwache Gesetz groBer Zahlen fiir Halbgruppen-
operatoren (3.3) in der durch (3.4) gegebenen Form zuriick.

Andererseits ergibt sich die Beziehung (3.39) auch aus (3.3)
N

bzw. (3.4), wenn dort X = J Y, gesetzt wird (vgl. Korollar
k=1

3.1). Beziehung (3.39) ist also eine andere, dquivalente Dar-
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stellung der Beziehung (3.3), wodurch die Namensgebung
"Schwaches Gesetz groBer Zahlen fiir Halbgruppenoperatoren"
auch fiir Korollar 3.2 gerechtfertigt ist.

Wir wollen nun eine Verallgemeinerung von Korollar 3.2 auf

den Fall nicht-identischer Verteilungen angeben:

Satz 3.4. Seien {Nk; k € N} nicht-negative ganzzahlige Zu-
fallsvariable und {Yk; k € IN} nicht-negative reelle Zufalls-
variable derart, daB die erzeugenden Funktionen Yy v k € N

k

an einer Stelle &, > 1 und die momenterzeugenden Funktionen
w; , k € IN an einer Stelle GY > O existieren; ferner gelte
n
fUr ein £ > 0 E(N)-E(Y,) = ¢, k € IN, und TUy, (v (£2))
k k Nk Yk n

k=1
bleibe beschrédnkt filr ein ¥ > 1 bei n + =, Ferner gelte

L 1R vy ' ;B VYY)
im — — = lim —5 By = 0. (3.44)
n->e n2 k=1 {E(Nk))2 n-+e n2 k=1 E Yy

s

Y
Dann sind filr n > 2 mit 6, aus (2.27) ¥ (E[T(-£)]) operato-
% k n

ren aus £ () nmit

Y
g k * W
Ilek(E[T(—n—)])II LMoy Gy () ke m, (3.45)
und es gilt die Darstellung
n Yk
T(E) = lim JUyy (E[T(—n-)]) (3.46)
n»e k=1 "k

im Sinne der starken Operatortopologie.

Beweis. O. B, d. A. kdSnnen die {Nk; k € IN} als unabhdngig
angenommen werden, da lediglich die Verteilungen dieser Zu-

fallsvariablen sowie deren erzeugende Funktionen eine Rolle
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spielen. Ferner seien fiir k € N (ij; j € W)} identisch wie
Yk verteilte Zufallsvariablen, die in ihrer Gesamtheit (auch
von den Nk’ k € IN) unabhéngig seien. Definiere (unabhingige)

zufallsvariable {Zk; k € W} durch

Ny
Z, = jLij' k € IN. (3.47)

Dann existieren gem3Bf Korollar 3.1 bzw. (3.25) die Operatoren

8

Zk Yk )
E(T(=)) = ¥y (E[(T(50]) in @) fir n > = mit
k X

| (e EN, x
Ika(E DI <m WNk(ka ), ke m.

Wegen E(Z,) = E(NJE(Y,) = E und
_ 2
vz ) = BE(NIVIY,) + VIN) {E(Y,)]}7, k € W

gem8B8 (2.30) und (2.31) besagt (3.44) also in dquivalenter

Form

n
lim Lz I vz =o. (3.48)
n+*> n- k=1

Nach dem schwachen Gesetz der groBen Zahlen konvergiert damit
'3
t= — 2

nCy k
zu Satz 3.3 flir jedes f € X

n stochastisch gegen £; ferner gilt wie im Beweis

- X
E(lTz ) E[7)

IS

M £ gy (wr)
n

pu

MELENT TUwyg vy (25)), nem,  (3.49)
k

k=1 "k

was nach Voraussetzung bei n » » beschrinkt bleibt. Mit Satz

1.5 und wegen

_ n Yy
E[T(Z )] = JUE[T(=)] (3.50)
n k=1 n

gem3B Satz 3.2 folgt nun die Behauptung.



Man beachte, daB im Fall Yk 2 Y, k € N die entsprechende
Version von Satz 3.4 auch aus dem Satz 3.3 (etwa wie beim

Beweis von Korollar 3.2) gefolgert werden kann.

Wir wollen nun zeigen, wie durch Spezialisierung von Satz 3.3
und Korollar 3.2 die bisher in der Literatur angegebenen Dar-
stellungssédtze wiedergewonnen werden k&nnen. Von besonderem
Interesse sind dabei die Fdlle Y = £ bzw. Y = 1 (was zu den
sogenannten Hauptsdtzen erster Art fihrt) sowie der Fall ei-
ner Exponentialverteilung Ex(%) bzw. E¥(1) mit Erwartungs-
wert £ bzw. 1 fiir Y (was zu den sogenannten Hauptsitzen zwei-
ter Art fiihrt). Im letzteren Fall ist ndmlich fiir v > wf bzw.
T > W

R(

efrh] = £ e ey (L)ae = )

I r(E
11 13

bzw. “ (3.51)
E[T(%)] =1 R(1)

(man beachte, daB gemd8 Beispiel 2.2 yy(t) = 1/(1-gt), t < 1/¢
bzw. w;(t) =1/(1-t), t < 1 gilt). Wir formulieren daher fiir

diese wichtigen Spezialfdlle noch einmal

Korollar 3.3. Es sei {N(t1) |1 > O} ein stochastischer ProzeB
mit den nicht-negativen ganzen Zahlen als Zustandsraum derart,
daB die erzeugende Funktion WN(T) def Prozesses flir alle v > O
an einer Stelle 6 > 1 existiert und ;—N(r) flir vt - » stocha-
stisch gegen eine reelle Konstante § > O bzw. gegen die Zahl 1
konvergiert. Bleibt dann fiir ein r > 1 und © » «» der Ausdruck

row/t rwt/T . .
WN(r)(e ) bzw. WN(T)(e ) beschrinkt, so gilt

T(g) = lim g, (7))

Tr>

bzw. (3.52)

N(t)
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T(£) = lim ¢

T,

(&
Ny (T

Bleibt dagegen flir ein r > 1 und * + » der Ausdruck

X T R
*N(r)(T—rm’ bzw. wN(r)(?:Fﬁf) beschrdnkt, so gilt

T(E) = i{f *N(‘)(rR(r))
bzw. (3.53)
_ 1 1
T(E) = :i? wN(t)(E R(E))

im Sinne der starken Operatortopologie.

(Man beachte, daB aus Monotoniegriinden unter den fiir (3.53)

gemachten Voraussetzungen auch (3.52) gilt.)

Korollar 3.4. Es sei N eine nicht-negatjve ganzzahlige Zu-
fallsvariable derart, daB die erzeugende Funktion wN an einer
Stelle § > 1 existiert und E(N) = £ > O bzw. E(N) = 1 gilt.
Dann gelten die Darstellungen

T(E) = Um (9 (TH)I™ = 1im (ugtn R(MI" (3.51)
ns>mo nsm
baziehungswelise
T(E) = Lim (g (T(H)1™ = 1im (9 (2 R(E)" (3.55)
n-+oo n-eo h hd

im Sinne der starken Operatortopologie.

Beispiel 3.2. Es sei (N(1) |t > 0) ein Poisson-ProzeB mit
Parameter £ > O bzw. mit Paramter 1. Dann gilt bekanntlich
%N(x) + t bzw. 1 fast sicher (und damit auch stochastisch) fiir
1 + ~, Ferner existiert *N(r)(t, = e'E(t—') S fir

jedes t > O, und es gilt fiir jedes u,v > O
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w, (3.56)

X T s uvt, _
lim exp(u1(T_V -1)) = lim exp(?:;) = e
T3 T

Damit sind die Voraussetzungen von Korollar 3.3 erfillt, so
daB (Hille)

. A
T(E) = lim exp (ex[T(})-1]} = Lim e /7
T o T+®
EA
T(6) = lim exp (1[1(}) -1]} = Lim e /7 (3.57)
T->o T

bzw. (Phillips)

T(g£) = lim exp {ETZR(T) -E11}
T
) .
T(E) = lim exp {5 R(%) -1I}. (3.58)
e T g

Die folgenden Beispiele sind nun sdmtlich von der Form (3.3)
des schwachen Gesetzes der groBen Zahlen fiir Halbgruppenope-
ratoren mit der durch (3.4) gegebenen Darstellung.

Beisgpiel 3.3,

1) Ist N binomialverteilt Uber {0,1} mit Erwartungswert
£ € (0,1), dann existiert wN(t) =1-¢g+Et fir jedes t > O,
also gilt (Kendall)

. 1,.,n . (4 n
T(Eg) = lim ((1-g)I+£T(=)) = lim (I +2A ) (3.59)
e n - n"1/n
bzw. (Chung)
T(E) = lim ((1-£)I +&n R(n))", (3.60)

n-+w

2) Ist N binomialverteilt Uber {0,1} mit Erwartungswert % und

Y = 2¢ bzw. exponentialverteilt mit Erwartungswert 2¢(, dann

s s 1.1 . * 2et
existiert y (t) = s+5t fiir alle t > O sowie y (t) = e



3)

4)

5)

~ 45 -

fir alle t > 0 bzw. by(t) = (1 -266)7" fir € < 6, mit

6Y < 7%, also gilt
. 1 1.¢2E,,N 1 =
T(E) = lim (5 I+ =T(=)) = 1lim (I tsp A (3.61)
N 2 2 n Nnoo 25/"
bzw.
T(E) = lim (5 I+ T'R(T—)) (3,62)
n-o>o

Ist N binomialverteilt liber {0,2} mit Erwartungswert 1,
1,1.,2

dann existiert Y (t) = 5+5t" fiir alle t > 0, also gilt
Coqs 1 1,26, ,n _ 1 yn
T(E) = lim (7 I+-§T(17)) = 1lim (1 +——-A2£/n (3.63)
n-+e n->eo
bzw.
T(E) = Lim (314 32 R(EHD" (3.64)
n-s>o

Ist N geometrisch verteilt mit Erwartungswert £ > O, dann

existiert WN(t) = (1 +¢ —Et)_1 flr £ < 8y mit S < 1<+;,

also gilt (Shaw)

v 1,,-n _ .. _E -n
T(E) = :rlx—l*:’l I+ T-ET() 7" = }lir_r: (T -2n,,0) (3.65)
bzw. (Chung)

T(E) = lim ((1+£)% -~&n R(n)) ™. (3.66)

noe>o

Ist N geometrisch verteilt mit Erwartungswert 1, dann
existiert g (t) = (Z—t)_1 fUr t < &y mit &y < 2, also gilt

(Shaw)

T(g) = lim (21 -7(2) ™" = Lim (1 —%Ag/n)‘“ (3.67)

n-o n-+o

bzw.
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T(g) = lim (2I -2 R(Z)H™™. (3.68)
n-+o 14 3

6) Ist N = 1, dann existiert wN(t) = t fiir alle £t > O, also
gilt (Post-Widder)

T(g) = lim (%-R(%))“. (3.69)
n-se

7) Ist N = £ ganzzahlig, dann existiert wN(t) = t* fur alle
t > 0, also gilt

T(g) = lim (n R(n))"E. (3.70)

n-+o

8) Ist N = 1 und Y Gamma-verteilt mit Parametern 8 = 1 und

Yy = & (vgl. 2.15), dann existiert w;(t) = (1—t)_5 fiir
t < by < 1, also gilt
T(E) = lim (—%f— ? t57le Mt e (L) ar)” (3.71)
n+o r(g) [s) : : :

Dies ist eine andere Form von Satz 4 b in Butzer-Hahn (1980),
welche wegen (1.35) flir ganzzahlige £ auch mit (3.70) zu-

sammenfdllt.

Die Darstellungsformeln (3.61), (3.62), (3.64), (3.68) und
(3.70) wurden bisher - trotz ihrer groBen Artverwandtheit mit
den ilibrigen Beziehungen des Beispiels 3.2 - nicht in der Lite-

ratur erwdhnt.

Man beachte, daB8 sich in den Fdllen 2) und 3) dieses Beispiels
unter verschiedenen Voraussetzungen dieselben Hauptsidtze erster
Art (3.61) und (3.63), jedoch unterschiedliche Hauptsitze
zweiter Art (3.62) und (3.64) ergeben.

In den obigen Darstellungssdtzen trat bisher der infinitesima-
le Erzeuger A der Halbgruppe nur in Form der Resolvente
R(A) = (A1 —A)~1, > > w auf, da A in der Regel unbeschridnkt

ist und daher z. B. die Betrachtung naheliegender Grenzwerte
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wie etwa lim (I-+55)n (motiviert durch die durch (3.57) be-
n

n+e
schriebene exponentielle Struktur der Halbgruppe oder auch die

Beziehung (3.59)) i. a. nicht sinnvoll ist (vgl. hierzu auch
eine entsprechende Bemerkung in Hille-Phillips (1957), Seite
352). Fiir die Existenz solcher Grenzwerte wird man also in der
Regel die Beschrédnktheit von A (bzw. dquivalent die Stetigkeit
der Halbgruppe beziiglich der gleichm&Bigen Operatortopologie)
voraussetzen milssen. In diesem Fall kann die in den bisheri-
gen Darstellungss&dtzen zugrundeliegende starke Konvergenz
durch Konvergenz im Sinne der gleichméBigen Operatortopologie
ersetzt werden, und es 1&dBt sich ein dem Korollar 3.4 ent-
sprechender Darstellungssatz formulieren, indem die dort auf-
tretenden Halbgruppenoperatoren durch abgebrochene Taylorent-
wicklungen ersetzt werden. Zum Beweis des entsprechenden Satzes

benGtigen wir

Lemma 3.2. Sei 4 eine Banach-Algebra mit Produkt o und Eins-
element I, und U und V € . seien kommutierbar (d. h. es

gilt UoV = VoU) mit ||v]l > 0. pann gilt fiir K:= max(1,[u])
und alle n,m € IN

(3.72)

m ' m n"V"
n 1k, n 1  ky,n-1 e -1
U ( = V) < Jlu- — V ||k = .
" k£0 bl E kT Vil

Dabei sei vereinbarungsgemdB vO .= 1.

Tk T o K
Beweis. Sei V= ) w7 Vo ound v o= kz "T v, m € ™. Dpann
k=0 X! 20 X!
gilt fiir n € N
m n-1
-k-1 k
nu“-(kzo N I L kzouu“ (u-v_)v¥|
n
n-1 v -1
n-k-1_k n-1 'm
PR R TR T

not eV,
T

A

u-v Ik
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Im Falle ¥ = &{(4) 148t sich damit folgender Darstellungssatz

formulieren:

Satz 3.5. 1Ist der infinitesimale Erzeuger A der Halbgruppe
beschrédnkt und N eine nicht-negative ganzzahlige Zufallsvari-
able derart, daB die erzeugende Funktion wN an einer Stelle

§ > 1 existiert, so gilt fiir jedes m € IN:

m
1.tk . tlall
wN(kgo ET(E-A) ) ist fir jedes t > O und n 3~log 5 ein be-

schrinkter linearer Operator aus &(2) mit
T 1.tk t/n ||a|
1|¢N(k£0 GEM I < uyle ), (3.73)

und es gelten die Beziehungen

T(¢g)

m
lim {wntkgo E-}(%)k))", falls E(N) = £ > O (3.74)

n-+o

T(E) = lim (¥l 'f 1?1“56"
n+e k=0

%117, falls E(N) = 1 (3.75)

im Sinne der gleichmdBigen Operatortopologie.

Beweis. Filr m € IN und t > O ist

t
m m =l
1,t k 1,t k n
I} a7 < I w6 ah” <e , n € 1IN,
k=0 k! 'n k=0 ki'n =
tllal T4tk
so daB fUr n > Taé~§ gilt: “kzo G I <&, also
Ttk
Iy ) kTG A) ) in £(2) existiert mit
k=0 ** "

) etj/n"A"p(N =3)
j=0

A

T o1tk
ot ¥ Ea
N Ko kT'n

- E(et/n“A"N) t/n"A").

= ¢N(e
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Sei nun {Nk; k € IN} eine Folge unabhdngiger, identisch wie N
verteilter Zufallsvariablen; ferner bezeichne ﬁh 1=~ z Ny
k=1

GemdB (1.31) sowie der gleichmdBigen Stetigkeit der Halbgruppe
folgt nun zundchst im Fall E(N) = 1 mit Lemma 3.2

m
£ n 1.¢ k,,n .
o (T} -{wN(kzo e ™ O

fA

n N m n N
eglenedy -] FEnF D
k=0 °

lalF_ DE“A“ Ny

=l

| A

m
3 1.,E k
"T(H) -k—z.:o R—T(E A) " E(e

A 2elnIF,

[3 m
<« (2 - T(wfdu E(e
- m! o n E“A“

1m+1i!(ﬁ

m
Hall £ym E/nlAl w% (2]l alh
n

2y 112
Ial™ &.m _e/nlall _2ellal 85 Al “oy (8)
e e

T-_TT—(—) exp { } (3.76)
m+i)in ne (logG —Eléﬁ)

2¢ll A"

fir n > Tog &

gemdB Satz 2.1. Es ist also

m

1.& ky,n 1
I (TENN™ = (o ] S ER N = 0D

N n N k=0 k!'n nm

fir n > », so daB wegen der linken Gleichheit in (3.55) nun
die Beziehung (3.75) folgt. Der Beweis fiir den Fall E(N)} = ¢

verliuft analog, in dem in (3.76) £ = 1 gesetzt wird.

Satz 3.5 ist eine Verallgemeinerung eines entsprechenden Satzes
fir m = 1 in Pfeifer (1983 b).
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In dem nachfolgenden Beispiel wollen wir zeigen, wie durch
Wahl spezifischer Verteilungen bekannte Halbgruppendarstellun-
gen bei beschrédnktem A wiedergewonnen werden k&énnen (Pfeifer
(1983 b)).

Beispiel 3.4.
1) Ist N binomialverteilt ilber {0,1} mit Erwartungswert
£ € (0,1), also WN(t) =1-£+E&t, t > 0, so gilt

T(E) = lim ((1-©)T+&e(r +2)N" = Lim (x +§A)". (3.77)

n-o n-s>o

2) Ist N geometrisch verteilt mit Erwartungswert £ > O, also

bg(t) = (1 +5-£)”) fir € < 1 *15" so gilt

T(E) = lim ((14E0)T —g(1 +2)) ™"
n->e«
. [3 -n . n n,,n
= 1lim (I -2 A) = lim (= R(2)) . (3.78)
n-—-ro n n-+wo [3 3

3) Ist N Poisson-verteilt mit Erwartungswert ¢ > O, also

vy (t) = eg(t_1), t > 0, so gilt

T(g) = lim exp {(nE(I +%-1)} = bR, (3.79)

n->eo

Man beachte, daB durch die letzte Beziehung auch ein wahrschein-
lichkeitstheoretischer Beweis fiir die bekannte Beziehung (1.32)
gegeben wird, da die in dem Beweis von Satz 3.5 in der Bezie-
hung (3.76) verwendete Ungleichung [T(t)| < et"A", t>o0

o. B. d. A. auch durch die stets gliltige Absch&tzung (1.26)

ersetzt werden kann.

Die Beziehung (3.77) fiir beliebige & > O ergibt sich natiirlich

auch sofort aus (3.75) mit N = 1.



Offensichtlich ergeben sich die Beziehungen (3,77), (3.78) und
(3.79) formal auch dadurch, daB in den Darstellungss&dtzen von
Kendall (3.59), Shaw (3.65) und Hille (3.57) die Operatoren

A bzw. A durch ihren Grenzwert A ersetzt werden.
1/n 1/t

III. 3 Umkehrsédtze

Wir wollen uns nun mit der Frage beschdftigen, ob bzw. unter
welchen Voraussetzungen allgemein Darstellungssétze von Halb-
gruppenoperatoren typischerweise stochastischen Charakter ha-

ben. Wir formulieren dazu

Satz 3.6. Es sei fiir ein £ > O *E eine in einem Intervall
[0,6] mit § > 1 analytische Funktion mit nicht-negativen
Koeffizienten und Y > O eine Zufallsvariable mit E(Y) = 1,
deren momenter zeugende Funktion w; an einer Stelle GY > 0
existieren mbge. Gilt dann fiir eine beliebige stark stetige
nicht-periodische Halbgruppe {T(t) |t > 0} mit ||T(t)]|] > O,
t > 0, die Beziehung

T(g) = lim P (E[TD]) (3.80)

n-»o

- also insbesondere etwa

T(€) = lim 4 (T(})  oder (3.81)
n-o h

T(g) = lim w{;‘(n R(n)) - (3.82)
n-o

so ist wg notwendig die erzeugende Funktion einer nicht-nega-
tiven, ganzzahligen Zufallsvariablen N mit E(N) = £, 4. h. in
diesem Falle gilt (3.80) bzw. (3.81) bzw. (3.82) fiir jede stark
stetige Halbgruppe und alle zZufallsvariablen Y mit den obigen

Eigenschaften.
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Beweis. Sei etwa . (t) = ] ak(i)tk fir 0 < t < § mit
k=0

a, () > 0, k > O. Dann ist wE(1) > 0, da sonst wg = 0, also
insbesondere ||T(£)|| = O wire im Widerspruch zur Voraussetzung.
a, (£)
k
In diesem Fall wird aber durch die Folge { . k> 0} die
v 1
Wahrscheinlichkeitsverteilung einer nicht-negativen ganzzahli-
gen Zufallsvariablen N gegebéen vermdge

ak(E)
P(N=k) = =gy + k > O. (3.83)

Ve
. wg
Damit existiert aber die erzeugende Funktion by = JETTY von

N etwa an der Stelle 8§ > 1, und bezeichnet { = E(N), so gilt

gemdB Korollar 3.2
T(z) = Lim ¢R(E[TH]). (3.84)
nseo

Fiir £ €2 mit |T(5)fll > 0 (ein solches existiert nach Voraus-

setzung) ist nun aber

o <lIT(erel = Lim IRl el
= lim {¢£(1))“H¢S(E[T(§)])fn, (3.85)
o
wobei
Lin hepETH el = frrel < = (3.86)

wegen (3.84). Dies bedeutet aber ¢5(1) > 1. Andererseits ist
fiir g €7 mit ||T(z)g] > 0 auch

= > |T(E)g| = lim (wg(1)}n“*;(E[T(%)])f“ (3.87)
n-se
mit
tim e[t Dl = gl > o, (3.88)
n-so

d. h. es gilt auch wg(1) < 1 und damit W£(1) =1, so daB
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Ve = ¥y 2u zeigen bleibt noch die Gleichheit ¢ = £. Sei etwa
£ -C

i

t + £, o. B.d. A. £ < E. Dann gilt mit ¢

It

T(g+e) = T(EIT(g) = T(L)T(e) = Tlg+e) = T(E), (3.89)
woraus folgt, daB die Halbgruppe die Periode ¢ besitzen miiBte

im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit ist der Satz bewiesen.

satz 3.7. Es sei ¢ eine in einem Intervall [0,5] mit & > 1
analytische Funktion mit nicht-negativen Koeffizienten und

Y > O eine Zufallsvariable mit E(Y) = £ > 0, deren momenter-
zeugende Funktion w; an einer Stelle AY > 0 existieren mdge.
Gilt dann flr eine beliebige stark stetige nicht-periodische
Halbgruppe {T(t) |t > O} mit [jT(t)} > 0, t > 0, die Beziehung

v

T(e) = lim " E[T(D] (3.90)

nNnreo

- also insbesondere etwa

T() = lim ¥ (1(})) oder (3.91)
n-+o

T(E) = lim y"(FR(F)) - (3.92)
n-e

so ist ¥ notwendig die erzeugende Funktion einer nicht-negati-
ven ganzzahligen Zufallsvariablen N mit E(N) =1, d. h. in
diesem Falle gilt (3.90) bzw. (3.91) bzw. (3.92) fir jede
stark stetige Halbgruppe und alle Zufallsvariablen Y mit den

obigen Eigenschaften.

Beweis. Analog dem Beweis von Satz 3.6, indem wg durch ¢ und
in den Beziehungen (3.84) bis (3.89) ¢ durch ¢ - £ ersetzt

wird.
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Satz 3.8. Es sei fiir ein £ > 0O wE eine in einem Intervall
[0,8] mit 8§ > 1 analytische Funktion mit nicht-negativen
Koeffizienten. Gilt dann fiir eine beliebige nicht-periodische
gleichmidBig stetige Halbgruppe {T(t) |t > O} mit beschrinktem
Erzeuger A und ||T(t)]] > 0, t > 0, die Beziehung

n, T 1 Ak

T(g) = lim WE( Z kT (E) ) (3.93)
n-so k=0

fiir ein £ > O und ein m € M, so ist wg notwendig die erzeugen-

de Funktion einer nicht-negativen ganzzahligen Zufallsvariablen

N mit E(N) = &, d. h. in diesem Falle gilt (3.93) fiir jede

gleichmdnig stetige Halbgruppe.

Beweis. Analog dem Beweis zu Satz 3.6, indem E[T(é)] durch

m
) f%(%)k ersetzt wird.
k=0 -

Die Sdtze (3.6) bis (3.8) sind eine Verallgemeinerung von
Theorem 1 in Pfeifer (1983 b).

Wie man sieht, lassen sich unter der Nichtnegativit&dtsbedin-
gung an die Darstellungsfunktionen wE bzw. ¥ der Sitze 3.6
bis 3.8 keine anderen als wahrscheinlichkeitstheoretische
Darstellungen der Form (3.80), (3.90) bzw. (3.93) finden; dies
ist auch der Grund dafiir, warum in der Literatur bisher nur

solche Darstellungen zu finden sind.

Die S&tze 3.6 bis 3.8 sind im wesentlichen Sdtze vom Bohman-
Typ (Bohman (1952), vgl. auch Kapitel 1.2.2 in Butzer-Berens
(1967)), 4. h. aus der Konvergenz flir bestimmte "Test"-Opera-
toren wird auf die Konvergenz fiir eine ganze Klasse von Opera-
toren geschlossen. Wegen der speziellen Struktur der Darstel-
lungssitze genligt hier dabei eine (im wesentlichen) beliebige
Test-Halbgruppe (im Gegensatz etwa zu Theorem 1.2.6 in Butzer-
Berens (1967), wo drei spezielle Test-Operatoren bendtigt wer-
den}.
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AbschlieBend wollen wir noch zeigen, daB ohne die in den S&tzen

3.6 bis 3.8 gemachten Nichtnegativit&dtsbedingungen auch
nicht-stochastische Halbgruppendarstellungen méglich sind, also
diese Bedingungen flir den stochastischen Charakter solcher Dar-

stellungen wesentlich sind.

Satz 3.9. Es sei wé(t) =1-¢g+Et fir € > 1. Dann gilt fiir
jede gleichmiBig stetige Halbgruppe {T(t) |t > O}

T(E) = lim ¢2(E[T(X)]) bzw. (3.94)
n-+o n
m
_ 1 n 1Ak
T(e) = lim w€<k£0 o G (3.95)

flir jedes m € IN, wenn Y > O eine Zufallsvariable mit E(Y) = 1
bezeichnet, deren momenterzeugende Funktion w; an einer Stelle

GY > 0 existiert.

Beweis. Es bezeichne 5§ = E[T(!)] bzw.
—_ n n K=o

T(t) = ™, t > 0 und ¥j(t) = 1+t +0(th, £+ 0 gilt

tim n(E[T(5)]-1) = 1im nyyR)-1) = A (3.96)

n-o>o n+e

und damit allgemein

A = lim n(Sn ~-1). (3.97)

n-+o

Sei nun v, = n(sn—I). Dann gilt

v
n ny _ E n _
leptsp-e ™ = +Ev )™ -(e

£/nvV_ n-1 k [4
<hr+fvo-e” P L lTeEv e
k=0
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I*

= v elv i
k n
<UL 2y nasiv e "
k=2
3eflv |
< % e n < % e4E“A" fiir genitigend groBe n. (3.98)
Wegen A = lim V_ ist aber auch
n-+o
£V
T(£) = e*® = lime ", (3.99)
n-o
so das
Y, on Vn n
T(E) = lim (e “+(¢p. (5 )-e )) = 1lim 9. (S ). (3.100)
n-so 3 n n-o 3 n

Damit ist der Satz bewiesen.

Man beachte, daB flir £ > 1 die Funktion wg aus Satz 3.9 keine
erzeugende Funktion darstellt! Als Erweiterung der Formeln von
Kendall (3.59) und Chung (3.60) erhilt man aus Satz 3.9 sofort
das

Korollar 3.5. Flir jede gleichmd&Big stetige Halbgruppe
{T(t) |t > 0) gilt fir alle £ > O:

T(5) = lim ((1-0)T +£T(I)" (3.101)
nse

T(g) = lim ((1-£)I +£n R(n))" (3.102)
n-so

im Sinne der gleichm&Bigen Operatortopologie.
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IV. Wahrscheinlichkeitstheoretische Abschitzungen

der Konvergenzgeschwindigkeit

In diesem Kapitel wollen wir mit Hilfe der in Abschnitt II
bereitgestellten Abschidtzungen fiir Momente bzw. momenterzeugen-
de Funktionen geeigneter Zufallsvariablen die Konvergenzge-
schwindigkeit der in Kapitel III vorgestellten allgemeinen wie
auch speziellen Darstellungssdtze untersuchen. Der hier gewdhl-
te Zugang basiert dabei auf einer durch (1.31) implizierten
allgemeinen (stochastischen) Taylorentwicklung der Halbgruppe
(bzw. der approximierenden Opefatoren) und unterscheidet sich
damit wesentlich von der in Butzer-Hahn (1980) gewidhlten
Methode, welche nur fiir Kontraktionshalbgruppen anwendbar ist

und auch nicht die bestmdglichen Resultate liefert.

IV. 1 Abschidtzungen unter Glattheitsbedingungen

Die hier u. a. vorgestellten Abschitzungen fﬁrE[T(in)]f -T(E) £
bzw. “E[T(in)]f ~-T(g)f] - also die Approximationsgiite im schwa-
chen Gesetz groBer Zahlen fiir Halbgruppenoperatoren, welches ja
auch die allgemeine Darsteliung des Korollar 3.2 umfaBt - be-
nutzen neben Momentabschdtzungen wesentlich den infinitesimalen
Erzeuger A der Halbgruppe und fiihren je nachdem, ob £ € D(A),
D(Az) oder D(Aa) vorausgesetzt wird, zu unterschiedlichen Er-
gebnissen. In den letzten beiden Fdllen wird dabei die best-
mdgliche Konvergenzordnung 0(%) erreicht, wobei die auftreten-
den Konstanten konkret durch geeignete Momente der zugrundelie-
genden Verteilungen bzw. Abschidtzungen hierfiir gegeben sind. '
Im letzteren Fall lassen sich sogar die bestmdglichen Konstan-
ten filr den die (exakte) Konvergenzordnung bestimmenden Term
angeben, wobei die Varianz der zugrundeliegenden Verteilung

eine zentrale Rolle spielt. Da die verschiedenen Darstellungs-
sdtze im wesentlichen durch Spezifizierung der Verteilungen

aus dem schwachen Gesetz grofier Zahlen fiir Halbgruppenoperato-
ren hervorgehen, lassen sich damit also - ohne Verwendung indi-
vidueller Methoden - unmittelbar konkrete, scharfe Abschdtzun-
gen der Konvergenzgeschwindigkeit in den einzelnen Darstellungs-

sdtzen angeben.
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Lemma 4.1. Fir £ € D(Ar), r > 1 und beliebige s,t > 0 gilt
' (t-s (t-u) "
T(t)£-T(s)f = 2 —-——T(s)l\ £+ I—r—-——T——-T(u)A fdu. (4.1)

Dabei ist vereinbarungsgem&B fiir s > t

(t- u)r—1

j “‘"“’ T(u)A fdu o--j ey T(w A" fdu. (4.2

Beweis. Die Beziehung (4.1) gilt aufgrund von (1.31) offen-

sichtlich fir r = 1. Angenommen, (4.1) sei fir ein r > 1 giil-
tig. Dann trifft dies auch fir r +1 zu, denn fir £ ex” una

£ e ™) gite

r-1

r _ flt- u)*
T(u) ATEdu) = i—(?—ﬂ—-—f (T(u) A¥£)du

*t —
£ (I(trg)

_—(t-w) "
r!

£ At | s J(t a‘-’-f (T(w) A¥£)du

s

’ r
- ——-—(trS) £7(T(s) ATE) +I(“t§:—)“ £ (AT(u) A" £)du

r t r
= S re)ate) 4 f*(i(t—;‘!"—ﬂu)z\“'fdu)

Y

= erdEsl s’ T(s) A°E + ji—t;—'f’—w(u) A" gaw), (4.3)
so daB damit auch

t r~-1

Jsu) v (u) AT £du

s r

(t-s)" r t(t—u)r r+1 (4.4)
= 7 —T(s)A'f +£—r.!—r(u)A fdu. .

Damit ist aber (4.1) auch fiir r +1 giiltig.
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Man beachte, daB sich flir s = 0 gerade die Beziehung (1.31)
ergibt.

Mit Hilfe von Lemma 4.1 kdnnen wir nun eine erste fundamentale

Abschdtzung beweisen.

Satz 4.1. Es sei X eine nicht-negative Ziufallsvariable, deren
*
momenter zeugende Funktion wx an einer Stelle Gx > O existieren

mége. Dann gelten flir £ > O die folgenden Beziehungen:

lejTx) £ -T(0) £

< miag] [“*E(Ix-c|) +u /E(x-0)* /w;(zm)], (4.5)
falls f € D(A) und ax > 2w;

E[T(X)]£-T(2)f = E(X-L)T(Z)Af +R, (£) mit

. jp—
IRy ()] < gnAzfu[ew‘E(x-;)2+m(s(x-c)4)3/4 /@;(4m)l, (4.6)
falls £ € D(Az) und 8y > 4o ;

E[T(X) J£-T(2)€ = E(X-0)T(0)AE + L E(x-0 2 (0)a? £ +R,(£) mit

P
IR, (6] < BIael [ “Etx-t ) v (m(x-0) 61273 /ot (30) ], (4.7

falls f € D(A3) und

xz_3m.

Beweis. GemdB Lemma 4.1 ist fiir £ € D(Ar) und s,t > O

t r-1
[(t;f) ; T(u)A"fdu eine (stark) stetige Funktion der Variablen
s !

s und t, also auch (Borel-) meBbar beziiglich s und t. Im ersten
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Fall gilt somit

X X 4
"E[{T(U)Afdu]“ = "E[1(x>§} {T(U)Afdu "1{x5;} iT(u)Afdu]“

X
EfT(X)]£-T(0) £ = E[h(u);\ fdul nit
4

X 4
< E[1{X>§,"{T(u)Afdu"] fE[A{XiC)"£T(u)Afdu"]

| A

X [4
wu wu
"Af"ME[1(X>§} {e du +1(Xi§} {e du]

[}

llAfllME[! (x>t} (x-t)e"X 1 xery (;_x)euﬂ]

Dachne | 1x-c] " -0 (e - |

+1{X>§

A

"Af“ME[]X—C'emE + (x-c)ze”x]

“1ixst)

S

IafmMieE(]X-2]) +w E[(X-;)zewx])

IatiMte e (|x-2]) + o / E(x-)* VE(2%))  (4.8)

| A

wegen eb -e? < (b-—a)eb fir alle a < b und der H8lder-Unglei-

chung. Hieraus ergibt sich aber sofort (4.7). Im zweiten Fall

erhdlt man analog zu (4.8)

mit

X
E[T(X)|£-T(g)f = E(X-¢)T(g)Af +E| [ (x-u) T (u)a%£du

[

X 2
E| [ (X=u) T (u)Aa“fdu
[
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X g
< ||A2f"ME[1 (xog) J(X-we”%du +1 (x<c) f(u—x)e“’“du]
. 3 - X :

X z
< ||A2f"ME|:1{X>C}e“’X [ (x-u)du +1 0 e f(u—x)du]
[4 X

{x:;)e

X

1 2w
'2-(X—C) e +1

]

2 ' 1 2_wg
In2elie 1, (xeg) FE0) %]

2_M 2_wt 2 X 4
IIa ng-E[xX-c) et 1 o) (X0 T )]
< %618 m(x-0) 2 + ur [1x-21 e*¥]}

R
< Ia% el e E(x-0) 2 +uiE(x-1) 3/ VAR

woraus (4.6) unmittelbar folgt.
Im letzten Fall erhdlt man analog

E[T(X)]£-T()f

X 2
= E(X-2)T(c)Af +%E(x-c)ZT(c)A2f+E[;1§:;l—-T(u)A3fdul

4

mit

X 2
||E[I~Q£:2£2— T (u) A3fdu] I
4

A

"A3f"ME[1 (x>1) %(x—c)3e“’x *1ix<r) %—(;—x)3e“"]

= "A3f"%{ech('x“C’3) +mE|(X—c)4ewx]}

L
< Il e xc] ) +uE(x-0) 81?3 J5(e3%) 1,

(4.9)

(4.10)



- 62 -

woraus (4.7) unmittelbar folgt.

Natlirlich kdnnen in den Abschdtzungen der Restglieder in Satz

4.1 auch andere H5lder-Konstanten verwendet werden; die hier u.a.
getroffene Wahl der vierten absoluten Momente von X - wird

sich jedoch insofern als niitzlich erweisen, als die entspre-
chenden Momente der in Beispiel 3.3 zugrundegelegten Vertei-

lungen in diesem Fall noch relativ einfach berechenbar sind.

Wegen der zentralen Bedeutung des schwachen Gesetzes grofler
Zahlen flir Halbgruppenoperatoren (3.3) fiir die einzelnen
Darstellungssitze wollen wir Satz 4.1 flir diesen Fall noch

einmal speziell formulieren:

Korollar 4.1. Es sei [Xn: n € IN} eine Folge unabhdngiger,
identisch wie X > O verteilter Zufallsvariablen, deren moment-

*
erzeugende Funktion wx an einer Stelle §, > O existieren mdge.

X
Bezeichnet dann & = E(X) und 02 = V(X), so gilt

le[T(X )]€ -T(E) €]

< mlagl[e"t L 4w /rx -6)? w;(z—“’n"/z] (4.11)
—_ A . n n
fir £ € D(A) und n > 22 baw.
X

lefT(x 1€ -Te) £l

(4.12)

4(-)2 !D;(n) i
s}
n

Wk o ,w 4Y2 1+
< Me ”Af“[;:‘*; - 3 vx(nlexp{—; o
n ne n "“‘E“)

60
*

vy (n)

ftir £ € D(A) und n > max(gg, ) mit O < n < 6y;
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lelTx )£ -1 €]

2
i%“l\zf" w E U +‘D{E(x _ }3/4{‘»* 4(1.\ }0/4] (4-13)

fiir £ € D(AZ) und n > %ﬂ bzw.

X
lelrx )] -re) €l
(4.14)
2 u 802 vy (n)
< g wg"A f“[ +o_ 8 8 ;% (W;(n)}3/2exp{—————-ia—7}
n/n e'e ne”(n -—5)
. 2 4y .
fiir £ € D(A”) und n > max(—, - ) mit 0 < n < 6X;
Y
s _ G« 2 s
E[T(X ) ]E-T()E = 3n T(E)ATE +R,(£) mit
Iry ol < e a2 22 L (yhn? .
n/n e/e n
3 2
VI 6w’ by (n) .
- +J% 39—5—1 ;% (w;(n)} exp{—--—§3—~7} (4.15)
n e n ne” (n ——~)
fiir £ € D(A3) und n > max(gf, ) mit 0 < n < 6 Dabei
kann ¢ noch durch vy ‘“’
o <2 L uin) mito < <8 (4.16)
n

abgeschédtzt werden.

Beweis. Die Resultate ergeben sich aus Satz 4.1 vermdge Satz
2.1 und Satz 2.3. Im Falle von (4.11) beachte man noch, daB

aufgrund der Jensen'schen Ungleichung

_ 2
{E(lih-ill)z < E(xn-g)2 =%,



- 64 -
also

gilt.

Man beachte, daB Beziehungen der Art (4.13), (4.14) bzw.
(4.15) in der Approximationstheorie auch unter dem Namen
"Voronovskaja-Bedingung" bekannt sind (vgl. auch Voronovs-
kaja (1932)).

Korollar 4.2. Unter den Voraussetzungen des Korollars 3.2

mit Gx aus (2.27) gilt:

IvpElr e -Tee) £l :Me"‘E"Af"[ L hgtngany + ...

A2
/n /e

2 *
4o P (D, (n))
4y2 1 * N 'Y
2SSty (n))exp{————r—z—}] (4.17)
n e n2 NTX nez(n -2
n
fir £ € D(A) und n > max(%?, ———J¥l——~o mit O < n < 84;
WN(WY(n))
g Y 2 14 1
legElr D - el < 5 e |a%e| [H s 7 v Loy () + ..
y 802y (v (n))
e B8 Ly el — 2t e
n/n eve n ne” (n -
fir f € D(Az) und n > max(gﬁ, ———131-——) mit O < n < & ;
n * - X
by (n))

vETS e -t

V (N)

) TIE)A’E +R, (£)
{E(N)}

= LEmv) +£2
2n
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mit

+ ...

5
3

45

— ) mit O < n < §_.
* R ¢
by ¥y (n))

fir £ € D(A3) und n > max(éf,

Beweis. Unmittelbar ersichtlich aufgrund der Korollare 3.2,
3.1, 4.1 und (2.30) bzw. (2.31) sowie (2.28).

Aus Korollar 4.2 ergeben sich durch die Spezifizierung

-p;(t) = ef bzw. w;(t) = 1—1_—t bzw. w;(t) = e bzu. w;(t) = 1

T-tg’
t geeignet auch sofort entsprechende Abschdtzungen flir die Be-
ziehungen (3.54) und (3.55) des Korollars 3.4, wobei jeweils
V(Y) = O bzw. V(Y) =1 bzw. V(Y) = 0 bzw. V(Y) = 52; eine ent-
sprechende Spezifizierung ist natfirlich auch fiir Korollar 4.1

mdglich,

Korollar 4.3. Unter den Voraussetzungen des Satzes 3.5 gilt:
Flir E(N) £ ist fiir £ € &

m
n 1,4k - 2
wN(kZO (@) VE -T(EVE = 5= VINIT(E)ATE +R, (£)
mit

1 _ialy.3.0f 2 3/3 4 3/2
IR (B)]] < ze A £l |—= —= ———(yy(8)} + ...
2 I < n/n e/e log~é N

2
3 sllall “yy(8)
2] 36 ¥4 1 2 N
e F —— vy(8)exp] Mo+ ...
n2 e2 log & N nez(log 8- gm%l)z-
(2 + )|l 8)|all 2y (5)
n N

(4.20)

Y f1m'"f“i e expl—y 2] 2
m : a™ ne” (log 6- o )
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3|A" 45

fir n > max‘logé’ E;TET);

fiir E(N) = 1 ist dagegen fiir £ €4
m 2
n 1,8 .k _E 2
va(kZO R A ) - T(E)E = 3= V(N)T(E)ATE +R, (£)
mit

i o3 3/2
Iryeol < fefrlyade [ 2 33 &y 5))¥20 .
2 - n/n e/é log~é N

3 2 Al 2
S S A} 22_;3 ?_5;—-w2(6)exp{ 26E I :g}:) 5 ] +...
n e log & N ne“(log & - ——%_n) -
1 2 2
m g(2 +)al secllal© vy (8)
A E,m n N
e TEETY l!fll(;) e 2} (4.21)

exp
nez(log §- ZE#&E)

fiir n > max(%ggll, $J¥%T).
N

Beweis. Satz 3.5, (3.76) und Korollar 4.2 unter Benutzung
der Tatsache, daB im vorliegenden Fall M = 1 und w = "A"

gewdhlt werden kann.

Qualitativ besagt also insbesondere Korollar 4.1, das

- M 2 02 1
le[r(X)]E -T(e) £l < 5e“ A f||~;‘-+0(7_) (4.22)
. nvn
fir £ € D(A%) und
02 2 1
lelTX)]e -Te) £l = 5= ITea)na"e] + 0(—) (4.23)
!‘l n

fir £ € D(A3) bei n + » gilt.

Dies bedeutet u. a., daB auch fiir f € p(AY) mit r > 2 die durch



- 67 -

(4.22) und (4.23) gegebene Konvergenzordnung 0(%) nicht ver-
bessert werden kann. Sogar die in (4.22) auftretenden Konstan-
ten k&nnen nicht verbessert werden, wie man am Beispiel der
Halbgruppe der Linkstranslationen (Beispiel 3.1) sehen kann:

dort ist ja wegen M =1, ¢4 = 0O

IT(era%e] = me®%)a’e| (4.24)

fiir £ € D(Az), so daB in diesem Fall in (4.22) sogar Gleichheit
gilt fir alle f € D(Aa) CID(AZ).

Wie man anhand der Beziehung (4.7) sehen kann, 148t sich auch
bei (nicht-trivialen) stochastischen Darstellungssdtzen von
anderer Form als (3.3) - etwa in der Art des Satzes 3.4 - keine
bessere Konvergenzordnung als 0(%) erreichen; entsprechend fiix
Satz 3.3 (vgl. auch eine #hnliche Bemerkung in Hahn (1980)).

Im folgenden wollen wir nun mit Hilfe von Satz 4.1 bzw. Korollar
4.1 und 4.3 noch explizite Abschdtzungen der Konvergenzgeschwin-
digkeit der in den Beispielen 3.2, 3.3 und 3.4 vorgestellten
Darstellungssidtze angeben. Wir beschridnkten uns dabei auf den
interessanteren Fall f € D(Az); die Fdlle f € D(A) bzw.

f e D(A3) sind natiirlich analog zu behandeln.

Korollar 4.4. Es gilt fiir £ > 0 in (3.57) (Hille)

EA
Iteere -e /g

3

T .

3 2
< %le"’{’ “A2f“ [% + 20 28 exp{gu—);-i e4m/t}] (4.25)

fir £ € D(AZ) und 1T >

VY| e

beziehungsweise in (3.58) (Phillips)

flreere _exp{EIZR(t) -et1)}E|
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< P—;'-e“’*:llAzfu [—2—T§-+6w et exp{%%;i}l (4.26)

T T

fiir £ € D(AZ) und v > max(16, 4ov).

Beweis. Fiir einen Poisson-Prozef {N(t} |t > 0) mit Parameter
E > 0 ist

BN —e0)t = 3622 wee < ag?e? (4.27)
fir « > %. Wegen
BN 502 = V() = g (4.28)
fir t > O und |
(o (8 = TN o, tem (4.29)

ergibt sich damit die erste Behauptung aus (3.57) und Satz
4.1, wehn dort X durch %-N(T) ersetzt wird. Man beachte dabei,

daB der Ausdruck {w1 (4(»))1/4 noch gem3f (1.7) durch
—-N(t)
*
TN T RANE R ORI LA e
-N(r)
duw/t 2
- eET/4(e -1) < exp{ET 4w E:T e4m/r)}
T
wE 2«)25 dw/t
= e exp(—fr— e ) (4.30)

abgeschdtzt werden kann.

Wihlt man dagegen X(t) wie in (3.29) mit exponentialverteiltem
Y mit Erwartungswert 1, so gilt

E(X(1) —£1)2 = V(X(1)) = 2&x (4.31)
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gemd8 (2.31), und wie im Beweis zu Satz 2.2 erhdlt man mit

(4.29) filr 1 > 1

E[(}x(:) - 5)4] <2 (e tenp( ) (4.32)
/? T-vT
wegen
v (t) = v, (votE)) (et (—) -1)
= =)) = explén -
1—X(T) N(t) "Y't 1 _t
T T
= exp{ } fir © > t. (4.33)

monoton fallend

Beachtet man noch, daB die Funktion t >
-/t

ist, so ergibt sich wieder mit Satz 4.1 und (3.58)

IT(E) £ —explEt?R(x) - ExI}E]

{A

y
2 2 4 V8 4
SaZel[e™6 260 S op(d £ i

e T T

1

PRt o L anl} s
T=

3

w

M 2 4
BaZelet 25 vou 2 exp(fegt i3 4| (4.30)
- YT

I A

fiir v > max(16, 4w) und £ € D(AZ).

Korollar 4.5. Es gilt fiir O < ¢ < 1 in (3.59) (Kendall)

IT(ere - ((1-p)1 + (1) )]

3 3
M 2 1- 2 1-£) 4 4
i_z_."A f"[ewﬁ £S_T]—£l+2‘u V—E_(T_é_ ((1_5) tte m/n)n/ ]

n



- 70 -

3 3 2
< gnAzfnewé[W_;ﬂuw 1/;5 U2E) . enp{2%t e“‘/"}] (4.35)
n !

2 1
fiir £f € D(A”) und n > m -6
bzw. in: (3.60) (Chung)

flTCe)f - ((1-£) T + £nrR(n) } "]

3
My a2y [L0E E(2-8) [(1+8) 4ug \ n/4
5||A £ll [e =SS0+ 250 -3 1+ =52 ]
l%Ilzxzflle“"g[5—(2;:—5—’—+25m 1/“:? exp{iuy ‘5‘)}] (4.36)

fiir £ € D(Az) und n > max(4o, 1%_%):

A

| A

filr £ > 0 gilt in (3.61)

Ireere -{3 1+ -T(ZE)]nfll

- 2 3
< %“Azf" ewE €—+Ew E (1_+_ 8wE/n n/4]
h i O A= A
3 2.2
< Ya2ee wﬁ[% 23t exP{in&eBW"}] (4.37)
n/n

flir £ € D(Az) und alle n € N
bzw. in (3.62)

(e € —{2 I+3—R( =) 17|

2 3
My 2 wg 3¢ £ 4wt \n/4
i E"A f“ [e —n—+353tu (1 +l’l BIA!E)

n/n
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2 3 2,2
M, 2 wE]3E |3
< EHA £l e [—;— + 353w'_;: exp{mamE ]
nvn

fir f € D(Az) und n > max(8uwg, 40)
bzw. in (3.64)

freere - {—I+——(-—R( )2} el

- 3
b—‘-"AZf"[ wE 25 +95u _E_ (1 + 4wEn -'80)252 )n/4]
2 2 2.2
nvn n“-8wtn +16w” g

1A

3
A2l S (2 1 g0 S expfau2e? 208ty |
n/n {n-4wt)

f A

fir £ € D(Az), n > max(4wg, 24);
fiir £ > 0 gilt in (3.65) (Shaw)

JT(e)E - ((1+E) 1 -»;T(:-‘-))'“fll

fA

n-4wte

fiir £ € D(AZ) und n > max(4w(1+¢), ETT%ET-+6)

bzw. in (3.66) (Chung)

I T(E)E - { (1+£)T - gnR(n) ) g

< WaZe oot E22E s 2 20g)® Siree) 0 s e

nyn

n-4(1+8)w

(4.38)

(4.39)

3 3
2% [ewz EAYE) 4, ]/25 Qe 4 _ge"“’/")'“/‘J
n

3 da/
< %"AZEHemE[E(1:€) + 20 l/gé (:+E) exp{4w £(1+E)e

](4 40)

n/4]
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2
M 3 4w 1
< 2"A2f|| [ (2+§) +4n n(2+g) (14£) exp{n-— E( +E)]] (4.41)

fiir £ € D(Az) und n > max (4w (1+£), T%_OE)'.
fir £ > 0 gilt in (3.67) (Shaw)

fTceye - (21 --r(;fl-) 1l

3
%"AZf"[mE 22 +8m_£__(2_e4w£/n)—n/4|

n/n

| A

| A

3 4uwE/n
S ] (4.42)

2
M"A £]f NE[ £ + 8w fi—-exp{Bmziz ————~—IEE7K}

n/n n-4wkte
fiir £ € D(AZ) und n > max(7, 6mE)

bzw. in (3.68)

frere - 21 -2 R(2))Y e
EE

A

2 3
My .2 wk 3E 3 40k \n/4
SIa”El [e =2 +353 = O +wy) ]

| A

2 3 2,2
M||A f||e"’5[ £ 4353, 5 exp{n . E]] (4.43)
n/n ©

fiir £ € D(Az) und n > max(8wt, 40);
fir £ > O gilt in (3.69) (Post-Widder)

n n n
JT(e) £ _{f R(E)} £l

2 3
M, 2 EE dwg ,n/4
< A%l [e"' w3 n—g— =« toder)
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wE 3 2.2
M a2gle [ Y330 exp{n__m_}] (4.44)

n/n
fiir £ € D(AZ) und n > 4w§;
fir £ > 0 gilt in (3.71) (Butzer-Hahn)

3 0
Ireere - Iy | e e ™ (o) (rae) s
(o]

A

SaZe) [2F £ 4373 _3“ + e yne/A]

< Malelett e +3/-w £ o {4“’25} (4.45)
= ;j p n-de .
£ 2 L
r £ € D(A") und n > max(4w, E);
fir £ > 0 gilt in (3.77)
It - +Em ™ < ll%lk £tz +1/mefal (4.46)
bzw. allgemeiner filr m > 1
m m
1,E . ..k.n A g.m_(2 +1/n)|lal
hr(e) -{kzo @2 Vs mEhT e (4.47)

fiir alle n € IN.

Beweis. Die Abschdtzungen ergeben sich aus den angegebenen
Beziehungen durch Abschétzungen der vierten Momente (gegebenen-
falls mit Satz 2.3) sowie der entsprechenden momenterzeugenden
Funktionen in Korollar 4.1 bzw. (3.76).

Im einzelnen gilt dabei (unter Verwendung der Bezeichnungen aus
Lemma 2.2 bzw. (3.3):

Ist N binomialverteilt iiber {0,1} mit Erwartungswert £ € (0,1)
und ¥ = 1, so ist V(X) = £(1-£) und
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4

5 3 ;2 2 .1 2
E(Xn-E) ~ ET(1-£) +;§ E(1-E8) (6E7-6E+1)

n

| A

4 2 2 1

£E°(1-g)" flir n > -6; (4.48)
n? = T-g)
wegen w;(t) = 1~E+Eet, t > O ergibt sich damit (4.35). Ist da-
gegen Y exponentialverteilt mit Erwartungswert 1, so ist
V(X) = E(NV(Y) +V(N) (E(Y)}? = E+E(1-E) = £(2-E) gemdB (2.31)

und

= 4 2,16 *1,,2
E(X -E)" < S ¥y(35))
n
512 *1,,2 512
< SFlghy G 7 = 5500+E) (4.49)
ne n e
60 60
fir n > i = Tt
by (3)

gemdB Satz 2.3; wegen w*(t) = 1-g+¢ 1_. 1—t(1—§)' t <1 er-
X £ T T 1w

gibt sich damit (4.36).

Ist N binomialverteilt #iber {0,1) mit Erwartungswert % und
Y = 2E, so ist V(X) = 52 und

4 4 4
= 4 _ 3¢ 2t 3
E(X -6)" = =5 - 25 < =y (4.50)
n n n
fiir alle n € IWN; wegen w;(t) = %-+%-e2£t, t>o0 ergibt sich

damit (4.37). Ist dagegen Y exponentialverteilt mit Erwartungs-
wert 2£, so ist V(X) = %V(Y) +%{E(Y))2 = 3t2 una
645

E(X,-0)t < —7( vxlae))’

wg——"’—(a»NwY(—)) = 52 (4.51)

| A
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fir n > 60 %

M| +
WX(Z—E)

Bf =
-
i
|8
™y
t
-
1
N
gl
(24
-~

*
= 40; wegen ¢x(t) =

ergibt sich damit (4.38). Ist N binomialverteilt iiber {0,2}

mit Erwartungswert 1 und Y exponentialverteilt mit Erwartungs-

wert £, so ist V(X) = V(Y) +(E(‘1)}2 = 2€2 und’

2
=z 4 2 16¢ * 1 2
E(X -£) " < n~2-—e—— WX(.Q_E))
<312 ey (2 - 3200 o4 (4.52)
- 722 "'NTY'2E T 22 .
ne ne
fir n > —;Egr— = 24; wegen w;(t) = %-+% ———l——j, t > % ergibt
] (-2—5' (1-gt)

sich damit (4.39). Ist N geometrisch verteilt mit Erwartungs-
wert £ > Ound Y = 1, so ist V(X) = g£(1+g) und
= .4 _ 3 2 2,1 2
E(X -£)" = 2 £7(1+£) +:j E(14+E) (6ET+6E+T)

A

S 20+6)? fur n >
n

1
EOIVE +6; (4.53)

wegen w;(t) = (‘HE—Eet)_1
(4.40). Ist dagegen Y exponentialverteilt mit Erwartungswert 1,
so ist V(X) = £ -V(Y) +£(1+E) (E(¥)}? = £(2+£) und

, t o< log(1-+%) ergibt sich damit

2
b 4 2 ,4(2+¢) *, 1 2
E(Xn"E) < —7(————6-—— ‘I‘X(m))
32 4 2
< —2-—7(2"’5) (1+€) (4.54)
n e
. 60 _ 60 * _ 1-t 1 .
fiir n > ;;(—T—) = iTE_' wegen Wx(t) = m' t < m ergibt
X' 2+¢

sich damit (4.41). Ist N geometrisch verteilt mit Erwartungs-
wert 1 und Y = £, so ist V(X) = 252 und

BX -0t = (225t < 16 (4.55)
n n n
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fir n > 7; wegen w;(t) = 1 log 2

e’ t < ergibt sich damit

2-e
(4.42). Ist dagegen Y exponentialverteilt mit Erwartungswert &,
so ist V(X) = V(¥) +2 (E(¥)}? = 362 und

2
T 4 2 ,64F * 1 2 18432 _4
E(Xn—E) < -7(—7;— wx(zg)) i3t (4.56)
n n“e
filr n > _TEQT" = 40; wegen w;(t) = T%%%%’ t < f% ergibt sich

wx‘ZE)
damit (4.43). Ist N

1
-

und Y exponentialverteilt mit Erwar-

tungswert £, so ist X = Y, also V(X) = 62 und
= 4 _ .3 .6,.4_ 9
E(xn—g) = (—74‘——3’)5 23 £ (4.57)
n“ n n

* _ 1 1 . .
fiir alle n € IN; wegen wx(t) = TFe’ t < £ ergibt sich damit
(4.44), Ist N = 1 und Y Gamma-verteilt mit 8 = 1 und vy = £ in

(2.15), so ist X = Y mit V(X) = 52 und

2 2

E(in-e)" = —32- £ +~§5 £ < —97 £ (4.58)
n n n
flir n > %; wegen w;(ti = (1—t)_5, t < 1 ergibt sich damit

(4.45).
Die Abschdtzungen in (4.46) und (4.47) ergeben sich analog

(3.76), wenn dort N = 1 und damit wN(t) = t, t € IR gesetzt

wird.

Man beachte, daB Beziehung (4.37) fir Kontraktionshalbgruppen
{T(t) | t > 0} (also fir M = 1 und w = 0) und n = 1 die Gestalt

2
Ircere -5 +1%en sl = 3 leree) -2l < 5 8%,

also
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Ierce) -2l < £2ae) (4.59)
fiir £ € D(Az) annimmt; bezeichnet fiir £ > O und £ €%

w, (€,£) 1= sup Jl(T(t)-1) %] {(4.60)
O<t<kt

den Stetigkeitsmodul der Ordnung 2 (vgl. Butzer-Hahn (1980),
(2.1)), so ergibt sich also speziell fiir f € D(AZ)

w,(6,6) < e%a’e]. (4.61)
Bezeichnet ferner flir t > O und f € %
. 2 2
K(t,f) := inf (||f-g] +tAag]l |g € D(A")} (4.62)
das modifizierte K-Funktional (vgl. Butzer-Hahn (1980), (2.2)),
so ergibt sich ein einfacher (wegen (4.37) wahrscheinlichkeits~
theoretischer) Beweis fiir die Beziehung

wy (£,6) < 4K(EZ,£) (4.63)

fir ¢ > 0, f € 4 (vgl. auch Butzer-Berens (1967), (3.4.7},
Butzer, Hahn (1980), (2.3)): es ist fir t > 0, g € D(A%)

Ty -n 2l <Jl (re) -1 2(g-g)|l +l (r(e)-1) %g

2y .2 2.2
< allg-gll +tYacgll < adle-gll + ‘gl ;
da g beliebig war, folgt also

wy(6,6) = sup | (T(e)-1)2e) < 4k(e®,6).
o<t<g
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IV. 2 Abschédtzungen mit Hilfe von Stetigkeitsmodulen

Die im vorigen Abschnitt behandelten Abschitzungen der Kon-
vergenzgeschwindigkeit beruhten wesentlich auf Glattheitsbe-
dingungen der Art £ € D(A), D(AZ) bzw. D(A3). Hier sollen
nun mit Hilfe verschiedener Stetigkeitsmodule Absch&tzungen
der Konvergenzgeschwindigkeit entwickelt werden, die diese
Unterscheidung Uberfliissig machen, also fiir beliebige f €%
gelten. Zunidchst wollen wir unter Verwendung des bereits in
(4.60) erkldrten Stetigkeitsmoduls der Ordnung 2 und der in
IV. 1 entwickelten Resultate die in Butzer-Hahn (1980) ange-
gebenen, auf Ungleichungen vom Jackson-Typ beruhenden Ab-
schdtzungen verbessern. Diese Verbesserungen beruhen im
wesentlichen auf der durch die allgemeinere Taylorentwicklung
(4.1) ermdglichte bestm8gliche Abschitzung der auftretenden
Momente (vgl. etwa (4.14) (mit w = O) und Beziehung (3.3) in
Butzer~Hahn (1980)).

Auch die von Ditzian (1969, 1970, 1971) fir die Darstellungs-
sitze (3.57) und (3.58) von Hille und Phillips speziell ent-
wickelten Konvergenzabschidtzungen ergeben sich hier - teil-
weise sogar verschdrft - aus einer entsprechenden allgemeine-
ren Abschdtzung filr das schwache Gesetz groBer Zahlen fiir
Halbgruppenoperatoren. Hierbei wird wesentlich von der durch
die Existenz der momenterzeugenden Funktion bewirkten exponen-
tiellen Konvergenz im schwachen Gesetz grofer Zahlen (Satz

1.2) Gebrauch gemacht.

Korollar 4.6. (vgl. Butzer-Hahn (1980)). Es seien Y eine
nicht-negative reelle und N eine nicht-negative ganzzahlige
Zufallsvariable derart, das W; an einer Stelle GY > 0 und wN
an einer Stelle LI 1 existieren m8gen. Ferner sei

{T(t) |t > 0} eine Kontraktionshalbgruppe. Dann gilt fiir alle
n€ N und £ € ¥ mit £ = BE(N)E(Y):

Itog EIT 1M ~T (e £

< cu (- VeV +vn) (B2, 6. (4.64)
- 2 /m



- 79 -

Dabei ist C eine geeignete universelle Konstante.
Speziell gilt fir alle € > 0, £f €%, n € IN:

IT(EIE - ((1-0)1 +£T(D I el < cu,y ﬂ;ﬁf)(ea) (4.65)

hrere - (-1 +enrm 1l < co, ( JEZEL £ (6 <1y (a.66)

1 1 26 .10 3
fT(e)e - (5 1+ 5T(E) e} < cu, (——,£) (4.67)

2 2 n - 2 /In

1 n n,.,n ;Ef
ITCere - {5 1+ RGP IE] < coy €50 6) (4.68)

1 1,n n,,2,n E
| T(EYE - {5 I+ 5(+R())IE] < Cu,y(—=,f) (4.69)
I 2 2'TTE R A=
Ireere - ca+eT -er (D1 el < cuy ( YEGEEL gy (4.70)
flT(e)E -{(1+6)T -enr(n) } "€} < co 1/-‘2”” £) (4.71)
Ireere - 21 -T2 7"e] < coy (L, 6) (4.72)

/n
;";2
Ir(ere - (21 —-R(——))_nf“ < Coy (Y550 (4.73)
||T(e)f-{gn(%))"fl| 5(:«,2(/_?:,,5) (4.74)
2n
E o

E1e™Ep(e) (At} ] < Cuy(—2=,£)  (4.75)
- /In

o

£A ~
frere -e TEl < cu, «/%,f) fir T > 0 (4.76)
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fTee) £ —exp[ErzR(r) -etIdEf| < Co, (@,f) fir v > 0. (4.77)

Beweis. Analog zu Butzer-Hahn (1980), in dem die dortigen Un-
gleichungen (3.3) vom Jackson-Typ durch die durch Korollar

4.1, 4.2, 4.4 und 4.5 gegebenen Ungleichungen ersetzt werden.
Man beachte dabei, daB wegen w = O die hier eventuell gegebe-
nen Einschr&nkungen an n bzw. 1t nicht notwendig sind, da in
diesem Fall die vierten Momente bzw. die entsprechenden moment-

erzeugenden Funktionen nicht abgeschi#tzt zu werden brauchen.

Wir wollen nun zeigen, daB im allgemeinen Fall auch stochasti-
sche Abschidtzungen der Konvergenzgeschwindigkeit mittels des
Stetigkeitsmoduls

0y (6,8,8) = sup |IT(L)E -T(s)£] (4.78)
ls—t <8
s>0

fir § > 0, t > 0, £ € 4 mbglich sind. Bezeichnet
WP(s,£) := supllT(O)E -T(s)El [0 <s, t<b, |s-t| <&) (4.79)

fiir b > 0, § > 0, £ €% den rektifizierten Stetigkeitsmodul im

Intervall [0,b], so lassen sich wegen

WP(5,8) > sup  wj(s,t,f) (4.80)
Oitib—s

(vgl. Ditzian (1969) auch entsprechende Aussagen mit diesem
Stetigkeitsmodul herleiten. Wir verwenden dazu eine Beziehung,
die sich aus dem Beweis von Lemma 1 in Chung (1962) ergibt
(vgl. auch den Beweis von M. Riesz in Hille-Phillips (1957),
Lemma 10.4.1).

Lemma 4.2. Unter den Voraussetzungen von Korollar 4.1 gilt
fiir jedes & > O:
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lelr& )]t -tz (4.81)
4vy(n) aw? g2 (n)
P~ n w n
h “:(Gpﬁlf)+e s n/i'eXP{‘T—Ji—j*j}Mewg(1+9XP{—§———J%E734)"f"
e"(n --—=) e"n(n -=)
/ﬁ‘ n

fiir alle £ € 2 und alle n > max(—i, %?J mit O < n < Sy
n

Beweis. Es ist

NelrX )]s -Tee) )

[

_ Irxpe-r(erellar + | fiT(x )e-T(e)£llap
|Xn'5|:6 [xn—g|>a

m;(G,E:f) + /;(iin-gt>5) /%(uT(in)f -T(E)f“z) (4.82)

A

2/a1% -l e
w1 (8,6,6) + /P(e T4 LT RE R EIRY )

/ 2/mlx_-g| —
w;(é,i,f)-te-sm E(e T (gl w% (20) +me®Ch £l

n

iA

| A

unter Verwendung der Holder- und der Markoff-Ungleichung. Mit
Satz 2.1 sowie dem Beweis von Satz 2.2 ergibt sich nun die

Behauptung.

Man beachte, daB die exponentielle Konvergenz in (4.81) wesent-
lich auf die Existenz der momenterzeugenden Funktion w; und
damit auf die exponentielle Konvergenz der Wahrscheinlichkei-
ten P(lYn -g| > &) gegen Null, also die exponentielle Konver-
genz im schwachen Gesetz groBer Zahlen zurlickgeht (vgl. auch

Lemma 5, III in Petrov (1975)).

Korollar 4.7. Unter den Voraussetzungen des Korollars 3.2
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mit GX aus (2.27) gilt:

n Y
fog T e -l

o (o
[ (WY(n))

* -8v/n
< wy(8,E,£) +e n /5exp{—2N——2——i— e
e“(n -=)
n
2 *
4oy (P, (n))
oo ome®t (1 rexp{ L]l (4.83)
e“n(n -=7)

fir alle f €4, 6 > O, n > max(—qc, ZT"’) mit 0 < n < 8.
n
Beweis. Lemma 2.2, Lemma 4.2.

Natlirlich lassen sich auch fir die spezifischen Darstellungen
aus Beigpiel 3.2 explizite Abschitzungen der Form (4.81) bzw.
(4.83) angeben. Da solche Abschitzungen unter Verwendung des
Stetigkeitsmoduls der Ordnung 2 bereits ausgiebig in Korollar
4.6 behandelt worden sind und entsprechende Formulierungen fiir
den'hier betrachteten Fall nicht schwerfallen, wollen wir nur
die in der Literatur ausfilhrlicher behandelten Darstellungen

aus Beispiel 3.1 noch einmal speziell diskutieren.

Korollar 4.8. Es gilt

£A
ITeere —e /g (4.84)

6 2
< w:(1-1/3,£,f)+e—/:/7 exp{gez//?}MemE(1+exp{9?5-ezm/1})"f“

flir alle £ €% und v > 0 (vgl. Hsu (1960), Butzer-Berens
(1967): Theorem 1.2.2) bzw. allgemeiner flir 0 < y < %
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EA
IT(ere - V/Tg| (4.85)

_ (1729 I

2
< w:(r—Y,E,fHe /7 exp (ge? ]Mew€(1+expl£?£ 29/ 1y gl

fiir alle f €4 und v > O (vgl. Ditzian (1969), (1970)). Ferner
giltf(ir0<y<-;-

Ircere -eXp[ETZR(T) -etI) £

. - _.(1/2-y)
< wyle Y, £) +e ! /fexp{z/i—/;—} ..
-2
wE 2 2E
oot Me® (1 rexp (TP €l (4.86)

fiir alle f €2 und © > max(4, 2w) (vgl. Ditzian (1971)).

Beweis. Analog dem Beweis von Lemma 4.2; man beachte dabei,
daB analog dem Beweis von Satz 2.2und mitden Bezeichnungen aus
Satz 3.3 im Fall der Beziehung (4.84) bzw. (4.85) gilt

1 1,
2/7| =X (%) -} / 2/7|=x(t) -]
‘/P(e T )eza/?) ie-c-’? E(e T )

Y Y TV N S TR

fa

)

2/7/7 -2/7T
e-a/? /e—z/?gexg(e -1) +e2/?g erE(e -1

fA

e—é/? 7 exp(ﬁez/ﬁ), T > 0; (4.87)

’

A

mit 6§ = v /3 bzw. «+ una Abschidtzungen analog (4.30) ergibt

sich damit (4.84) und (4.85).
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Entsprechendes gilt fiir Beziehung (4.86), wenn man beachtet, das
£2X(1)/ V1, _ o+ 1

hier E (e ) N(T)(E/_/?

), v > 4 gilt (4.88).

IV. 3 Verbesserungen der Konvergenzordnung

In dem letzten Abschnitt dieses Kapitels wollen wir noch zei-
gen, wie durch Ubertragung einer Idee von Bernstein (1932)
auf die Halbgruppentheorie die durch (4.22) und (4.23) gege-
bene Konvergenzordnung 0(%) durch geeignete Eliminierung des

Varianzterms verbessert werden kann.

Satz 4.2. Unter den Voraussetzungen von Korollar 4.1 bzw.
Korollar 4.2 gilt:

2
- - 2 1
||E[T(xn)]f ——-3n E[T(Xn)]A £-T(E)E] = O(T n) fir n += (4.89)

fiir alle £ € D(A4) bzw.

n Y 1 2,.n Y 2
Tog EITEIDE - 5BV +V N (EY) F) e (BE[TQ DA - ..

cee = T(EVE] = 0(——) flr n > = (4.90)
n/n

fiir alle £ € D(Ad).

Beweis. Da sich (4.90) aus (4.89) ergibt, reicht es, die
letztere Beziehung zu beweisen. Mit Lemma 4.1 erh&lt man fiir
£ e n(ah)

E[T(X )]f -T()f = o T(e)aZs + 1 E(X -p)3T(e)a’e +
n - Tlg = 3n Tl [3 n”t & ce

X
n
... 4E g %(in-g)%(un\"fau



- 85 -

2
_ g 2 105 3 3 1
Ty T(g)A"E +6 E(Xn-ﬁ) T(E)Af +0(;7J (4.91)

analog dem Beweis zu Korollar 4.1. Damit ist aber

2
le[T(X )]t -2 E[r(X ) ]a% -T(o) ]

II-——(E[T(x )]A £ -T(5)A%E) +—E(X -6)3re)ae +0( )||

| A

4
M wEp,4 [} 1 — 3 3 1
7e fIa" €]l ;7“+g|E(Xn—€) [Me®%)a’s| +0(;7)
_1 T 3 wEy ., 3 1
- = |E(xn £)7| Me” | el + o(;f). (4.92)

Da E[/ﬁ'3(in—g)3] + O fiir n + » gem#B dem zentralen Grenzwert-
satz (Satz 1.3, (1.16)), also

|B® -6)°] = o(—%:) fir n > = (4.93)
nvn

gilt, ergibt sich damit (4.89).

Die Konvergenzordnung in Satz 4.2 hingt also entscheidend von
der Konvergenz des Ausdrucks E(ih—g)a gegen Null abh. Im Falle

= 3 _ 1
E(Xn-E) = 0(;7) fir n » « (4.94)

wird gemdB dem obigen Beweis sogar die Ordnung 0(~%J in Satz

4.2 erreicht. Dies ist z. B. bei Binomial-, geometrischen-
oder Exponential- bzw. Gammaverteilungen der Fall, so das

eine Ubertragund von Satz 4.2 auf die entsprechenden Bezie-
hungen des Beispiels 3.3 bzw. Korollar 4.5 die Konvergenz-

ordnung 0(—7) ergibt. Entsprechendes gilt flir um § symmetri-

sche Vertellungen, da dann sogar E(X —E) = 0 fiir alle n € N
gilt.
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Natiirlich 148t sich durch mehrfaches Anwenden der im Beweis
von Satz 4.2 skizzierten Methode (Eliminierung der Restterme)
die Konvergenzordnung gegebenenfalls noch weiter verbessern.
Wegen der mdglicherweise komplizierten Struktur der hsheren
zentralen Momente von iﬁ ist dies jedoch in der Regel mit
einem erheblichen Rechenaufwand verbunden. Im Fall der Bino-
mialverteilung (also z. B. im Darstellungssatz (3.59) von

Kendall) erhdlt man etwa

Satz 4.3. Fir f € D(AG) und O < g < 1 gilt:

n
n, k n-k k 1 ky,2
Ircere -kgo(k)s (-8) TR E — 50 EC-E)T(DATE - ...

1 ky,3 1,2 2. k.4
L -5 E(1-E) (1-20)T(DAE +—5 £7(1-0) “T(DIAa £}
6n 8n
= 0(—%0 flr n +» =, (4.95)
n

Beweis. Analog dem Beweis zu Satz 4.2 unter Beachtung der

Beziehungen
X -0)3 = L et1-) (1-20)
n n?

und

E(in-r,)" = % £2(1-6) +-1§ E(1-E) (6£2-6£+1)
n n

(vgl. (4.48)).
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V. Beispiele

In diesem letzten Kapitel wollen wir aus der groBen zZahl der
mbglichen Anwendungen der in den vorherigen Paragraphen er-

zielten Ergebnisse einige wenige interessante Beispiele - so-
wohl aus der Analysis als auch aus der Stochastik - exempla-

risch hervorheben.

V. I Beispiele aus der Approximationstheorie

zZunichst wenden wir uns der Approximation im Intervall [0,1}
stetiger Funktionen durch Polynome zu, und zwar im Sinne von
Bernstein (1912, 1932). Hierzu bezeichne C[0,1] die Menge
der auf [0,1] stetigen Funktionen.

Satz 5.1, Fir g € C[O,1] und O < £ < 1 gilt:
% on k n-k_ k
lgte) - | (e (-0 "g( |
k=0

< gty =gl el n e m, (5.1)
- n 2/n
falls g' € c[0,1] bzw.

n
lgter - I (Mefo-0 g |
k=0
< lg"l 5(12_;51 < ﬁ%;—',!, n e m, (5.2)
falls g" € c[o,1] bzw.
K

N .
k n-k

gley - ¥ et -0 gD

k=0 k n

= -g" (&) 'E_(;Tﬁﬂ*o(—?/:) (n + =), (5.3)
nvn
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falls g"'e C[O,1]. Ferner gilt

T ok n-k, k, £(1-E) _. .k
lgte) -kzo(k)g (1-6)"" g (P -25= " (D)}

A

let-o (20 g™ I + =25 2(1-0 %+ .
6n 8n

1
B A EI NI 12 I PR

24n

A

" 3 4 4
Nl +—y la M+ 251", nem, 5.0

60n 28n 480n
(4)
falls g e c[o,1] sowie
n
n, .k n-k, k, E{1-€) ..k
lg () -kzo(k)e (1-6)"" Mg Q) -5t gt () -
e e - (20 gm Ky 1 2 2D ()
6n 8n
< 1B+ 1e 'Oy, (5.5)
64n 4n
falls g'®
g e c[o,1] und n > 15,

Beweis. Es sei {T(t) |t > O} die Halbgruppe der Linkstransla-
tionen aus Beispiel 3.1. Dann ist A der (unbeschrinkte) Ab-
leitungsoperator. Fiir g € c[0,1] sei nun g* € UCB(IR) so ge-
wdhlt, daB g* = g auf [0,1] und g* dieselben Glattheitseigen-
schaften besitzt wie jeweils g in den Beziehungen (5.1) bis
(5.5) (ein solches g* existiert stets). Wegen M = 1 und o = O
ergibt sich dann die Aussage des Satzes vermdge (3.59),
Korollar 4.1, Satz 4.2 sowie Satz 4.3, indem man die Ausdriicke
T(£)g" (0) bzw. T(X )g (0) betrachtet. Fiir die bei der Ab-
schitzung (5.5) bendtigten Momente 5. und 6. Ordnung beachte

man, daf im vorliegenden Fall von Binomialverteilungen
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E(in—e)5 =1—§ 52(1—5)2(1—25) + ...
n

+ n—} E(1-£) (1-2£) (1262-12E+1) (5.6)

fir n € IN und unter Verwendung von (2.24) wmit 8 = n = 2

Fa 6
E(xn-e) < :% exp{%»+%(e2—1)5}, n> 15 (5.7)

gilt.

Beziehung (5.3) besagt hierbei, daB flir geniigend glatte
(nicht-lineare) Funktionen die exakte Konvergenzordnung stets
0(%) ist. Entsprechend gilt flir (5.4) und (5.5): dort ist die
exakte Konvergenzordnung fiir genligend glatte, "nicht-triviale"
Funktionen gegeben durch 0(—%) bzw. 0(;%).

n n
Weitere wahrscheinlichkeitstheoreéische Aspekte speziell in

Bezug auf Bernsteinpolynome finden sich in Lindvall (1982).

Wir wollen sogleich ein analoges Resultat fir auf mt gleich-
méBig stetige, beschridnkte Funktionen g € ucB (R*) formulie-

ren (vgl. auch Butzer-Berens, (1.2.23)).

Satz 5.2. Fir g € UCB(IR') und ¢ > 0 gilt:
FIGEC L & (ET) | <la'l /% «> o, (5.8)
k=

falls g' € UCB(RR') bzw.

k
lge) -e7E Z D) gl £, o, (5.9)

falls g € UCB(IR') bzw.
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o k
-tE k, (E1) " 4 1
gle) —e 7§ g2 = .g"(£) 5= + 0(—) (1 »=), (5.10)
k=0 T k! 2t /T

falls g"' € UcB(®').

Beweis. Analog dem Beweis zu Satz 5.1 unter Verwendung von
Korollar 4.4 und Satz 4.1,

(Der approximierende Operator in Satz 5.2 ist auch unter dem

Namen Favard-Operator bekannt.)

Man beachte, daB in Satz 5.2 nicht die Existenz von lim g(§g)
E-H:o
vorausgesetzt ist; aus diesem Grunde ist die Konvergenz in

Satz 5.2 auch nur in jedem endlichen Teilintervall von IR+
gleichmdBig. Wie man jedoch sieht, impliziert die Existenz
von lim g(&) natfirlich die gleichmidSige Konvergenz.

E-beo
Wie in Satz 5.1 ist auch hier die Konvergenzordnung exakt
0(%) fiir t » ~», falls g eine genligend glatte, "nicht-triviale”
Funktion ist. Analog Satz 4.2 148t sich auch hier die Konver-

genzordnung durch geeignete Modifikation noch verbessern:

Satz 5.3. Fir g € UCB(IR') und £ > O gilt:

| =0 for « > = (5.11)

T

o k
k £ nckyy(ET)
la(g) —kgo(g(;) -5 9" ()Y

(4) € UCB(IR+), und zwar gleichmi#Big in £ in je-

dem endlichen Teilintervall von IR+.

falls auch g

Beweis. Unter Benutzung einer entsprechenden Version des

Satzes 4.2 und Beacﬁtung von
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E(%X(t)—€)3 =5, 50 (5.12)
T

fr einen Poisson-ProzeB {X(1) |t > O} mit Parameter £.

SchlieBlich wollen wir noch einen entsprechenden - analog zu
Satz 5.1 zu beweisenden - Sachverhalt fiir den Darstellungs-

satz von Shaw (3.65) formulieren:

Satz 5.4. Fir g € UCB(IR+) und £ > O gilt:

n+k 1 gk

Kk
‘9(5) - E (1+E)n+k g(;‘_)i
< Ma'il Sﬂgﬂ, nemw (5.13)
falls g' € UCB(IR') bzw.
© k
lgte) - § (k-1 8 oKy
k=0 k (1+E)n+k n
<lgl B3 nem (5.14)
falls g" € UCB(]R+) bzw.
® k
n+k-1 [4 k
glg) ‘kgo( k ) m g(-r-‘-)
= —gn(p EUEL 0(——';) (n > =), (5.15)
nyn
+
falls g"' € UCB(IR ) bzw.
® k
n+k-1 4 5(1+5> g" k
|g(€) -kgo( k ) m {q( =) - (*ﬁ)}
=0(5) (n s =), (5.16)
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4 € UCB(]R+) .

falls g
Die Konvergenzen sind dabei gleichm#Big in £ in jedem end-
lichen Teilintervall von ]R+.

(Der approximierende Operator in Satz 5.4 ist auch unter dem

Namen Baskakov-Operator bekannt.)

Beziiglich weiterer stochastischer Approximationss&tze siehe
Ramanujan (1975).

Die Konvergenzabschidtzungen in den vorigen S3tzen lassen sich
natiirlich mittels der Korollare 4.6 bis 4.8 auch unter Ver-

wendung der verschiedenen Stetigkeitsmodule formulieren.

V. I1 Beispiele aus der Stochastik

Wir wollen uns hier noch einigen Beispielen aus der Stochastik
zuwenden, und zwar zunichst dem Poisson'schen Grenzwertsatz,
welcher besagt, daB eine Folge (X, ; n € N} mit Parameter %

fiir n > ¢ {lber {0,1,...,n) binomialverteilter Zufallsvariablen
in Verteilung gegen eine mit Parameter £ (> O) Poisson-verteil-
te zZufallsvariable X konvergiert: Xn 2 X fidr n » «. Eine

erste funktionalanalytische Betrachtung dieser Konvergenz
stammt wohl von Le Cam (1960), der auch Abschdtzungen der
Konvergenzordnung beziiglich einer Norm auf dem Raum der
signierten MaBe angibt. Diese sind jedoch um den Faktor 2
gréBer als die in Pfeifer (1983 a) angegebenen, welche im
wesentlichen auf dem Darstellungssatz (4.46) beruhen. Wir
wollen nun zunichst zeigen, daB die hier gewonnenen Absch&tzun-
gen bestm8glich sind. Wir betrachten dazu die folgendermaBen
definierte Metrik p auf der Menge 041(5,§ﬂ aller Wahrschein-

lichkeitsmaBe {iber einem Mefraum (:z,%):

0(Qy,0,) := (s:g;;rlc;, (€) -0,(C1]. (5.17)
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: = + s s :
Wir wdhlen im folgenden Z =7 , die Menge der nicht-negativen

ganzen Zahlen, und ¥ = #(5), die Potenzmenge von :. Dann lassen
sich die Binomialverteilung B(n,g) iiber {0,1,...,n} mit Para-
meter £ € (0,1), die Poisson-Verteilung Po(f) mit Parameter

£ > O und die negative Binomialverteilung B(n,t) mit Parametern

n und £ > O als MaBe iiber (%,#) auffassen. Es gilt dann:
Satz 5.5.
£ 52
p(B(n, H); Po(E)) i’-n- . (5.18)
fiir £ > O und n > £ sowie

p(B(n, )i Po(€)) < = (5.19)

_n_
n+§
filr £ > 0 und alle n € IN.

Die Konvergenzordnung ist exakt 0(%); genauer gilt:

p(B(n, £); Pole)) = otk (5.20)
o (B(n, 2); Pole)) = o(h (5.21)
r n+€ 1 n

fir n » =, gleichm&Big in £ in jedem endlichen Teilintervall

+
von IR .
Beweis. Es sei 4 = lw, und filr £ € ¢~ sei die Schreibweise
f = (f(0),f(1),...) vereinbart. Die lineare Kontraktion B auf

sei definiert durch
Bf = ¢4 * £, (5.22)
wobei flir k €57+ €) die Einpunktverteilung in k und » die

Faltungsoperation bezeichne (d. h. B ist damit ein Translations-

operator). Dann erzeugt der beschrénkte lineare Operator
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A := B ~I die Poisson'sche Faltungshalbgruppe {T(t) |t > O}

mit

TEVE = e Pr e T Lo «f, &> 0. (5.23)

Nun ist aber fir f €9

|3 n. _ E £ n
(1 += A)‘ £ = (01 —H)I +2B)f

= (1 --f;)eo+§ ep™ s £ =B, B+ 1, (5.24)

so daB wegen der Kontraktionseigenschaft von {T(t) |t > 0}
‘mit einer etwas schirferen Form von (4.46) (siehe Pfeifer
(1983 a) folgt:
£ g2, 2
IBtn, 2) +£ -Po(&) »£ll < sHA%El, n > ¢ (5.25)

sowie entsprechend

IB(n, 2) +£ -pote) «£|

2 2 1
Sira’sl +o(=) (5.26)
n

fir n » ». Hiermit ergeben sich wie im Beweis von Pfeifer
(1983 a) die Beziehungen (5.18) und (5.20). Die Beziehungen
(5.19) und (5.21) folgen analog aus dem Darstellungssatz von
Post-Widder ((3.69), (4.44) unter Beachtung von Satz 4.1);
man beachte dabei, daB fiir A > O

1

yO1-8)"" = a0 1-8) 7"

AR(A) =
A B ,-1 AT 1 k '
= (1 - ) = ¥ B", (5.27)
T+ T+x EESY K=o (1+X)E
also
ARODE = 73+ § e et
A k2o (1420)
=B(1, 2) *f, £ €4 (5.28)



- 95 -

gilt, d. h. AR(A)f.ist gerade die Faltung einer geometrischen
Verteilung (mit Erwartungswert %) mit £, so das

(F REENTE = Bln, 25) «f, £ €4, ne W, (5.29)

Filr die statistische Praxis besagt Satz 5.5, daB fiir kleine
Werte von p die Binomialverteilung B(n,p) nidherungsweise durch
die Poisson-Verteilung Po(np) ersetzt werden kann, wobei der
maximale Fehler (bzgl. p) gegeben ist durch npz. Entsprechen-
des gilt fiir d1e negative Blnomlalvertellung B(n,p), falls p
nahe bei 1 11egt (mit Po(n(—~—1)) als approx1m1erender Ver-

teilung); der maximale Fehler betrdgt hier —3(1-p) . Dies er-

kldrt, warum Satz 5.5 auch als das "Gesetz geltener Ereignisse"
bezeichnet wird: eine B(n,p)-verteilte Zufallsvariable X li8t
sich ja als die "Trefferanzahl" in einer Folge von n unabhdn-
gigen Versuchen mit jeweiliger Erfolgswahrscheinlichkeit p
interpretieren; eine B(n,p)-verteilte Zufallsvariable Y z#hlt
dagegen die dem n-ten "Treffer" vorausgehenden MiBerfolge.

Fiir kleine p ist im ersten Fall die Trefferanzahl (bei festem n)
ebenfalls erwartungsgemdB klein , also eine hohe Trefferanzahl
selten; im zweiten Fall ist bei groBem p die Anzahl der MiBer-
folge klein, also eine lange Wartezeit (bis zum n-ten Treffer)

selten.

Mit Hilfe des Darstellungssatzes von Butzer-Hahn ((3.71),
(4.45)) erhdlt man in diesem Zusammenhang noch folgenden
interessanten Grenzwertsatz:
Satz 5.6. Fir £ > O gilt:

p(B(ng, m): Pol(g)) < -y (5.30)

fiir alle n € IN mit

p(Bine, B0); Po()) = 0(3) (n + =) (5.31)
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Beweis. Analog dem Beweis zu Satz 5.

B(ne, ;27)

= n _ k+E-1
B(g, H;T)({k}) = ( X )
nE

5 unter Beachtung von

= B(g, E%T)n* (n-fache Faltung) sowie

(_n )E 1
n+? (n+1)
I (k+g)

(5.32)

(n+1)

k+g T{EYT (k4 T)

fiir n € W, k e}Z+. Dies ist aber gerade diejenige Verteilung,

welche aus der Poisson-Verteilung durch Randomisierung des

Parameters gemdB einer Gamma-Verteilung hervorgeht:

£

Ble, A9) (kD)

o E
-1 _-nt
= I n ti
o T{E)
id 13
- I n t£—1 e—nt
OrE

n T k+E-1
FTETFT g t e

S e g
—t £ at
ki

Po(t) ({k})dt, k €7Z'. (5.33)

AbschlieBend wollen wir noch einen wichtigen Aspekt aus der

stochastischen Simulation, n3mlich di

e Erzeugung Poisson-ver-

teilter Zufallszahlen, behandeln. Neben "exakten" Methoden
(vgl. Schmitz-Lehmann (1976), Pfeifer (1978)) werden hdufig

wegen des evtl. geringeren Rechenaufwandes auch approximative

Verfahren verwendet. Ein solches Verfahren - versehen mit

Fehlerabschédtzungen - liefert aber =z.

Satz 5.7. Firm > 2 und 0 < ¢ < 1 se
iiber {0,1,...,m} definiert durch

k

r B
0fm,z) ({k}) := BT

def ™

=

m-k
} (-l &
j=0

Dann gilt:

B. Beziehung (4.47):

i die Verteilung Q(m,z)

0 <k <m. (5.34)
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2m§m+1
m

pl@m, ™, po(e)) <
n (m+1)

, > & > 0. (5.35)

Die Konvergenzordnung ist dabei exakt 0(—%) fir n » «.
n

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 5.5 unter Verwendung einer
in diesem Fall m&glichen verschirften Version von (4.47)
(analog Pfeifer (1983 a)). Man beachte dabei, das

m i

i i-k
kgo iz G DT e

It

Q(m,7)

= €
120 k2o K ir ©1
m i s
4 i
= ] 3 (e, -€p) (5.36)
izo il 1 [¢)
gilt, also
m i X
Z ix
olm,g) *f = ] 3+ (e, —e )" «f
i=o il 1 o
m i : m i
= ) g—!—(B—I)lf= RN (5.37)
i=0 i=o *°

fur £ € &~ ist.

Das Ergebnis des Satzes 5.7 1dBt sich wahrscheinlichkeits-

theoretisch auch so ausdriicken:

Ist bei n> & > 0O (Xnk, 1 < k < n} eine unabhdngige Familie

identisch verteilter Zufallsvariablen mit der Verteilung
n
Q(m, E), m > 2, so konvergiert Z X in Verteilung gegen
n - k=1 nk
eine mit Parameter £ Poisson-verteilte Zufallsvariable

n
X Z Xk éz X (n » «»). Der maximale Abstand der approximie-
k=1
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renden und der Grenzverteilung bzgl. p betr&gt dabei h&chstens
2m£m+1

n™(m+1) 1

Zur Erzeugung Po(g)-verteilter zufallsvariablen 148t sich also
(n&herungsweise) die Summe jeweils n voneinander unabhédngiger,
nach der (endlich—digkreten) Verteilung Q(m, g) realisierter
Zufallsvariablen verwenden. Die Zahlen n und m sind dabei so
zu bestimmen, daB der durch (5.35) gegebene Fehler eine vor-
gegebene Fehlerschranke nicht iiberschreitet.
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