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Einleitung 

Die Anwendung stochastischer Methoden in "klassischen" Teil­

gebieten der Mathematik wie auch der Physik ist nicht neu; 

dies zeigt beispielsweise die Entwicklung der Theorie der 

Brown'schen Bewegung durch Einstein, Wiener u. a. zu Beginn 

dieses Jahrhunderts (vgl. hierzu den Ubersichtsartikel von 

Csörgö (1979». Auch die u. a. von Heisenberg mitbegründete 

moderne Physik ist ohne den Wahrscheinlichkeitsbegriff un­

denkbar. 

Während diese Theorien noch mehr OUer weniger versuchten, 

mit stochastischen Hilfsmitteln konkrete physikalische Phäno­

mene zu beschreiben oder zu erklären, benutzte erstmals der 

russische Mathematiker Sergej Bernstein (1912) einen stocha­

stischen Kalkül - nämlich eine ursprünglich bis auf 

Bernoulli (1713) zurückgehende Version des Gesetzes der gros­

sen Zahlen - zum Beweis des berühmten Weierstraß'schen 

Approximationssatzes (1885), der neben seiner Einfachheit zu­

gleich ein konstruktives Verfahren mit Abschätzungen der Kon­

vergenzgeschwindigkeit lieferte (Voronovskaja (1932), Bern­

stein (1932». Anfang der fünfziger Jahre wurde Bernsteins 

Beweisidee durch Marcel Riesz in der Theorie der Halbgruppen 

linearer Operatoren wiederentdeckt (siehe dazu den in der 

Monographie von Hille und Phillips (1957) erwähnten Schrift­

wechsel), und zwar zunächst im Rahmen eines Alternativbewei­

ses für einen der ersten fundamentalen Darstellungssätze die­

ser Theorie, Hilles "first exponential formula" (vgl. auch 

Hille (1948». In direkter Analogie zu Bernstein veröffent­

lichte kurz darauf Kendall (1954) einen entsprechenden Dar­

stellungssatz für stark stetige Operatorhalbgruppen. Die all­

gemeine Bedeutung der Stochastik für die Darstellungstheorie 

von Operatorhalbgruppen wurde zwar bereits von nille und 

Phillips (1957) erkannt, die erste grundlegende Arbeit in 

dieser Richtung stammt jedoch von Chung (1962), wenn hier auch 

die erzielten Resultate nicht in der wünschenswerten größt­

möglichen Allgemeinheit formuliert sind. Der von Chung einge-
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schlagene Weg wurde längere Zeit nicht weiterverfolgt; erst 

1980 zeigten Butzer und Hahn, daß mit Hilfe stochastischer 

Methoden prinzipiell auch bereits früher aufgeworfene Fra­

gen nach der Konvergenzgeschwindigkeit in den Darstellungs­

sätzen behandelt werden können (vgl. etwa Butzer (1957), 

Hsu (1960), Ditzian (1969, 1970, 1971». Die hier gewonnenen 

Ergebnisse sind jedoch aufgrund des speziellen stochastischen 

Kalküls nur auf Kontraktionshalbgruppen anwendbar und liefern 

auch nicht die bestmöglichen Konvergenzabschätzungen. 

Ziel der vorliegenden Arheit ist nun, einen einheitlichen, 

umfassenden wahrscheinlichkeitstheoretischen Zugang zu den 

oben angesprochenen Themenkreisen zu schaffen, welcher ins­

besondere auf die bisher fast stets getroffene Unterscheidung 

in absolut-stetige und diskrete WahrscheinlichkeItsverteilun­

gen zugunsten allgemeiner Wahrscheinlichkeitsmaße verzichtet 

(Pfeifer (1982». Die ebenfalls sonst übliche Unterscheidung 

der Darstellungssätze in sogenannte Hauptsätze erster und 

zweiter Art (wobei letztere die Resolvente der Halbgruppe ver­

wenden) erweist sich hier wiederum insofern als künstlich, 

als prinzipiell alle bisher in der Literatur angegebenen Dar­

stellungssätze dieser Art aus einer einzigen, allgemeinen, 

auf einer Version des Gesetzes der großen Zahlen beruhenden 

Darstellung als Spezialfälle hervorgehen (vgl. dazu auch 

Pfeifer (1982, 1983 b». Die Tatsache, daß bislang ausschließ­

lich Darstellungssätze mit stochastischem Charakter gefunden 

wurden (davon einige mit rein analytischen Methoden), ist da­

bei insofern nicht verwunderlich, als unter bestimmten ein­

fachen Bedingungen überhaupt nur solche stochastischen Dar­

stellungen möglich sind (Pfeifer (1983 cl). Demgemäß erweist 

sich auch der stochastische Zugang in Fragen der Konvergenz­

geschwindigkeit als der angemessenere, zumal hierbei keine 

der sonst manchmal gestellten Zusatzbedingungen wie z. B. 

gleichmäßige Normbeschränktheit der Halbgruppe, Lipschitz­

Bedingungen o. ä. erforderlich sind. Die hier erstmals vor­

gestellten Methoden erübrigen nicht nur individuelle Abschät­

zungen in einzelnen Darstellungssätzen, sondern liefern dar­

überhinaus auch für den allgemeinen Fall scharfe Schranken. 
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Ebenfalls neu ist die Ubertragung der von Bernstein (1932) 

entwickelten Methode zur Verbesserung der Konvergenzgeschwin­

digkeit auf die Halbgruppentheorie, welche hier wiederum in 

der größtmöglichen Allgemeinheit erfolgt. 

Die Arbeit gliedert sich inhaltlich in fUnf Abschnitte. Im 

ersten Abschnitt werden die fUr das Verständnis der folgenden 

Abschnitte notwendigen stochastischen (I. 1) sowie funktional­

analytischen Grundlagen (I. 2) geschaffen. Der zweite Abschnitt 

beschäftigt sich mit Abschätzungen von Momenten und momenter­

zeugenden Funktionen spezifischer, in den Darstellungssätzen 

verwendeter Typen von Zufallsvariablen; die hier gewonnenen 

Resultate erweisen sich als fundamental fUr die späteren Ab­

schätzungen der Konvergenzgeschwindigkeit. Im dritten Abschnitt 

werden nach Diskussion verschiedener Meßbarkeits- und Existenz­

problem~ (111. 1) einige Versionen des allgemeinen wahrschein­

lichkeitstheoretischen Darstellungssatzes vorgestellt (111. 2) 

sowie mögliche Erweiterungen auf den Fall nicht-identischer 

Verteilungen, welche u. a. zu gewissen Produktdarstellungen 

der Halbgruppe mit ungleichen Faktoren fUhren. Die umgekehrte 

Fragestellung, unter welchen Bedingungen allein stochastische 

Darstellungen von Operatorhalbgruppen möglich sind, wird in 

Kapitel 111. 3 behandelt. Der vierte Abschnitt ist der Unter­

suchung der Konvergenzgeschwindigkeit in den Darstellungs­

sätzen gewidmet. Neben allgemeinen, scharfen Abschätzungen 

mittels der Momente und momenterzeugenden Funktionen der zu­

grundeliegenden Zufallsvariablen werden exemplarisch auch 

entsprechende Abschätzungen fUr die wichtigsten bekannten Dar­

stellungssätze angegeben. Dabei lassen sich zwei wesentliche 

Typen von Abschätzungen unterscheiden: Abschätzungen unter ge­

eigneten Glattheitsbedingungen (IV. 1) sowie Abschätzungen 

mit Hilfe verschiedener Stetigkeitsmoduli (IV. 2). Die Ver­

besserung der Konvergenzgeschwindigkeit im Sinne von Bernstein 

ist Thema des Kapitels IV. 3. Im letzten Abschnitt werden 

schließlich einige wichtige Anwendungen der vorher erzielten 

Ergebnisse beispielhaft diskutiert, darunter die polynomiale 

Approximation genligend glatter Funktionen (V. 1) sowie die 

Konvergenzordnung im Poisson'schen Grenzwertsatz (V. 2). 
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s)'.hoolliste 

Verteil ~g der Zufallsvariablen X 

Erwartungswert von X 

Varianz von X 

wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von X 

momenterzeugende Funktion von X 

charakteListische Funktion von X 

stochastische Konvergenz 

Verteilungskonvergenz (schwache Konvergenz) 

Normalverteilung mit Erwartungswert ~ und Varianz 0
2 

Binomialverteilung mit Parametern n und p 

negative Binomialverteilung (Pascal-Verteilung) mit 

Parametern n und p 

Poisson-Verteilung mit Parameter ~ 

Exponentialverteilung mit Parameter ß 

Gammaverteilung mit Parametern ß und y 

Einpunktvert~~lung im Punkt k 

Faltungsoperation 

Menge der (nicht-negativen) reellen Zahlen 

Menge der (nicht-negativen) ganzen Zahlen 
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Menge der natürlichen Zahlen 

Exponentialfunktion 

natürlicher Logarithmus 

Eulersche Gammafunktion 

Identitätsabbildung 

Komposition von Abbildungen 

k-te Ableitung der Funktion f 

Norm 

Dualraum des Banachraumes~ 

Boreische a-Algebra über dem topologischen Raum~ 

Banachraum der stetigen Funktionen auf (0,1J 

Banachraum der stetigen, beschränkten Funktionen 

auf ~ 

Banachraum der gleichmäßig stetigen, beschränkten 

Funktionen auf ~ 

Banachraum der beschränkten Zahlenfolgen 

w1 (~,f) ,w 2 
(~,f) ,w;<o,t,f) Stetigkeitsmodule 

b w
1 

(6,f) rektifizierter Stetigkeitsmodul 

0, 0 Landau-Symbole 

1
C Indikatorfunktion des Ereignisses C 

11 xII größte ganze Zahl kleiner gleich x 
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I. Grundlagen 

In diesem Abschnitt sollen einige fUr die Formulierung und 

Beweise der wesentlichen Ergebnisse benötigten Hilfsmittel 

aus Stochastik und Funktionalanalysis bereitgestellt werden. 

FUr einen größeren Uberblick vgl. etwa die einführenden Kapi­

tel der Monographien von Bauer (1974), Gänssler-Stute (1977) 

oder Billingsley (1979) sowie den sehr ausführlichen Anhang 

in Butzer-Berens (1967). 

I. 1 Stochastische Grundlagen 

Vereinbarungsgemäß wollen (und können) wir annehmen, daß alle 

im Text auftretenden Zufallsvariablen auf ein und demselben 

Wahrscheinlichkeitsraum (n,d,p) definiert sind und Werte in 

einem (je nach Abbildung evtl. verschiedenen, nicht notwen­

dig separablen) Banachraum 0/1 mit Norm 11.11 und zugehöriger 

Borelscher a-Algebra ~(o/I) annehmen (wobei unter letzterer die 

durch die Normtopologie Uber 0/1 erzeugte a-Algebra zu verste­

hen ist). 

Wir betrachten nun zunächst den Fall ~ = IR (wie Ublich ver­

sehen mit der Euklidischen Topologie). Existiert für eine 

reelle Zufallsvariable X der Ausdruck 

(1.1) 

für ein u > 0, so heißt E(lxl u ) absolutes Moment der Ordnung 

u von X. Ist X integrierbar (d. h. existiert der Erwartungs­

wert E(X) = ~), so heißt im Falle der Existenz 

( 1 . 2) 

absolutes zentrales Moment der Ordnung u von X. Im Fall 

a = 2 spricht man auch von der Varianz von X, in Zeichen: 

E«X-0 2 ) =V(X). 
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Eine wichtige Rolle in der.Stochastik spielen die sogenannten 

momenterzeugenden und wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktio­

nen reeller Zufallsvariablen, insbesondere im Hinblick auf 

die Charakterisierung deren Verteilungen. Die momenterzeugen-
* de Funktion ~X einer reellen Zufallsvariablen X ist im Falle 

der Existenz definiert durch 

* tX ~X(t) := E(e ), t 8 IR. (1.3) 

* Sie existiert z. B. fUr t < 0, falls X > o. Ist .x analytisch 

in einer Umgebung der Null, so existieren sämtliche absoluten 

Momente von X, es gilt 

E (Xk ) ~; (k) (0), keIN, (1 .4) 

* und die Verteilung von X ist durch .X eindeutig bestimmt (vgl. 

Billingsley (1979». Dies ist auch äquivalent damit, daß die 

(formal) durch • 
lf'X(t) E(e itX) .;(it), t e IR (1.5) 

definierte charakteristische Funktion von X eine analytische 

Fortsetzung in eine komplexe Umgebung der Null gestattet 

(vgl. Lukacs (1960». 

Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion .X einer rellen 

Zufa~lsvariablen X ist im Falle der Existenz definiert durch 

* X .X(t) := K(t ), t > o. (1 .6) 

Sie existiert fUr 0 < t < 1, falls X > 0, und es gilt ggf. 

.;(t) t .x(e ), t S ffi. (1.7) 

Nimmt X nur nicht-negative, ganzzahlige Werte an, so gilt im 

Falle der Konvergenz der Reihe auch 
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I P(X =k)tk , t e IR. 
k=O 

(1 .8) 

wir wollen nun e1n1ge Versionen wichtiger Grenzwertsätze der 

Stochastik angeben, nämlich Versionen des Gesetzes der gros­

sen Zahlen und des zentralen Grenzwertsatzes. Dazu benötigen 

wir zunächst verschiedene Konvergenzbegriffe für Folgen 

{Xn ; n e lN} reeller Zufallsvariablen. 

Definition. Es sei {Xn ; n e lN} eine Folge reeller Zufalls­

variablen. Die Folge konvergiert P-fast sicher (f.s.) gegen 

die reelle Zufallsvariable X, wenn eine P-Nullmenge N e~ 

existiert derart, da& 

Xn(W) + X(w) (n + ~) für w e n\N 

im Sinne der punktweisen Konvergenz. 

Die Folge konvergiert stochastisch gegen X (in Zeichen: 

X ~ X), wenn 
n 

für alle E: > o. 

(1.9) 

(1.10) 

Die Folge konvergiert nach Verteilung (oder schwach) gegen X 

(in Zeichen: X ~ X), wenn 
n 

X 
fgdP n + fgdp X E(g(X» (n + (0) (1.11) 

für alle g e CB(lR). 

Die Verteilungskonvergenz besagt also aus funktionalanalyti­

scher Sicht, daß die Folge der Wahrscheinlichkeitsmaße 
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x 
{p n~ neIN} schwach-*-konvergent gegen die Verteilung p X 

* ist, da bekanntlich der Dualraum CB(IR) isometrisch isomorph 

zu dem Banchraum der regulären singnierten Inhalte auf~(IR) 

mit endlicher Totalvariation ist (vgl. Dunford-Schwartz (1958». 

Die fast sichere Konvergenz imp~iziert stets die stochastische 

Konvergenz, welche ihrerseits die Verteilungskonvergenz impli­

ziert. Ist die Grenzvariable X konstant, gilt von letzterem 

auch die Umkehrung. 

Satz 1.1 (Version des starken Gesetzes der großen Zahlen). 

Sei {Xn~ neIN} eine Folge reeller, unabhängiger, integrier­

barer', identisch (wie X) verteilter Zufallsvariablen mit 

E(X) = ~. Dann gilt 

_ 1 n 
X := - I X 4 ~ P-f.s. 

n n k =1 k 
(n -+ 00) (1. 1 2) 

Satz 1.2 (Version des schwachen Gesetzes der großen Zahlen). 

Sei {Xn~ nEIN} eine Folge reeller, paarweise unkorrelierter, 

quadratisch integrierbarer Zufallsvariablen mit E(Xn ) = ~ fUr 

alle nEIN. GenUgt die Folge der Beziehung 

dann gilt 

n 
-.!. r V(X ) 4 0 (n -+ co), 
n 2 k=1 n 

Xn 

1 n 
= n r Xk 

k=1 

p 
-----+ ~ (n 4 co). 

(1. 1 3) 

(1. 14) 

BezUglich all~emeinerer, jedoch hier nicht benötigter Versionen 

des Gesetzes der großen Zahlen siehe Bauer (1974). 

Satz 1.3 (Version des zentralen Grenzwertsatzes). 

Sei {X
n

; neIN} eine Folge reeller, unabhängiger, identisch 
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(wie X) verteilter, quadratisch integrierbarer Zufallsvariab-
2 len mit E(X) = (, V(X) = 0 > O. Dann gilt 

Iilx 
n 

I X ~ Y (n ~ 00), 
rn k=l k 

(1 .15) 

Existiert zusätzlich die momenterzeugende Funktion ~; in einer 

Umgebung der Null, so ist die Folge {I rn X lai n 8 IN} gleich­
n 

gradig integrierbar fUr jedes a > 0; es gilt dann auch 

(1.16 ) 

Der erste Teil des obigen Satzes ist ein Spezialfall eines 

allgemeineren Satzes von Lindeberg-Feller (Bauer (1974), Satz 

51.3); bezgl. des zweiten Teils siehe auch Satz 2.2, Kapitel 

11 und Billingsley (1979), Seite 292. 

FUr die spätere Abschätzung der momenterzeugenden Funktion 

von X ! Y X wird noch folgende Ungleichung benötigt. 
n n k =l k 

Satz 1.4 (Jensen-Ungleichung). 

Ist X eine reelle, integrierbare Zufallsvariable mit Werten 

in einern Intervall K C lR, dann liegt E(X) in K, und fUr jede 

auf K stetige, konvexe Funktion 9 gilt 

E(g(X» ~ g(E(X», (1.17) 

sofern g(X) integrierbar ist. 

Die bisher betrachteten Zufallsvariab1en waren sämtlich als 

reellwertig vorausgesetzt. Um den allgemeineren Fall Banach-
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raumwertiger Zufallsvariablen behandeln zu können, benötigen 

wir zunächst einen entsprechenden Integralbegriff. 

Oefini tion. Sei qy ein Banachraum mit Norm 11.11. Eine (.~,.11 ('W»­

meßbare Abbildung X (Zufallsvariable) mit Werten in ~ heißt 

integrierbar, wenn ein Element J sqy existiert derart, daß 

f*(J) Jf*(X)dP * E (f (X» ( 1 • 1 8 ) 

gilt fUr alle Elemente f* des Dualraumes qy* von qy. J heißt 

dann auch Pettis-Erwartung von X," in Zeichen: J E(X). 

Nach einem Korollar zum Satz von Hahn-Banach ist damit E(X) 

im Falle der Existenz eindeutig bestimmt. Die Existenz von 

E(X) ist dabei z. B. gewährleistet, wenn X ~eparabelwertig 

und IIxll integrierbar ist: es gilt dann 

IIE(x)1I 2 E(lIxlI) (1 .19) 

(vgl. Pettis (1938), Mourier (1953), Gänssler-Stute (1977), 

Kapitel VIII). Im letzteren Fall fällt dann E(X) mit dem ent­

sprechenden Bochner-Integral zusammen. 

Bezgl. einer Version des Gesetzes großer Zahlen fUr'W-wertige 

Zufallsvariablen siehe Mourier (1953). 

Abschließend wollen" wir noch ein fUr die Darstellung von 

Operatorhalbgruppen wichtiges Resultat formulieren. 

Satz 1.5 (Chung 1962). 

Es sei {XT I T .:. O} eine Familie reeller, nicht-negativer Zu­

fallsvariablen derart, daß 

x -@. [, (T -~ (0) (1.20) 
T 
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fUr ein ~ € m+. Ist ferner S : m+ + OJI eine separabelwertige, 

meßbare und in ~(stark) stetige Abbildung derart, daß 

lim sup E{US(XT)U r } < 00 (1.21) 
n-+oo T>n 

fUr ein r > 1, dann gilt 

S(~) = lim E[S(XT)] (1.22) 
T+OO 

im Sinne der Normtopologie UberOJl. 

(Man beachte, daß die Beziehung (1.21) im wesentlichen eine 

gleichgradige Integrierbarkeitsbedingung fUr die Familie 

{S(XT) I T ~ 01 OJI-wertiger Zufallsvariablen darstellt.) 

I. 2 Funktionalanalytische Grundlagen 

In diesem Teil wollen wir noch einige zentrale Punkte aus der 

Theorie der Halbgruppen linearer Operatoren hervorheben (vgl. 

dazu Butzer-Berens (1967». 

wir betrachten dazu einen Banachraum ~mit Norm ".U: '(~) be­

zeichne dabei die Banach-Algebra der stetigen Endomorphismen 

von ~. Die Operatornorm in 4(~) werde ebenfalls mit 11." be­

zeichnet. 

Definition. Eine Teilmenge {T(t) I t ~ O} ~ S(~) stetiger 

Endomorphismen heißt (einparametrige) Halbgruppe, wenn die 

folgenden beiden Beziehungen gelten: 

T (s+t) T(s) 0 T(t), s,t, > 0 

(1.23) 

T(O) = I (Identität). 

Gilt darUberhinaus noch 
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lim 11 T ( t) f - f 11 == 0, f 8.tt, (1. 24) 
HO 

so heißt die Halbgruppe auch von der Klasse ~o oder kurz 

~o-Halbgruppe. 

Eine ~o-Halbgruppe besitzt die beiden folgenden, wesentlichen 

Eigenschaften: 

die Abbildung T(.)f ist stark stetig 

fUr jedes f 8:I: 

es existieren universelle Konstanten M > 

und IJI. > 0 mit 

11 T ( t) 11 < M e IJJt, t > O. 

(1 .25) 

(1. 26) 

Der infinitesimale Erzeuger A einer ~o-Halbgruppe ist definiert 

durch 

Af lim Atf. f 8:I: mit 
HO 

1 
At t(T(t)-I), t > 0 

(1.27 ) 

(1 .28) 

(sofern der im Sinne der starken Topologie zu verstehende 

Grenzwert existiert); diejenige Teilmenge von:I:, fUr die 

(1.27) gilt, wird auch mit D(A) b~zeichnet. FUr ganzzahlige 

r > 2 ist die r-te Potenz Ar von Asowie D(Ar ) rekursiv defi­

niert durch 

D(Ar ) :== {f e .qr\f 8 D(1\r-1) und Ar - 1 f 8 D(1\)} 

Arf A(Ar - 1 f) fUr f 8 D(Ar ), (1.29 ) 

wobei Al :== A. FUr r ~ 1 ist D(Ar ) ein abgeschlossener, dich­

ter Teilraum von:I:, und Ar ist ein abgeschlossener (i. a. un­

beschränkter) linearer Operator auf D(Ar ) mit Werten in~. 

FUr r > 1 und f 8 D(Ar ) bestehen die Beziehungen 
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T(t)f e D{A
r

) sowie 

(1.30) 

T(t)f 
r-l k t {t_s)r-1 ! ~I A k f + J T (s ) Ar f ds für t > 0 
k=O k. 0 <r-1)! 

(1 .31 ) 

(hierbei ist AO := I). Beziehung (1.31) wird auch als Taylor­

entwicklung der Halbgruppe bezeichnet. 

Ist die Abbildung t .... T.{ t) stetig bezüglich der gleichmäßigen 

Operatortopologie, dann ist D(A) = f!" I A ist beschränkt (also 

e $(f!"» , und es gilt 

T(t) = etA 
00 t k k 
~ k,A , t > 0 

k=O . 
(1. 32) 

im sinne der gleichmäßigen Operator topologie. Ist umgekehrt 

B e $(f!"), dann wird durch T(t) := e tB eine gleichmäßig stetige 

~o-Halbgruppe definiert mit infinitesimalem Erzeuger A = B. 

Die Resolvente R(A) einer ~o-Halbgruppe mit infinitesimalem 

Erzeuger A ist (im Falle der Existenz) definiert durch die 

Umkehrabbildung 

R(A) -1 .= (AI-A) ,A ~ O. (1.33) 

R(A) existiert für A > w; in diesem Fall ist R(A) e $(f!"), und 

es gilt 

R(A) f e-AtT(t)(.)dt, 
o 

(1.34 ) 

d. h. R(A) ist die Laplace-Transformierte der Halbgruppe. Für 

A > w gilt schließlich 

(1. 35) 
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11. Momente und momenterzeugende Funktionen 

Die in Kapitel 111 untersuchten Fragestellungen nach Darstellun­

gen einer ~o-Halbgruppe {T{t) I t ~ O} auf der Basis des Ge­

setzes der großen Zahlen beinhalten insbesondere die Betrach­

tung von Zufallsvariablen der Art T(X)f bzw. T(Xn)f sowie 

deren Erwartungswerten, wobei X ~ 0 eine geeignete Zufallsvari­

able ist. Die durch (1.26) gegebene exponentielle Beschränkt­

heit der Normen IIT(t)1I sowie die Forderung der Existenz der 

Pettis-Erwartung E[T(X)f] legen daher wegen 

E{IIT{X)fll) 2 ME(e
wx

>lIfli = Mllfllw;(w) 

die Betrachtung momenterzeugender Funktionen nahe. In der fUr 

Konvergenzgeschwindigkeitsaussagen benötigten stochastischen 

Taylorentwicklung treten darUberhinaus auch die (zentralen) 

Momente von X bzw. Xn auf (was aufgrund von (1.31) einsichtig 

ist), fUr die geeignete Abschätzungen erforderlich sind. Das 

letztere Problem ist allgemein in der Stochastik von großer 

Bedeutung, wie die zahlreichen dazu erschienenen Arbeiten ver­

deutlichen (etwa Whittle (1960), Brillinger (1962), von Bahr 

(1965), Dharmadhikari-Jogdeo (1969), Sazanov (1974), Hall 

(1978». Man kann hierbei im wesentlichen zwei verschiedene 

Typen von Abschätzungen unterscheiden: globale Abschätzungen, 

welche relativ geringe Voraussetzungen an die zugrundeliegen­

den Zufallsvariablen {Xn : neIN} stellen und daher in der 

Regel (und fUr unsere Zwecke) zu grob sind, andererseits auf 

dem zentralen Grenzwertsatz beruhende, qualitativ recht ge­

naue Abschätzungen, welche jedoch in der Regel kaum explizit 

quantifizierbar und damit fUr numerische Zwecke ungeeignet 

sind. Die im vorliegenden Fall gegebenen Integrabilitätsbe­

dingungen in Form der Existenz der momenterzeugenden Funktion 

lassen nun aber Abschätzungen zu, die die Vorteile beider 

Typen von Abschätzungen in quantitativer wie qualitativer 

Hinsicht vereinen. Damit werden einerseits globale, explizite, 

scharfe Abschätzungen der Konvergenzgeschwindigkeit in den 

allgemeinen wahrscheinlichkeitstheoretischen Darstellungs­

sätzen möglich, andererseits. lassen sich die in einigen 
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Spezialfällen auf analytischem Wege gefundenen Abschätzungen 

auf 'einfache Weise wiedergewinnen bzw. in der Regel sogar ver­

bessern. 

Die erste wichtige Abschätzung der momenterzeugenden Funktion 

einer geeigneten Zufallsvariablen macht 

Lemma 2.1. Es sei X eine nicht-negative Zufallsvariable, und 

* ~X existiere für ein 6 > 0 (und damit auch im Intervall 

(-00,0]». Dann existieren sämtliche positiven Momente von X 

mit 

(2.1) 

Bezeichnet E;. E(X), so ~ilt darUberhinaus die Darstellung 

* 1 + E;.t + R (t), t< 6, 

wobei 

* o < R (tl < 

für Itl < n und jedes 0 < n < 6. 

Beweis. Für alle a,ß > 0, x ~ 0 gilt 

Il 
X 

(Il)a -a ßx 
< ß e e , 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4 ) 

wobei Gleichheit für x = ~ erreicht wird (ersichtlich z. B. 

durch Differenzieren der Funktion fex) = xlle- ßX ). Mit ß = 0 

ergibt sich hieraus sofort (2.1). FUr alle x 9 IR gilt ferner 

bekanntlich 

(2.5) 
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so daß 

o < R*(t) := l/I;(t) -1 -f;t .::.. t: E(x2eltlx). (2.6) 

Setzt man in (2.4) speziell a 2, ß n - Itl, so ergibt sich 

E(x2eltlx) < (n_ltl)2e-2E(e(n-ltl)xeltlx) 

_ 4 * 
e2(n_~ l/Ix(n), (2. 7) 

womit alles bewiesen ist. 

In der Abschätzung (2.7) kann die mögliche Potenz (ö_ltl)-2 

i. a. nicht durch eine Potenz (ö_ltl)-2+€ fUr ein € > 0 ver­

bessert werden, wie das folgende Beispiel zeigt. 

Beispiel 2.1. X besitze die Lebesgue-Dichte fex) = c(y)x-Ye-X 

fUr x > 1 und = 0 sonst (mit y > 1). Hierbei bezeichne 

~! -y -x -1 c(y) = { x e dx} . Dann ist 
1 

aber 

l/I;(l) c(y)!x-Ydx 
1 

c(y) 
y::T 

tX ""f -Y (t-1 \ ~ E (e ) c (y) x e dx 
1 

< 00 (2.8) 

(2.9) 

fUr t > 1 (d. h. als maximaler Wert kann fUr ö höchstens 1 

gewählt werden). Sei nun 0 < E < 1, Y = 1 +E, Itl < 1. Dann 

gilt 

!(1_ltl)E-2 < E(x2eltlx) < 9(1-ltl)€-2. 
2 - -

(2.10) 

Da 0 < E < 1 beliebig war, folgt damit die obige Behauptung. 

Zum Nachweis von (2.10) wird die Stirlingsche Formel zur Ab-
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schätzung der Gammafunktion f benötigt: 

".- x -1/2 -x f(X) ~ r2n xe, x >.0. (2.11) 

Durch Differenzieren der rechten Seite erhält man hieraus so­

fort eine untere Schranke fUr die Gammafunktion 

f(x) ~ 0,8365 .•. , x > 0. (2.12 ) 

Andererseits ist die Gammafunktion fUr x > ° konvex mit 

f(l) = f(2) = 1, so daß f(x) < 1 fUr 1 < x < 2. Unter Verwen­

dung von (2.4) mit a = 1 +E, ß = a läßt sich ferner auch so­

fort die Ungleichung 

e :: c (1 + E) < e (2+ E) 

gewinnen. Damit fqlgt aber 

C(1+E)jx1-Ee-(1-ltl)XdX 
1 

c(1+e:) (1- t > y e dy I I E-2 oo{ 1-e:-y 

1- tl 

(2.13) 

e:-2 l-}tl 1-e: -
c(1+e:)(1-ltl> (f(2-e:)- y e Ydy} 

° 
e:-2 1 _ 

> e(1-ltl> {0,8365 -fe Ydy} 

° 

sowie 

< 3e(1_ltl)e:-2 < 9(1_ltl)e:-2~ 
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Damit ist (2.10) bewiesen. 

Die variable Form der Abschätzung (2.3) gestattet eine im 

Intervall Itl < 0 verbesserte Abschätzung gegenUber dem Spezial­

fall n = O. FUr festes Itl < 0 besitzt nämlich die stetige 
* 2 Funktion gen) = wx(n)/(n-Itl) im Intervall Itl < n < 0 ein 

* Minimum an einer Stelle n = n (t), so daß (2.3) verbessert 

werden kann zu 

* 2t
2 

* * o < R (t) < 2 * 2 ", (n (t», Itl < o. 
e (n (t)-Itl> 

(2.14 ) 

Beispiel 2.2. Es sei p
X 

mit der Lebesgue-Dichte 

r(ß,y), d. h. X sei Gamma-verteilt 

ßY y-1 -ßx 
fex) fTYf x e x > 0 (a,y > 0). (2.15) 

Dann ist w;(t) BY/(ß-t)Y, t < ß: 0 kann hier< B, aber be-

liebig nahe an ß gewählt werden. Es ist gen) = BY/(ß-n)Y(n-!tl)2 

minimal fUr n = n*(t) = (2ß+yltl)/(y+2), also 

o < R* (t) < (y+2) Y+2 ßY t
2 

2e 2 yY (ß-ltl)Y+2' Itl < ß. 
(2.16 ) 

Entsprechend den eingangs gemachten Anmerkungen ist nun spezi­

* eIl die momenterzeugende Funktion Wx des arithmetischen 
n 

Mittels geeigneter Zufallsvariablen von Interesse. Mit Hilfe 

von Lemma 2.1 lassen sich hierfUr aber wie folgt geeignete Ab­

schätzungen finden. 

Satz 2.1. Sind X1 "",Xn nicht-negative, unabhängige, identisch 

(wie X) verteilte Zufallsvariablen, deren momenterzeugende 

* Funktion ",X fUr ein 0 > 0 existiert, so gilt, wenn t = E(X) 

bezeichnet, 
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2 * 
t~ * t~ 2t wX(n) 

e < W- (t) < e exp {2 ill 2 } 
Xn e n(n - n ) 

fUr 0 < n < ö und I tl < nn. (2.17 ) 

* Insbesondere existiert Wx im Intervall (-oo,nö]. 
n 

Beweis. FUr t ~ nö gilt wegen der Unabhängigkeit und identi­

schen Verteilung von X1 "",Xn 

* Wx (t) 

n 
! ~ X n k 

E(e k=1 ) 
n 

* t < exp {t( + nR (n)}' (2.18 ) 

* Hieraus folgt die Existenz von Wx (nö) sowie unter Verwendung 
n 

von (2.3) die rechte seite der Beziehung (2.17). Die linke 

Seite dieser Beziehung ist eine Konsequenz der Jensensehen 

Ungleichung (Satz 1.4). 

Ist {Xn ; n S lN} eine Folge unabhängiger, identisch (wie 

X ~ 0) verteilter Zufallsvariablen, deren momenterzeugende 
* Fun~tion Wx fUr ein ö > 0 existiert, so besagt Satz 2.1 in 

etwas anderer Formulierung, daß fUr festes t e IR und genU-

gend große n (nämlich n > 1!l)wi (t) existiert und wegen 
x n n 

e n 1 + O(~), x e IR mit der Ordnung O(~) gegen et~ fUr 
n n 

n + 00 konvergiert. Umgekehrt gilt bei festem n und t + 0 auch 

I/!i (t ) = e t ~ + 0 ( t 2 ) • 
n 

(2.19 ) 
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Beide Konvergenzordnungen können i. a. nicht verbessert wer­

den, wie man am Beispiel der Exponentialverteilung Ex(ß) 
* -n (Bei~piel 2.2 mit y = 1) sehen kann: dort ist .x (t) = (1-t/nß) 

fUr Itl < nß mit ( = 1/ß, also n 

* n{.x (t) 
t( t 2(2 t( 

- e } ~ -2-- e , n ~ 00 (2.20) 
n 

und 

-- {.~ (t) 
t 2 Xn 

_ e t (} ~ ~ 
2n ' 

t ~ o. (2.21 ) 

Mit Hilfe von Satz 2.1 läßt sich auch sofort eine Abschätzung 

fUr die absoluten zentralen Momentp von X
n 

angeben: 

Satz 2.2. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1 gilt fUr 

alle a,ß > 0, n > (~)2: 
I) 

E(lx _(la) < _2_(~)a -tl 2ß
2
"";(I) 

n - m tl ß e exp {-..... 2---6 ... 
e (I) --) 

(2.22) 

In 

Beweis. Wegen e lxl < e X +e-x fUr x S lR folgt mit (2.4) und 

ßm ß 2 Satz 2.1 fUr n > -- bzw. n > (-) : 
l) I) 

E(;nalxn-(I tl ) ~ (~)ae-aE(exP{ßlnIXn-(I}) 

< (~ß)tle-a{E(eXP{ßmO{ -0 })+E(exp{-ßIn(X -()}) 
n n 

< (~)ae-tl{e-ßm(",:: (ßIn)+eßm~""i (-ßm)} 
ß X n n 

-a 
< 2(i)tl e exp } . (2.23) 

Hieraus ergibt sich die Behauptung. 
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(Man beachte, daß aus (2.22) auch sup E(11n X la) < ~ für 
n 

n 
jedes a > 0 folgt, woraus sich die gleichgradige Integrier-

barkeit dieser Folge ergibt; vgl. dazu auch Satz 1.3). 

Die Konvergenzordnung o:-~ ) in (2.22) kann (außer im trivi-
Iila 

alen Fall X = () nicht verbessert werden, da unter den genann-

ten Voraussetzungen aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes 

(Satz 1.3) /na E(IX _(la) gegen das (strikt positive) absolute 
n 

Moment der Ordnung ader Normalverteilung mit Erwartungswert 0 

und Varianz V(X) konvergiert. 

Die Konstante ß in Satz 2.2 ist jedoch frei wählbar und beein­

flußt neben der quantitativen ApproximationsgUte auch den 

kleinsten Wert fUr n, ab dem die Beziehung (2.22) gUltig ist. 

ß 2 4n 2 
wählt ~nn e~wa n so groß, daß (n -~) ~ --2-' also 

-n e 
n _> (1 -~) -2 (~) 2 bzw. gerundet n > 15 (~) 2 gilt, so liefert 

e n n 
(2.22) die Beziehung 

(2.24) 

-a cß
2 

Die Funktion g(ß) = ß e mit einer.positiven Konstanten c 

ist aber minimal fUr ß = ß* = lä72C mi t 9 (ß *) (!2C7il) a e a/2. 
* 2 Mit der Wahl c = wx(n)/2n erhält man somit 

Satz 2.3. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1 gilt 

* 
, - la 2 (a wx (n»a/2 

E( X -{. ) < - 2 
n -;na en 

(2.25) 

für n 15a 
> ---

* wx(n) 
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Beweis. Zu zeigen bleibt nur noch die untere Schranke fUr n. 
* 

Gemäß den obigen AusfUhrungen kann dafUr aber 15(~)2 
11 

gewählt werden. 

15a 
-*--
~'x (11) 

Beispiel 2.3. Im Falle der Gamma-Verteilung aus Beispiel 2.2 

ergibt sich etwa 

E(IXn-~la) < __ 2 __ (a(Y+2)Y+2)a/2 
-;n« 4 e Y Y ß2 

fUr n > ~-~ (man beachte, daß die Funktion g(l1) 
(y+2)Y 

minimal ist fUr 11 * 11 
2ß 

y+2!) 

(2.26 ) 

"'~(11) 
--2-

11 

FUr den allgemeinen wahrscheinlichkeitstheoretischen Dar­

stellungssatz sind nun insbesondere Zufallsvariable X der 
N 

Form X = I Yk von Interesse (Chung (1962), Butzer-Hahn (1980), 
k=1 

Pfeifer (1982», wobei N eine nicht-negative, ganzzahlige 

Zufallsvariable und {Yk : k e lN} eine Folge unabhängiger, 

identisch (wie Y ~ 0) verteilter (auch von Nunabhängiger) 

Zufallsvariablen bezeichnen (wobei fUr N 0 die Summe eben­

falls als 0 erklärt sei). wir wollen uns daher abschließend 

mit der Frage beschäftigen, unter welchen Bedingungen etwa an 

die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion "'N und die moment-
* * erzeugende Funktion "'Y auch die momenterzeugende Funktion Wx 

existiert, um auch fUr diesen allgemeineren Fall Abschätzun­

gen der Art der Sätze 2.1, 2.2 und 2.3 zur Ver fUgung zu haben. 

Lemma 2.2. Unter den obigen Voraussetzungen gilt: Existiert 
* * wN fUr ein oN > 1 und Wy fUr ein Oy > 0, so existiert "'x 

z. ß. fUr 0x > 0 mit 

°x 
(0 -1) Oy Oy N }, 

min {2' ",* (0 ) 
'l'y Y 

(2.27) 
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und für t < 0x gilt 

(2.28) 

Beweis. Analog dem Beweis zu Lemma 2.1 erhält man bei Ent­

wicklung nach nur einem Glied 

Für t 0x aus (2.27) ergibt sich dann 

* so daß ~N an der stelle ~y(6X) existiert und damit auch 
* ~N(~y(t» für t < 0X. "Für diese t gilt aber 

i ~;(t)np(N =n) 
n=O 

n 

(2.29) 

L E (e t y ) n p (N = n ) 

t L Yk 
L E(e k=1 )P(N =n) 

n=O 

N 

t L Yk 
E(e k=1 ) 

Damit ist das Lemma bewiesen. 

n=O 

Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.2 existieren gemäß 

Lemma 2.1 natürlich sämtliche positiven Momente von N und Y 

(und damit auch von X); es gilt dann etwa 
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E(X) E(N)E(Y) (2.30) 

und 

V(X) = E(N)V(Y) + V(N){E(y)}2 (2.31 ) 

(vgl. Chung (1962), Lemma 3). 
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111. Wahrscheinlichkeitstheoretische Darstellungssätze 

für stark stetige halbgruppen linearer Operatoren 

wir betrachten im folgenden stets ~o-Halbgruppen {T(t) I t > O} 

von Endomorphismen eines Banachraumes ~ mit den durch (1.26) 

gegebenen charakteristischen Konstanten M > 1 und w > O. 

Zunächst wollen wir anschaulich erläutern, in welchem Zusammen­

hang das in Kapitel I. 1 vorgestellte Gesetz der großen Zahlen 

(Satz 1.1, Satz 1.2) mit den sogenannten Darstellungssätzen für 

Halbgruppenoperatoren steht. Sei dazu {Xn ; n e 1N} eine Folge 

reeller, unabhängiger, identisch (wie X) verteilter Zufalls­

variablen mit E(X) = ~; dann gilt insbesondere 

X 
n 

1 n P} 
-IXk-+~' 
n k =l 

oder gemäß der Definition der Verteilungskonvergenz: 

X 
Igdp n -I- IgdP~ g(O 

für alle Funktionen g e CB(lR). 

(3.1) 

Der von Bernstein 1912 gefundene Satz ist somit (in einer ab­

geschwächten Version) ein Spezialfall von (3.1), denn wählt 

man für p X eine Binomialverteilung B(1,~) (0 < ~ < 1), so er­

gibt sich: 

E [g (X )] 
n 

(punktweise) für alle g e C[0,1]. (3.2) 

(Der ursprüngliche Satz von Bernstein garantiert sogar gleich­

mäßige Konvergenz.) 
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In diesem Abschnitt soll nun u. a. gezeigt werden, daß gewisse 

Darstellungssätze fUr Halbgruppenoperatoren genau von der Form 

(3.1) sind, wobei man die Funktionen g e CB(IR) durch die 

~-wertigen Abbildungen T(.)f mit f e.~ ersetzt, und die Er­

wartungswerte als Pettis-Erwartungen auffaßt. Man gelangt dann 

zu einem schwachen Gesetz großer Zahlen fUr Halbgruppenopera­

toren: 

X 
E[T(i )f] /T(.)fdP n + T(~)f (n + -) 

n 
(3.3) 

(im Sinne der Norm-Topologie) fUr alle f e ~ und geeignete 

Zufallsvariable Xn , X~O. Heuristisch gesehen kann die linke 

Seite von (3.3) dabei wegen der Unabhängigkeit der Zufalls­

variablen noch gemäß 

n X n X 
E[T(i )] = E[ TI T(~)] = n E[T(~)J = {E[T(!)]}n 

n k=l n k=l n n 
(3.4) 

umgeformt werden, sofern die Operatoren E[T(Xn )] bzw. ErT(~)J 
geeignet definierbar sind. Dies läßt sich jedoch nicht im 

Sinne des in Kapitel I. 1 vorgestellten Pettis-Integrals be­

werkstelligen, da bei nicht gleichmäßig stetigen ~o-Halb­

gruppen i. a. die 8(~-wertige Abbildung t + T(t) nicht ein­

mal (Borel-) meßbar ist (im Gegensatz zum gleichmäßig stetigen 

Fall, wo t + T(t) stetig und damit auch meßbar und separabel­

wertig ist: vgl. auch Theorem 10.2.1 bis 10.2.3 in Hille­

Phillips (1957». 

Der hier angesprochene Problemkreis ist zunächst Gegenstand 

des folgenden Kapitels. 

111. 1 Meßbarkeits- und Existenzprobleme 

Satz 3.1. Es gelte lim inf nT(t) -T(t )" > 0 fUr ein t > O. 
t~t 0 0 

o 
Dann ist die Abbildung T(.) weder (Borel-) meßbar noch sepa-

rabelwertig. 
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Beweis. Zunächst ist die Abbildung T(.) injektiv in einer 

Umgebung der Null, da es anderenfalls Folgen {sn; n s nn und 

{tn ; n S IN} gäbe mit 0 ~ sn < t n , t n ~ 0 und T(Sn) = T(tn ). 

Es bezeichne h n = t n -sn; ferner sei E > O. Dann gilt für ge­

nügend große n ~ n(E) (so daß sn ~ E) 

und damit auch 

T(d = T(E +k h
n

) für alle k S IN, n ~ n(E). 

Sei nun t > E, dann gibt es Folgen {km; m S IN} und 

{nm; meIN} natürlicher Zahlen mit 

km . h
n 

+ t - E, m + 00. 

m 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

Wegen der Stetigkeit von T(.)f für alle f S ~ folgt somit auf­

grund von (3. 6) 

T(t)f = lim T(E +k
m 

h
n 

)f T(df, f S~ (3. B) 
m+QO m 

und damit T(t) = T(E) für alle t > E. 

Insbesondere folgt hieraus T(~) = T(E) für alle n S IN, wenn 
n 

jeweils E durch ~ und t durch E ersetzt wird. Damit ist aber 
n 

f 1 im T (~) f = T ( d f, f S ~ • (3.9) 
n+QO 

Da E beliebig war, er,gibt sich somit T(.) = I im Widerspruch 

zur Bedingung lim inf HT(t) -T(t )U > O. Letzteres impliziert, 
t~t 0 

o 
daß (von t

o 
abhängige) 6, c > 0 existieren derart, daß 

inf ~T(t) -T(to)H ~ c. Dann gilt aber auch für jedes 
t <t<t +6 ' 
0-0 

se [o,to ] mit h = to-s 

inf IIT(t)-T(s)U 
s<t<s+6 

inf IIT(t)-T(s)1I IIT(h)1I 
s<t<s+6 
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inf hT(t+h)-T(s+h)" 
s<t<s+o 

inf hT(t)-T(t)" 
t <t<t +0 0 

o - 0 

* c > o. ( 3.10) 

O. B. d. A. kann 0 so klein angenommen werden, daß 0 < t o und 

T(.) injektiv in [0,0] ist. Dann impliziert (3.10) sofort 

hT(t)-T(s)n ~ c* fUr s,t e [0,0] mi~ s + t. Sei nun N C [o,ö] 
eine nicht-borelsche Menge (eine solche existiert stets). 

Dann besteht wegen der Injektivität T(N) aus Uberabzählbar 

vielen isolierten Punkten mit paarweisem Mindestabstand c* >0, 

d. h. insbesondere ist T(N) abgeschlossen (und damit boreiseh), 

aber nicht separabel. Wegen der Injektivität ist nun 

N=[0,0]nT-1(T(N», d. h. es existiert eine Borel-Menge aus 

~('lr», deren Urbild keine Borel-Menge aus~(ffi+) ist. Damit 

ist T(.) nicht meßbar. 

Man beachte, daß die in Satz 3.1 angegebene Bedingung eine 

etwas stärkere Form der Unstetigkeit der Halbgruppe (bezUg­

lieh der gleichmäßigen Operatortopologie) bedeutet. 

Beispiel 3.1. (Halbgruppe der Linkstranslationen) 

Es bezeichne UCB(ffi) den Raum der gleichmäßig stetigen, 

reellen, beschränkten Funktionen auf ffi. Die Halbgruppe der 

Linkstranslationen {T(t) I t > O} ist definiert durch 

T ( t) f f ( . + t), f e UCB ( ffi), t > o. (3.11) 

wie man sofort sieht, ist {T(t) I t ~ O} eine Kontraktionshalb­

gruppe (d. h. es gilt "T(t)" = 1 fUr alle t ~ 0): darUberhin­

aus gilt 

11 T (t) -T (s >11 
{ 

2, t f s 

0, t = s 

fUr s, t > O. (3.12) 
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Man braucht dazu für o. B. d. A. 0 < s < t nur die Funktion 

f e UeB(IR) mit 

i 
-1 x < s 

fex) +1 x > t 

linear, sonst 

zu betrachten; es gilt dann HfU = 1, also 

(3.13) 

(letzteres aufgrund der Dreiecksungleichung). Hier ist also 

insbesondere die Voraussetzung des Satzes 3.1 erfüllt, so daß 

T(.) weder meßbar noch spnarabelwertig ist. 

Man beachte jedoch, daß sogar im Falle des Satzes 3.1 die (zu­

fällige) Operatorabbildung ~(X) : n + I(~) stets (Borel-) meß­

bar und separabelwertig ist, wenn X ~ 0 diskret ist, da dann 

T(X) nur abzählbar viele Werte annimmt und jede abzählbare 

Teilmenge eines Banachraumes borelsch ist. In diesem Fall 

sind die in (3.4) auftretenden Erwartungswerte Pettis-Integra­

le im Sinne von Kapitel I. 1. Um den allgemeinen Fall behandeln 

zu können sowie die Existenz der in (3.3) auftretenden Integra­

le zu sichern, benötigen wir folgendes 

Lemma 3.1. Ist X eine nicht-negative Zufallsvariable, deren 
. * momenterzeugende Funkt10n ~X an der Stelle der charakteristi-

schen Konstanten w existiert, so existiert auch E[T(X)f] für 

jedes f e q-, und es gilt 

(3.14) 
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Beweis. Da wegen (1.25) die Abbildung T(.)f fUr jedes f e~ 

stetig ist, ist T(.)f auch (Borel-) meßbar und separabelwer­

tig, entsprechend fUr T(X)f. Gemäß den AusfUhrungen in Kapi­

tel I. 1 existiert E[T(X)f] also z. B., wenn "T(X)f" integrier-
* bar ist: wegen (1.19) ist aber dafUr die Existenz von .X(w) 

hinreichend, denn 

E[Il T (Xlfll] < M E(ewX)lIf" Mllfll.;(w). 

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.1 läßt sich damit all­

gemein ein Operator E[T(X)] wie folgt festlegen: 

Definition. Der durch 

E[T(X)]f := E[T(X)f], f e~ (3.15 ) 

eindeutig bestimmte Operator E[T(X)] heißt (ebenfalls) Erwar­

tungswert von T(X) (auch wenn die Abbildung T(X) gegebenen­

falls nicht meßbar ist!). 

Aus (3.15) ist sofort ersichtlich, daß E[T(X)] linear ist: 

wegen (3.14) ist E[T(X)] sogar beschränkt (also e 8(~» mit 

IIE[T(x)]1I .:: M.;(lll). (3.16 ) 

Ist X diskret, existiert also nach der obigen Bemerkung 

E[T(X)] als Pettis-Integral J, so fällt der durch (3.15) ge­

gebene Erwartungswertbegriff hiermit zusammen: Wegen J e t:C<r) 
ist J ein beschränkter linearer Opera tor auf ~: anderersei ts 

wird fUr jedes f e.or und f* e.ar* durch F(S) := f*(S(f», 

S e 6(~) ein beschränktes lineares Funktional F € 8(q)* de­

finiert mit IIFII < IIf*lIl1fll, so daß 
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* f (J(f» F (J) = E [F (T (X) ) ] 

(3.17) 

gilt, also nach einer Folgerung zum Satz von Hahn-Banach 

J(f) = E[T(X)f] = E[T(X)]f, also J = E[T(X)] im Sinne von 

(3.15) gilt. (3.15) ist somit also eine echte Erweiterung des 

Pettis-Integrals. 

Der folgende Satz untersucht nun die fUr (3.4) wesentliche 

Vertauschbarkeit von Erwartungswert- und Produktoperation im 

Falle unabhängiger Zufallsvariablen. 

Satz 3.2. X und Y seien nicht-negative, unabhängige Zufalls-
* * variablen, fUr die ~X und ~Y an der Stelle w existieren mögen. 

Dann existieren E[T(X)], E[T(Y)] und E[T(X)oT(Y)], und es gilt 

die Beziehung 

(3.18) 

* * * .. . Beweis. Wegen ~X+y(w) = ~X(w)~Y(w) eX1st1ert nach ob1gem 

neben E[T(X)] und E[T(Y)] auch E[T(X)oT(Y)] = E[T(X+Y)]. Zu 

zeigen bleibt die Gleichheit in (3.18). Diese ist bewiesen, 

wenn 

f * ( (E [T ( X) J 0 E [ T ( y) ] )f) = f * (E [T ( X + y) ] f) (3.19 ) 

* * fUr alle f e ~ und f e~ nachgewiesen ist. Seien also f e~ 
* * und f e ~ . Dann wird aber durch 

(3.20) 

ein beschränktes lineares Funktional g* e~* definiert mit 
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Hg*H ~ Hf*HHE[T(X)]H ~ Hf*HM.;(W). (3.21 ) 

Definitionsgemäß gilt nun 

f*«E[T(X)] OE[T(Y»))f) = g*(E[T(y>]f) 

g*(E[T(Y)f]) = E[g*{T(Y)f)] 

fg*(T(y)f)pY{dy) = !f*(E[T{X)T{Y)f])pY(dy) 

/E[f*(T{X)T(y)f)]pY(dy) 

//f*{T{X)T(y)f)pX(dx)pY(dy) 

//f*(T(x+y)f)P(X'Y)(dx,dy) 

/f*(T(X+Y)f)dP f*(E[T(X+Y)f) 

f*(E[T(X+Y)]f). (3.22) 

Somit ist (3.19) und damit der Satz bewiesen. 

Eine Verallgemeinerung der Beziehung (3.18) auf den am Ende 

von Kapitel 11 angesprochenen Fall liefert das folgende 

Korollar 3.1. Sei N eine nicht-negative ganzzahlige Zufalls­

variable und {Yk : kEIN} eine Folge unabhängiger, identisch 

(wie Y > 0) verteilter (auch von Nunabhängiger) Zufallsvari-
N 

ablen; ferner sei X = I Yk . Existieren dann .;(w) sowie 
k=1 

.N(.;(w», dann existieren auch E[T(Y)], wN(E[T(Y)]) sowie 

E[T(X»), und es gilt die Beziehung 
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r {E[T(Y)] }mp(N =m), (3.23) 
m=O 

I zu setzen ist. 

Beweis. Zunächst soll gezeigt werden, daß die rechte Seite 

von (3.23) wohldefiniert ist, d. h. die dort auftretende Reihe 

absolut konvergiert. Gemäß Satz 3.2 ist aber filr m > 

* m MlJIy(w) ; (3.24) 

wegen M > 1 gilt diese Beziehung damit auch filr m 

ist 

r 11 (E[T(Y)] }mllp(N =m) < M r 1/I;(W)mp (N =m) 
m=O m=O 

O. Damit 

(3.25) 

also die Reihe absolut und damit auch im gewöhnlichen Sinne 

(stark) konvergent, so daß der Ausdruck 1/IN(E[T(Y)]) (formal) 

sinnvoll ist und durch die Reihe dargestellt wird. 

Zu zeigen bleibt also noch die linke Gleichheit in (3.23). Sei 

* * dazu wieder f e!!I und f e!!I . Dann gilt wegen der Konvergenz 

der Reihe 

E [f* (T(X) f)] 

00 m 
L E[f*(T( L Yk)f)]P(N =m) 

m=O k=1 

00 m 
L f*(E[T( L Yk)]f)P(N =m) 

m=O k=1 

L f* ({E[T(Y)] }mf P(N =m» 
m=O 
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f * ([ I {E [T (y) ] } mp (N = m >J f) , (3.26) 
m=O 

a I so E [ T (X) ] r {E[T(y)]}m P(N =m). 
m=O 

111. 2 Darstellungssätze 

Nunmehr können wir den fundamentalen wahrscheinlichkeitstheo­

retischen Darstellungssatz formulieren, welcher als Spezial­

fall u. a. das obige schwache Gesetz großer Zahlen für Halb­

gruppenoperatoren umfaßt. 

Satz 3.3. Es sei {N(T) I T > ol ein stochastischer Prozeß mit 

den nicht-negativen ganzen Zahlen als Zustandsraum derart, daß 

die erzeugende Funktion ~N(T) des Prozesses fUr alle T > 0 an 

einer Stelle oN > 1 existiert und ~ N(T) fUr T + 00 stochastisch 

gegen eine reelle Konstante ~ > 0 konvergiert. Ist ferner Y > 0 

* eine Zufallsvariable, deren momenterzeugende Funktion ~Iy an 

einer Stelle oy > 0 existiert derart, daß fUr ein r > 1 und 

T + 00 ~ ( ) (ljI* (~» beschränkt bleibt, dann ist fUr T >;:- mi t 0x 
N T Y T -u X 

aus (2.27) ~N(T)<E[T(~)]) ein beschränkter linearer Operator 

aus 1ft'!") mit 

II~Nh) (E[T<~)])11 .:.. M~Nh) (W;<*», (3.27) 

und es gilt die Darstellung 

T(!:) lim WN(T) (E[T(~)]) 
T+OO 

(3.28 ) 

im Sinne der starken Operatortopologie mit !: ~ . E(Y). 
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Beweis. Es sei {Yk ; k S IN} eine Folge (auch von (N(T) 11 >oll 

unabhängiger, wie Y verteilter Zufallsvariablen (eine solche 

existiert stets). Dann wird durch 

N(T) 
X (1) • = r Y

k
, 1 > 0 

k=1 
(3.29) 

ein (zusammengesetzter) stochastischer Prozeß definiert, für 

den wir zunächst - unter den angegebenen Bedingungen - die 

GÜltigkeit einer Version des schwachen Gesetzes der großen Zah­

len, nämlich 

zeigen wollen. 

p 
-+ 

wir zerlegen dazu X(I) geeignet in Summanden 
1 

-1 ! r 
{r;I>N(T)} 1 N( )<k< 

1 _~1 

(3.30) 

(3.31) 

wobei für Ereiqnisse C S~ 1
C 

die Indikatorfunktion von C be­

zeichne. Aufgrund von Satz 1.1 folgt zunächst 

[ ~T] 
r Y

k 
-+- r;oE(Y) 

k=1 
1;, T -+- 00 (3.32) 

im Sinne der fast sicheren Konvergenz (und damit auch stocha­

stisch); dabei bezeichne für reelle x [x] die größte ganze Zahl, 

die nicht größer als x ist. Zu zeigen bleibt also noch die 

stochastische Konvergenz der restlichen bei den Summanden gegen 

Null. Sei dazu E > 0 und 0 < ö< E(~) . Dann gilt zunächst ana­

log (3.32) 

ö 0 ö~ r Y
k 

-+- ö-E(Y), T -+- 00 (3.33) 
C;T<k~~T+ÖT 

fast sicher (und damit auch stochastisch), so daß 
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P(1{r,;T<N(-r)l :r L Y > 
r,;T<k.::..N(-r) k d 

< P({r,;T<N(T) ln {l 
T 

L Y 
r,;T<k.::..N(T) k > e:}) 

< P({r,;T<N(-r)«r,;+ö)Tln {l L Y r,;T<k.::..N(T) k > d) + - T 

... + P(N(T) > (r,;+Ö)T) 

< P (l 
T 

'L Y
k 

> e:) +p(N(T) > r,;+ö) -+ 0, T -+ 00 

r,;T<k.::..(r,;+ö)T T 
(3.34 ) 

wegen (3.33) und der stochastischen Konvergenz von N(T) gegen 
T 

r,; fUr T -+ 00 Die stochastische Konvergenz des zweiten Summan-

den gegen Null folgt analog. Damit ist aber (3.30) bewiesen. 
w w . . * (w * FUr T .:: 6' also:r < Öx .::.. öy ' eX1st1eren nun ljJy T) ljJy (w) 
X -

T 

* * W sowie gemäß (2.28) ljJN(T) (ljJy(:r» ljJN(T) (ljJy(w», so daß wegen 

Korollar 3.1 bzw. (3.25) fUr diese T ljJN (T) (E [T (~) ]) als be­

schränkte Operatoren aus I(~) existieren mit 

y * 
1I1jJN(T) (E[T(:r)l>1I .::..M ljJN(T) (ljJ!(w»: (3.35) 

T 

dies ist aber gerade (3.27). Zu zeigen bleibt also noch die 

Darstellung (3.28). Nun gilt aber fUr jedes f g ~ und T> ~ 
X 

,E(II T (X\T)fll
r

) .::.. Mrllfll
r 

1jJ;(-r) (r:) 

rll Il r * rw = M f l/!N(T) (!/1y(l»: (3.36 ) 

letzterer Audruck bleibt voraussetzungsgemäß fUr T -+ 00 aber 

beschränkt, so daß wegen Satz 1.5 
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T(~) = lim E[T(X(T»] 
T 

T-+oo 

(3.37) 

im Sinne der starken Operatortopologie folgt. Mit Korollar 

3.1 ergibt sich also wegen E[T(X(;»] = ~N(T) (E[T(~)]) gerade 

(3.28) . 

Das folgende Korollar zeigt nun, wie aus Satz 3.3 Darstellungs­

sätze der Art (3.3) in der durch (3.4) gegebenen Form gewonnen 

werden können. 

Korollar 3.2. (Schwaches Gesetz großer Zahlen fUr Halbgruppen­

operatoren (Pfeifer (1982». Es sei N eine nicht-negative ganz­

zahlige Zufallsvariable und Y > 0 eine Zufallsvariable derart, 
* daß ~N an einer Stelle öN > 1 und ~Y an einer Stelle öy > 0 

existieren. Dann ist fUr n ~ ö: mit 0x aus (2.27) ~N(E[T(~)]) 

ein beschränkter linearer Operator aus S(~) mit 

(3.38 ) 

und es gilt die Darstellung 

(3.39 ) 

im Sinne der starken Operatortopologie, wobei ~ E(N)E(Y). 

Beweis. Sei {Nk ; keIN} eine Folge unabhängiger, wie N ver­

teilter Zufallsvariableni setze 

[ TB 
N (Tl • = L N

k
, T > o. 

k=1 
(3.40) 

Dann gilt aufgrund des starken G.esetzes der großen Zahlen 

(Satz 1.1) 
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Nh) 
[T] 1 [TD 

T N kL Nk -+ C E(N) (3.41 ) 

fast sicher, und es gilt tN(T) ==t!T] so daß .N(T) an der 

Stelle 6N > 1 fUr alle T > 0 existiert. Ferner gilt aufgrund 

der Abschätzungen aus Lemma 2.1 fUr jedes r > 1 und genUgend 

große T 

tN(t} (t;(r;» ~ .!TD (1 +E(Y) rTw+ 0(-;'» 
T 

t*[T](109(1+E(Y) ~w 
N T 

+ 0 <-;.) ) ) 
T 

*[T] rw 1 
< t (E(Y) - + 0(-» 

N T 2 
T 

[Tn 
( 1+ r; • E ( Y) ~ w + 0 (-;.) ) -+ e nl r; E (Y), P-"', (3 . 42) 

T 

so daß tN(T)(t;(r;» beschränkt bleibt fUr T -+ "'. Damit sind 

aber die Voraussetzungen von Satz 3.3 erfUllt, so daß gemäß 

Korollar 3.1 bzw. (3.25) fUr T ~ 6w tN(E[T(~)]) E öe'r) ist 

Y * X 
mit "tN(E[T(~)])" ~ M tN(.Y(~»' und nach (3.28) folgt 

T(O == lim tNh)(E[T(~)]) == lim {.N(E[T(~)J)}[T]. 
T-+OO T-+'" 

(3. 4 3) 

FUr die ganzzahlige Teilfolge erhält man somit die Beziehungen 

(3.38) und (3.39). 

wählt man in Korollar 3.2 N = 1 und Y = X, so erhält man un­

mittelbar das schwache Gesetz großer Zahlen fUr Halbgruppen­

operatoren (3.3) in der durch (3;4) gegebenen Form zurUck. 

Andererseits ergibt sich die Beziehung (3.39) auch aus (3.3) 
N 

bzw. (3.4), wenn dort X == I Yk gesetzt wird (vgl. Korollar 
k=l 

3.1). Beziehung (3.39) ist also eine andere, äquivalente Dar-
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stellung der Beziehung (3.3), wodurch die Namensgebung 

"Schwaches Gesetz großer Zahlen fUr Halbgruppenoperatoren" 

auch fUr Korollar 3.2 gerechtfertigt ist. 

Wir wollen nun eine Verallgemeinerung von Korollar 3.2 auf 

den Fall nicht-identischer Verteilungen angeben: 

Satz 3.4. Seien {Nk ; k € IN} nicht-negative ganzzahl.ige Zu­

fallsvariable und {Yk ; k € IN} nicht-negative reelle Zufalls­

variable derart, daß die erzeugenden Funktionen ~N ' k € lN 
k 

an einer Stelle öN > 1 und die momenterzeugenden Funktionen 

~; , k € IN an einer Stelle öy > 0 existieren; ferner gelte 
k 

fUr ein ~ > 0 
n * rw 

~,k € IN, und n"'N ("'y (n» 
k=1 k k 

bleibe beschränkt fUr ein r > bei n ~ 00. Ferner gelte 

n V(N
k

) n V(Yk) 
lim -;-r lim -;-r o. (3.44) 
n~oo n k=1 {E (N

k
) } 2 n-+ CD n k=1 ffikT 

Y 
Dann sind fUr n w . 

Öx aus (2.27) ~N (E[T( :)]) Operato-~ 6" m1t 
X k 

ren aus S (fl) mit 

(3.45) 

und es gilt die Darstellung 

(3.46 ) 

im Sinne der starken Operatortopologie. 

Beweis. O. B. d. A. können die {Nk ; k € IN} als unabhängig 

angenommen werden, da lediglich die Verteilungen dieser Zu­

fallsvariablen sowie deren erzeugende Funktionen eine Rolle 
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spielen. Ferner seien fUr k g lN {Y
kj

; j g lN} identisch wie 

Yk verteilte Zufallsvariablen, die in ihrer Gesamtheit (auch 

von den Nk , k g lN) unabhängig seien. Definiere (unabhängige) 

Zufallsvariable {Zk: k g IN} durch 

Nk 
Zk:= L Yk ., k g IN. 

j=1 J 
(3.47) 

Dann existieren gemäß Korollar 3.1 bzw. (3.25) die Operatoren 
Z Y 

E(T(~» = ~N (E[(T(~)l) in ~(~) fUr n > ~ mit 
n k n 0x 

Yk * 
II~N (E[T(-)])II < M ~N (~Y (~», k e lN. 

k n k k n 

Wegen E(Zk) = E(Nk)E(Yk ) ~ und 

2 
V(Zk' = E(Nk)V(Yk ) + V(Nk ) {E(Yk )} , k e lN 

gemäß (2.30) und (2.31) besagt (3.44) also in äquivalenter 

Form 

1 n 
lim ~ L V(Zk) O. 
n+oo n k=1 

(3.48) 

Nach dem schwachen Gesetz der großen Zahlen konvergiert damit 
n 

Z := ! L Zk stochastisch gegen ~: fprner gilt wie im Beweis 
n nk =1 

zu Satz 3.3 fUr jedes f e~ 

E (" T (Zn) fll r) ~ Mrll fll r ~i- (Idr) 
n 

r r n * wr 
M II f ll TI ~N (1/Iy (-», neIN, 

k=1 k k n 
(3.49) 

was nach Voraussetzung bei n + 00 beschränkt bleibt. Mit Satz 

1.5 und wegen 

n Y 
E[T(Z )] = n E[T(~)l 

n k=1 n-
(3.50) 

gemäß Satz 3.2 folgt nun die Behauptung. 



- 42 -

Man beachte, daß im Fall Yk = Y, k S IN die entsprechende 

Version von Satz 3.4 auch aus dem Satz 3.3 (etwa wie beim 

Beweis von Korollar 3.2) gefolgert werden kann. 

Wir wollen nun zeigen, wie durch Spezialisierung von Satz 3.3 

und Korollar 3.2 die bisher in der Literatur angegebenen Dar­

stellungssätze wiedergewonnen werden können. Von besonderem 

Interesse sind dabei die Fälle Y = ( bzw. Y = 1 (was zu den 

sogenannten Hauptsätzen erster Art führt) sowie der Fall ei­

ner Exponentialverteilung EX(I) bzw. Ex(1) mit Erwartungs­

wert ( bzw. 1 für Y (was zu den sogenannten Hauptsätzen zwei­

ter Art führt). Im letzteren Fall ist nämlich für T > w( bzw. 

T > W 

bzw. (3.51 ) 

T R (l) 

(man beachte, daß gemäß Beispiel 2.2 .;(t) = 1/(1-(t), t < ~/( 

bzw .• ;(t) = 1/(1-t), t < 1 gilt). Wir formulieren daher für 

diese wichtigen Spezialfälle noch einmal 

Korollar 3.3. Es sei (N{T) I T > O} ein stochastischer Prozeß 

mit den nicht-negativen ganzen Zahlen als Zustandsraum derart, 

daß die erzeugende Funktion WN(t) des Prozesses für alle T > 0 

an einer Stelle ö > 1 existiert und! N (r) für T -+- 00 stocha-
T 

stisch gegen eine reelle Konstante ( > 0 bzw. gegen die Zahl 

konvergiert. Bleibt dann für ein r > 1 und r -+- 00 der Ausdruck 

rw/r rw(/r 
Ij!N(r) (e ) bzw. Ij!N(r) (e ) beschränkt, so gilt 

bzw. (3.52) 
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T(f;) 11m tlI Nh ) (T(f»· 
T ".~f'n 

Bleibt ~ag~gen fUr ein r > 1 und T der 1\l1SdrllCk 

"'N(T) (---=--r' ) bzw. "'N( ) (--'-) beschränkt, so gilt 
, W , T-rwE 

T(U 

b7.w. 

T (f;) 

Um tfl N (y) hR h» 
,.~m 

, , 
Um ~INh) (~ R(-» 
T -."" ' f; 

im Sinne der starken Operatortopologie. 

(3.53) 

(Man beachte, daß aus MonotoniegrUnden unter den Ellr (3.53) 

gemachten Voraussetzungen auch (3.52) gilt.) 

Korollar 3.4. Es sei N eine nicht-negative gan7.zahlige ~u­

fallsvariable derart, daß die er7.eugende Funktion tlI N an einer 

Stelle 6 > 1 existiert und E(N) = ~ > 0 b7.w. E(N) = 1 gilt. 

Dann gelten die Darstellungen 

T(U ( ln 
Um (~IN T("»} 
n·+'" 

boziehungsweise 

n 
11m (tlIN(n R(n)} 
n-· ... 

T(U 11m {"'N(T(~»ln 11m {~'N(r R(f»}n 
n-.. m n'~OO" .,. 

im Sinne der starken Operator topologie. 

(3.54 ) 

(3.55 ) 

Beispiel 3.2. Es sei (N (y) I T > 0) ein Poisson-Pro7.eß mi t 

Parameter t > 0 h7.w. mit Paramter ,. Dann gilt bekanntlich 

!N(,) ~ t bzw. 1 fast sicher (und damit auch stochastisch) fUr 
T TE(t-1) y(t-1) 
T ~ m. Ferner exjstiert tlIN(T)(t) = e b7.w. e [Ur 

jedes t > 0, und es gilt fUr jedes U,v > 0 
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lim exp (UT (_T_ -1» = lim exp (UVT) = e Uv 
T-V T-V 

T~OO T~OO 

(3.56) 

Damit sind die Voraussetzungen von Korollar 3.3 erfüllt, so 

daß (Bille) 

T(O lim exp HT [T(l)-I]} lim 
~Al/T 

e T 
T~OO T~OO 

T(O = lim exp h[T(l) -I]} 
T 

lim e 
I;AI;/T 

(3.57) 
T~OO T~bO 

bzw. (Phillips) 

T(O lim exp {~T2R(T) -I;TI} 
T~OO 

2 
T (0 = 1 im e xp {.!- R ( .!..) - TI}. 

I; ~ 
(3.58) 

Die folgenden Beispiele sind nun sämtlich von der Form (3.3) 

des schwachen Gesetzes der großen Zahlen für Halbgruppenope­

ratoren mit der durch (3.4) gegebenen Darstellung. 

Beispiel 3.3. 

1) Ist N binomialverteilt über {O,l} mit Erwartungswert 

I; e (0,1), dann existiert I/I
N 

(t) = 1 -I; + I;t für jedes t > 0, 

also gilt (Kendall) 

T(I;) = lim «1-0I+I;T(l»n 
n 

n~oo 

bzw. (Chung) 

n~OO 

lim (I + lA ) n 
n l/n 

T (0 = 1 im « 1 -I;)I + I; n R ( n) ) n • 
n~OO 

(3.59) 

(3.60) 

1 2) Ist N binomialverteilt über {O,l} mit Erwartungswert "2 und 

y = 21; bzw. exponentialverteilt mit Erwartungswert 21;, dann 
.. () 1 1 f" 11 . * (t) 21;t eX1st1ert I/IN t ="2 +"2 t ur a e t > 0 SOW1e I/I y = e 
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für alle t > 0 bzw. ~;(t) 
Oy < 2~' also gilt 

(1 -nt)-1 für t < Oy mit 

T(O 

bzw. 

lim (_1
2 

1+ lT(~»n 
2 n n-+oo 

1 n 
lim (I +2n A2~/n) 
n-+oo 

T(O 1 n n n 
lim . (2 1+ n-R (n» 
n-+ oo 

(3.61) 

(3.62) 

3) Ist N binomialverteilt Uber {0,2} mit Erwartungswert 1, 

dann existiert ~N(t) = } +} t
2 

für alle t > 0, also gilt 

n-+'" 
lim (}I+}T(2;»n 1 n 

lim (I +2n ]\2Vn) 
n-+oo 

(3.63) T(U 

bzw. 

T(U lim (lI+l(~R(~»2)n 
n-+'" 2 2 ~ ~ . 

(3.64) 

4) Ist N geometrisch verteilt mit Erwartungswert ~ > 0, dann 

existiert ~N(t) = (1 +~ _~t)-1 für t 2. ON mit ON < 1 +-f' 

also gilt (Shaw) 

T(~) lim «1+~)I-~T(1»-n 
n n-+'" 

bzw. (Chung) 

n"'"~ 

~ -n 
lim (I -n A1/ n ) 

T(O lim «1+01 -~n R(n»-n. 
n-+oo 

(3.65) 

(3.66 ) 

5) Ist N geometrisch verteilt mit Erwartungswert 1, dann 

existiert .N(t) = (2-tJ-
1 

für t 2. ON ~it ON < 2, also gilt 

(Shaw) 

T(U 

bzw. 

lim (21 _T(I»-n 
n n-+ oo n-+oo 

1 -n 
lim (l-nA~/n) (3.67) 



- 46 -

T(E;) 1 im (2 I - ~ R ( ~) ) - n . 
n-+oo 

(3.68) 

6) Ist N = 1, dann existiert vN(t) = t fUr alle t > 0, also 

gilt (Post-Widder) 

TU; ) 

7) Ist N = ( ganzzahlig, dann existiert VN(t) 

t > 0, also gilt 

lim (n R(n»n(. 
n-+oo 

(3.69 ) 

t( fUr alle 

(3.70) 

8) Ist N = 1 und Y Gamma-verteilt mit Parametern ß = 1 und 

y (vgl. 2.15), dann existiert v;Ct) = (1-t)-( fUr 

t < 6y < 1, also gilt 

T(O 
( 00 

lim (n I tt-1 e -ntT (t) (.)dtl n . 
n-+oo r( 0 ° (3.71) 

Dies ist eine andere Form von Satz 4 b in Butzer-Hahn (1980), 

welche wegen (1.35) fUr ganzzahlige ( auch mit (3.70) zu­

sammenfällt. 

Die Darstellungsformeln (3.61), (3.62), (3.64), (3.68) und 

(3.70) wurden bisher - trotz ihrer großen Artverwandtheit mit 

den Ubrigen Beziehungen des Beispiels 3.2 - nicht in der Lite­

ratur erwähnt. 

Man beachte, daß sich in den Fällen 2) und 3) dieses Beispiels 

unter verschiedenen Voraussetzungen dieselben Hauptsätze erster 

Art (3.61) und (3.63), jedoch unterschiedliche Hauptsätze 

zweiter Art (3.62) und (3.64) ergeben. 

In den obigen Darstellungssätzen trat bisher der infinitesima­

le Erzeuger Ader Halbgruppe nur in Form der Resolvente 

R(A) = (AI _A)-l, A > W auf, da A in der Regel unbeschränkt 

ist und daher z. B. die Betrachtung naheliegender Grenzwerte 
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wie etwa lim (I +~~)n (motiviert durch die durch (3:57) be-
n~M 

schriebene exponentielle Struktur der Halbgruppe oder auch die 

Beziehung (3.59» i. a. nicht sinnvoll ist (vgl. hierzu auch 

eine entsprechende Bemerkung in Hille-Phillips (1957), Seite 

352). FUr die Existenz solcher Grenzwerte wird man also in der 

Regel die Beschränktheit von A (bzw. äquivalent die Stetigkeit 

der Halbgruppe bezUglieh der gleichmäßigen Operatortopologie) 

voraussetzen mUssen. In diesem Fall kann die in den bisheri­

gen Darstellungssätzen zugrundeliegende starke Konvergenz 

durch Konvergenz im Sinne der gleichmäßigen Operator topologie 

ersetzt werden, und es läßt sich ein dem Korollar 3.4 ent­

sprechender Darstellungssatz formulieren, indem die dort auf­

tretenden Halbgruppenoperatoren durch abgebrochene Taylorent­

wicklungen ersetzt werden. Zum Beweis des entsprechenden Satzes 

benötigen wir 

Lemma 3.2. Sei <~eine Banach-Algebra mit Produkt 0 und Eins­

element I, und' U und V S .'/' seien kommutierbar (d. h. es 

gilt U oV '" VoU) mit !lvII> O. Dann gilt fUr K:'" max(1,lIulI> 

und alle n,m S IN 

lIun-( r 4-vk) nll < lIu- ~ ~vkIIKn-1 e
nllvlI

_1 
k"'O k. - k~O k! 1\ vII 

(3.72) 

Dabei sei vereinbarungsgemäß V
O := I. 

m 
Beweis. Sei V 

m 
L ~ vk 

k=O k! und v m 
m 1 k 
L -kilIvII , m S IN. Dann 

k=O . 
gilt fUr n S IN 

m 
I\un _( L 4- vk)nll 

k=O k. 

n-1 
11 U-V mll L 11 ull n-k-1 v k 

k=O m 

n-1 
lIun -vn n < L lIun - k - 1 

(U-V )Vkn 
m - k=O m m 

n 

< lIu-v 11 Kn - 1 v m - 1 m ---v
m 

-1 

< lIu-v IIK n
-

1 
e

nllvll 
m -1 
~ 
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Im Falle ,~ = S(~) läßt sich damit folgender Darstellungssatz 

formulieren: 

Satz 3.5. Ist der infinitesimale Erzeuger Ader Halbgruppe 

beschränkt und N eine nicht-negative ganzzahlige Zufallsvari­

able derart, daß die erzeugende Funktion ~N an einer Stelle 

Ö > 1 existiert, so gilt für jedes m 8 IN: 
m 

,I. (r ...!.. (!. A) k ) 
"N L kl n 

k=O 

dlAII 
ist für jedes t > 0 und n ~ log ö ein be-

schränkter linearer Operator aus 4(~) mit 

und es gelten die Beziehungen 

T(I;) 

im Sinne der gleichmäßigen Operatortopologie. 

Beweis. Filr m 8 IN und t > 0 ist 

m 1 t k I k! (il HAll) 
k=O 

I; > 0 

so daß für n > ~ gilt: 11 I ...!..{!. A) kU < <5, also 
log Ö k=O k! n 

m 
~ (L ...!..(!.A)k) in 4(~) existiert mit 

N k=O k! n 

l/!N(et/nIlAII) . 

(3.73) 

(3.74 ) 

(3.75) 
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Sei nun {Nk : k S lN} eine Folge unabhängiger, identisch wie N 
n 

verteilter Zufallsvariablen: ferner bezeichne N :=! L Nk . 
n n k =l 

Gemäß (1.31) sowie der gleichmäßigen Stetigkeit der Halbgruppe 

folgt nun zunächst im Fall E(N) = 1 mit Lemma 3.2 

II{1/IN(T(i»}n -{1/IN( I -k1 (IA)k)}nll 
n k=O ! n 

nN m nN 
< E <11 {T ( i) } n - {L 4-(I A) k} n 11 ) 

n k=O k. n 

< IIT(I) 
n 

m 
L k1, (I A) k ll ~IIAIIN 

k=O . n E(e n 

IIAllm+1 ~/n ~ m n nll All Nn 
-m-!- b (n -u) IIT(u)IIdu ~IIAII E(e ) 

< IIAUm (I)m ~/nliAII * ( 11 11 _ Tm+TTT n e 1/I N 2~ A ) 
n 

IlAHm (f;)m f;/nIlAII 2F,:IIAII 8f;2 11AII 21/1N(<5) 
..::. Tm+TTT n e e exp {2 Iil!J[ 2 } (3.76) 

n e (log <5 - n ) 

fUr n > ~~~A~ gemäß Satz 2.1. Es ist also 

11 {1/IN(T(I»}n - {1/IN( I k1, (I A) k)}nn = Q(J...) 
n k=O . n nm 

fUr n ~ 00, so daß wegen der linken Gleichheit in (3.55) nun 

die Beziehung (3.75) folgt. Der Beweis für den Fall E(N) = ~ 

verläuft analog, in dem in (3.76) ~ = 1 gesetzt wird. 

Satz 3.5 ist eine Verallgemeinerung eines entsprechenden Satzes 

fUr m = 1 in Pfeifer (1983 b). 
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In dem nachfolgenden Beispiel wollen wir zeigen, wie durch 

Wahl spezifischer verteilungen bekannte Halbgruppendarstellun­

gen bei beschränktem A wiedergewonnen werden können (Pfeifer 

(1983 b». 

Beispiel 3.4. 

1) Ist N binomialverteilt über {O,l} mit Erwartungswert 

E;. e (0,1), also tPN(t) = 1 -( +E;.t, t > 0, so gilt 

T(E;.) lim(I+iA)n n • (3. 77) 

2) Ist N geometrisch verteilt mit Erwartungswert ( > 0, also 

"'N(t) = (1 +( _(t)-l für t < 1 +.f, so gilt 

T(E;.) lim «1+01 -(I +~»-n 
n 

n+oo 

lim (I _iA).,-n 
n 

(3.78) 

3) Ist N Poisson-verteilt mit Erwartungswert ( > 0, also 
( (t-1) 

"'N(t) e , t .:::. 0, so gilt 

T (E;.) 1 im e xp { n E;. (I + ~ - I) } 
n 

n+oo 

(3.79) 

Man beachte, daß durch die letzte Beziehung auch ein wahrschein­

lichkeitstheoretischer Beweis fUr die bekannte Beziehung (1.32) 

gegeben wird, da die in dem Beweis von Satz 3.5 in der Bezie­

hung (3.76) verwendete Ungleichung UT(t)" ~ et"AH, t .:::. 0 

o. B. d. A. auch durch die stets gültige Abschätzung (1.26) 

ersetzt werden kann. 

nie Beziehung (3.77) fUr beliebige ( > 0 ergibt sich natUrlich 

auch sofort aus (3.75) mit N = 1. 
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Offensichtlich ergeben sich die Beziehungen (3.77), (3.78) und 

(3.79) formal auch dadurch, daß in den Darstellungssätzen von 

Kendall (3.59), Shaw (3.65) und Hille (3.57) die Operatoren 

A1/ n bzw. A1/
T 

durch ihren Grenzwert A ersetzt werden. 

111. 3 Umkehrsätze 

Wir wollen uns nun mit der Frage beschäftigen, ob bzw. unter 

welchen Voraussetzungen allgemein Darstellungssätze von Halb­

gruppenoperatoren typischerweis~ stochastischen Charakter ha­

ben. Wir formulieren dazu 

Satz 3.6. Es sei fUr ein ( > 0 ~~ eine in einem Intervall 

[o,oJ mit 0 > 1 analytische Funktion mit nicht-negativen 

Koeffizienten und Y ~ 0 eine Zufallsvariable mit E(Y) 1, 

* deren momenterzeugende Funktion ~Y an einer Stelle 0y > 0 

existieren möge. Gilt dann fUr eine beliebige stark stetige 

nicht-periodische Halbgruppe (T(t) I t ~ O} mit UT(t)U > 0, 

t > 0, die Beziehung 

T(U lim ~n(E [TC!»)) 
n-+oo E, n 

(3.80) 

- also insbesondere etwa 

TU; ) Um ~n(T(.!.» 
n-+oo E, n 

oder (3.81 ) 

T(U lim q,~(n R(n» -
n-+oo 

(3.82) 

so ist ~E, notwendig die erzeugende Funktion einer nicht-nega­

tiven, ganzzahligen Zufallsvariablen N mit E(N) = E" d. h. in 

diesem Falle gilt (3.80) bzw. (3.81) bzw. (3.82) fUr jede stark 

stetige Halbgruppe und alle Zufallsvariablen Y mit den obigen 

Eigenschaften. 
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Beweis. Sei etwa w~(t) = L ak(~)tk fUr 0 < t < 6 mit 
k=O 

ak(~) ~ 0, k ~ O. Dann ist w~(1) > 0, da sonst w~ = 0, also 

insbesondere IIT(OIl = 0 wäre im Widerspruch zur Voraussetzung. 
a

k 
(~) 

In diesem Fall wird aber durch die Folge {;;;-:-m' k > O} die 
~ 

Wahrscheinlichkeitsverteilung einer nicht-negativen ganzzahli-

gen Zufallsvariablen N gegeben vermöge 

ak(~) 
P(N =k) = f:\Tf' k > O. 

~ 

(3.83) 

w~ 
Damit existiert aber die erzeugende Funktion WN = ~ von 

N etwa an der Stelle & > 1, und bezeichnet ~ = E(N), so gilt 

gemäß Korollar 3.2 

lim ~I~(E[T(~)]). 
n-+oo 

(3.84) 

FUr f e ,1Jf mit 11 T (0 fll > 0 (ein solches existiert nach Voraus­

setzung) ist nun aber 

lim {w~(1)}nllw:(E[T(~)])fll, 
n-+oo 

(3.85) 

wobei 

lim IIw~(E[T(~)])f1l = IIT(~)f1l < 00 

n-+oo 
(3.86 ) 

wegen (3.84). Dies bedeutet aber w~(1) ~ 1. Andererseits ist 

fUr g e~ mit IIT(~)gn > 0 auch 

00 > 11 T (0 gll = lim (3.87) 
n-+oo 

mit 

lim IIw~(E[T(~>])f1l = IIT(r;)gll > 0, (3.88) 
n-+oo 

d. h. es gilt auch w~(1) < 1 und damit w~(1) 1, so daß 
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~~ = ~N' Zu zeigen bleibt noch die Gleichheit ,= ~. Sei etwa 

~ f ~, o. B. d. A. ~ < ~. Dann gilt mit E = ~-~ 

T(~+d T(UT(~) T(,)T(d T(~+d T(U, (3.89) 

woraus folgt, daß die Halbgruppe die Periode E besitzen mUßte 

im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit ist der Satz bewiesen. 

Satz 3.7. Es sei ~ eine in einem Intervall [O,Ö] mit ö > 1 

analytische Funktion mit nicht-negativen Koeffizienten und 

Y > ° eine Zufallsvariable mit E(Y) = ~ > 0, deren momenter-
- * 

zeugende Funktion ~Y an einer Stelle öy > ° existieren möge. 

Gilt dann fUr eine beliebige stark stetige nicht-periodische 

Halbgruppe (T(t) I t ~ O} mit "T(t)" > 0, t > 0, die Beziehung 

T(O lim ~n(E[T(!)l) 
n (3.90) 

n-+a> 

- also insbesondere etwa 

T(U lim I/"n (T (i) ) oder 
n-+a> n 

(3.9~) 

T(O lim ~n(r R (~» 
n-~oo 

(3.92) 

so ist ~ notwendig die erzeugende Funktion einer nicht-negati­

ven ganzzahligen Zufallsvariablen N mit E(N) = 1, d. h. in 

diesem Falle gilt (3.90) bzw. (3.91) bzw. (3.92) fUr jede 

stark stetige Halbgruppe und alle Zufallsvariablen Y mit den 

obigen Eigenschaften. 

Beweis. Analog dem Beweis von Satz 3.6, indem ~~ durch. und 

in den Beziehungen (3.84) bis (3.89) ~ durch ~ . ~ ersetzt 

wird. 
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Satz 3.8. Es sei fUr ein t > 0 f
t 

eine in einem Intervall 

[o,~] mit ~ > 1 analytische Funktion mit nicht-negativen 

Koeffizient~n. Gilt dann fUr eine beliebige nicht-periodische 

gleichmäßig stetige Halbgruppe {T(t) I t ~ ol mit beschränktem 

Erzeuger A und HT(t)H > 0, t > 0, die Beziehung 

T(t) (3.93) 

fUr ein t > 0 und ein meIN, so ist f t notwendig die erzeugen­

de Funktion einer nicht-negativen ganzzahligen Zufallsvariablen 

N mit E(N) = t, d. h. in diesem Falle gilt (3.93) fUr jede 

gleichmäßig stetige Halbgruppe. 

Beweis. Analog dem Beweis zu Satz 3.6, indem E[T(!)] durch 
n m r 1 (~) k ersetzt wird. 

k=O IT n 

Die Sätze (3.6) bis (3.8) sind eine Verallgemeinerung von 

Theorem 1 in Pfeifer (1983 b). 

wie man sieht, lassen sich unter der Nichtnegativitätsbedin­

gung an die Darstellungsfunktionen W
t 

bzw. W der Sätze 3.6 

bis 3.8 keine anderen als wahrscheinlichkeitstheoretische 

Darstellungen der Form (3.80), (3.90) bzw. (3.93) finden; dies 

ist auch der Grund dafUr, warum in der Literatur bisher nur 

solche Darstellungen zu finden sind. 

Die Sätze 3.6 bis 3.8 sind im wesentlichen Sätze vom Bohman­

Typ (Bohman (1952), vgl. auch Kapitel 1.2.2 in Butzer-Berens 

(1967», d. h. aus der Konvergenz fUr bestimmte "Test"-Opera­

toren wird auf die Konvergenz fUr eine ganze Klasse von Opera­

toren geschlossen. Wegen der speziellen Struktur der Darstel­

lungssätze genUgt hier dabei eine (im wesentlichen) beliebige 

Test-Halbgruppe (im Gegensatz etwa zu Theorem 1.2.6 in Butzer­

Berens (1967), wo drei spezielle Test-Operatoren benötigt wer­

den) . 
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Abschließend wollen wir noch zeigen, daß ohne die in den Sätzen 

3.6 bis 3.8 gemachten Nichtnegativitätsbedingungen auch 

nicht-stochastische Halbgruppendarstellungen möglich sind, also 

diese Bedingungen fUr den stochastischen Charakter solcher Dar­

stellungen wesentlich sind. 

Satz 3.9. Es sei ~~(t) = 1 -~ +~t für ~ > 1. Dann gilt fUr 

jede gleichmäßig stetige Halbgruppe {T(t) I t ~ O} 

T(O Um ~n(E[T(!.)]) 
n->-oo I; n 

bzw. (3.94) 

m 
T(O lim ~n( r ~ (~)k) 

n->-oo I; k=O k! n 
(3.95) 

fUr jedes m € IN, wenn Y ~ 0 eine Zufallsvariable mit E(Y) = 1 

* bezeichnet, deren momenterzeugende Funktion ~Y an einer Stelle 

öY > 0 existiert. 

m 
Beweis. Es bezeichne S = E[T(!.)] bzw. I --kl (~)k. Wegen 

n n k=O. n 
T ( t) = etA, t > 0 und ~; ( t) = 1 + t + 0 ( t 2 ), t "" 0 gi 1 t 

lim n{E[T(~)J-l} * A Um n{~Y(n)-I) A 
n+oo n+oo 

(3.96 ) 

und damit allgemein 

A = 1 im n ( Sn - 1) . (3.97) 
n+oo 

Sei nun V n n(Sn-1). Dann gilt 

E, V I;/nV 
1I~~(Sn)-e nll =IIO+iv)n_(e n)nU 

n n 

E, I;/nV n-1 E,/n V 
< 11 1 + n V n - e nll I 11 1 + ~ V n ll kn e nll n-k-l 

k=O 
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< 
_1 e3E;lIvnll 0< _1 e 4 r,II AII für n _ n genügend große n. (3.98) 

Wegen A lim Vn ist aber auch 
n-+oo 

T(E;) 
E;A E;V 

~ e ~ lim e n (3.99) 

so daß 

T(E;) 
E;V . E;V 

lim (e n+(~~(Sn)-e n» 
n-+"" 

(3.100) 

Damit ist der Satz bewiesen. 

Man beachte, daß für E; > 1 die Funktion ~E; aus Satz 3.9 keine 

erzeugende Funktion darstellt! Als Erweiterung der Formeln von 

Kendall (3.59) und Chung (3.60) erhält man aus Satz 3.9 sofort 

das 

Korollar 3.5. Für jede gleichmäßig stetige Halbgruppe 

{T(t) I t > O} gilt für alle E; > 0: 

T ( E; ) = I im « 1 - E; ) I + E; n R ( n) ) n 

im Sinne der gleichmäßigen Operator topologie. 

(3.101 ) 

( 3.102) 
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IV. Wahrscheinlichkeits theoretische Abschätzungen 

der Konvergenzgeschwindigkeit 

In diesem Kapitel wollen wir mit Hilfe der in Abschnitt 11 

bereitgestellten Abschätzungen für Momente bzw. momenterzeugen­

de Funktionen geeigneter Zufallsvariablen die Konvergenzge­

schwindigkeit der in Kapitel 111 vorgestellten allgemeinen wie 

auch speziellen Darstellungssätze untersuchen. Der hier gewähl­

te Zugang basiert d~bei auf einer durch (1.31) implizierten 

allgemeinen (stochastischen) Taylorentwicklung der Halbgruppe 

(bzw. der approximierenden Operatoren) und unterscheidet sich 

damit wesentlich von der in Butzer-Hahn (1980) gewählten 

Methode, welche nur für Kontraktionshalbgruppen anwendbar ist 

und auch nicht die bestmöglichen Resultate liefert. 

IV. Abschätzungen unter Glattheitsbedingungen 

Die hier u. a. vorgestellten Abschätzungen fürE[T(X )lf -T(~)f _ n 

bzw. HE[T(Xn>]f -T(tlfU - also die Approximationsgüte im schwa­

chen Gesetz großer Zahlen für Halbgruppenoperatoren, welches ja 

auch die allgemeine Darstellung des Korollar 3.2 umfaßt - be­

nutzen neben Momentabschätzungen wesentlich den infinitesimalen 

Erzeuger Ader Halbgruppe und führen je nachdem, ob f S D(A), 

D(A 2 ) oder D(A 3 ) vorausgesetzt wird, zu unterschiedlichen Er­

gebnissen. In den letzten bei den Fällen wird dabei die best­

mögliche Konvergenzordnung O(!) erreicht, wobei die auf treten-
n 

den Konstanten konkret durch geeignete Momente der zugrundelie-

genden Verteilungen bzw. Abschätzungen hierfür gegeben sind. 

Im letzteren Fall lassen sich sogar die bestmöglichen Konstan­

ten für den die (exakte) Konvergenzordnung bestimmenden Term 

angeben, wobei die Varianz der zugrundeliegenden Verteilung 

eine zentrale Rolle spielt. Da die verschiedenen Darstellungs­

sätze im wesentlichen durch Spezifizierung der Verteilungen 

aus dem schwachen Gesetz großer Zahlen für Halbgruppenoperato­

ren hervorgehen, lassen sich damit also - ohne Verwendung indi­

vidueller Methoden - unmittelbar konkrete, scharfe Abschätzun­

gen der Konvergenzgeschwindigkeit in den einzelnen Darstellungs­

sätzen angeben. 
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Lemma 4.1. FUr f 9 D(Ar ), r > 1 und beliebige s,t ~ 0 gilt 

r-1 k t r-1 
T(t)f-T(s)f = 1 (t-s) T(s) Ak f+ J (t-u) T(u) Arfdu. (4.1) 

k=l k! s (r-1)! 

Dabei ist vereinbarungsgemäß fUr s > t 

J (t_u)r-1 T(u) Arfdu 
s (r-1)! 

s 
:= - f 

t 

(t_u)r-1 T(u) Arfdu. 
(r-1) ! 

(4.2) 

Beweis. Die Beziehung (4.1) gilt auf grund von (1.31) offen­

sichtlich fUr r = 1~ Angenommen, (4.1) sei fUr ein r > 1 gUl­

tig. Dann trifft dies auch fUr r +1 zu, denn fUr f* g~~* und 

f 9 D(Ar + 1 ) gilt 

* tf <t-U)r-1 r 
f ( T(u) A fdu) (r-l) ! 

tf (t_u)r-1 f *(T(U) Arf)du 
<r-1) ! s s 

r . t r 
f* (~T(S) Arf + f~ T(u) Ar + 1 fdu) 

r! r! ' 
s 

so daß damit auch 

t(t_u)r-1 
f T(u) Arfdu 

(r-1) ! 
s 

r t r 
~T(S)Arf +f(t-u) T(u) Ar + 1 fdu. 

r! r! s 

Damit ist aber (4.1) auch fUr r +1 gUltig. 

(4.3) 

(4.4) 
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Man beachte, daß sich fUr s 

ergibt. 

o gerade die Beziehung (1.31) 

Mit Hilfe von Lenuna 4.1 können wir nun eine erste fundamentale 

Abschätzung beweisen. 

Satz 4.1. Es sei X eine nicht-negative Zufallsvariable, deren 

* momenterzeugende Funktion ~X an einer Stelle Öx > 0 existieren 

möge. Dann gelten fUr ~ > 0 die folgenden Beziehungen: 

IIEtT(X)]f -T(~)fll 

~ MIIAfll[eW~E(lx-r.;I) +W IE(X-~)4/~;(2W)], (4.5) 

falls f e D(A) und Ö
x 

> 2~; 

ErT(X»)f-T(~)f E(X-~)T(~)Af +R1 (f) mit 

IIR
1 

(f)1I ~ ~IIA2fll [eW~E(X_r;)2+w{E(X_~)4}3/4 4j;~-~~~; L (4.6) 

2 
falls f e D(A ) und Öx > 4w; 

E[T(X)Jf-T(~)f E(X-r;)T(~)Af +iE(X-r;)2T(~)A2f +R 2 (f) mit 

IIR
2

(f>l1 ~ ~IIA3fll [eWr;E(lx_~13)+W{E(X_~)6}2/33f~~·(3~)], (4.7) 

3 
falls f S D(A ) und Öx > 3w. 

Beweis. Gemäß Lemma 4.1 ist für f S D(A
r

) und s,t ~ 0 

t r-l 
f«(~~~)! T(U)Arfdu eine (stark) stetige Funktion der Variablen 
s 
sund t, also auch (Borel-) meßbar bezüglich sund t. Im ersten 
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Fall gilt somit 

(4.8) 

wegen e
b 

_e
a 

< (b-a)eb fUr alle a < b und der Hölder-Unglei­

chung. Hieraus ergibt sich aber sofort (4.7). Im zweiten Fall 

erhält man analog zu (4.8) 

mit 
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< II A2f IlME[1{X>/',;} !ex-U)e
WU

dU+1{X<l;l !<u_x)eUIUdU] 
. /',; - X " 

< ~ A 2 f ll ME [1 (X', }e"X ! (X-u}du + 1 (X<tl e '" l (u-X}du 1 

11 
2 11 [" 1 2 w X 1 2 W I;; ] A f ME l{X>I;;} 2(X-I;;) e +l{X~I;;} 2(X-I;;) e 

IIA2fll~ E l (X-I;;) 2ew /',; + 1 {x>l;l (X-I;;) 2 (ewX_ewl;;) j 

~ IIA2fll~{ewI;;E(X_I;;)2 +wE[IX_I;;,3e wX]} 

< IIA2fll~{eWI;;E(X_I;;)2 +w{E(X_I;;)4}3/4 "!E(e4wX )}, (4.9) 

woraus (4.6) unmittelbar folgt. 

Im letzten Fall erhält man analog 

E[T(X)]f-T(l;;)f 

E (X-tlT(, }Af + lE (X-tl 2T (,}A 2f+E [r (X-~) 2 T(u) A 3 fdu 1 

mit 

IIE[~(X-~)2 T(u) A
3

fdU]11 

< 11 A 
3 

filME [1 {X> l;l ~ ( X -I;;) 3 e wX + 1 {X ~ l;l ~ ( /',; - X) 3 e w I;; ] 

< IIA3fll~{eWI;;E( IX-I;; ,3) +blEI (X_d4eWX]} 

< IIA3fll~{eWI;;E(lx_/',;13) +uI{E(X_1;;l6}2/3 3h (e
3lt

\X)}, (4.10) 
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woraus (4.7) unmittelbar folgt. 

Natürlich können in den AbschMtzungen der Restglieder in Satz 

4.1 auch andere Hölder-Konstanten verwendet werden; die hier u.a. 

getroffene Wahl der vierten absoluten Momente von X -t wird 

sich jedoch insofern als nützlich erweisen, als dl~ entspre­

chenden Momente der in Beispiel 3.3 zugrundegelegten Vertei­

lungen in diesem Fall noch relativ einfach berechenbar sind. 

Wegen der zentralen Bedeutung des schwachen Gesetzes großer 

Zahlen für Halbgruppenoperatoren (3.3) für die einzelnen 

DarstellungssMtze wollen wir Satz 4.1 für diesen Fall noch 

einmal speziell formulieren: 

Korollar 4.1. Es sei {Xn ; neIN} eine Folge unabhMngiger-, 

identisch wie X > 0 verteilter Zufallsvariablen, deren moment­

* erzeugende Funktion ~X an einer Stelle ~X > 0 existieren möge. 

Bezeichnet dann ~ = E(X) und 0
2 = V(X), so gilt 

für f e D(A) und n > 2w bzw. 
~X 

< Me !ll t: 11 Afll [~+~ 412 ~ ./.*() {4(Jl2 ~;(rd }] 
~ n e 2 o/x n exp 2 2w 2 

>'n n ne (n -n) 

für f e D(A) und n > max(2w, ~) mit 0 < n < ~X: 
n * ~X(n) 

(4.11) 

(4.12) 
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11 E IT (X ) J f - T ( ~ )f 11 
n 

< ~211A2fll f.elllF; ~+W{E(X _o4}3/4{",*(4w>}n/41 
- n n X n (4.13) 

fUr f E D(A 2 ) und n > !w bzw. 
X 

IIE[T(X )]f -T(E;)fll 
n (4.14 ) 

2 * 1 8w "'x(n) 
{"';<n)}3/2exp { 2 4W)2 J 

ne (n -n 
. [ 2 It 

< ~ewF;IIA2fll ~+~ 8 18 ~ 
- 2 n nrn ele n3 

fUr f E D(A 2 ) und n > max(4w, ~) mit 0 < n < 0X: 
n !/IX (n) 

EIT(X )lf -T(Of 
n 

2 
;n T(E;)A 2 f +R2 (f) mit 

IIR 2 (f)1I .: ~ e wE:IIA 3fll [_2- 3V:: -;. {"';(n) }3/2 + '" 
nlö eie n 

3 2 * 
w 36 • 14 1 *. 2 6w tjlX (n) 1 

+2 --2- 4" {tjlx(n)} exp{ 2 3w 2} (4.15) 
n e n ne (n -n) 

fUr f E D(A 3 ) und n > max(3w, ~) mit 0 < n < 0 . Dabei 
2 n tjI ( ) X 

kann 0 noch durch X n 

2 4 1 * . 
o e 2 tjlx(n) m1t 0 < n < 0x (4.16 ) 

n 

abgeschätzt werden. 

Beweis. Die Resultate ergeben sich aus Satz 4.1 vermöge Satz 

2.1 und Satz 2.3. Im Falle von (4.11) beachte man noch, daß 

aufgrund der Jensen'schen Ungleichung 

{E<lxn -F;I»)2 ~ E(Xn-F;)2 0
2 

n' 
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also 

gilt. 

Man beachte, daß Beziehungen der Art (4.13), (4.14) bzw. 

(4.15) in der Approximationstheorie auch unter dem Namen 

"Voronovskaja-Bedingung" bekannt sind (vgl. auch Voronovs­

kaja (1932». 

Korollar 4.2. Unter den Voraussetzungen des Korollars 3.2 

mit 6x aus (2.27) gilt: 

+ ••• 

(4.17) 

+ .•• 

(4. 18) 
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IIR2 (oli ::. ~ eW~IIA3fll [_2- 3/3 --j {t/lN("';(I)) }3/2 + ••. 
nli1 er'e n 

3 2 * 
w ~6 14 1 * 2 6w "'N("'y(n» 1 

+ 2" --2- 4 {"'N("'y(I))} exp{ 2 3w 2 } 
n e I) ne (n - n) -

für f 8 D(A3 ) und n > max(3~, 
n 

~) 
* "'N("'y(n» 

mit 0 < I) < 6
X

. 

(4.19 ) 

Beweis. Unmittelbar ersichtlich aufgrund der Korollare 3.2, 

3.1, 4.1 und (2.30) bzw. (2.31) sowie (2.28). 

Aus Korollar 4.2 ergeben sich durch die Spezifizierung 
* t * 1 * t~ * t/ly(t) = e bzw. "'y(t) r=t bzw. "'y(t) = e bzw. t/ly(t) 1-t( , 

t geeignet auch sofort entsprechende Abschätzungen für die Be­

ziehungen (3.54) und (3.55) des Korollars 3.4, wobei jeweils 

V(y) = 0 bzw. V(y) = 1 bzw. V(y) = 0 bzw. V(y) = ~2i eine ent-

sprechende Spezifizierung ist natUrlich auch für Korollar 4.1 

möglich. 

Korollar 4.3. Unter den Voraussetzungen des Satzes 3.5 gilt: 

Für E(N) = ~ ist für f 8 ~ 

mit 

m 
",n

N
( r k1• (~)k)f -T«(}f t: -21 V(N)T(UA

2
f +R 2 (f) 

k=O • n n 

IIR
2

(f)1I ~ i e llAII IIA 3fll [_2- 3/3 _1-
3
- l "'N U;) }3/2 + .•. 

nlil e.le log 6 

+1@JL 36 314 1 2 {61I AII
2

"'N(6) 1 
2 --2-~ "'N(6)exp } 

n e log 6 ne 2 (log 6- BlM)2 -
+ ••• 

n 

!I All m 1 (2 +~)IIAII 811A1I
2

", (6) 
+~lIflim e exp{ 2 N~ .,} 

n ne (log 6 _ A) 
n 

(4.20) 
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für (~ 45) 
n > max logo' ~N(o) ; 

für E(N) = 1 ist dagegen fUr f S~ 

2 ;n V(N)T(UA2
f +R 2 (f) 

mit 

. 2 12 11& 36 314 ~4 2 6~ "AI ~N(O) 1 
+ 2 ----r-:----4:- "'N (0) exp{ 2 111I:M 2} + ••• 

n e log 0 ne (log 0 - n ) -

fUr n > max(i~~~, '" ~~». 
N 

Beweis. Satz 3.5, (3.76) und Korollar 4.2 unter Benutzung 

der Tatsache, daß im vorliegenden Fall M = 1 und w = IIAII 
gewählt werden kann. 

Qualitativ besagt also insbesondere Korollar 4.1, daß 

(4.22 ) 

(4.23) 

für f S D(A 3 ) bei n ~ 00 gilt. 

Dies bedeutet u. a., daß auch fUr f S D(Ar ) mit r > 2 die durch 
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(4.22) und (4.23) gegebene Konvergenzordnung oe!) nicht ver-• n 
bessert werden kann. Sogar die in (4.22) auftretenden Konstan-

ten können nicht verbessert werden, wie man am Beispiel der 

Halbgruppe der Linkstranslationen (Beispiel 3.1) sehen kann: 

dort ist ja wegen M = 1, w = 0 

IIT«()A
2 fll MeW(IIA2 fll (4.24) 

fUr f e D(A
2
), so daß in diesem Fall in (4.22) sogar Gleichheit 

gilt fUr alle f e D(A3 ) C D(A2 ) . 

Wie man anhand der Beziehung (4.7) sehen kann, läßt sich auch 

bei (nicht-trivialen) stochastischen Darstellungssätzen von 

anderer Form als (3.3) - etwa in der Art des Satzes 3.4 - keine 

bessere Konvergenzordnung als o(~) erreichen; entsprechend fUr 

Satz 3.3 (vgl. auch eine ähnliche Bemerkung in Hahn (1980». 

Im folgenden wollen wir nun mit Hilfe von Satz 4.1 bzw. Korollar 

4.1 und 4.3 noch explizite Abschätzungen der Konvergenzgeschwin­

digkeit der in den Beispielen 3.2, 3.3 und 3.4 vorgestellten 

Darstellungssätze angeben. Wir beschränkten uns dabei auf den 

interessanteren Fall f e D(A 2); die Fälle f e D(A) bzw. 

f e D(A3 ) sind natUrlieh analog zu behandeln. 

Korollar 4.4. Es gilt fUr ( > 0 in (3.57) (Hille) 

(A 
IIT(Of -e 1/T f ll 

< !:! e w( 11 A 2 f 11 r~ + 2w 12 (3 exp { 2w 2 ( e 4 w /' 11 
- 2 T 3 T 

- T -

fUr f e D(A
2

) und T > i 
beziehungsweise in (3.58) (Phillips) 

11 T (0 f - exp H T 2R {Tl - (Tl }tn 

(4.25 ) 
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< ~ewf;IIA2fll [2~ +6w ~ exp {4W
2

f;}.) 
- 2 T T IT T -4w . 

fUr f e D(A2 ) und T > max(16, 4w). 

(4.26) 

Beweis. PUr einen Poisson-Prozeß (N(T) I T > 01 mit Parameter 

f; > 0 ist 

(4.27) 

1 
fUr T > (' Wegen 

V (N (T) ) (4.28) 

fUr T > 0 und 

"'N ( T) (t) = e f; T (t-1), T > 0, t e :m (4.29) 

ergibt sich damit die erste Behauptung aus (3.57) und Satz 

4.1, we~n dort X durch !N(T) ersetzt wird. ~an beachte dabei, 
T 

* daß der Ausdruck {"'1 (4w)}1/4 noch gemäß (1.7) durch 
-N(T) 
T 

f;T/4(e
4w

/
T

_1) {f;T 4w Bw
2 

e4W/T)} 
e < exp T(T + -2-

T 

~ 2 2f; 4 / eil) exp(_w __ e W T) 
T 

(4.30) 

abgeschätzt werden kann. 

Wählt man dagegen X(T) wie in (3.29) mit exponentialverteiltem 

Y mit Erwartungswert 1, so gilt 

(4.31) 



- 69 -

gemäß (2.31), und wie im Beweis zu Satz 2.2 erhält man mit 

(4.29) fUr T > 1 

wegen 

[ 
1 4]. 4 4 -4 {I;; T } E (-X(T)- 0 < 2 (-:-) e exp--
T ~ T-h 

* 1P 1 (t) 
T X(T) 

* t 
IPN(T) (IPY(T» 

1 exp{ I;;T (--t) -1} 
1 --

T 

exp{;~~} fUr T > t. 

(4.32 ) 

(4.33) 

Beachtet man noch, daß die Funktion T ~ __ T __ monoton fallend 
T-h 

ist, so ergibt sich wieder mit Satz 4.1 und (3.58) 

IIT(I;;)f -exP{I;;T
2
Rh) -I;;Tllfll 

1+ 

< MIIA2flllefl}I;;3l.+w 64 IB exp{3 ~+ 1 4I;;TWl] 
- 2' T --r-;: "4 r-"4 T-4w 

- e T t'T T-t'T 

< ~IA2fllewl;; [~+ 6w _1_ exp{i ~ + !~~:} J 
- 2 T TIT T-IT 

I;; 2 I ~ ~2IA2flleWl;;r~ +6w ~ eXP{!~4!} 
- T T IT -

(4.34 ) 

fUr T > max(16, 4w) und f e D(A
2 >. 

Korollar 4.5. Es gilt fUr 0 < I;; < 1 in (3.59) (Kendall) 

IIT(I;;)f - {(1-01 + I;;T(.!..) }nfll 
n 

< ~IIA2flllewl;; 1;;(1-0 +2(11 ~J~~3 «1-1;;) +l;;e4w/n )n/4-1 
- 2 n V ~3 _ 
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bzw. in (3.60) (Chung) 

IIT(~)f -{(1-UI +~nR(n)}nfll 

(4.36) 

fUr f S D(A
2

, und n > max(4111, ~): 

fUr ~ > 0 gilt in (3.61) 

M1IA2fli w~ ~ +5 ~ {4w ~ 8wFJ n} 
[ 

2 3 2 2 ] 
< ""l1 e - - (Jl- exp -- e 
- 2 _ n 2 nin n 

(4.37) 

fUr f S D(A
2

) und alle n S IN 

b zw • in (3 • 6 2 ) 
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M 2 ~ r3~2 ~3 B 2(2 J 
< ~IA flle

w 
- + 353 w - exp{~--r} 

- . n nrn n- W 
(4. 3B) 

fUr f e D(A 2 ) und n > max(Bw~, 40) 

b zw • in (3. 64 ) 

11 T ( 0 f - {!. 1 + 1- (!!. R (!!.) ) 2 } n f 11 
2 2 ~ ~ 

[ 

2 3 2 2 
< ~IIA2fll eW~ ~+95w _(_ (1 + 4w~n-Bw ( )n/4] 
-2 n r.:: 2 22 

nrn n -Bw~n + 16w ~ 

2 ~IIA2flleW([2~2 +95w L exp{2w2~2 3n-Bw~2J~ 
nrn (n-4wO 

(4.39) 

fUr f e D(A 2 ), n > max(4w~, 24): 

fUr ~ > 0 gilt in (3.65) (Shaw) 

IIT(E;)f - {(1+01 - ~T(!) }-nfll 
n 

33] 2t (~+O (1 + E; _ ~e4w/n)-n/4 

n 
~ ~I A 2 fll [e w ( t (1: 0 + 2w 

< ~I A 2 f 11 ewE; [(( 1 + 0 + 2 _ 2 n w f 3 3 2 4w/n ] 
2 t ( 1 + 0 e xp {414 E;( 1 + 0 e } ( 4 • 40) 

3 4w/n 
n n-4w~e 

2 1 ) fUr f e D(A) und n > max(4w(1+0, mm+6 

bzw. in (3.66) (Chung) 

11 T ( E; ) f - { ( 1 + ~)I - E; nR ( n) } - n f 11 

< ~IA2fll [e wt f;(2+0 +4 ~(2+~)31(-;~~(1 + 4wt )n/4] 
-2 _ n nrn n-4(1+dw 
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2 60 fUr f e D(A ) und n > max(4!J.I (1+0, m); 

fUr ~ > 0 gilt in (3.67) (Shaw) 

4 oo~/n ] e } 
4 I:" 400 ~ln n- oo.,e 

fUr f e D(A 2 ) und n ~ max(7, 6oo~) 

bzw. in (3.68) 

fUr f e D(A
2

) und n > max(8oo~, 40): 

fUr ~ > 0 gilt in (3.69) (post-Widder) 

(4.42) 

(4.43) 
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2 3 2 2 ] 
< ~u A 2 fll e W ( [L + 313 W -(- exp {4w 4 ( t" } 

- n nlO n- w., 

für f e D(A2 ) und n > 4w(; 

für ( > 0 gilt in (3.71) (Butzer-Hahn) 

( 00 

IIT(Of - {T(O J t(-1 e -ntT (t) (. )dt}nfll 
o 

< MIIA2 fli [ w( ~ + 313 w ß3 (1 + 4w )nf,;/4] _ ~ e n ~ n-4w 
n 

[ 2 ß3 4w
2( ] < ~IA2fllew( L + 313 w ~ eXP{n_4w} 

- 2 n n 

für f e D(A2 ) und n > max(4w, t); 

für ( > 0 gilt in (3.77) 

IIT(f,;) - (I +i A) nll < ~ i e(2 +l/nHIIAII 
n - 2 n 

bzw. allgemeiner für m > 

m 
IIT«(} - { ~ ~(i A)k } nll 

k=O kl n 

für alle neIN. 

!lAUm 
< 1ffi.i1TI (i)me (2 +l/n)(IIAIi 

n 

(4.44) 

(4.45) 

(4.46) 

(4.47) 

Beweis. Die Abschätzungen ergeben sich aus den angegebenen 

Beziehungen durch Abschätzungen der vierten Momente (gegebenen­

falls mit Satz 2.3) sowie der entsprechenden momenterzeugenden 

Funktionen in Korollar 4.1 bzw. (3.76). 

Im einzelnen gilt dabei (unter Verwendung der Bezeichnungen aus 

Lemma 2.2 bzw. (3.3»: 

Ist N binomialverteilt über {0,1} mit Erwartungswert f,; e (0,1) 

und Y = 1, so ist V(X) = (1-() und 
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4 E;2(1_0 2 +-;. E;(1-F,) (6E;2_ 6 E;+1) 
n n 

4 2 2 . 1 
~ 2 E; (1-0 fUr n > D1-IT -6: 

n 
(4.48) 

* wegen \fIx(t) 1-E;+E;e t , t ~ 0 ergibt sich damit (4.35). Ist da-

gegen Y exponentialverteilt mit Erwartungswert 1, so ist 

V(X) =E(N)V(Y)+V(N) {E(y)}2 = ~+E;(1-0 = E;(2-0 gemäß (2.31) 

und 

* gemäß Satz 2.3; wegen "'X(t) 

gibt sich damit (4.36). 

1-t(1-~) 
1-t 

(4.49) 

t < 1 er-

Ist N binomialverteilt Uber {0,1} mit Erwartungswert 2 und 

Y = 2~, so ist V(X) = ~2 und 

(4.50) 

für alle neIN: wegen "';(t) }+;e2~t, t ~O ergibt sich 

damit (4.37). Ist dagegen Y exponentialverteilt mit Erwartungs-
. 1 1 2 2 wert 2~, so 1st V(X) = 2V(Y) +4{E(Y)} = 3E; und 

2 
E (X

n
- 0 4 < 2 (~ ... * ( 1 » 2 

- 2 e "'x ~ 
n 

18432 t4 
22 n e 

(4.51) 
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für n > ~ = 40; wegen ~~(t) 
~x(4() 

1 1 1 
2+2 1-2~t 

1- (t 
1-nt' t < U' 

ergibt sich damit (4.38). Ist N binomialverteilt über {0,2} 

mit Erwartungswert 1 und Y exponentialverteilt mit Erwartungs­

wert (, so ist V(X) = V(y) +{E(y)}2 = 2(2 und 

E(X _~)4 < ~(16(2 ~*(~»2 
n 2 e X 2( 

n 

512 ~4(~ (~*(~»2 
< 2 2 N Y 2( 

n e 

3200 (4 
2 2 

n e 
(4.52) 

fU 60 24 * () 1 1 1 1. b r n > -*-1- = ; wegen "'X t '2 + '2 2' t > "f erg 1 t 
~ <2[) (l-(t) 

sich damit (4.39). Ist N geometrisch verteilt mit Erwartungs-

wert ( > 0 und Y = 1, so ist V(X) (1+() und 

E(Xn-O 4 ~ (2(1+0 2 +-;. «1+() (6(2+6 (+1) 
n n 

4 2 2 1 (4.53 ) < 2 (1+0 fUr n ~ rn+ff+6; 
n 

wegen ~;(t) = (l+(_(e t )-l, t < 10g(l +f) ergibt sich damit 

(4.40). Ist dagegen Y exponentialverteilt mit Erwartungswert 1, 

so ist V(X) = ('V(y) +(1+() {E(y)}2 = (2+() und 

2 
E(X _()4 < ~(4(2+() .,,*( __ 1 __ »2 

n n2 e X 2+( 

< 32 4 n 2e 2 (2+() (1+() 2 (4.54) 

fU 60 
r n > ....-:-1 

~X(2+~) 

60 * mi wegen ~x(t) 
l-t 1 

l-(1+()t' t < m ergibt 

sich damit (4.41). Ist N geometrisch verteilt mit Erwartungs­

wert 1 und Y = ~, so ist V(X) = 2~2 und 

- 4 
E (Xn-O (1; +~H4 

n n 
< .!!. ~4 

2 
n 

(4.55 ) 
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* 1 ~ fUr n > 7· wegen "'x(t) ---U' t < ergibt sich damit , 
r, 

2-e 

(4. 42). Ist dagegen Y exponentialverteilt mit Erwartungswert r" 

so ist V(X) = V(y) +2 {E(y)}2 = 3r,2 und 

E(X _0 4 < 2(64~2 *( 1 2 18432 r,4 
n 2 e "'x lt» <----r2 (4.56) 

n n e 

fUr n > 60 
-~ 

"'x(lt) 
40: wegen "';(t) l-~t 1 

1-2r,t' t < 2t ergibt sich 

damit (4.43). Ist N -

tungswert r" so ist X 

und Y exponentialverteilt mit Erwar­

Y, also V(X) = r,2 und 

9 t"4 
< 2 <, 

n 
(4.57) 

fUr alle neIN: wegen "';(t) 1-~t' t < f ergibt sich damit 

(4.44). Ist N = 1 und Y Gamma-verteilt mit ß = 1 und y = r, in 

(2.15), so ist X = Y mit V(X) r,2 und 

(4.58) 

1 * fUr n > {: wegen "'X(t) (l-t)-r" t < 1 ergibt sich damit 

(4.45) • 

Die Abschätzungen in (4.46) und (4.47) ergeben sich analog 

(3.76), wenn dort N = 1 und damit "'N(t) = t, t e IR gesetzt 

wird. 

Man beachte, daß Beziehung (4.37) fUr Kontraktionshalbgruppen 

(T(t) I t ~ O} (also fOr M = 1 und w 0) und n = 1 die Gestalt 

also 
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11 (T(O -I)2 f ll ~ ~211A2fll 

für f e D(A 2 ) annimmt; bezeichnet für ~ > 0 und f e~ 

w
2
(ef) := sup 11 (T(t)-I)2f ll 

O~t~~ 

(4.59) 

(4.60) 

den Stetigkeitsmodul der Ordnung 2 (vgl. Butzer-Hahn (1980), 

(2.1», so ergibt sich also speziell für f e D(A2 ) 

W2(~,f) ~ ~2I1A2fll. (4.61 ) 

Bezeichnet ferner für t > 0 und I e~ 

K(t,f) := inf (lIf-gll +tllA2gl1 I 9 e D(A 2 )} (4.62) 

das modifizierte K-Funktional (vgl. Butzer-Hahn (1980), (2.2», 

so ergibt sich ein einfacher (wegen (4.37) wahrscheinlichkeits­

theoretischer) Beweis für die Beziehung 

2 
w2(~,f) < 4K(~ ,f) (4.63) 

für ~ > 0, f e ,ur (vgl. auch Butzer-Berens (1967), (3.4.7), 

Butzer, Hahn (1980), (2.3»: es ist für t > 0,· 9 e D(A 2) 

11 (T ( t) - I ) 2 f 11 ~ 11 (T ( t) - I ) 2 ( f -g ) 11 + 11 (T ( t ) - I ) 2 9 11 

~ 4l1f-gll +t
2

11A
2

gl1 ~ 4(lIf-gll +t
2

I1A
2
gll); 

da 9 beliebig war, folgt also 

W2(~,f) sup 11 (T(t)-I)2 f ll < 4K(~2,f). 
O~t~~ 
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IV. 2 Abschätzungen mit Hilfe von Stetigkeitsmodulen 

Die im vorigen Abschnitt behandelten Abschätzungen der Kon­

vergenzgeschwindigkeit beruhten wesentlich auf Glattheitsbe­

dingungen der Art f g DCA}, D(A2 ) bzw. D(A 3 ). Hier sollen 

nun mit Hilfe verschiedener Stetigkeitsmodule Abschätzungen 

der Konvergenzgeschwindigkeit entwickelt werden, die diese 

Unterscheidung UberflUssig machen, also fUr beliebige f g.~ 

gelten. Zunächst wollen wir unter Verwendung des bereits in 

(4.60) erklärten Stetigkeitsmoduls der Ordnung 2 und der in 

IV. 1 entwickelten Resultate die in Butzer-Hahn (1980) ange­

gebenen, auf Ungleichungen vom Jackson-Typ beruhenden Ab­

schätzungen verbessern. Diese Verbesserungen beruhen im 

wesentlichen auf der durch die allgemeinere Taylorentwicklung 

(4.1) ermöglichte bestmögliche Abschätzung der auftretenden 

Momente (vgl. etwa (4.14) (mit w = 0) und Beziehung (3.3) in 

Butzer-Hahn (1980». 

Auch die von Ditzian (1969, 1970, 1971) fUr die Darstellungs­

sätze (3.57) und (3.58) von Hille und Phillips speziell ent­

wickelten Konvergenzabschätzungen ergeben sich hier - teil­

weise sogar verschärft - aus einer entsprechenden allgemeine­

ren Abschätzung fUr das schwache Gesetz großer Zahlen fUr 

Halbgruppenoperatoren. Hierbei wird wesentlich von der durch 

die Existenz der momenterzeugenden Funktion bewirkten exponen­

tiellen Konvergenz im schwachen Gesetz großer Zahlen (Satz 

1.2) Gebrauch gemacht. 

Korollar 4.6. (vgl. Butzer-Hahn (1980». Es seien Y eine 

nicht-negative reelle und N eine nicht-negative ganzzahlige 

* Zufallsvariable derart, daß ~Y an einer Stelle oY > 0 und ~N 

an einer Stelle oN > 1 existieren mögen. Ferner sei 

{T(t) I t ~ O} eine Kontraktionshalbgruppe. Dann gilt {Ur alle 

n € IN und f €./f" mit F; '!!: E(N)E(Y): 

11 {~N(ErT(~)]> }nf -T(F;)f1l 

< C w
2 

(_1_ IE-(~);-(;)-- + V (N) {E (y) } 2, f) • 

l2n 
(4.64) 
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Dabei ist C eine geeignete universelle Konstante. 

Speziell gilt fUr alle ~ > 0, f e~, neIN: 

IIT(Of -{(1-01 +~T(k)}nfll ~ Cw
2

( f(~~~),f)(~ <1) 

IIT(Of - {(1-01 + ~nR(n) }nfll ~ Cw
2

( {i(~~f.),f) (~ < 1) 

1I'J'(Of - {! 1+ !T(~)}nfll < Cw (-~-,f) 
2 2 n - 2 l2r1 

1 n n n ;,r~-~2 
IIT(Of - (2 1+ rrR(n-)} fll ~ Cw 2 ( V2'n,f) 

IIT(Of -{}1+}<r R (r»2}
n

f ll ~ CW2(~,f) 

1 -n (1+0 fUJ
--

IIT(Of-{(1+01-(T(n)} fll ~Cw2( ~,f) 

IIT(~)f -{(1+01 -~nR(n)}-nfll < Cw
2

( "h(2+~),f) - ~-=- 2n 

11 T (0 f - U1 - T (f) } -nfll < CW
2 

(...i., f) 
n - In 

11 T (0 f - U1 - r R (rn -nf 11 ~ CW 2 ( 1;i:, f) 
IIT(Of - {t R(r) }nfll ~ CW 2 (-(-,0 

l2rl 

I; 00 

IIT(Of - (r7o J t~-le-ntT(t) (. )dt}nfll ~ CW2(-~-,f) 
o l2rl 

I;A .I 
IIT(l;)f -e l/

T f ll < Cw 2 ( '12~,f) fUr T > 0 

(4.65) 

(4.66) 

(4.67) 

(4.68) 

(4.69) 

(4.70) 

(4. 71 ) 

(4.72) 

(4.73) 

(4.74) 

(4.75) 

(4.76) 
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(4.77) 

Beweis. Analog zu Butzer-Hahn (1980), in dem die dortigen Un­

gleichungen (3.3) vom Jackson-Typ durch die durch Korollar 

4.1, 4.2, 4.4 und 4.5 gegebenen Ungleichungen ersetzt werden. 

Man beachte dabei, daß wegen w = 0 die hier eventuell gegebe­

nen Einschränkungen an n bzw. t nicht notwendig sind, da in 

diesem Fall die vierten Momente bzw. die entsprechenden moment­

erzeugenden Funktionen nicht abgeschätzt zu werden brauchen. 

wir wollen nun zeigen, daß im allgemeinen Fall auch stochasti­

sche Abschätzungen der Konvergenzgeschwindigkeit mittels des 

Stetigkeits~oduls 

sUI? IIT(t)f -T(s)fll 
Is-tld . 

(4.78) 

s>O-

fUr 6 > 0, t ~ 0, f e .~ möglich sind. Bezeichnet 

supfIlT(t)f -T(s)fll I 0 ~s, t ~b, Is-tl < ö} (4.79) 

fUr b > 0, ö > 0, f e~ den rektifizierten Stetigkeitsmodul im 

Intervall [O,b] , so lassen sich wegen 

b 
w

1 
(ö,f) > * sup wl(ö,t,f) 

O<t<b-ö 
(4. BO) 

(vgl. Ditzian (1969)) auch entsprechende Aussagen mit diesem 

Stetigkeitsmodul herleiten. wir verwenden dazu eine Beziehung, 

die sich aus dem Beweis von Lemma 1 in Chung (1962) ergibt 

(vgl. auch den Beweis von M. Riesz in Hille-Phillips (1957), 

Lemma 10. 4 . 1 ) . 

Lemma 4.2. Unter den Voraussetzungen von Korollar 4.1 gilt 

fUr jedes 6 > 0: 
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IIE[T(Xn)]f -T(f;)fll (4.81 ) 

* 2 * * öm 4""x(ll) ~ 4w "'x(ll) 
< wl(ö,~,f)+e- nl2exp{ 2 2 2}Me

W 
(l+exp{ 2 2w')})lI f li 

e (11 --) e n(1l --) 
In n 

filr alle f S~ und alle n > max(~, 2:) mit 0 < 11 < ö
X

' 

11 

Beweis. Es ist 

IIE[T(Xn)]f -T(f;)fll 

< I IIT(X )f-T(~)flldP 
Ix -~I<ö n 

+ I IIT(X )f-T(~)flldP 
Ix-~I>ö n n - n 

< w*l(ö,~,f) + !p(lx -(I>ö) !E(nT(i-;-;-~-;-(-~-);li2; 
n n 

(4.82) 

/ 2lnlx -~I ~----- -- -
< w~ (ö,~,f) + /p(e n >e 2 /iiö){1 E(IIT(X

n
HII 2 ) +IIT(~)fll} 

* öm / 21i11x -( I ;-;--
< w1 (ö,(,f) +e- E(e n ){Mllflll ""i (2w)+t-1e w(Ufll) 

n 

unter Verwendung der Hölder- und der Markoff-Ungleichung. Mit 

Satz 2.1 sowie dem Beweis von Satz 2.2 ergibt sich nun die 

Behauptung. 

Man beachte, daß die exponentielle Konvergenz in (4.81) wesent-

* lieh auf die Existenz der momenterzeugenden Funktion ""X und 

damit auf die exponentielle Konvergenz der Wahrscheinlichkei­

ten p(IXn -(I > ö) gegen Null, also die exponentielle Konver­

genz im schwachen Gesetz großer Zahlen zurückgeht (vgl. auch 

Lemma 5, 111 in Petrov (1975». 

Korollar 4.7. Unter den Voraussetzungen des Korollars 3.2 
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mit 0x aus (2.27) gilt: 

~ 4WN(~Y*(~» * -6 >'n ~ { } 
< w1 (o,~,f) +e >'2 exp 2 2 1. 

e (~--) 

In 
2 * ~ 4w ~N(Wy(~» 

...• He
w 

(l +exp{ 2 2w 2 })lIfll 
e n(o --) 

n 

(4.83) 

für alle f e:t", 0 > 0, n > max(-4, 2w) mit 0 < 0 < 0X' 
n 0 

Beweis. Lemma 2.2, Lemma 4.2. 

Natürlich lassen sich auch für die spezifischen Darstellungen 

aus Beispiel 3.2 explizite Abschätzungen der Form (4.81) bzw. 

(4.83) angeben. Da solche Abschätzungen unter verwendung des 

Stetigkeitsmoduls der Ordnung 2 bereits ausgiebig in Korollar 

4.6 behandelt worden sind und entsprechende Formulierungen für 

den-hier betrachteten Fall nicht schwerfallen, wollen wir nur 

die in der Literatur ausführlicher behandelten Darstellungen 

aus Beispiel 3.1 noch einmal speziell diskutieren. 

Korollar 4.8. Es gilt 

für alle f S~ und T > 0 (vgl. Hsu (1960), Butzer-Berens 

(196'7): Theorem 1.2.2) bzw. allgemeiner für 0 < y <; 

(4.84) 
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~A 
IIT(Of -e l/T f ll (4.85) 

(1/2-y) ;; 2 
< w; (T- Y ,~,f)+e-T 12 exp {~e2/ T}Mew~(1+exp{~ e 2W/ T}) IIfll 

für alle f e!!( und T > 0 (vgl. Ditzian (1969), (1970». Ferner 

gilt für 0 < Y < } 

IIT(~)f -exp{~T2R(d -~TI}fll 

* -Y -T (1/2-y) 2 IT 
< W 1 h , ~ , f) + e 12 e xp {~} • 

1T-2 

2 
•.•• Mew~(l +exp{ 2w

2
t})lI f li 

T- W 
(4.86) 

für alle f e!!( und T > max(4, 2w) (vgl. Ditzian (1971». 

Beweis. Analog dem Beweis von Lemma 4.2; man beachte dabei, 

daß analog dem Beweis von Satz 2.2und mitden Bezeichnungen aus 

Satz 3.3 im Fall der Beziehung (4.84) bzw. (4.85) gilt 

/. 2 IT I !.X ( T ) - t I 2 eS IT _ eS IT /;-filT~-( ~-)-~ -~I--
P(e T >e) < e iEee ) 

< e-eSlT !e-21TF.E(e2XeT)/IT} +e;~-~~-2Xh);~-;· 

-c51T / -21T~ TF.(e 2/ 1T_1) 21TF. 
< e Ye e +e 

-0 IT r;::- 2/1T 
< e y2 exp{~e }, T > 0; 

e TF. (e -2/1T -1) 

(4.87) 

mit 0 = T- 1/ 3 bzw. T- Y und Abschätzungen analog (4.30) ergibt 

sich damit (4.84) und (4.85). 
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Entsprechendes gilt für Beziehung (4.86) ,wenn man beachtet, daß 

hier E(e±2X(T)/IT) = 1// ( __ 1 __ ), T > 4 gilt (4.88). 
N(T) 1 ±2/1T 

IV. 3 Verbesserungen der Konvergenzordnung 

In dem letzten Abschnitt dieses Kapitels wollen wir noch zei­

gen, wie durch Ubertragung einer Idee von Bernstein (1932) 

auf die Halbgruppentheorie die durch (4.22) und (4.23) gege-
1 bene Konvergenzordnung O(n) durch geeignete Eliminierung des 

Varianzterms verbessert werden kann. 

Satz 4.2. Unter den Voraussetzungen von Korollar 4.1 bzw. 

Korollar 4.2 gilt: 

2 
IIErT(X )]f _0

2 
E[T(X )JA2 f -T(~)f" = 0(_1_) fUr n +00 (4.89) 

n n n n~ 

fUr alle f e D(A4 ) bzw. 

... - T(~)fll 0(_1_) fUr n + 00 

n~ 
(4.90) 

Beweis. Da sich (4.90) aus (4.89) ergibt, reicht es, die 

letztere Beziehung zu beweisen. Mit Lemma 4.1 erhält man fUr 

f e D(A4 ) 
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2 
~ T(OA2f +1. E (X -03T (OA 3f +o(~) 
2n 6 n n2 

(4.91) 

analog dem Beweis zu Korollar 4.1. Damit ist aber 

2 
IIE[T(X )]f -~2 ErT(X )]A2f -T(Ofll n n n 

2 

1I-~n{E[T(Xn)JA2f -T(OA
2

0 +t E(Xn -0 3T(~)A3f +O(-i>1I 
n 

4 
< !:! e W ~ 11 A 4 f 11 ~ + 1.1 E (X - 0 3 1 Me W ~ 11 A 3 f 11 + 0 ( ~) 
- 4 n2 6 n n2 

i IE(Xn-0
3

1 Mew~IIA3fll + O(-i>. (4.92) 
n 

Da E[1n 3 (Xn-~)3J ~ 0 fUr n ~ ~ gemäß dem zentralen Grenzwert­

satz (Satz 1.3, (1.16», also 

3 _ 0 (_1_> 
IE(Xn-O I - nln 

gilt, ergibt sich damit (4.89). 

fUr n ~ 00 (4.93) 

Die Konvergenzordnung in Satz 4.2 hängt also entscheidend von 
- 3 der Konvergenz des Ausdrucks E(Xn -() gegen Null ah. Im Falle 

- 3 1 
E(X -~) O(~) fUr n ~ 00 

n n 
(4.94 ) 

wird gemäß dem obigen Beweis sogar die Ordnung O(~) in Satz 
n 

4.2 erreicht. Dies ist z. B. bei Binomial-, geometrischen-

oder Exponential- bzw. Gammaverteilungen der Fall, so daß 

eine Ubertragung von Satz 4.2 auf die entsprechenden Bezie­

hungen des Beispiels 3.3 bzw. Korollar 4.5 die Konvergenz­

ordnung O(~) ergibt. Entsprechendes gilt fUr um ~ symmetri-
n 

sehe Verteilungen, da dann sogar E(X _~)3 = 0 fUr alle n 9 rn 
n 

gilt. 
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Natürlich läßt sich durch mehrfaches Anwenden der im Beweis 

von Satz 4.2 skizzierten Methode (Eliminierung der Restterme) 

die Konvergenzordnung gegebenenfalls noch weiter verbessern. 

Wegen der möglicherweise komplizierten Struktur der höheren 

zentralen Momente von Xn ist dies jedoch in der Regel mit 

einem erheblichen Rechenaufwand verbunden. Im Fall der Bino­

mialverteilung (also z. B. im Darstellung~satz (3.59) von 

Kendall) erhält man etwa 

Satz 4.3. Für f e D(A6 ) und 0 < ~ < 1 gilt: 

~(1-0 (1-20T(~)A3f +~2 ~2(1_~)2T(~)A4f}1I 
- 6n 2 n 8n n 

0(-;') fUr n + "" 
n 

(4.95) 

Beweis. Analog dem Beweis zu Satz 4.2 unter Beachtung der 

Beziehungen 

-;. ~(1-0 (1-20 
n 

und 

3 2 2 1 2 
2 ~ (1 - U + 3" t ( 1 - 0 (6 ~ -6 ~ + 1 ) 
n n 

(vg 1. ( 4 . 48) ) . 
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V. Beispiele 

In diesem letzten Kapitel wollen wir aus der großen Zahl der 

möglichen Anwendungen der in den vorherigen Paragraphen er­

zielten Ergebnisse einige wenige interessante Beispiele - so­

wohl aus der Analysis als auch aus der Stochastik - exempla­

risch hervorheben. 

V. I Beispiele aus der Approximationstheorie 

Zunächst wenden wir uns der Approximation im Intervall [0,11 
stetiger Funktionen durch Polynome zu, und zwar im Sinne von 

Bernstein (1912, 1932). Hierzu bezeichne e[O,l) die Menge 

der auf [0,1] stetigen Funktionen. 

Satz 5.1. Für g e erO,l] und ° < ( < 1 gilt: 

n 
Ig(U - r (~)(k(1_()n-kg(~)1 

k=O n 

< IIg'II!(l-U ~ fl.9jl, neIN, 
- n 2m (5.1) 

falls g' e e[o,1] bzw. 

n 
Ig«() - r (~)(k(1_0n-kg(~) I 

k=O n 

11 " 11 u 1 - 0 < lG.LJL neIN , 
< g 2n - 8n' (5.2) 

falls g" e e[O,l] bzw. 

n 
q«(} - r (~Hk(l_Un-kg(~) 

k=O n 

I; ( 1 - 0 + 0 (_1_) (n -+ 00) , _gOI (0 -2-n- nln (5.3) 
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falls g'" e ero,1]. Ferner gilt 

falls g(4) e e[0,1] sowie 

(5.5) 

falls g(6) e erO,1] und n > 15. 

Beweis. Es sei {T(t) I t ~ O} die Halbgruppe der Linkstransla­

tionen aus Beispiel 3.1. Dann ist A der (unbeschränkte) Ao­

leitungsoperator. FUr 9 e erO,1] sei nun g* e ueB(]R) so ge­

wählt, daß g* = 9 auf [0,1] und g* dieselben Glattheitseigen­

schaften besitzt wie jeweils 9 in den Beziehungen (5.1) bis 

(5.5) (ein solches g* existiert stets). Wegen M = 1 und w = 0 

ergibt sich dann dle Aussage des Satzes vermöge (3.59), 

Korollar 4.1, Satz 4.2 sowie Satz 4.3, indem man die AusdrUcke 

T(~)g*(O) bzw. T(X )g*(O) betrachtet. FUr die bei der Ab-
n 

schätzung (5.5) benötigten Momente 5. und 6. Ordnung beachte 

man, daß im vorliegenden Fall von Binomialverteilungen 
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- 5 10 2 2 
E(Xn-O = 3" ~ (1-0 (1-20 + •.• 

n 

+ .•. { U1-0(1-20(12~2_12~+1) 
n 

fUr n € rn und unter Verwendung von (2.24) mit ß T\ 

- 6 4 {1 1 2 
E (Xn -0 2. ~ exp "2 + 2"(e -1) d ,n> 15 

n 

gilt. 

(5.6) 

2 

(5.7) 

Beziehung (5.3) besagt hierbei, daß fUr genUgend glatte 

(nicht-lineare) Funktionen die exakte Konvergenzordnung stets 

oe!) ist. Entsprechend gilt für (5.4) und (5.5): dort ist die 
n 

exakte Konvergenzordnung für genUgend glatte, "nicht-triviale" 

Funktionen gegeben durch o(~) bzw. o(~). 
n n 

Weitere wahrscheinlichkeitstheoretische Aspekte speziell in 

Bezug auf Bernsteinpolynome finden sich in Lindvall (1982). 

Wir wollen sogleich ein analoges Resultat fUr auf rn+ gleich­

mäßig stetige, beschränkte Funktionen g e UCB(rn+) formulie­

ren (vgl. auch Butzer-Berens, (1.2.23». 

Satz 5.2. Filr g e UCB(IR+) und ~ > ° gilt: 

QO k 
Ig«(} _e-~T 2 g(!:) (~kT? I 2.lIg'lI .!T, T > 0, 

k=O T. V T' 

falls g' e UCB(rn+) bzw. 

Ig(U _ e -T~ r g(!:) «(T)k 
k=O T kll ~ IIg"1I 

falls g" € UCB(rn+) bzw. 

~ 
2T' T > 0, 

(5.8) 

(5.9) 
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-g" (U ~ + 0(_1_) (t +00), (5.10) 
2t TIT 

Beweis. Analog dem Beweis zu Satz 5.1 unter Verwendung von 

Korollar 4.4 und Satz 4.1. 

(Der approximierende Operator in Satz 5.2 ist auch unter dem 

Namen Favard-Operator bekannt.) 

Man beachte, daß in Satz 5.2 nicht die Existenz von lim g(~) 
~+oo 

vorausgesetzt ist: aus diesem Grunde ist die Konvergenz in 

Satz 5.2 auch nur in jedem endlichen Teilintervall von IR+ 

gleichmäßig. Wie man jedoch sieht, impliziert die Existenz 

von lim g(~) natU~lich die gleichmäßige Konvergenz. 
~+oo 

Wie in Satz 5.1 ist auch hier die Konvergenzordnung exakt 

O(!) fUr T + 00, falls g eine genUgend glatte, "nicht-ttiviale" 
T 

Funktion ist. Analog Satz 4.2 läßt sich auch hier die Konver-

genzordnung durch geeignete Modifikation noch verbessern: 

Satz 5.3. FUr g E UCB<IR+) und ~ > 0 gilt: 

O(~) fUr T + 00 
2 

T 

(5.11) 

falls auch g(4) E UCB(]R+), und zwar gleichmäßig in ~ in je­

dem endlichen Teilintervall von ]R+. 

Bewe~ Unter Benutzung einer entsprechenden Version des 

Satzes 4.2 und Beachtung von 
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E(.!..X(d- q 3 ~ T>O 
T ~ 2' (5.12 ) 

T 

für einen Poisson-Prozeß (X(T) I T > 01 mit Parameter ~. 

Schließlich wollen wir noch einen entsprechenden - analog zu 

satz 5.1 zu beweisenden - Sachverhalt für den Darstellungs­

satz von Shaw (3.65) formulieren: 

Sa tz 5. 4 • Für 9 e UCB ( n/) und ~ > 0 gi 1 t: 

00 n+k-l ~k k 
Ig (0 - r ( k) n+k 9 (il) I 

k=O (1 +0 

2. IIg'\I V~(1:0, n e 1N (5.13) 

falls g' e UCB(IR+) bzw. 

n+k-l ~k k 
1 9 (0 - L ( k) n+k 9 (il) I 

k=O (HO 

2.lIg"lI ~(1~O. ne 1N (5.14 ) 

falls g" e UCB(IR+) bzw. 

k 
n+k-l ~ (k) 

9 ( ~) - L ( k) n+k 9 n 
k=O (1+~) 

« 1 + 0 + 0 (_1_) (n -+ (0), -g" (~) -2-n-- nlil (5.15 ) 

falls g'" € UCB(IR+) bzw. 

00 k 
\g(O - I (n+k-l) ~ (g(~) _~(1+~) "(~)}I 

k=O k (l+~)n+k n 2n 9 n 

1 
0(2) (n-+ oo ), (5.16) 

n 
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Die Konvergenzen sind dabei gleichmäßig in ~ in jedem end­

lichen Teilintervall von 1R+. 

(Der approximierende Operator in Satz 5.4 ist auch unter dem 

Namen Baskakov-Operator bekannt.) 

Bezüglich weiterer stochastischer Approximationssätze siehe 

Ramanujan (1975). 

Die Konvergenzabschätzungen in den vorigen Sätzen lassen sich 

natürlich mittels der Korollare 4.6 bis 4.8 auch unter Ver­

wendung der verschiedenen Stetigkeitsmodule formulieren. 

V. 11 Beispiele aus der Stochastik 

Wir wollen uns hier noch einigen Beispielen aus der Stochastik 

zuwenden, und zwar zunächst dem Poisson'schen Grenzwertsatz, 

welcher besagt, daß eine Folge {X ; n S IN} mit Parameter 1 n n 
für n > ~ Uber {0,1, .•. ,n} binomialverteilter Zufallsvariablen 

in Verteilung gegen eine mit Parameter ~ (> 0) Poisson-verteil­

te Zufallsvariable X konvergiert: X ~ X für n + ~. Eine n 
erste funktionalanalytische Betrachtung dieser Konvergenz 

stammt wohl von Le Cam (1960), der auch Abschätzungen der 

Konvergenzordnung bezUglich einer Norm auf dem Raum der 

signierten Maße angibt. Diese sind jedoch um den Faktor 2 

größer als die in Pfeifer (1983 a) angegebenen, welche im 

wesentlichen auf dem Darstellungssatz (4.46) beruhen. Wir 

wollen nun zunächst zeigen, daß die hier gewonnenen Abschätzun­

gen bestmöglich sind. Wir betrachten dazu die folgendermaßen 

definierte Metrik p auf der Menge J(1(::,.~ aller Wahr schein­

lichkeitsmaße Uber einem Meßraum (::~~): 

:= sup 1Q1(C) -Q2(c)l. 
CS.~ 

(5.17) 
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wir wählen im folgenden = = ll+, die Menge der nicht-negativen 

ganzen Zahlen, und §= ~(=), die Potenzmenge von =. Dann lassen 

sich die Binomialverteilung B(n,() über {0,1, ... ,n} mit Para­

meter ( e (0,1), die Poisson-Verteilung Po«() mit Parameter 

( > 0 und die negative Binomialverteilung B(n,() mit Parametern 

n und ( > 0 als Maße über (= ,.'~~") auffassen. Es gilt dann: 

Satz 5.5. 

2 
p (B (n, I); Po ( 0) < L 

n - n 

für ( > 0 und n > ( sowie 

- n 
p (B(n, n+(); Po(O) <.c 

n 

für ( > 0 und alle neIN. 

Die Konvergenzordnung ist exakt O(~); genauer gilt: 

p (B(n, *); Po(O) oe!) 
n 

- n 
p (B(n, n+(); Po(O) oe!) 

n 

(5.18 ) 

(5.19 ) 

(5.20) 

(5.21) 

für n + 00, gleichmäßig in ( in jedem endlichen Teilintervall 
+ von m . 

Beweis. Es sei ~ = ~oo, und für f e t
OO 

sei die Schreibweise 

f = (f(O),f(l), ... ) vereinbart. Die lineare Kontraktion B auf 

sei definiert durch 

Bf E: 1 * f I (5.22) 

wobei für k eV+ E: k die Etnpunktverteilung in kund * die 

Faltungsoperation bezeichne (d. h. B ist damit ein Translations­

operator). Dann erzeugt der beschränkte lineare Operator 
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A := B -I die Poisson'sche Faltungshalbgruppe (T(t) I t > 01 

mit 

T(~)f 

Nun ist aber für f e~ 

B(n, i) * f, 
n 

(5.23) 

(5.24) 

so daß wegen der Kontraktionseigenschaft von {T(t) I t ~ ol 

mit einer etwas sch~rferen Form von (4.46) (siehe Pfeifer 

(1983 a) folgt: 

(5.25) 

sowie entsprechend 

(5.26) 

fUr n ~ 00. Hiermit ergeben sich wie im Beweis von Pfeifer 

(1983 a) die Beziehungen (5.18) und (5.20). Die Beziehungen 

(5.19) und (5.21) folgen analog aus dem Darstellungssatz von 

Post-widder «3.69), (4.44) unter Beachtung von Satz 4.1); 

man beachte dabei, daß fUr ~ > 0 

(5.27) 

also 

B(l, 1;~) *f, f e.OJ: (5.28) 
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gilt, d. h. ~R(~)fo ist gerade die Faltung einer geometrischen 

Verteilung (mit Erwartungswert t) mit f, so daß 

(~ R(~»nf 
~ ~ 

- n 
B ( n , n+ ~) * f, f S f!l, n S IN. (5.29) 

Für die statistische Praxis besagt Satz 5.5, daß für kleine 

Werte von p die Binomialverteilung B(n,p) näherungsweise durch 

die Poisson-Verteilung Po(np) ersetzt werden kann, wobei der 

maximale Fehler (bzgl. p) gegeben ist durch np2. Entsprechen­

des gilt für die negative Binomialverteilung B(n,p), falls p 

nahe bei 1 l:egt (mit Po(n(!-l» als approximierender Ver­

teilung); der maximale Fehl~r beträgt hier ~(1_p)2. Dies er-
p 

klärt, warum Satz 5.5 auch als das "Gesetz seltener Ereignisse" 

bezeichnet wird: eine B(n,p)-verteilte Zufallsvariable X läßt 

sich ja als die "Trefferanzahl" in einer Folge von n unabhän­

gigen Versuchen mit jeweiliger Erfolgswahrscheinlichkeit p 

interpretieren; eine B(n,p)-verteilte Zufallsvariable Y zählt 

dagegen die dem n-ten "Treffer" vorausgehenden Mißerfolge. 

Für kleine p ist im ersten Fall die Trefferanzahl (bei festem n) 

ebenfalls erwartungsgemäß klein , also eine hohe Trefferanzahl 

selten; im zweiten Fall ist bei großem p die Anzahl der Mißer­

folge klein, also eine lange Wartezeit (bis zum n-ten Treffer) 

selten. 

Mit Hilfe des Darstellungssatzes von Butzer-Hahn «3.71), 

(4.45» erhält man in diesem Zusammenhang noch folgenden 

interessanten Grenzwertsatz: 

Satz 5.6. Für ( > 0 gilt: 

- n p(B(n(, n:rr); Po«(» 
(2 

< - n 

für alle n S IN mit 

- n p(B(n(, fi+T); po(~» oe l ) n 

(5.30) 

(n-+ oo ). (5.31 ) 
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Beweis. Analog dem Beweis zu Satz 5.5' unter Beachtung von 

- n - n n* 
B(n~, n+T) = B(~, n+T) (n-fache Faltung) sowie 

B(~, n~1)({k}) 

(5.32) 

fUr neIN, k e LZ +. Dies ist aber gerade diejenige Verteilung, 

welche aus der Poisson-Verteilung durch Randomisierung des 

Parameters gemäß einer Gamma-Verteilung hervorgeht: 

B(~, :--7T
n

+n ) ({k}) = n~ i tk+~-1 e-(n+1)t dt 
n"t-I ~O 

f 
n~ t~-1 -nt -t t

k 
"f'1U e e kT dt 

o 

f n ~ t ~ -1 e - n t Po ( t) ( {k } ) d t, k e 7/. (5. 3 3 ) 
Ö "f'1U 

Abschließend wollen wir noch einen wichtigen Aspekt aus der 

stochastischen Simulation, nämlich die Erzeugung Poisson-ver­

teilter Zufallszahlen, behandeln. Neben "exakten" Methoden 

(vgl. Schmitz-Lehmann (1976), Pfeifer (1978» werden häufig 

wegen des evtl. geringeren Rechenaufwandes auch approximative 

Verfahren verwendet. Ein solches Verfahren - versehen mit 

Fehlerabschätzungen - liefert aber z. B. Beziehung (4.47): 

Satz 5.7. Für m > 2 und 0 < ~ < 1 sei die Verteilung Q(m,c) 

über {O,1, ... ,m} definiert durch 

Q(m,d ({k}) 
k m-k j 

.= L L (-1) j C 
kl j=O j! 

o < k < m. (5.34 ) 

Dann gilt: 
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E;. n* 
p (0 (m , n) , Po ( E;.) .s.. 

2111 E;.m+l 
m I 

n (m+l)! 
n > E;. > o. 

Die Konvergenzordnung ist dabei exakt O(~) fUr n + 00 

nm 

(5.35 ) 

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 5.5 unter Verwendung einer 

in diesem Fall möglichen verschärften Version vQn (4.47) 

(analog Pfeifer (1983 all. Man beachte dabei, daß 

O(m,O 
T m i i-k ~i 1 (k)(-l) -rr e: k k=O i=k 1 

r I (i) (-1) i-k ~i e: k * 
i=O k=O k 11 1 

m ~i i* 
i~O IT (e: 1 - e: 0 ) (5.36 ) 

gilt, also 

O(m,l;) * f 
m I;i i* 1 'T (e: 1 - e: 0 ) * f 

i=O 1.. 

m i m i 
1 ~ (B-I)i f r ~ Aif 

i=o 1. i=o 1. 
(5.37 ) 

00 

fUr f e i ist. 

Das Ergebnis des Satzes 5.7 läßt sich wahrscheinlichkeits­

theoretisch auch so ausdrUcken: 

Ist bei n > E;. > 0 {Xnk , 1 ~ k ~ n} eine unabhängige Familie 

identisch verteilter Zufallsvariablen mit der Verteilung 
n 

Q(m, i), m > 2, so konvergiert 1 X k in Verteilung gegen 
n - k=1 n 

eine mit Parameter E;. Poisson-verteilte Zufallsvariable 

X: r X k ~ X (n + 00). Der maximale Abstand der approximie­
k=l n 
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renden und der Grenzverteilung bzgl. p beträgt dabei höchstens 
2m~m+1 

nm(m+1)! 

Zur Erzeugung po(~)-verteilter Zufallsvariablen läßt sich also 

(näherungsweise) die Summe jeweils n voneinander unabhängiger, 

nach der (endlich-diskreten) Verteilung Q(m, ~) realisierter 
. n 

Zufallsvariablen verwenden. Oie Zahlen n und m sind dabei so 

zu bestimmen, daß der durch (5.35) gegebene Fehler eine vor­

gegebene Fehlerschranke nicht Uberschreitet. 
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