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Zusammenfassung Im kollektiven Modell der Risikotheorie wird iiblicherweise
zwischen der Schadenfrequenz bzw. deren Verteilung und der Einzelschadenho-
he bzw. deren Verteilung unterschieden. Fiir die Schadenfrequenzverteilung werden
meist ,.klassische” Verteilungen wie Binomial-, Negative Binomial- oder Poissonver-
teilung unterstellt, die aber gelegentlich nicht passend sind. In dieser Arbeit wihlen
wir fiir die Schadenfrequenz einen anderen Ansatz iiber einen zuflligen prozentua-
len Anteil an der Zahl der Versicherungsvertrige (sog. Betroffenheitsgrad). Dieser
Ansatz erlaubt u.a. eine statistische Uberpriifung durch Q-Q-Plots und lisst sich
auch leicht auf Schadenhohenverteilungen iibertragen.

A new approach to claims frequency modelling in insurance

Abstract The collective risk model differentiates usually between claims fre-
quencies (and their distribution) and claim sizes (and their distribution). For the
claims frequencies typically “classical” discrete distributions are considered, such
as Binomial-, Negative binomial- or Poisson distributions. Since these distributions
sometimes do not really fit to the data we propose a different approach here for
claim frequencies via random proportions of the number of insurance contracts.
This approach also allows for a statistical goodness-of-fit test via quantile-quantile-
plots and can likewise be applied to the modelling of claim size distributions.
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1 Vorbemerkung

Das kollektive Modell der Risikotheorie, welches tiblicherweise auch zur Tarifierung
in der Sachversicherung verwendet wird, zeichnet sich durch die folgenden beiden
Komponenten aus:

1. Die Frequenzverteilung, die die Anzahl der durch Schédden betroffenen Vertrige
statistisch beschreibt

2. Die Schadenhohenverteilung, die den individuell eingetretenen Schaden statistisch
beschreibt.

Gingige Verteilungen fiir die Frequenz sind die Binomial-, die Poisson- und die
negative Binomialverteilung, vgl. Heilmann und Schréter (2014), Kap. 2 und 3.

In der Praxis haben sich diese Verteilungen allerdings auf Grund empirischer Ana-
lysen oft als nicht brauchbar erwiesen. Daher soll in dieser Arbeit ein anderer, mit der
Praxis besser in Einklang zu bringender Ansatz fiir die Modellierung der Frequenz
vorgestellt werden, der sich in dhnlicher Weise auch auf die Modellierung von Ein-
zelschadenhdhen iibertragen lisst, vor allem, wenn die Versicherungsvertrige durch
unterschiedlich hohe Versicherungssummen oder maximale Entschiddigungssummen
charakterisiert sind.

Die Methodik wird beispielhaft anhand einer Versicherungssparte mit 4 Tarifen
illustriert.

2 Einfiihrung

Die zentrale Idee ist hier die Beschreibung der Frequenz durch einen zufilligen
Anteil £ der von Schiden betroffenen Vertrége, der jahrlich variieren kann und den
wir Betroffenheitsgrad nennen wollen. Da & zwischen 0 und 1 liegt, bietet sich na-
tiirlicher Weise eine Modellierung durch eine Betaverteilung an. Die Dichtefunktion
f» einer Betaverteilung ist gegeben durch

xe(A-0)ft .
fp(x) = ——————fiir 0 < x < 1 mitdenParametern «, 8 > 0. (1)

Be (a. B)

Hierbei bezeichnet Be die Euler’sche Betafunktion, die durch Be(a,f) =
o0

FF('(xJi%ﬂ)) mit der Euler’schen Gamma-Funktion I'(x) = / t*letdt fiir x > 0

0
definiert ist.
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Abb. 1 Graphische Darstellung von Dichten fz verschiedener Betaverteilungen

Ein Betaverteiltes Risiko & besitzt die folgenden charakteristischen Kenngrofen:

af @
@+ B2+ B+1)

Erwartungswert E(§) =
o

i 3 und Varianz Var (§) = )

Eine graphische Veranschaulichung verschiedener Dichten der Betaverteilung
wird in Abb. 1 gegeben. Eine Schitzung der Parameter a und  der Verteilung
von £ kann mit Hilfe der Momentenmethode (vgl. Czado und Schmidt (2011), Ab-
schnitt 3.1.2) durch Gleichsetzung von empirischen und theoretischen Momenten
aus Beobachtungen py,---,p, von &, ---,&, (alle mit derselben Betaverteilung) wie
folgt
durchgefiihrt werden:

2_2
B Vo~ 0%) (ks fl’ %) und B = l_ﬂ& 3)
o}, Hb

o=
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n n

Hierbei bezeichnet pp = % Z pr den Mittelwert und ag = ﬁ Z (Pr—tip)*
k=1 k=1

die empirische Varianz der Beobachtungen.

Fiir das Testen der Hypothese, dass die Beobachtungen tatsdchlich einer Beta-
verteilung (zumindest niherungsweise) geniigen, bietet sich ein Verfahren dhnlich
wie in Pfeifer (2019) an. Dazu trigt man in einem Quantil-Quantil-Plot die der
Grofe nach angeordneten beobachteten Beobachtungen gegen die Quantile gx der
geschitzten Betaverteilung ab, die iiber die geschitzten Parameter wie folgt definiert
sind:

k -
qk:Q(m;(’i,ﬁ) firk=1,---,n 4)

Dabei bezeichnet Q (e;, B) die zur Betaverteilung mit den Parametern «, 8 > 0
gehorige Quantilfunktion (d.h. die inverse Verteilungsfunktion). Leider lésst sich das
in Pfeifer (2019) beschriebene Verfahren nicht direkt anwenden, weil die Betaver-
teilungsfamilie keine Lagen-Skalen-Familie darstellt und auch nicht durch einfache
Transformationen darauf zuriickgefiihrt werden kann. Trotzdem kann die dort ein-
gefiihrte Teststatistik 7, = —In(1-r,) auch hier verwendet werden, wobei wieder
r, den empirischen Korrelationskoeffizienten zwischen den Quantilen g, und den
der Grofle nach angeordneten Beobachtungen bezeichnet. Allerdings lédsst sich die
Verteilung von 7, nicht ohne weiteres durch eine Gamma- oder Normalverteilung
beschreiben, wie in Pfeifer (2019). Fiir einen geeigneten Signifikanztest kann man
aber einen Monte-Carlo-Test verwenden, indem man n Betaverteilte Daten simulativ
erzeugt und fiir den Test die empirische Verteilung der Testgrofe verwendet. Monte-
Carlo-Tests werden genauer in Zhu (2005) beschrieben.

In der Praxis sind die jdhrlichen Betroffenheitsgrade aber nicht so ohne weiteres
bestimmbar. Sie konnen nur indirekt tiber das Verhiltnis der jéhrlich von Schidden
betroffenen Vertrige zu der Gesamtzahl der jdhrlichen Vertrige im Portfolio ge-
schitzt werden, wobei sich die Bestinde in der Regel von Jahr zu Jahr verdndern.
Dabei wird unterstellt, dass die jihrlichen Betroffenheitsgrade &1, - - -, &, derselben
Betaverteilung folgen, deren Parameter in gewisser Weise charakteristisch fiir die
betrachtete Vertragsart sind.

Bezeichnet man mit My, - - -, M}, die jahrlichen Vertragszahlen und mit Ay, ---, A,
die Zahl der jahrlich von Schiden betroffenen Vertrige, so ist

~ A

Pi—ﬁi,l—l,---,n (5)
ein Schitzwert fiir den realisierten Betroffenheitsgrad p; von ; im Jahr i. Wenn man
sich vorstellt, dass nach Realisation eines Betaverteilten Betroffenheitsgrades p; aus
den M; im Jahr i vorhandenen Vertrdgen die mit Schidden belasteten Vertrige ,,zufél-
lig* mit einem Null-Eins-Experiment mit ,, Trefferwahrscheinlichkeit” p; ausgewéhlt
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werden, so entspricht die (bedingte) Verteilung der Anzahl A; bei gegebenem p; einer
klassischen Binomialverteilung, gegeben durch

M; i
P (A =k|gi = pi) = ( . ) pE=p)™i* ke = 0,---.M; (©)

und den bedingten Momenten Erwartungswert und Varianz

E (A& = pi) = M; p; und

@)
Var (A;il& = pi) = M;ip; (1-p;) , k = 0,---,M;.

Die unbedingte Verteilung von A; ist eine Mischverteilung, die sich aus Gewich-
tung der in (6) gegebenen Wahrscheinlichkeiten mit den durch die Betroffenheits-
grade gegebenen Wahrscheinlichkeiten ergibt, in Formeln:

1
P4 =k = /0 P(A; = k& = pi) f5(pi)d pi

B M; lpllc+a—l(1_pi)Ml——k+ﬂ—1 ‘

=\« [0 Bew.f) 7

_ (Mi\ Be(k + o, Mi—k + B) ®
\k Be(a, B)

_(Mi\ Tk + )l (Mi-k +B)  T(x+B)

“\x L(2)T(B) L(M; +a+ B)

fir k = 0,---,M;. Diese Art Verteilung wird in der Literatur als Beta-Binomialver-
teilung bezeichnet, vgl. Johnson et al. (2005), Kapitel 6.2.2. Fiir die unbedingten
Momente Erwartungswert und Varianz ergibt sich entsprechend

1
E(A) = E (E (Ai]&)) = /E (Al = po) f (i) d pi
0 ©)

1
o
= Mi/PifB(Pi)dpi =M, -E()=M—— und
a+p
0
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Var(A;) =E(Var(A;|&) + Var(E(4;&))

1
— M /0 pi(L— pi) fa(pi)d pi + MPVar (&)

M T+l (1+p) T+h) "2 ap
T2 T(a)(B) IF'Q+a+p) "o+ B a+B+1)

_apla+p+ M) N a+p
g e (157

10)

nach (2) und (8) (setze dort M; = 2und k = 1), vgl. die Beziehung (6.12) in Johnson
et al. (2005) und Becker et al. (2014), Beziehung (10.7) fiir die Varianzformel. Fiir
den empirischen Betroffenheitsgrad p; = ﬁ—fl_ erhilt man hieraus

o~ o ~ 1
E(pi)) =E&) = Py und Var (p;) = WVC”’ (Ai)
1 +B l 1D
o
= — 1 V
M, ( "M ) i
Fiir groBe Werte von M; wird Var (p;) sehr klein. Ferner ist
~ ~ 1 1
E (piléi = pi) = pi und Var (pil§i = pi) = R4 (1-pi) < M (12)

d.h. bei groBem M; weicht der jéihrliche empirische Betroffenheitsgrad p; = ;1—’;
nur in sehr geringem Mafle von dem fiir das betreffende Jahr realisierten Betroffen-
heltsgrad pi ab. In der Praxis kann man deshalb die empirische Betroffenheitsgrade
P = % mit den Betaverteilten realisierten Betroffenheitsgraden p; ,,gleichset-
zen® und somit fiir eine statistische Analyse wie in (3) heranziehen. Dadurch ldsst
sich die Hypothese einer Betaverteilung fiir die Betroffenheitsgrade bzw. dquivalent
die Hypothese des Vorliegens einer Beta-Binomialverteilung fiir die Schadenzahlen
testen.

Wir veranschaulichen das Verfahren an Frequenzzahlen aus einer Versicherungs-

sparte mit 4 Tarifen aus fiinf Beobachtungsjahren (Abb. 2).

Tarif A Tarif B Tarif C Tarif D
Jahr | Vertrdge | betroffen | Vertrdge | betroffen | Vertrige | betroffen | Vertrage | betroffen
2011 8.805 327 4.276 149 1.094 42| 21.984 695
2012 | 12.754 523 3.387 131 836 23| 24.250 870
2013 | 16.185 644 2.723 75 656 26 | 26.378 921
2014 | 20.675 831 2.177 71 523 13| 29.306 1.102
2015 | 26.567 1.009 1.767 44 435 9| 33.751 1.192

Abb. 2 Frequenzzahlen aus einer Versicherungssparte mit 4 Tarifen aus fiinf Beobachtungsjahren
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Abb. 3 Empirische Betroffen- ; X : -
heitsgrade in % und geschitzte Jahr | Tarif A | Tarif B | Tarif C | Tarif D

Parameter 2011 | 3,71% | 3,48% | 3,84% | 3,16%
2012 | 4,10% | 3,87% | 2,75% | 3,59%
2013 | 3,98% | 2,75% | 3,96% | 3,49%
2014 | 4,02% | 3,26% | 2,49% | 3,76%
2015 | 3,80% | 2,49% | 2,07% | 3,53%
1 3,92% | 3,17% | 3,02% | 3,51%
o, 0,16% | 0,55% | 0,84% | 0,22%
& 572 32 13 249
3 14.007 967 402 | 6.838

250
Tarif A

2001 )
Tarif D

150

100
Tarif B

50+

¥

Abb. 4 Geschitzte Beta-Dichten fiir die Betroffenheitsgrade

Hieraus ergeben sich folgende empirische Betroffenheitsgrade p; in % und
geschitzte Parameter (gerundet) (Abb. 3).

Abb. 4 zeigt die zugehorigen geschitzten Beta-Dichten fiir die Betroffenheitsgra-
de.

Es zeigen sich deutliche Unterschiede in der Lage und in der Streuung der Be-
troffenheitsgrade fiir die verschiedenen Tarife.

Die folgenden Graphiken zeigen die zugehorigen Quantil-Quantil-Plots zusam-
men mit den TestgroBen 7, und den p-Werten aus dem Monte-Carlo-Test (Abb. 5).

Die Analyse zeigt, dass fiir alle vier Tarife die Annahme einer Betaverteilung fiir
die Betroffenheitsgrade akzeptabel ist.
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Abb. 5 Quantil-Quantil-Plots mit den Testgroflen 7, und den p-Werten aus dem Monte-Carlo-Test
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ERRATUM

Zum Artikel
Pfeifer, D.: Ein neuer Ansatz zur Frequenzmodellierung
im Versicherungswesen

Online publiziert in ZVersWiss 111, 465-472 (2022), 26. November 2022,
https://doi.org/10.1007/512297-022-00539-y

Relation (10) must read:
Var(4,)= E(Var(4,|€))+Var(E(4)|€))) pr, —p)f,(p)dp, + MVar(g)

Fd+a)l'd+8) I'(a+p) e af

T T@IB) TCtatp) T @atdiatBtD
afla+6+M,) H_a-‘r,@
"(a+ B (a+8+1) M

i

:M,.Z-Var(@)

(10)
nach (2) und (8) (setze dort M, = k=1)

Relation (11) must read:

E(p)= @)= —

und Var(i)i):#Var(A,.):[l+a/j[’6 Var(€). (11)

i

i

The phrase after (11) should read:
Fiir groBe Werte von M, wird Var(p,) naherungsweise gleich Var(&,).

i
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