OLDENBURG

FAKULTAT V : :
MATHEMATIK- UND Prof. Dr. Dietmar Pfeifer

NATURWISSENSCHAFTEN Institut fur Mathematik

Stochastik

Stand: Februar 2016



Inhalt

VOTDEIMETKUNG .ottt bttt e e s b e bbbt e e se ettt

Malitheoretische Grundlagen ... e e
I. 1. Mengen, Strukturen, ABDIAUNGEN .....ooviice e
l.
l.

o O mAIGEDIEIN bbb e
. MaB und WahrsCheinliChKEIT .....cooveeeeeeeeeeeeeee

I. 6. Borel’sche o -Algebra und Lebesgue’sches Mall ..........ccccooeiiiiiiiininnice e,

[. 7. Das Lebesgue-Integral ..o s
. Grundprinzipien stochastischer Modellierung ..........c.uviieeii i e e e een

[1.1. Elemente der KOmDINGtOITK ..o e e e
I1.2. Zufallsvariablen und ihre Verteilung, stochastische Unabhéngigkeit......................
[1.3. Verteilungsfunktionen und MOMENEE ........couiiiniiiii e e e e
[1.4. Erzeugende FUNKEIONEN ... ...t e et e e e e e e e e
[1.5. Grundlegende VErteilungen ...... oot e e e e e
[1.6. Das Gesetz der GroRen Zahlen ..........oooiiiiie i e e e e,
[1.7. Der Zentrale GrenzZWErtSAIZ ..........oeiuieiniiii e e e e e e e
[1.8. Bedingte VErteilungen ...

11.9. Die mehrdimensionale Normalverteilung ..o

1. Grundprinzipien der STatiStiK ..o

[11.1. Elementare SChatzverfahren ..........c.c.ouiriiiiii i e e e e e
[11.2. Elementare TeStVerfaNren ..........cooiiiii e e e e e e e
[11.3. Lineare und nicht-lineare REQreSSION ..........ouiii it e e e
I11.4. Lage-Skalen-Familien, Q-Q-Plots

IV . StOCNASTISCNE PrOZESSE .ottt e e e e e e e e e e e e e

AV Y 14 0] i B S L = T

IV 2. MarKOT P rOZESSE ..ot e e e e e e e,

Verzeichnis der Definitionen, Satze und LemMMata ........o.oveir oo e e e

)= - LD TR RRRRRRRTRT

I3 g1 T2 0 U] o PP

2
3

[ 4. PrOQUKEMARE ...t bttt n e
5. Messbare ABDIAUNGEN ..o s
6



Vorbemerkung

Der Beginn der rigorosen Entwicklung desjenigen Teils der Mathematik, den man heute Stochastik
nennt (Wort griechischen Ursprungs, sinngemél} etwa: "Kunst des geschickten Vermutens"), wird
allgemein mit dem beriihmten Briefwechsel zwischen Blaise Pascal (1623 — 1662) und Pierre de
Fermat (1601 — 1665) aus dem Jahre 1654 in Verbindung gebracht, dem folgendes Gliickspielprob-
lem des franzdsischen Adeligen George Brossin Antoine Gombaud, Chevalier de Méré (1607 —
1684) zugrunde liegt:

Warum ist es unvorteilhafter, zum Erreichen einer Doppelsechs mit zroei Wiirfeln
24 Wiirfe 3u tun, als zum Crreichen einer Gechs mit einem Wiicfel 4 Wiitfe zu
tun, obwobhl das Yerhdltnis 24 3u 36 (toas Oie Anzahl der CErgebnisse bei 2
Wiirfeln ist) dasselbe ist wie 4 3u 6 (was Oie Anzahl ver Ergebnisse bei einem
Wiicfel ist)?

Neben diesem Problem war es aber vor allem das sogenannte Teilungsproblem des Luca Pacioli
(1445 — 1517), das sich auf die "gerechte" Aufteilung des Spieleinsatzes bei vorzeitiger Beendin-
gung eines Spiels bezog, welches Pascal und Fermat in ithrem Schrifiwechsel und insbesondere
Pascal selbst in seinem "Traité du triangle arithmétique" ausfiihrlicher erdrterten. Auch Christiaan
Huygens (1629 — 1695) horte zwei Jahre spéter in Paris von diesem Briefwechsel, da er aber keinen
Zugang zu den dort behandelten Methoden hatte, begann er unabhéngig von Pascal und Fermat mit
Arbeiten an dem fundamentalen Begriff des "Erwartungswerts", aus dem der auf niederldndisch
verfasste Text "Tractaet handelende van Reeckening in Speelen van Geluck" hervorging. Sein aka-
demischer Lehrer Frans van Schooten (1615 — 1660) besorgte eine lateinische Ubersetzung und
fiigte diese im Jahre 1657 als "Tractatus de Ratiociniis in Aleae Ludo" seinem eigenen Werk
"Exercitationum Mathematicarum Libri Quinque" als Anhang an. Der Huygens’sche Text war von
herausragender Bedeutung fiir die nachfolgende Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung vor
allem durch Jakob Bernoulli (1654 — 1705); so ist dessen erster Teil der "Ars conjectandi" (1713
posthum verdffentlicht) im wesentlichen eine kommentierte und erweiterte Wiederauflage der Huy-
gens’schen Abhandlung. Bernoulli hat wohl als erster ein auf mathematischen Prinzipien beruhen-
des, schwaches "Gesetz der Gro3en Zahlen" formuliert (und damit die Stochastik vom Ruch des
Gliickspiels befreit), in seiner frithen Fassung als eine Art Grenzwertaussage flir die Annidherung
relativer Haufigkeiten bei mehrfacher Versuchswiederholung an die zugrundeliegende "Wahr-
scheinlichkeit" des interessierenden Ereignisses. Ein korrekter Beweis des heute als "Starkes Ge-
setz der Grolen Zahlen" bekannten Satzes gelang allerdings nach einem fehlerhaften Versuch
durch Emile Borel (1871 — 1956) erst Felix Hausdorff (1868 — 1942) in seinem 1914 erschienenen
Buch "Grundziige der Mengenlehre". Eine rigide Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung verdanken wir aber vor allem den Bemiihungen von David Hilbert (1862 — 1943) und seinen
Schiilern ab etwa 1900; das heute als allgemein verbindlich akzeptierte mafsitheoretische Funda-
ment der Stochastik, das insbesondere auch auf der abstrakten Integrationstheorie von Henri-Léon
Lebesgue (1875 — 1941) beruht, geht auf diese Bemithungen zuriick und gipfelt in der durch Andre;j
Nikolajewitsch Kolmogoroff (1903 — 1987) im Jahre 1933 in sehr allgemeinem Rahmen entwickel-
ten, heute ihm zu Ehren so benannten Axiomatik. Eine sehr ausfiihrliche Darstellung der geschicht-
lichen Entwicklung der Stochastik findet man z.B. in der Monographie von SCHNEIDER (1988), vgl.
auch BARTH UND HALLER (1998) oder KRENGEL (2003). In ELSTRODT (1996) findet man dariiber
hinaus viele historische Zitate und Anmerkungen zur Entwicklung der abstrakten Mal3- und Integ-
rationstheorie.
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Moderne Anwendungen der Stochastik kommen heutzutage in nahezu allen wissenschaftlichen
Disziplinen vor. In der Physik spielt der Wahrscheinlichkeitsbegriff spétestens seit Albert Einsteins
(1879 — 1955) fundamentaler Arbeit {iber Diffusionsprozesse aus dem Jahre 1905 eine zentrale Rol-
le, ebenso in der spiter entwickelten Quantentheorie und relativistischen Mechanik. Louis Bache-
lier (1870 — 1946) legte bereits im Jahr 1900 mit seiner Arbeit "Théorie de la spéculation", die auf
Diffusionsprozesse explizit Bezug nimmt, das Fundament fiir die heutige moderne Finanzmathema-
tik, die sich als jiingster und beriihmtester Anwendungszweig der Stochastik vor allem seit den
bahnbrechenden Arbeiten der spéteren Nobelpreistrager Fischer Black, Robert Merton und Myron
Scholes ab 1972 stiirmisch entwickelt hat. Bereits seit 1669 spielt die Stochastik in der Versiche-
rungsmathematik, befordert vor allem durch den schon genannten Christiaan Huygens, eine grund-
legende Rolle. 1725 verfasst Abraham de Moivre (1667 — 1754) das erste Lehrbuch der Versiche-
rungsmathematik mit dem Titel Annuities upon Lives. Auch Gotfried Wilhelm Leibniz (1646 —
1716) hat sich mit der Versicherungsmathematik befasst; tihm zu Ehren veranstaltet die Hamburger
Feuerkasse, die 1667 als erstes offentlich-rechtliches Versicherungsunternehmen der Welt gegriin-
det wurde, jahrlich das sogenannte Leibniz-Forum.

Weitere aktuelle Anwendungsgebiete sind u.a. die Signalverarbeitung (auch im Audio- und Video-
bereich oder bei der Rekonstruktion gestorter Bilder), die Geostatistik (Bergbau, Lagerstittenkun-
de) und die Stochastische Geometrie (mit Anwendungen in Biologie und Okologie), Stochastische
Modellierung in der Informatik sowie der gro3e Bereich der Mathematischen Statistik mit Anwen-
dungen u.a. in der Okonomie und der Medizin.

I. Maf3theoretische Grundlagen

Leider herrscht bei vielen "reinen" Mathematikern, aber auch Padagogen, die Mathematik an der
Schule unterrichten, auch heute noch der Eindruck vor, als ob die wesentlichen Gegenstdnde der
Stochastik Spielkarten, Lottokugeln oder Wiirfel seien. Die vorigen Ausfiihrungen belegen jedoch,
dass die Stochastik seit weit tiber 100 Jahren ein sehr ernstzunehmendes Teilgebiet der abstrakten
Mathematik ist, welches heute wesentlich auf der Analysis, insbesondere der Funktionalanalysis
(etwa im Bereich der Stochastischen Prozesse), der Topologie und der abstrakten Mal3- und Integ-
rationstheorie aufbaut. Dies zeigt auch die lange Reihe beriihmter Mathematiker, die sich im Laufe
thres Lebens auf die eine oder andere Weise mit der Stochastik beschiftigt haben. Das in der mo-
dernen Finanzmathematik bendtigte Stochastische Integral, bei dem Funktionen als Integratoren
auftreten, die in keinem endlichen Intervall von beschrinkter Variation bzw. in jedem Punkt stetig,
aber in keinem Punkt differenzierbar sind, wurde sogar erst in der Mitte des letzten Jahrhunderts
durch den Japaner Kiyosi Ito6 (geb. 1915) neu entwickelt. Zumindest rudimentére mal3theoretische
Kenntnisse sind daher zum Verstidndnis stochastischer Theoriebildung, aber auch fiir eine korrekte
Modellierung "konkreter" Anwendungsfille unerldsslich. Aus diesem Grund ist das erste Kapitel
dieses Textes der Erarbeitung einiger dieser Grundlagen gewidmet. Recht ausfiihrliche und an-
spruchsvolle Darstellungen findet man in BAUER (1992), ELSTRODT (1996), KLENKE (2008) oder
SCHURGER (1998).

Ein Grofiteil dieses Skriptes orientiert sich an der Monographie Stochastik fiir Informatiker
(MATHAR UND PFEIFER (1990)) sowie deren Vorldufern, die wihrend unserer Zeit als Wissenschaft-
liche Assistenten an der RWTH Aachen entstanden sind. Eine Monographie, die inhaltlich unsem
Verstiandnis der mafitheoretischen Grundlagen der Stochastik weitghend entspricht, ist LEADBET-
TER, CAMBANIS UND PIPIRAS (2014).
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I. 1. Mengen, Strukturen, Abbildungen

Ein wesentlicher Teil der mathematischen Stochastik wird mit Hilfe mengentheoretischer Begriffe
formuliert. Deshalb soll zunichst die zugrunde liegende Terminologie geklart werden. Viele der
hier angesprochenen Themen finden sich in groBerer Tiefe auch in DEISER (2010).

Ausgangspunkt der meisten Betrachtungen ist eine nicht-leere Menge 2, die die méglichen Ergeb-

nisse zufilliger Vorgédnge beschreibt, sowie geeignete Systeme von Teilmengen hiervon. Insbeson-
dere interessieren uns folgende Begriffe bzw. Operationen mit (Teil-)Mengen:

€, ¢ als Element (nicht) enthalten
AV, logisches "und" / "oder" / "nicht"
3,V es existiert / fiir alle

G602 (echte) Teilmenge / Obermenge von
PO ={4]4CQ}: Potenzmenge von €

A ={weQluwg 4}: Komplement der Menge 4
A\B:{w€Q|weA/\w¢B}: Differenz der Mengen 4 und B
ANB= {w eQlwedNhwe B} : Durchschnitt der Mengen 4 und B
AUB = {w EQweAdVwe B}: Vereinigung der Mengen 4 und B

A®B= {w €EQwedVwe B}, ANB=: Vereinigung der disjunkten Mengen A und B

AXB= {(w, ,wz) lw,€ANw, € B} : kartesisches Produkt der Mengen 4 und B

Hiufig werden auch Verkniipfungen mehrerer, ggf. sogar unendlich vieler Mengen {4,} _, € B(Q)
mit geeigneten Indexmengen / betrachtet. Dazu gehoren:

UAi ={weQ|Fiel: we4}: Vereinigung der Mengen {4},

il !

,62 4=4: Vereinigung der paarweise disjunkten Mengen {4}
! il !
(4 ={weQ|Viel: wed}: Durchschnitt der Mengen {4,} _,

iel

X4, = {f: I—|J4, |Viel: f()e Al} : kartesisches Produkt der Mengen {4}
i€ icl !

Dabei haben wir von der Schreibweise f: 71— M flir Abbildungen f mit Definitionsbereich / und
Werten in M Gebrauch gemacht.
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Fiir abzdhlbare Indexmengen wie etwa / =N schreibt man alternativ auch U A, fir die Vereini-

i=1

gung, ()4, fir den Durchschnitt und }OZ]AI. = {{wl. by lVieliw € Al.}l fiir das kartesische Pro-
i=1 =

dukt u.s.w.; entsprechend bei endlichen Indexmengen.

Wichtig im Zusammenhang mit dem kartesischen Produkt iiber beliebige Indexmengen ist das
nachfolgende

Auswahlaxiom: Es seien simtliche Mengen {4, }ie, sowie die Indexmenge / selbst nicht-leer.

Dann ist auch das kartesische Produkt ><[ A4 = { f:l— U A|\Viel: f@i)e Al} nicht-leer.
i€

icel

Das Auswahlaxiom ist unabhédngig von den klassischen Axiomen der Zermelo-Fraenkel’schen
Mengenlehre und spielt fiir viele Existenzsédtze in der Mathematik eine fundamentale Rolle. Wir
werden deshalb wie meist liblich die Giiltigkeit dieses Axioms voraussetzen. (Eine anschauliche

Interpretation dieses Axioms besagt, dass man aus allen Mengen {Al. }ie , "gleichzeitig" ein Element

w, = f (i) € A, auswihlen kann.)

Die folgenden, leicht zu beweisenden Beziehungen sind neben anderen von elementarer Wichtig-
keit; wir geben sie daher hier ohne Beweis an:

Lemma 1. Es gilt fiir beliebige, nicht-leere Indexmengen 7,J :

U] =N

iel iel

(Regeln von de Morgan)

N4| -Ua

iel iel

ﬂXAU:XﬂAU

jEJiEI ie’jeJ

[UAI. nlUs, [=UU(4.n5))
iel JjeJ iel jeJ
[UAI.]X UBJ, :UU(AI.XBJ,).
iel JjeJ iel jeJ

Gelegentlich werden wir auch von dem Begriff der Aquivalenzrelation Gebrauch machen, der fol-
gendermafen definiert ist.

' D.h. bei abzihlbaren Indexmengen orientiert man sich hier an der iiblichen Folgen- bzw. Tupel-Notation.
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Definition 1. Eine Teilmenge R C Q)x€) heiBt Aquivalenzrelation iiber €2, wenn gilt:

Vxe: (x,x) € R (Reflexivitit)
Vx,yel: (x,y) €ER = (y,x) € R (Symmetrie)
Vx,y,ze: (x,y) ERAN (y,z) €ER = (x,z) € R (Transitivitdt)

Bemerkung: Anstatt (x, y) € R oder xRy schreibt man meist x ~, y oder einfacher nur x ~ y,
wenn die Menge R bekannt ist oder es keine Verwechslungsmdéglichkeiten gibt.

Eine Aquivalenzrelation {iber 2 fiihrt in natiirlicher Weise zu einer Klasseneinteilung, indem man
die zu jedem x € () gehorige Aquivalenzklasse

Rx::{y€Q|y~R x}

betrachtet. Es gilt ndmlich:

Lemma 2. Ist R eine Aquivalenzrelation iiber der Menge €, so gilt:
Vx,y€Q:RNR, =0 = R =R,
d.h. alle Aquivalenzklassen R, R, sind entweder disjunkt oder fallen zusammen.

Beweis: Sei R NR =@ fur x,y €. Dann existiert ein z€ R, MR, d.h. es gilt z~, x und
z~, ¥, also wegen der Transitivitit auch x~, y. Fir jedes Element we& R_ gilt folglich
W~, X~ Yy, also we R, und somit R C R . Auf dieselbe Weise zeigt man R, C R, d.h. es gilt
R =R, wic behauptet.

Wegen x € R, (Reflexivitit) liegt nun jedes Element x € Q in genau einer Aquivalenzklasse. Da-
mit existiert nach Lemma 2 eine eindeutig bestimmte disjunkte Zerlegung

Q=0P0,

iel

in die paarweise verschiedenen Aquivalenzklassen €2, i € [ mit einer geeigneten, nicht-leeren In-
dexmenge /.

Ist umgekehrt eine solche disjunkte Zerlegung vorgegeben, so induziert diese eine Aquivalenzrela-
tion R tiber ), indem man

x~,y & dicl: xeQAye,

setzt.
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Man ist manchmal auch an einem sog. Repriisentantensystem einer Aquivalenzrelation interessiert,
d.h. an einer Menge M, die aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element enthdlt. Man beachte
aber dabei, dass filir eine solche Auswahl 1. Allg. das Auswahlaxiom herangezogen werden muss,

weil man hierfiir eine Abbildung f': 7 — Q benétigt mit der Eigenschaft f(i) €€}, i€ l. Solche

Représentantensysteme werden spéter bei der Modellbildung fiir geeignete "Ereignissysteme" eine
wesentliche Rolle spielen.

Definition 2. Zwei Mengen A und B heiBlen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Abbildung
f:A— B gibt. Ist eine Menge 4 gleichméchtig zu der (endlichen) Menge B:{l,---,n} mit
ne N, so bezeichnen wir mit #(A4) =n die Anzahl der Elemente von 4. Ist 4 zu keiner endlichen
Menge gleichméchtig, so wihlen wir entsprechend als Anzahl der Elemente #(A4) = oo.

Man kann mit Hilfe des Méchtigkeitsbegriffs leicht eine Aquivalenzrelation ~, auf der Menge
P(2) xP(2) definieren, indem man setzt:

VABeP(): A~, B :& A ist gleichmachtig zu B.
Gilt 4~, I CN, so nennen wir die Menge A4 abzdihlbar, anderenfalls tiberabzcihlbar.

Ahnlich wie das Auswahlaxiom spielt auch das folgende Axiom allgemein eine wichtige Rolle in
der Mathematik.

Kontinuumshypothese: Fir jede Menge M mit NCM CR gilt: M ~, N oder M ~, R, d.h. es
gibt beziiglich der Machtigkeit keine Menge "zwischen" N und R.

Auch dieses Axiom ist unabhédngig von den klassischen Axiomen der Zermelo-Fraenkel’schen
Mengenlehre; seine Giiltigkeit wird wie beim Auswahlaxiom in der Regel vorausgesetzt.

I. 2. 0 -Algebren

Zur Formalisierung des Begriffes eines (zufélligen) "Ereignisses" verwenden wir — wie schon er-
wiéhnt — die Sprache der Mengenlehre. Wir gehen dabei davon aus, dass sich alle relevanten Ereig-
nisse als Teilmengen einer festen, nicht-leeren Menge () beschreiben lassen. Dass hierfiir leider
nicht immer die gesamte Potenzmenge ‘P(£2) geeignet ist, werden wir spater sehen.

Definition 3 (o -Algebra). Ein Mengensystem A CB(€2) heillit o-Algebra (tiber §2), wenn die
folgenden drei definierenden Eigenschaften erfiillt sind:

Qe A (Normiertheit)
AcA = A°€A (Komplementstabilitét)

{4,}, ,CA = | J4, €A (abzihlbare Vereinigungsstabilitit).

n=I

Das Paar (Q,.A) heiit Messraum; die Elemente von A werden oft auch als (A-) messbare Men-
gen bezeichnet.
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Aufgrund der de Morgan’schen Regeln (Lemma 1) konnen alternativ auch die folgenden, dquiva-
lenten Eigenschaften zur Definition einer o -Algebra herangezogen werden:

e A (fur die Normiertheit)

oder auch
{4}, ,CA = (14,€ A (abzihlbare Durchschnittsstabilitét; fiir die Vereinigungsstabilitéit).
" n=1
Eine weitere, nicht-triviale Charakterisierung einer o -Algebra gibt

Satz 1. Ein Mengensystem A CB(€2) ist genau dann eine o -Algebra iiber €2, wenn die folgenden
vier (definierenden) Eigenschaften erfiillt sind:

Qe A

AcA = AcA
A Bc A = ANBec A

{4,},_, €A paarweise disjunkt = D4, € A.
" n=l1

Beweis: Es reicht, zu zeigen, dass die letzten beiden Eigenschaften zur abzihlbaren Vereinigungs-
stabilitdt dquivalent sind.

Sei also A CP(2) eine o -Algebra iiber . Dann ist A auch abzihlbar durchschnittsstabil; insbe-
sondere gilt mit 4 =4, A, =B, 4, = fir n>2:

ANB=()4,€ A
n=1
Die vierte Eigenschaft ist trivialerweise erfiillt, da sie ja sogar fiir beliebige (nicht notwendig paar-

weise disjunkte) Mengenfolgen {4,} | C A gilt.

Es mogen nun umgekehrt die obigen vier Eigenschaften gelten; {An }neN C A sei des weiteren eine

beliebige Mengenfolge. Induktiv folgt zunédchst, dass mit je zwei auch der Durchschnitt endlich
vieler Mengen aus A zu A gehort. Definiere

B, =4 und

n—1
B, :=A4,Nn(4 firn>2.

i=1
Dann gehdren alle Mengen B, zu A, die Mengen sind paarweise disjunkt, und es ist

oo

U@:é&eA
n=1 n=
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(sog. Zwiebelschalen-Argument; die Mengen B, enthalten von A4, nidmlich genau das, was nicht

schon in den "fritheren" Mengen 4,,---, 4, , enthalten ist, vgl. die nachfolgende Skizze). W

>4 n—1

Triviale Beispiele fiir o -Algebren sind u.a.: A= P(Q) oder A= {2,0}.

Es ist hiufig wichtig, moglichst "kleine" o -Algebren zur Verfligung zu haben, die gewisse vorge-
gebene Teilmengen von 2 als Elemente enthalten. Die Konstruktion solcher o -Algebren beruht
auf dem nachfolgenden

Lemma 3. Es sei () eine nicht-leere Menge und 2 ein System von o-Algebren iiber (2. Dann ist

auch B = ﬂ A eine o-Algebra iiber €. Ist £ C ‘B(Q) ein beliebiges System von Teilmengen von
A

), so existiert eine beziiglich Inklusion eindeutig bestimmte kleinste o-Algebra, die £ als Teil-

menge enthélt, ndmlich o(€) = ﬂ A, wobei 2 £ das System aller o-Algebren {iber {2 bezeich-
Ae,

net, die £ als Teilmenge enthalten. £ heiflt auch Erzeuger der o-Algebra o(&).

Beweis: Zeige zunichst: B = ﬂ A ist eine o-Algebra tiber :
A

Esist @€ B, da @€ A gilt fiir alle A €2( (Normiertheit).

Ist A B, soist Ac A fur alle A€®, demnach auch A€ A fur alle A€, also A°€B
(Komplementstabilitit).

Ist {4,} CB, soist {4,}  C.A firalle Ae®, demnach auch UA,, €A firalle Ac,

n=l1

also U A, € B (abzdhlbare Vereinigungsstabilitit).

n=l1

Damit ist B = ﬂ A eine o-Algebra iiber €2, wie behauptet.
A

10
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Insbesondere ist damit o (&) eine o-Algebra liber €2, die in jeder anderen o-Algebra A iiber €2, die

&€ umfaflt, als Teilmenge enthalten und damit bzgl. Inklusion minimal ist. ®

Fiir die obigen beiden Beispiele gilt etwa:

A=) =o({{w}|weQ}) (falls Q abzihlbar ist!) oder A={2,Q} =0 ({2})=0({0}).

Weitere strukturelle Eigenschaften von o-Algebren konnen elegant mit Hilfe der folgenden Be-
griffsbildung untersucht werden.

Definition 4 (Atom). Es sei (Q,.A) ein Messraum. Eine nicht-leere Menge 4 € A heiflt Afom von

A, wenn 4 minimales Element beziiglich Inklusion ist in A\ {@ }, d.h. wenn gilt
Bec A B=2, BCA = B=A.

Die Menge 7 aller Atome einer o-Algebra A wird als Afomsystem bezeichnet. Ein Atomsystem
heift erschopfend, wenn A = o(7) gilt; es heillt vollstindig, wenn es zu jedem w € ) ein Atom
T €T gbtmit weT,.

Fiir die obigen beiden Beispiele gilt etwa
T= {{w} |w GQ} fir A=P(Q) (falls Q abzdhlbar ist) oder 7={Q} fir A={2,0}.
Hier sind beide Atomsysteme zugleich erschopfend und vollstindig. Ein wichtiges Beispiel eines

vollstdndigen, aber nicht erschopfenden Atomsystems werden spéter im Zusammenhang mit der
sog. Borel’schen o -Algebra kennenlernen. Es gibt auch o-Algebren, die keine Atome besitzen; ein

solches Beispiel werden wir im Zusammenhang mit den sog. Produkt-o-Algebren spiter kennen-

lernen.

Lemma 4. Es sei 7 Atomsystem in einem Messraum (Q,.A). Dann gilt:
VS, TeT: SNT=2 = S=T,

d.h. je zweil Atome einer o-Algebra sind entweder disjunkt oder identisch. Ist das Atomsystem voll-
standig, so wird durch

w~;n = ATeT :weT AneT

eine Aquivalenzrelation auf 0 definiert.

11
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Beweis: Seien S,7 Atome mit W :=SNT = &. Es ist offenbar W CSund W CT mit W € A, so
dass wegen der Minimalitdt der Atome folgt: S =W =T, was zu zeigen war. Im Falle der Voll-
standigkeit bilden die Atome in 7 eine disjunkte Zerlegung von €2, weil zu jedem w € ) ein Atom
T, €7 existiert mit we T, so dass

Q= J{wlcUr,cJrc, asoQ=DT

weh weh TeT TeT

gilt, da in 7 als Menge nur paarweise verschiedene, also, nach obigem, paarweise disjunkte Atome
gezdhlt werden. Geméll den Ausfiihrungen zu Lemma 2 wird also durch das Atomsystem die ge-
nannte Aquivalenzrelation erzeugt. M

Ist die Grundmenge (2 abzdhlbar, vereinfacht sich die Struktur von o-Algebren erheblich. Dies

liegt u.a. an dem folgenden, fundamentalen Resultat:

Satz 2 (Struktursatz fiir o-Algebren 1). Es sei (Q,.A) ein Messraum mit abzdhlbarer Grundmenge
Q. Dann gilt:

a) A besitzt ein erschopfendes, vollstindiges, abzdhlbares Atomsystem 7 = {7} liel } mit einer

endlichen oder unendlichen Indexmenge 7 C N.
b) Jedes Element 4 von A besitzt eine eindeutige Darstellung

A=@T, miteiner eindeutigen Indexmenge 7, C [;
icl,

allgemeiner gilt (mit der Konvention U I,=9):

i€@

A:{@Z‘ng}.

ieJ
Ist insbesondere €2 endlich mit #(7)=#(I)=n €N, so besitzt A genau 2" Elemente.

Beweis:

a) Wir zeigen zunichst, dass es zu jedem w {2 ein Atom 7, gibt mit w &7 . Dazu definieren

wir
T, =({4€A|we 4}.

Es bleibt lediglich zu zeigen, dass 7, € A ist’; die Aussage ergibt sich dann wegen w € T, so-
wie der konstruktionsbedingten Minimalitdt bzgl. Inklusion. (Denn wire 7 kein Atom, so gibe
es eine echte Teilmenge S C7, mit w¢ S; dann wire aber we T \SCT, : Widerspruch!)

Zum Nachweis von 7, € A betrachten wir das System

? Man beachte, dass die Potenzmenge einer abzahlbar-unendlichen Menge bereits iiberabzihlbar ist, so dass es ggf.
auch iiberabzihlbar viele Mengen 4 ¢ A mit w € 4 gibt.

12
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¢, ={4' cAlwed}={Bc Alw¢B}.

Da () abzihlbar ist, kdnnen wir 2 darstellen als Q= {w}®{w, |k € K} mit einer geeigneten
Indexmenge K C N (endlich oder unendlich). Betrachte nun

e = {4 eAlwea}=]BCO

BeC,

Es existiert daher eine Teilmenge L C K mit

Ti=JB={w|reL}.

BeC,

Insbesondere existiert damit zu jedem ¢ € L eine Menge B, € C, C A mit w, € B,. Es folgt

Ti=JB={wlteL}c| B, CJB, also . = JB, e A

BeC, el BeC, el
und somit auch 7, € A, wie zu zeigen war.

Aus der Abzéhlbarkeit von €2 und der gerade gezeigten Eigenschaft, dass zu jedem w €2 ein
Atom T existiert mit w €7, folgt nun:

Q:U{w}QUTwQQ, also Q:UTM.

weN weN weN

Da nach Lemma 4 nur gelten kann: 7, =7 oder 7,7 =@ fir alle w,n€f) ist also
T= {T Lwe Q} ein vollstdndiges, abzéhlbares Atomsystem mit

A:U{w}QUTwQUA:A, also A:UTw fiiralle A€ A,

weA weA weA weA

weil aufgrund der Minimalitdt von Atomen fiir jedes we A€ A gilt: we T, C 4. Damit ist 7

auch erschopfend. Ferner existiert nach Lemma 4 eine hdchstens abzéhlbare Indexmenge
I C N, so dass nach geeigneter Nummerierung (unter Weglassung aller Duplikate von Atomen)

gilt:
T={I,|weQ}={T, |icl}.

(Zur Vereinfachung der Notation bleiben wir im folgenden bei der in der Satzaussage benutzen
Bezeichnungsweise 7 ={T;|i € 1}.)

Mit der gerade gezeigten Beziehung A= U I, fur alle 4 A ergibt sich die erste Behaup-

weA
tung, wenn man wieder Duplikate von Atomen 7], aus der Vereinigung entfernt. Weil umge-

13
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kehrt auch jede Vereinigung (D7, mit einer beliebigen Indexmenge J C 7 zu A gehért, folgt

ieJ
auch die zweite Aussage.

Da im Falle der Endlichkeit die Potenzmenge ‘B3(/) genau 2" Elemente enthélt, ist der Satz
damit vollstindig bewiesen. M

Der Beweis von Satz 2 zeigt, dass der Aussagenteil b) auch im Fall beliebiger Grundmengen richtig
bleibt. Wir formulieren das entsprechende Resultat der Vollstandigkeit halber noch einmal geson-
dert.

Satz 3 (Struktursatz fiir o-Algebren I). Es sei (€0,.A4) ein beliebiger Messraumund 7 ={7,|i € I}

ein abzdhlbares Atomsystem mit einer Indexmenge / CN. Dann gilt: 7 ist vollstdndig genau
dann, wenn 7 erschopfend ist; A kann dann dargestellt werden als

A:{@Z‘ng}.

ieJ

Beweis: "=": Zu jedem w €} existiert ein Index i, € I mit we T, . Also folgt fur jede Menge
AcA:

A=J{wlc T clJ4=4, also 4=JT, =D T,
weA wed weA wed wely

wobei I, gerade diejenigen Elemente w € 4 enthdlt, deren Atome 7, paarweise disjunkt sind, d.h.

jede Menge A€ A ist als disjunkte Vereinigung hochstens abzédhlbar vieler Atome darstellbar.
Also ist 7 erschopfend, und es gilt A = { DT |JCI }

ieJ

"<": Bsist T, := {@Ti} €0(7)=A. Ferner ist A, ::{@7; ‘JQIU{O}}Q.A eine o- Algeb-
ieJ

iel
ra iiber Q, die 7 ={T;|i €I} enthilt, d.h. es gilt A= A,. Nach Voraussetzung ist aber 7, kein

Atom, woraus 7, = & und damit die Behauptung folgt, womit der Satz bewiesen ist. W

Satz 3 kann oft direkt zur Konstruktion von o-Algebren bei beliebigen Grundmengen {2 herange-

zogen werden. Hierzu betrachten wir zwei Beispiele:

1. Sei @ C AC. Die o-Algebra A= a({A}) besitzt offenbar das Atomsystem 7 = {A,A”}, o)
dass A die folgenden 4 =2* Elemente besitzt:

A=c({4})={o, 4, 4°,0}.

14
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2. Sei A, BCQ mit A¢B, B¢ A, A=B, ANB =@, AUB = Die o-Algebra A =0 ({4, B})
besitzt dann das Atomsystem 7 = {A \B,B\ 4, ANB,(AU B)c} (vgl. nachfolgende Skizze), so

dass A die folgenden 16 = 2* Elemente besitzt:

A=0({4,B})={2, A\B, B\A, ANB, 4, B, AUB, (AUB)’, (4\B)U(B\ ),
(A\B)U(AUB)", (B\A)U(AUB), (ANB)U(AUB)*, AU(AUB)’,
BU(AUBY, (A\B)U(B\A)U(AUBY = (AN BY", O}

Eine Struktur, die vor allem bei mehrfach wiederholten Experimenten wichtig ist, ist die sogenann-
te Produkt-o-Algebra.

Definition 5 (Produkt-o-Algebra). Es seien (Qi,A,.), i € I Messrdume mit einer endlichen Index-
menge /. Das Produkt A =& A, der o-Algebren A, i € (Produkt-c-Algebra) iiber dem kartesi-

iel

schen Produkt 2 = ><1Q" ist definiert durch
i€

XA =0(E) mit E:z{éAiIViEI: A E.Ai}.

icel

Das Paar (X Qi,®.A,.) heiBt entsprechend Produkt-Messraum.

iel icl

Man beachte hier, dass der Erzeuger £ i.Allg. selbst keine o-Algebra ist, wie schon das obige, un-
ter 1. angegebene einfache Beispiel A4 = A, = {@, 4, A, Q} mit Q =Q, =0, GCACQ zeigt:

so gilt etwa
B=(AXxA)U(A xA)e ARA,

jedoch ist B offenkundig kein Element von &.

15
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Im Fall abzéhlbarer Grundmengen (2, ldsst sich die Produkt-o-Algebra aber wieder einfach iiber

die Atome der einzelnen o-Algebren charakterisieren. Dies ergibt sich etwa aus

Satz 4 (Struktursatz fiir o-Algebren III). Es seien (€2,,.4,), i € I beliebige Messrdume mit einer

endlichen Indexmenge /, wobei vorausgesetzt sei, dass sdmtliche o-Algebren A, vollstdndige, ab-

zdhlbare Atomsysteme 7;, i € I besitzen. Dann ist

T::{>§z |Vi€I:Z€Z}
ic

das eindeutig bestimmte, erschopfende, vollstindige, abzdhlbare Atomsystem fiir die Produkt-o-
Algebra A= A.

il

Beweis: Sei £ wie in Definition 5. Dann ist offensichtlich 7 = {X[Z |Viel: T, e Z} C¢&. Ferner
S

sind alle Elemente von 7 paarweise disjunkt (vgl. Lemma 1). Da jede Menge in £ darstellbar ist

als ><[Al. = ><]| |7:] (mit geeigneten Atomen 7 €7;) und diese wiederum analog Lemma 1 als
ic ic
jeJ,

abzdhlbare Vereinigung von endlichen kartesischen Produkten aus Atomen geschrieben werden
kann, gilt auch £ Co(7) und damit o(£) Co(7)Co(€), also A=0(E)=0(T). Da T abzihl-
bar ist und die Vereinigung aller Elemente von 7 ganz (2 ergibt, kann jede Menge aus A =o(7)
dargestellt werden als abzdhlbare disjunkte Vereinigung von Mengen der Form X7 mit 7, €7, .

iel
Wegen der Minimalitdt von Atomen ist also notwendig jedes Atom 7 von A =o0(7) von der

Form 7= XT, mit 7, € 7,. Damit ist 7 Atomsystem fiir die Produkt-o-Algebra A =& A. Auf-
i€

iel
grund der Vollstandigkeit gibt es zu jedem w, €(), ein Atom 7, €7, mit w, €T, so dass fur
w=(w),, € X, folgt: we XT, €T, dh. T ist auch vollstindig. m
! i€ i€ i

Fiir das Beispiel A=A, = {@, A, A°, Q} erhdlt man etwa 7, =7, = {A,A”} und damit
T= {AxA, AX A, A< A, A° % A"}, so dass die Produkt-o-Algebra A=A ® .4, hier aus
16 =2* Elementen besteht.

Gelegentlich ist es notig, den Grundraum €2 eines Messraums (Q,.A) auf eine kleinere Teilmenge

= CQ einzuschrinken. Man kann dann die urspriingliche o-Algebra A auch entsprechend redu-

zieren.

Lemma S (Spur-o-Algebra). Es sei (Q,.A) ein beliebiger Mesraum und = C () eine nicht-leere
Teilmenge. Dann wird durch

A ={En4| A€ A}
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eine o-Algebra liber = definiert. Diese heil3t Spur-o-Algebra von A in Z. Falls bereits =€ A, so
gilt einfacher

A ={End|de A}={Bc A|BCE}.

Beweis: Es ist E=ZNQe€A.. Fir 4€ A ist E\(EN4)==E\4=Z2N4A",also mit =N A auch
das Komplement (bzgl. Z) in A als Element enthalten. Fiir {4,} C.A ist schlieBlich

EﬂUAn = U(Eﬂ 4,)€ A-, also A eine o-Algebra iiber Z. Die zweite Aussage folgt aus der
n=l1

n=1

Tatsache, dass mit =€ A auch =NA4€ A gilt firalle Ac A N

1. 3. MaB3 und Wahrscheinlichkeit

Der Begriff der "Wahrscheinlichkeit" ist seit dem Beginn des 20. Jahrhunderts axiomatisch eng mit
dem eines "Malles" verbunden, der seinerseits auf das seit Jahrtausenden bekannte Problem der
Bestimmung von Lénge, Fliche oder Volumen zuriickgeht. Erinnert sei hier exemplarisch an die
klassische griechische Mathematik mit dem Versuch, die Fliche eines Kreises durch Approximati-
on mit regelméBigen Polyedern zu bestimmen. Um so erstaunlicher ist die Tatsache, dass eine sehr
reichhaltige Theorie des "Messens" mit einer vergleichsweise geringen Axiomatik auskommit.

Definition 6 (Mafl und Mafiraum). Es sei A eine o-Algebra iiber einer nicht-leeren Menge 2. Eine
Abbildung 1: A — R = Ru{oo} heilt Maf3, wenn folgende drei definierenden Eigenschaften

gegeben sind:

w>)=0 (Normiertheit)
VAe A: u(4)>0 (Nichtnegativitét)

An] = i n(4,)  (o-Additivitit).
n=1

Pbe

n=1

v{4,} . C.A paarweise disjunkt: u[

Das Tripel (Q,.A, [L) heiBt Mafraum. Dabei mégen in R folgende erweiterte Rechenregeln gelten:

VxeR: x+00=00+x=00.
In manchen Féllen betrachtet man auch Abbildungen g auf einer nicht-leeren Teilmenge S C A

mit entsprechenden Eigenschaften, sofern alle beteiligen Mengen in S liegen (insbesondere die
disjunkte Vereinigung). Man spricht dann von einem Prdmaf; auf S.

Gilt fir das MaB3 w(€2) =1, s0 heilit p Wahrscheinlichkeitsmaf3 (bzw. synonym: Wahrscheinlich-
keitsverteilung); es wird in der Regel mit dem Symbol P bezeichnet (lat.: probabilitas, engl.: pro-
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bability, frz.: probabilité). Jedes nicht-triviale endliche MaB3 1 (d.h. mit der Eigenschaft p(€2) > 0)
kann durch Normierung zu einem Wahrscheinlichkeitsmall P gemacht werden vermoge

pay=HD e a
u(€)’

Unter dem trivialen MaBl p auf A verstehen wir das Mal3 mit der Eigenschaft VA€ A : u(A4)=0.

Es wird auch als Nullmaf3 bezeichnet; allgemeiner bezeichnen wir Mengen 4 € .4 mit der Eigen-
schaft u(A4)=0 als (u-) Nullmengen. Beim trivialen MaB sind also alle messbaren Mengen Null-

mengen. Ist 4= {w € Q|w besitzt die Eigenschaft @} € A ein Ereignis mit 1(A4°) =0, so sagt
man, die Eigenschaft € bestehe u-fast iiberall. Ist (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so sagt

man auch, die Eigenschaft € bestehe P-fast sicher. Ist ferner = € A eine nicht-leere Teilmenge, so
hei3t das durch

v(d)=p(ENA) firalle 4€ A

definierte Mal} das Spurmaf3 von p beziiglich =.

Auf das schon angesprochene Problem der Lingen-, Flichen- und Volumenmessung werden wir in
diesem Zusammenhang in einem gesonderten Kapitel spiter zuriickkommen.

Ein einfaches Beispiel fiir ein Mal} ist die im Zusammenhang mit Definition 2 angesprochene An-
zahl der Elemente einer Menge. Es gilt ndmlich:

Lemma 6. Das Tripel (Q, B($2), #) ist fiir jede nicht-leere Menge €2 stets ein MaBraum.

Beweis: Trivialerweise ist #(&) = 0, weil die leere Menge kein Element enthélt. Die o -Additivitat
ergibt sich aus Definition 2: Sind die {4,}  C.A=P(Q) paarweise disjunkt, so ist entweder
#(4,)=0 (& 4,=0) oder #(4,)>1 firalle n€N. Sei I ={n€NJ#(4,)>1}. Fiir #(I) <oo
ist

{5e)- ) -Sra-Dee

n= nel

Mx
|

Fir #(1) = oo gilt #[é An] >#(l) =00 und Z 2 = #(1) = o0, also ebenfalls
n=I n—1

n=1

Man nennt die Anzahlabbildung "#" in diesem Zusammenhang auch das abzdhlende Maf; oder kurz
Zdhlmay3.

18
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Definition 7 (Gleichverteilung). Ist {2 endlich, so heifit das durch die obige Normierung erhaltene
Wabhrscheinlichkeitsmal} P mit

#(A4)
P(A)=——, AP
(4) #Q) BEY
die diskrete Gleichverteilung iiber €2 (auch: Laplace-Verteilung).

Hierauf kommen wir spiter noch einmal ausfiihrlicher bei der allgemeinen Diskussion diskreter
stochastischer Modelle zuriick.

Die Gleichverteilung ist historisch eines der ersten stochastischen Modelle iiberhaupt und motiviert
die Bedeutung der Kombinatorik, in deren Rahmen hiufig die Bestimmung der Anzahl der Elemen-

te "komplizierter" Mengen A4 erfolgt.

Aus den definierenden Eigenschaften eines Mal3es ergeben sich sofort eine Reithe von sehr niitzli-
chen "Rechenregeln", die im folgenden nédher vorgestellt werden.

Satz 5. Es sei (2,4, 1) ein MaBraum. Dann gilt fiir alle Ereignisse 4,B € A, {4, }HGN CA:

WMAPB)=pu(A)+w(B) firANB =2 (endliche Additivitit)
ACB = pu(A) < (B) (Monotonie)
ACB, (A)y<oo = uw(B\A) = uw(B)—u(A) (Subtraktivitit)

(AU B)+ (AN B) = (A) + (1(B)
bzw. allgemeiner, unter der einschrinkenden Voraussetzung (Al.) <oo, 1<i<n:
n

— S (=1 Z "
1

i= 1<k <k, <---<k;<n

n
H UAi

i=1

(Siebformel von Sylvester-Poincar¢)

i
(4,
1

j=

A4 CA4C4C-, U A, =4 = p(A)= limp(4,) (Stetigkeit von unten)
neN o

A DAy D, p(d)<oo, (4,=4 = p(4) = lim u(4,) (Stetigkeit von oben)
neN n—oe

U4

i=1

1

<> 1u(4), ne NU{oc} ((o-)Sub-Additivitit)
1

=

Beweis:

Endliche Additivitit: wihle 4, = A, A, =B, A, =& fir n >3, dann ist

(AU B) = u[ é/&]ziu(/&): M(A)+M(B)+iu(®) = pu(A) + u(B),

n= n=1 n=3
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wie behauptet.
Monotonie: wihle C:=B\A=BNA° €A, dannist B=A®C mit

(A) < p(A) +p(C) = (A C) = i(B),

wie behauptet.
Subtraktivitit: aus dem Vorhergehenden folgt sofort
B\ A4) = p(C) = (B) — pu(A4),

wie behauptet.
Siebformel: 0.B.d.A. konnen wir fiir die erste Aussage u(A)<oo und p(B)<oo voraussetzen

(anderenfalls steht wegen (AU B) > max {M(A), u(B)} auf beiden Seiten der Gleichung der Wert

o0). Es folgt:

p(AUB)+ (AN B) = p((A\[ANB]) (AN B) & (B\[AN B]))+ (AN B)
= p(A) — (AN B)+ (AN B) + (B) — p(AN B) + (AN B) = p(A) + 1(B)

Diese erste Aussage konnen wir nun zum induktiven Beweis der allgemeinen Siebformel heranzie-
hen, die fiir » =1 offensichtlich richtig ist. Sei die Siebformel also fiir ein n € N giiltig. Wir erhal-

ten dann mit der vorherigen Aussage:

n+1

U 4
[Z Cytoy

(A ) = o
i

H mAk
j=1
i

H mAk
j=1

n|U4

i=l

2 m (Akj N AnH)
j=1

1 Aps) - Z( DD
1<k <k, <---<k;<n

1<k <ky<---<k;<n

>

1<k <ky <+ <hk; <n+1

n+1 )
=> Y
i=1

also die entsprechende Siebformel fiir n+1.

n—l1
Stetigkeit von unten: wahle B, .= A4,, B, := A, \UA, =A\A, , fir n>2, soist 4 =@ B, firalle
= =l

n

neN mit UA @B also

i=1

u(A)zu[éBi]z [@B]— lim 1(4,),

wie behauptet.
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o
Stetigkeit von oben: wihle B := A\ A, fir n€ N, dann gilt =B, CB,CB;C---CB:= UBl.

i=l

mit B=|J(4\4)=4,n

i=l

ﬂAl.] =A\A bzw. 4, =A4\B,, A= A4 \ B, also folgt mit der Stetig-
i=1

keit von unten und der Subtraktivitat:

()= p(4\B) = (4 )= p(B) = p(4) = lim po(B, ) = Tim po(4\ B, ) = lim o(4,),

n—0o0 n—o0 n—o0

wie behauptet.
o -Subadditivitdt: dies zeigen wir mit vollstandiger Induktion aus der einfachen Siebformel:
Die Behauptung stimmt trivialerweise fiir n =1. Sie gelte nun fiir ein beliebiges n € N. Dann ist

n+1

U4
i=1

n+l1

<p(Ayy)+ D4 =D (4),

i=1 i=1

U4

i=l

n
4,4 UUAi SU(An+1)+U

i=1

1t = p

Womit der Induktionsschritt gezeigt ist. Die Aussage gilt also (zunichst) fiir alle n € N. Sie gilt
aber auch fiir n = oo, denn es ist

1

U4
i=1

<D u(4) <D (4) firalle neN
i=1

i=l

n o0
mit einer monoton wachsenden Mengenfolge {UAl} . Falls ZM(A,'):OO gilt, ist weiter
neN

i=1 i=l

U4

nichts zu zeigen. Ansonsten ist auch die Folge { [
i=1

} monoton wachsend; da sie nach oben
neN

beschrénkt ist, ist sie also konvergent mit

wegen der Stetigkeit von g von unten, wie behauptet. W

"

Bisher haben wir Malle nur "abstrakt" studiert, d.h. grundlegende mathematische Eigenschaften
abgleitet, die sich aus der formalen Definition 6 ergeben. Es stellt sich nun natiirlich die Frage, wie
man Mafe "konkret" angeben kann, wie etwa im Fall der diskreten Gleichverteilung. Dabei ist es
niitzlich, zu wissen, welche Mindestangaben fiir eine eindeutige Bestimmung des Malles erforder-
lich sind. Dies ist besonders einfach im Fall der Existenz von Atomsystemen und fiihrt allgemeiner
auf die Frage der Fortsetzbarkeit von Maf3en.
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Satz 6 (kleiner MaBfortsetzungssatz). Es sei (2,4, ) ein MaBraum und 7 ={T, |i € I} ein voll-
stdndiges, abzéhlbares Atomsystem fiir A mit einer abzdhlbaren Indexmenge /. Dann ist p bereits
eindeutig durch die Werte 1(7;), i € I bestimmt. Ist umgekehrt {z, } _ eine Folge nicht-negativer
erweitert-reeller Zahlen, so wird durch

U(ﬂ):: pir 1€ 1

in eindeutiger Weise ein MaB3 p auf A definiert. Gilt zusétzlich Zui =1, so ist u ein Wahr-
icl

scheinlichkeitsmal} auf A. Falls €2 selbst hochstens abzdhlbar ist, kann p sogar (i.Allg. allerdings

nicht mehr eindeutig) auf die maximale o -Algebra P(€2) fortgesetzt werden.

Beweis: Nach Satz 3 kann jede Menge A€ A in eindeutiger Weise dargestellt werden als

A= @Z mit einer geeigneten Indexmenge J C /. Damit ist
ieJ

p) = (BT )= Su(),

et icJ

d.h. p ist eindeutig durch die Werte u(]}), i € I bestimmt. Umgekehrt wird bei gegebener Werten
{Mi }iel durch

p(A)= u(i@Ti)ZZZup A€ A

ieJ

ein MaBl p in eindeutiger Weise auf A definiert, das im Falle von wu(2)= u(@]}) = Z“i =1
iet il

auch ein Wahrscheinlichkeitsmal} auf A ist.

Falls €2 abzihlbar ist, ist auch jedes der Atome 7, i €/ als Teilmenge von (2 selbst abzihlbar,
etwa

T = {tg | j € Kl.} mit einer abzédhlbaren Indexmenge K.

Dann ist Q) = {tl.j liel, j EKI.}. Es bezeichne 1, := p(7;), i € I. Wihle fiir jedes i€/ eine (ggf.

endliche) Folge { Mg} nicht-negativer erweitert-reeller Zahlen mit p, = Z L

,» 1€ 1 (eine sol-

seki JEK,
i

che Auswahl ist 1.Allg. nicht eindeutig). Durch die Zuordnung
il{t,})=my i€l jeKk,

wird nun nach obigem ein Mal} i auf B(€2) definiert mit

An) =2 a{e )= =m=p(T), icl,

JEK; JEK;
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d.h. i stimmt mit p aufallen Atomen 7, i € / und damit auf 4 tberein und ist somit eine Fort-
setzung von g auf P(2). W

Satz 6 besagt wegen Satz 2 im Wesentlichen, dass in jedem diskreten Mallraum (Q,.A, [L) (d.h. mit

hochstens abzahlbarer Grundmenge (2) das Mal} p stets auf die gesamte Potenzmenge ‘B(€2) fort-
gesetzt werden kann. Insofern kénnen von vornherein auch alle diskreten stochastischen Modelle,
d.h. diskreten MaBrdume (Q,.A,P) mit einem Wahrscheinlichkeitsmall P, 0.B.d.A. als maximal,

d.h. mit A =P(2), angenommen werden. In aller Regel werden wir dies deshalb im folgenden
auch tun.

Leider gibt es wichtige Mallraume (Q,.A, u), die nicht diskret sind, und bei denen eine sinnvolle

Fortsetzung von v auf die gesamte Potenzmenge ‘P(£2) auch nicht gelingt. Dies ist etwa bei den
Borel’schen Mallrdumen der Fall, bei denen das Mal3 x4 die anschaulichen Begriffe "Lange", "Fla-

che" oder "Volumen" widerspiegelt. Darauf kommen wir in einem gesonderten Kapitel spiter noch
einmal zurtick.

Ein fiir solche Situationen angemessener Fortsetzungssatz ist erheblich komplizierter und soll daher
hier auch nur mit seiner Beweisidee vorgestellt werden. Vorher bendtigen wir aber noch einen neu-

en Strukturbegriff.

Definition 8 (Semi-Ring). Es sei 2 eine nicht-leere Menge. Ein Mengensystem S C P(€2) heil3it
Semi-Ring (liber (2), wenn die folgenden drei definierenden Eigenschaften erfiillt sind:

geS
S,7¢S = SNTeS

S,TeS = dneN, §,---,S, €S paarweise disjunkt mit S\T:QnaSl..
i=1

Die dritte obige Bedingung besagt also, dass in einem Semi-Ring die Differenz zweier Mengen
stets als endliche disjunkte Vereinigung anderer Mengen des Semi-Rings dargestellt werden kann.

Das folgende Lemma zeigt, dass in einem Semi-Ring auch jede abzdihlbare Vereinigung von Men-
gen als disjunkte Vereinigung geschrieben werden kann.

Lemma 7. Es sei S C*PB(?) ein Semi-Ring iiber einer nicht-leeren Menge Qund §,,---,S, € S fiir

ein n € N. Dann existieren endlich viele Mengen 7,,---,7, € S mit m € N derart, dass
Us =©r,
i1 J=1

gilt. Ist allgemeiner {Sn }neN CS eine Folge von Mengen, so existiert eine weitere Folge

{T,} _, €8S paarweise disjunkter Mengen mit
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@x

Us, = &1.

=l

=

Beweis: Wir bendtigen zunichst das folgende Hilfsresultat:

Sind 4, B,--,B,€S mit n€N, so gibt es ein r, ¢ N und paarweise disjunkte Mengen

G, C €Smit 4\ UB @ C,. Dies zeigen wir mit vollstdndiger Induktion:

i=1

Fir n=1 entspricht diese Aussage der Definition eines Semi-Rings. Sei nun die Aussage wahr fiir
ein n € N, dann ist

n+l

A\UBi = [A\OBi]\Bn+] :[é;Q]\Bn+] = é;(q \Bn—H)'
i=1 i=l

i=1 i=1

In erneuter Anwendung der Definition erhalten wir nun fiir jedes i € {1,2,- --,rn} jeweils paarweise

disjunkte Mengen D!,---D" €S mit C.\B,_, = @ D!, so dass
-] g i i i n+l Pt i

n+l r, m;

A B = @(c \B,.,)=@ D"

i—1 i=1(;=1

Durch Zusammenfassen der Terme und Umnummerierung ergibt sich jetzt erneut eine Darstellung
n+l

fiir A\UBI. als Vereinigung disjunkter Mengen des Semi-Rings, womit das Hilfsresultat bewiesen
i=l

ist. Sei nun

v,=JS. neN.
i=l
Dann existiert eine monoton wachsende Folge {kn}neN CN von Indizes und eine Folge
{T,} _, €S paarweise disjunkter Mengen, so dass

kN

V. =@®T, neN.

Dies zeigen wir wieder mit vollstandiger Induktion: Der Fall n =1 ist trivial. Gelte also die letzte
Behauptung fiir ein » € N. Dann folgt

n+l

Vi :USi =V, ®(S,,\V,)=7, @[Sm \LHJSI.
i=1

i=1

, n€N.

Nach dem obigen Hilfsresultat besitzt S

il \USI. eine Darstellung als Vereinigung paarweise dis-

i=1
junkter Mengen des Semi-Rings, etwa
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Sn-H \USI = 69]7’:1'
i=l1 =

mit » € N und geeigneten Mengen fl,---j’r €S . Mit k, =k, +r und T, ':f}, i=1,---,r folgt

ki
also

~
I
N

SchlieBlich ergibt sich noch

=

(G
%)

I
(G
N

I
(G
~

Il

Ps
~

i
i
i
[
=
T

womit das Lemma bewiesen ist. W

Definition 9. Es sei (€2,.4) ein beliebiger Messraum. Eine Folge {4, }neN C A heiBt Q abzihlbar

tiberdeckend, wenn gilt:

Eine Mengenfunktion v auf einem beliebigen Teilsystem U C A heilit (dort) o -endlich, wenn es
eine Q2 abzéhlbar iiberdeckende Folge {U,} . CU gibt mit der Eigenschaft

VneN:v(U,)< .

Satz 7 (groBer Mallfortsetzungssatz). Es sei (Q,.A) ein beliebiger Messraum und S C*PB(§2) ein A

erzeugender Semi-Ring iiber €, d.h. es gelte A = o(S). Ferner sei ;: S — R ein PramaB, d.h. x
ist normiert, nicht-negativ und o -additiv auf S. Dann gibt es ein (nicht notwendig eindeutig be-
stimmtes) MaBl i auf A =o0(S) mit f(S)= u(S) fir alle S€ S, d.h. i ist Fortsetzung von p
auf A. Die Fortsetzung i von p auf A ist eindeutig, wenn p auf S o -endlich ist.

Bevor wir die Beweisidee skizzieren, wollen wir kurz zeigen, dass Satz 7 den Satz 6 impliziert.
Dazu ist nur zu beachten, dass das System S := {@ } U7 trivialerweise ein Semi-Ring ist, weil die

Atome in 7 paarweise disjunkt sind. Wegen Q=(D7T, ist S dariiber hinaus auch  abzéhlbar

il

iiberdeckend. Mit der Zuordnung (7, ):=p,, i € ist p ferner o -additiv auf S, da hier die dritte

Bedingung in Satz 7, D S, € S, nur erfiillt ist, wenn alle bis auf eine der Mengen S, leer sind.

n=1
Wir kommen jetzt zur Beweisidee von Satz 7. Sie geht in der hier vorgestellten Form zuriick auf
den in Berlin geborenen griechischen Ingenieur und Mathematiker Constantin Carathéodory (1873

— 1950; er war in der Zeit von 1913 bis 1918 Nachfolger von Felix Klein in Gottingen und nach
mehreren Zwischenstationen zuletzt Professor an der Universitdt Miinchen). Der Beweis, der auch
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heute noch allgemein so verwendet wird, stammt aus seinen ,,Vorlesungen iiber reelle Funktionen*
(1918); siehe auch BAUER (1992).

In der Situation von Satz 7 konnen wir p zunéchst problemlos auf den von S erzeugten Ring R
fortsetzen, das ist das kleinste Teilmengensystem von (), welches S enthilt, durchschnittstabil

(dquivalent: vereinigungsstabil) und differenzstabil ist’. Dieser Ring besteht nimlich gerade aus
allen Mengen, die durch endliche Vereinigungsbildung von Mengen des Semi-Rings S entstehen
(Ring-Eigenschaften einfach nachrechnen). Nach Lemma 7 kann eine solche Menge aber immer
auch als disjunkte Vereinigung geschrieben werden, so dass gilt:

ReR < FneN, §,,---,S, €S paarweise disjunkt mit R=(DS..
i=1

Es ist dann nahe liegend, die Fortsetzung” von g auf R fiir solche R folgendermafen zu definieren:

B3 |=3ou(s)

p(R) = p

n k
Diese Fortsetzung ist wohldefiniert, denn sei etwa R = @Sl. = @Tj mit S,,---,S,,7,--, T, €S, so
i=1 j=1

gilt

> u(8)=3on(RNS)= Y| S{1,n )| =32 (s 1)

=3 ou(&{s 01} =Su(rnT)=>u(r)

Ahnlich wie oben bezeichne jetzt fiir jede Teilmenge O CQ das (Uberdeckungs-)System /(Q)

die Menge aller Folgen {R,} = von Mengen aus dem Ring R mit Q C| JR,. Die durch

n=I

n=1

(O) = inf{iﬂ(&) R} . € U(Q)}, falls (Q) = @

0, sonst

auf P() definierte Mengenfunktion heiit das zu p gehorige duflere Mal3 (der Menge Q). Dieses
ist i. Allg. nicht o-additiv (auf B(€2)), also dort kein Mal} im eigentlichen Sinne. Es gilt aber

1 (R)= w(R) firalle R R,

wie man sofort sieht, weil ja in jedem Fall die Folge {R,}  mit R =R und R, :=@ fiirn>1 in

U(R) liegt und damit wegen der PramaB-Eigenschaft von ;1 das den Wert von ©*(R) bestimmen-
de Infimum auch fiir diese Folge angenommen wird.

Der wesentliche Beweisschritt ist nun der, dass man zeigen kann, dass das System

A ={ACQ|1(Q)=p' (N A)+ 4 (0\ 4) fiiralle Q CQ}

? Ein Ring enthilt definitionsgemif auch immer die leere Menge, die hier aber schon in S enthalten ist.
* Der Einfachheit halber bezeichnen wir auch diese Fortsetzung von 1 mit demselben Symbol.
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eine o-Algebra bildet, die die von R (bzw. dquivalent die von §) erzeugte o-Algebra
A=0(R)=0(S) umfasst, und dass nun die Einschrinkung g von y* auf A" (und damit insbe-
sondere auch auf A) tatsdchlich ein Mal ist, welches also eine gewiinschte Fortsetzung von dem
urspriinglich nur auf S definierten 1 ist’.

Die fiir die Eindeutigkeit gemachten Zusatzannahmen in Satz 7 sind dabei unverzichtbar, denn auf
dem trivialen (Semi-)Ring S =R = {o} gilt stets 1(S)=0 fiir alle S € S, wohingegen diec Werte

() beliebig nicht-negativ gewdhlt werden konnen (beachte: o (S)=0(R)={2,0}).

Die Kernaussagen der Sétze 6 und 7 kann man insgesamt folgendermal3en zusammenfassen:

Gibt es in einem beliebigen Messraum (Q,.A) einen A erzeugenden Semi-Ring S, auf dem ei-

ne normierte, nicht-negative, o -additive und o -endliche Mengenfunktion g definiert ist, so
kann g in eindeutiger Weise zu einem Mal} auf A fortgesetzt werden.

Dieser Satz ist fundamental fiir die gesamte Malitheorie und wird vor allem zur Konstruktion von
ProduktmaBen, die in korrespondierenden Wahrscheinlichkeitsmodellen, die vor allem die fiir sta-
tistische Anwendungen besonders wichtige stochastische Unabhdngigkeit beschreiben, bendtigt.
Wir wollen uns deshalb im ndchsten Abschnitt mit solchen Mallen genauer beschiftigen.

1. 4. Produktmalfie

Zu dem Begriff des Produktmalles gelangt man anschaulich schon dann, wenn man den Lédngen-
begriff, der dem spiter behandelten Lebesgue-MaB fiir den euklidischen Raum R' entspricht, auf
hohere Dimensionen ausdehnen will (Flicheninhalt im R?, Volumen im R®). Bereits in der

Grundschule lernen wir, dass die Fliache eines Rechtecks zu berechnen ist als das Produkt aus
"Lange" und "Breite", also aus zwei jeweils flir sich genommen eindimensionalen Grofen. Das
Konzept des Produktmales greift genau dieses Prinzip in verallgemeinerter Form auf.

Satz 8. Es seien (,,.4,,), i €1 MaBrdume mit einer endlichen Indexmenge 1. A= & A, be-

iel
zeichne wie iiblich die Produkt-o-Algebra der o-Algebren A, i€/ iiber dem kartesischen Produkt
Q=XQ,. Die Male 1, i €1 seien simtlich o -endlich. Dann gelten folgende Aussagen:

iel
a) Das System &= {X[ A|\Viel: 4 ¢ .Al} bildet einen €2 abzéhlbar liberdeckenden Semi-Ring.
i€

b) Es existiert ein eindeutig bestimmtes Mall ;1 auf A mit der Eigenschaft:

VA A iel: p(X4)=]nm(4)

iel

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass S = {X[ A|\Viel: 4 ¢ A} einen Semi-Ring bildet, indem wir
S

die drei Eigenschaften aus Definition 8 nachweisen:

’ Da diese groBere o- Algebra A" aber von u° bzw. 1 bzw. deren Nullmengen abhingt, formuliert man den Fortset-

zungssatz in der Regel nur fir A = o(R) = o(S).
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o Esist o= ><[®, also gilt € S.
IS
* Seien S,7€S mit §=X4,, T=XB. Dann ist nach Lemma 1 auch SNT =X (4,NB,)€S.
i€ i€ IS
e Seien §,7€S mit S= ><[Ai, T = X B,. Wir definieren C,:=B,, C,, =B/, icl sowie eine
i€

iel
Indexmenge K = {( Ji)e € {1,2}'}\1, wobei hier 1 dasjenige Element aus {1,2}[ bezeichne,

das aus der identischen Wiederholung der Eins besteht. (K enthilt also genau 2*”) —1 Elemen-
te.) Es folgt nun:

T”:(XBI.)C - @ xcC

iel (jk)k [EKiEI L,j;?
Ik ke

d.h. T besteht genau aus der paarweise disjunkten Vereinigung aller kartesischen Produkte,
die aus den Mengen B, oder deren Komplementen gebildet werden konnen, bis auf die Menge

><[Bi selbst. Damit ist aber die Mengendifferenz S\7 wegen
i€

S\T:(XAI.)\(XBI.):(XAI.)Q

iel icel iel

® XC,|= & {(XAl.)m(xq_)}
(j/f)ke,EKiG’ i (jk)ke[EK iel ier i

(j/\')ke[EKiEI !

= @ Xx(4nc,)
€S

darstellbar als disjunkte Vereinigung von Mengen aus S, da jede der involvierten o-Algebren

A, i €1 komplement- und durchschnittsstabil ist.

Also ist & ein Semi-Ring iiber (2, wie behauptet. S ist trivialerweise 2 abzéhlbar {iberdeckend,
weil bereits Q=X €S gilt und damit die Folge {S,} . €S mit §,:=Q firalle neN das
i€ n

Gewlinschte leistet. Wir definieren nun eine Mengenfunktion p auf S vermdge

VA e iel: p(X4)=T]n(4)

iel
Diese besitzt trivialerweise die Eigenschaften (@)= N(XIQ) =[] (2)=0 und 4(S)>0 fiir
< iel
alle S €S. Mit Mitteln, die uns hier nicht in voller Allgemeinheit zur Verfiigung stehen, ldsst sich
weiter zeigen, dass die o -Additivitit jedes einzelnen Maf3es 1, i € I auch die o -Additivitidt von

1 auf S impliziert.® Ferner ist 1 im Sinne von Definition 9 auch o -endlich, denn nach Voraus-
setzung ist jedes einzelne Mal} x, o -endlich, d.h. fiir jedes i€/ existiert eine (2, abzahlbar iiber-
deckende Folge {4, } . C.A mit der Bigenschaft s, (4, )< oo fiiralle n € N. Dann ist aber auch

die Mengenfolge {4, } Ly CA mit 4, = ><1Al.n fir alle n € N die Gesamtmenge §) = ><[Ql. abzihl-
n ic ic
bar iiberdeckend mit z(4,)= M(XI Al.n) =] (4)< oo, womit aufgrund von Satz 7 alles gezeigt
IS

iel

ist. W

% Dies werden wir im Spezialfall von Borel-MaBen spiter mit Methoden der Topologie explizit zeigen.
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Definition 10 (ProduktmaR). Das unter den Voraussetzungen von Satz 8 eindeutig bestimmte Maf3
w1 heiBt Produktmaf$ der Malle p,, i € I und wird mit dem Symbol

=,
iel

bezeichnet.

Ein einfaches Beispiel fiir ein "natiirliches" Produktmall ist das abzéhlende Mal} # auf dem endli-
chen kartesischen Produkt abzidhlbarer Mengen; damit ist auf dem endlichen kartesischen Produkt
endlicher Mengen auch die diskrete Gleichverteilung aus Definition 7 ein Produktmal.

Uberhaupt vereinfacht sich die Struktur von ProduktmaBen im Hinblick auf die Sitze 4 und 6 bei
diskreten Grundmengen ganz erheblich. Sind die MaBrédume (©,,.4,4,), i €I in Satz 8 nimlich

diskret (d.h. alle Grundmengen €2, i € [ sind hochstens abzihlbar), so existiert ja nach den Sétzen
2 und 4 je ein eindeutig bestimmtes, erschopfendes, vollstindiges, abzéhlbares Atomsystem
7, :{ i€ Jl.} fiir jede der o -Algebren A, i €/ und damit nach Satz 6 auch ein entsprechen-

des Atomsystem 7 = {X[Z \Viel:T € ’Z} ={S, |k €K} fiir die Produkt-o -Algebra A, wobei
S
fur die Indexmenge K gilt: K ~, ><[Jl.. Damit kann man das Produktmal3 j relativ leicht explizit
ic

uber die Werte der Malle i, fiir die jeweiligen Atome angeben, wenn man die folgenden Bezie-
hungen beachtet:

u(@ Sk):Zu(Sk) fiir alle M C K mit

keM reMm

w(S,)= u(éﬂ) = gui (T;) fiir eine Darstellung S, = XTeT.

Fiir den Fall, dass die Malle ;i bereits auf ganz J3(€2,) gegeben sind (was ja nach geeigneter Fort-
setzung im diskreten Rahmen stets moglich ist), ist das Produktmall einfacher direkt gegeben durch

pd= > [Tn{{w}) 4€B@.

(wi)ie €4 i€l

Es gibt natiirlich auch Malle auf Produkt- o -Algebren, die keine Produktmalle sind. Dazu wéhlen
wir beispielhaft 2, =€, = {1,2} mit den jeweiligen Potenzmengen als zugehorigen o -Algebren
A und A, (dann ist die Potenzmenge von €2, x €2, die Produkt-o -Algebra A ® .A,) und setzen

u({(w],wz)}) =w, +w, firalle w=(w,w,)EQ=0,xQ,.

Angenommen, es gibe eine Darstellung p =y, ® p, mit zwei (notwendig endlichen) Maflen g,
auf A und p, auf A, Zur Abkiirzung setzen wir x, :=, ({i}) und y, = p,({/}) fiir i€,
J €,.Nach Definition des MaBies p sind die x; bzw. y, strikt positiv, und es ergibt sich das
Gleichungssystem

Xy, =i+j firi,je{l1,2}.
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Dieses Gleichungssystem ist aber nicht losbar, denn es gilt speziell
x, 2
Xy =2, x%-y=3 = _:E
3 .
Xy, =3 %-y,=4 = — =2 Widerspruch!

In diesem Zusammenhang ist noch die allgemeine Frage interessant, ob fiir den Fall, dass
=, ® , tatsdchlich ein Produktmal} auf einer beliebigen Produkt-o -Algebra A ® A, ist, die

einzelnen ,,Faktoren“ p, auf A und g, auf A, eindeutig bestimmt sind. Im Allgemeinen ist das
nicht richtig, denn fiir jedes reelle ¢ > 0 fithren die MaBle v, =c-p, und v, = L i, zum gleichen
c

Produktmall v, ® v, = p, ® p,. Nur im Fall von Wahrscheinlichkeitsmaf3en liegt Eindeutigkeit vor,
weil dann zwingend ¢ =1 gelten muss (wegen ¢ =1/c¢).

Liegt ein nicht-triviales ProduktmaB3 p = p, ® p, auf der Produkt-o -Algebra A ® A, vor, lassen
sich geeigente (dann ebenfalls nicht-triviale) ,,Faktoren” p, auf A und p, auf A, bestimmen
durch die Beziehungen

N(Al XQz) =My (Al)‘,Uz (Qz) und N(Ql XAz) = My (Ql)‘ﬂz (Az) firalle 4 € A, 4, €A,
Unter Beachtung der vorangehenden Bemerkung erhilt man also alle Faktoren durch die Wahl
w(A4)=c-p(4xQ,) und p,(4)=c, - u(Q,x4,) firalle 4 € A, 4, € A,

zuriick, solange die Bedingung

¢ ¢ (9 xQ,)=1

bestehen bleibt (wegen 11(€2, %, )= s, () 11, (2,) = ¢, -, - {n(, xQz)}z). Fiir Wahrscheinlich-

keitsmafe ist diese Bedingung gemiB den obigen Ausfiihrungen immer erfiillt. Ahnlich kann man
auch im hoherdimensionalen Fall argumentieren.

Fiir gewisse Anwendungen in der Stochastik reichen Produktmal3e mit endlich vielen Komponen-
ten oft nicht aus, vor allem dann, wenn Grenzwertsitze wie das eingangs schon erwidhnte Gesetz
der groflen Zahlen oder Stochastische Prozesse betrachtet werden. Aufgrund der speziellen Nor-
miertheit von Wahrscheinlichkeitsmaflen kann man Produkt-Wahrscheinlichkeitsmal3e aber sogar
noch fiir beliebige Indexmengen konsistent definieren (vgl. z.B. ELSTRODT (1996) und BAUER
(1992)). Dafiir benotigt man allerdings auch eine geeignete Erweiterung des Begriffs der Produkt-
o -Algebra fiir beliebig viele Komponenten. Ohne einen geeigneten Abbildungsbegriff, der im
nachfolgenden Abschnitt behandelt wird, ist dies jedoch nicht einfach zu leisten.
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I. 5. Messbare Abbildungen

In der Analysis und Linearen Algebra spielen geeignete Abbildungen zwischen den dort zu Grunde
liegenden Strukturen (z.B. metrische Raume, Vektorraume) eine wichtige Rolle, wobel Begriffe
wie Stetigkeit oder Linearitdt von Bedeutung sind. In der Malitheorie sind die entsprechenden Ob-
jekte die messbaren Abbildungen, wobei sich hier ganz anliche Eigenschaften wie in den genannten
Teilgebieten der Mathematik zeigen.

Definition 11 (messbare Abbildung). Es seien (Qi,Ai), =12 Messraume. Eine Abbildung
T:0Q,—Q, heild (Ai-Az) -messbar (oder, wenn keine Verwechslungen moglich sind, kurz auch
nur messbar), falls die Urbildabbildung T die Eigenschaft
VA EATHA)={w e |T(w)eA}eA

besitzt.

Man kann diese Eigenschaft kurz und pragnant auch so ausdriicken: eine Abbildung T ist genau
dann messbar, wenn die Urbilder messbarer Mengen messbar sind. Damit dhnelt diese Definition
der Definition stetiger Abbildungen zwischen topologischen Réumen’, die véllig analog besagt:
eine Abbildung T ist genau dann stetig, wenn die Urbilder offener Mengen offen sind. Der enge

Zusammenhang zwischen Topologie und Mal3theorie wird besonders deutlich in dem anschlief3en-
den Abschnitt Gber die Borel’ sche o -Algebra (und das L ebesgue-Mald).

Diein Definition 11 genannten Anforderungen an die Messbarkeit sind nicht so substantiell, wie es
auf den ersten Blick erscheinen mag. Zu vorgegebenen Grundmengen €2, und €2, mit einer belie-

bigen Abbildung T : 2, — 2, existieren namlich immer geeignete o -Algebren A, Uber Q, bzw.
A, uber €2,, sodass T messbar ist, wenn nur auf €2, bzw. auf €2, eine o -Algebra vorgegeben ist.
Dies liegt an folgendem

Lemma 8. Esseien 2, und €2, nicht-leere Mengenund T : 2, — €2, eine beliebige Abbildung.
a) Essel A, eine o -Algebratiber 2,. Dannist das System
A =T HA)={T(A)IA € 4}
aller Urbilder messbarer Mengen eine o -Algebra tber 2,50 dass T (.A,-A, ) -messbar ist.
b) Essei A eine o-Algebratber €2,. Dannist das System

Ay ={A, € P(Q,)IT(A) A}

" Eine Topologie tiber einer nicht-leeren Menge ist durch das System der sog. offenen Mengen gegeben, die dhnliche
Eigenschaften wie messbare Mengen besitzen. Eine Topologie enthdlt stets die leere sowie die Grundmenge und ist
abgeschlossen gegentiber endlicher Durchschnitts- und beliebiger (auch Uberabzéhlbarer!) Vereinigungsbildung. Die
Komplemente offener Mengen heif3en abgeschlossen und sind i.d.R. nicht mehr offen.
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eine o -Algebra iber 2, so dass T (\A4-A4, ) -messbar ist.

Beweis:

a) DieEigenschaft einer o -Algebra ergibt sich aus folgenden drei Uberlegungen:

Esist T (2)=o, dsogilt €T *(A4,).

Fir A €T *(A,) mitder Darstellung A =T *(A,), A, € A, ist

A =T (R) =T (A)eT(4),
d.h. T7*(A4,) ist komplementstabil.

Fur {A,},_, €T "(A,) mitden Darstellungen A, =T (A, ), A, € A, ist
UA=Ur (&) =T(Us,

d.h. T~*(A4,) ist abzahlbar vereinigungsstabil.

€T H(4,),

Damitist A, =T *(A,) eine o -Algebraiber ©, mit der gewiinschten Eigenschaft.

b) Die Eigenschaft einer o -Algebra ergibt sich wieder aus folgenden drei Uberlegungen:

Esist T(2)=2 € A, dsogilt g€ A,

Fir A €A, ist T(A)€e A, dso gilt auch T7(A5)=(T(A,)) €A, so dass auch
A, € A,; demnachist A, komplementstabil.

Fur {A,}  CA, ist T7(A,)e A, dsogiltauch
U =0T A A

d.h. A, ist abzahlbar vereinigungsstabil.

Damit ist A, eine o -Algebra tber €2, mit der gewlinschten Eigenschaft. m

Weil jede o -Algebra tber ,, beziiglich der T messbar ist, T *(.A,) als Teilsystem enthalten
muss, ist T~*(A4,) also zugleich die kleinste o -Algebra mit dieser Eigenschaft. In Anlehnung an

die Erzeugung von o -Algebren (vgl. Lemma 3) nennen wir deshalb T *(.A,) auch die von T er-

zeugte o -Algebra uber €.
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Umgekehrt ist jede o -Algebra tber €2,, beziglich der T messbar ist, auch selbst Teilsystem von
A, ={A, eB(Q,)|T(A)€ A}, sodass A4, diegroBte o -Algebramit dieser Eigenschaft ist.

In der speziellen Situation von Messraumen mit geeigneten Atomsystemen erhalten wir noch das
folgende niitzliche Ergebnis.

Lemma 9. Esseien €2, und €2, nicht-leere Mengen, T : 2, — €2, eine beliebige Abbildung und A,
eine o -Algebra liber €2, mit einem vollstandigen (bzw. erschipfenden®), abzahlbaren Atomsystem
T, ={T, li € 1,} mit abzahlbarer Indexmenge I,. Dann gilt:

=T (T)\{e}={T *(Ty)lie 1,}\{z}

ist ein vollstandiges (bzw. erschopfendes), abzdhlbares Atomsystem fir die o -Algebra
A =T HA,).

Beweis: Jede Menge A, € A, ist nach Satz 3 in eindeutiger Weise darstellbar als A, =T, mit
icd
geeigneter Indexmenge J C I,. Damit ist T *(A,)=@T *(T,), aso jede Menge aus T *(A,)

i€l
darstellbar als disjunkte Vereinigung von Elementen aus T *(7,). Allerdings kann fir gewisse
i€l dasUrbild T7*(T,) leer sein (was eintreten kann, wenn T nicht surjektiv ist). Also muss gof.
die leere Menge noch aus T *(7,) entfernt werden. Damit ist 7, =T *(7,)\{@} €in abzéhlbares,
erschopfendes (bzw. vollstandiges) Atomsystem fir A,, weil nach obiger Darstellung die kleinsten

nicht-leeren Mengen in .4, von der Form T (T, ) mitiel, sind. =

Lemma 10. Es seien (Q;,.4,), i =12 Messraume; &, sei ein (beliebiger) Erzeuger von A,. Eine
Abbildung T :Q, — Q, ist genau dann (.4,-A, ) -messbar, wenn gilt:

T(&)={T (E,)IE, €&} CA.
Beweis: Aufgrund der Definition der Messbarkeit von Abbildungen bleibt nur zu zeigen, dass die

angegebene Bedingung hinreichend fir die Messbarkeit von T ist. Wir betrachten dazu das Men-
gensystem B, = {A2 eEP(Q,)IT HA)e Ai}, welches nach Voraussetzung den Erzeuger &, ent-

halt und nach Lemma 8 b) eine o -Algebra tiber (2, ist. Esfolgt

A, :U<52)g0<82)282’ also Til(‘Az)gTil(BZ)gAi’

woraus die Behauptung folgt. m

8 Diesist nach Satz 3 hier aquivalent.
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Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen wir im Folgenden die Messbarkeit der Abbildung T
durch die Notation

T: (Ql,Ai) — (QZ,AZ)
Zum Ausdruck bringen.

In vielen Anwendungen mitissen auch Verkettungen von (messbaren) Abbildungen betrachtet wer-
den. Dass die so zusammengesetzten Abbildungen messbar bleiben, zeigt

Lemma 11. Esseien (£2,,4,), i =1,2,3 Messréume sowie T, und T, messbare Abbildungen mit

T (2A)— (2,4,) und T,:(Q,,A4,)— (s, A4).

Dannist die Komposition T :=T,oT,: Q, — Q, (A4,-A4,)-messbar.

Beweis: Es gilt T-*(A,)=T,"(T,*(A)))€ A, fir alle Mengen A, €.A,, womit die Behauptung

N
€ ./42

bewiesenist. ®

Gelegentlich sind auch mehrere Abbildungen T, : Q2 — 2, fur i€l auf derselben Grundmenge €2
mit u.U. verschiedenen Bildmengen 2,, i€ | zu betrachten. In dieser Situation mdchte man eine

geeignete o -Algebra Uber 2 zur Verfigung haben, bezlglich der alle Abbildung gemeinsam
messbar sind. Danach Lemma 8 die Systeme T, *(A4, ), i € | alejeweils o -Algebren tber 2 sind,

ist diekleinste o -Algebra Uber €, die diesleistet, gegeben durch
o(T;ie I)::a[UTil(Ai)].
iel

Diese o -Algebra heifdt auch die von den Abbildungen T, i€ | erzeugte o -Algebra tber 2. Man
beachte dabei, dassi. Allg. die Vereinigung von o -Algebren nicht wieder eine o -Algebra ergibt.

Ein &@hnliches Ergebnis enthalt

Lemma 12. Es seien T, : Q2 — €, Abbildungen mit endlicher Indexmenge | ={1---,n} fir neN.
Ferner sei A eine o -Algebra Gber €2, und A sei eine o -Algebra tber 2. fur alle i e1. Genau
dann ist der Vektor (T,,---,T,) messbar beziiglich der Produkt-o -Algebra .4, wenn ale T,

(A-A)-messbar sind. )
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Beweis: Wir stellen zundchst fest, dass

(T, [>< ] ﬂT ) firale A€A,i=1--,n
gilt.

"=" Essa jel fest. Fir die Wahl A=, i=] und A €A, beliebig ergibt sich wegen
T Q)= furale k € | ausder obigen Beziehung sofort

()QT,l - ~,Tn)1[i>n<lA]eA,

woraus die Messbarkeit von T, folgt.

"«<" Firale A€A,i=1-,nist (T *(A)e A aufgrund der Messbarkeit jedes T;, also ist
i=1

auch
(Tp" [>_n< ] ﬂT

und damit (T,,---,T,) messbar nach Lemma 10, weil S = {X. Alviel: A eAi} ein Erzeuger von
KA ist. =

i€l

Einen interessanten Sachverhalt, der fur die spater zu behandelnden bedingten Wahrscheinlichkei -
ten wichtig ist, gibt der folgende

Satz 9 (Faktorisierungssatz I). Esseien T : (€, .4,) — (2,,4,) und S: (Q,,.4,) — (Q,,A,) messbar
re Abbildungen derart, dass T (€2,) abzéhlbar ist. Die o -Algebra A, enthalte alle einelementigen
Teilmengen {w,} mit w, €Q, as Elemente. Genau dann ist S bezliglich der von T erzeugten o -
Algebra T~*(A,) messbar, wenn es eine Abbildung g: (,,4,) — (2,,.4,) gibt mit der Eigen-

schaft
S=goT.

Beweis: " «<": Ergibt sich unmittelbar aus Lemma 11.

"=": Die gewinschte Abbildung g kann aus Griinden der Wohldefiniertheit nun nur existieren,
wenn gilt

Yw,n €8 T(wl):T(nl) = S(wl):S(nl),

d.h. S muss auf den Urbildmengen T *({w, }) mit w, €T (,) C Q, konstant sein.
Mit T ist auch S abzéhlbar-wertig, d.h. esist S(€,) € A, as Vereinigung hochstens abzahlbar vie-
ler einelementiger Teilmengen von Q. Es gibt also eine Folge {w,, },_, paarweise verschiedener
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Elemente von (2, mit einer hochstens abzahlbaren Indexmenge K sowie eine Folge paarweise dis-
junkter Mengen {A, }, , mit A, eT*(A,) firale k €K, sodass

VkeK, w €A, S(w)=uwy

gilt. Ferner existiert zu jedem A, €T7'(A,) eine Menge A, € A, mit A, =T (A, ), keK.
Wir definieren jetzt g durch

VkeK, w, €A, 10(w,) = wy.

c

Auf der ggf. nicht erfassten Menge Az ::[U A, | €A, kdnnen wir g z.B. mit beliebigem Wert

keK

@, € €, konstant wahlen. Dann ist g konstruktionsbedingt (.A,-.A, )-messbar; denn sei

W, = {w,, |k € K}U{@,} € A,, der Wertebereichvon g,

und A, €A, beliebig, so ist g7 (A)=g(ANW,)= |J 9 '({ws})€ A, da fir jedes

wae AWy
w,y € A;NW; das Urbild g~*({w,}) mit einer der Mengen A, , k € K oder mit A, zusammenfalt,
die samtlichin A, liegen. Fir w, € A, ke K istnun T (w,) € A, @S0 goT (w;)=wy =S (w,).
Damit erfullt g die gewtinschten Anforderungen. m

Eine sehr wesentliche Anwendung von messbaren Abbildungen ergibt sich bei der Transformation
von Mal3en, die zur Standardmodellierung stochastischer Vorgange gehort.

Satz 10. Essel T:(,,.4)— (€,,.4,) eine messbare Abbildung. Dann wird fiir jedes Maf3 4, auf
A, einMai i, auf A, definiert vermoge

VA €A 1y (A)=m(THA)).

Beweis: Esist 11, ()=, (T())=,(2) und trivialerweise 11, >0 auf A,. Die o -Additivitét
ergibt sich aus der Beziehung

be

n

o | = T2 | BT )| = (7 ()= S )

=1 n=1 n=1

fur alle Folgen paarweise digunkter Mengen {A, }  C A,.
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Definition 12 (BildmaR). Es sei T:(€,,.A4,) — (©,,.4,) eine messbare Abbildung und 4, ein Ma3
auf A,. Das nach Satz 10 eindeutig bestimmte Mal3 1, auf A, hei3 Bildmal von p, unter T. ES
wird mit p, = p, bezeichnet.

Fir die Modellbildung in der Stochastik ist das Bildmal3 von zentraler Bedeutung. Ist némlich
(€,4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : (Q,.4) — (X,8) eine messhare Abbildung,
so nennen wir diese in der Stochastik Ublicherweise eine Zufallsvariable (hauptséchlich im
Fall von X CR"), ansonsten einen Zufallsvektor (falls ¥ CR* mit d >1) bzw. ein Zufalls-
element (etwa wenn X en allgemeinerer topologischer Raum ist). Der zugrundeliegende
Messraum (QA) ist dabei nicht von explizitem Interesse, vielmehr spielt die Kenntnis des

Bild-Messraumes (X, ) und des darauf induzierten Bildmal3es, die so genannte Verteilung
von X, die zentrale Rolle.

Der Grund, warum in der Stochastik der Bildraum X so eng mit den reellen Zahlen verkniipft
ist, liegt darin, dass die Redlisierungen von Zufallsexperimenten, die man auch "Daten” oder
"Stichproben" nennt, praktisch immer in entsprechenden Skalen gemessen werden (z.B. An-
zahlen, Langen, Gewichte usw.) und mit den Ergebnissen des Zufallsexperiments meist auch
gerechnet wird (z.B. Bildung der Summe oder des arithmetischen Mittels). Bel komplexeren
Modellen, wie sie etwain der Bildverarbeitung auftreten, sind die Ergebnisse des Zufall sexpe-
rimentsin der Regel nicht mehr blof3e Zahlen, sondern z.B. geometrische Strukturen, die selbst
wieder Elemente eines geeigneten topol ogi schen Raumes bilden.

Wir kommen zum Abschluss dieses Abschnitts noch einmal auf das Problem der Existenz von Pro-
dukt- o -Algebren und Produkt-Mal3en mit beliebig vielen Komponenten zurtick.

Seienaso (;,.4 ), i € | Messraume mit einer beliebigen, nicht-leeren Indexmenge I. Wir betrach-
ten die so genannten Projektionen , ><I O, —Q, fur jel, diein vereinfachter Schreibweise de-

finiert sind tber m, ((wi ) ) =w, fir (w)_ € X (. Die allgemeine Definition einer Produkt-o -
Algebralautet:

Definition 13 (allgemeine Produkt- o -Algebra). Es seien (2,,.4,), i€ Messréaume mit einer be-
liebigen, nicht-leeren Indexmenge I. Dann heif3

®A=o(n;je |):0[U7rj1(Aj)]

jel
die Produkt- o -Algebrader o -Algebren A, i€ 1 (liber _><|Qi).

Far endliche Indexmengen féllt diese Definition Uber die Bildung von Tupeln natlrlich wieder mit
der fruheren Definition 5 zusammen.
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Wichtig zu bemerken ist in diesem Zusammenhang, dass &hnlich wie in Satz 8 das System”®

jel\d

S::@CLJJQI {j>€<JAj>< X |VjeJ:AjeAj}

J endlich

einen Semi-Ring Uber -X.Qi bildet, der die Produkt-o -Algebra @ A erzeugt. Eine wesentliche
ic icl

Strukturaussage, die wir hier nicht beweisen wollen (siehe z.B. GANSSLER UND STUTE (1977), Satz

1.3.11 oder KLENKE (2006), Kapitel 14.1), enthalt

Satz 11 (Struktursatz fur Produkt- o -Algebren). In dem Produkt-Messraum (>< Qi,®Ai) gilt: Zu

il icl
jedem Ac ® A exigtiert eine abzéhlbare Menge J C | und eine Menge B € ® A, derart, dass
icl jed

giltt A=Bx >I<\J 2., d.h. "A hangt nur von abzahlbar vielen Koordinaten ab".

Die Existenz und Eindeutigkeit eines entsprechenden Produktmalies fir normierte Mal3e garantiert
der folgende Satz (siehe z.B. GANSSLER UND STUTE (1977), Satz 1.9.7):

i€l icl

Satz 12 (Produktma3satz). In dem Produkt-Messraum (>< 0, ® A) mit Wahrscheinlichkeitsmafen

P auf A, i€l gilt: Esexistiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmal3 P auf © A, mit der Eigenschaft

i€l

P(A) = P(Bxieﬁjai):gpj(sj) fir A=Bx X 0, B= X8,

mit B; € A;, je€J C 1, J abzahlbar.

Diese allgemeinen Produktmalie liefern fir die Stochastik das "Herzstiick” der Modellierung,
denn sie geben den formalen Rahmen dafur ab, was wir stochastische Unabhangigkeit nen-
nen. Das bereits in der historischen Vorbemerkung mehrfach genannte Gesetz der Grofien
Zahlen sowie der damit verwandte Zentrale Grenzwertsatz beruhen ganz wesentlich auf die-
sem Begriff; erst diese mathematischen L ehrsatze ermdglichen eine sinnvolle Verbindung zwi-
schen "Theorie" und "Praxis', indem sie Mdéglichkeiten aufzeigen, wie aus "Daten” oder
"Stichproben" Ruckschlisse auf die zu Grunde liegenden Wahrscheinlichkeiten gezogen wer-
den konnen. Ohne den Begriff der stochastischen Unabhéngigkeit gébe es keine schlieffende
Statistik als wissenschaftliche Disziplin und damit letztlich auch keine empirische Uberpriif-
barkeit naturwissenschaftlicher Erkenntnisse.

° Da bei Uberabzahlbaren Indexmengen | i.d.R. keine konstruktive Wohlordnung mdglich ist, ist das kartesische Pro-
dukt XA x X Q. nichtim Sinne einer Reihenfolge zu verstehen; vgl. dazu Seite 5 unten.

jed jeng
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Bemerkung: Produkt-o -Algebren mit Gberabzéhlbaren Indexmengen | besitzen i. Allg. keine
Atome. Wahlen wir beispielsweise Q, :={0,1}, A =P(2) und I =R, so besteht ®.4, nach

iel
Satz 11 genau aus solchen Mengen von Abbildungen f :R — {0,1}, die an hochstens abzahlbar
vielen Stellen "Vorgaben" bzgl. der Funktionswerte machen. So ist beispielsweise

A={f:R—{01}|f(x)=OfiralexcQ}e®A,

aber fir die eindlementige Menge B:={f :R — {0,1}| f (x) =0 fir dllexc R} gilt B¢ ® A. Die
icl
Produkt- o -Algebra ® A besitzt nun keine Atome; dies zeigen wir durch ein Widerspruchsargu-
icl

ment: angenommen, es gabe ein Atom T € ®.A. Dann existieren nach obigem eine hdchstens ab-
iel
zéhibare Menge J C R und eine Menge B € ® A, mit

jed

T=Bx X Q.
i€l\J
Wegen J =R existiert ein k e R\ J; wir setzen K:=J®{k} und C,:={0}. Die nicht-leere
Menge
S:=BxC, X Q

iel\K

liegt dann ebenfallsin ® A, mit SCT : Widerspruch zur Atom-Eigenschaft von T!

i€l

Insbesondere folgt hieraus, dass alle einelementigen Mengen {g} mit g ¢ X, keine Atome von

® A sind. Fur das Folgende wollen wir mit O die Nullabbildung auf R bezeichnen. Wahlt man

icl

jetzt speziell die von der Produkt- o -Algebra @ A, und der Nullabbildung gemeinsam erzeugte o -
icl

Algebra B::U(.@I)“Ai U{O}), S0 besitzt diese das Atomsystem 7 ={{0}}, welches weder er-

schépfend noch vollstandig im Sinne von Definition 4 ist.

Die vorangehende Bemerkung zeigt damit auch, dass Satz 4 i. Allg. fur tberabzahlbare Indexmen-
gen nicht gilt; alerdings bleibt Satz 4 fir abzahlbare Indexmengen richtig, wie man sich anhand
von Satz 11 leicht Giberlegen kann.
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I. 6. Borel’sche o -Algebra und Lebesgue’sches Mald

In diesem Abschnitt wenden wir uns der mal3theoretischen Behandlung der Begriffe "Lange", "Fl&
che" und "Volumen" sowie deren mehrdimensionaler Verallgemeinerungen zu. Der zu Grunde lie-

gende Raum ist hier 2 =R? mit der Dimension d € N.

Definition 14 (Standard-Intervall / Borel’ scheo -Algebra). Fur a=(a,,---,a,),b=(b,,---,b; ) € R®
heif}t die Menge

L = .:1(ai b

Standard-Intervall im R®. Dabei sei vereinbarungsgemaf’ (a,b]zz fur b<a, a,bR. Dievon
£l = {Ia’b la,b e Rd} erzeugte o -Algebra Uber R® heiflt Borel’sche o -Algebra der Dimension d

und wird Giblicherweise mit dem Symbol B¢ bezeichnet.

Die vidlleicht zunachst eigenartig anmutende Definition des Standard-Intervalls entstand aus dem
Bemihen, "groRere” Intervalle als digunkte Vereinigung "kleinerer” Intervalle darstellen zu kon-
nen. Tatsachlich gilt folgender Sachverhalt:

Lemma 13. Der Erzeuger £° ist in jeder Dimension d € N ein R" abzshlbar tiberdeckender Se-
mi-Ring.

Beweis: Wir kdnnen den entsprechenden Bewels von Satz 8 a) imitieren. Wir zeigen die Aussage
zunachst fir d =1. Die Standard-Intervalle sind hier von der Form 1, = (a,b] mit reellen a <b.

Esist folgendes zu zeigen:
e oc& wegen (ab]=o firb<a, a,beR.
e Seien a,a,,b,b, ¢ R mit a, <b, a, <b,. Dannist
g, falsb <a, oder b, <
an s :<a1’b1]m<a2’b2]:{(max{ai,az},min{bl,bz}], fauszl2 <bi und a12< b? €&,
d.h. £ ist durchschnittsstabil (die tbrigen Félle sind trivial).
Seien a,,a,,b,,b, € R mit a, <b,, a, <b,. Dannist

, falsa, <a, undb <b
Ial’bl\lazvbz :(ai’bl]\(aZ’bz]:{( 258 1 2

1

a,,a,]®(b,b,], falsa,>a, oderb, >b, €

d.h. die Mengen-Differenz von Standard-Intervallen ist als digunkte Vereinigung anderer Stan-
dard-Intervalle darstellbar (die Ubrigen Félle sind trivial).

Insgesamt ist also £* ein Semi-Ring tber R*.
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Sei nun d €N beliebig. Es ist trividlerweise @€ £° und £ durchschnittsstabil nach Lemma 1
wegen

Ly N1

I>d<l(a,,b,]] [. X ] { Wb]N(c.d;]} €€ fir a,b,c,deR?.

e&l

Fir die Mengendifferenz geniigt es wegen I, \l., = 1I,,\(I,,N1.4) nur den nicht-trivialen Fall
leq €l dh a <c <d <b fr i=1---,d zu betrachten. Zur Abkirzung benennen wir die
Intervalle A =(a;,c], C;:=(c,,d;], D, :=(d;,b], i=1---,d. Danngilt:

>d<(A ®Ci®Di):@{%1Ei |[Vi=1---,d: E E{A’Ci’Di}}'

i=1

d.h. 1, ist darstellbar als digunkte Vereinigung von maximal 3 Standard-Intervallen, unter denen

d
lq = .>_<1Ci as Speziafall auftritt. Esfolgt
d d
Iayb\lcvd:@{}_ﬁEi |Vi=1---,d: Eie{A,Ci,Di}}\}flCi,

d.h. 1,,\1, ist darstellbar as disjunkte Vereinigung von maximal 3" —1 Standard-Intervallen.

Damit ist insgesamt gezeigt, dass £ ein Semi-Ring tber R? ist. £° ist auch R? abzshlbar tiber-
deckend wegen

><c>_

o0
=Ux(
no1!

Damitist allesbewiesen. m

Es ist interessant zu untersuchen, welche Mengen die Borel’sche o -Algebra insgesamt umfasst.
Mit Hilfe des Auswahlaxioms werden wir spéter zeigen, dass B¢ = (‘) ist.

Satz 13. Die folgenden Mengensysteme sind — neben anderen — ebenfalls Erzeuger der Borel’ schen
o -Algebra B¢ :

&y :={0C R’ |0 offen}
£ :{ACRd |Aabgesch|ossen}
& ={K CR’|K kompakt}.
d
Insbesondere enthdlt B¢ auch alle "gemischten" Intervalle | der Form I:_>7<1Ei mit

E, €{(a.b).(a.b].[a.b),[a.b]} und wird auch von den entsprechenden Mengensystemen er-
zeugt.
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Beweis: Wir zeigen zunachst &° Ca(E“) und &5 Co (&), woraus o(&y)=B" folgt. Sei also

I, —><(a b] vorgegeben. Es ist >< a,,b ] ﬂx[a b += ]60(83) und damit Sdga(éfg).

Sei umgekehrt O eine beliebige nicht-leere offene Menge im R®. Dann l&sst sich (wegen der
Dichtheit von Q° in R?) O darstellen as abzahlbare Vereinigung nicht-leerer offener Intervalle

der Form ><(a b). Fir ein solches Intervall gilt aber auch >< a,b) U><1[a b —Q] mit

§ <b—a,i=1--d. Alsoistauch & C o (£?) und somit o (&5 )= B,

Ferner ist 0(8;’): a(é’c‘,’): B¢, weil die abgeschlossenen Mengen die Komplemente der offenen
Mengenim R sind und umgekehrt,und jede & -Algebra durchschnittsstabil ist.

Schliefdich ist 0(5,3):0(52):6", weil jede kompakte Menge im R? abgeschlossen und be-

o0 d
schrénkt ist und fiir jede abgeschlossene Menge AC R gilt: A= U[Aﬂ ,><1[—n, n]] :
n=1 =

kompakt

Die restlichen Aussagen ergeben sich auf analoge Weise, indem man die entsprechenden Approxi-
mationen fur den linken bzw. rechten Intervall-Endpunkt vornimmt. m

Insbesondere enthélt B¢ also alle einelementigen (da kompakten) und damit auch alle abzshlbaren
Teilmengen von R?. Demnach existiert fir B¢ auch ein vollstandiges Atomsystem 7¢, welches
durch

:{{w}|wERd}

gegeben ist. Allerdings ist dieses Atomsystem nicht mehr abzahlbar und auch nicht erschépfend,
weil hier nur

o(T?)={ACR’|A~, N oder A° ~, N}

gilt (sog. o -Algebra der abzéhlbaren Komplemente), welche offensichtlich nicht mit B¢ identisch
ist, weil z.B. weder (—o0,0)€ &5 noch [0,00) € &, abzéhlbar sind. Damit ist die Borel’sche o -

Algebraeinein jeder Hinsicht nicht-triviale'® o -Algebra tiber R°.

Wir wollen jetzt zeigen, wie die anschaulichen Begriffe "Lange", "Flache" und "Volumen™ mit e-

nem geeigneten MaR auf der Borel’schen o -Algebra B° in Zusammenhang gebracht werden kon-
nen.

19 Eine "konstruktive" Beschreibung der Borel’ schen o-Algebrafindet man z.B. in BILLINGSLEY (1986), S. 26ff.
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Definition 15. Die fur Standard-Intervalle vermoge

m¢(I,,)=m’ a,,b,] f[ ), abeR?, a; <b, fur j=1,--.d

i=1

erklarte Mengenfunktion m® heift Elementarinhalt auf dem Semi-Ring £°.

Der Elementarinhalt fallt also fur Standard-Intervalle und fir die Dimensionen d =1,2,3 gerade
mit den Begriffen "Lange", "Flache" und "Volumen" zusammen. Mit Hilfe des "grof3en" Fortset-

zungssatzes 7 1Rt sich der Elementarinhalt nun eindeutig auf die Borel’ sche o -Algebra B® fort-
setzen. Wie schon fruher angekindigt, werden wir diesen Prozess hier einmal exemplarisch aus-
fahrlicher darstellen. Zuvor benétigen wir allerdings noch ein Hilfsresultat aus der Analysis.

Lemma 14. Fir beliebige reelle Zahlen x,,---,x, >0und 0<6 <1 gilt:

(% +6)—

L=
e
:]Q

] (% +1).

Beweis: Wir zeigen die Behauptung mit vollstandiger Induktion nach d. Fir d =1 reduziert sich
die Ungleichung auf

(% +8) =% =06<6-(x +1),

was wegen x, > 0 richtig ist. Es gelte die Behauptung nun fur ein d € N. Esfolgt dann

d.h. die Aussagegiltauchfir d +1. =

Satz 14 (Fortsetzungssatz fur den Elementarinhalt). Es existiert genau eine Fortsetzung des Ele-
mentarinhalts m® von £ auf die Borel’sche o -Algebra B zu einem o -endlichen MaR. Dieses
wird unter Beibehaltung der Notation m® al's Lebesgue-MaR bezeichnet.

Beweis: Nach Satz 7 bleibt nur noch zu zeigen, dass m [ ] Zm gllt fur alle paarwei-

se diiunkten Mengenfolgen {S,}  C & mit der Eigenschaft @Sn €&, denn &Y ist ein Semi-
n=1

Ring nach Lemma 13 und m® erfiillt per Definition die Eigenschaften m® (2)=0 und m* >0;

ferner ist R® = U>§ —n,n] mit m [>d<( n,n]]:(Zn)d < oo, d.h. der Elementarinhalt ist auf
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£® o -endlich. Wir schlagen dazu einen kleinen Umweg iber ein Kompaktheitsargument ein, das
urspriinglich auf Emile Borel zuriickgeht.

Zunéchst zeigen wir, dass m? (endlich) additiv auf £° ist. Fir d =1 sieht man das etwa so: ist
S,=(a_pa]firiel={1---,m} mitmeN und a,<a, <--<a,, SOist

DS, =(ay,a,] mit > "m* (Si)zzm:(ai —a,)=a,—a,=m" (@Si).

icl i1 i€l

Man mache sich klar, dassfir d =1 alle digunkten Zerlegungen von Standard-Intervallen in Stan-
dard-Tellintervalle auf diesen Darstellungstyp zurtickgefihrt werden kdnnen. In héheren Dimen-
sionen kann man ahnlich argumentieren, alerdings ist die Situation hier etwas komplizierter. Die
nachfolgende Graphik zeigt dies anschaulich fir den Fall d = 2:

Sy A A,
= A,
S A
o8 A,
Ss As A,

Im linken Bild lassen sich nicht direkt zwei benachbarte Standard-Intervalle durch Vereinigung zu
einem (gréReren) Standard-Intervall vereinigen. Man benttigt dafir einen oder mehrere geeignete
Hilfsschnitte wie im rechten Bild. Damit wird es jedoch méglich, konsekutiv je zwel benachbarte
Standard-Intervalle zu einem (grofReren) Standard-Intervall zu vereinigen; hier etwa so:

$,@8,®5,0S,0S,={AcA)e(AdAdA)o(ADA)

Es bleibt daher nur zu zeigen, dass die Additivitat von m® fir zwei "benachbarte” disunkte Stan-
dard-Intervalle, die durch Teilung eines grofReren Standard-Intervalls entstehen, gewéhrleistet ist.
Fir das obige Beispiel folgt dann etwa, wie gewtnscht:



|. Mafdtheoretische Grundlagen

m* (8,08, 08,08, 05)=m’({(ADA)B(AADA) O (AGA)
m?(A®A)+m* (ACAGA)+m* (ADA)

= m(A)+m*(A)+m*(A) +m*(A)+m?(A)+m?(A)+m*(A)
= m?(A)+m(A)+m* (A)+m(A)+m?(A)+m*(A)+m?(A)
= m?(Sy) +m*(S;) + m*(Sg) + m*(S, ) + m(S,).

d
Sei dso I,, = .>7<1(ai,bi] gegeben. Eine Aufteilung in zwei Teilintervalle ist dann bestimmt durch
die Angabe enes Index je{L---,d} und eines Cje(aj,bj], so dass mit

é:=(a1,-~,ajfl,c.,a. 1,~--,ad) und 6::(b1,~--,b.71,cj,bj+l,~--,bd) folgt:

J

o :.X(ai’bi]:

X (a, b]] I

i=j+1

.1<a b]] ((aj,cj]@<cj,bj]>

~[{1t6-2)|(5-a,)

ﬁ<bi—a»]:ﬁ(bi—ai):md(ua,b).

i=j+1 i=1
Damit ist aber die Additivitét fir einen Teilungsschritt gezeigt und damit letztlich auch die (endli-
che) Additivitat von m® auf dem Semi-Ring £°.

Wir zeigen nun zum Abschluss, dass m® auf dem Semi-Ring £ sogar o -additiv ist. Mit Hilfe des
grofien Mal¥fortsetzungssatzes (Satz 7) folgt dann, dass der Elementarinhalt (der damit ein o -
endliches PramaR auf £° ist) in eindeutiger Weise zu einem Mal3 auf die Borel’sche o -Algebra
fortgesetzt werden kann, was die Aussage des Satzes 14 bewelist.

Sei aso {S,}  C&° eine Folge paarweise disjunkter Mengen mit S ::@Sn c&’. Jede dieser
n=1
Mengen ist ein Standard-Intervall, 0.B.d.A. etwa der Form

S=1,, mita=(a,,a,),b=(b,-.by) und
S, =1, , mita, =(a,,.a,), b, =(b,,--,b,) und a, <b , 1<i<d, neN.

in?

Wir betrachten die daraus abgel eiteten offenen Mengen
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Sy (e)=X(a, —¢,.b, +¢,)

n n?™in
i=1

sowie die grofieren Standard-Intervalle

n?™~in

In(g)::i%l( —e,.b, +¢,] mite, ::%fﬂrfest&Sse

o,l].
2

Mit der Setzung M

d
=] (b —a +2=+1) folgt nun nach Lemma 14

i=1
m’ (1, (¢))—m?(S,) < 2e,M (e) furale neN und ee[o,%].

Wir betrachten jetzt das kompaktifizierte Intervall S (d.h. S vereinigt mit der Menge seiner H&u-

fungspunkte, also hier: mit seinem Rand). Wegen S; (¢)> S, firalleneN und e € 0%] bildet

also die Folge {S;’ <€)}neN fir jedes € € eine offene Uberdeckung von S; da S aber kom-

02
2

pakt ist, existiert bereits eine endliche (aber i. Allg. von ¢ abhéangende) Indexmenge | C N mit

Damit erhalten wir aber aufgrund der Monotonie und Subadditivitét von m® auf £¢ folgende Un-
gleichungskette:

d S)SZmd< ) Zm )+2M (e Zs <Zm 2 )+2:eM (e )fUrjedesaE[O,%]

i€l i€l icl

und damit

> mi(s (@si)gmd (S)

i€d

und damit durch Grenzwertbildung

Insgesamt erhdlt man also m“ (S) = imd (S,), waszu zeigenwar.
n=1
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Eine charakteristische Eigenschaft des Lebesgue-Mal3es ist seine Translationsinvarianz, die Gegen-
stand des nachfolgenden Lemmasist.

Lemma 15. Das Lebesgue-MaRR m* ist translationsinvariant, d.h. es gilt
m® =(m?)" mit den Abbildungen T, :R® — R’ :x - x +a fir jedesfeste a € R”.

Beweis: Esqilt

(T, )71(|b,c)= ly oo fUraleab,ccR".

a

Nach Lemma 10 sind a'so alle Abildungen T, messbar, mit

d d

[T(ci—b)=]]((c:—a)—(b—a))=m"(l, .. .)=(m )Ta (Toe)=m"(1,,).

i=1 i=1

Da m® und (md )Tﬁ auf dem erzeugenden Semi-Ring £° Ubereinstimmen und dort o -endlich sind,

stimmen sie also nach dem grofRen Mal¥fortsetzungssatz 7 und Lemma 13 auch auf ganz B¢ ber-
en. =

Man kann zeigen, dass die Eigenschaft der Trandationsinvarianz zusammen mit der Forderung,
d

dass das Einheitsintervall _z<1(0,1] das MafR3 1 besitzt, das Lebesgue-Mal? m* eindeutig festlegt. Es

ist dariiber hinaus das einzige (derart normierte) MaRR auf B¢, welches kongruenzinvariant ist (also

z.B. auch invariant gegentiber Drehungen und Spiegelungen).

Mit Hilfe des Lebesgue-Males und des Auswahlaxioms™ kénnen wir nun wie angekiindigt zeigen,
dass die Borel’ sche o -Algebra nicht mit der Potenzmenge ‘B(Rd) zusammenfallt.

Satz 15 (Vitali 1905). Fir jedes d € N gilt: B® = B(R?).

Beweis: Wir definieren die folgende Aquivalenzrelation: x ~y :< x—y cQ fir ale x,y € R°.
K sei eine Reprasentantenmenge dieser Aquivalenzrelation. Dann zerfélt R in (paarweise dis-
junkte) Aquivalenzklassen der Form k +Q° mit k € K. Zu k € K existiert aber ein eindeutig be-

stimmtes ne€Z® mit kel

n,n+1?

d
wobel 1=(L1---,1) € Z* bezeichne. Dann ist k~k—nez<l(0,1],

d
so dass wir also 0.B.d.A. sogleich annehmen kénnen, dass K C Z<1<0’1] gilt.

Wenn wir nun annehmen, dass K € B° gilt, erhalten wir mit der gerade gezeigten Translationsin-
varianz des L ebesgue-Mal3es folgenden Widerspruch:

! Bezgl. der Notwendigkeit des Auswahlaxioms fiir den Nachweis der Existenz nicht-Borel’ scher Mengen vgl. die
Ausfihrungen in BENEDETTO (1976): Real Variable and Integration, Teubner Verlag, Remark 1, S. 50 und ELSTRODT
(1996), S. 98.
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R =@ (k+Q")=D D {k+y}= EBGB{k+y} EB(y+K) mit

keK keK ye@

o=m'(R')=m [ye(@ y+K] Smi(y+K)=> m'(K

yeQ® yeQ®

also muss m® (K) >0 sein. Andererseitsist @ (y+ K)g_>d<(0,2], so dass
veQinfod

S omiK)= Y miy+K)=m'| @ (yrK)|<m’ [%1(0,2]]:? <0
yeQ®nx (01 yeQ?n 03] yeQinx (01

folgt: Widerspruch, da die linke Summe unendlich viele gleich groRe positive Summanden m* (K)
enthdlt! Folglich kann K keine Borel’ sche Menge sein, womit die Behauptung bewiesenist. ®

Die gerade nachgewiesene Existenz nicht-Borel’ scher Mengen in R? kann zu geradezu absonderli-
chen Paradoxien fihren. So ist es nach einem beriihmten Satz von Banach und Tarski aus dem Jah-

re 1924 moglich, eine Vollkugel vom Radius 1 im R® derart in endlich viele (1), disjunkte (aber

notwendigerweise nicht-Borel’ sche) Mengen zu zerlegen und durch geeignete Bewegungen im R®
derart disunkt wieder zusammenzusetzen, dass dabei zwei (!) digunkte Vollkugeln vom Radius 1

(oder, noch abstruser, 1000 Vollkugeln vom Radius 10°) herauskommen!

Einen anderen Beweis von Satz 15 findet man z.B. in BILLINGSLEY (1986), S. 26ff. Dort wird in
Aufgabe 2.22 bemerkt, dass B zu R (bzw. &quivalent: zu R?) gleichméchtig ist (vgl. auch EL-

STRODT (1996), S. 17 und S. 73). Damit kann B° aber nicht mit der Potenzmenge von R? iberein-
stimmen, da R’ und 9B3(R*) nicht gleichméchtig sind.

Unter Verwendung der eingangs erwahnten Kontinuumshypothese kann man ferner noch zeigen,
dass ein endliches (oder allgemeiner o -endliches) Mal3 i, welches auf ganz ‘B(Rd) definiert it,

notwendig diskret in dem Sinne ist, dass dann eine abzihlbare Menge M C R existiert mit
1(M*)=0. Insbesondere existieren damit auf B(R°) als Definitionsbereich ausschlieRlich dis-

krete Wahrscheinlichkeitsverteilungen (vgl. PLACHKY (1980), Abschnitt 1.1).

Zum Abschluss wollen wir nur noch bemerken, dass sowohl die Borel’sche
o -Algebraals auch das L ebesgue-Mal? Produktstruktur besitzen, d.h. es gilt

B =®B% und m'=@m® furdle d,,,d, €N mitd=>d, neN.

i=1 i=1 -1
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I. 7. Das Lebesgue-Integral

In diesem Abschnitt werden wir in Grundziigen die Lebesgue’sche Integrationstheorie entwickeln,
die in der Stochastik u.a. fiir eine einheitliche Behandlung des Begriffs des Erwartungswerts von
Zufallsvariablen wichtig ist, der im schon genannten Gesetz der groen Zahlen eine wesentliche
Rolle spielt.

Definition 16. Es sei (€2,.4) ein Messraum und 4 € A ein Ereignis. Die durch

1, falls we 4

Iy w—
0, falls w¢ 4

definierte reellwertige Funktion hei3t Indikatorfunktion zum Ereignis 4.

Die Indikatorfunktion 1, zum Ereignis 4 € A ist natiirlicherweise (.A-B : ) -messbar, denn es gilt:

@, (a,b]n{0,1}=2
(1) " ((a,b])) = j;’ Ezggggjg} € A fiir alle reellen a < b,
Q,  (a,0]2{0,1}

was nach Lemma 10 zum Nachweis der Messbarkeit ausreicht.

Definition 17. Es sei (€2,.A) ein Messraum und f eine messbare, reellwertige Funktion auf €2 mit
endlichem Wertebereich f(Q2). Dann heiit f* Elementarfunktion.

Lemma 16. Es sei (£2,.4) ein Messraum und f eine (A-Bl)-messbare Elementarfunktion auf (2.
Dann besitzt f'eine (i. Allg. nicht eindeutig bestimmte) Darstellung

fw)= Zn:ai]lAi (w), wefd
i=1

mit n€N, a,...,a, R, 4,...,4, € A. Umgekehrt ist jede Abbildung f mit einer solchen Dar-
stellung eine Elementarfunktion.

Beweis: Es sei f(Q)={a,,~--,a,} CR. Wegen der Messbarkeit von f liegen dann die Mengen
A= f" ({ai }), i=1---,n in A und bilden eine disjunkte Zerlegung von €. Zu jedem w €
existiert daher ein eindeutig bestimmter Index & mit w € 4,, mit 1 4 (w)=1 und 1 4 (w)=0 fiir

i =k, so dass

fw)y=a, = Zai 1 (w),
i=l
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wie behauptet. Umgekehrt ist sofort ersichtlich, dass f* hochstens n+1 verschiedene Werte (ggf.
etwa auch die Null) annimmt, also eine Elementarfunktion ist.

Die im Beweis benutzte eindeutige Darstellung fiir f, die auch als kanonische Darstellung be-
zeichnet wird, ist aber i. Allg. nicht die einzig mdgliche Darstellung von f, jedenfalls dann nicht,
wenn 2 mehr als n Elemente enthélt und die o -Algebra A entsprechend reichhaltig ist. Es exis-
tiert dann ndmlich wenigstens ein Index k so, dass das Urbild 4, mindestens zwei Elemente ent-

hilt, also ggf. eine disjunkte Darstellung 4, = 4,, © 4,, mit nicht-leeren messbaren Mengen
4

il

4, € A erlaubt. Damit ist aber z.B. auch die formal andere Darstellung

n
f= lea,.nA[ taly Fal,
ik

moglich. ®

Satz 16. Es sei (£2,.4) ein Messraum und { I }neN eine punktweise nach oben beschriankte Folge

nicht-negativer (,A-Bl)-messbarer Funktionen auf 2. Dann ist auch f :=sup f, <A-Bl)-messbar.
neN

Umgekehrt ist jede nicht-negative reelle (A-Bl)-messbare Funktion auf €2 als Supremum einer

monoton wachsenden Folge nicht-negativer, punktweise nach oben beschrinkter Elementarfunkti-
onen darstellbar.

Beweis: Es ist

f1<(a,b]):{w€§2|a<sup fn(w)gb}:{weQBup fn(w)gb}\{weQBup fn(w)ga}

neN neN

=N{wel fw) <\ ({weQl f(w)<a}e A

eN eN
! €A ! cA

fiir alle reellen @ <b (beachte: (—oo,b]= | J(—k +b,b] € B'). Dies zeigt den ersten Teil.

keN
Fiir die Umkehrung wéhlen wir die Elementarfunktionen

n2" .

-1 .
f = 217][4” +nll, mit
i=l

A, ::{w€Q|12;nl<f(w)§§} fir 1<i<n2" und B, ::{w€Q|f(w)>n}, neN.

Aufgrund der Messbarkeit von f sind alle Mengen 4, und B, Elemente von A, mit

0<f <f und sup f, = f,
neN

wie behauptet. W
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Satz 16 besagt also, dass die nicht-negativen (A-Bl)-messbaren Abbildungen genau die sind, die

sich als Suprema monoton wachsender Folgen von Elementarfunktionen darstellen lassen. Die
nachfolgende Skizze zeigt, wie die monotone Approximation im Prinzip funktioniert.

. f (W)

Lemma 17. Es sei (€,.4) ein Messraum und f eine reelle, (A-Bl)-messbare Abbildung auf €.
Dann sind der Positivteil f' :=max {0, f } und der Negativteil f :=—min {0, f } ="
A-B' -messbare Funktionen auf 0, mit f = " — /.

Beweis: Es ist

a+b—|a—b|

fir a,b € R.
2

max {a,b} = W

und min {a,b} =
Damit sind max{-,-} und min{-,-} stetige und damit B’-B'-messbare Funktionen'? zweier

Variabler, so dass f* und f~ als Komposition messbarer Abbildungen messbar sind. Die Bezie-

hung f = f* — f~ ergibt sich durch Fallunterscheidung. m

"2 Eine Abbildung R* — R' ist genau dann stetig, wenn die Urbilder offener Mengen offen sind. Die Messbarkeit folgt
somit aus Satz 13.

51



I. MaBtheoretische Grundlagen

Satz 17. Es sei (€2,.4) ein Messraum, f, g und { I }nGN seien reelle (A—Bl)—messbare Abbildun-

gen. Dann sind auch folgende Abbildungen messbar:

a) f+g, f—g [-g é (falls g = 0), max(f,g), min(f,g),

b) sup f,, in£I f, (falls { I }neN punktweise nach oben bzw. nach unten beschrénkt),
ne

neN

c) limsup f,, liminf f,, und lim f, (falls { I }neN punktweise beschrinkt bzw. konvergent),

n—0o0

d) > f, (falls absolut konvergent).

neN

Beweis: Teil a) folgt aus der Tatsache, dass fiir jede stetige (und damit messbare) Abbildung
H:R*> — R auch H(f,g) als Komposition messbarer Abbildungen messbar ist. Die angegebenen

Verkniipfungen +,—,x,+,max,min sind aber stetig auf R’. Teil b) folgt aus Satz 16 mit

}1116112 fn:—sup(— fn) Fir Teil c¢) argumentiert man so: es ist limsup f, :irég sup f, und
neN n—0o0 m n>m

woraus der erste Teil der Behauptung nach Teil b) folgt. Ist ferner

no

liminf f, = sup inf
n—o0 meN n>m

f = lim f, der punktweise Grenzwert der Folge, so ist auch f =limsup f, =liminf f , also f

n—oo

messbar. Teil d) ist ein Spezialfall von c) fiir Partialsummenfolgen. ®

Gelegentlich ist eine Erweiterung des Wertebereichs messbarer Abbildungen von R auf
R::RU{—oo,oo} notwendig. In diesem Fall sind die iiblichen Rechenregeln geeignet zu
modifizieren (vgl. etwa ELSTRODT (1996), Kapitel 111, §4), und statt B' ist die groBere o-Algebra
Elza(Bl U{{—oo},{oo}}) zu Grunde zu legen; entsprechend fiir hdhere Dimensionen. Satz

17 b) ist dann ohne Einschrankung giiltig, Satz 17 d) ohne Einschrinkung fiir f, > 0. Satz 16 und
Lemma 17 gelten sinngemal.

Wir kommen jetzt zum formalen Aufbau des Lebesgue-Integrals, der sich in drei konsekutiven
Schritten vollzieht.

Definition 18. Es sei (€2,.4, 1) ein Maflraum und f'eine Elementarfunktion mit einer Darstellung

f(w):i:aill/li(w), wel)

i=1

wie in Lemma 16. Dann ist das p-Integral (Lebesgue-Integral) von f'definiert durch

ffd,u ::Zai ,u(Al-).
i=l
Insbesondere gilt

f 1, dp=p(A) firalle A€ A
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Lemma 18. Unter den Voraussetzungen von Definition 18 gilt:

a) Das p-Integral ist wohldefiniert, d.h. es ist unabhéngig von der speziellen Darstellung von f.

b) Das p-Integral ist linear und monoton auf der Menge der Elementarfunktionen, d.h. es gilt

faf+6gdu=affdu+ﬁfgdu
fiir alle o, 5 € R und Elementarfunktionen f,g sowie
[fdu< [gdp fir f<g.

c) Das pu-Integral ist auch linear und monoton auf der Menge der Malle auf A, d.h. ist v ein wei-
teres Mal auf A, so gilt

ffd(a,u—l—ﬁu):affd,u—l—ﬂffdy

fiir alle , 5 > 0 und Elementarfunktionen f sowie

ffdugffdu fiir v < und £ >0.

Beweis:

n m
a) Sei f=> al, =Y by mit a,,a,b, b, R, 4,-,4,B,-,B €A meN. Wir
. ! . J

n+m
setzen Anﬂ. ‘=B, fir j=1,---,m und betrachten die Menge © := {ﬂ C
i=1

C e {Ai,Af}} aller

Durchschnitte aus 4, -Mengen und deren Komplementen. Die Elemente von © sind dann of-
K

fensichtlich paarweise disjunkt, und f besitzt genau eine Darstellung f = ch 1p, mit reel-
k=1

len Koeffizienten ¢,, k =1,---,K =2""™ und D, € ®. Es folgt

¢, = Z a, fur k=1,---,K und somit

i:D,C4;

San(4)=3u T uDk:i[z_a,-uD

Aus Symmetriegriinden folgt analog

Z’::lbj,u(Bj) :éck ,LL(Dk)

und damit die Behauptung.

b) Sei f = Za]lA,g Zb Ig . Dannist af 4+ 8g = Zaa]lA +Zﬁb13,als01st

J=l1 J=l1
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[af+Bgdn=>aan(4 +Zﬁbu V=a [ rdu+5 [ gdp
i=1

Die zweite Behauptung ergibt sich aus folgender Uberlegung: die Differenz g — f ist ebenfalls
k
eine Elementarfunktion, etwa der Form g— f = ch le. mit ¢; >0, j=L--,k€N. Also ist

J=1

fgd,u—ffd,u:f g— f dp= Zc u( >>0 woraus die zweite Behauptung folgt.

c) Es ist unmittelbar einsichtig, dass mit x4 und v auch au+ B ein MaB ist, mit der Eigenschaft
(g + Br)(A) = ap(A) + Br(A) fiir alle 4 € A. Es folgt

ffd(a,u—i—ﬁy):iai(a,u—i—ﬁu)(Ai):Zn:(aai,u( )—l—ﬁa v affdu—i—ﬁffdu

i=1

Die zweite Behauptung folgt aus der Uberlegung, dass bei v < und f >0 gilt: a,---,a, >0

n

und somit

ffdu:;aiy <Zau ffd,u [ ]

Lemma 19. Es sei (€0, .4, 1) ein MaBiraum und f eine nicht-negative reelle (.A-Bl)-messbare Ab-

bildung. Dann gilt: sup f g,dp=sup f h,d . fiir alle monoton wachsenden Folgen {gn}

neN neN

{h, }nGN nicht-negativer Elementarfunktionen mit f =supg, =sup#,.
neN neN

neN’

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass f g, dp<sup f h, dp fiir jedes n € N gilt; entsprechend ist
keN

dann auch fh du<supfgk dy fir jedes n € N. Sei etwa g, von der Form g, = Zb Iy .

keN = .

Fiir « €(0,1) und k €N sei ferner

C, = {w€Q|hk(w)Zagn(w)}:({weQMk(w)ZO}ﬂ{w€Q|gn(w):O}>U

U {w€Q| (w)>a}m{we§z|gn(w)>o}

n

Dann ist C,, € A fiir alle k € N. Die Monotonie der Folge {A, } 4oy impliziert aber die Monotonie
der Mengenfolge {C,, }keN mit UC,m =) bzw. U(Bjn N C,m) =B,,. Ferner ist h, >a g, . mit
k=1 k=1

der Schlussfolgerung
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m, m, m,
=3t B = 3 1) =3 BB 1o =00 f e

woraus

sup | iy dp>sup | ag e dp=o| g,dp
keka keNf G f

folgt. Da a €(0,1) beliebig war, folgt somit zunéchst f g, dp<sup f h, dp fiir jedes n €N, wie
keN

behauptet. Damit erhalten wir aber

sup | g, dp<sup | hydpu<sup | g,dp
neNf keNf . ZeNf !

und damit die Aussage des Lemmas. H

Definition 19. Es sei (€, .4, ) ein Maliraum und f eine nicht-negative reelle, (A-Bl)-messbare

Abbildung. Dann ist das nach Lemma 19 von der approximierenden Folge unabhéngige pu-Integral
von f definiert durch

ffdutzsupfg,, dpu,

neN

wobel { g, }neN eine beliebige monoton wachsende Folge nicht-negativer Elementarfunktionen mit

f=supg, ist.

neN

Definition 20. Es sei (€2,.4, 1) ein Mallraum und f eine beliebige reelle, (A-Bl>-messbare Abbil-

dung. Dann ist das p-Integral von f definiert durch
[raw={raun- [ an,

sofern mindestens eines der beiden rechten Integrale endlich ist. In diesem Fall heillt f u-

integrierbar. Sind beide rechten Integrale endlich, so heilit f* eigentlich p-integrierbar. st ferner
A€ A, so bezeichnet

ffdu::ff-llAdu.
4

Alternativ schreibt man auch: f fdu= f f(w) u(dw); diese Schreibweise ist insbesondere bei

Produktmaflen von Vorteil, weil damit eine eventuelle Integrationsreihenfolge eindeutig bestimmt
ist.

Wir listen im Folgenden kurz die wichtigsten Eigenschaften des Lebesgue-Integrals, die sich relativ
problemlos zeigen lassen, nur mit Beweisskizze auf.
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Lemma 20. Es sei (€,A,n) ein Mallraum, f und g seien reelle, (A—Bl)—messbare, L=
integrierbare Abbildungen. Dann gilt:

a) faf—kﬁgd,u:ocffd,u—kﬂfgd,u fiir alle o, 3 € R (im Falle der Existenz)
b) f<g= [fdu< [edn
o | [rau|< [|r]dn
d) VA€ A: u(4)=0 = ffduzo
/

e) f>0 und ffdu:O = =0 yu-fast iiberall
f) f =g p-fastiiberall = ffdu:fgdu
g) VAe A: ffdugfgd,u = [ <g up-fastiiberall

4 /
h) VAe A: ffdu:fgdu = [ =g p-fast iiberall

1) Ve>0: ,u({w € Q| | f(w)|> 5} f| f| du (Markoff-Ungleichung).

Beweisskizze: Teil a) folgt sofort aus der Definition des Integrals. Fiir Teil b) betrachte man
g—f >0, so dass f(g—f)d,u> 0. Teil c) folgt aus der Darstellung |f|:f+ + /. Fiir Teil d)

sei { I } oy cine Folge nicht-negativer Elementarfunktionen mit | f |=sup f,. Dann ist jedes f,

ffdu

fiir alle » € N und damit auch f|f|d,u:supffn d,uzO, also ffdu:O nach Teil c¢). Fiir
U neN p f

beschrinkt, etwa durch M, > 0. Es folgt

=0, also ffnd,u 0

Teil e) wihle A4, ::{w€Q|f(w)>l}€A,dann gilt Oszduszd,uzlu(An), also
n A” n

1(4,)=0 fiir alle n€N und damit auch p

UAn] =0, woraus f =0 p-fast iiberall folgt. Fiir

n=1

Teil f) wihle 4:={weQ| f(w)=gw)}={weQ|(f—g)w)=0}c A mit (4)=0; dic Aus-
sage folgt jetzt aus Teil d) wegen f(f—g)duzf(f—g)d,uzo. Fir Teil g) wihle
A

An::{w€Q|f(w)—g(w)>l}eA, dann ist p(4,)=0 wegen ffdqu[g+l]dp:
n n

A’I
f gdu+— 1 u )> f fdu+— 1 u(An), woraus die Behauptung wie unter e) folgt. Teil h) folgt
aus Teil g),da | fdu= | gdp mit | fdu< | gdp und | gdpu< | fdp gleichbedeutend
[ Ja i J s Jredyund fadnz |

ist.
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Die Markoff-Ungleichung (Teil c)) folgt mit der Wahl A4:= {w€Q|| f(w)|> E}G.A aus
Jir1an= [1f1dpze [ du=cuco. =
A A

Wir zeigen jetzt einen der wichtigsten Konvergenzsitze der Integrationstheorie, der auf Beppo Levi
aus dem Jahr 1906 zuriickgeht.

Satz 18 (Satz von der monotonen Konvergenz). Es sei { I }neN eine monoton wachsende Folge

nicht-negativer reeller (A-Bl ) -messbarer Abbildungen auf einem Mafiraum (€2, .4, ;). Dann gilt:

fli_)mfnd,u:fsupfnd,u:supffnd,u: 1meﬁ1du.

neN neN

Beweis: Zu jedem f, existiert eine monoton approximierende Folge { for }keN nicht-negativer Ele-

mentarfunktionen mit f, =sup f,,. Dann ist aber auch g, :=max{f, .-, f, } fir jedes n€N
keN
eine nicht-negative Elementarfunktion (die Messbarkeit ergibt sich etwa aus Satz 17 a)), die eben-

falls in » monoton wachsend ist mit g < f, und somit auch g, < f :=sup f, fiir alle » € N. Ande-
keN

rerseits ist aber auch f, <g <supg, fir alle n>k und somit f =supf, <supg,, also
meN keN meN

f=supf <supg, <f unddamit f =supg, . Insgesamt folgt nach Definition des ;-Integrals

neN meN meN
supg, dpp<sup | sup fydp= | sup frdp= | fdu=sup [ g,du
f neN neN f keN g f keN g f neN f

Ssupfsupgk duzfsupgk dp
neN keN keN

und damit iiberall Gleichheit, so dass sich insbesondere

ffduzsupfgkduésupffkdugsupfileleﬁ,duzfilelgfnduszdu,

keN keN keN
also

[sup fyydp=sup [ f,du

neN neN

ergibt, wie behauptet. ®

Die Voraussetzung der Monotonie in Satz 18 kann nicht fallen gelassen werden, wie das folgende

so konvergiert {f,} . auf

Beispiel fiir den Mallraum (RI,Bl,ml) zeigt: wihlen wir f, = lll[o >
n o

ganz R' gleichmiBig gegen 0, d.h. es gilt lim f, =0, es ist aber ffn dm' = ! m! ([O,n]) =1.

n—00 n
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Eine einfache Folgerung aus Satz 18 fiir Reihen von Funktionen ist

Lemma 21. Es sei { I }HGN eine Folge nicht-negativer reeller (.A—Bl)—messbarer Abbildungen auf
einem Mafiraum (€2, A, ). Dann gilt:

[ fan=3 [ f.dn
n=1

n=1

Beweis: Folgt aus Satz 18 fiir die Partialsummenfolge «[Z fn} . n
meN

n=1

Eine natiirliche Verallgemeinerung des Satzes von der monotonen Konvergenz stammt von Pierre
Fatou aus dem Jahre 1906.

Lemma 22 (Lemma von Fatou). Es sei {f,} . eine Folge nicht-negativer reeller (A-Bl)_

messbarer Abbildungen auf einem Maflraum (€2, A, 1t). Dann gilt:

fliminffn dyu gliminfffn du.

n—oo n—oo

Beweis: Wegen liminf f, =supinf f, folgt, da die Folge {inf fm} monoton wachsend ist, mit
n—00 neN mzn mzn neN

dem Satz von der monotonen Konvergenz:

f liminf £, dy = f supinf f,, dj = sup f inf £, dp=supinf [ inf £, du
n—oo m>n

neN m= neN neN k>n m>n
gsupinfffk d,uzliminfffn m
neN k=n n—o00

womit alles gezeigt ist. W

Ein weiterer wichtiger Satz liber die Vertauschbarkeit von Limes und Integral stammt von Henri
Lebesgue aus dem Jahr 1910.

Satz 19 (Satz von der majorisierten Konvergenz). Es sei { I }neN eine Folge reeller (A-Bl>_
messbarer Abbildungen auf einem MaBraum (2,4, i), die punktweise gegen die (messbare) Ab-

bildung f konvergiere. Ferner existiere eine nicht-negative (A—Bl)—messbare und eigentlich

p-integrierbare Abbildung g auf (€2, A, ) mit | £, |[< g fiir alle » € N. Dann gilt:

limffndu:fr}inoloﬂldu und nlirgof|ﬁ1—f|du:0.

n—oo
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Beweis: Setze g, =| f'|+g—| f, — f |> 0. Mit dem gerade gezeigten Lemma von Fatou ergibt sich
0< [(1f1+g)dn= [liminfe,dy<liminf [g, dp= [(f|+g)du~timsup [|7,~f|dp
(beachte: es ist 0§f(|f|—|—g)d,u§2fgdu< 00), also gilt

mqw‘ﬂwﬂmmﬁffwuo

Mit Lemma 20 c) ergibt sich nun auch die restliche Aussage. H

Es soll hier noch darauf hingewiesen werden, dass aufgrund von Lemma 20, Teile d) bis h) die Vo-
raussetzungen in Satz 19 abgeschwicht werden konnen zu den Bedingungen "f = lim f, pu-fast

iberall" und "| f'|< g p-fast tiberall".

Auf die einschrinkenden Voraussetzungen in Satz 19 kann nicht verzichtet werden, wie folgendes
Gegenbeispiel zeigt: Sei f, = n~]l(0 %, n € N. Dann konvergiert { I }neN zwar punktweise gegen

f=0, aber es ist ffn dm'=n-m' ((O,y]) =1=0= ffa’m1 fiir alle » € N. Man beachte, dass

Z” ]l[l 1

n=1 nl'n

hier die Abbildung g = sup

zwar (.A B )-messbar ist, nicht jedoch eigentlich

m! -integrierbar wegen fgdm1 = f]l[ T
n n

Sl

5

, 1n+1_

n+1 n
Es gibt in diesem Fall also keine eigentlich m' -integrierbare Majorante.

Mit Hilfe von (Lebesgue-)Integralen lassen sich selbst wieder Maf3e definieren, die vor allem in der
Stochastik eine gro3e Rolle spielen. Dies liegt an folgendem Sachverhalt, der sich sofort aus Lem-

ma 21 ergibt: ist nimlich f eine nicht-negative, A-B'-messbare Abbildung auf einem MaBraum
(€2, A, p), so gilt:

ffduszfﬂAdu foludu fodu
- n=1"y

n=1

fiir alle Folgen paarweise disjunkter Mengen {4,}  C A.

neN —
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Definition 21 (Mafle mit Dichten). Es sei (€2,.4, 1) ein Mallraum und f: (Q,A) — (]R],B]) eine

nicht-negative, messbare Abbildung. Dann wird durch

v(A) ::ffdu firalle A€ A
A
ein Mal} auf A definiert. Die Abbildung f heif3t hier (eine) y -Dichte von v.

Die o -Additivitit von v wurde gerade gezeigt; ferner ist nach Lemma 20 f) und c¢) die Mengen-
funktion v nicht-negativ mit v(&) = 0. Man beachte, dass man hier nicht von "der" Dichte spre-

chen kann, weil jede andere nicht-negative Abbildung g:(Q,A)H(RI,BI) mit g= f p-fast
iiberall das Selbe leistet.

Eine wichtige Rechenregel fiir Integrale nach Maflen mit Dichten gibt

Satz 20. Es sei (2,4, ) ein MaBraum und g:(Q,A)%(Rl,Bl) eine nicht-negative, messbare
Abbildung und v das Mal} mit Dichte g gemal Definition 21. Dann gilt:

ffdvszgdu

fiir alle nicht-negativen, messbaren Abbildungen f:(€2,.4)— (RI,B”). Die Gleichung bleibt auch

dann richtig, wenn f'beliebig reellwertig und v -integrierbar bzw. fg p -integrierbar ist.

Beweis: Sei zundchst f =1, mit 4 € A. Dann ist
Jrav=va= [gdu= [ fedn.
A

Mit der Linearitdt des Integrals ergibt sich, dass diese Gleichung dann auch fiir beliebige Elemen-

tarfunktionen richtig bleibt. Ist f nun nicht-negativ und messbar, so gibt es nach Satz 16 eine mono-

ton wachsende Folge nicht-negativer Elementarfunktionen { £, }nGN mit f =sup f,. Nach dem Satz
neN

18 von der monotonen Konvergenz folgt nun wegen g >0

ffdvzsupffn dv:snngfﬁgdu Zfing{ﬁg}du:ffgdu,

neN
wie behauptet. Die restliche Aussage folgt durch Zerlegung von /" in Positiv- und Negativteil. H
Eine sehr wichtige Charakterisierung von Maflen, die Dichten in dem allgemeinen Sinn von Defini-

tion 21 besitzen, gibt der folgende Satz, den wir hier aber nicht in voller Allgemeinheit beweisen
werden.
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Satz 21 (Satz von Radon und Nikodym, 1930). Es sei (£2,.4) ein Messraum; ferner seien p und v
Male auf .4 mit der Eigenschaft: p ist o -endlich, und es gilt

VAe A: n(A)=0 = v(A4)=0

(man sagt auch, p dominiert v.) Dann besitzt v eine Dichte f beziiglich u. f heifit auch Radon-

Nikodym-Ableitung von v bezgl. i, in Zeichen: f = v

du’
Beweis fiir o -Algebren mit abzdhlbarem, erschopfendem Atomsystem 7 = {T liel } (also mit
abzéhlbarer Indexmenge /): die o -Endlichkeit von p impliziert, dass ,u(T )<oo ist fur alle
i € 1. Fiir das NullmaB3 =0, also ,u( ) 0 fiir alle i € I ist nichts zu zeigen, weil in diesem Fall

jede nicht-negative messbare Abblldung f eine geeignete Dichte ist. Sei also © vom Nullmal} ver-
schieden. Dann ist J == {l el u > 0} nicht-leer. Definiere

)
r= Y

Dann gilt: fir A=@7, € A mit K C ] ist

T,
V(A):kzl;y(n):k;Jy(n):k;J:ETilu(];{ k]mJ:u

=ff-llAdu=ffdu,

wie behauptet. W

Fiir einen allgemeinen Beweis vgl. BAUER (1992), Satz 17.10 oder ELSTRODT (1996), Kapitel VII,
Satz 2.3.

Eine weitere wichtige Rechenregel, die als verallgemeinerte Substitutionsregel fiir Lebesgue-
Integrale angesehen werden kann, gibt

Satz 22. Es sei (€,.4,1) ein MaBraum und (=,C) ein Messraum sowie 7:(Q,A4)— (Z,C) eine
messbare Abbildung. Dann gilt:
fgonuzfgduT

fiir alle nicht-negativen, messbaren Abbildungen g : (E,C ) — (]Rl,B”). Die Gleichung bleibt auch

dann richtig, wenn g beliebig reellwertig und goT p -integrierbar bzw. g u” -integrierbar ist.
Beweis: Sei zunéchst wieder g =1, mit C € C. Dann ist

fgon,u:f]lT,l(C)du:,u(T’l(C)):uT(C):fllCd,uT:fgduT.
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Fiir den weiteren Beweisgang argumentiert man analog wie im Beweis zu Satz20. ®

Als einfache Folgerung zu Satz 22 erhélt man noch die folgende Beziehung, die auch die Trans-
formation der "Integrationsgrenzen" beinhaltet:

f goTdu= fgdu fiir alle C € C.

771(C)
Dazu braucht in Satz 22 lediglich g durch g-1. ersetzt zu werden.

Als letzte wichtige Integralregel behandeln wir den Umkreis des Satzes von Fubini fiir Integratio-
nen nach Produktmafen. Wir beginnen zunéchst mit dem einfacheren Fall von zwei "Faktoren".
Satz 23 (Satz von Fubini, 1907). Es seien (€;,.A;, it;) MaBrdume fiir i =1,2 mit o -endlichen Ma-
Ben ;. Ferner sei f:(€xQ,, 4 ®A,)— (RI,BI) eine nicht-negative, (Produkt-)messbare Abil-
dung. Dann gilt: die Abbildung f ( ,wz) ist fiir jedes feste w, €2, A -messbar und die Abbil-
dung f(w, -) ist fiir jedes feste w, €, A, -messbar, und es gilt

ffa’ul@)uz:f{ff w],wz),u](dwl)}uz(dwz f{ff wl,wz)uz(dwz)}ul(dw])

Diese Gleichheit bleibt auch giiltig, wenn f beliebig reell und eigentlich j, ® p, -integrierbar ist. In
diesem Fall existieren die inneren Integrale f f(w,w,)p (dw,) und f f(w,w, ), (dw,) fast

iberall (als Funktionen von w, bzw. von w,).

Beweis: Die durch #, :Q,xQ, —Q,xQ,:(n,n,)— (n,w,) fir jedes feste w, €, definierte
Abbildung ist A ®A,-A ® A, -messbar wegen

. {Q w, ¢ B .
(AXB) = EA®A firalle A€ A, BEA,.

A%, w,€B

Damit ist aber f(-,w,)=f oh, fur jedes feste w, €€, A -messbar. Analog argumentiert man
fir die Abbildung f(w,,-) fiir jedes feste w, €. Also existiert jedes der Integrale

I ( ff w,,w, )y (dw, ) fiir jedes feste w, €€, und 1, (w,): ff w,,w, ) 1, (dw, ) fiir jedes
feste w, €€),. Es ldsst sich nun zeigen, dass sowohl 7, als auch 7, nicht-negative messbare Abbil-

dungen sind, so dass in jedem Fall die iterierten Integrale f { f f(w,w,) (dwl)},uz (dw,) und

f { f fw,w,)p, (dwz)},ul (dw,) existieren. Zur Uberpriifung der Gleichheit aller drei Integrale

wiéhlt man zundchst f =1, , mit 4€ A, Be€ A,. Dann ist

AxB

62



I. MaBtheoretische Grundlagen

[ Fdm@p, =@ maxB) = (4 1 (B)= [ 1 (4)-1,dp,
:f{f]lA (wl):ul (dwl)}nzg (‘*%)/‘2 (dwz):f{f]leB (w15w2>,u1 (dwl)}ﬂz (dwz)
:f{ff<w1:w2>ﬂz<dw2>}ﬂl (dwl)'

Analog ergibt sich die andere Gleichheit. Wir definieren nun ein Mal v auf A4 ®.A, vermoge

v(C) ::f{fllc (wp,w, ) 1y (dwz)},ul (dw,) fiiralle C € A ® A,

Die definierenden Eigenschaften eines Malles — insbesondere die o -Additivitdt — lassen sich hier
sofort verifizieren. Nach der vorigen Rechnung stimmt aber v mit p, ® g, auf dem (2, x€2, ab-

zdhlbar tiberdeckenden Erzeuger bzw. Semi-Ring &= {A xB|A€ A, Be AQ}ﬁberein, so dass
nach dem groflen Malifortsetzungssatz 7 beide Male auf ganz A ® A, libereinstimmen. Somit gilt

ffdM@,“z :f{ff(wlvwz)/ﬁ (dw1>},u2 (dwz)

auch fiir beliebige Indikatorfunktionen f =1, mit C € A ® A, und damit wegen der Linearitit
des Integrals auch fiir beliebige .4 ® A, -messbare Elementarfunktionen. Die allgemeine Aussage
ergibt sich wie im Beweis zu Satz 21 bzw. 22 iiber monotone Approximation und Zerlegung von f
in Positiv- und Negativteil. Die andere Gleichheit

ffd,‘%@,“z :f{ff(wlawz)ﬂz (dwz)},“l (dwl)

ergibt sich vollkommen analog, womit der Satz bewiesen ist. W

Auf die Voraussetzung der o -Endlichkeit der Maf3e kann {ibrigens nicht einfach verzichtet werden;
fiir Gegenbeispiele vgl. die entsprechenden Ausfiithrungen in BAUER (1992) oder ELSTRODT (1996).
Satz 23 146t sich natiirlich entsprechend auch auf den Fall von Produktmalen mit mehr als zwei
"Faktoren" ilibertragen. Die zugehdrige Aussage wird dann ebenfalls als Satz von Fubini bezeich-

net.

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch kurz den Zusammenhang zwischen Riemann- und
Lebesgue-Integral (beziiglich des Lebesgue-MaBes m?) beleuchten, allerdings ohne Beweis.
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Satz 24. Es sei I € B ein nicht-leeres kompaktes Standard-Intervall. Eine beschriinkte Funktion
f:I — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn die Menge ihrer Unstetigkeitstellen eine

m“ -Nullmenge ist. In diesem Fall stimmt das Riemann-Integral von /' mit dem Lebesgue-Integral
iiberein. Der Satz bleibt richtig, wenn f allgemeiner auf einer beschrinkten Jordan-messbaren'’
Menge M C R definiert ist.

Ist ferner 7 € B' ein beliebiges Intervall und f:/ — R Riemann-integrierbar iiber jedem kompak-
ten Teilintervall von 7, so ist f genau dann (eigentlich) Lebesgue-integrierbar iiber 7, wenn | f'|

uneigentlich Riemann-integrierbar ist iiber /. In diesem Fall stimmen wieder beide Integrale {iber-
ein.

Fiir einen Beweis siche ELSTRODT (1996), Kapitel 1V, §6.

Riemann- und Lebesgue-Integral stimmen allerdings nicht immer iiberein. So ist beispielsweise
1 . .
f]l@rml] dm =0, jedoch ist Lo

Aoy nicht Riemann-integrierbar. Umgekehrt ist die Funktion

0 00 © (1)K
Z L uneigentlich Riemann-integrierbar mit Wert f f(x)dx = Z% =—In2,

k=1
. . . . 1
jedoch nicht Lebesgue-integrierbar, da weder sz Lt opy MoOCh f- sz " VP
k=1

eigentlich Lebesgue-integrierbar sind wegen f frdm' = f f dm' =o0.

Ein weiterer wichtiger Satz betrifft die mehrdimensionale Substitutionsregel der Integration, die
iiblicherweise im Rahmen der Analysis formuliert und bewiesen wird, und die in ihrer Grundform
schon auf C.G.J. Jacobi (1841) zuriickgeht. Sie gilt allerdings auch im Kontext der Maf3theorie, vgl.
ELSTRODT (1996), Kapitel V, §4, insbesondere Satz 4.2 und Korollar 4.9.

Satz 25 (Transformationsformel). Es sei d €N und U C R eine offene Menge. Ferner sei die
Vektorfunktion g = ( g8y ) :U — R? stetig differenzierbar, ¥ := g(U) das Bild von U unter g,

C= {x = (xl,- -, xd) e U|det (Ag(x)) = 0} die Menge der krititschen Punkte von g, wobei

0 0
—g(x) - —g(x)
X, ox,
Ag(x):= :
0 0
a_xlgd(x) a_xdgd(x)

die Funktionalmatrix von g im Punkt x € U bezeichne, und g auf der Menge U \C injektiv. Eine
Abbildung f:7 — R ist genau dann Lebesgue-integrierbar {iber V, wenn f o g-‘det(Ag)‘ Lebes-

gue-integrierbar iiber U ist. In diesem Fall gilt:
ffdm”’ :ffog-‘det(Ag)‘dmd.
vV U

Hiermit eng verwandt ist das folgende Resultat:

" vgl. ELSTRODT (1996), Kapitel I, §3.
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Satz 26 (Transformationssatz fiir Dichten). Ist unter den Voraussetzungen von Satz 25 die Abbil-
dung f nicht-negativ, die Abbildung g injektiv und die Menge der kritischen Punkte leer, so ist die
auf V definierte Abbildung 4 mit

flg')

h(y) =
W det(Ag (g™ )

,yev

nicht-negativ und Borel-messbar, und es gilt:

f h(y)m? (dy) = f F(x)m?(dx) firalle A€V NB.

g ')

Bemerkung: Zur Vereinfachung der Schreibweise werden wir ab jetzt hdufig das Lebesgue-
Integral beziiglich des Lebesgue-MaBes m“ genau so notieren wie das Riemann-Integral, also z.B.

f f(x)m'(dx) als f f(x)dx schreiben (fiir Borel-Mengen A).
A A

Zum Abschluss dieses Kapitels soll noch einmal an einem einfachen plakativen Beispiel der inhalt-
liche Unterschied zwischen Riemann- und Lebesgue-Integral veranschaulicht werden. Dazu be-
trachten wir die folgende Kleingeld-Samlung, deren Wert wir bestimmen wollen:

Wir konnen die Miinzsammlung graphisch darstellen, indem wir die Centwerte der Reihe nach als
Balken darstellen (von links nach rechts / oben nach unten):

04 M =
A0 f(x)
301
201
g7 z m 5 n

X

20
Der Wert der Sammlung ist dann das Integral f f(x)dx. Im Riemannschen Sinn addiert man dazu
0

20
die Werte der Miinzen der Reihe nach, also ff(x) dx=14+504+5+5+50+...4+1=235. Beim
0

Lebesgue-Integral fasst man aber zundchst die Miinzen gleichen Werts zusammen und addiert
20

dann: ff(x)dx:1-4—|—2-3—|—5-7+...+50-3:235.

0
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1. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

In diesem zweiten Teil des Textes wollen wir die grundlegenden Ideen der eigentlichen "Stocha-
stik" auf der Basis der zuvor eingefihrten allgemeinen Mal3- und Integrationstheorie entwickeln.
Wir beginnen dabei mit den schon zu Beginn des Textes erwahnten historischen Anfangsgriinden,
in deren Mittelpunkt wesentlich der Laplace’ sche Wahrscheinlichkeitsbegriff steht, der seinerseits
stark auf kombinatorischen Uberlegungen beruht.

11.1. Elemente der Kombinatorik

Ein wesentlicher Aspekt des Laplace’ sche Wahrscheinlichkeitsbegriffs ist das zahlenméldige Ver-
haltnis von Méachtigkeiten endlicher Mengen. Die systematische Bestimmung solcher Méachtigkei-
ten ist Gegenstand der Kombinatorik, vor allem dann, wenn die betrachteten Mengen (kartesische)
Produktstruktur besitzen.

Definition 22 (Permutationen und Kombinationen). Es sei Q= {w,,---,w,} eine nicht-leere endli-
cheMengemit n€ N. Fir 1<k <n definieren wir:

a) Jedes Element (n,--,7, ) €Q = .%Q heift (k,n)-Permutation aus €2 (mit Wiederholung). Die
Menge aller solchen Permutationen wird mit Perm; (€;mW.) bezeichnet.

b) Jede (k,n)-Permutation (n,,--,n,) mit paarweise verschiedenen Komponenten heif}t (k,n)-
Permutation aus €2 (ohne Wiederholung). Die Menge dieser Permutationen wird mit
Perm; (€2;0W.) bezeichnet.

c) Jede (k,n)-Permutation (wil,---,wik) mit 1<i, <i, <---<i, <n heif}t (k,n)-Kombination aus
Q (mit Wiederholung). Die Menge dieser Kombinationen wird mit Komby (Q;mW.) bezeich-
net.

d) Jede (k,n)-Kombination (Wiu'”'wik> mit paarweise verschiedenen Komponenten heift (k,n)-

Kombintation aus €2 (ohne Wiederholung). Die Menge dieser Kombinationen wird mit
Komby (€2;0W.) bezeichnet.

Zur Veranschaulichung der genannten Begriffe betrachten wir beispielhaft die Menge
0=1{1,2,34,5,6} (alsModell firr einen Fairen Wirfel). Dann gilt:

Perm; (;mW.) = {(1,1); (1,2);(2,D;(13);(3.1); (1L.4); (41);(1,5); (5,; (1. 6); (6,1);(2,2);(2,3);(3,2);
(2,4);(4,2);(2,5);(5,2);(2,6);(6,2):(3,3);(3,4);(4,3);(3,5);(5,3);(3 6);(6,3);
(4,4);(4,5);(5,4);(4,6);(6,4);(5,5):(5,6);(6,5);(6,6) }

Perms (Q;OW.):{(l 2);(2,2);(1,3);(3.D;(1,4);(4,2;(1,5);(51);(1,6);(6,1); (2,3);(3,2);(2,4);
(4,2);(2,5);(5,2);(2,6);(6,2); (3,4);(4,3);(3,5);(5.3);(3,6);(6,3);(4,5);(5,4);
(4,6);(6,4);(5,6);(6,5)}

Kombs (Q;mW.)={(1,2); (1,2); 1,3); (14); 1L5); (1,6); (2,2);(2,3); (2,4);(2,5);(2,6); (3,3);(3,4);

(3,5); (3,6);(4,4);(4,5); (4,6);(55);(56); (6,6)}

66



[1. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

Kombg (2;0W.) = {(1.2); (1.3); (L4); (15); (16);(2,3); (2.4);(2,5);(2.6); (3.4); (35); (3.6);
(4,5); (4,6); (5,6)}

Uber die Machtigkeiten von Permutations- und Kombinationsmengen gibt das folgende Resultat
Auskunft.

Lemma 23. Mit den Bezeichnungen aus Definition 22 gilt:

#(Perm;‘ (; m.\N.)) —n*

#(Permg (Q;O'W')) =(n) = [E]k! =n(n—21--(n—k+12)
et B Y

#(Komb|;1 ( o.\N.)) - [E]

Beweis: Fur jede Komponente 7, einer (k,n)-Permutation mit Wiederholung (,,---,7,) gibt es
jewells n = #(Q) Wahlmaoglichkeiten, woraus die erste Beziehung unmittelbar folgt. Fir eine ent-
sprechende (k, n) -Permutation ohne Wiederholung (nl,---,nk) gibt es n Wahlmoglichkeiten fir die
erste Komponente n,, fir die zweite Komponente 7, gibt es (n—1) Wahlmoglichkeiten, usw. bis

schliefdlich (n—k+1) Wahlmoglichkeiten fur die letzte Komponente 7, .Dies ergibt die zweite
Beziehung. Zum Beweis der vierten Beziehung beachte man, dass jede (k,n)-Permutation ohne

Wiederholung (wiy“"wik) genau k! verschiedene Permutationen ohne Wiederholung mit densel-
ben Komponenten erzeugt. Die dritte Beziehung folgt schliefdich, wenn man die Menge 2 um
weitere (k —1) Elemente w,,,, -, w,,, , zu der Menge Q" = {w,,--,w,,,,} erganzt und die Bijek-
tion (wil,wiz,“-,wik)H (wil’winrl"“’wikJrkfl) von Komby (€;mW.) auf Komb{™*(Q2;0W.) be-
trachtet. ®

Nach Lemma 23 erhalt man fir das obige Wrfelbeispiel
#(Perm (2 mW.)) = 6° = 36, #(Perm; (;0W.))=(6), =6-5=230,

#(Komb3 (2 mW.)) = [Z] _ Z = 21, #(Komb$ (Q;0W.)) = [2] = % =15

(o]

N

in Ubereinstimmung mit den angegebenen Ergebnissen.
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Wir kdnnen damit nun das eingangs erwahnte Problem des franzdsischen Adeligen George Brossin
Antoine Gombaud, Chevalier de Méré [6sen, das wir hier noch einmal im Wortlaut wiedergeben:

Warum ist es unvorteilhafter, zum CErreichen einer Doppelsechs mit zroei Wilrfeln
24 Whuirfe 3u tun, als jum CErreichen einer Gechs mit einem Wiefel 4 Wiefe ju
tun, obroohl das Yerhdltnis 24 3u 36 (toas Oie Anzahl der Ergebnisse bei 2
Wifeln ist) dasselbe ist wie 4 3u 6 (was die Anzahl ver Ergebnisse bei einem
Wicfel ist)?

Als Grundmodell wéhlen wir fir den enfachen Wirfelwurf wie oben die Menge
Q=1{1,2,34,56}, fur den m-fachen Wurfelwurf (entweder gleichzeitig oder nacheinander) die
Menge Q. Als kanonische o- Algebra wahlen wir jeweils die Potenzmenge, in Anlehnung an die

Bemerkung im Anschluss an Satz 6 und als Wahrscheinlichkeitsmal das L aplace-Mal3 nach Defini-
tion 7. In der ersten Situation wird dann das komplementére Ereignis beschrieben durch die Menge

#A°) 352

= = 0,50859...,
#<Q48> 648
(d.h. estritt innerhalb von 24 Doppelwiirfen keinmal der Sechserpasch auf), in der zweiten Situati-
on durch

A =X (6,6)} € mit P(A)=
i=1 =

#(AC> Z—j: 0,48225....

A =X {6} CO* mit P(A")=
i=1

(d.h. estritt innerhalb von 4 Einfachwirfen keinmal die Sechs auf). In der ersten Situation ist also

24
P(A)=1- 2 —0,49140..<0,5

6%

und in der zweiten

4
P(A)=1-> =0,51774..>0,5.
6

Der Gedankenfehler des Chevalier de Méré besteht hier darin, dass die "Anzahl der Ergebnisse”
jeweils in einem falschen Wahrscheinlichkeitsmodell bestimmt wird und nicht in dem korrekten
Produktraum (mit unterschiedlichem "Exponenten”). Immerhin ist es erstaunlich, dass der doch
recht kleine Unterschied in den tatsachlichen Wahrscheinlichkeiten empirisch festgestellt wurde,
was zeigt, dass der damalige Adel wohl ziemlich viel Zeit mit Glicksspielen verbracht hat.

Zahlreiche weitere historische Beispiele kann man in dem Schulbuch von BARTH UND HALLER
(1998) finden.

Kombinatorische Aufgaben sind haufig gar nicht so einfach zu 16sen, weil oft nicht sofort klar ist,
ob Situationen mit oder ohne Wiederholung vorliegen. Das folgende Beispiel moge dies veran-
schaulichen:
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Peter und Paul werfen beide gleichzeitig einen (fairen) Wirfel. Peter sagt: ,, Die Wahrscheinlichkeit
dafur, dass wir beide verschiedene Augenzahlen werfen, betragt 5/6, well es insgesamt 36 Augen-
paare gibt, davon 30 mit unterschiedlichen Augenzahlen.” Paul antwortet: ,Unsinn! Deine Rech-
nung geht davon aus, dass die Anordnung der Wiirfel eine Rolle spielt. Ich kann aber die beiden
Wirfel so vor mich hinlegen, dass der Wirfel mit der kleineren Augenzahl links vor mir und der
mit der hoheren Augenzahl rechts vor mir liegt. Nach den vier kombinatorischen Grundformeln

r+2—ﬂ_

4
gibt es dann = [ZJ =21 mogliche Falle mit Wiederholung der Augenzahl, davon sind

6
[2] =15Falle ohne Wiederholung der Augenzahl gunstig. Die fragliche Wahrscheinlichkeit betragt
also nur 15/21=5/7." Wer hat Recht?

Die richtige Antwort lautet: Peter hat Recht. Das Problem besteht darin, dass bel Augengleichheit
keine eindeutige Anordnung der Wirfel moglich ist. Ausweg: die Wirfel werden unterschiedlich
farbig markiert (z.B. rot, grin). Wenn Paul dann immer den roten Wirfel links und den griinen
rechts vor sich hinlegt, wird klar, warum Peter Recht hat.

Ein anderes verbliffendes Ergebnis verbirgt sich hinter der gemeinhin as ,, Geburtstagsparadox”
bekannten Fragestellung. Sie lautet: In einer Runde von k Personen soll darauf gewettet werden,
dass wenigstens zwei Anwesende am gleichen Tag Geburtstag haben. Ab welcher Personenzahl
wirden Sie diese Wette stellen? Die tUberraschende Antwort lautet: bereits ab 23 Personen ist die
Wahrscheinlichkeit fur dieses Ereignis A | grofer als 1/2! Wir betrachten dazu sogleich das fol-

gende allgemeinere Modell: als Ausgangspunkt wahlen wir die Menge Q:{Lz,m,n}, hier mit
n =365 fiir die moglichen Tage im Jahr. Dann beschreibt die Menge Perm; (Q;mW.) die Menge
der Moglichkeiten, wie sich die Geburtstage von k Personen auf das Jahr verteilen konnen. Diese

Menge wahlen wir als Grundraum fir das Zufalsexperiment, dartiber die Potenzmenge als o-

Algebraund die Laplace-Verteilung P als Wahrscheinlichkeitsverteilung. Damit nehmen wir impli-
Zit an, dass sich die Geburtstage gleichmafig im Jahr verteilen.’* Zur Berechnung der gesuchten

Wahrscheinlichkeit betrachten wir zunéchst das komplementére Ereignis A/, dass alle k Personen
an verschiedenen Tagen Geburtstag haben. Dann ist offensichtlich A7, = Perm; (©;0W.), und es
gilt

P(A)—1-P(A)—1- #(Permy (2;0W.)) e, kl[l_l]

#( Perm; (€;mw )) n« L

K_1 :

=1—exp >1— exp[—zl—] =1—exp
=n

_k(k—l)]
2n

k—1 |
> n[l— —]
i=0 n
Dabei haben wir von der aus der Anaysis bekannten Ungleichung In(1—x) <—x, 0<x<1 Ge-
brauch gemacht. Ldst man nun die Ungleichung

1
i=0

>1— exp[——

nach k auf, so erhdt man

14 Diese Annahme ist, wie man zeigen kann, sogar die ungiinstigste, d.h. bei einer hiervon abweichenden Wahrschein-
lichkeitsverteilung wird die Wahrscheinlichkeit fiir wenigstens einen gemeinsamen Geburtstag sogar noch grof3er.
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k>1+4++/nln4 >1+./1,386n.

Fir n=2365 liefert diese approximative Losung k > 23,49..., die exakte Losung ist k > 23 mit
P (A ) =0,50729... Die folgende Graphik zeigt die Wahrscheinlichkeiten P(A, ;) in Abhén-
gigkeit von k im Bereich 1< k < 60.

1 P(A )

0.8

0e

0.4

0.2

11.2. Zufallsvariablen und ihre Verteilung, stochastische Unabh&angigkeit
Wir beginnen mit dem einfiihrenden Beispiel aus BARTH UND HALLER (1998), Kapitel 11.

Auf einem Jahrmarkt wird in einer Glicksbude folgendes Spiel angeboten: Der Spieler leistet 1 €
Einsatz, darf eine der Zahlen 1,2,3,4,5,6 nennen und dann drei Wrfel werfen. Zeigt mindestens

einer der Wirfel seine Zahl, so erhdlt er vom Budenbesitzer seinen Einsatz zuriick und ausserdem
fur jeden Wurfel der diese Zahl zeigt, noch zusétzlich 1 €. Erscheint seine Zahl nicht, so verfallt der
Einsatz.

Ein solches Spidl ist in den USA als chuck-a-luck bekannt.

Wir interessieren uns zundchst fir den bei dem Spiel erzielbaren Gewinn, d.h. fir die Grolse
Auszahlung minus Einsatz. Dazu ordnen wir den mdglichen Ergebnissen des Spiels die entspre-

chende Gewinngrofe zu. Aus Ausgangsmodell wéahlen wir die Menge Q= {L 2,3,4,5, 6}3 aler
Tripel, die aus den Zahlen 1,2,3,4,5,6 gebildet werden kénnen. Sie symbolisiert die moglichen
Wurfergebnisse mit drei Wirfeln. Wahit der Spieler nun die Zahl k €{1,2,3,4,5,6}, so kann sein
Gewinn formal durch die auf €2 definierte Abbildung X, beschrieben werden, die gegeben ist

durch
X, (W) = #{ilw, =k} —1+min{#{i|w, =k},1} fir w=(w,,w,,w,) €Q.

Die resultierende Wertemenge ist offensichtlich gegeben durch X = {—J,J, 2, 3}. Der negative Ge-
winn —1 wird dabei genau dann redlisiert, wenn #{i|wi = k}:o ist, also keiner der Wirfel die
gewdhlte Zahl des Spielers zeigt. Wenn die vom Spieler genannte Zahl auf einem der Wirfel er-
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scheint, gilt dagegen gerade X, (w)=#{i|w, =k}, wie gefordert. Wenn wir nun die Mengen
Q und X mit der jeweiligen Potenzmenge A bzw. B as zugehdriger o- Algebra ausstatten, kon-
nen wir die Abbildung X, (+) als messbare Abbildung zwischen den Messraumen (£2,.4) und
(%,B) auffassen. Wenn wir uns jetzt fur die Wahrscheinlichkeitsverteilung Q, Uber 13 der mogli-

chen Gewinne interessieren, so entspricht das mathematisch der Frage nach dem Bildmal3 gemaf}
Definition 12. Dazu nehmen wir sinnvollerweise an, dass auf dem originaren Messraum die Lapla-

ce-Verteilung P gegeben ist. Demnach ist also Q, = P*«. Zur expliziten Berechnung benétigen wir
hierfir die Urbildmengen X, *(B) mit B € B. Dadie Menge X endlich ist und die als Potenzmen-
ge darauf gegebene o- Algebra B die einelementigen Teilmengen als Atome besitzt, reicht es nach
Satz 6, die Urbildmengen X, 1({x}) mit x € X zu betrachten. Zur Vereinfachung der Schreibweise

benutzen wir als tibliche Konvention die Notation
X H({x})={X,=x} bzw.algemeiner X, *(B)={X, €B} fir xeX bzw. B€B.

Demnach ist nun

# X = ..
Qk<{x})zp(xkzx)=% for x € X.
Esqilt hier:
#({Xk:3}>:1
[aledrei Wiirfel zeigen die gewéhlte Zahl K]
#{X, =2})=15= 3 5
(0.~}

3
[genau zwel von drel Wirfeln zeigen die gewahlte Zahl k, d.h. es gibt zunachst [2]:3

Moglichkeiten der Auswahlen von zwei von drei Komponenten fir k, dann noch 5 Még-

lichkeiten fr die restliche Komponente ohne k]

#({X, =1})=75= 3.5
1

3
[genau einer von drei Wrfeln zeigen die gewahlte Zahl k, d.h. es gibt zunéchst [J =3

Mdoglichkeiten der Auswahl von einer von drei Komponenten fiir k, dann noch 5* =25
Moglichkeiten fir die restlichen beiden Komponenten ohne k]

#({X, =-1})=125=5
[keiner von drel Wurfeln zeigen die gewahlte Zahl k, d.h. alle Wirfel zeigen Ergebnisse aus
der kleineren Menge {1,2,3,4,5}]
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Insgesamt erhalt man damit die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

X -1 1 2 3

125 75 15 1

—P(X, = == = = —
Q({x})=P (X =x) 216 216 216 216

Diese Wahrscheinlichkeiten sind erwartungsgemal fur alle Wahlen k gleich. Die Wahrscheinlich-

keit fur einen Verlust des Einsatzes betragt dabei %12 =0,5787...>0,5.

Definition 23 (Zufallsvariable / Zufallsvektor). Es sei (£,.A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
(X,B) ein Messraum. X :(Q,.A) — (X, B) sei eine messbare Abbildung. Dann heif3t X

Zufallsvariable, wenn X =R und B die zugehorige Borel’ sche o- Algebraist;

Zufallsvektor, wenn X =R’ fir ein d €N, d >2 und B die zugehdrige Borel’sche o- Algebra
Ist;

Zufallselement, wenn X ein allgemeinerer topologischer Raum und B die zugehdrige Borel’ sche
o- Algebra® ist.

Das durch die Abbildung X induzierte MaR Q = P* auf B heil’t (Wahrscheinlichkeits-)Verteilung
von X.

Man spricht dabei auch dann von Zufallsvariablen bzw. Zufallsvektoren, wenn die Bildmenge

X lediglich ein Teilraum von R bzw. RYist, und die o- Algebra B die entsprechende Spur-o- Al-
gebra in der Borel’schen o- Algebra ist. Beispielsweise kann die fur das chuck-a-luck-Spiel ver-

wendete Abbildung X, als Zufallsvariable aufgefasst werden, weil die Bildmenge X ={-11,2,3}
Teillmenge von R und die Potenzmenge B = s13(36) zugleich ihre eigene Spur-o- Algebraist, da
ale endlichen Teilmengen von R Borelsch sind.

Zufallsvektoren entstehen natirlicherweise immer dann, wenn man mehrere Zufallsvariablen
gleichzeitig betrachtet, z.B. das Werfen von drei Wirfeln. Sind etwa X, X,, X, die Zufallsvaria-

blen, die auf = {1,2,3,4,5,6}’vermége X, (w;,w,,ws) = w; fir i=12,3 definiert sind, so be-
schreiben die X, das Wurfergebnis des i-ten Wiirfels. Der Zufallsvektor X = (X, X,, X;) ist dann

eine R®-wertige Abbildung auf €2 und beschreibt das Ergebnis eines gleichzeitigen Wurfes dreier
Wirfel. Lemma 12 regelt hier die entsprechenden Messbarkeitsfragen.

2d.h. die o- Algebra, die von den offenen Mengen erzeugt wird.
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Definition 24 (Stochastischer Prozess). Es sei (€2,.4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X ein

Banach-Raum reeller Funktionen; d.h. X ist ein vollstandiger, linearer, normierter topol ogischer
Raum. B bezeichne die von der Topologie des Raumes erzeugte Borel’sche o -Algebra,

X :(Q,A)— (X,B) sel eine messhare Abbildung. Dann heif3t X stochastischer Prozess.

Stochastische Prozesse sind demnach spezielle Zufallselemente. Jedes X (w), w € ist also eine
reelle Funktion. Wahlen wir beispielsweise X =C|0,1], den Raum der auf dem Intervall [0,1]
(gleichmaidig) stetigen Funktionen mit der Norm

| £]:=max{| f ()| |x € [0,1]} fur fex,

so wird durch
K.(f)={geX||f—g|<e} fur f €X und >0

eine offene Kugel K_(f) mit Mittelpunkt f € X und Radius € >0 definiert. Offene Mengen in
X =C|0,1] sind dann allgemeiner solche Teilmengen O von X, fir die gilt, dass zu jedem Element
f €O en e¢>0 existiert mit K_(f) CO (fist dann ein sog. innerer Punkt). Ist nun (Q,A,P) en
beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und X :(©2,.4) — (X,B), so sind also die einzelnen Bilder
X (w) samtlich stetige Funktionen. Wertet man diese Funktionen an der Stelle t €[0,1] aus, erhélt

man die Zufallsvariable X, (w); in diesem Sinne kann man X auch als unendlichdimensionalen Zu-

fallsvektor auffassen, alerdings in einem Produktraum mit Uberabzéhlbar vielen Komponenten.
Solche stochastischen Prozesse mit — wie man sagt: stetigen Pfaden — spielen in der modernen Fi-
nanzmathematik zur Modellierung von Aktienkursen oder Zinsstrukturkurven eine zentrale Rolle,
Stichwort: Brown’ sche Bewegung oder Wiener-Prozess.

Zu beachten ist hier noch, dass die obige o- Algebra B echt grof3er ist as die Produkt- o- Algebra
&) By, der eindimensionalen Spur-o-Algebren B* in [0,1], da etwa die Menge X selbst kein

i[0,1]

Element von (%)}Bl[o y ist, weil die Stetigkeit einer Funktion eine Forderung ist, die sich nicht nur
i€/0,]] '

auf hochstens abzahlbar viele Argumente beschranken lasst; vgl. hierzu Satz 11.

Eine sehr wesentliche Eigenschaft von Zufallsvariablen und —vektoren ist die so genannte stocha-
stische Unabhangigkeit; vgl. die Bemerkung im Anschluss an Satz 12. Man kann sie recht allge-
mein flr beliebige Familien von messbaren Abbildungen definieren.

Definition 25 (stochastische Unabhéngigkeit). Es sei (Q,A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
(%,B) ein Messraum. X, :(€2,.4) — (X, ) seien messbare Abbildungen mit i € I; die Indexmenge
| darf dabei beliebig nicht-leer gewahlt sein. Die Familie {X; |i € I} hei3 stochastisch unabhéngig,

wenn die auf dem Produktraum (><I 3€,®B) induzierte Verteilung der Familie das Produktmal3
e icl
Q=QP ist.

i€l
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Aufgrund der Sétze 11 und 12 kann diese Eigenschaft alternativ auch so ausgedrickt werden:

Lemma 24: In der Situation von Definition 25 ist die Familie {X; |i € I} genau dann stochastisch
unabhangig, wenn jede endliche Teilfamilie {Xj lje Jm} mit J, ={j, in} S 1, meN stocha
stisch unabhangig ist, d.h .wenn gilt

P(Xil""’xim) _ sz) pXic

k=1

Beweis: Es gibt nach Satz 11 fir jede Menge C € X B eine DarstellungC =Bx X X mit

icl iel\J

B € ® B und einer abzdhlbaren Tellindexmenge J C I. Demnach ist ist Aussage des Lemmas je-
jed

denfalls richtig fur abzéhlbare Teilindexmengen J C I, und es reicht, die Aussage fur abzahlbare
Indexmengen | zu zeigen.

" =" Folgt sofort aus der Definition des Produktmal3es.

"<": OB.dA. kénnen wir =N und J,={L---,m} mit meN wahlen. Sei nun

Cz}OZBie@B mit B, € B fir i l. Die durch Cm:%Bix_;z Xe®B mit me N gegebene

i=1 icl i=m+1 icl

so dass wegen der Stetigkeit von Mal3en

m?

Mengenfolge ist dann monoton wachsend mit C = U C
m=1

von unten (Satz 5) folgt
P (€)= lim PP (€, ) = lim P (C ) = lim @ PX (C,) = R P* (C).
m—oo m—oo m—oo j=1 i=1
Damit ist das Lemma bewiesen (vgl. die Bemerkung vor Satz 11). ®

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich mit Satz 7 bzw. Satz 12 und der Bemekung vor Satz 11
folgendermalien.

Lemma 25. In der Situation von Definition 25 ist die Familie {X, |i € 1} genau dann stochastisch
unabhéngig, wenn fir jede endliche Teilindexmenge J, = {j,,--, j,} € 1. meN gilt:

P(X, €B, X, €B,):=P

ﬁ{xik eBk}
k=1

Hierbei kann die Bedingung B, € B noch ersetzt werden durch B, € S, wobel S einen Semi-Ring
bezeichne, der B erzeugt.

~1IP({x, €B,)) furale B, B, 1<k <m.
k=1

Es sollte noch bemerkt werden, dass in Definition 25 und den nachfolgenden Lemmata der Ziel-
messraum (%B) nicht notwendig fur ale X, derselbe sein muss. Eine entsprechende allgemeinere

Formulierung — bei gleicher Argumentaton — Uberlassen wir dem Leser.
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Mit Hilfe der Indikatorfunktion (Definition 16) lasst sich der Begriff der stochastischen Unabhéan-
gigkeit auch auf beliebige Familien messbarer Mengen und Mengensysteme Ubertragen.

Definition 26 (stochastische Unabhangigkeit von Ereignissen). Es sei (Q,A,P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum und {A }.  eine beliebige Familie messbarer Mengen. Die Familie heift stochastisch
unabhéangig, wenn die Familie {]l A }iel der zugehdrigen Indikatorfunktionen stochastisch unabhan-
gigist. Eine Familie { ¥}, mit 7 C A firalleie | heif entsprechend stochastisch unabhéngig,
wenn jede Familie von Auswahimengen {F}. | mit F, € % fir alle i | stochastisch unabhéngig
ist.

Im Sinne von Lemma 25 bedeutet dies aquivalent:

Lemma 26. In der Situation von Definition 26 ist die Familie {A }, , genau dann stochastisch un-
abhangig, wenn fur jede endliche Teilindexmenge J,, ={j..--, j,} 1, meN gilt:

P[éAjk]:ﬁP<Ajk).

Ferner gilt: eine endliche Familie {A }, | von Ereignissen mit | = {1,---,m}, me N ist genau dann
stochastisch unabhangig, wenn gilt:

o
k=1

:ﬁp(ck) fur dlleWahlen C, € {A,A’}, 1<k <m.
k=1

In diesem Fall gilt auch noch

P[QA]zl—ﬁ(l—P(A)).

Beweis: Der erste Teil folgt sofort aus Lemma 25 wegen P (1, =1)=P(A), P(1, =0)= P(A°)
fur jedes Ereignis A< A (vgl. die Rechnung nach Definition 16). Zum zweiten Tell:

"=": Zunéchst gilt P[ﬂck]:HP(Ck) fur C, = A, 1<k <m. Wir zeigen, dass diese Bezie-
k=1 k=1
hung richtig bleibt, wenn ein beliebiges C, durch A° mit 1<k<m ersetzt wird.

Dannist ndmlich

P (m]Ak =P Am(m]/sk +P NﬂﬁAk , aso
k=1 k=1 k=1
k=r k=r k=r

P4 n(1A =P|NA|-P[A n()A|=T]P(A)-P(A)T]P(A)

k=r
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wie behauptet. Iterativ kann man auf dieselbe Weise weitere Mengen C, durch A’ mit 1<k <m
ersetzen, woraus die Behauptung folgt.

" <" Zunéchst gilt P[ﬂck]:HP(Ck)fUr C.,=A, 1<k<mundfurC, =A, 1<k <m-1,
k=1

k=1
sowie C = A;. Esfolgt &hnlich zuvor

P[Ha]:P

k=1

AﬂﬁrhlAk]JrP

P(A)=[1P(A)

' k=1 k=1

=[P(A)+P(A)

=1

d.h. die Aussage gilt auch fir m—1 statt m Mengen. Wiederum iterativ folgt, dass die Aussage
damit fur je k aus der Familie {A}i€| ausgewahlte Mengen gilt mit 1<k <m, was zu zeigen war.
Der Rest ergibt sich aus

P[imlA]:l—P[imlA°]:1—]m[P(A°):1_H(l_P<A))_ .

m
i=1 i=1

Auf den "Test" mit alen endlichen Teilindexmengen in Lemma 26 kann man nicht verzichten, wie
das folgende Beispiel zeigt, in dem je zwei Ereignisse stochastisch unbhangig sind, nicht aber dle

zugleich. Dazu sei Q=1{1,2,3/4,5,6,7,8} und A={1234}, B={34,56} und C={1,25,6}.
Als o-Algebra Uber 2 wahlen wir die Potenzmenge und darauf die Laplace-Verteilung. Nach
Konstruktion gilt #(ANB)=#(ANC)=#(BNC)=2 und somit

P(ANB)=P(ANC)=P(BNC)===

%: P(A)-P(B) = P(A)-P(C) = P(B)-P(C),

S L
N

d.h. A B,C sind paarweise stochastisch unabhangig. Es gilt jedoch
1
0=P(2)=P(AN BﬂC)¢§: P(A)-P(B)-P(C),

womit eine der erforderlichen Bedingungen fir stochastische Unabhangigkeit der Familie
{A,B,C} verletztist.

Der Beweis zu Lemma 26 zeigt alerdings, dass fur lediglich zwei Ereignisse A und B stochastische
Unabhangigkeit genau dann vorliegt, wenn

P(ANB)=P(A)-P(B)
gilt.

Das folgende Uberraschende Resultat zeigt, dass schon in einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,A, P) mit abzéhlbarer Grundmenge 2 keine abzéhlbaren Familien stochastisch unabhangiger

nicht-trivialer gleichwahrscheinlicher Ereignisse{A [n€N} mit 0<P(A )= p<1 existieren.
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I1. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

Damit lassen sich bereits recht einfache Experimente wie das Warten auf die erste Sechs beim
Wirfeln nicht mehr im diskreten Rahmen modellieren.

Satz 27. Es sei (Q,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit abzéhlbarer Grundmenge 2 und
p<€(0,1) beliebig, aber fest. Dann existiert keine abzahlbare Familie stochastisch unabhangiger
Ereignisse{A, [neN}C A mit P(A)=p furaleneN.

Beweis: Wir fuhren einen Widerspruchsbeweis und nehmen dazu an, dass eine solche Familie exi-
stiert. Fur jedes w € 2 definieren wir die Ereignisse

fall
Bn(w):—{A1 SWEA furalle neN.

A falswe A°

Nach Konstruktion gilt w € B, (w) fur alle weQ undneN, asoauch we()B, (w). Wir bezeich-

n=1

nen mit A, das jeweils von w induzierte Atom. Dann gilt auch A, C(]B, (w). Mit der Stetigkeit
n=1

von P von oben, der Monotonie von P (Satz 5) und der vorausgesetzten Unabhangigkeit folgt nun
fur ale w e

m

=lim[[P(B,(w))< limq" =0

m—oo m—oo
n=1

P(Aw)gp

(8] - ime|(e, )

m—oo
n=1

mit q:=max{p,1-p} <1 aso P(A,)=0 fir ale wc. Wegen der Abzéhlbarkeit von  ge-

W

langt man damit zu folgenden Widerspruch:

<Y P(A)=0%

we

1=P(Q)= P[U A

we

Damit ist der Satz bewiesen. H

Die Veranschaulichung der stochastischen Unabhéngigkeit von Ereignissen lasst sich am besten
anhand der Definition der elementaren bedingten Wahrscheinlichkeit zeigen. Ein etwas abstrakterer
Begriff von bedingten Wahrscheinlichkeiten, der maldtheoretisch motiviert ist, wird in Abschnitt
I1.8 gesondert behandelt.

Definition 27 (elementare bedingte Wahrscheinlichkeit). Es sei (€,.4,P) ein beliebiger Wahr-

scheinlichkeitsraum und B € A ein Ereignis mit P(B) > 0. Dann heif3 das normierte Spurmal3 P,
bezlglich B die durch B induzierte elementare bedingte Verteilung, in expliziter Form:

PB(A)::% fir alle Ac A.

Der Vollstandigkeit halber definiert man P, auch noch fur Null-Ereignisse B, also solche mit
P(B) =0, indem manin diesem Fall P, =P wahlt.
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Ublicherweise wahit man fir einzelne bedingte Wahrscheinlichkeiten noch die folgende Schreib-
weise!
P(A|B):=P,(A) fur Ac A

und nennt dies die "bedingte Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis A unter [der Hypothese] B".

Lemma 27. Die stochastische Unabhéngigkeit zweier Ereignisse A,B € .4 kann unter den Voraus-

setzungen von Definition 27 aquivalent charakterisiert werden durch die Gultigkeit wahlweise einer
der Beziehungen

P(A|B)=P(A) bzw. P(B|A)= P(B).

Beweis: "=": Essal zunachst P(B) > 0 angenommen und A und B als unabhangig vorausgesetzt.
Dann gilt

P(ANB) _ P(A)-P(B) -~
PB)  P(B)

P(A[B)=Fy(A) = P(A),

wie behauptet. Die zweite Gleichung folgt durch Vertauschen von A und B unter der V oraussetzung
P(A)>0. Ist nun P(B) =0, so gilt die Gleichung per Definition, analog fur die zweite Gleichung,
wenn P(A) =0 ist.

"<": Esgeltezunéchst P(A|B)=P(A) mit P(B)> 0. Dann folgt
P(ANB) =P, (A)-P(B)=P(A)-P(B)

und damit nach der Bemerkung hinter dem Beispiel zu Lemma 26 die stochastische Unabhangig-
keit von A und B. Im Fall P(B) =0 erhalten wir entsprechend wegen der Monotonie von P

0<P(ANB)<P(B)=0, dso P(ANB)=0=P(A)-P(B),

also wieder die stochastische Unabhéangigkeit von A und B. Damit ist das Lemmabewiesen. B

Zur Veranschaulichung der stochastischen Unabhangigkeit betrachten wir jetzt einen beliebigen
Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4,P) sowie den zugehdrigen Produktraum (2xQ,A®A,P®P).

Wir konnen den Produktraum als Beschreibung eines sequenziellen Experiments auffassen, bei
dem nacheinander (oder zeitgleich) zwei einzelne Experimente ablaufen, die jeweils durch

(Q,A, P) beschrieben werden (etwas das Werfen zweier Wiurfel). Fir ein Produktereignis
AxBe A® A mit P®P(AxB)> 0 gilt dann nach Definition des Produktmalies:

PRP((AxQ)N(QxB))=P&P(AxB)=P(A)-P(B)=P@P(AxQ)-P®P(2xB),
bzw.
PaP(AxB) P(A)-P(B)

P®P(QXB|AXQ)ZP®P<A><Q) P(A)

= P(B)=P®P(QxB).
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Diese letzte Gleichung besagt gerade, dass die Ereignisse Ax ("im ersten Experiment tritt A
ein") und 2xB ("im zweiten Experiment tritt B ein") unter dem Produktmal? stochastisch unab-
héngig sind, und dass die Kenntnis des Ausgangs des ersten Experiments (gegeben durch die Hypo-
these AxQ) die (bedingte) Wahrscheinlichkeit des Eintretens von B (unter dieser Hypothese) im
zweiten Experiment nicht verandert. Plakativ gesprochen bedeutet stochastische Unabhangigkeit
von Ereignissen in Produktraumen also, dass die Kenntnis Uber das Eintreten oder Nichteintreten
von Ereignissen aus vorangehenden Experimenten keinen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeiten
des Eintretens oder Nichteintretens spéterer Experimente hat.

Beim Wurfelwurf bedeutet das etwa, dass jede noch so lange Beobachtung von Wurfergebnissen
keinerlei Einfluss auf die Wahrscheinlichkeiten zukinftiger Wurfergebnisse hat. Aus diesem Grund
ist es auch vollig sinnlos, jahrelange Statistiken Gber die Ergebnisse der Ziehung der Lottozahlen zu
studieren in der Hoffnung, man kénne hieraus Erkenntnisse Uber das Auftreten zukunftiger Ziehun-
gergebnisse gewinnen.

Stochastische Unabhangigkeit bedeutet in diesem Sinne also eine ,, Informationsunabhangigkeit®.
Die oft as plakative Veranschaulichung gebrauchte Formulierung, dass sich die Experimente nicht
»gegenseitig beinflussen®, trifft also nicht den Kern der stochastischen Unabhéangkeit.

Das folgende einfache Beispiel zeigt dagegen eine Situation auf, in der die stochastische Unabhan-
gigkeit sequentieller Ereignisse verletzt wird. Wir "simulieren” darin einen zweifachen (abhangi-
gen) Minzwurf mit Hilfe eines Wuirfelwurfs. Als Ausgangsraum fir das Wirfelexperiment ver-

wenden wir wieder die Menge ) = {L 2,3,4,5, 6}, dartber die Potenzmenge als o-Algebra A und
darauf die Laplace-Verteilung P. Als spezielle Ereignisse wahlen wir noch
G={24,6},U =G°={1,35} (gerade und ungerade Wurfergebnisse) sowie E:={12,3} und
L:=E°®={4,56} (erste und letzte Halfte). Dann definieren wir den Zufallsvektor X =(X,, X,)

durch
X, =1l und X, =1.

Beide Zufallsvariablen besitzen jeweils eine Laplace-Verteilung auf der Menge {0,1} (als Repré-

sentanten von etwa Kopf / Zahl) und konnen daher auch wegen P(X, =1)=P(X, :1):2:%
jeweils als Beschreibung des Werfens einer fairen Miinze dienen. Es gilt aber

P(X, =1, X2:1):P(GOE):P({Z}):%z%:P(Xlzl)-P(Xzzl),
sodass X, und X, nicht stochastisch unabhéngig sind.

Wir wollen zum Abschluss dieses Abschnitts noch einige wichtige Aussagen betrachten, die mit
den Eigenschaften der stochastischen Unabhangigkeit im Zusammenhang stehen.

Lemma 28 (Unabhangigkeit bei Blockbildung). Es sei (€, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
(%X,B) ein Messraum. X, :(Q,.4) — (X,B) seien stochastisch unabhangig (Zufallsvariablen, Zu-
fallsvektoren oder Zufallselemente) mit i € |; die Indexmenge | darf dabei beliebig nicht-leer ge-

wahlt sein. Sind dann g; geeignet messbare Abbildungen auf dem Produktraum [>< 3€,®B] mit

icl; i€l;
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Werten in einem Messraum (%j,BJ), wobei die I;, je€J nichtleere, paarweise digunkte Teil-
mengen von | seien, dann ist auch die Familie {gj ({Xi }i€I )} stochastisch unabhéangig.

1) jed
Beweis: Auf Grund der Struktur von Produkt- o- Algebren und Lemma 24 gentigt es, die Aussage
fir den Fall zu beweisen, dass die Indexmenge | ={1,---,m} mit me N endlichist. Zur Vereinfa-

chung nehmen wir ferner an, dass J = {12} zweielementig ist (der allgemeine Fall geht analog),
und I, ={1---,k}, 1,={k+1---,m} giltmit k € {1,---,m}. Dannfolgt fir B, € B;, jeJ:

P(gl(xlv"'vxk)'92(Xk+l""'Xm))(B ><B ({gl o X E B} { Xiiar "'Xm>€ 82})
:P({(le"’ )egl }ﬂ{ K1 "!Xm>Eg£1(BZ)})
= P(<X1a"', xm) S gfl(Bl)x 951(82)) - P<X1"“’Xm)<g;1<Bl>X g;l(Bz))

P* (g;*(B,)x 0,1(B,)) = P* (g;%(B,)- & P (g;(B,))

i=1 i=k+1

®3

1

_ P(gl(xly...,xk)) (Bl>' P(gz(Xkuw",Xm)) (Bz)’

d.h. g, (Xy,-++, X, ) und g, (X, X, ) sind stochastisch unabhéngig. ®

Lemma 28 besagt also, dass die Eigenschaft der stochastischen Unabhéangigkeit erhalten bleibt,
wenn man aus beliebigen Familien von unabhangigen Zufallsvariablen / Zufallsvektoren / Zufalls-
elementen durch messbare Transformationen aus digunkten Teilauswahlen neue Zufallsvariablen /
Zufallsvektoren / Zufallselemente bildet. Werfen wir beispielsweise in unabhéngigen Versuchen
einen Wirfel neun Mal und bilden aus je drei konsekutiven Wurfergebnissen X; die Augensumme,

so erhalten wir drei neue unabhangige Zufallsvariablen. Dagegen sind die Augensummen der ersten
drei Wirfe und der Wiirfe 3,4,5 nicht stochastisch unabhangig, weil der dritte Wurf in beiden Au-
gensummen vorkommt, wie man an der nachfolgenden Rechnung sieht:

P[ixi :3]: P[ixi :18}:2—16, aber

i=1

Zum Themenkreis "bedingte Wahrscheinlichkeiten" gehdrt noch der folgende Satz:

80



I1. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

Satz 28 (von der totalen Wahrscheinlichkeit bzw. von Bayes): Es sei (£2,.4,P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum und {B } C A einedisunkte Zerlegung von €2, also 2= B, mit einer hochstens

icl

abzahlbaren Indexmenge . Ferner gelte P ( i)> O fur aleiel. Danngilt:

a P(A)=> P(A|B)-P(B) furale Ac A

i€l

o P(AIB;)- (B)
) P(B;|A)= fur alle Ac A mit P(A)>0undalle jel.

ZP A|B)-P(B,)
P(ANB,)

Beweis: Esist P(A|B;)-P(B,)= P(B,)

-P(B)=P(ANB,) furaleicl, aso

S P(AIB)-P(B)=S"P(ANB)= P[U(AmB

i€l i€l i€l

PIANJB, ] P(ANQ)=P(A),

i€l

wiein Teil @) behauptet. Teil b) ergibt sich entsprechend aus

P(A|Bi>'P<Bj) _ P(AmBj) _
> P(AIB)-P(B)  P(A)

i€l

P(B;|A) fur P(A)>0. m

Bemerkung: Die Voraussetzung P(B;)>0 fir ale i€l in Satz 28 ist keine wesentliche Ein-
schrankung, da man anderenfalls ale eventuellen Nullmengen B; mit j€J C 1 zu einer gemein-

samen Nullmenge N = U B, vereinigen kann und dann eine (feste) Menge B, zu B, UN erwei-
jed
tert.

Satz 28 ist von besonderer Bedeutung in den so genannten Expertensystemen (z.B. in der Medizin).
Dazu betrachten wir folgendes Beispiel.

Aus medizinischen Untersuchungen sei bekannt, dass die Symptome A und A, bel (genau) drel
Krankheiten B, B, und B, auftreten konnen, und zwar mit den (bedingten) Wahrscheinlichkeiten

= P(Aj |Bi), =123 j=12, diewir zweckmaliger Weise in Matrixform

08 0,2
M=(m)=|02 08
04 06

notieren. Die Eintrittswahrscheinlichkeiten fur die Krankheiten B,, B, und B, notieren wir als Zei-

lenvektor in der Form
p=(p)=(0.3 0.6 0.
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Nach Satz 28 |sst sich dann der Vektor g =(q;)=(P(A) P(A,)) der Eintrittswahrscheinlichkei-
ten fur die Symptome darstellen als

0,8 0,2
q=pll=(0,3 06 01):(0,2 08|=(0,4 0,6).
0,4 0,6
Fur die bedingten Wahrscheinlichkeiten

T =P(B|A), j=12i=123

dafur, dass Krankheit B, vorliegt, wenn man Symptom A; beobachtet hat, erhalt man nun aus Teil
b) des Satzes

. b

m.. =
ji
9;

oder gleich in Matrixform (auf 4 Stellen gerundet)

b ()_[06 03 01
_(”“)_[o,l 0,8 0,1]'

Beachtenswert ist hierbei, dass zwar — wie erwartet — bei Auftreten des Symptoms A, ein Patient
am wahrscheinlichsten an der Kranheit B, (mit Wahrscheinlichkeit 0,6) und bei Auftreten des
Symptoms A, am haufigsten an der Krankheit B, (mit Wahrscheinlichkeit 0,8) leidet, dass er aber
z.B. bei Aufreten des Symptoms A — wenn er nicht an B, erkrankt ist — haufiger an der Krankheit
B, (mit Wahrscheinlichkeit 0,75 *®) als an B, (mit Wahrscheinlichkeit 0,25) leidet, obwohl A
héufiger unter der Krankheit B, (mit Wahrscheinlichkeit 0,4) as unter B, (mit Wahrscheinlichkeit
0,2) vorkommt. Dies liegt daran, dass die Krankheit B, selbst nur relativ selten auftritt: B, kommt
etwadreimal so haufig vor wie B,.

Im Zusammenhang mit bedingten Wahrscheinlichkeiten gibt es eine ganze Reihe von Seltsamkei-
ten, darunter das bekannte Simpson-Paradox aus dem Jahr 1951 (siehe etwa BARTH UND HALLER
(1998), S. 140, Aufgabe 18) oder die Problematik der richtigen Diagnose beim AIDS-Test oder
ahnlichen medizinischen Screening-Verfahren (vgl. etwa HENZE (2003), Beispiele 16.11 und 16.12
und BEHENEN UND NEUHAUS (2003), Beispiel 6.9.)

16 s geht hier um die bedingte Wahrscheinlichkeit
PA,<Bsz1C> PAJ(Bz)i P(BZ|A&)7 0,3

P, (B, 1B])= P (&) - P.(B) P(BIIA) 03+01

0,75
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11.3. Verteilungsfunktionen und Momente

Wir greifen hier die schon in Abschnitt 1.3 behandelte Frage wieder auf, durch welche Angaben ein
(Wahrscheinlichkeits-)Mal? bereits eindeutig bestimmt ist. Fur Zufallsvariablen und -vektoren ge-
langt man damit in naturlicher Weise zum Begriff der Verteilungsfunktion.

Definition 28 (Verteilungsfunktion). Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsmald auf der Borel’schen
o-Algebra B¢, d € N. Diedurch

>d<(—oo,xi]], (X, e, Xy ) ER®

i=1

Fp(xl,---,xd)::P[

definierte Funktion heif¥ die zu P gehérige (d-dimensionale) Verteilungsfunktion.

Verteilungsfunktionen besitzen wesentliche strukturelle Eigenschaften, von denen wir zeigen wer-
den, dass sie Wahrscheinlichkeitsmal3e eindeutig festlegen.

Definition 29 ( A-Monotonie). Eine Funktion g:R* — R mit d € N heit A-monoton, wenn sie
die folgende Eigenschaft besitzt:

d

>
AQ; = Z D= 9(51X1+(1_51)y1""15dxd +(1_€d)yd>20

(e1-ica)<{0)"
furale x=(x, %), Y=Y, ¥s) ER? mit x<y, d.h. x <y, furi=21-,d.

Fir d =1 fallt also die A- Monotonie mit der Ublichen (schwachen) Monotonie zusammen.

Lemma 29 (Eigenschaften von Verteilungsfunktionen). Es sei F =F, die Verteilungsfunktion
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf der Borel’ schen o- Algebra B¢, d € N. Dann gilt:

AF} >0 fir ale x,y € RY mit x<y (A-Monotonie von F)
d
P[_><1(xi,yi]]:Any fur ale x,y e R? mit x<y
lim  F (Y, Yy)=F (X, %) firale xR’ (rechtsseitige Stetigkeit)

Yo%, Ya 1 Xg

lim  F(x,X)=1 limF(x,,x)=0furi=21---,d

X T00,-++,Xg Too Xj | —00

(Normiertheit / rechtsseitige Stetigkeit).

Beweis: Die erste Aussage folgt aus der zweiten, die wir hier der Einfachheit halber nur fir den
Fall d =2 zeigen (der allgemeine Fall kann dhnlich gezeigt werden wie die Siebformel aus Satz
5). Esist namlich

(=00, Yo X (=00, Yo [N (X4, Y1 |5 (a1 Yo | = (=00, % x (=00, Y, ]U (=00, Y x (—00, %, ]

und somit
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F (V1 ¥2) = P((%0 Ya ] (%0 Yo ]) = F (%, ¥2) + F (V1% ) = F (%4, %, ),

also
P<(X1’ yl]X(XZ’ yZD =F (Xl’ XZ)_ F (Xl’ yZ)_ F (yl’ XZ) +F (y1’ yz) = Any'
P((Xl’yl]x(xz’VZD
X Yi
Der Rest ergibt sich aus der Stetigkeit von P von oben und unten (da P ein beschranktes und damit
endliches MaR3ist). [ |

Die zentrale Bedeutung von V erteilungsfunktionen wird aus dem folgenden Resultat ersichtlich.

Satz 29 (Charakterisierungssatz). Es sei F eine A-monotone Funktion auf R? fir d €N, die die
drei Grenzwerteigenschaften von Lemma 29 erfllle. Dann gibt es genau ein Wahrscheinlichkeits-
mal3 P auf der Borel’schen o- Algebra B¢, sodass F = F, ist.

Beweis: Wir zeigen hier nur die Beweiseidee auf und verweisen fur Einzelheiten auf BAUER
(1992). Durch

d
P[_>_<1(xi,yi]]:AFXy furale x,y e R mit x<y

wird zunichst eine nicht-negative, normierte Mengenfunktion P auf dem Semi-Ring £ der Inter-
valle definiert, die additiv ist. Mit Hilfe der ersten und dritten (rechtsseitigen) Stetigkeitsei genschaft
lasst sich wie beim Lebesgue-Mal? (Satz 14) mit einem geeigneten Kompaktheitsargument dann

zeigen, dass P auf £ sogar o-additiv ist. Damit existiert nach Satz 7 (groRer Mal¥ortsetzungs-
satz) eine Fortsetzung von P zu einem Mal auf der Borel’ schen o- Algebra B¢, die wir wieder mit

P bezeichnen wollen. P ist eindeutig, weil P beschrénkt und damit insbesondere o- endlich ist. Die
zweite Stetigkeitseigenschaft impliziert dann noch

PRY)= lim P

X 100, -+, Xg Too

;((—oo,xi]]z lim F (%) =1

i=1 X 100, -+, Xq Too

so dass P tatsachlich auch ein Wahrscheinlichkeitsmall ist. [ |
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Eine Verteilungsfunktion spielt damit dieselbe Rolle wie der Elementarinhalt beim Lebesgue-Mal3;
sie beinhaltet insbesondere schon sdmtliche notwendigen Informationen tber das zugehérige Wahr-
scheinlichkeitsmal3.

Beispielsweiseist die Funktion F (x,,X,):=X 4+ X,, X,X, € R A-monoton wegen
Any =F (nyz)_ F (X11 yz)_ F (Xzi y1)+ F <Y1’ yz)

= (% %) = (% +Y,) = (% +yy) +(¥ +Y,) =0,

jedochist F keine Verteilungsfunktionwegen zB.  [im  F(x,,---,x,) = oc.

x:[Toov"'de TOO

Ein wichtiger Speziafall von Verteilungsfunktionen liegt vor, wenn das zugehdrige Wahrschein-
lichkeitsmal3 P eine Dichte f beziiglich des Lebesgue-Malkes m? besitzt. In diesem Fall gilt nam-
lich
d Yd Y1
Any — P[i(l(xi,yi]]:f...f f (le""ud)dul“'dud-

Xg Xy

Ist die Dichte f darliber hinaus in dem Punkt x =(x,,---,X,) € R" stetig, folgt nach dem (mehrdi-
mensionalen) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sogar noch

ad
f(Xl,"',Xd):mF(Xl,"',Xd).
1 d

Damit kann bei Riemann-Integrierbarkeit die Verteilungsfunktion F als Stammfunktion zur Dichte
f angesehen werden.

Die oben als Beispiel betrachtete A-monotone Funktion F (x,,X,)= X, +X,, X,X, € R kann durch
eine kleine Modifikation zu einer , echten Verteilungsfunktion gemacht werden, indem man

G (%, X%,):=max{min{x,1}+min{x,, 1} 1,0}, x,,x, € R

setzt. Dann gilt G(x,,X,) = F (X, X,)—1 in dem Dreieck D::{XGR2|O§ X, X, <1, x1+x221}.
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Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung P besitzt aber keine Dichte beziiglich des L ebesgue-
MalRes m?, daz.B.imInneren D° des Dreiecks D gilt:

2 82
G(x, = —1)=0 for all D°
D%, X, (%) D%, X, (a+%—1) Hratexe

und ebenso
a 2
OX, 0%,

G(x,X,)=0 firallexeD°".

Solche Verteilungen, die auch offensichtlich nicht diskret sind, heif3en singulér (beziglich des Le-
besgue-Mal3es).

Satz 30 (Verteilungsfunktionen bei Unabhéngigkeit). Es seien X,,---, X, reellwertige Zufallsva-
risblen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4,P) mit den Verteilungsfunktionen F,---,F,
(d.h. zu den Verteilungen P*,---,P**). Dann gilt: X,,---, X, sind stochastisch unabhangig genau

dann, wenn fir die Verteilungsfunktion F der gemeinsamen Verteilung pXeXa) gilt:

F(xl,---,xd):f[Fi(xi), X= (%, X ) ER".

Beweis: "=": Esistmit X =(X,,---,X,) bei Unabhangigkeit

""" Esist

Px[_>d<(—oo,xi]]= |:<X1,...,Xd):ﬁ|:i (x)=]]P" ((_oo,xi]):épxa [%l<_oo,xi]]

i=1

fur alle x=(x,---, X, ) € R". Also stimmt P* auf dem Semi-Ring £° der Intervalle mit dem Pro-
d
duktma? @ P Uberein und ist daher nach Satz 8 mit diesem identisch, d.h. X,,---, X, sind sto-

i=1

chastisch unabhangig. [ |
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Im Fall der Existenz eine Dichte f von F beziiglich des Lebesgue-Malkes m® wie oben ist die fun-
damentale Gleichung in Satz 30 auch noch &guivalent zu

d
f(x, %) =]]fi(x) m-fasttberall, x=(x,---,x,) €R?,

i=1

wobei die f, die (eindimensionalen) Lebesgue-Dichten der P*' bezeichnen.

Definition 30 (Randverteilungen). Es sai (><I Qi,®A) ein Produkt-Messraum mit einer abzéhlba-
1€ icl

ren Indexmenge | CN und P ein Wahrscheinlichkeitsma3 auf ¢ .4;. Das fir jede Teilindexmen-

icl

ge J C | auf dem Produkt-Messraum (>< Qi,®A) durch

ied ied

_ A, 1€l
pj(_x A.)::P(_XBi) mit B, = .
jed ! icl Q. icl\J

eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsmal? P; heil3t Randverteilung der Ordnung J zu P.

Man beachte dabei, dass &, ::{_><J Aj‘Vk cJ:A eAk} en _><JQJ. abzéhlbar Uberdeckender Semi-
J€ je

Ring und Erzeuger der Produkt- - Algebra X A ist, auf dem P, o-additiv ist (weil P auf ganz

i€d

& A diese Eigenschaft besitzt). Die Existenz und Eindeutigkeit von P, ergibt sich damit nach dem

i€l

(grofen Mal¥fortsetzungs-) Satz 7.

Im Kontext von V erteilungsfunktionen besagt dies Folgendes.

Lemma 30. Es sei F die zu eéinem WahrscheinlichkeitsmaR P auf B° gehorige Verteilungsfunkti-
onauf R? fir d >2 und J = {i,,~+i,} C 1 :={1,---,d } mit einer naturlichen Zahl r < d. Ferner sei

K:=1\J={j,Js,} die der GroRe nach angeordnete Menge der komplementéren Indices.
Dannist die zu dem Wahrscheinlichkeitsmal? P, gehorige Verteilungsfunktion F, gegeben durch

F (Xil’“'xir): X'jlimo"'xjd“rn;locF(Xl,---,xd), (Xil,---Xir)ERr.

Besitzt F dariiber hinaus eine Dichte f beziiglich des Lebesgue-MalRes m®, so besitzt F, ebenfalls
eine Dichte (beziiglich des Lebesgue-Mal3es m"), die gegeben ist durch
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Beweis: Der erste Teil folgt sofort aus Definition 30 mit der Wahl A :=(—o0,x], x, € R. Der

zweite Teil ergibt sich aus der Darstellung der (mehrdimensionalen) Verteilungsfunktion als Le-
besgue-Integral. [ |

Wir betrachten beispielhaft die Dichte
F(xX)=(X+%) g (X, %), XER?

mit dem (abgeschlossenen) Einheitsquadrat Q. Man beachte, dass hier tatsachlich

11 1 5 1
f!f(xl,xz)dxldxz:fflerxzdxldxz:f%erlx2 dx,
R 0 o0 0 0
r1 x, x2[
:[§+x2dx2:32+720:1
gilt. Esfolgt mit analoger Rechnung
" % X, +x x5 1
F(xl,xz):[[ufruzdulduz:[%erluzduz:%zlexz(xptxz), (X, %,)€Q

und daraus fur die Randverteilungsfunktionen

F (%)= lim F(x,x,)= F(Xl,l)zéxl(xlﬂ), 0<x <1

XZ*}OQ

sowie aus Symmetriegriinden
Fo (%)= F(sz):%xz(szrl), 0<x, <1

Fir die Randdichten ergibt sich durch Integration (oder Differenzieren der gerade berechneten Ver-
teilungsfunktionen) noch
1

1
f1<X1>:ff(X11X2)dxz:fxl‘f‘deXz:Xl—l-%, O<x <1
0

0
i 1
fz(xz):ff(xl,xz)dxlzx2+§, 0<x, <1,
0

Hieran sieht man ubrigens, dass das zugehdrige Wahrscheinlichkeitsmald P kein Produktmal? ist,
weil im Allgemeinen nicht F (x,,X,) = F,(x,)-F,(X,) fur (x,x,)€Q ist.
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Wir kehren noch einmal ausfihrlicher zu dem vorigen Beispiel
G (%, %, )= max{min{x,1} +min{x,,1} -1,0}, x,,x, €R
zurlck. Hier gilt entsprechend

G, (%)= limG(x,%,)=G(x,1)=x, 0<x <1

Xg—00

GZ(XZ):)Liirch(xl,xz):G(sz): X,, 0<x, <1,

Die Randverteilungsfunktionen G, und G, gehdren damit zur stetigen Gleichverteilung tiber dem
Einheitsintervall E :=[0,1] mit den Randdichten

Hier liegt also der interessante Fall vor, dass zwar die beiden Randverteilungen Dichten beziglich
des Lebesgue-Malkes m' besitzen, die gemeinsame Verteilung allerdings keine Dichte beziiglich

des L ebesgue-MaRRes m?. Man kann sich diese Verteilung jedoch folgendermafRen vorstellen: sei X
eine Uber dem Einheitsintervall E stetig gleichverteilte Zufallsvariable. Dann besitzt der Zufallsvek-

tor X:=(X,1—X) bzw. die Verteilung P*die (singulére) Verteilungsfunktion G. Dies sieht man
durch die Rechnung
+%x, -1 falsl-x,<x

P(X <x,1-X gxz):P(l—ngxgxl):{o ong =G (X, X,)

fur x € D. Ferner ist
P(X <x,1-X <x,)=P(1-x, <X)=1-(1-x,) =, fir x, >1, x, € E sowie
P(X <x,1-X <x,)=P(X <x)=x fir x,>1 x €E,
woraus insgesamt folgt, dass G tatsachlich die Verteilungsfunktion von X ist. Dartiber hinaus sieht

man, dass mit X auch 1— X Uber dem Einheitsintervall E stetig gleichverteilt ist. Allerdings sind X
und 1— X in extremer Weise voneinander funktional (n&mlich linear) abhangig, damit ist die

(messbare) Menge D, fir die P(X € D)zl gilt, die Anti-Diagonale
D:{(xl,xz)e E2|x1+x2:1}

mit dem Lebesgue-MaR m?*(D) = 0. Dies erklart, warum die Verteilung P* keine Dichte beziig-
lich des L ebesgue-MalRes m? hat, wie schon oben festgestel It wurde.

Man nennt eine Verteilungsfunktion G Uber dem Einheitsquadrat bzw. allgemeiner Gber dem d-
dimensionalen Einheitswiirfel im R?, die Randverteilungsfunktionen besitzt, die zu einer stetigen

Gleichverteilung Uber E gehoren, auch eine Copula. Das folgende berihmte Ergebnis von Sklar
(das wir hier nur ohne Bewels zitieren, siehe etwa NELSEN (1999)) zeigt, dass sich alle Verteilun-
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gen Uber R? in natiirlicher Weise durch Randverteilungen und eine Copula beschreiben lassen, d.h.
alle denkbaren Arten von stochastischer Abhéngigkeit stecken bereits im Begriff der Copula.

Satz 31 (Sklar 1958). Es sei F eine beliebige Verteilungsfunktion auf R® mit d > 2. Dann existiert
eine CopulaC so, dass

F (X% ) =C(F (%), Fy (x,)) furalle x e R

gilt, wobei F,---,F, die zu F gehorigen Randverteilungsfunktionen bezeichnen. Die Copula ist
dabei eindeutig bestimmt, wenn die Randverteilungsfunktionen F,---, F, stetig sind.

Das letzte Beispiel zeigt, dass die Abbildung

C,(u;,u,):=max{u, +u,—10} firueQ
eine solche Copula ist. Sieist in gewisser Weise extrem, denn sie ist eine untere Schranke fur alle
zweidimensionalen Copulas (so genannte untere Fréchet-Hoeffding-Schranke). Die entsprechende
obere Fréchet-Hoeffding-Schranke ist gegeben durch

C, (u,u,):=min{u,u,} fur ueq,

sie ist die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X = (X, X ). Die Unabhangigkeitscopula ergibt
sich as, intermediérer” Fall zu

C,(u,uy)=u,-u, fir ueQ

(vgl. Satz 30). Die beiden letzten Copulas kénnen leicht auf mehrere Dimensionen verallgemeinert
werden, namlich zu

d
C (U Uy )= min{uy,--,uy }, Cy (uy-,uy ) =] Ju fir u=(u,u,)€[01, deN.
i=1

Die analoge untere Fréchet-Hoeffding-Schranke

d
Cy(Upyeeyuy )= max{Zul—d +LO}» for u=(u,,--,u,)€[0,]", deN
i=1

ist allerdings fur d >3 keine Copula mehr, jedoch bleibt fir ale d-dimensionalen Copulas C die
Ungleichungskette

Cy (U, Uy ) < C Uy, Uy ) < Cy (Uy, o+, uy ) flr u:(ul,---,ud)e[o,l]d, deN

bestehen. Copulas spielen aktuell eine grof3e Rolle in der Versicherungs- und Finanzmathematik,
etwa um im Rahmen eines mathematischen Risikomanagements die verschiedenen beobachtbaren
Risiken und ihre gegenseitigen Abhéangigkeiten modellhaft angemessen zu erfassen und zu bewer-
ten. Solche Bewertungen werden seit einiger Zeit verstarkt durch aufsichtsrechtliche V orgaben auf
nationaler und européi scher Ebene vorgeschrieben.
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Verteilungsfunktionen kdnnen recht merkwirdige Eigenschaften besitzen. Wir zeigen das an dem
folgenden eindimensionalen Beispidl.

Dazu betrachten wir zunachst einen diskreten Zufallsvektor (X ,Y) mit Werten in NxN. FUr Y

nehmen wir eine spezielle geometrische Verteilung an (diese wird noch genauer in Abschnitt 11.5
behandelt), konkret:

P(Y = n):2—1n fur aleneN.
Die Verteilung von X spezifizieren wir Gber bedingte Wahrscheinlichkeiten:

P(X =k|Y =n)=2 furale k € {1--,n} bei gegebenem n e .
n

Die bedingte Verteilung von X unter dem Ereignis {Y =n} ist also eine Laplace-Verteilung. Die
unbedingte Verteilung von X ist demnach gegeben durch

P(X_k)_ZP(X_k|Y_n) P(Y =n) :i fur alle k e N.

n=1 n=k

Dieser Ausdruck ist nicht weiter elementar zu vereinfachen ausser fir k =1 mit dem Wert

1—%] =In2=0,6314...

P(X=0)=3" ; ——In

n=1

unter Ausnutzung der Reihendarstellung —In(1—x) = ZX? ir —1<x<1. Wir betrachten jetzt
n=1

die reelle Zufallsvariable Z ::é’ die Werte inQ* =QnN(0,1] annimmt und sogar surjektiv ist.
Wir bestimmen die zugehdrige Verteilungsfunktion F, wie folgt:
F,()=P(Z <x)=P(X <xY) =3 P(X <nx|Y =n)-P(Y =n)

n=1

o0

:i nx |Y_n) P(Y =

n=1

0, x<O

fir 0<x <1 mit F, (x):{l L Dabei bezeichne |z]:= max{m e Z|m < z} die gréRte ganze

Zahl unterhalb von z € R.

Diese Funktion ist in jedem Punkt x € Q" unstetig und in in jedem irrationalen Punkt xe(O,l)

stetig!! Um dies einzusehen, betrachten wir die Elementarwahrscheinlichkeiten zu Z, also
P(Z =q) fiur alle g € Q. Jedes solche g kann in eindeutiger Weise als teilerfremder Bruch (nach

Kirzen aler gemeinsamen Faktoren in der Primfaktorzerlegung) in der Form q :% geschrieben

werden mit a,be N, a<b.
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Es folgt dann fir q€ Q" in dieser Darstellung, wieder mit der obigen Reihendarstellung fir den
Logarithmus:

. p[@{é:%}]:ip({x —an}{Y =bn})

n=1

— 3 P(X =an|¥ =bn)-P(Y =bn) =3 = .1 :—5|n[1—i]>o.
n=1
Dies bedeutet, dass P(Z =q) > 0 ist fur alle g € Q", so dassfolgt:
P(Z:q):P(Zgq)—P(Z<q):FZ(q)—Iriwr(r)1FZ(q—h)>OfUraIqueQ*,

d.h. F, istin alen ge Q" nicht linksseitig stetig und damit dort unstetig, wie behauptet. Diese

Eigenschaft gilt — wie man sofort sieht — Ubrigens allgemein immer dann, wenn die Zufallsvariable,
deren Verteilung einer Verteilungsfunktion zu Grunde liegt, eine postive Wahrscheinlichkeit in
einem einzelnen Punkt besitzt. Mit analoger Argumentation folgt auch, dass F, in allen irrationa-

len Punkten x €(0,1) stetig ist, weil offensichtlich P?(Q")=1 und damit P*((0,)\Q")=0 is,
also insbesondere P(Z = x) =0 ist fur alle x € (0,1 \ Q", was naturlich sofort zu

F,(x)=P(Z <x)=P(Z<x) firale xe(0,)\Q’

fuhrt. Die folgenden Bilder zeigen einige AusschnittvergofRerungen aus dem Graphen von F,. Die
unendlich dichte Lage der Unstetgkeitsstellen ist allerdings nicht abbildbar.

02267
0.225346598 I:Z (X) 022594 I:Z (X)

0.22534696 4 ’7 0.2268
0.22534694 ] 02267
0.22534692
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0.22534656
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Zur Veranschaulichung der ,praktischen Nitzlichkeit“ von Verteilungsfunktionen behandeln wir
jetzt das so genannte Achensee-Paradox, das seinen Namen von einer mathematischen Fachtagung
erhalten hat, die vor einigen Jahren am Achensee (Tirol) stattgefunden hat und auf der das Paradox
intensiver diskutiert wurde. Es stammt aber wohl urspringlich von T. Cover (,Pick the largest
number”, in COVER AND GOPINATH (1987), S. 152).

Achensee-Paradox: Jemand notiert zwei beliebige verschiedene reelle Zahlen auf zwei Zetteln (je
eine pro Zettel), die verdeckt auf den Tisch gelegt werden. Eine zweite Person deckt nach Wahl
zufdllig einen der Zettel auf. Dann gibt es eine Strategie, mit der mit mehr als 50%iger Wahr-
scheinlichkeit entschieden werden kann, ob die noch verdeckte Zahl groRRer oder kleiner als die
aufgedeckte Zahl ist.

Dies erscheint einem unbedarften Betrachter als unmdglich, da ja keinerlel Information Uber die
noch verdeckte Zahl vorliegt. Daher wirde ein solcher Betrachter davon ausgehen, dass die Wahr-
scheinlichkeit einer korrekten Vorhersage tber die GrofRenordnung der zweiten Zahl nicht anders
sein kann als bel einem reinen Raten, wo diese Wahrscheinlichkeit genau 50% und nicht mehr be-

trégt.

Die versprochene Strategie besteht nun darin, dass man unabhéngig von der Grolie der aufgedeck-
ten Zahl ein Zufallsexperiment durchfihrt, in dem man eine Zufallszahl Y erzeugt, die aus einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung Q stammt, deren zugehorige Verteilungsfunktion F lediglich stetig

und streng monoton wachsend auf R sei. Solche Verteilungen und die Erzeugung passender Zu-

fallszahlen werden wir spéter in diesem Abschnitt bzw. genauer im Ubernéchsten Abschnitt kennen
lernen.

Die Entscheidungsregel zu der Strategie lautet nun wie folgt: Ist die Zufallszahl Y gréRer as die
aufgedeckte Zahl, so entscheiden wir, dass die noch verdeckte Zahl ebenfalls grofRer als die aufge-
deckte Zahl ist. Ist die Zufallszahl Y kleiner as die aufgedeckte Zahl, so entscheiden wir, dass die
noch verdeckte Zahl ebenfalls kleiner as die aufgedeckte Zahl ist. Mit anderen Worten: wir besor-
gen uns ersatzweise die zweite Zahl aus einem eigenen unabhangigen Zufallsexperiment und ent-
scheiden dann so, alswenn die ,,gezogene* Zahl tatséchlich die noch verdeckte ware.

Diese Strategie fuhrt tatsdchlich mit mehr as 50%iger Wahrscheinlichkeit zum Erfolg! Dies kann

man wie folgt einsehen: wir bezeichnen die kleinere der notierten Zahlen mit a, die gréf3ere mit b.
Das Aufdecken der ersten Zahl kann beschrieben werden durch eine Zufallsvariable X mit der Wer-

temenge X = {a,b} und den Wahrscheinlichkeiten
1
P(X=a)=P(X=b)=".

Die genaue Struktur des zu Grunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraumes (Q,A, P) spielt dabei

keine Rolle. Die obige Ersatz-Zufallsvariable Y werde voraussetzungsgemal3 als von X unabhangig
angenommen. Dann kann zunéchst das Ereignis einer korrekten V orhersage beschrieben werden als
die Menge

A=({X =a}n{y >a})@({X =b}n{Y <b}).

Esfolgt
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P(A)=P({X =a}n{y>a})+P({X =b}n{Y <b})
=P(X =a)-P(Y >a)+P(X =b)-P(Y <b)

_1 et FO-F@ 1
=5 (1 F(a))+2 F(b)—2+ 5 >2!

Man beachte hierbei, dass P(Y <b) =P(Y <b) = F(b) ist wegen
P(Y =b)=Q({b})= Ili[pQ((b—h,b]): lim(F(b)—F(b—h))
=F(b)—limF(b—h) = F(b) — F(b) =0

auf Grund der vorausgesetzten Stetigkeit von F.

F(b)—F(a)

Leider kann i.Allg. der Trefferwahrscheinlichkeits-Zuwachs nicht konkret bestimmt

werden, da die Zahlen a und b ja nicht bekannt sind. Man kann das allerdings dann, wenn bekannt
ist, nach welchem Mechanismus die Zahlen a und b ermittelt werden, etwa dann, wenn diese selbst
das Ergebnis einer zufélligen ,,Ziehung® sind nach dem Muster der obigen Strategie. Wir werden

gpater noch zeigen, dass die Trefferwahrscheinlichkeit sogar % (1) betragt, wenn ale Zahlen unab-

héngig voneinander nach derselben Verteilung Q mit der stetigen, streng monoton wachsenden
Verteilungsfunktion F gezogen werden.

Fur die praktische Durchfiihrung des Spiels kann man sich z.B. vorab eine Liste mit Zufallszahlen
nach der selbst gewahlten Verteilung Q ausdrucken und muss dann nur noch in jeder Runde die
aufgedeckte Zahl mit der entsprechenden Zahl der eigenen Liste vergleichen.

Bei der oben angesprochenen Erzeugung von Zufallszahlen spielt die so genannte Pseudo-Inverse
einer Verteilungsfunktion eine wichtige Rolle.

Definition 31 (Pseudo-Inverse). Es sei ¢/:R — R eine schwach monoton wachsende, rechtsseitig
stetige Funktion. Ferner sei 1(y):=inf {¢/(x)[xe R}, S(¢¥):=sup{(x)|xeR}. Dann ist auf
dem offenen Intervall (I (w),S(zb)) die Pseudo-Inverse +* von 1 definiert durch

P (y)=inf {xeR[¢(x) >y}, ye(1(¥),S(¥)).

Bemerkung: Bel der Bildung der Pseudo-Inversen gehen Konstanzbereiche von 1« in Sprungstellen
von ¢ iber und umgekehrt, wie die folgende Skizze zeigt:
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j ¥ (%)

JOORE. f
— ¥ ()

:

() j

1 (¥) S(¥)

Lemma 31 (Eigenschaften der Pseudo-Inversen). Es seien ¢ und ¢ ' wie in Definition 31. Dann
gilt:

a) ¢ ‘istauf (1(y),S(y)) schwach monoton wachsend und linksseitig stetig.

b) (v i(y))>y firale ye(1(),S)).

0) Ist v iny(y) stetigfirein ye(1(1),S()), sogilt (¢ () =Y.

d) o (v(x)<x furale xe R mit 1(x) € (1(¥),S(¥)).

) Ist ¢t in ¢(x) stetig firein x e R mit ¢(x) € (1(¥),S(¥)), s0gilt ¢ (¢(x)) = x.

Beweis: Es sden y,ze(1(¥),S(¥)) mit y<z und A ={xeR|[¢(x)>y},

A, ={xeR|y(x)>z}. Danist A, C A und somit ¢ *(y)=inf (A ) <inf(A)=1v "(z). Dies
ist der erste Teil von a). Sel nun y e(l (w),S(w)). Definitionsgemal existiert eine schwach mono-
ton fallende Folge {x, } . mit ¢(x,)>y und limx, =1 (y). Da ¢ rechtsseitig stetig ist, folgt
@b(zp’l(y)):nllrgzb(xn)z y. Diesist Teil b). Fir ein xR mit ¥(x) € (1(:),S(¥)) gilt definiti-
onsgemal’ ¢ (y(x))=inf {ze R|y(z) > (x)} < x. Dies ist Teil d). Sei nun {y,} = ene
schwach monoton wachsende Folge in (I (), S(¢)) mit y = nlLTo y,. Nach dem gerade Gezeigten
ist dann auch die Folge {1 (y, )}HGN schwach monoton wachsend mit ~*(y, ) < *(y) < oo,
d.h. die Folge {dfl(yn)}neN ist (schwach monoton) konvergent, etwa gegen z < '(y). Ange-

nommen, es sei z < '(y). Dann ist v(z) <y nach Definition von ¢ *. Nach Teil b) ist aber
¢(¢‘1(yn))2yn, dh. es ist wegen ¢ *(y,)<z und der schwachen Monotonie von :

¥(z) > liminf P(¥H(y,) =y > ¥(2). %, dsoist z=1'(y). Dasist der zweite Teil von a). Wir
zeigen noch die Teile ¢) und €). Sei also ¢ in ¢ *(y) stetig fur ein y e (1(x),S(x)). Ist nun
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{X,},., €ine schwach monoton wachsende Folge mit x, <+ ™(y) und limx, = P H(y), so gilt
nach Definition der Pseudo-Inversen ¢ (x,)<y und somit nach Teil b): '!LTO@b(xn)gy
gw(z/)*l(y)>:w(nlLrI]Oxn)=ALrI]Oz/)(xn), aso Gleichheit. Dies ist Teil ). Sei schlieflich ¢ in
P(x) stetig fur ein xeR mit ¢(x) € (1(1),S(¥)). Ist {y,},_, €ineschwach monoton falende
Folge mit y, > (x) und M?c y, =¥(x), so gilt wieder nach Definition der Pseudo-Inversen

¢ (y,)>x und somit nach Teil d): limy*(y,)> xzzb*l(w(x)):w*l(lim yn): limy™(y,),
also auch hier die Gleichheit. Diesist Teil €). Damit ist das Lemma vollstandig bewiesen. |

Lemma 32. Es sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4,P) mit steti-

ger Verteilungsfunktion F. Dann ist die Zufallsvariable Y := F(X) Uber dem Einheitsintervall [0,1]

stetig gleichverteilt. Ist umgekehrt F eine beliebige Verteilungsfunktion und Y eine tber dem Ein-
heitsintervall [0,1] stetig gleichverteilte Zufallsvariable, so besitzt die Zufallsvariable X := F*(Y)

die Verteilungsfunktion F.

Beweis: Erster Teil: Zunéchst ist bel Verteilungsfunktionen 1(F)=0, S(F)=1. Fir 0<x<1 sei
nunA, ={yeR|F(y)<x}, B, = {y cR|y< F’l(x)}.Wenn F stetig ist, folgt aus der schwa-
chen Monotonie von F und Teil ¢) von Lemma31: B, C A, fir alle 0<x <1. Ist ferner x€(0,1)

ein Stetigkeitspunkt von F~*, so folgt umgekehrt auch A C B, aus den Teilen @) und €) von

Lemma 31. Wegen der schwachen Monotonie von F ist die Menge der Unstetigkeitspunkte im
Intervall  (0,1), U (F’l), hochstens abzadhlbar, d.h. fir setiges F ist die Menge

U(F)={xe(01)|A =B,} eineLebesgue- Nullmenge. Fir x(0,1)\U (F ) folgt dann also

[FOO) <xp =X (A) =X (B,) = {X <F ()}
und somit

P(F(X)<x)=P(X <F*(x))=F(F*(x)=x firale xe(0,1),

d.h. F(X) ist Uber [0,1] stetig gleichverteilt (die Menge {0,1} ist ebenfals eine Lebesgue-
Nullmenge).

Zweiter Teil: Aus den Teilen b) und d) von Lemma 31 folgt wegen der schwachen Monotonie von
F und F* sofort

{FY)<x}={Y <F)} firalexe(0,1),
also gilt
P(X <x)=P(F*(Y)<x)=P(Y <F(x))=F(x) furalle xe(0,1),
so dass X die Verteilungsfunktion F besitzt. Damit ist das Lemma bewiesen. [ |
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Lemma 32 zeigt damit auf, wie man bel dem Achensee-Paradox vorgehen kann. Eine geeignete
Vertellungsfunktion F erhalt man bei spielsweise, wenn man die Dichte

f(x):1 xeR
s

1+ x2°

betrachtet. Man erhalt damit die so genannte Cauchy-Verteilung, deren Verteilungsfunktion F ge-
geben ist durch

5 , XeR.
1+4u s

F(X):ff(u)du:%f ! du:larctanurm:%[arctanxqtg

Wenn man also auf einfache Weise eine Zufallsvariable U erzeugen kann, die tber dem Einheitsin-
tervall [0,1] stetig gleichverteilt sind, so ist die Zufallsvariable

X =FU)= tan[wU —g]: —cot(nU)
Cauchy-verteilt; ihre , Realisationen” kdnnen damit fir die Strategie-Liste beim Achensee-Paradox

herangezogen werden.

Realisationen solcher Zufallsvariablen U werden héufig ndherungsweise durch rekursive Algorith-
men folgender Art erzeugt:

1. Waéhle einen so genannten Modul m € N und einen Faktor a € N, m,a geeignet und gentigend
grof3.
2. Wahleeinen Startwert z, € {1,2,---,m}.

3. Setzerekursiv

z,=a-z, , modm fir neN.

4. SetzeU =21 nez'.
m

Eine , geeignete’ Bestimmung der Parameter m und a erfordert tiefsinnige Uberlegungen, die we-
sentlich mit Methoden der algebraischen Zahlentheorie arbeiten und daher hier nicht dargestellt
werden kdnnen. Gebrauchlich sind etwa die Wahlen

m=2" mitt>3 und a=3mod8 oder a=5mod8.

Man muss jedoch aufpassen, ob die so erzeugten Zahlenfolgen auch gentigend ,, zufallig” (im Sinne
von stochastisch unabhéngig) und , gleichméfdig verteilt* sind, insbesondere wenn man aus den
Zahlen Paare, Tripel oder hdherdimensionale Zufallsvektoren bilden will.

Ein anderes Problem besteht darin, dass alle solchen rekursiven Verfahren eine Periode besitzen,
d.h. nach einer gewissen Anzahl von Zahlen wiederholen sich diese regelméldig. Die Periodenlange

des obigen Verfahrens betragt etwa 2' % = %

Die meisten Programmiersprachen enthalten bereits eingebaute Befehle zur Erzeugung solcher Zu-
fallszahlen, oft in der Form des RND-Befehls oder dhnlich.
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Mit Hilfe von Lemma 32 konnen wir nun auch die noch offene Rechnung zum Achensee-Paradox
nachliefern. Wir nehmen an, dass der erste Spieler seine beiden Zahlen Z, und Z, unabhéangig

voneinander nach einer Verteilung mit stetiger und streng monotoner Verteilungsfunktion F er-
zeugt. Dann sind beide Zahlen fast sicher voneinander verschieden®’. Der zweite Spieler ziehe nun
seine , Ersatzzahl* Z, auf dieselbe Weise, unabhéngig vom ersten Spieler. Dann kann das Ereignis

einer korrekten Vorhersage analog zu oben beschrieben werden als die Menge

A= ({Zl <Z,}n{z,< 23})@({21 >Z,}n{Z, > Za})

=({F(z)<F(Z,)}n{F(z,)<F(z)})o({F(Z)> F(Z,)}n{F(z,)> F(Z,)}),

wobel jetzt nach Lemma 32 die Zufallsvariablen U, :=F (Z;), i=12,3 stetig gleichverteilt und
nach Lemma 28 ebenfalls stochastisch unabhangig sind. Es folgt

P(A) =P ({U, <U,}n{U, <U.})+P({U,>U,}n{u, > U,})

jj]dududu+fffdududu_ffl U, dudu+ffududu

U Uy

jl u,)” du +fu du, = (1—u1)3
0

wie behauptet.

Der Rest dieses Abschnitts ist hauptsachlich den so genannten Momenten von Zufallsvariablen
bzw. deren Verteilungen gewidmet. Eine herausragende Rolle spielt dabel der Begriff des Erwar-
tungswerts einer Zufallsvariablen; er ist wesentlich fUr das wichtige Gesetz der groRen Zahlen, das
in einer einfachen Form bereits vor dem Jahr 1700 von Jakob Bernoulli (1654 — 1705) in seiner
berihmten Ars Conjectandi (posthum im Jahre 1713 erschienen) formuliert wurde.

Definition 32 (Erwartungswert). Es sei X eine reellwertige Zufallsvariable auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2,.4, P). Im Falle der Existenz heif3t

E(X)::fx dP

der Erwartungswert von X.

Bemerkung: Der Erwartungswert E(X) existiert also genau dann, wenn X P-integrierbar ist, vgl.
Definition 20. Insbesondere existiert E(X) immer, wenn X >0 oder X <0 ist, ggf. mit dem

Wert +00 oder —oo. Wir unterscheiden sinngemal3 auch hier zwischen eigentlichem und unei-
gentlichem Erwartungswert.

Y Man kann zeigen, dassin diesemFall P(Z, =Z,)=P(Z,—-Z,=0)=0 ist.
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Eine Reihe von Eigenschaften des Erwartungswerts kann man sofort aus Lemma 20 sowie aus den
Sétzen 18 und 19 ablesen. Wir listen diese hier nur noch einmal auf, der Beweis wurde ja jeweils
schon in allgemeiner Form gegeben.

Lemma 33 (Eigenschaften des Erwartungswerts). Es sai (£2,.4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
X,Y und {X,} . seienredlwertige Zufallsvariablen. Dann gilt:

a Ist X =1, furein Ac A, soist E(X)=P(A).

b) E(aX +8Y)=aE(X)+GE(Y) firdle o, €R (im Falle der Existenz)
c) X<Y = E(X)<E()

d [EC)<E(X])

e VAcA: P(A)=0 = fXdP:E(llA-X):O

f) X >0und E(X)=0 = X =0 P-fast sicher

g X =Y P-fastsicher = E(X)=E(Y)

h) VA€ A: E(1,-X)<E(1,Y) = X <Y P-fastsicher
i) VAeA: E(1,-X)=E(1,Y) = X =Y P-fast sicher

i) Ve>o0: P(|X|>e)§E(LX|) (Markoff-Ungleichung).

k) Ist die Folge {X,} , nicht-negativ und schwach monoton wachsend, so gilt
limE (X,)= E(lim X, .

) Ist die Folge {X,} . punktweise konvergent gegen X und gilt |X, |<Y fir ale ne N mit
E(Y) < 00, S0 gilt ebenfalls imE (X, )= E(Iim xn): E(X) sowie lim E(|X,—X[)=0.

n—oo n—oo

Satz 32 (Berechnung von Erwartungswerten). Es seien X und Y reellweertige Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P).

a) Ist X diskret verteilt, d.h. gibt es eine héchstens abzahlbare Menge T C R mit P*(T) =1
und P(X = x)> 0 furale xeT, soist X genau dann eigentlich P-integrierbar, wenn

> IXP(X =x)<o0

XeT

gilt. In diesem Fall 18sst sich der Erwartungswert darstellen as

E(X)=>_x-P(X=x)

XeT

18 Man nennt dann T auch den Tréger der Verteilung P*.
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Ist des Weiteren P selbst eine diskrete Verteilung, d.h. gilt {w}e.A fur ale weQ und
P({w})> 0 fur hichstens abzahlbar viele w € Q, so gilt analog

E(X)=2_X(w)P({w})

we

b) Besitzt P* eine Dichte beziiglich des Lebesgue-Malies, so ist X genau dann eigentlich P-
integrierbar, wenn

f|x| f (x)dx < oo

gilt. In diesem Fall |&sst sich der Erwartungswert darstellen als

E(X)=— [ F(x)ax+ [ (1-F (x))dx
0
d) Ist X eigentlich P-integrierbar, so l&sst sich der Erwartungswert auch darstellen al's
1
E(X)= | F*(x)dx,
J
wobei F~' wieder die Pseudo-Inverse von F bezeichne.

Beweis:

a Essd T' ={x,x,,...} der (abzahlbare) Trager von P* und T~ ={y,,y,,...} der (abzéhlba-
re) Trager von P* . Wir setzen

XS :Zxkn{w:xk} und X, :Zykll{x,:yk}, neN,
k=1 k=1

d.h. auf den Mengen {X* € {x,,...,x }} bzw. {X~ €{y,,....y,}} stimmen X; und X* bzw.

X, und X~ Uberein; ferner gilt jeweils
X, 1 X", X, 1 X™ mit n— oo sowie

E(Xn*):fxn*dP:ki;xkf]t{x‘_xk}dP :ki;xkp(x::xk)
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n

. :fxndP:;ykfll{xyk}dP =3 y.P(X, =k).

k=1

Existiert nun im eigentlichen Sinn der Erwartungswert E(X), so konvergieren nach V orausset-
zung beide Reihen mit

E(X7)=lmE(X,)=>"x-P(X; =x), E(X )=limE(X,)==>"x-P(X, =-x)

n—o0 n—o0
x>0 x<0

Daher konvergiert auch > "|x| P (X = x) mit E(|X|)=E (X*)-i—E( ) > IX[P(X

XeT XeT

Ist umgekehrt die letztere Reihe konvergent, so konvergieren jeweils auch die Reihen

> ox-P(X =x) und " x-P(X =x), d.h. esexistieren jeweils E(X *)="x-P(X =x) und
x>0 x<0 x>0
( ) —Y x-P(X =x), und damit auch E(X )= E(X*)—E(x*>zzx.p(x -
x<0 XeT

Ist nun P diskret, so l&sst sich wegen der absoluten Konvergenz der Reihe der Erwartungswert
)=>_x-P(X = x) auch folgendermaf3en umordnen:

xeT

=Y x-P(X=x)=> x-P{weQ|X(w)=x})= ZXZ ({w})

“T ¥ X@P(e) =S X wP())

wie behauptet.

b) Der erste Teil folgt aus Definition 20 und den nachfolgenden Uberlegungen. Es gilt nach den
Sétzen 20 und 22, wenn id die Identit&tsabbildung bezeichnet,

E(X )= [x"dP= [id"dP" :fid+~fdm1:7x+-f(x)dx
)= [x-dp= [iddP* = [lid" fdm—fx*-f(x)dx

o0

E(X|)= E(X*)+E<X):£(x*+x)- f (x)dx:i|x|- f (x)dx

E(X)=E(X")-E(X )= ]O‘(x+ —x ) f(x)dx = jx- f (x)dx

¢) Mit Hilfe des Satzes von Fubini (Satz 23) lasst sich der Beweis wie folgt durchfihren:
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0%8
0

- j P(X >x)dx = 77 P* (dy) m*(dx) = jjml(dX)Px (dy)

= [yP*(dy) = [y'P*(dy) = [id*dP* = [X*dP =E(X")

0

und
]F dx—fP (X <x dx—j]P (dy)m(dx)—ffm(dx)P (dy)
:_f yP*(dy)= [y P*(dy)= [id"dP* = [ X"dP=E(X"),
aso
— [ F)dx+ [(1-F (%)) dx = —E(X ")+ E(X ) = E(X),
wie behauptet.

d) Sei zundchst X >0. Dannist auch F~* >0, und man erhalt

F(x)

[F e[ [ orne [ ace [f o= [laF(r)or-£(x)

0<y<F7% y)<x<1
O<x<1 y>0

ImFall X <0 ergibt sich analog

ZFl dx_—ffdydx—— ff dydx = — ff dxdy_—fF )dy = E(X

(x)<y<0 0<x<F(y
0<x<1 y<0

Fur beliebige X erhdlt man nun das Ergebnis durch die Zerlegung X = X* — X~ mittels Teil c).

Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. u

Fir das auf S. 91 gebrachte Beispiel 183t sich der Erwartungswert E (X ) am besten mit Teil c) von
Satz 32 berechnen:

E(X):](l— F(x))dx:l—]F(x)dx :1—2%]%@ e

zl—izi- Skl sl _19InZ g gags.

n 2 n+1 04
n=1 k=1 n n=: n2 2

Die folgenden Graphiken zeigt den Zusammenhang zwischen den Teilen ¢) und d) von Satz 32:
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Bei Transformationen von Zufallsvariablen ist das folgende Ergebnis, das sich sofort aus den Sét-
zen 22 und 20 ergibt, oft recht nitzlich.

Lemma 34. Es sei X ein Zufallsvektor auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4, P) mit Werten

in RY, deN. Ferner sei G:R* — R eine Borel-messbare Abbildung. Dann gilt: ist G(X) P-
integrierbar, so gilt

E(G(X)):fG(X)dP:dePX.

Besitzt darliber hinaus die Verteilung P* eine Dichtef, so gilt auch

E(G(X)): ffG<X1”Xd) f <X1""’Xd)dxl"'dxd'
Als Anwendung dieses Lemmas ergibt sich sofort noch:

Lemma 35. Esseien X,,---, X, stochastisch unabhangige, reellwertige Zufallsvariablen auf einem
d
Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4,P). Sind dann alle X; P-integrierbar, so auch Y =] X;, und es

i=1

gilt

E(Y):E[ﬁxi]:HE(Xi).

d
i=1 i=1
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Beweis: Mit Hilfe des Satzes von Fubini (Satz 23) und Lemma 34 erhalten wir fir

G(xl,-n,xd):!jxi:

[ x] [edp = de@PX j"j‘G(xl,---,xd)le(dxl)---PXd(dxd)

:jjﬁx P%: (dx, )--- P (dxd):ﬁjxi pXi (dxi):ﬁE(Xi),

womit das Lemma bewiesen ist. [

Mit Hilfe von Lemma 32 kann damit alternativ auch Tell d) des Satzes 32 bewiesen werden, weil ja
die Zufallsvariable X dort genau so verteilt ist wie F*(U), wobei U eine tber [0,1] stetig gleich-

verteilte Zufallsvariable bezeichne. Es folgt dann mit Lemma 34
1
E(X)=E(F'(U))= [F*dP’ = [F*(xdx.
0

Die folgende Ungleichung erweist sich in vielen Anwendungsféllen ebenfalls als sehr niitzlich:

Lemma 36 (Jensen’sche Ungleichung). Essei X =(X,,...,X,) ein d-dimensionaler Zufallsvektor
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4,P) mit Werten in einer konvexen Menge M € B° mit
deN und G: M — R eine messbare, konvexe (konkave) Abbildung. G(X) sowie die Kompo-
nenten X,,---,X, von X seien samtlich P-integrierbar. Dann ist (E(X,),-,E(X,))€ M, und es
gilt:

> G(E(X,),-,E(X,)), falsG konvex
G(E(X,),--E(X,)), falsG konkav

Ist G nicht-negativ und konkav, braucht dabel lediglich die Integrierbarkeit aller Komponenten
von X gefordert zu werden.

Beweis: Die erste Aussage des Lemmas wollen wir hier nur fir den Fall beweisen, dass M kom-
pakt ist (einen vollstandigen Beweis findet man z.B. in Gansser & Stute (1977), Satz 5.4.1).

Es bezeichne u= (s, p1y) =(E(X,), E(X,)). Angenommen, u liegt auBerhalb von M.
Dann existiert eine 1 von M strikt trennende Hyperebene, d.h. es existieren Zahlen a,,---,a, € R
mit

d

> a (% —y)>0 firale x,--,%, € M.

i=1

d
Insbesondereist also S = ~a (X; —44)>0 und damit auch E(S)> 0, denn anderenfalls ergabe

i=1
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sich aus Monotoniegriinden E(S)=0 und daher mit Lemma33f) S =0 P-fast sicher im Wider-
spruch zu S > 0. Damit folgt

0<E(S)=3a(E(X)-4)=0

also ein erneuter Widerspruch, womit die Gultigkeit von € M bewiesen ist.
Zum Beweis der Ungleichungen fir E(G(X)) konnen wir annehmen, dass G konvex ist (sonst

Ubergang von G zu —G). Es existiert dann eine Stiitzhyperebene, die den Graphen von G im
Punkt x berthrt, d.h. esexistieren Zahlen b,,...,b, € R mit

d
G (X %y ) =D b (% — g )+ G (g, g ) Mit (X0, %) € M.
i=1
Mit der Monotonie und Linearitét des Erwartungswerts folgt daher

E(G(Xp X)) 2 S0 (E(X,)— 1) -G (1110 )= G (sarr ).

i=1

wie behauptet. Die restliche Behauptung ergibt sich aus Lemma 33 ¢) sowie dem Umstand, dass bei
Konkavitét und Nichtnegativitét von G analog Zahlen c,,...,c, € R existieren mit

Ma

0<G(X (Xi = 15)+ G (pay+ 2114 ) -

Das Lemmaist damit vollstandig bewiesen. [ |
Eine Verscharfung der Jensen’schen Ungleichung ergibt sich fur den Fall, dass G strikt konvex
(strikt konkav) ist und das Mal3 P neben O und 1 noch mindestens einen weiteren Wert annimmt. In
diesem Fall gilt

> G(E(X,),E(X,)), falsG konvex
(e(x) [<G(E(X1),~--,E(Xm), falls G konkav.

Definition 33 (Varianz, Kovarianz und hdhere Momente). Esseien X und Y Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P) sowie k € N.

a) Ist X? P-integrierbar, so auch X; indiesem Fall heif’t
Var (X )= E((X ~E(X))’]

die Varianz von X bzw.von P*.

b) Sind X,Y und X-Y jeweilsP-integrierbar, so heil3

Kov(X,Y):=E[(X —E(X))(Y —E(Y))]
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die Kovarianzvon X und Y . Ist Kov(X,Y):O, soheifen X und Y unkorreliert.

c) Ist |X|k P -integrierbar, so auch X; in diesem Fall heif3t

° ) das k -te absolute Moment von X

E(|x
e E(X¥) das k-teMoment von X

‘X E ) das k -te absolute zentrale Moment von X und

. E((X—E(X)) ) das k -te zentrale Moment von X (bzw. P*).

Man beachte dabei, dass die Zufallsvariable | X |k +1 fiir jedes k e N eine P-integrierbare Majoran-
te zu | X| ist, wenn |X|k P-integrierbar ist. (vgl. Lemma 33 ¢) und d)).

Lemma 37 (Eigenschaften von Momenten). Es seien X und Y Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€,.4,P).

a) Sind X?)Y und X -Y P-integrierbar, so gilt auch
Var (X )= Kov(X,X)=E(X?)~(E(X))’
und
Kov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y).
Fur beliebige c € R gilt dartber hinaus:
E((X —c))=Var(X)+(E(X)~c),
d.h. E((X —c)z) ist minimal fir ¢ = E(X ). Ferner gilt:
Var(X)=0 < X =const P-fast sicher.
b) Sind X?Y und X -Y P-integrierbar, so gilt:

Var(aX +b) =a’-Var(X)
Kov(aX +b,cY +d) =ac-Kov(X,Y)

fur ale a,b,c,d € R. Ferner ist
Var (X +Y)=Var(X)+Var(Y)+2Kov(X,Y).
Sind speziell X und Y unkorreliert, so gilt
Var (X +Y)=Var(X)+Var(Y).
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Ist X? P-integrierbar, so gilt

Var(X)

2
9

P(IX—E(X)|>e)<

fur ale e > 0 (Tschebyscheff-Ungleichung).

Existiert fir ein k € N das k-te absolute Moment von X, so existieren auch alle m-ten Momente
von X fur m <k (d.h. absolute und nicht-absolute, zentrale und nicht-zentrale), und es gilt

m/k

=[x o )< -a ) <({x—of ) <2 (€[]} ¢1f|

fir ale c € R. Bezeichnet F die Verteilungsfunktion von X bzw. P*, so gilt auch die Darstel-
lung

E(X") = (-1 ] kx“'F (x)dx-i—j\kxkl (1—F(x))dx = ](Fl(x))k dx
E(|X|k) = j‘ kx 'F (x)dx+jkx“(1— F(x))dx= ]‘Fl(x)‘k dx.

0

Sind |X|* und |Y|" P-integrierbar fur p,q>1 mit %—i—%:l. s0 ist auch |XY| P-integrierbar,

und es gilt
1/p

E(x-v)) < (E(x]")) -(E(|Y|q))1/q (HOlder-Ungleichung).

Ist speziell p=q=2, sogiltauch

‘Kov(X,Y)‘ g\/Var(X)-Var(Y)

mit Gleichheit genau dann, wenn X und Y P-f.s. linear voneinander abhangen, d.h. wenn
Zahlen a,b,c € R, a,b nicht beide Null, existieren mit aX +bY =c P-fast sicher.

Beweis:

a)

Die Beziehung zwischen Varianz und Kovarianz ergibt sich unmittelbar aus Definition 33 a)
und b) durch Auflésen der Klammern und der Linearitét des Erwartungswertes:

Var (X) = Kov(X,X)=E|(X —E(X))(X —E(X))|= E[xz_zx.E(X)+(E(x))z]

= E(X*)=2(E (X)) +(E(X))" = E(x*)~(E(X))"
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Kov(X,Y)=E|(X —E(X))(Y —E(Y))|= E[XY =YE(X)— XE(Y)+E(X)E(Y)|
= E(XY)—2E(X)E(Y)+E(X)E(Y)=E(XY)—E(X)E(Y). '
Entsprechend gilt mit = E(X):
E((X —c))=E(X*—2cX +¢?)
=E(X*—2uX +4°)+2(n—C¢)E(X)+¢*—
=Var(X)+2(p—c)u+c*—pu?
=Var (X )+c?—2uc + p?
:Var(X)+(E(X)—c)2.

Ferner gilt nach Lemma 33 f)
Var(X)=0 & E(X —E(X))’=0 & (X —E(X))’=0 & X = E(X) P-fast sicher.

Dies bedeutet aber gerade Var(X)=0 < X =const P-fast sicher.

b) Esgilt

Var(aX +b) = E[(ax +b—E{(aX +b)})2} —E[(ax —aE(X))’]
:aZ-E[(x —E(X))Z]:az Var(X),
Kov(aX +b,cY +d) = E|(aX +b—{aE(X) +b})-(cY +d — {cE(Y)+d})

= E[a(X —E(X))-c(Y — E(Y))| = ac-E[(X —E(X))-(Y ~E(Y))
=ac-Kov(X,Y).

Entsprechend gilt mit = E(X) und v =E(Y):

=Var (X )+Var (Y )+2 Kov(X,Y),

wie behauptet. Sind X und Y zusétzlich unkorreliert, soist Kov(X,Y)=0, womit Var(X +Y )=
Var(X)+Var(Y)folgt.

c) Die Tschebyscheff-Ungleichung ist ein Spezialfall der Markoff-Ungleichung:
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(-2} (-0 < e(x €000

d) Esreicht, auf Grund von Lemma 33 c¢) und d) nur die Beziehung
E((x —o)")<E(x ~¢")<(g(/ —c|k))m/k gzm(E(|x|k)+|c|k)m/k fiir dlle c € R

nachzuweisen. Diese folgt aber fir m <k aus der Holder-Ungleichung Tell €) fur die Wahl

L
m’ " k=m

reellen Zahlen a,b gultigen Abschéatzung

und Y =1, wenn dort X durch |X|m ersetzt wird sowie aus der fir alle

Ja—bf* <(|a] + o))" < (2max(jal. o))" < 2 (jaf + pf ).

Der Beweisfir die Darstellung von

E(X*)=(-2) j kx 'F (x)dx—kj‘kx"‘1 (1-F(x))dx= ](F‘l(x))k dx

und
1

0 00
E(|X|k):ka"’lF(x)dxqtkak’l(l—F(x))dx:‘”F’l(x)‘k dx
o 0 0
ergibt sich analog zum Beweis zu Satz 32 c) und d).

€) Wir benutzen die Jensen’ sche Ungleichung aus Lemma 36 fir die konkave Abbildung

11
G(u,v)=uPv?, u,v>0.

Die Konkavitét ergibt sich z.B. aufgrund von

2 a1, 2 11
(;Cj(u,v)——p —u’ v! <0, (Z?(u,v)——q —ufv? <O,
u v q
2 1,1 1,]_
(;9(;; (u,v):%up vl >0
uov
0°G  0°G
2
dh. die Matrix SBG %“;Z" ist negativ-semidefinit auf der konvexen Menge
oudv  ov?

1 1

2 =9 o 2 - 2
M = (0,00) x(0,00) (mit den Eigenwerten Ound —u® ve (P 1>Qijq§q DPU” _ 0). Nach

Lemma 35 folgt also
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e e e e A T S S

wie behauptet. Die Ungleichung

|[Kov(X,Y)|<Var(X)-Var(Y)

ergibt sich nun aus der Holder-Ungleichung, wenn man p=q=2 wahlt und X durch
X —E(X) sowie Y durch Y —E(Y) ersetzt.

Seien nun a,b,c € R, a,b nicht beide Null, etwa 0.B.d.A. a=0, mit aX +bY =c, dann gilt
nach Teil b)

la]-|[Kov(X,Y)|= ‘Kov(ax,Y)‘aXiY:C‘Kov(c—bY,Y)‘ = |b|var (Y)
= Jb?Var (Y \/Var = JVar (aX )Var(Y)
=|a|Var (X )Var (Y

aso [Kov(X,Y )| = Var(X)-Var(Y).

Ist umgekehrt Kov (X Y i\/Var Var ) und nicht \/Var \/Var =0, so ergibt
sichfir alle a,beR die Gle|chung

Var (aX +bY)=a*ar(X)+b*ar(Y)+2ab-Kov(X,Y)
=a’Var(X)+b?ar(Y)+ 2ab\/Var(X)Var (Y)
= (aVar (X) ibwar(v))z,

also speziell Var(aX +bY)=0 fir die Wahl a—JV , b= JV . Nach Teil a) ist
dann aber aX +bY = const P-fast sicher, wie behauptet.

Far \/Var \/Var =0 sind Xund Y P-fast sicher konstant, so dass sich in diesem Fall

aundb stets s0 wahlen lassen, dass aX +bY =const P-fast sicher ist, ohne dass a=b=0
gilt. Damit ist das Lemmavollstandig bewiesen. &

Definition 34 (Korrelation). Es seien X und Y Zufalsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (€2,.4,P) mit 0< Var(X),Var(Y)<oo. Dann heif}t

Kov(X, Y)

\/Var )Var (Y

Korr

die Korrelation zwischen X und Y.
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Bemerkung: Die Korrelation ist also ein Mal fur die lineare Abhangigkeit zwischen X und Y; sie
nimmt nach obigem Werte zwischen —1und 1 an mit Korr(X ,Y) = 41 genau dann, wenn Zahlen

a,b,c€R, a,b nicht beide Null, existieren mit aX +bY =c P-fast sicher. Ist Korr(X,Y)>0, so
sagt man auch, X und Y seien positiv korreliert; ist Korr(X,Y)<0,s0 heifen X und Y negativ
korreliert.

Oft wird die Korrelation auch mit dem Buchstaben p bezeichnet.

Lemma 37 b) l&sst sich sofort auch auf mehr als zwei Summanden X, -+, X, erweitern; es gilt dann
entsprechend
Var[z Xi] = Var(X;)+2> Y Kov(X;, X;).
i=1 i=1 I<i<j<n
Lemma 35 impliziert, dass stochastisch unabhangige Zufallsvariablen X,,---, X, auch (paarweise)
unkorreliert sind. Die Umkehrung ist aber i.Allg. nicht richtig, wie das folgende Beispiel zeigt:

Wir betrachten das zweimalige unabhangige Werfen einer fairen (Laplace-)Minze. Das Ergebnis
»Kopf“ identifizieren wir mit , —1“, ,Zahl* mit ,1“. X bezeichne das Ergebnisim ersten, Y dasim
zweiten Wurf. Dann sind die Zufallsvariablen S:= X +Y und D:= X —Y unkorreliert, denn es
gilt

E(S-D)=E(X*-Y?)=E(X?)-E(Y?)=0,
weil X und Y dieselbe (Rand-)Verteilung besitzen mit X*=Y? =1, alsoauchE(X*)=E(Y?)=1.
Wegen E(X)=E(Y) = —1-%+1%: 0 folgt also Kov(S,D)=E(S-D)—E(S)E(D)=0. Sund D

sind aber nicht stochastisch unabhangig, weil etwa

P(S=2,D=0)=P(X =Y =1)= P(X =1)- P(Y :1):%:%:%%:%.[%+:11]
=P(X =Y =1)-(PX =Y =La{X =Y =-1})=P(S=2)-P(D=0)

gilt.

Der Erwartungswertbegriff ist im Ubrigen zentral fur faire Spiele. Ein Spiel heifdt fair, wenn der
Einsatz gleich der erwarteten Auszahlung, der erwartete Gewinn aso Null ist. Beim chuck-a-luck

(S. 70 — 72) ergibt sich etwa aus der Tabelle auf S. 72 oben, fur ale k e{lm,G}:

—126+475+30+3 17
E(X,)=) XP(X,=X)= =— ~ —0,079.
( k) ; ( “ ) 216 216

Dieser Wert ist negativ, was bedeutet, dass das Spid unfair ist, und zwar zu Lasten des Spielers. Er
verliert auf Dauer im Mittel ca. 8 Cent (auf Grund des Gesetzes der Grol3en Zahlen, siehe Abschnitt
11.6.); siehe auch BARTH UND HALLER (1998), S. 168.
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Von zentraler Bedeutung in der Stochastik sind ferner (die Verteilungen von) Summen unabhangi-
ger Zufallsvariablen, so etwa beim so genannten Gesetz der groflen Zahlen und beim Zentralen
Grenzwertsatz, diein Abschnitt 11.6 und 11.7 gesondert behandelt werden.

Definition 35 (Faltung). Es seien X und Y reellwertige, stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen.

Dann heifd die Verteilung der Summe X +Y die Faltung der Verteilungen von X und Y, in Zei-
chen:

P« PY = PX*Y,

Die Faltung von Verteilungen kann auf verschiedene Weise dargestellt werden:

Lemma 38. Es seien X und Y stochastisch unabhéngige, reellwertige Zufallsvariablen. lhre Vertei-
lungsfunktionen seien mit F, und F, bezeichnet, bei stetigen Verteilungen ferner ihre Dichten

entsprechend mit f, und f,. Die Verteilungsfunktion der Faltung P* xP" sei mit F, xF, be-
zeichnet, entsprechend im Fall der Existenz die Dichte mit f, * f,. Dann gilt:

R (D)= F, (@) = [ Fu(z- )P @) = [ F(z- 0P ()
R (0= F +F() = [ F -y 1,0y = [ oz 1, ()X

fo*f,(2)= 1, % fx(z):j fo(z—y) fY(y)dy:T f,(z—x) f, (x)dx, zeR.

Beweis: Esist

0o Z—Y

ForF (@) =P(X+Y<2)= [[ P‘X*Y)(dx,dy):ffo(dx)PY(dy):jP(Xgz—y)PY(dy)

X+y<z —00 —00

= [F@=nP' () = [F2—y)f,(ndy
(dieletzte Gleichung im Fall der Existenz von Dichten), woraus durch Differentiation folgt

b b @=g P RO=g [FEDtoy= [ e iom -

Fur diskrete Verteilungen tber Z (oder Teilmengen davon) gilt folgende, analoge A ussage:

Lemma 39. Es seien X und Y stochastisch unabhéngige, reellwertige Zufallsvariablen mit Werten
in Z. Dann gilt:

Fe xR (M)=P(X+Y <n)=) R (n—k)-P(X =k)=> F, (n—k)-P(Y =k)

P(X+Y=n)=> P(X=k)-P(Y =n—k)=> P(Y =k)-P(X =n—k)

far ale ne Z.
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Beweis: Direktes Nachrechnen und Anwenden der Unabhangigkeitsannahme liefert
P(X+Y=n)= P(@{x =k}n{yY :n—k}):ZP(X =k)-P(Y =n—k), neZ.

keZ kez

Hieraus folgt unmittel bar

Fe xR (N)=P(X+Y <n)= zn: P(X+Y=k)= Zn: STP(X = J)-P(Y =k~ ])

k=—o00 k=—o00 jeZ

:ZP(X:j)i P(Y=k—))=> F(—]j)-P(X=]), neZ

jez k=—o00 jezZ

Die Ubrigen Aussagen ergeben sich hieraus durch Vertauschen der Rollenvon XundY. ®

Fur den Fall, dass die Zufallsvariablen in Lemma 38 und 39 [fast sicher] nicht-negativ sind, muss
nicht Gber ganz R bzw. Uber ganz Z summiert werden. Man erhalt dann folgende Spezialfélle:

Im Fall von Lemma 38:

Fx *FY(Z)=FY*FX(Z):ZFX(Z—y)PY(dy):ZFY(Z—y)PX(dy)
Fx *FY(Z):FY*FX(Z)=]FX(Z—y) fY(y)dy=]FY(2—x) fx () dx
fxx f (@) = 1 * fx(Z)szx(Z—y) fY(y)dyzij(Z—X) fx(dx, zeR
und im Fall von Lemma 39:
Fe xF, (n)=P(X +Y §n):kzn;FY(n—k)-P(X :k):kzn;FX(n—k)-P(Y:k)

P(X+Y :n)zzn:P(X =k)-P(Y :n—k)zzn:P(Y =k)-P(X =n—k)
furdleneZ™.

Natdrlich kann man auf entsprechende Weise auch die Summe abhéngiger Zufallsvariablen behan-
deln. Wir zeigen dies an einem Beispiel, das zugleich noch einmal alternative Berechnungméglich-
keiten fir Erwartungswerte, Varianzen und Korrelationen aufzeigt.
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Beispiel: Wir betrachten einen Zufallsvektor Z :(X,Y) !
mit Werten in dem Dreieck D:={(x,y)|0<x<y<1}. Es oa
sel angenommen, dass die Verteilung von (X,Y) eine Le- D

0e

besgue-Dichte besitzt; diese muss aufgrund der Vorgabe des 5,
Wertebereichs dann nur auf D spezifiziert werden. Die 04
Dichte moge von folgender Form sein:

0z

f,(x,y)=c-(x+y)fir (x,y)eD

mit einer noch passend zu bestimmenden positiven Kon-
stanten c. Diese erhalten wir aus der Bedingung

1y

1= P(ZeD):ff fz(x,y)dxdy:cffx+ydxdy
D 0 0

3|y=1

y 13 y
dy=c | =y?’dy=c*-
x=0 y L[zy y 2

1 .2
X
:C[?'i‘xy

also ¢ =2. Man muss hier tbrigens im Gegensatz zum abstrakten Doppelintegral bei der Festle-
gung der Integrationsgrenzen in der iterativen Auflosung auf die Reithenfolge der Integration ach-
ten. Man hétte die Konstante némlich auch aus der Rechnung

El

y=0

1= P(ZeD):ff fz(x,y)dydx:cj]x+ydydx
D 0 x

1 2

:c[xy+y7

y=1 1 1 3 X X2 X3 x=1
dx=c|=4+x—=x?dx=c|l=+——— |=
[2 2 2 2 XO}

N o

y=X

erhalten konnen. Die jeweiligen Integrationsgrenzen ergeben sich hierbel aus der das Dreieck cha-
rakterisierenden Ungleichung 0< x <y <1. Integriert man zuerst nach x, zieht die Ungleichung

0<x<y,; diese legt dann die Integrationsgrenzen fur das innere Integral fest. Nach , Herausinte-
grieren* von x bleibt dann nur noch die Ungleichung 0<y <1, wel-

che die Grenzen fur das aul3ere Integral festlegt. Fur das zweite Dop-
pelintegral zieht dagegen zuerst die Ungleichung x <y <1 und dann

dieUngleichung 0<x<1.

Die Dichte von Z lautet somit:

f,(x,y)=2(x+Yy), (x,y)eD & 0<x<y<L

Graph der Dichtevon Z
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Fur die Berechnung der Summendichte fur S := X +Y gehen wir wie im Beweis von Lemma 38
vor, alerdings missen wir jetzt auf Grund der speziellen Situation einer Dichte Uber einem Dreieck
eine Fallunterscheidung machen.

Fall: 0<z<1: Essind die Ungleichungen 0<x <y <1 und "
X+ Yy <z zu beachten. Diese beschreiben das rechts blau mar- 05

kierten Teildreleck, das &quivalent bestimmt ist durch die Un- y=1z—X
gleichungen o5

0.4+

z
2 ' 0.2

Die einfachste innere Integration ist also die nach y mit

z/2z—x z/2 2

F(z2)=P(X+Y<z)= ff f(xy)dydx_szx+ydydx_2fxy+

X+y<z
0<x<y<1

y=7-X

dx

z/2

:f22—4x2dx: zzx—ﬂx3
5 3

x=2/2 [1 1] 3_ 23
2 6

x=0

Fal 2: 1<z<2: Essind wieder die Ungleichungen 0<x<y<1 y=17—X
und x+y <z zu beachten. Diese beschreiben diesmal die Vere-
nigung der beiden rechts blau markierten Gebiete G, und G,, die 1

aguivalent bestimmt sind durch die Ungleichungen 0
0<x<z-1 x<y<1furG, yDB
z—1§x§%, x<y<z-—xfirG,. 02

Die einfachste innere Integration ist also jewells wieder die nach y
mit

z-11 z/2z2—x

Fs(2)=P(X+Y <z) 2ffx+ydydx+2ffx+ydydx

z-1 x
z/2

_Zf +x—gx dx+2fz —AX*dx = x+x* — ‘0 + Zsz—gXS

3 3

z-1

Durch Differenzieren erhalten wir damit auch noch gleich die Summendichte:

7%, 0<z<1
fs(z):‘l
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1 1

0a] fs(2) 08

05 05 F (2)
0.4 0.4]

02 0.2

0702 03 o6 o8 1 12 14 16 18 2 U702 03 o6 o8 1 12 14 1B 18 2

z z
Dichtevon S Verteilungsfunktion von S

Weiterhin erhalten wir noch nach Lemma 34, mit G(x,y) = X:

2 Y 1

E(X):j;fx- f, (x, y)dydx=2jfx2+xydxdy: ZJ:X_;JF%y

x=0 0

Eine analoge Rechnung mit G(x,y) =y liefert

E(Y):ffy- f, (X, y)dydx:Z]]xy+ yzdxdy:jﬁxzerZXﬂXy dy:]Bysdy:%
D 0 0 0 0

x=0

Diese beiden Groélen hétte man nattrlich auch nach Satz 32 b) Uber die Randdichten berechnen
konnen:

1 1
fx(X)zffz(x,y)dyz2fx+ydy=2xy+y2\fx:1+2x—3x2, 0<x<1
0 X

1 1 2
X 2 3 1 2 3 5
EX)= [ x-f,(X)dx= | x+2x° -3 dx=—+=x*—=X!| ==4=—"=—
*[ [ 2 3 4 2 3 4 12

1 y
fY(y)zffz(X,y)dXZ2f><+ydx:x2+2xy\§=3y2, 0<y<1
0 0

1

1 1
3
E() = [y f(dy=[3y°dy="y"
0 0 0
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Fur die Kovarianz / Korrelation zwischen X und Y ergibt sich analog:

1y 1
2 5
E(XY)= [ [ xy-f,(x,y)dydx=2 | x¥*y+xy?dxdy= | =x°y+x°y?| dy= [=y*
()foyz(y)y [[Hy y[3y+ yx_oy[?’y
115 1
Kov(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y) =~ = = ==
(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y) TR

x=y
E(Xz):ffxz- fz(x,y)dydx:ijx3+x2ydxdy:j%x4+§x3y
D 0 0 0 X=

1 X=y 1

E(Yz):ffy2~fz(x,y)dydx:Z]jxy2+y3dxdy:fx2y2+2xy3‘ dy:fsy“dy
D 0 0

0 x=0 0

Var(X):E(XZ)—(E(X))Z—l—é— 43

T30 144 720
3 9 3
Var(Y)=E(Y2)—(E(V) ==L ==
) ( > <()) 5 16 80
1
Korr(X,Y)=—VXY) 48 S g aagp.
JVar(X)var(Y) \/43_3 V129
720 80
Abschlief3end folgt noch:
5 3 7
E(S)=E(X)+E(Y)=—+2=L
(S) =E(X)+E(Y) T 5
2 1 2 2
1 |1 1 3
E(S?)= | 2°f(2)dz= | z2*dz+ | 22® - z2*dz==+|=2*—=7°| |==
( ) [ s(2) [ [ 5 |2 5 |] 2

Var(S) = E(Sz)—(E(S))Z :3—2:%+8—%+%:Var(X) +Var(Y)+ 2Kov(X,Y).
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11.4. Erzeugende Funktionen

Erzeugende Funktionen sind traditionell ein effektives Hilfsmittel in der Kombinatorik. Sie wurden
schon im 18. Jahrhundert von Laplace eingefihrt. Hier werden sie uns helfen, eine Reihe wichtiger
Ergebnisse zur Berechnung von Momenten oder zur Berechnung der Verteilung von Summen un-
abhéangiger Zufallsvariablen zu beweisen.

Definition 36 (erzeugende Funktionen). Es sei X eine reellwertige Zufallsvariable derart, dass fir
eine Tellmenge | CR der Ausdruck

Uy (1) =E(e%), tel

fur alle te I endlich ist. Dann heifd die auf | definierte Abbildung ¢, die momenterzeugende
Funktion zu X bzw. zu der Verteilung P*.

Die durch
Py (s) =1y (Ins)=E(s*), sce' ={e'|tel}

definierte Funktion heifdt die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion zu X bzw. zu der Verteilung
Px.

Die momenterzeugende Funktion 1, charakterisiert die Verteilung P* eindeutig, wenn die Menge
| ein Intervall [—6,6] mit 6> 0 enthalt. Der zugehdrige Beweis wird tblicherweise mit Hilfsmit-

teln der Fourier-Analyse gefthrt; wir verweisen deshalb hier auf die einschlégige Literatur zur
Wahrscheinlichkeitstheorie (z.B. BILLINGSLEY (1986), Theorem 30.1).

Satz 33. Es sai X eine redllwertige Zufallsvariable derart, dass fur eine Teilmenge | CR die mo-
menterzeugende Funktion i, existiert. Dann gilt:

a) Esist stets 1, (0) =, (1) =1. Existiert ferner v, (t) fur ein t=t">0 bzw. t=t <0, S0
aucthraIIete[O,t*] bzw. t €[t,,0]. Bezeichnet speziell

t" =sup{teR|, (t) <oo}, t =inf {te R ¢y (t) < oo},

so existiert 1, (t) fur alIete(t’,t*), und ¢, (s) existiert fur ale se(e‘f,e“) (mit der Kon-

vention e >~ =0, e =o0). Gilt insbesondere X >0 bzw. X <0 (mit Wahrscheinlichkeit 1),
soistt” =—o0 bzw. t7 = +o0.
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d)
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Esse 0<é< min{t+,—t‘}. Dann existieren samtliche Momente E(|X|k), keN, ¢, istim
Nullpunkt beliebig oft differenzierbar , und es gilt

U “(0)=E(X*), keN und

Uy (1) :i _ x') t, [t <é.

k=0

Insbesondere ist
E(X) = 45 (0), Var(X) =15 ()~ {u; (0} .

Ferner ist o, (s) fur s=1 differenzierbar, und es gilt

so&")(l)zE[_ﬁ(x_i) , keN und
. [H<X—n>]
pu(9) =D (=" [s-Y<1-e”

Insbesondere ist
E(X) =, (), Var(X) = ¢, () +¢, O {14y D}

Gilt P(X €z")=1 mit Z":={012,}, o lasst sich ¢, fortsetzen, dh. es existiert
oy (s) = E(sx) auch fur ale [s| <1, und esgilt

20
k!

() =D P(X =K)s", [s|<1.

=P(X =k), keN und

Sind X und Y stochastisch unabhéngige, reellwertige Zufallsvariablen mit momenterzeugenden
Funktionen ¢, und v, die beide in derselben Menge | CR existieren, so besitzt dort auch

die Zufdlsvariable Z = X +Y eine momenterzeugende Funktion, und es gilt

Uy () =¥ )2y (1), tE

bzw. auch
Px +y (s)= Px (5)'g0Y (s), se e'.
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Beweis:

a) Die erste Aussage ist wegen e° =1 trivial. Mit der Holder-Ungleichung erhélt man ferner fir
o<t<t’

5O = () < ()" = o))"

*

(mit der Wahl p :tT und Y =1), wenn man dort X durch e ersetzt. Mit analoger Argumen-

tation folgt fur t. <t <O
Uy (t) = E(e‘X ) = E(e(“><-x>) < {E<e<ft*><fx))}“k i 1"

Somit existiert 1, (t) fur ale te(t‘,t+), also auch ¢, (s) fur ale se(er,e“). Fir X >0

(mit Wahrscheinlichkeit 1) ist stets e* <1 fur t <0 (mit Wahrscheinlichkeit 1), d.h. es folgt
t =—o0. Analog folgt t* = +o0, fals X <0 (mit Wahrscheinlichkeit 1).

b) Fr |t| <& seien die Abbildungen G, (t,«) definiert durch

n k
G, (t;x) = Z%t", xeR, neN.

k=0

Fir ne N und |t| < § ist dann
G, (6 X)| <™ <e™ ye* =z,

d.h. Zist integrierbar mit E(Z) = ¢, (6) + 1y (—0). Ferner ist
n _nl n! N
|X| g—Gn(6;|X|)§—Z fur ale neN,
o" o"

d.h. es existieren sémtliche Momente von X. Wegen

eX =1imG, (t; X) fur |t|<s

sind die Voraussetzungen des Satzes von der majorisierten Konvergenz erfillt, also gilt
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Yy () =E (%)= lImE(G,(t; X)) = !L@E[ixk_lktk]
E(X")

_||mznjE( ) :fj O t, [t| <6,

n=eolZ k=0

wie behauptet. Die Differenzierbarkeit von 1, im Nullpunkt ergibt sich sofort durch gliedweise
Differentiation dieser Reihe, mit 1, (0) = E(X*), keN.

Die letzte Behauptung ergibt sich analog unter Beachtung der Reihenentwicklung (verallgemei-
nerte binomische Formel)

k—

=(1+(s—-1))" i

k=0

H

(x—1)
(s—D%, [s—1<1.%

\ I
o

c) Unter der angegebenen Bedingung l&sst sich ¢, darstellen als
go;”(O) o
Py (s)=E(s%)= Zs P(X =k) Z ,

wobei die Reihe wegen » "P(X =k) =1 in jedem Fall firr |s|<1 (absolut) konvergiert. Hier-

k=0

aus folgt die Behauptung.

d) Mit X und Y sind auch die Zufallsvariablen e” und e" fiir alle t € R stochastisch unabhangig,
woraus sofort

Uy () =E (") =E (e e ) =E(e*)E(e" ) = v )t (1), tE

folgt. Die andere Aussage ergibt sich vollig analog. ®

Bemerkung: Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion ¢, fir diskrete Zufallsvariablen X wird

in der Literatur meist direkt Uber die Beziehung in c) definiert.

k-1
*° Fir ganzzahlige x ist die Reihe endlich, da [ [ (x —i) = 0 ist fiir k > x.

i=0
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I1.5. Grundlegende Verteilungen

Wir listen hier zundchst fur viele Anwendungen wichtige Verteilungen tabellarisch auf und kom-
mentieren einige von ihnen danach etwas genauer.

Wir beginnen mit einigen diskreten Verteilungen.

P Name Zahldichte f (k) = P(X = k) 0. (5) E(X) Var(X)
U Gleich- 1o neN s s'-1 n+1 n’—1
" verteilung n N s—1 2 12
Binomial- n nk N
_ —0.. 1 _ n 1—
BN P) | verteilung [k p‘A-p)"" k=0,-,npel0,1] (1—p+ ps) P np(1—p)
negative B+k—1 p 1— 1—
NB(43, p) | Binomial- p’A—p), kezZ";3>0,pe (O,l] [L] ﬂ—p Jé; 2p
verteilung 1-(1-p)s p p
Poisson- LA .. ot
P Verteilung | © W keZ;A>0 € A A
-Series- ¥ In(1— pt L(p)—
cs(p | LouSeries | Py (o), L(p)im -t p) | B : P(L(P) —P)
verteilung | (p). k In(1— p) (L= P)L(p) | (L= p)'L(p)

Man beachte, dass die negative Binomialverteilung NB(3, p) auch fir nicht-ganzzahlige Parameter
(B> 0 definiert ist; es gilt dann

B+k—1
K

:(ﬁ+k—1)(ﬁ+k—2)---ﬁ:[—6] K—0.12...
k! k|’ R

Als Spezialfall fir §=1 ergibt sich hieraus die geometrische Verteilung G(p).

Die hier erwéhnte diskrete Gleichverteilung (Laplace-Verteilung) tiber der Menge {1,2,---,n} ist
ebenfalls ein Spezialfall, vgl. Definition 7.

Die Binomialverteilung entsteht bei n e N unabhéngigen Versuchswiederholungen mit dem jewei-
ligen Ausgang "Treffer" (entsprechend der 1) oder "Niete" (entsprechend der 0). Zahlt man hier die
Gesamtzahl aller "Treffer", so ist die entsprechende Zufallsvariable X binomialverteilt, wobei der

Parameter p €0,1] der Trefferwahrscheinlichkeit im Einzelversuch entspricht.

Die negative Binomialverteilung mit Parametern p €(0,1] und 3 €N entsteht ebenfalls bei sol-

chen Experimenten (mit nicht vorher festgelegtem Versuchsumfang), wenn man die Anzahl der
"Nieten" vor dem [ -ten "Treffer" z&hlt. Potenziell fuhrt dies zu unendlich langen Versuchsserien;

im Licht von Satz 27 bedeutet dies, dass man zur korrekten stochastischen Modellierung selbst die-
ser so einfach anmutenden Situation schon einen tberabzéhlbaren Wahrscheinlichkeitsraum beno-
tigt!

Die Log-Series-Verteilung verdankt ihren Namen der Taylorreihen-Entwicklung der Funktion

L(p) =—In(l— p) = i% fir pe[0,1).
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Bemerkenswert ist bei der geometrischen Verteilung G(p) ihre so genannte Gedachtnislosigkeit:

Lemma 40. Ist X eine G(p) -verteilte Zufallsvariable mit 0 < p <1, so gilt:

P(X=m|X>n)=P(X=m-n) firalle 0<n<meZ".

Beweis: Es ist
P(X =m|X >n)= FF))O;( im) _ Ocp(l— P” _ p(lw— p)"
O S pa-pt -3 pa- )

=1
=pl—p)"" =P(X =m-—n)

fur alle 0<n<meZ" (beachte fir die Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit: unter die-
ser Voraussetzung ist {X =m} C{X >n}, also {X =m}n{X >n}={X=m}.) =

Dies bedeutet: interpretiert man — wie oben allgemeiner bei der negativen Binomialverteilung — die
Zufallsvariable X als Anzahl der "Nieten™ vor dem ersten "Treffer”, so fuhrt die Information
{X > n}, d.h. das Ereignis "in den ersten n Versuchen gab es keinen Treffer" zur gleichen Wabhr-
scheinlichkeit fur das (bedingte) Ereignis "vor dem ersten Treffer liegen m Nieten” (d.h. es folgen
noch weitere m—n Nieten), wie fir das (unbedingte) Ereignis "vor dem ersten Treffer liegen
m—n Nieten". Dies zeigt erneut — auf andere Weise —, dass in einer unabhangigen Folge von Ver-
suchen die Vergangenheit "keinen Einfluss" auf die Zukunft hat; die Kenntnis der Vergangenheit
andert die Trefferwahrscheinlichkeit fir zukunftige Versuche nicht.

Diese Eigenschaft der Gedachtnislosigkeit ist sogar charakteristisch fiir die geometrische Vertei-
lung, d.h. man kann zeigen, dass eine Zufallsvariable X mit Werten in Z*, die die Gleichung in

Lemma 40 fur alle 0<n<meZ" erfullt, notwendig geometrisch verteilt ist.

Die Poisson-Verteilung l&sst sich in gewisser Weise als "Grenzfall" der Binomial- und der negati-
ven Binomialverteilung auffassen, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 34 (Poisson 1837). Es seien A,v >0 und {p,} .. {9,},., €(0,1) Folgen reeller Zahlen mit
limn-p, =X, limn-(1-q,)=v. Ferner seien X,Y, X,,Y, Zufallsvariablen mit P* =7P()),

P"=P®), P =B(n,p,), P"=NB(n,q,) firalle neN. Dann gilt:

P(X =k)=lim P(X, =k), P(Y =k) = lim P(Y, =k) firalle keZ".

n—oo n—oo

Beweis: Es gilt

P(X, =k)

n

n n— nl )\ n n n k . )\k
k p:(l_ pn) “ - K . [1__ pn] ( pn) e AN
(n=k)!n"(@1-p,) noA k! Kl

und
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L (nk-1) _ (k-1 1n@-q)| (M@-q)) _ o*

fir n— oo und alle k € Z" (beachte: aus der Voraussetzung folgt lim nd-g,) =v). N

n—oo qn

Man kann das Ergebnis des Satzes in vereinfachter Form kurz auch so ausdriicken:
A v .
B[n, H]~P()\) und NB[n, 1_HJ~P(”) fir n — oo.

Siméon Denis Poisson (1781 — 1840) publizierte den ersten Sachverhalt, der auch als das Gesetz
der seltenen Ereignisse bekannt ist, in seinem beriihmten Buch Recherches sur la probabilité des
jugements en matieres criminelles et matiére civile (1837), wo er unter anderem die Wahrschein-
lichkeitsrechnung bei Vaterschaftsprozessen einsetzte.

Die angegebenen Momente dieser Verteilungen lassen sich ubrigens sehr leicht direkt aus Satz 33
b) herleiten. Wir zeigen dies exemplarisch am Beispiel der Binomialverteilung: Es ist zundchst

n n

oy (5) = E(sX)zz[E] P (- p) s :Z[E](ps)k(l— )" = (1 p+ ps)' fir €

k=0 k=0
mit

d o d? .
5P (s)=np(d—p+ ps)" ", 55 Px (s)=n(n—1)p*L—p+ps)"?,

also

E(X) =9, ') =np, Var(X) =, ") + ¢, ' ) {1-¢x '@} =n(n~1)p* +npL—np) =np(1- p).

Die obigen Verteilungen besitzen dartiber hinaus folgende sofort einsichtige Faltungseigenschaften:

B(n, p) * B(m, p) = B(n+m, p) [nNmeN, 0< p<l]]
NB(0, p) * NB(v, p) = NB(3+, p) [3,7>0, 0<p<]]
P(A)*P() =P+ p) [A\p>0]

Dies erkennt man am einfachsten tber Satz 33 d) durch Vergleich der entsprechenden wahrschein-
lichkeitserzeugenden Funktionen, da die zur Faltung gehdrige erzeugende Funktion bei Unabhan-
gigkeit gerade das Produkt der einzelnen erzeugenden Funktionen ist.
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Die folgende Tabelle enthdlt einige wichtige stetige Verteilungen.

p* Name Dichte f(x) P, (t) E(X) | Var(X)
1 ebt _eat a b _ 2
Ula,b] Gleichverteilung ——, a<x<b i (b—2)
b—a t(b—a) 2 12
. . . A 1 1
EWN) Exponentialverteilung A8 x>0, A>0 — - N
A—t A
Xn—l «
INCPY! Gamma-Verteilung A\ e x>0 a,A>0 A & (_XZ
I'(a) At A A
_(X—ll)2 2,2
2 ; 1 [ 207 ] ot 2
N (u, o) | Normalverteilung e X ER,0>0 | exp ; Lout| | m o
270"

Die Exponentialverteilung £(\) ist dabei ein Spezialfall der Gamma-Verteilung: es ist ndmlich
EAN\)=TI(@,X\). Fir ganzzahlige Werte n von « heilt die I'(n,)\)-Verteilung auch Erlang-
Verteilung; sie ist die Verteilung einer Summe n unabhangiger jeweils £(\) -verteilter Zufallsvari-
ablen. Sie wurde historisch zum ersten Mal von dem dénischen Mathematiker und Ingenieur Agner
Krarup Erlang (1878 — 1929) zur Modellierung und Optimierung von Telefonzentralen verwendet
und spielt heute in ganz unterschiedlichen Anwendungen (Warteschlangenmodelle, Rechnernetze,
Kommunikations- und Sicherheitssysteme, Versicherungsmathematik, Risikotheorie) eine bedeu-
tende Rolle. Seine grundlegende Arbeit The Theory of Probabilities and Telephone Conversations
stammt aus dem Jahr 1909 (!).

Die Exponentialverteilung ist in gewisser Weise das stetige Gegenstlick zur geometrischen Vertei-
lung, weil auch sie durch die Gedé&chtnislosigkeit charakterisiert ist:

Lemma 41. Ist X eine £(\) -verteilte Zufallsvariable mit A\ >0, so gilt:
P(X>z|X>x)=P(X>z—x) furalle 0<x<zeR".

Beweis: Es ist

P(X>2z) e

=——=e" 0P =pP(X>z-x) firalle 0<x<zeR"
P(X>x) e

P(X>z|X>Xx)=

(beachte fur die Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit: unter dieser Voraussetzung ist
{X>z}C{X >x}, also {X>z}n{X>x}={X>z}) m

Anschaulich kann man diesen Sachverhalt vielleicht so verdeutlichen: wenn wir annehmen, dass
die Dauer eines einzelnen Telefongesprachs eine £()\) -verteilte Zufallsvariable ist und wir bei An-

ruf zum Zeitpunkt x>0 ein Besetztzeichen hdren (das ist das Ereignis {X > x}: das Gespréch

dauert an), so ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Restdauer des Gespréchs genau dieselbe
wie die der gesamten urspringlichen Gesprachsdauer!
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Auch hier ist die Gedé&chtnislosigkeit charakteristisch fiir die Exponentialverteilung. Wir zeigen
dies in folgendem

Satz 35. Ist X eine Zufallsvariable mit Werten in R* und einer stetigen Verteilungsfunktion F, und
gilt

P(X>z|X>x)=P(X>z—x) furalle 0<x<zeR",
so ist notwendig X exponentialverteilt mit einem Parameter \ > 0.

Beweis: Unter den gemachten Annahmen gilt

P(X>12z) 1-F(z)
P(X>x) 1-F(x)

P(X>z|X>Xx)= =P(X>z—x)=1-F(z—x) firalle 0<x<zeR",

Setzen wir zur Abkiirzung G(x) :=1—F(x), x>0, so ist diese Gleichung &quivalent zu
G(x+y)=G(x)-G(y) firalle x,y >0,

mit der Nebenbedingung G(0)=1-F(0)=P(X >0)=P(X >0)=1 (wegen der Stetigkeits-
annahme fiir F ist P({0})=0.) Induktiv folgt hieraus zunachst allgemeiner

G[ixi]:ﬁG(xi) furalle x, >0, i=1,---,n, neN., (*

Wir setzen zur Abkiirzung o :=G(1) €[0,1]. Aus (*) folgt dann wieder induktiv

G(n)=a" sowie a:G(l):{G[i]} , also G[%J:a”” furalle neN.
n
Es folgt
k 1"
G[—]:{G[—” =" fiiralle k,neN
n n
und damit

G(x)=a" firalle xeQ".
Wegen der Stetigkeit von F (und damit auch der Stetigkeit von G) heil3t das aber gerade:
G(x)=a" firalle xe R".

Hierbei ist notwendig 0 < a <1, denn =0 fuhrt zu F(x) =1—G(x) =1 fur alle x>0, was we-
gen F(0) =0 zu einen Widerspruch fuhrt, und o =1 bedeutet F(x) =1—G(x) =0 fiir alle x>0,
was wegen lim F(z) =1 zu einen Widerspruch fuhrt. Mit der Setzung A := —In«a > O ergibt dies

F(X)=1-G(x)=1—e ™ fiiralle xcR",

und das war ja gerade zu beweisen. [ |
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Einen fundamentalen Zusammenhang zwischen geometrischer und Exponentialverteilung be-

schreibt

Lemma 42. Ist X eine £(\)-verteilte Zufallsvariable mit A >0, so ist Y :=|X | geometrisch ver-

teilt mit Parameter p=1—e . Dabei bezeichne |z|:=max{meZ|m <z} fir alle ze R (groRte

ganze Zahl unterhalb von z, "GauB-Klammer"). Ist umgekehrt {X } _ eine Folge geometrisch

. . . . X .
verteilter Zufallsvariablen mit Parametern p =1—e ", so ist Y =" asymptotisch £()\)-
n

verteilt, d.h. hier:

limP(Y, <x)=1—e™ fiiralle x>0.

n—oo

Beweis: Zunachst gilt (mit F, als Verteilungsfunktion von X ):

=P([X|=n)=P(n< X <n+1)=F, (n+1)—F, (n)

=(1-e™V)—(1—e")=e"(1-¢")

fur alle ne Z*, woraus der erste Teil des Lemmas folgt.

Fir den zweiten Teil gilt:

o0

P(Y, > x)=P(X,>n)=P(X,>[n)= 3 p,1-p,) =(1- pn)MH:exp[-%({nxﬁ—l)]

k=|nx|+1

mit Grenzwert e fiir alle x >0, woraus die Behauptung folgt. ™

Die Normalverteilung ist vielleicht die bekannteste Wahrscheinlichkeitsverteilung berhaupt; sie
wurde von Carl-Friedrich GauB (1777 — 1855) intensiv studiert und unter anderem fur die Vertei-
lung von Messfehlern und die lineare Ausgleichsrechnung benutzt. Gaul? zu Ehren war die Dichte
der Normalverteilung zusammen mit einem (spiegelverkehrten!) Bild von ihm auf dem letzten
deutschen 10-DM-Schein abgebildet.

GG635747165 =& =
== | =

z‘% . o

20 | 2

fef me =

M G A 2

= pEliphda z

o N
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Die Anfange der Normalverteilung gehen aber schon auf Studien von Abraham de Moivre (1667 —
1754) zuriick, dem aufgefallen war, dass viele Histogramme aus realen Daten eine symmetrische
Glocken-Form besitzen. Er formulierte als erster eine spezielle Version des Zentralen Grenzwert-
satzes (— Abschnitt I1.7.) fur binomialverteilte Zufallsvariablen; ein exakter Beweis dafiir gelang
aber erst Pierre Simon Laplace (1749 — 1827), der sogar 6 Wochen lang unter Napoleon franzési-
scher Innenminister war, aber wieder entlassen wurde, weil er "den Geist des unendlich Kleinen in
die Regierungsgeschafte einbrachte”. Der sich hierauf beziehende Lokale Zentrale Grenzwertsatz
von de Moivre — Laplace ist in der Regel auch Gegenstand der Schulmathematik, siehe etwa BARTH
UND HALLER (1998), die sogar einen vollstdndigen Beweis des Satzes bringen.

0.24

0.154

0.1

SR 3 7 3 3
Dichte der Normalverteilung N (3,2)

Historisch hat sich eingeburgert, fir die Dichte und die Verteilungsfunktion der Standard-
Normalverteilung N(0,1) spezielle Symbole zu verwenden, namlich

o(X) = Le‘xz’Z, x € R fur die Dichte

X

D(x) = fgo(u)du, x € R fur die Verteilungsfunktion.

—0

Warum der ominose Faktor T in der Dichte auftritt, lasst sich elegant mit Hilfe der Polarkoor-
s

dinaten-Transformation zeigen (siehe Satz 26; der Beweis stammt urspringlich von Gauf3; er ist
auch in dem Schulbuch von BARTH UND HALLER (1998) explizit enthalten): es gilt namlich unter

Verwendung des Satzes von Fubini:

o0 2 o0 o o0 00 T 00
fe‘zz’2 dz} :[fe‘xz’2 dx]~[fe‘y2’2 dy]:ffe_(xzﬂz)/2 dxdy = 2ffe‘rz’zrdrmﬁ
o bt Y oo Too 1 00

X=I-COS¢
y=rsing

2 2
:27rfe‘r 2rdr=—27-e "2

0

- =27, also fe‘zz’2 dz =/27.

0
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Lemma 43. Ist X eine N'(0,1) -verteilte Zufallsvariable, so ist Y =pu+oX mit p€R, c>0
N (p,0*)-verteilt. Istumgekehrt Y A (p,0” ) -verteilt, so ist X _You N (0,2) -verteilt.
g

Beweis: Es gilt im ersten Teil

X—p

g g Y T U_Oc o
V=p+ou
u=Y—*H

g
fur alle x € R, woraus durch Differenzieren die Behauptung folgt. Der zweite Teil ergibt sich ana-

log. ®

Die fir beliebige Zufallsvariablen Y mit reellem Erwartungswert E(Y)=p und Varianz
—p
g

z-Standardisierung. Sie fuhrt dazu, dass danach E(X)=0 und Var(X) =1 gilt.

Var(Y) =o° >0 stets mogliche Transformation X := Y nennt man in der Statistik tbrigens

Wir wollen hier exemplarisch noch die momenterzeugende Funktion der Normalverteilung herlei-
ten:

Lemma 44. Fir eine A (11, 0° ) -verteilte Zufallsvariable X gilt:

242
ot

2

, teR; yeR, o>0.

Yy (1) =exp +pt

Beweis: Wir nehmen zunéchst =0, o =1 an. Dann gilt:

1 X 1 1 X A—X212 t2/2 1 e—(x—t)2/2 t2/2
wx(t):E(e”‘):fet ~go(x)dx:—fe‘-e dx=e f dx=e""?, teR.
b N2m e N2
Dichte der

N (t,1)-Verteilung

Fir den allgemeinen Fall konnen wir Y =pu+0X mit peR, 0 >0 annehmen, mit standard-
normalverteiltem X. Dann gilt:

iy (1) =E(e")=E(e" ™)) =e" E(e™) ="y, (o), tER,

woraus die Behauptung folgt. |

129



I1. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

Lemma 44 kann wieder elegant benutzt werden, um mit Hilfe von Satz 33 d) Erwartungswert und
Varianz einer N(u,az) -verteilten Zufallsvariablen X herzuleiten:

E(X) =5 (0) = ~cexp| T +ut] = (it o) v 0] =
Var(X) = 05,(0) - {15, O} =7 e0| +m]t_0 = [ ot ) =0

Ahnlich wie bei den obigen diskreten Verteilungen besitzen auch einige der hier genannten stetigen
Verteilungen folgende sofort einsichtige Faltungseigenschaften:

D(a, )« (6, \) =T'(a+6,\) [c,6,A>0]
N(u,az)*N(u,Tz):N(u+V,az +7’2) [,veR, o°,7°>0].

Dies erkennt man am einfachsten wieder tiber Satz 33 d) durch Vergleich der entsprechenden mo-
menterzeugenden Funktionen, da die zur Faltung gehdrige erzeugende Funktion bei Unabhéngig-
keit auch hier das Produkt der einzelnen erzeugenden Funktionen ist.

0.8

/ a =1 (Exponentialverteilung)

a = 2 (Erlangverteilung)

0.6

0.4

o P 4 B g 10 12

Dichten verschiedener I'(«,1)-Verteilungen
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I1. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

025_ D‘]E_
k=1 0.14] k=2
0.2
0121
0.154 o1
0.0
011 0.06 4
004
0.05;
002
2 4 B 8 10 12 2 4 B 8 10 12
0144 0121
K—3 k=4
0.127 01
0.1
0081
008
0.06
0.0
0.04
0041
0] 002
o 2 B 8 10 12 14 16 o 5 10 15 20

Im Vergleich: Dichten der I"(3k,1)-Verteilungen (rot)
mit Dichten der A (3k,~/3k) -Verteilungen (griin) fur k =1,2,3,4

Die auffallende Ahnlichkeit der Dichten mit wachsendem k ist nicht zufillig, sondern ist durch den
Zentralen Grenzwertsatz begriindet, der in Abschnitt 11.7. genauer besprochen wird.

Wir setzen die tabellarische Auflistung wichtiger stetiger Wahrscheinlichkeitsverteilungen fort.

p* Name Dichte f(x), xeR E(X) | Var(X)
1 Z-Verteilung XA
j:F[ﬂ,—] X L e x>0 |n on
X 2'2 (neN) | V2"T(n/2)
Beta-Verteilun a1 —x)* 1
B(a, B) . X=X goyeq |2 af
(a.8>0) B(wv, 3) a+f | (a+B)(a+6+))
Log-N Iverteil L exp[ (Inx—u)z]
og-Normalverteilung - - — , o [ o2
ACN(M,O'Z) (MGR' O->O) X\/27TO' 20 elH—a 12 e2/+ (e _1)
x>0

Bemerkung: die Beta-Funktion ist definiert durch B(a, 3) =
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I1. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

p* Name Dichte f(x), xeR E(X) |Var(X)
.. e X 2
r Loglspsche — 0 s
Verteilung (1+e ) 3
a-1 T w[sinw—wcosw]
or Log-IToglstlsche aX x>0 - a o a
Verteilung  (a > 0) (1+ x) asin— LT T
o aSIn” —C0S —
[0 [0
¢ Cauchy-Verteilun 11 — —
,. | Inverse GauR- 1 (x— p)?
IN(1,0%) | Verteilung —exp| — 2u2 , x>0 | p o’
(1,0 >0) | V2mo'x’ 2p°0°X
Inverse Gamma- e 1 1
Z . -
G(a) Verteilung (o> 0) X" (a)’ x>0 a—1 (a—1)*(a—2)
Pareto-Verteilung « 1 o!
Pa(a x>0
(@) (@>0) | @+x)"" a—1 (a—1)*(a—2)
Gumbel- _X x 7’
i e "-exp(—e v o
g Verteilung p( ) 6
Fréchet-Verteilung Q , 1 2 , 1
—_xX @ N ——=T11==
Fla) (@>0) | 5T ®®X") x>0 F[l a] F[l a] [ a]
Weibull- - , 1 2 1
. o —Xx“ D[1+=||T|14+—|-T*|1+—
Wla) Verteilung (o> 0) ax exp( X ) x>0 [ +a] [ +a] [ +oz]
Bemerkung: Bei der Gumbel-Verteilung bezeichnet~ die Euler’sche Konstante, die durch
. 1
v=lim [ZE_ In n] ~0,577216
n—oo K—1
definiert ist.

Fir einige der genannten Verteilungen existieren auch explizite Darstellungen der Verteilungsfunk-

tionen:
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I1. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

pX Name Verteilungsfunktion F(x), xeR
1
L Logistische Verteilun
gisti ilung e

. 1
LL Log-Logistische Verteilung Ty x>0 (>0)
¢ Cauchy-Verteilung 1 arctan(x) +%

T
1

Pa(c) | Pareto-Verteilun 1- -, x>0 a>0
G Gumbel-Verteilung exp(—e ")
F() |Fréchet-Verteilung exp(—x "), x>0 (a>0)
W(a) | Weibull-Verteilung 1—exp(-x"), x>0  (a>0)

Einige der genannten Verteilungen entstehen durch einfache Transformation von X :

pX Transformation = pX Transformation | p¥
U1 |Y=a+(b-a)X | U[ab] UL |y =x v _1 | Pa(w)
u[o,] Y:—imu) £ u01 | Y==In(=InX) | g
N(p,0?) | Y =¢* LN (o) | | EQ | Y ==In(X) G
U[0,]] Y:m[fx] c g Y =eX’° F(e)
c Y =Xl cr F(a) Y:%— Wia)
u[0,1] Y=—cot(rX) |C EQD) |y = xVe W(a)
(o 1) Y:% 76(a) W() Y:% F(a)

Allgemeine Berechnung von Dichten bei Transformation (z.B. tber Satz 26 oder direkt mit der
Verteilungsfunktion und anschlieBender Differentiation):

Dichte von P* | Bereich | Transformation | Dichte von P' | Bereich
f(X) x>0 Y:% X—lzf[% x>0
f(x) x>0 |Y=X" a>0 éx”“‘lf(x”“) x>0
f(x) x>0 |Y=In(X) e - (e xeR
f(x) XeR |Y=¢* %f(lnx) x>0
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II. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

11.6. Das Gesetz der Grofien Zahlen

Gegenstand dieses und des ndchsten Abschnitts ist das asymptotische Verhalten des arithmetischen
Mittels unabhédngiger oder paarweise unkorrelierter Zufallsvariablen bzw. als Spezialfall hiervon
der relativen Haufigkeiten des Eintretens eines Ereignisses in einer Folge unabhéngiger Versuchs-
wiederholungen. Gerade das letzte Ergebnis ist das zentrale Bindeglied zwischen "Theorie" und
"Praxis", weil es erlaubt, Wahrscheinlichkeiten fiir Ereignisse aus unabhingigen Beobachtungen zu
schitzen, wobei die Prazision der Schitzung mit wachsendem Beobachtungsumfang zunimmt.

Da es sich hier um asymptotische Aussagen handelt, sind vorab einige Konvergenzbegriffe, die in
der Stochastik verwendet werden, zu kldren.

Definition 37 (Stochastische Konvergenz): Eine Folge {X,} _ reeller Zufallsvariablen auf einem

Wabhrscheinlichkeitsraum (Q,.A,P) hei3t stochastisch konvergent gegen eine reelle Zufallsvariable
X, wenn gilt

lim P(|X, - X|>¢)=0 firalle >0,

n—oo

P
in Zeichen: P-lim X, = X oder X, — X (n— o0). Die Folge heiflt gleichmdf3ig stochastisch kon-

n—0o0

vergent gegen eine reelle Zufallsvariable X, wenn gilt

lim P

n—00 m>n

sup|Xm—X|>5]:0 fur alle > 0.

Man macht sich leicht klar, dass im Falle stochastischer Konvergenz die Grenzzufallsvariable X
fast sicher eindeutig bestimmt ist, d.h. ist ¥ eine weitere reelle Zufallsvariable mit P-lim X, =Y,

n—0o0

so ist notwendig P(X =Y)=1, also X =Y fast sicher. Fiir beliebiges ¢ >0 und n €N ist ndm-

lich
P(|X—Y|>€):P(‘(X_Xn)_(Y_Xn)‘>€)§P{|X_X" >%}

€ €
> — > —
2} 2}

die rechte Seite strebt nach Voraussetzung aber gegen 0, so dass P(|X —-Y | > 5) =0 gilt fir alle

>£}u{|Y—Xn
2

b

<P

fx—x.

+PH|Y—Xn

€ >0, woraus die Behauptung folgt.
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II. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

Definition 38 (fast sichere Konvergenz): Eine Folge {Xn }neN reeller Zufallsvariablen auf einem

Wabhrscheinlichkeitsraum (Q,.A,P) heiB3t fast sicher konvergent gegen eine reelle Zufallsvariable
X, wenn gilt

D

P(leXn:X):P[ Un =1,

1 n=1m=n

i)
k

k

fis.
in Zeichen: lim X, = X fis. oder X, = X (n— 00).

n—o0

Auch hier ist (unmittelbar) klar, dass im Falle fast sicherer Konvergenz die Grenzzufallsvariable X
fast sicher eindeutig bestimmt ist.

Um den Zusammenhang zwischen beiden Konvergenzarten darstellen zu kénnen, bendtigen wir
noch folgende Begriffsbildung.

Definition 39: Es sei (©2,.4) ein Messraum und {4,} _ C A eine beliebige Folge von Ereignis-
sen. Dann heif3t

limsup 4, == ﬂ U A, der Limes Superior der Mengenfolge,

n—oo n=l m=n

liminf 4, == U ﬂ A, der Limes Inferior der Mengenfolge.

n—00
n=l m=n

Anschaulich gesprochen enthdlt limsup 4, genau diejenigen w € €2, die in unendlich vielen dieser

n—0o0

Ereignisse liegen, und liminf 4, genau diejenigen w € (2, die in fast allen dieser Ereignisse lie-

n—0o0

gen.

Beispiel: Wir betrachten den Borel-Raum (£2,.4) = (R] B ]) und darin die Folge

,n| falls n ungerade
A = fir ne N.
falls n gerade

S |~

1
_n’_
n

Dann gilt G A, =R und ﬁ A, ={0} furalle n€N, also limsup 4, =R und liminf 4, = {0}.

n—0o0
m=n m=n n—oo

Den angekiindigte Zusammenhang zwischen stochastischer und fast sicherer Konvergenz behandelt
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II. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

Satz 36: Es sei {X, X, }neN eine Folge reeller Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,.A,P) . Dann gelten folgende Aussagen:

a) limX =Xfs. = P-limX, =X,

n—0o0 n—0o0

d.h. fast sichere impliziert stochastische Konvergenz.

b) P-limsup|Xm—X|:0 = limX, =X fs.,

n—oo ’,nzn n—0o0

d.h. gleichmdpfsige stochastische Konvergenz impliziert fast sichere Konvergenz.
Den letzten Sachverhalt kann man auch so ausdriicken: fast sichere und gleichmdpfsige stochastische

Konvergenz sind dquivalent.

Beweis:

a) Fir jedes € > 0 ergibt sich folgende Ungleichungskette:

0<lim P(|X, — X|>¢)<lim P

n—o0 n—o0

Q{|Xm — X|>¢}

AU 11>

n=1m=n

:P[limsupﬂXn —X|> e}]:P(|Xn —X|>e fiir unendlich viele n) gP[{lim X, = X}”]:O

und damit lim P(|X L~ X | > e) =0, was gerade zu zeigen war.

n—o0

b) Es bezeichne D, = sup|X . —X | Dann ist die Folge {D, }neN schwach monoton fallend und

m>n

nach unten durch 0 beschriankt, also punktweise (und damit insbesondere fast sicher) konver-

gent gegen eine endliche Zufallsvariable D > 0. Nach Voraussetzung und Teil a) des Satzes ist

dann D = P-lim D, =0 fis., womit alles gezeigt ist. B

n—0o0

Allgemeiner haben wir damit sogar gezeigt, dass flir eine punktweise monotone Folge {X . }neN
(wachsend oder fallend) stochastische und fast sichere Konvergenz gegen X dquivalent sind.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Aussage aus Teil a) des letzten Satzes nicht ohne weiteres
umkehrbar ist.
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II. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

Beispiel: Es sei (€,.4)= (R],B]) und P die stetige Gleichverteilung 2/[0,1] iiber dem Intervall
[0,1]. Fiir die durch
X, =1

n°+k

firl<k<2n+1, nezZ*

k-1 k
2n+1"2n+1

definierten Zufallsvariablen {X,} _ gilt dann

P(x,|>¢)=P(x,|=1)< fiir alle ¢ >0 und n €N,

2«/_—

d.h. es gilt P-lim X, = X, aber die Folge {X,} . konvergiert nicht fast sicher, denn es gilt

n—0o0

limsup X, (w) =1, liminf X, (w)=0 fiir alle w €(0,1).

n—0o0

(Man mache sich anschaulich klar, dass bei dieser Folge das "Rechteck" 1, |, , , immer wieder

2n+1"2n+1

iiber das Einheitsintervall "rutscht", wobei die Breite immer kleiner wird.)

Wir sind jetzt in der Lage, das so genannte schwache Gesetz der Grofien Zahlen zu formulieren und
zu beweisen.

Satz 37 (schwaches Gesetz der Groflen Zahlen): Es sei {X . }neN eine Folge paarweise unkorrelier-

ter quadratisch integrierbarer Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.A,P) mit

E(X) peR firalle ne N und hm—ZVar ) 0.

SR (e

. o . . - . I .
Dann gilt fiir die arithmetischen Mittel X, = —Z X, dieser Folge:

k=1

P-lim )?n = L.

n—o0

n

. = 1 .
Beweis: Es ist E(X ):— > "E(X,)=p fir alle n€N sowie, nach Lemma 37 b) bzw. der Be-
n n k
k=1

merkung auf' S. 111
Var( ) ZVar ﬁlI‘ alle ne N.

nkl

Eine einfache Anwendung der Tschebyscheff-Ungleichung (Lemma 37 c)) ergibt nun sofort:

Var(X): 22ZVar —>0 fir n — oo,

P(‘A_’n—u‘>e) = eyl

womit der Satz bewiesen ist. B
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II. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

Bemerkung: Ein einfacher Spezialfall des schwachen Gesetzes der Grof3en Zahlen ist gegeben,
wenn

Var(X,)=o’ firalle ne N

gilt (oder allgemeiner: die Varianzen nach oben beschrankt sind), also insbesondere, wenn alle X,

dieselbe Verteilung besitzen. Man sagt dann, dass die X, identisch verteilt sind.

Wihlt man fiir die Zufallsvariablen noch spezieller Indikatorfunktionen, so erhdlt man eine Version
des Gesetzes der Groflen Zahlen, die schon von dem schweizerischen Mathematiker und Physiker
Jakob Bernoulli (1654 — 1705) vermutlich um das Jahr 1690 herum gefunden und posthum in sei-
ner beriihmten Ars Conjectandi 1713 verdffentlich wurde.

Lemma 45: Es sei (Q,.A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 4 € A ein Ereignis mit Eintritts-
wahrscheinlichkeit p:= P(4) €(0,1). Betrachtet wird ein Experiment mit unabhéngiger Ver-

suchswiederholung, d.h. der Produkt-Wahrscheinlichkeitraum (Q*,A*,P*): XOARXA QP

neN neN neN

mit der stochastisch unabhingigen Ereignisfolge {4,} . C.A", definiert durch

n—l 0
4, ::Z(leAx X Q furalle ne N,

i=n+l
d.h. 4, beschreibt das Eintreten von 4 im n-ten Experiment. Ferner se1 X, =1, fiir alle neN.

. I & . . . .
Dann beschreibt H, ::—ZX . die relative Hdufigkeit des Eintretens des Ereignisses 4 in den
k=1
ersten n Experimenten, und es gilt
P-lmH, = p.
Beweis: Folgt direkt aus Satz37 wegen E(X,)=p und Var(X,)=p(l—p) fir alle neN.
(Beachte: X, ist B(l, p)-verteilt fiiralle ncN. ) W

Diese Version des Gesetzes der Groflen Zahlen (allerdings ohne den strengen mathematischen
Formalismus) findet sich auch in praktisch allen Schulbiichern zur Stochastik der gymnasialen
Oberstufe einschlielich des Beweises liber die Tschebyscheff-Ungleichung, vgl. etwa BARTH UND
HALLER (1998), Satz 249.1.

Das schwache Gesetz der Gro3en Zahlen gilt in dhnlicher Form auch mit fast sicherer Konvergenz.
Zum Beweis benotigen wir allerdings das folgende Hilfsresultat.
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II. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

Lemma 46 (Borel-Cantelli): Es sei {An }neN eine Folge von Ereignissen in einem Wahrscheinlich-

keitsraum (2,4, P). Dann gilt:

a) ZP <oo = P[hmsupA] 0.

n—0o0

b) Ist die Folge {4,} . zusitzlich stochastisch unabhingig, so gilt

iP(An): c© = P
n=I

limsupAn]zl.

n—0o0

Beweis:

m

a) Nach Satz 5 gilt P[UA

k=n

IA
)
N
IN
(e
)
0N
=t
=
=
o
N
AN
3
S
3
Mm
Z
=
=
ol
w2
]
2
2
»n

Monotoniegriinden auch P[U A,

P

limsup 4, ] =P

n—o0

<11mZP =

n—0o0 n—o0

ﬁfjA ]_I1mP[U

wegen der vorausgesetzten Konvergenz der Reihe.

b) Esist

C8

P[limsupAn]:1—P(limian;')— [

ﬁA;]—l—hmP[ﬂA‘]

n—o0
n—0o0 k=n k=n

n

l—hmH(l— )

n—o0

Dieser Ausdruck ist sicher 1, wenn limsup P(4,)=1 ist. Im anderen Fall limsup P(4,)<1

n—0o0 n—0o0

gilt fiir geniigend grofle n € N

In

IN

[10-P(a)|=3om0-Pla)) <=3 () e msmen,

k=n

woraus nach Grenziibergang

ﬁ(l—P(Ak)) = lim exp|In

m—oo
k=n

und damit die Aussage folgt. W
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Satz 38 (starkes Gesetz der GroBBen Zahlen; Etemadi 1981): Es sei {X . }neN eine Folge paarweise

unkorrelierter quadratisch integrierbarer Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(€A, P) mit

E(X,)=p€eR firalle neN und V :=sup{Var(X,)}<oc.

neN

— 1 .
Dann gilt fiir die arithmetischen Mittel X, == —Z X, dieser Folge:

k=1

lim X, = u fast sicher.

n—o0

Beweis: Wir konnen 0.B.d.A. fiir die Erwartungswerte £ (X n) =0 annehmen, sonst gehen wir zu
den Zufallsvariablen {Xn —u}neN iiber, die diese Eigenschaft besitzen. Wir zeigen unter dieser
Annahme zunichst, dass lim X » =0 fast sicher gilt. Mit der Tschebyscheff-Ungleichung (Lemma

n—o0

37¢)) erhalten wir fiir beliebiges € > 0

P(‘an

>e)§ ")g V_ firalle ne K.

Dies impliziert i P (‘A_’ 2
n=1

> 8) < oo und damit nach Lemma 46 a)

o)

P[limsup {‘A_’nz =0.

>l U{.

n=l m=n

Daraus folgt aber

P(lim X . =0|= P {ﬁo N {‘Xm g%H
nee k=1 n=1 m=n
~AUNO [l = Se N0 o
k=1n=1m=n " k k=1 n=1 m=n " k
und das bedeutet gerade P(li_m X .= 0) =1, also
lim X , =0 fast sicher. (*)

n—o0

Es bleibt zu zeigen, dass die Konvergenz fiir die gesamte Folge (und nicht nur fiir die oben ausge-
wihlte Teilfolge) gilt. Dazu wihlen wir fir m € N den Index n=n, = [M J Mit einer erneuten

Anwendung der Tschebyscheff-Ungleichung erhalten wir fir die Folge {S,} _, mit

k
S, = kX, :ZXI.
i=1
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II. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

und somit

(\F[«/ZJ)(\/E+[\/EJ)<_V§[ mJ 1821/2\/«/;§1§21/§m;2<00

V o0
:_22:

=
m

wegen

+ <9 fir alle me N mit Gleichheit flir m =3. Wiederum nach Lemma 46 a) folgt
m

nun, analog zu der Argumentation oben:

lim S -X =0 fast sicher.

[

Nach

> =0 fast sicher und somit letztendlich

m

m

= lim —= |S"’|

m—oo m _mﬂoo[\/ZJ

und damit das gewiinschte Ergebnis. H

0< lim | X

m—0o0

> =0 fast sicher

Bemerkung: Satz 38 bleibt auch ohne die Varianzbedingung /quadratische Integrierbarkeit unter
der alleinigen Annahme giiltig, dass die {X,} _ integrierbar und identisch verteilt sind, vgl. BAU-

ER (2002) oder GEORGII (2002). Diese Version geht urspriinglich auf Andrej Nikolajewitsch Kol-
mogoroff (1903 — 1987) zuriick, der diesen Sachverhalt 1930 in seiner Arbeit Sur la loi forte des
grands nombres erlduterte. Dabei kann man die Voraussetzungen sogar noch auf die paarweise
Unbhdingigkeit reduzieren, wie N. Etemadi 1981 in seiner Originalarbeit zeigte.

Emile Borel (1781 — 1956) hat als Erster im Jahre 1909 ein starkes Gesetz groBer Zahlen formu-

. o . ) 1 .
liert, und zwar fiir eine Situation dhnlich der des Lemmas 45, mit p = 3 Er betrachtete dazu die

dyadische Entwicklung der irrationalen Zahlen im Intervall [0, 1], die fiir jede solche Zahl x zu einer

eindeutigen unendlichen Folge von Einsen ("Treffer") und Nullen ("Niete") dquivalent ist. Beziig-
lich des Lebesgue-Malles (der stetigen Gleichverteilung iiber [0, 1] entsprechend) kann man dann

das Ziehen einer solchen Zahl bzw. der sie charakterisierenden 0-1-Folge als ein Zufallsexperiment
im Sinne von Lemma 45 auffassen. Leider enthielt der von Borel angegebene "Beweis" eine Liicke,

141



II. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

die erst 1914 von Felix Hausdorff (1868 — 1942) in seinem Buch Grundziige der Mengenlehre ge-
schlossen wurde.

Oftensichtlich sind unter den Bedingungen von Lemma 45 auch die Bedingungen von Satz 38 er-
fullt, so dass wir die von Borel und Hausdorff betrachtete Situation schirfer formulieren konnen:

Lemma 47: Unter den Bedingungen von Lemma 45 gilt auch:

lim H, = p fast sicher.

n—0o0

Bemerkung: Die Aussage in Satz 38 kann auch so gefasst werden:

lim lZ(Xk —p)=0 fast sicher.

n—0o0 n k=1

Hier stellt sich natiirlicherweise die Frage nach der Konvergenzgeschwindigkeit. Eine Antwort hier-
auf gibt das folgende Resultat von A.N. Kolmogoroff (1929), das wir hier aber nicht beweisen
konnnen; siehe etwa BILLINGSLEY (1986), Theorem 9.5.

Satz 39 (Gesetz vom iterierten Logarithmus): Es sei {Xn }neN eine Folge unabhdngiger, identisch

verteilter, quadratisch integrierbarer Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.A,P)

mit
E(X,)=p€eR firalle neN und Var(X,)=0">0.

Dann gilt, mit ¢ = \/072 >0:
> (X —p) > (X —p)

limsupt=—xu-— = liminf £=——— = —¢ fast sicher.

el alnlnn = [2nininn

11.7. Der Zentrale Grenzwertsatz

Das Wachstum des Terms Inlnn im Gesetz vom iterierten Logarithmus ist aulerordentlich lang-
sam; so gilt etwa Inlnn <3 fiir n <5-10°. Man kann sich daher zu Recht fragen, was asymptotisch

. I & ) . o . .
mit dem Term T > (X, —p) fiir n— oo passiert. Tatsdchlich ergibt sich hierfiir auch eine Art
n i—1

Konvergenz, die als schwache Konvergenz bezeichnet wird.
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Definition 40 (schwache Konvergenz): Es seien {Qn }neN und Q Verteilungen auf der Borel’schen

o -Algebra B'. Die Folge {Q,} . heiBt schwach (oder auch verteilungs-)konvergent gegen Q,

wenn gilt:

limfngn:fng fiir alle g € CB(R),

n—o0

wobei CB(R) die Menge der reellen, auf R stetigen und beschriankten Funktionen bezeichne; in

Zeichen: O =w-1imQ, oder O, . 0 (n— ).

Das folgende Resultat zeigt, dass man die Funktionenklasse CB(R) dabei sogar noch weiter ein-

schrianken kann.

Lemma 48: Es seien {Qn }neN und Q Verteilungen auf der Borel’schen o -Algebra B'. Die Folge

{Qn }neN ist genau dann schwach konvergent gegen Q, wenn gilt:

limfngn:fng fiir alle g € UCB(R),

n—oo

wobei UCB(R) die Menge der reellen, auf R gleichmdfig stetigen und beschrinkten Funktionen
bezeichne (aus dem Englischen: uniformly continuous and bounded).

Beweis: Wegen UCB(R)C CB(R) geniigt es, das Hinreichen der angegebenen Bedingung zu zei-
gen. Sei dazu g stetig und beschrinkt, etwa mit | g| <M €R, sowie € >0. Wihle eine Zahl a >0,

so dass

0((-a.ay)= [ Q)<

xza
ist sowie stetige Funktionen g, g" mit den Eigenschaften
g()=g () =gx), [x|<a
—M < g (x)<g(x), a§|x|§a—l—1
g)<g'(x)<M, a<[x<a+l
g*(X):—M, |X|>a+1

g x)=M, |x|>a—l—1.
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4

Veranschaulichung der Funktionen g, und g°

Dann sind g, und g* auf R gleichmiBig stetig (da diese Funktionen auf dem kompakten Intervall
[—a—l,a—l—l] stetig und damit dort auch gleichméBig stetig sind und aullerhalb dieses Intervalls
konstant), mit der Eigenschaft

f(g*—g*)dQSZMfQ(dx)gg.

‘x‘Zu

Es folgt
liminf [ gdQ, >liminf [ g.dQ, = [g.d0= [gd0— [(g—g.)d0
> [gdo- [(¢~g.)d0> [gd0—e

sowie analog

limsupfngn gfng+€.

n—oQ

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt also lim f gdQ, = f gdQ, was zu beweisen war. B
Bemerkung: Sind die Verteilungen O, und Q speziell Verteilungen von Zufallsvariablen, d.h. ist

Q, =P", Q= P*, so bedeutet die schwache Konvergenz wegen Lemma 34 in diesem Falle ge-
rade
lim £ (g (X, ))=E(g (X)) firalle g €[UICB(R).

n—oo

Wir schreiben dann auch X = w-lim X, allerdings ist der "Grenzwert" X als messbare Abbildung

in diesem Fall in der Regel nicht einmal fast sicher eindeutig bestimmt, sonder nur seine Vertei-
lung.

Einen Zusammenhang zwischen schwacher und stochastischer Konvergenz gibt der folgende
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Satz 40: Es sei {X, X, }neN eine Folge reeller Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum

(Q,.A,P) . Dann gelten folgende Aussagen:

a) P-llmX, =X = w-lmX, 6 =X,

n—0o0 n—0o0

d.h. stochastische impliziert schwache Konvergenz.
b) Ist X fast sicher konstant, gilt hiervon auch die Umkehrung:

w-lmX =X = P-limX =X.

n—0o0 n—0o0

Beweis:

a) GemiB Lemma 48 konnen wir uns auf gleichmdpfig stetige Funktionen g beschrinken, etwa mit
|g| < M € R. Wegen der gleichméBigen Stetigkeit gibt es zu jedem & >0 ein § >0 mit der Ei-

genschatft
|x—y| <6 = |g(x)—g(y)| <e furalle x,yeR.

Fiir n € N bezeichne 4, (6):= {|Xn — X| < (5}. Dann folgt fiir alle n € N :

E(g(x,)-E(g(X)|< [ |e(x,)-g(x)ar+ [ |g(x,)-g(x)|ar

A,(6) 4,(6)°
<c+2M [ dP<e+2M-P(4,() )=c+2M-P(X,—X|>5),
4, (8)°

so dass nach Grenziibergang wegen der vorausgesetzten stochastischen Konvergenz folgt:

limsup|£ (g(X,))— E(g (X)) <e fiiralle £>0,

n—0o0

also lim E ( g(X, )) =E ( g(X )) gilt, was diesen Teil des Satzes beweist.

n—o0

b) Sei X =a € R fast sicher. Fiir >0 wéahlen wir

g.(x):=min {I,M}, xeR.
€

Dannist g_ € UCB(R) mit

{(xn—x>e>}) <E(g.(X,)— E(g.(X))=g.(a)=0 fir n— oo,

also gilt P-lmX, =X. W

n—0o0

P(|Xn—X|>e):E(]l
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Die Aussage in Teil a) des letzten Satzes kann nicht ohne weiteres umgekehrt werden, dies zeigt
das folgende

Beispiel: Es sei (€,.4)= (R],B]) und P die stetige Gleichverteilung 2/[0,1] iiber dem Intervall
[0,1] und 0< p < % Fiir die durch
B I,  falls n ungerade

X .

P fir ne N

1-py fallsn gerade

definierten Zufallsvariablen {X,} = gilt dann P* = B(l, p) fiir alle n€N, d.h. trivialerweise

also auch B(l, p) = w-lim P*". Die Folge {X,} _ = konvergiert aber nicht stochastisch. Denn giibe
neoo n
es eine Zufallsvariable X mit X = P-lim P*", dann wire nach Satz 40 a) P* = B(l, p), d.h. es
neoo

wiirde eine Borel-Menge 4 C[0,1] existieren mit X =1, und P(4) = p. Fiir 0 <e <1 wire dann

(p1]n4)® ([0, plN A") falls n ungerade

{|X,—X|>e}={x, =X} = fir alle n € N

([O,I—p)ﬂA) @([l—p,l]ﬂA”) falls n gerade

Da diese Mengen nicht von n abhidngen, muss fiir stochastische Konvergenz also notwendig
P((p,l]ﬂA)@([O,p]ﬂA”):O und P([O,l—p)ﬂA)@([l—p,l]ﬂA”):0 gelten, woraus durch

Addition der Terme und Zusammenfassung der Mengen OgP(A)gP(( p,l]ﬂA)

+P([0,1 —p)N A) —0% folgen wiirde.

Das folgende Resultat veranschaulicht einige weitere wichtige Eigenschaften der schwachen Kon-
vergenz.

Satz 41. Es seien {Qn }neN und Q Verteilungen auf der Borel’schen o -Algebra B'. Die zugehdri-
gen Verteilungsfunktionen seien mit F, n € N bzw. I/ bezeichnet; C(F) bzw. C (F _]) mogen
die Mengen der reellen Stetigkeitspunkte von ' bzw. der im Intervall (0,1) gelegenen Stetigkeits-

punkte der Pseudoinversen F~' bezeichnen. Die folgenden drei Aussagen sind dann dquivalent:

a) Q=w-limQ,
b) F(x)= lim F (x) furalle x€ C(F)

o) F')=limF, " (u) firalle uc C(F )
Ferner gilt: Ist U eine iiber dem Intervall (0,1) stetig gleichverteilte Zufallsvariable und gilt
QO =w-limQ,, so konvergiert die Folge {X . }neN mit
X, =F'(U), neN,
fast sicher gegen X = F~'(U). Dabeiist P* =Q und P =Q, fiir alle n€ N.
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Beweis: Wir machen einen Ringschluss:

a)=-b): Sei x€ C(F) und ¢ > 0. Dann existiert ein 6 > 0 mit der Eigenschaft
x—y<6 = |F(x)-F(y)|<e firalle yeR.
Waihle nun stetige Funktionen 0 < g ,g" <1 mit

I, fallsy<ux

und g*(y):{ fir yeR.

B I, fallsy<x-—¢
&= 0, fallsy>x+6

0, fallsy>ux

Es folgt
liminf £, (x) = liminf [1__, dQ, >liminf [ ¢.(»)0Q,(d)=[ 2.()0,(d)

> f A,y dO=F(x—8)>F(x)—e.

Analog erhilt man
limsup F, (x) < F(x)+¢
und damit, da ¢ > 0 beliebig war, F(x)=lim F, (x).
b)=c): Auf Grund der schwachen Monotonie von F und F' sind die Mengen C(F) und
C(F') hochstens abzihlbar, d.h. C(F) liegt dicht in R und C(F ') dicht im Intervall (0,1).

Seinun e >0 und u € C(F“). Dann existieren x,z € C(F) mit

x<F'(uy<z und z—x<e. (*)

Dann muss auch F(x) <u gelten; denn sonst wéire F'(x)>u und damit nach Definition der Pseu-
do-Inversen x > F~'(u) [das ist ja das "kleinste" reelle x mit dieser Eigenschaft]. Nach Lemma 31

b) ist ferner u <F (F _](u)) < F(z). Dann ist aber sogar u < F(z); anderenfalls wére ndmlich
u = F(z) und damit fiir jedes 6 € (0, 1 —u)

Flu+6)=inf{yeR|F(y)>u+6}>z,
zugleich aber F~'(u) < z im Widerspruch zur Stetigkeit von F~' in u. Damit erhilt man insgesamt
F(x)<u<F(2).
Nach dem vorausgesetzten Teil b) des Lemmas existiert nun eine Zahl n. € N mit

F(x)<u<F,/(z) firalle n>n_,

was seinerseits nach Definition der Pseudo-Inversen
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x<F '(u)<z firalle n>n,

nach sich zieht. Zusammen mit (*) oben flihrt dies zu

Fn“(u)—F“(u)‘gz—xge fir alle n>n_,

womit die Giiltigkeit von ¢) bewiesen ist.

¢) = a): Hierzu benutzen wir den letzten Teil des Lemmas, den wir vorab beweisen. Nach Lemma
32 gilt zunichst P*=Q und P* =Q, fiir alle ncN. Wegen der Abzihlbarkeit von

N = C(F _])C gilt auBerdem P(U (N )) =PY(N)=0 (beachte: PY entspricht dem auf das In-
tervall (0,1) eingeschréinkte Lebesgue-MaB), d.h. nach ¢) konvergiert die Folge {Fn“ U (w))}

neN
gegen F'(U(w)) fir alle weU™ (C(F“)), mit P(U" (C(F“))) =PY(N°)=1. Abo gilt
X=F'(U)=1limF, '(U)=lim X, fast sicher, wie im letzen Teil des Satzes behauptet.

Nach den Sétzen 36 und 40 gilt nun also auch Q = w-limQ,, was dem zu zeigenden Teil a) ent-

spricht.

Damit ist Satz 41 vollstdndig bewiesen. W

Das bemerkenswerte an der letzten Aussage in Satz 41 ist, dass sie in gewisser Weise doch die
Umkehrung von Satz 40 a) impliziert, wenn man dies so versteht, dass man immer eine geeignete
Konstruktion von Zufallsvariablen finden kann, die fast sichere (und damit nach Satz 38 auch sto-
chastische) Konvergenz erzeugt, wobei die Verteilungen der Zufallsvariablen den vorgegebenen
Wabhrscheinlichkeitsmallen aus der schwachen Konvergenz entsprechen. Dieser Sachverhalt ist
auch als Einbettungssatz von Skohorod bekannt.

Als letzte Vorbereitung auf das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts bendtigen wir noch einen Zu-
sammenhang zwischen der schwachen Konvergenz und der Konvergenz momenterzeugender
Funktionen.

Satz 42: Es sei {X, X, }neN eine Folge reeller Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum

(Q,.A,P) mit zugehdrigen momenterzeugenden Funktionen {%(ﬂﬁx } . die sdmtlich in einem
nJne

Intervall [—6,6] fiir ein & >0 existieren mdgen. Dann gilt:
lim b, () =1, (1) firalle [f{<§ = P*=w-limP",

d.h. die Konvergenz der erzeugenden Funktionen impliziert die schwache Konvergenz der Vertei-
lungen, und es gilt ferner
lim £(X} )= E(X") firalle k€N,

d.h. die Konvergenz simtlicher Momente.
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Beweis: Der Beweis dieses Satzes beruht zunichst auf der Uberlegung, dass die Menge der "Test-
funktionen" g fiir die Uberpriifung der schwachen Konvergenz noch weiter eingeschriinkt werden
kann, ndmlich auf solche Funktionen g € UCB(R), die im Nullpunkt beliebig hiufig differenzier-

bar sind, auf ganz R durch ihre Taylor-Reihe

(k) 0
g=Y £ ser
k=0
dargestellt werden und fiir die die Majorante

(k)( )‘ , xER

. Z\g

ebenfalls beschriankt ist. Aus der Konvergenz der Momente sowie der absoluten Momente (die sich
direkt aus der Konvergenz der momenterzeugenden Funktionen ergibt) folgt dann ndmlich auch die
Konvergenz von

(k)(o) E(x!) gegen E(g(X))=> % (k)(o) E(X"), (*)

k=0 ! k=0

Mx

E(g(X,))=

womit die schwache Konvergenz gezeigt ist. Im Einzelnen sieht man das so: Die (messbaren) Ab-
bildungen ‘g(X n)‘ und ‘g(X )‘ sind fiir alle n € N durch dieselbe Konstante — etwa M >0 — be-
schriankt. Nach dem Lebesgue’schen Satz von der majorisierten Konvergenz (Satz 19) ergibt sich

also die (absolute) Konvergenz der Reihen in (*) mit dem jeweils angegebenen Grenzwert. Setzt
man jetzt noch

s,(k)=sup|E(X})—E(X"), nkeN,
m>n
so folgt
00 (k) 0
> g | )s,(k)§2M<oo.
i k!

Seinun e > 0. Dann existiert eine Zahl N(¢) € N mit

5 \g“”( )|,

k>N (¢)

s, (k) <e.

Auf Grund der Konvergenz der Momente ergibt sich aber

lims (k)=0 fir k=1,2,---,N(e),

so dass

hm‘E ‘<11 Z‘g

n—o0

“(0) “‘)( )\

(k)
5, (k) < lim > ‘g ()‘ ROIEDY ‘g

k>N( ) k>N (¢)

s (k)<e

folgt. Da € > 0 beliebig war, ergibt sich also die Konvergenzaussage in (*). H
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Satz 43 (Zentraler Grenzwertsatz): Es sei {X . }neN eine Folge stochastisch unabhdngiger, identisch

verteilter, quadratisch integrierbarer Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.A,P)

mit
E(Xn):ueR und Var(Xn):02>0 fir alle n € N.

Die (normalisierten) Zufallsvariablen {7,} _ seien definiert durch

T, ::Li()(k—u) fir alle n€ N.
U\/; k=1

Dann gilt:
N(0,1) = w-lim P" | d.h. insbesondere lim P %Z(Xk —p)<x|=®(x) firalle xeR,
ONN (=]

n—oo

unabhingig von der den {X, } _ zu Grunde liegenden Verteilung.

Beweis: Wir zeigen den Satz hier nur unter der starkeren Annahme, dass die momenterzeugende
Funktion ¢ der {X,} . in einem Intervall [—6,6] mit einem §>0 existiert. Dazu bezeichne

X — . i
Y =22"F neN. Dann gilt E(Y,)=0und Var(Y,)=1 fir alle n€N, und es existieren nach
g

Satz 33 alle Momente von X, und Y, sowie die momenterzeugende Funktion " der Y, , die durch

. t) M
¥ (t)zw[—]«e " <o
g
gegeben ist. Bezeichnet ferner v, die momenterzeugende Funktion der Tl, i,n €N, so erhilt
n
man weiter fur alle i € N und |t| <ébo:
fk 2

t
E(Yf):HZJar(t)

o)
%(f)—?ﬁ[\/;] k:Ok!\/;k

mit

o gk . 1 = . 1 . . M '
i S ) < v )= e nen

R, ()=

(vgl den Beweis zu Satz 33). Damit ergibt sich fir die momenterzeugende Funktion ¢, von T,
fiir |t| <éo:

— " _ i n_) ﬁ 3 N *
U (0 =(4,0)) —[l+2n+Rn<r>] exp[z] fir 71— oo *)

Die Grenzfunktion auf der rechten Seite ist aber gerade die momenterzeugende Funktion einer
N (0,1) -verteilten Zufallsvariablen, so dass mit Satz 42 und Satz 41 b) die Aussage folgt. W
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Bemerkung: Wenn man in der momenterzeugenden Funktion zum imagindren Argument iz mit
der imaginédren Einheit i = J-1 iibergeht, erhilt man die so genannte Fourier-Transformierte oder
charakteristische Funktion der Zufallsvariablen bzw. deren Verteilung. Mit dieser Funktion kann
der Beweis wortlich iibertragen werden, d.h. man erhdlt die Konvergenz der charakteristischen
Funktionen der 7, gegen diejenige der Standard-Normalverteilung. In diesem Fall bendtigt man
keine einschrankenden Bedingungen, weil die Fourier-Tranformierte fiir alle 1 € R existiert (das

beruht auf der Abschiitzung |e"|=1 fiir alle # € R). Satz 42 gilt dann entsprechend auch ohne Ein-

schrankungen fiir die Fourier-Transformierten. Diesen (klassischen) Beweisgang findet man z.B. in
BAUER (2002). GEORGII (2002) gibt einen alternativen, eher elementaren Beweis in seinem Satz
(5.28), der aber den Kern des Arguments nicht deutlich macht.

In seiner frithesten Form geht der Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes schon auf Alexander Mi-
chailovitsch Ljapunoff (1857 —1918) aus dem Jahr 1901 zurtick.

Die obigen Voraussetzungen in Satz 43 konnen natiirlich abgeschwicht werden, solange eine

Grenzwertaussage dhnlich (*) erhalten bleibt. Eine solche Abschwédchung macht der

Satz 44 (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg): Es sei {Xn }neN eine Folge stochastisch unab-
hiangiger quadratisch integrierbarer Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.A,P)
mit
E(X,)=p€R und Var(X,)=0.>0 firalle ne N.
Die (normalisierten) Zufallsvariablen {7,} _ seien definiert durch
I & .
Y (X, —p) firalle neN

k=1

ot = Var[iXk]: /iaz.
k=1 k=1

Dann gilt A/(0,1) = w-lim P, wenn die so genannte Lindeberg-Bedingung erfiillt ist:

T,= Ty

mit

fim 3 i (x—p1) P (dx) =0 fiir ein 5> 0.

n—0o0 [n] 2
g k=1 {‘x—;t‘Zeam}
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Bemerkung: Die Lindeberg-Bedingung ist in folgenden Situationen erfiillt (und damit der Zentrale
Grenzwertsatz giiltig):

a) Die Folge {X,} . istidentisch verteilt. Dies entspricht der Situation des Satzes 43.

b) Die Folge {X . }neN erfiillt die so genannte Ljapunoff-Bedingung:

lim ﬁiE“Xk —u|2+6) =0.
" ) k=1

n—00
(o

c) Die Folge {Xn }neN ist gleichmiBig beschrinkt und es gilt lim 0" =oco. (In diesem Fall ist

n—o0

ndmlich die Ljapunoft-Bedingung erfiillt.)
Fiir weitergehende Diskussionen zum Zentralen Grenzwertsatz siche BAUER (2002).

I1.8. Bedingte Verteilungen

In diesem Abschnitt kommen wir noch einmal auf die mit Definition 27 begonnene Begriffsbildung
der bedingten Wahrscheinlichkeiten zuriick, allerdings in wesentlich groerer Allgemeinheit. Wir

beginnen dazu mit der Situation aus Satz 28, wo in dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.A,P) eine
disjunkte Zerlegung Q=@ B, mit {B,}  C.A gegeben ist, mit einer hochstens abzihlbaren In-
il !

dexmenge /. (Gemill der Bemerkung nach Satz 28 brauchen hier keine einschrdnkenden Voraus-
setzungen an die P(B ), i € I gemacht zu werden.) Nach Satz 3 ist dann

i

C::{@Bi ‘ng}

ieJ

eine o -Algebra liber €2, und zwar genau die von {Bl. }ie, iiber () erzeugte. C ist also insbesondere

eine Teil o -Algebra von A; wir wollen dies durch die Schreibweise

CCA

zum Ausdruck bringen. Definiert man fiir 4 € A die Zufallsvariable P(A|C) durch

P(A|C)(w) = _P(A4|B,)-1, (w) firalle we,

icl

so ist diese C -messbar, da sie auf den Erzeugermengen {Bl. }ie , Jeweils konstant ist. Wegen C C A

ist sie natiirlich auch 4 -messbar. Andererseits erhalten wir durch Integration

P(AﬂB):ZP(A|Bl.)~P(Bl.):fP(A|C)(w)P(dw):fP(A|C)dP firalle A€ A, BEC

i€l
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mit der (eindeutigen) Darstellung B = (D B,, d.h. I, C I besteht aus genau denjenigen Indices, die

i€l
fiir die disjunkte Darstellung von B bendtigt werden. Diese Darstellung entspricht exakt derjenigen
aus Satz 28 a) fiir die Wahl B =(). Bezeichnen wir mit P, die Einschrinkung von P auf die Teil-

o -Algebra C, so bedeutet die obige Integraldarstellung nach Definition 21 gerade, dass fiir jedes
(feste) 4€ A P(A4|C) eine P,-Dichte des Spurmalles P(e NA) auf C ist. Insofern ist P(4|C)
auch nur P, -fast sicher eindeutig bestimmt.

Definition 41 (allgemeine bedingte Wahrscheinlichkeit): Es sei (€, A, P) ein Wahrscheinlichkeits-

raum und C C A eine beliebige Teil- o -Algebra. Jede C -messbare Zufallsvariable P(A|C) mit
A€ A und den folgenden Eigenschaften

e P(4|0)w)€0,1] firalle we

e P(@|C)=0, P(QC)=1

. P(AﬂB):fP(A|C)dP fiir alle B € C
B

hei3t bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter (der o -Algebra) C.

Im Sinne der Eingangsbemerkungen ist damit P(A4|C) eine natiirliche Verallgemeinerung des Beg-

riffs der elementaren bedingten Wahrscheinlichkeit in der Situation von Teil-o -Algebren C mit
abzdhlbarem Erzeuger (bzw. abzdhlbarem Atomsystem). Es ist aber im Allgemeinen nicht grund-
sitzlich sichergestellt, dass auch die fiir ein (bedingtes) Wahrscheinlichkeitsmall notwendige
o -Additivitét gilt, d.h. hier:

P[G 4, |C] = iP(An |C) P, -fast sicher
n=1 n=1

fiir alle paarweise disjunkten Folgen {An }neN C A. Dies liegt daran, dass die Ausnahmemengen,

auf denen P(A|C) nicht eindeutig ist, von jeder der Mengen 4 € A abhdngen kann, so dass die

(gemeinsame) Ausnahmemenge, auf der die o -Additivitit nicht gilt, so gross werden kann, dass
sie keine Nullmenge mehr oder ggf. sogar nicht mehr messbar ist. Um dies trotzdem zu gewihrleis-
ten, miissen an die Grundmenge 2 bestimmte topologische Anforderungen gestellt werden, z.B.
die, polnisch zu sein, d.h. es existiert eine die Topologie definierende Metrik p {iber (2, so dass

(Q,p) ein vollstindiger separabler metrischer Raum ist (vgl. ELSTRODT (1996), Kapitel VIII und

BAUER (2002)). Dies ist ndmlich eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines abzdhlbaren
Erzeugers der von der Topologie erzeugten o -Algebra A iiber (), was fiir die Konstruktion einer

hinreichend grofen Ausnahme(-Null-)Menge geniigt. Beispielsweise sind die Riume R? fiir
d € N mit der iiblichen Euklidischen Metrik solche polnischen Rdume.
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Definition 42 (reguldre bedingte Verteilungen): Gilt unter den Bedingungen von Definition 42 zu-
siitzlich fiir alle paarweise disjunkten Folgen {4,}  C.A:

. P[QAn |C]: i}P(An |C) P.-fast sicher,

so heift das durch P(+|C) P,-fast sicher bestimmte (bedingte) Wahrscheinlichkeitsmaf} auf
A reguldr.

Bemerkung: Da es fiir alle Mengenfolgen {An }neN C A, die fiir diese Bedingung betrachtet wer-

den konnen, eine gemeinsame Ausnahme(-Null-)Menge gibt, konnen und werden wir 0.B.d.A. bei
reguldren bedingten Verteilungen stets davon ausgehen, dass P(« |C)(w) fiir alle w €2 ein Wahr-

scheinlichkeitsmal3 tiber A ist. Dies ldsst sich z.B. einfach dadurch erreichen, dass auf dieser Aus-
nahmemenge P(e|C)(w)= P gesetzt wird (vgl. die Bemerkung im Anschluss an Definition 27).

Wir benoétigen fiir das Folgende eine modifizierte Version des Satzes 9.

Satz 45 (Faktorisierungssatz II). Es sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Y ein Zufalls-
element mit Werten in einem Messraum (X,8). C bezeichne die von Y erzeugte Teil- o -Algebra
von A. Eine reellwertige Zufallsvariable X auf (£, A, P) ist genau dann C -messbar, wenn eine

messbare Abbildung #: (X,B)— (R],B]) existiert mit X =AoY.

Beweis: "<": Sei X =hoY. Dann gilt

X'B)=Y"r"(B)

eB

e C firalle Be B',

d.h. X ist C -messbar.

"=-": Sei zunidchst X eine Elementarfunktion mit der Darstellung (vgl. Lemma 16)

X = iai]l/li
i=l1

mit reellen Zahlen «,,---,a, und Mengen A4,---,4, €C, n€N. Daher existieren Mengen

n

B,-,B,€B mit 4, =Y '(B,), i=1---,n. Die Abbildung h::ZaillBl_ leistet dann das Ge-
i=1

wiinschte. Ist X >0 beliebig messbar, so existiert nach Satz 16 eine monoton wachsende Folge

{Xn }neN messbarer Elementarfunktionen mit X = sup {X n}. Also existiert nach dem gerade Ge-

neN

zeigten auch eine Folge B3-messbarer Abbildungen {/,} = mit X, =h, oY fiir alle ne€ N. Hier

leistet /4 :=sup {hn} Das Gewlinschte. Fiir den beliebigen Fall zerlege man X in Positiv- und Nega-
neN

tivteil: X = X" — X . Wiederum existieren nach dem Vorigen B -messbare Abbildungen #* und
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h™ mit X* =hToY. Hier leistet h:=h" —h~ das Gewiinschte. Man beachte, dass dabei 4" und
h~ so gewihlt werden konnen, dass nicht zugleich der Wert 2" (x) = A (x) = oo fiir ein x € X an-
genommen wird. Damit ist der Satz bewiesen. u

Fiir bedingte Verteilungen P( . |0(Y)) mit Zufallselementen Y schreiben wir im Folgenden auch
kiirzer P(«|Y). Die nach dem Faktorisierungssatz 11 (Satz 45) fiir jedes Ereignis 4€ A existie-
rende Abbildung /4, mit P(A | Y) = h,(Y) wollen wir einpriagsamer auch als

h(y)=P(4|Y=y), yeX
schreiben.

Aufgrund des Transformationssatzes fiir Mae (Satz 22) ist die grundlegende Gleichung in Defini-
tion 41 in diesem Fall d4quivalent zu

P(4n{YeB})= f P(A|Y)dP:fP(A|Y:y)PY(dy), A€ A, BEB. (%)

{veB} B

Lassen sich die Abbildungen %, so wihlen, da3 P( Y= y) fiir jedesy € X wieder eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ist, so spricht man bei P( Y= y) ebenfalls von der (reguldren) beding-

ten Verteilung unter (der Hypothese) Y =y .

Der folgende Satz gestattet eine fiir praktische Zwecke besonders niitzliche Konstruktion regulédrer
bedingter Verteilungen fiir den Fall, dass die beteiligten Zufallselemente endlichdimensionale Zu-
fallsvektoren mit Dichten beziiglich eines geeigneten Malles p (etwa Zéhlmall, Lebesgue-Mal})

bilden.

Satz 46 (bedingte Verteilungen und Dichten). Es sei X ein n-dimensionaler und Y ein
m-dimensionaler Zufallsvektor (n,m € N) auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.A,P) derart,

dass P*Y) eine (n+ m-dimensionale) Dichte fy,, beziiglich eines geeigneten Produkt-MaBes
p=p, @v, aufder Borel’schen o -Algebra B"™ = B" ® B" besitze. In diesem Fall existiert eine
reguliire Version der bedingten Verteilung P* ( Y= y); eine solche ist etwa gegeben durch die

zugehorige bedingte 1, -Dichte

f(X,Y) (x,y) fall 0
AY=y=] fo o 8O

Jx (%), falls £, (y) =0,

eR™.

Hierbei bezeichnet f(x) die Randdichte von X (entsprechend fiir £, (y) ), die gegeben ist durch

fx(X)Zff(x,y)(x,y)um(dy), xcR".
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Beweis: Fiir A€ B", Be B" gilt definitionsgemal mit dem Satz von Fubini (Satz 23):

PxedYeR) = [ [ fun&xyn@v,@n= [ [ % £ 1, (dx), ()

:f ffx(X|YZY) un(dX)-fY(y)um(dy):f

B

[ AxIY=y) m(dx)]PY(dy);

andererseits gilt nach (*) oben auch

P(XeA,YeB):fP(XeAw:y)PY(dy),

woraus durch Vergleich
P(Xed|Y=y)= [ f(x|Y=y) p,(dx)
A

und damit die Behauptung folgt. ]

Der vorangegangene Satz 46 zeigt, dass im diskreten Fall die reguldre bedingte Zidhldichte
x(x]Y=y) fir P(Y=y)>0 gerade mit der elementaren bedingten Wahrscheinlichkeit

P(X=x|Y=Yy), xeR", yeR" (nach Definition 27) iibereinstimmt.

Eine anschauliche Erkldrung von Satz 46 im Fall stetiger Verteilungen liefert das folgende Resultat.

Satz 47. In der Situation des Satzes 46 sei y das (n+ m)-dimensionale Lebesgue-Mal3 und zu-
sitzlich f,,(x,¢) fur alle x€R" und f, in einem Punkt y€R" stetig mit f,(y)>0.

m

U,(y)=X [ y,—hy, +h] bezeichne fir 4> 0 die Wiirfel-Umgebung von y mit Kantenlédnge 24.

i=l

Dann gilt fiir jede Menge 4 € B":

P(XeA|Y:y):1£g1P(X€A|Y€Uh(y)).

Beweis. Nach Voraussetzung ist

P(YeU,)= [ H@dz>b6m"(U,(y))=(2h)"8 >0,

U (y)

wobei 6>0 so existiert, dass f,(z)>6>0 fir alle zeU,(y). Damit existiert
P(X €Ad|YeU h(y)) als elementare bedingte Wahrscheinlichkeit im Sinne von Definition 27 mit
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1
ol s P(XeA|lY= . d

PX€EAY eUh(y»:m"’(Uh(y))U;[y) (XeAIY =y)/()dz
P(YeULy)) T

P(XeAd|YeU,(y))=
m” (U, (y)) U;(fy)

L P(Xed|Y=y)A®) _
()

P(XeA|Y=y) fir 2|0

dies folgt z.B. aus dem Mittelwertsatz fiir mehrfache Riemann-Integrale (vgl. HEUSER (1988),
201.5). m

Satz 47 zeigt damit, dass unter den genannten Voraussetzungen die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(X€A|Y=y) &hnlich wie im diskreten Fall interpretiert werden kann: die Bedingung

{Y cU h(y)} besagt dabei, dass Y Werte "in der Ndhe” von y annimmt.

Man beachte jedoch, das voraussetzungsgemidll P(Y =y) =0 gilt, und zwar fiir alle y € R" we-
gen der Stetigkeit der Verteilung PY ! Eine sinnvolle Definition der bedingten Wahrscheinlichkei-
ten P(X € A|Y =y) gemiB Definition 27 ist in solchen Fillen also zunéchst gar nicht mdglich, da

samtliche bedingenden Ereignisse die Wahrscheinlichkeit Null besitzen. Dies rechtfertigt nachtrig-
lich noch einmal den hier gewéhlten Zugang zu bedingten Verteilungen iiber o -Algebren wie in
Definition 41.

Beispiel: X und Y seien unabhiingige, exponentialverteilte Zufallsvariablen mit P* = &()\),
P" = &) mit A\ > v > 0. Fiir die Dichte der Summe S = X + Y erhalten wir dann mit Lemma 38

z

fi(2)= ffx(x).fy(z—x)dx - )\erxp(—)\x—u(z—x))dx

0

¥4

— )\Ve—z/zfe—()\—l/)xdx —

0

AV (e_VZ .

2
(Man beachte, dass man fiir den Grenziibergang v T A erhilt: fs(z):%zew, z>0, also die

Dichte der £(2,))-Verteilung.) Die gemeinsame Dichte von X und S bzw. Y und S kann man etwa

direkt aus Satz 26 berechnen iiber die Abbildung g(u,v)= [ i ], u,v>0 zu
u+v

S5 (62 = iy (2 —=x) = Ave Me VT

O<x,y<cz.
f(Y,S)(ya z)= f;X,y) (z—y,y)= )\Ve_’\(z_y)e_”y,
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Fiir die bedingten Dichten f, (¢ |S =2z) bzw. f,(+|S =z) ergibt sich nun nach Satz 46:

Iy (x,2) Ape M rE o O
Se(e|S=2)="E0 == — = A1) 0<x <z,
fS(Z) 7V(e—1/z _e—)\z) l_e

A—v
Jors(¥:2) Ave NE gy Ay
fY('|S:Z): .s) — :()\_V)(,\_y—)z’ 0<y<Z
fS(Z) Aiy(e—z/z _e—)\z) e —1
A—v

Fiir den Grenzfall v T A erhdlt man hieraus noch

1 1
fi(e|S=2)=—, 0<x<z, f,(¢|S=2)=—, 0<y <z,
z z
d.h. in diesem Fall gilt: P¥(+|S=2z)=P"(+|S=2)=U[0,z], z>0.

Fiir das (iterierte) Rechnen mit allgemeinen bedingten Verteilungen ist das folgende Ergebnis sehr
niitzlich:

Satz 48. Es sei (€, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum; X,Y,Z seien Zufallselemente mit Werten in
Messrdumen (X,8), (9,D), (3,F). Dann gilt:

a) Ist U eine reellwertige Zufallsvariable auf (Q_)x 3,DRF ) und P( .| Z= z), z € 3 regulir, so
gilt im Falle der Integrierbarkeit:

[Uty.2) P (dy,dz)= [[U(y.2)P*(dy|Z=2)P"(d2)
b) Ist P(«|Z=1z), z€ 3 regulir, so gilt

P(XeA,Y€B|Z:z):fP(XeA|Y:y,Z:z)PY(dy|Z:z)
B

P” fast sicher fur alle Ac B, BeD, z€ Z.

c) X und Y sind stochastisch unabhingig genau dann, wenn es eine reguldre Version von
PX(«|Y=y), yeQ bzw. P'(+|X=x), x€ X gibt, die nicht vony bzw. von x abhéingt.

Beweis:

a) Seizundchst U =1, , mit De D, F € F. Dann gilt

DxF
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fU(y,z)P(Y’Z)(dy,dz) —P(YED,ZcF)= fP(Y €D|Z=1)P*(dz)

ffPY(dy | Z = 7) P%(dz) = fo(y, z) P¥(dy | Z = z) P*(dz).

Ahnlich wie in Satz 8 lisst sich hieraus schlieBen, dass durch

Q(DxF)::ffPY(dy|Z:z)PZ(dz), DED,FEF

F D

ein Mall Q auf D® F gegeben ist, welches auf dem Erzeuger {D xF|DeD,FeF } und da-

mit auch auf D® F mit dem MaB P™? iibereinstimmt. Damit gilt die Aussage allgemeiner
sogar fiir alle Indikatorfunktionen U =1, mit C€ D® F. Unter Ausnutzung der Additivitét

des Integrals folgt hieraus sofort, dass die Aussage auch fiir Elementarfunktionen U gilt. Durch
monotone Approximation ergibt sich die Aussage dann auch fiir nicht-negative messbare Ab-
bildungen U und schlieflich durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil flir beliebige integrier-
bare Abbildungen U.

Mit dem gerade Gezeigten ergibt sich einerseits fiir alle A€ B, B€ D, F € F:

PXEAYEBZEF)= ffP(Xe A|Y =v,Z = z) PY?(dy, dz)

BxF

:ffP(Xe A|Y =v,Z = 7) P*(dy | Z = z) P*(dz),

andererseits
P(XeAYeB,ZcF)= fP(X €A YEB|Z= z)PZ(dz).
F

Da diese Beziehung fiir alle F € F gilt, folgt durch Vergleich der Terme die Behauptung (vgl.
Definition 41, Punkt 3 und den Faktorisierungssatz Il oben).

Seien zunéchst X und Y stochastisch unabhingig. Dann ist P¥(«|Y =y)=P*, y€ 9 eine

solche reguldre Version, denn es gilt fiir alle BeD:
fP(x €AY =y)P¥(dy) = P(X€ A,Y € B)= P(X € A)P(Y € B) = fP(X € A)P¥(dy),
B B

woraus wieder durch Vergleich beider Seiten die Behauptung folgt. Héngt umgekehrt
Q= P*(+|Y =Yy) nicht von y €9) ab, so erhilt man analog

P(XEAYEB)= fP(X c A|Y = y) PY(dy) = fQ(A) PY¥(dy) = O(A)P(Y € B),

woraus O = P* und damit auch die umgekehrte Behauptung folgt. H
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Die obigen Ausfiihrungen legen die Frage nahe, ob man wie im diskreten Fall auch allgemeiner
"Informationen", die in der rechten Bedingungsseite enthalten sind, in die linke Seite einsetzen
darf, wenn diese dort ebenfalls vorkommen. Generell ist das aber nicht so einfach moglich, wie das
folgende Ergebnis zeigt.

Satz 49 (Ersetzungsformel). Es sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum; X und Y seien Zufalls-
elemente mit Werten in Messrdumen (X,58) bzw. (2),D). Die bedingte Verteilung P* (Y =Yy),

y€9Q sei regulir, G:(Xx9,B@D)— (3,F) eine Abbildung mit Werten in dem Messraum
(3,F). Dann gilt fir alle A€ F:

P(G(X,Y)€ A]Y =y) = P(G(X,y) € A]Y =)

PY -fs.
=P(G(X,z)€4|Y =)

z=y

Sind X und Y stochastisch unabhédngig, so gilt speziell
P(G(X,Y)€ A]Y =y)=P(G(X,y)€ 4) P"-fs.

Beweis: Wir zeigen die Aussage zundchst fir den speziellen Fall (3,F)=(X¥x9,B®D),
G(x,y)=(x,y)€(3,F) mit A=BxD, B€ B, DeD. Fir beliebige C € D ist dann

fP((X,Y) € AlY =y)P¥(dy) = P((X,Y) € BxD,Y €C)

— P(X€B,YEDNC)= f P(X € B]Y =y)P(dy)

DNC

- f]lD(y)P(X € B|Y =y)P"(dy).
C
Ein Vergleich beider Seiten zeigt also

P(G(X,Y)€ A]Y =y)=P((X,Y)€ BxD|Y =)

:]lD(y)P(X€B|YZY):{ ( 0| Y s:nst

=P((X,2)€BxD|Y=y) =P(G(X,2€d[Y=y)  P'fs.

z=y z=y

Mit einer dhnlichen Begriindung wie im Beweis zu Satz 48 folgt dann auch die Giiltigkeit der Aus-
sage fiir beliebige Mengen 4€ B®D. Der generelle Fall ergibt sich hieraus unmittelbar wegen

{GX.V)e 4} ={(X.Y)eG (4}, 4€ F.

Im Falle der stochastischen Unabhéngigkeit von X und Y hat man nur die Giiltigkeit von
P(G(X,z) € A]Y =y)=P(G(X,z) € 4) P" -fs.
zu beachten, die aus Satz 48 c) folgt. W
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Man beachte, dass der oben auftretende Ausdruck P(G(X,y) €AY = y) nur im Fall diskreter

Verteilungen unmittelbar Sinn macht, wahrend i1.Allg. die angegebene Umschreibung mit der
"Dummy"-Variablen z unverzichtbar ist, da der Ausdruck im Sinne von Definition 41 im Kontext
des Faktorisierungssatzes Il sonst nicht erklart ist.

Sind beispielsweise X und Y reellwertige Zufallsvariablen und betrachtet man U := max (X Y ), SO
ergibt sich mit der Ersetzungsformel

PU<ulY =y)=P(X<uY<ulY =y)=P(X <u,z<ulV =y)

z=y

P(X<ulY =y)= n(_wl(y)P(Xgu Y=y), u,yeR

= ]l(_oc,u](z)

z=y
Sind X und Y stochastisch unabhingig, so vereinfacht sich dies noch zu

PU<ulY =y)=P(X<u,Y<ulV =y)= ]l(_oc,u](y)P(X <u), u,y €R.
Ist C eine Teil- o -Algebra von A und die bedingte Verteilung P(«|C) regulér, so kann man natiir-
lich alle Begriffsbildungen wie Verteilungsfunktion, Dichte, Erwartungswert usw., die fiir gew6hn-
liche Verteilungen existieren, entsprechend auf die bedingte Verteilung iibertragen. Im letzten Fall

gelangt man dann etwa zum Begriff des bedingten Erwartungswerts, den wir wegen seiner zentra-
len Bedeutung hier noch einmal gesondert behandeln wollen.

Definition 43 (reguldrer bedingter Erwartungswert): Es sei (Q,.A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und C C A eine Teil- o -Algebra von A; P(+|C) sei regular. Ist X eine reellwertige Zufallsvariable
auf (€2, A4, P), so heiBt im Falle der Existenz

E(X|C)(w)::fX(n)P(dn|C)(w):fXdP(-|C)(w), weQ,

oder kiirzer

E(x|C)= [xdP(-[C)

bedingter Erwartungswert von X unter C. Ist C=o(Y) fiir ein Zufallselement Y mit Werten in

einem mit Werten in einem Messraum (X,5), so heiBt entsprechend auch
E(X|o(Y))=E(X|Y) bzw. E(X|Y=Yy), yeX

bedingter Erwartungswert von X unter Y bzw. unter Y =y.

Bemerkung: Insbesondere ist damit E (X |C) eine C -messbare Abbildung.
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Die Ersetzungsformel aus Satz 49 iibertrigt sich vollig analog auch auf regulire bedingte Erwar-
tungswerte; man erhélt hier, mit den Bezeichnungen von Satz 49:

E(GX, Y)Y =y)=E(GX,y)|[Y=y):=E(G(X,z)[Y=y)  P*-fs.

z=y
Im Falle der Unabhéngigkeit von X und Y ergibt sich entsprechend
E(GX,Y)|[Y=y)=E(G(X,y)) P"-fs.

Im Falle der bedingten quadratischen Integrierbarkeit kann man auch die bedingte Varianz einer
Zufallsvariablen definieren als Varianz beziiglich der entsprechenden bedingten Verteilung, in Zei-

chen: Var(X |C).

Lemma 49 (Zerlegungslemma): Es sei (Q,.A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und C C A eine

Teil- o -Algebra von A; P(+|C) sei regulér. Ist die reellwertige Zufallsvariable X auf (Q, A, P)
integrierbar, so ist sie auch beziiglich P(«|C) integrierbar, und es gilt

E(X)=E(E(X|C))= [ E(x |C)dP.
Ist ferner X sogar quadratisch integrierbar, so auch beziiglich P(«|C), und es gilt
Var(X)=E(Var(X |C))+Var(E(X |C)).
Beweis: Sei zundchst X =1, mit 4 € A. Dann ist X beziiglich P(+|C) integrierbar mit

E(X|C):fXdP(-|C):f]lAdP(-|C):P(A|C) sowie

E(E(X|C))= fE(X C)dP = fP(A| C)dP = P(4) = E(X)

nach Definition 41. Unter Ausnutzung der Linearitit des Integrals folgt hieraus, dass die Aussage
auch fir Elementarfunktionen richtig bleibt. Fiir nicht-negative X bleibt die Aussage damit eben-
falls richtig (nach Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz); durch Zerlegung von X
in Positiv- und Negativteil ergibt sich damit die Aussage im Allgemeinen.

Der zweite Teil des Lemmas ergibt sich so:

E(Var(X|C)) = E[E(X2 c)—{Ex IC)}Z}

Var(E(X |0))= E[{EX 10 |- [E(E(x [0))]

Die Summation beider Terme ergibt
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E(Var(X |C))+Var(E(X |C)) = E[E(Xz c)—{Ex |C)}2}+E[{E(X |C)}2}— [E(Ex|0)]
= E[E(x*|C)|- E{E(x 10)) |+ E[{ECX 10} |- [E(E(x [0))]

= E[E(x|C)|-[E(E(X |0))] = E(X*)—[E(x)] =Var(x)

und damit die Behauptung. H

Das folgende Beispiel zeigt, dass Zufallsvariablen beziiglich der bedingten Verteilung P(«|C) (so-
gar quadratisch) integrierbar sein konnen, ohne dass dies fiir die unbedingte Verteilung zutrifft:

Seien dazu X und Y stochastisch unabhingige, jeweils U/ (0,1) -verteilte Zufallsvariablen. Setzt man
Z:= —%lnX, so ist die bedingte Verteilung P*(+|Y = y)=&(y) fiir jedes y €(0,1) eine Expo-

nentialverteilung; man erhilt also
1 1 .
E(Z|Y =y)=—<oo und Var(Z|Y = y)=— < oo fiir jedes ye(O,l);
y y

00 1
jedoch ist E(Z) = f E(Z|Y = )P (y)= f L yay= f Ly — 0o, dh. E(Z) existiert nicht
o Y o Y
als endliche Grofle, somit existiert auch keine (unbedingte) Varianz. Fiir die Verteilungsfunktion
von Z erhilt man {ibrigens noch den Ausdruck

1

Fz(z):fP(Zgz|Y:y)PY(dy):f(l—e_yz)dyzl—l_e

0 z

—Z

, z>0.

Fiir die Dichte ergibt sich hieraus durch Differenzieren

f(2) = % 2>0.

05
04

03
0.2

0.1

z

1
Plot der Dichte von Z (rot) im Vergleich zur Dichte der £ [5] -Verteilung (blau)
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II. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

Es gibt prinzipiell auch die Mdglichkeit, abstrakte bedingte Erwartungen direkt mit Hilfe des Satzes
21 (von Radon-Nikodym) einzufiihren. Sei dazu (£2,.4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und C C

A eine Teil- o -Algebra von A. Ist nun X eine integrierbare Zufallsvariable auf (Q,.A,P), so wird
durch

0" (C):= f X*dP und O~ (C):= f X~dP firalle CeC

C

jeweils ein (endliches) Maf auf C definiert. Bezeichnet nun P° die Einschrinkung von P auf C
und betrachten wir den (kleineren) Wahrscheinlichkeitsraum (Q,C,Pc), so dominiert offenbar P°

sowohl Q" als auch Q™. Folglich existieren C -messbare Dichten /™ und f~ mit
Q+(C):fX+dP:ff+dPC:ff+dP und Q‘(C):fX‘dP:ff‘dPC:ff‘dP
C C C C C C

fiir alle C € C. Mit der Setzung
E(X|C)=f"—f

erhilt man dann die gewiinschte abstrakte Definition der bedingten Erwartung, die im Falle der
Existenz einer reguldren bedingten Verteilung P(+|C) mit dem vorher eingefiihrten Begriff der

reguldren bedingten Erwartung zusammenfillt. Man beachte aber, dass die zuletzt eingefiihrte abs-

trakte bedingte Erwartung nur P°-fast sicher eindeutig bestimmt ist. Man spricht deshalb auch von
den verschiedenen (fast sicher gleichen) Versionen der bedingten Erwartung. Jede solche Version

E (X |C) ist also eine C -messbare Losung der Integralgleichung

[xap= [E(x|C)dpP firalle CeC;
C C

vgl. Definition 41. Vermdge der Setzung
P(A4|C):=E(1,|C) firalle 4€ A

erhdlt man dann auch noch allgemeine bedingte Wahrscheinlichkeiten, die ebenfalls nur fast sicher
eindeutig bestimmt sind. Im Allgemeinen ist die bedingte Verteilung P(|C) aber nicht regulér.

AbschlieBend stellen wir noch einige wichtige Eigenschaften (reguldrer) bedingter Erwartungen
zusammen, die vor allem im Zusammenhang mit Stochastischen Prozessen (Markoff-Ketten, Mar-
koff-Prozesse, Martingale) wichtig sind.
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II. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

Satz 50 (Eigenschaften [reguldrer] bedingter Erwartungen): Es sei (Q,.A,P) ein Wahrscheinlich-

keitsraum und C C A eine Teil- o -Algebra von A; die reellwertige Zufallsvariable X auf (Q, A, P)
sel integrierbar. Dann gilt:

a) Ist Y eine weitere reellwertige Zufallsvariable auf (Q,.A,P), die C -messbar ist und fur die das

Produkt X -Y integrierbar ist, dann gilt:
E(X-Y|C)=Y-E(X|C) (Faktor-Regel)

Insbesondere gilt im Fall X =1:
E(Y|C)=Y
b) Ist D C C eine weitere Teil- o -Algebra von A, so gilt:

E|E(X|C)|D]|=E|E(X|D)|C|=E(X |D) (Turm-Eigenschaft)

c) Sind die o-Algebren o(X) und C stochastisch unabhidngig (im Sinne von Definition 26), so
gilt
E(X|C)=E(X) (Unabhingigkeits-Eigenschaft)

Insbesondere gilt im Fall C = {@,Q}:
E(X|C)= E(X).

Beweis:

a) Fir beliebige 4€ A und C,D € C gilt (vgl. Definition 41):
[1.-P(alc)aP= [ P(4|C)aP=P(anCnD)= [P(ANC|C)dP,
D cnD D

d.h. es gilt
E(11.[C)=E(l,.|C)=P(ANCI|C)=1.-P(4|C)=1.-E(1,]C),

womit die Aussage zundchst flir den Fall X =1, und Y =1, gezeigt ist. Unter Ausnutzung

der Linearitdt des Integrals bleibt die Aussage dann aber auch fiir entsprechend messbare Ele-
mentarfunktionen X und Y richtig. Mit Hilfe des Satzes von der monotonen Konvergenz
schlieft man dann weiter auf die Giiltigkeit der Aussage fiir nicht-negative X,Y und schlielich
durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil auf den allgemeinen Fall.

Fir X =1 ergibt sich speziell

E(Y|C)=E(X-Y|C)=Y-E(X|C)=Y-E(1,|C)=Y-P(Q|C)=Y.

b) Nach Voraussetzung ist E(X |D) als D-messbare Abbildung auch C -messbar, so dass mit
Teil a) folgt
E|E(X|D)|C|=E(X|D)-E(1|C)=E(X |D).
Andererseits folgt fiir jedes DeD C C
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II. Grundprinzipien stochastischer Modellierung
fE(X|C)dP:fXdP:fE(X D)dP, also auch E[E(X |C)|D|=E(X|D),
D D D

woraus die Aussage folgt.

c) Aus der Unabhingigkeitsannahme folgt, dass auch X und 1. fiir alle C € C stochastisch unab-
héngig sind. Damit gilt:

fE(X)dP — E(X)-P(C)= E(X)-E(l.)= E(X 1) = fXdP - fE(X C)dP

firalle CeC, also E(X |C)=E(X), wie behauptet.
Die o -Algebren o(X) und C ={2,Q} sind trivialerweise stochastisch unabhingig.

Damit ist Satz 50 bewiesen. H

. o o . Y+1
Fiir das diskrete Beispiel auf S. 91 ergibt sich mit der Faktor-Regel wegen E(X|Y) = T+ ent-

sprechend dem Ergebnis auf S. 102:

E(Z)=E|E|= = =

Y

2 24502 2

X
Y
Y

:E[lE(X|Y)]:E[ﬂ]—l+lE[1]—l Ign 1 _I+in@)
Y 2y | 2 2

(Man beachte, hierbei, dass die Zufallsvariable % C -messbar ist fiir C=0o(Y).)

I1.9. Die mehrdimensionale Normalverteilung
In diesem Abschnitt wollen wir kurz die multivariate Normalverteilung vorstellen, die nicht nur fiir

die stochastische Modellierung, sondern auch fiir die Statistik eine fundamentale Rolle spielt.

Definition 44 (mehrdimensionale Normalverteilung): Ein d-dimensionaler Zufallsvektor
X =(X,,+,X,)" mit Werten in (Rd,[)’d) besitzt eine d-dimensionale (nicht-entartete) Normalver-

teilung A (p,X), wenn er beziiglich des Lebesgue-MaBes m? die Dichte

1

1
X ) = e———— e (x=n)Y X (x—
S () rr)ddetzexp[ S—w R (x—w)

mit x = (x,,x, )tr ERY p=p1, " 1 )tr €R? besitzt, wobei ¥ eine symmetrische positiv-

definite d x d -Matrix ist.
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II. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

Bemerkung: Die Matrix X enthilt die (paarweisen) Kovarianzen der Komponenten von X, d.h. es
gilt

g, 0Op 014
2
Y O 0y Os4
2
On Oaz 04

mit o} =Var(X,), k=1,-,d und o, =Kov(X, X,) fir 1<i< j<d. Sie heiBt deshalb auch

die Varianz-Kovarianz-Matrix der Verteilung. Der Vektor p heiBt entsprechend Mittelwert- oder
Erwartungswertvektor der Verteilung.

Wegen der positiven Definitheit von > existiert (mindestens) eine quadratische invertierbare Mat-
rix A mit ¥ = A4-A". Diese Eigenschaft kann man z.B. zur Simulation N (p,X)-verteilter Zufalls-
vektoren verwenden. Es gibt mehrere Mdoglichkeiten, eine solche Matrix 4 zu bestimmen; im All-
gemeinen existieren sogar mehrere Losungen. Ein Weg besteht in der Spektralzerlegung der Matrix
> : voraussetzungsgeméil besitzt > d (ggf. mit Vielfachheiten vorkommende) positive Eigenwerte
Ao, Ay ferner existiert eine d xd -Matrix T aus orthonormalen Eigenvektoren mit der Eigen-
schaft

N0

0 )\
S=TAT"=TAT 'mit A={0 0

. . A 0

0 0 0 A

\/)\—2 0 0

0

\/)\_] 0 0 0

0
Hier ist 4 =TA"? eine mogliche Wahl mit A"> =| 0

0 0 --- 0@

Eine andere Moglichkeit besteht in der Cholesky-Zerlegung von %J; Die gesuchte Matrix 4 wird
dabei als untere Dreiecksmatrix angenommen:

a,, 0
a a
21 22
A= :
a, 4dy Ay
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II. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

Hiermit ergibt sich

alzl apdy - andy
anay, a221 + a§2 Ay Ay T Ayay,
Y =|0,|=44" = Lo :
d
Agpay  Ayay +apay, Zajk
k=l

Diese Gleichung kann rekursiv aufgeldst werden zu

k! o Ty — Z a4 i
_ _ 2 __ "kl _ i=1 .
Ay =01 A = Ukk_§:aki’akl_ > Ay = ——, 1<k, j<d.
=l 4, a;

5 2 4
Beispiel: Fiir > =|2 1 2| erhdlt man mit der Einheitsmatrix I das charakteristische Polynom
4 25

e(N) =det(S—AI)=—X"+11\* =11\ +1

mit den drei Nullstellen
N=1, \,=5+2J6

und der zugehorigen Orthonormalmatrix der Eigenvektoren

-0,7071 0,6739 —0,2142
T = 0 0,3029  0,9530].
0,7071 0,6739 —0,2142

Hiermit ergibt sich

—0,7071 2,1202 —0,0681
A=TA" = 0 0,9530 0,3029|.
0,7072 2,1202 —0,0681

Mit der Cholesky-Zerlegung erhilt man stattdessen

2‘5 1 00 2.2361 0 0
A:g\E g\B 0|=[0,8044 0,4472 0.

4 > 1,7889 0,8944 1
=5 gﬁ 1
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II. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

Die Gleichung X = AA4" besitzt im Allgemeinen noch weitere Losungen, hier z.B.

'

Il
S O =
N = DN
_ O O

Satz 51 (Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung I): Es sei X ein N (u,Z)-verteilter
Zufallsvektor. Dann ist der Zufallsvektor Y =X —p N (0,%)-verteilt. Ist umgekehrt X N (0,%)-
verteilt, dann ist Y =X +p N (p,3)-verteilt.

Beweis: Folgt sofort aus dem Transformationssatz 26 mit der Abbildung g(x)=x—p bzw.

g'(y=y+tp =

Satz 52 (Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung II): Es sei X ein d-dimensionaler
N (u,Z) -verteilter Zufallsvektor und B eine beliebige m x d -Matrix mit m < d und vollem Rang
m. Dann ist der m-dimensionale Zufallsvektor Y = BX ebenfalls multivariat normalverteilt mit
PY =N (Bu, BZB”). Im speziellen Fall m =1 bedeutet dies, dass jede Linearkombination multi-

variat normalverteilter Zufallsvariablen wieder (univariat) normalverteilt ist. Insbesondere ist jede
Komponente X, von X selbst univariat normalverteilt mit Erwartungswert j, und Varianz o; fir
k=1,--,d.

Beweis: Im Fall m =d kann wieder der Transformationssatz 26 angewendet werden, und zwar
zunichst mit p =0, mit der Abbildung g(x)=Bx und g '(y) = B'y. Hier ist dann Ag(x)= B.
Der Zufallsvektor Y = BX hat damit die Dichte

| |
h(x,,x,)= exp|—— (B 'x)" 27" (B'x ]
(r03) det B\J(2m)" det S p[ (B
= ! exp —lx” (BZB”)_]x]
@)’ det(BSB") 2

fiir x € R?. Im allgemeinen Fall kann die Matrix B zu einer invertierbaren d x d -Matrix C erginzt
werden, die Aussage ergibt sich dann durch Teilauswahl der Komponenten des transformierten
Zufallsvektors Y = CX. Fiir die Situation mit beliebigem p argumentiert man mit Satz 51.

Die zweite Aussage ist trivial, die dritte ergibt sich daraus, indem man in der 1xd -Matrix B (also
eigentlich ein Zeilenvektor) in der k-ten Komponente eine 1 wéhlt und sonst Nullen. u

Bemerkung: Eine wesentliche Folgerung aus Satz 52 ist, dass jeder N (u,Z) -verteilte Zufallsvek-
tor durch eine affin-lineare Transformation von d stochastisch unabhidngigen Standard-
normalverteilten Zufallsvariablen dargestellt werden kann: ist ndimlich Y N (0,1) -verteilt, mit der
Einheitmatrix I (d.h. alle Komponenten von Y sind paarweise unkorreliert und damit hier auch sto-
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II. Grundprinzipien stochastischer Modellierung

chastisch unabhingig), und ist 4 eine invertierbare Matrix mit > = 44", so ist der Zufallsvektor
X=A4Y+p nach den  Sitzen 51 und 52 ebenfalls (multivariat) normalverteilt nach

N (nA14") = N (n,2).

Achtung: die Eigenschaft, dass Unkorreliertheit die stochastische Unabhéngigkeit nach sich zieht,
ist im Algemeinen falsch und gilt bis auf Trivialfdlle nur bei multivariater Normalverteilung!

Lemma 50: Fiir stochastisch unabhidngige multivariat normalverteilte Zufallsvektoren X und Y
derselben Dimension d gilt folgende Rechenregel:

Px :N<HX’ZX) und P" :N<HY’ZY) = PXY :N<ux+uya2x +Ev)-

X
Beweis: Wir setzen Z = [Y]; dann ist Z ein 2d -dimensionaler Zufallsvektor mit einer N (u,Z) -

0
Verteilung mit p:[ux] und ¥ = OX 5 | Mit der dx2d-Matrix B=[I 1| folgt dann
By 1'%

BZ =X +Y; die Aussage ergibt sich dann nach Satz 52. Beachte:

I
I

X

BYB" =[I 1] -
Y

I
=[x EY]I:2X+EY. u

Man spricht allgemeiner auch dann noch von einer multivariaten (degenerierten) Normalverteilung,
wenn Y die Form X = 44" hat, die Matrix 4 aber nicht invertierbar ist. In diesem Fall existiert
keine Dichte der Verteilung im liblichen Sinne. Die Verteilung ist hier konzentriert auf einen nied-
riger dimensionalen affinen Unterraum von R? vom Lebesgue-MaB Null. Fiir Einzelheiten sei auf
die Monographie von FAHRMEIR ET AL. (1996) verwiesen, dort sind auch noch weitere Eigenschaf-
ten der multivariaten Normalverteilung (z.B. fiir bedingte Verteilungen) angegeben.
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Historisch geht das Wort Statistik wohl auf das lateinische , statisticum® (,,den Staat betreffend")
zurlick; es wird manchmal auch dem italienischen , statista® (,, Staatsmann” oder ,, Politiker”) zuge-
schrieben. Die deutsche Statistik, eingefthrt von Gottfried Achenwall (1719 — 1772), bezeichnete
urspriinglich die Lehre von den Daten Uber den Staat, also eine Art Staatstheorie. Mit seinem Werk
Abriss der neuesten Staatswissenschaft der vornehmsten Europdischen Reiche und Republiken von
1749 gab er as einer der Ersten der Statistik einen wissenschaftlichen Charakter. Das englische
Pendant statistics wurde erstmals im 19. Jahrhundert von dem Englander Sir John Sinclair (1754 —
1835) in seiner heutigen Bedeutung des allgemeinen Sammelns und Auswertens von Daten benutzt.
In diese Zeit (1834) fallt auch die Grindung der berihmten, spéter Royal Statistical Society ge-
nannten Gesellschaft in London. Die Entwicklung der eigentlichen mathematischen Statistik wurde
sehr stark von Karl Pearson (1857 — 1936), dem Begrunder der Biometrie, und William Sealy Gos-
set (1876 — 1937) beeinflusst; den bekannten y*-Anpassungstest publizierte Pearson schon im Jahr
1900. Gosset arbeitete eine Zeit lang bei der berihmten Guinness-Brauerel, die seinerzeit ein ange-
sehenes agro-chemisches Unternehmen war. Den Angestellten von Guinness war es allerdings we-
gen einer vorgekommenen Indiskretion strikt untersagt, wissenschaftliche Arbeiten zu publizieren,
auch solche nicht, die keinen Bezug zu Guinness hatten. Um dieser Auflage zu entgehen, publizier-
te Gosset seine Arbeiten unter dem Pseudonym Student, das auch heute noch eine Reihe statisti-
scher Methoden und Begriffe kennzeichnet (so etwa die Student’sche t-Verteilung). Einen grofden
Schub erhielt die Weiterentwicklung der mathematischen Statistik durch Ronald Aylmer Fisher
(1890 — 1962) mit dem 1922 erschienenen Werk On the mathematical foundations of theoretical
statistics, in dem neben der Maximum-Likelihood-Methode auch schon die spater mal3theoretisch
fundierten Begriffe Konsistenz und Suffizienz diskutiert wurden. Jerzy Neyman (1894 — 1981) und
Egon Pearson (1895 — 1980), Sohn von Karl Pearson, waren weitere wichtige Protagonisten der
Fortentwicklung der Statistik. Nach ihnen ist das fundamentale Neyman-Pearson-Lemma der Test-
theorie benannt, das die Autoren 1928 in ihrer gemeinsamen Arbeit On the Use and Interpretation
of Certain Test Criteria for Purposes of Statistical Inference vorstellten. 1933 behandelten sie erst-
malig das Problem der Effizienz in der Testtheorie.

Eine zentrale Aufgabe der Statistik besteht in der Entwicklung wahrscheinlichkeitstheoretisch fun-
dierter Methoden, mit denen man aus Beobachtungen ("Daten"), die zufallsbehafteten V organgen
[der realen Welt] entstammen, auf die ihnen zu Grunde liegenden Gesetzmaldigkeiten schlief3en
kann. Ein erster Ansatz in diese Richtung ist das schon auf Jakob Bernoulli im 17. Jahrhundert zu-
rickgeghende Gesetz der groRRen Zahlen in der Form des Lemmas 45, welches es erlaubt, den Pa-
rameter p der den Experimenten zu Grunde liegenden Binomia verteilung durch relative Haufigkel -
ten zu "schéatzen". Diese Idee werden wir in dem néchsten Abschnitt aufgreifen und verallgemei-
nern.

Definition 45 (statistisches Modell): Es sei (X,5) ein Messraum. Ein statistisches Modell ist das

Tripel (%,B'{Qw},&e@), bei dem © eine nicht-leere Parametermenge und jedes Q,, ¥ €© eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung Uber B ist.

Dahinter verbirgt sich die Vorstellung, dass (368) der Bildraum einer Zufallsvariablen oder eines

Zufallsvektors X auf einem geeigneten (nicht notwendig explizit bekannten) Wahrscheinlichkeits-
raum mit Grundmenge €2 und o -Algebra A ist, der als Redlisationen X (w) die "Daten” liefert

(vgl. hierzu auch die ausfuihrliche Bemerkung im Anschluss an Satz 12). Im ersten Fall ist
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(%,B):(Rl,Bl), im zweiten (%,B):(Rd,lﬁd) mit d € N. Dem Grundraum ist dann ebenfalls
ein statistisches Modell zugeordnet, namlich (2,4,{P,}, ) mit

Q,=PS, veo.

Wir sprechen dann von einem statistischen Modell fur die Zufallsvariable bzw. den Zufallsvektor
X.

Typischerweise sind die Parametermengen © Borel-messbare Teilmengen von R oder R™ mit
me N [etwa (ggf. auch unendliche) Intervalle]. Im ersten Fall spricht man dann auch von einem
eindimensionalen, im zweiten Fall von einem m-dimensionalen Parameter (bzw. von einem statisti-
schen Modell mit einem bzw. m Parametern).

Motiviert durch das Gesetz der grof3en Zahlen werden haufig statistische Modelle betrachtet, die
durch unabhéngige Wiederholung von Einzelexperimenten entstehen, denen selbst jewells ein stati-
stisches Modell zu Grunde liegt.

Definition 46 (statistisches Produkt-Modell): Es sei (%,B,{Qﬂ}%@) ein statistisches Modell und

ne N. Dann heild

>n<1 ®B {@Qg} ] das zugehorige n-fache statistische Produkt-Modell.
N = 96

hei 3t entsprechend das unendliche statistische Produkt-Modell.

1 1

[5?36,@6 {@Qg}

Um die statistische Methodik und Berechenbarkeit zu vereinfachen, wird in der Regel angenom-
men, dass die Q,, ¥ €O je eine Dichte bezlglich eines gemeinsamen Males p auf B bzw. auf

&) B besitzen. Ein solches Maf? heilt dann dominierendes MaR. Die wichtigsten Anwendungsfélle

i=1

betreffen die folgenden beiden Situationen:

e Die Menge X ist abzéhlbar mit B=P(X); das dominierende MaB3 ist das abzéhlende Maf3
w=# (vgl. Definition 2) [diskreter Fall].
e Esist (X,B)=(R'B"); dasdominierende MaR st das L ebesgue-Mal 1 = m* [stetiger Fall].

Fur das Produkt-Modell gilt entsprechendes; das dort dominierende Mal3 ist dann das Produktmal3
&) (also wieder das abzshlende MaR3 [auf der (Produkt-) o -Algebra 8 >n<13€]] bzw. das Lebes-
i=1 1=

gue-Mal3 m" auf der Borel’ schen o -Algebra B").
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Die folgende Tabelle listet einige bekannte (eindimensionale) statistische Modelle auf:

diskreter Fall:
pX Name (zahl-)Dichte f (k) = P(X =k) bzgl. #| ©
B(n,9) | Binomialverteilung [E]ﬁk @—9)"" k=0,--,n 0.1]
NB(5,7) Bﬁ?rir\lgzlverteilung [5 +: _1]193 (-0, keZ";6>0 (0]
P(9) Poisson-V erteilung e”i—k', keZ" (0,00)
stetiger Fall:
pX Name Dichte f(x) bzgl. m* 6)
U[0,v] Gleichverteilung % 0<x<v (0,00)
EMW) Exponentialverteilung | 9™, x>0 (0,00)
I'(o,9) | Gamma-Verteilung 9 11((;1) e”,x>0 a>0 (0,00)
N (¥,0%) | Normalverteilung 21 ; e[_(x;?z],x €R; o0>0|R
o

Einige der aufgefiihrten Verteilungsklassen besitzen in natlrlicher Weise sogar zweidimensionale

Parametermengen ©, so die

e Binomialverteilung B(n, p) mit ¥ =(n, p)€©=Nx(0,]]

e negative Binomialverteilung NB(8, p) mit ¥ = (3, p) € © =(0,00)x(0,1]
e Gamma-Verteilung I'(cr, \) mit ¥ = (a,\) €O =(0,00)%(0,00)

e Normalverteilung A (u,0%) mit ¥ = (u,0) €O =Rx(0,00).

Jede beliebige [feste] Verteilung tiber der Borel’ schen o -Algebra B* bzw. eine Zufallsvariable Z
mit dieser Verteilung induziert Gbrigens in natlrlicher Weise ein statistisches Modell mit einer
zweidimensionalen Parametermenge ©, ndmlich die zugehtrige Lage-Skalen-Familie V(ju,0) mit

weR, o>0, dieausfuhrlicher in Abschnitt 111.4 besprochen wird. Sie entsteht anschaulich durch

Betrachtung der Verteilungen, die zu den Zufallsvariablen

gehoren. p heifdt hier Lageparameter, o Skalenparameter. Die Familie der Normalverteilungen

X =pu+oZ mit ﬂ:(u,a)e@:Rx(O,oo)

N (u,0%) ist offenbar ein Spezialfall hiervon, wenn P> = N(0,1) gewahit wird.
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I11.1. Elementare Schatzverfahren

Ausgehend vom Gesetz der Grof3en Zahlen besprechen wir zuerst ein Schétzverfahren, das als Mo-
mentenmethode bekannt ist. Es beruht auf folgender Idee:

Ist (%,8,{Q,},.,)=(R"B"{Q,},,) ein statistisches Modell fiir eine Zufallsvariable X auf ei-
nem geeigneten (nicht notwendig bekannten) Wahrscheinlichkeitsraum mit P =Q,, ¥ € © CR*,
und existiert eine (von ¥ € © unabhéngige) messbare Abbildung g : (R, B') — (R*,8') mit

Eﬁ(g(X)):fg(X)dPﬂ :fngﬁzﬁ fiir alle ¥ €O,

ein "plausibler" Schétzer fir ¥ € ©, wenn X,,---, X stochastisch unabhangige, wie X verteilte

>

i=1

Zufallsvariablen mit n € N sind (also dem Produkt-Modell [R”,B”,{@Qg} ] zuzuordnen sind).
YeO
Dieser Schétzer heil3t Momentenschétzer.

Die "Plausibilitét" kommt dabel daher, dass nach dem (schwachen wie starken) Gesetz der Grof3en
Zahlen gilt:

n P
% g(Xk)L E, (g(X))="4 fir n— oo,

wenn sogleich eine unabhéngige Folge {X,} . stochastisch unabhéngiger, wie X verteilter Zu-
fallsvariablen betrachtet wird (dies korrespondiert mit dem unendlichen statistischen Produkt-

%RE@BE{@QL;} ] )

i=1 i=1

Modell

Eine andere Variante des Momentenschétzers entsteht, wenn eine stetige, streng monotone (von
¥ €© unabhangige) Abbildung h:(R",8')— (R",B) existiert mit

E,(X)= [ X dP, = [liddQ, =h(v) furale v € ©;
indiesem Faleist

n‘=

3n = h‘l[lzn: Xk]

ebenfalls ein "plausibler" Schétzer fir 9 € © wegen

N n P
9, = hl[%Z xk]th(Eﬁ(X)) =h(h(@)) =1 fir n— oo,
k=1
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[11. Grundprinzipien der Statistik

Die Momentenmethode lasst sich analog auch fir den Fall eines mehrdimensionalen Parameters
9 =(0,,,9,)€©CR" mit meN anwenden, indem man das beschriebene Verfahren auf jede

einzelne Komponente 9, mit k € {1,---,m} anwendet.

Die nachfolgende Tabelle listet einige Mdglichkeiten fir Momentenschétzer fir ¥ € © C R* auf.

pX Dichte f bezgl. 1 (dominierendes Mal?) ) g(x) | h(x) h™(y)
mi m—k X y
B(m,?) [ ]19 (1—9)™*, k=0,---,m bekannt 01 |= |mx |Z
k m m
NB(3, 9’ (@A—=09), keZ";3>0 bekannt | (0,1 U. P
(8,9) [ a9 8 01 fsu | =755
’19k
P(J) e‘”w, keZ* (0,00) | x X y
1 X
U[0,9] 5 0<x<9¥ (0,00) | 2x > 2y
—UX 1 1
W) ve ™, x>0 (0,00) |su. | = —
X y
a—1
D(,d) | 9°2—e ™ x>0, a>0 bekannt (0,00) |su. |2 <
I'(@) X y
2 1 [7()(71’2)2]
N (9,0%) e * |, x€R; o> 0bekannt R X |x y
2o

Fur die negativen Binomialverteilungen NB((G,9) gibt es fur beliebige, insbesondere nicht-
ganzzahlige 3> 0 keine einfachen Momentenschétzer der ersten Art fir ¥ € ©=(0,1]. Fir =1
(geometrische Verteilung) gibt es aber im Prinzip genau einen derartigen Schéatzer, den wir jetzt
herleiten wollen. Wenn wir annehmen, dass eine Abbildung g der geforderten Art mit
Eq,(g(X)):fg(X)dPﬁ :fngq, =3 " g(k)-9(1—9) = firale 9 (0,1
k=0
existiert, ergibt sich die &guivalente Gleichung

Zoo:g(k)'@-—ﬂ)k =1 fUraIIez‘}e(O,l]. (*)

Insbesondere ist die Reihe — sogar absolut (Lebesgue-Integral!) — fur o :% konvergent. Sei nun

O<e<%. Danngiltnach (*) mit 0<¥9=1-e<1

1-00)= (> g00- (1 0) | < S lggo) = = Y18y < 25100
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[11. Grundprinzipien der Statistik

und damit, da < > 0 beliebig (klein) war, g(0) =1. Bedingung (*) reduziert sich damit, nach Kr-
zendurch (1-9) fur ¥ €(0,1), auf

g(1)+ig(k)-(1—z9)k’1:0 fur alle ¥ €(0,1). (**)

Ein dhnliches Argument wie zuvor zeigt dann, dass g(1) = 0 sein muss. Diesen Beweisgang kann
man induktiv fortsetzen und erhalt dann insgesamt die (auf Z* eindeutige) L osung

1, k=0

©=lo o

Der Momentenschétzer ist damit aber wegen der Diskretheit der Verteilungen in diesem Modell
fast sicher eindeutig bestimmt, mit der Darstellung

~ 18 18
ﬁn:—Zg(Xk):HZn{o}(Xk), neN,
k=1

N4

d.h. dieser Schétzer zahlt die relative Haufigkeit der Nullen in der Beobachtungsserie. Zum Ver-
gleich: der alternative Momentenschéatzer der zweiten Art ist hier gegeben durch

J, ::h‘l[%ZXk]: 11n —— 1 nen
- +2> X n+) X,
N k=1

Wir zeigen hier noch exemplarisch die Existenz eines Momentenschétzers fur die negative Binomi-
alverteilung mit 5 = 2; fur grofiere ganzzahlige Werte von 3 kann man analog vorgehen. Aus dem
Ansatz

E,(90X))= [a(x)dP, = [ gdQ, =3 g(k)-(k+ D92 (1-9)* =0 fir alle ¥ € (0,1

k=0

und einem Vergleich mit der geometrischen Reihe Zﬁ(l—z?)k =1 erkennt man schnell, dass eine
k=0

Losung durch g(k) = kiﬂ fur alle k € Z™ gegeben ist. Der zugehorige Momentenschétzer |autet

also

~ 1 1 1
ﬁn:HZg(Xk) > neN.

Der Alternativschétzer ist hier gegeben durch

n

9, = hl[%ZXk]: 12n = 2rr1] , neN.
=L 240X, 24> X,
N\ k=1
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[11. Grundprinzipien der Statistik

Fir die Exponentiaverteilungen £(1%) =1'(1,+)) mit ¢ >0 ist hier — im Gegensatz zur geometri-
schen Verteilung — interessant, dass es einen Momentenschétzer der ersten Art nicht geben kann.
Wenn wir ndmlich annehmen, dass eine Abbildung g der geforderten Art mit

Eﬁ(g(X)):fg(X)dPl, :fngﬁ:ﬁjg(x)el’X dx =1 fir ale ¥ €©=(0,00)

existiert, so ware aso

fg(x)e_ﬂx dx =1 fur dle ¥ > 0. (***)
0

Da das Integral fg dQ, fur ale ¥ >0 im Sinne von Lebesgue existieren muss, ist aso insbeson-
dere die Abbildung |g(x)|e™ (Fall ¥ =1) Uber R* integrierbar beziiglich des Lebesgue-Males
m'. Sei nun ;o das MaR auf B* mit der m'-Dichte |g(x)|e‘x-]l[0m)(x), x € R. Dann impliziert
(***) die Ungleichung (wahle ¥ = n+1)

o0

Jem )= [lg(le ™ dx >
0

0

—1firadleneN. (F***)

f g(x)e "D dx
0

Die Funktionenfolge {fn }neN mit f (x)=e™ ']l[o,o@(x) fir ne N und x € R konvergiert nun aber
fir n— oo punktweise gegen 1 ) und ist betragsmaldig durch die p -integrierbare Majorante 1
beschrénkt. Nach dem Satz 18 von der majorisierten Konvergenz folgt also

Iimwe*“Xu(dx):limmfndu:mll du=pu({0})=0
i fim [ f,411= [ 1 die=n({0})

im Widerspruch zu (****).

Fur die Gammaverteilungen I'(a,) mit ¢ > 0 ist dies jedoch mdglich mit g(x):a—_l, x>0,
X

wenn « >1ist, denn esgilt dann

2 B a—2

o0 X0 w1 X ox "
Eq,(g(X)):fng],:(a—l)LO[ﬁ ra)eﬂ =9 [ 9 1F(a—1)eﬁ — 4 fir ale 9 >0,

0
Dichte der I'(a—1,%)-Verteilung

wie gefordert. (Man beachte, dass g zwar von «, nicht aber von dem hier betrachteten Parameter
¥ abhangt.) Der Momentenschétzer fur ¢ > 0 ist hier aso gegeben durch

~ 1 a-1I 1
J==>» g(X,)=—> —, neN.
0o S =T

Fur die zweite Variante ergibt sich Ubrigens der um den Faktor Ll grofere Schéatzer
& J—

a A1 ae~ 1
5 =h 1[_zxk]:_zx—, nen.
NY= N Ay
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[11. Grundprinzipien der Statistik

Die beiden Ansétze fir Momentenschétzer lassen sich natirlich auch geeignet kombinieren. Wir
zeigen dies an folgendem

Beispiel: Wir betrachten die Familie {Q,}
© =(0,00). Dann gilt fir g(x) = x*, x> 0:

={P()},, der Poisson-Verteilungen mit

PISC]

E, (9(X))=E,(X?)=Var(X)+{E(X)}" =+ 9 =h()

mit hl(y):—%+% 4y +1, y > 0. Einsinnvoller kombinierter Momentenschétzer ist also

0, = hl[lig(xﬁ]:‘%% VI+4X] =, (90X)) = 0.

N4

Wenn verschiedene Schétzer fir einen Parameter zur Verfigung stehen, benétigt man sinnvoller-
weise Kriterien, nach denen man einen guten oder sogar ,,den besten” Schétzer auswahlen kann.

Definition 47 (Schétzer und ihre Gltekriterien). Gegeben sei ein statistisches (Produkt-)Modell

kxdmGo)

mit n€ N und einer Borel-messbaren Parametermenge © C R. Ein [hier

YeO

eindimensionaler] Schétzer @n (auch Schétzfunktion genannt) ist zunachst eine reellwertige, QB -
i=1

messbare Abbildung auf >i<13€

1. Der Schétzer heifldt zuléssig, wenn seine Werte in der Parametermenge © liegen.
2. Der Schétzer heif3t erwartungstreu, wenn er integrierbar ist bezliglich des Males Q, mit

E, ()= furdlevce.
3. Bezuglich des unendlichen statistischen Produktmodells gilt:

Die Folge {&n}

wenn gilt:

. der Schétzer [bzw. der Schétzer] heift (schwach bzw. stark) konsistent,

ne

limJ, =9 (stochastisch bzw. fast sicher).

n—oo

4. Der mittlere quadratische Fehler des Schétzers (engl.: Mean Square Error, MSE) ist definiert
durch

MSE (0, )= E, [(&n —19)2}.

In der Regel sind nach der entsprechenden Eingangsbemerkung Schétzfunktionen Transformatio-
nen von Zufallsvariablen auf (Q,.4,{P,}, ) mit Werteniin (X,8,{Q,}, ) =(R"8{Q,}, ). %0
dass sich diese Begriffe hierauf sinngemal? tbertragen.

196(—))’
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[11. Grundprinzipien der Statistik

Nach dem gewahlten Zugang sind Momentenschétzer des ersten Typs, aso @n Z g fur
neN, grundsézlich erwartungstreu und stark (und damit auch schwach) konsstent, wahrend
Momentenschétzer des zweiten Typs, aso 15n = hl[%z Xk] far ne N, in der Regel nicht erwar-

tungstreu, aber (wegen der Stetigkeit von h und damit auch h™*) stark (und damit auch schwach)

konsistent sind. Der MSE ist daher fir Momentenschétzer des zweiten Typs tendenziell hoher al's
der fir Momentenschétzer des ersten Typs, denn es gilt nach Lemma 37 a):

2

MSE (3, =, (0, 0| =Var (3, -+ (E(3,) - 9]

Der MSE wird also genau dann minimal, wenn E; (@n) =4 fir ¥ €O qilt, der Schétzer also er-
wartungstreu ist.

Fir das obige Poisson-Beispiel folgt etwa mit der Jensen’ schen Ungleichung (Lemma 36), ange-
wendet auf die (strikt konkave) Wurzelfunktion:

E(ﬁn—ﬁ):%E[ 1+4x_§—(1+219)] ;[ 1+4E( ) (1+219)]

= (Vi 40407 -+ 20) = 2 207 - @+ 20)) =0

also E(@n> < 1. Dieser Momentenschétzer unterschétzt den wahren Parameter also systematisch.

Die hieraus resultierende Abweichung wird auch als Bias bezeichnet. Leider kann der Bias fir die-
ses Beispiel nicht explizit berechnet werden, ebenso wenig wie der MSE.

Das folgende Beispiel verdeutlicht den Effekt von Schétzern unterschiedlicher Gute etwas besser.

Beispiel: Wir betrachten die Familie {Q,}, , ={u/[0,9]}

dem Intervall [0,9] mit ¥ € © =(0,00). Als Momentenschétzer verwenden wir

Jeo der stetigen Gleichverteilungen Giber

ZX mit E( ) ZE = ﬁ_ﬁfuralleneN und ¢ € O.

o k=1 Ny 2
Dieser Schétzer ist also erwartungstreu, stark konsistent und besitzt den MSE

R R L 92
MSE (9, )= Var (3, ) = 4- o =5 furdleneN und v ee.

Als Alternative, die kein Momentenschétzer ist, betrachten wir den nahe liegenden Schétzer

n+1
n

9 =

—max{X,,---, X, } fur neN.

179



[11. Grundprinzipien der Statistik
Der Vorfaktor wurde dabei so gewahlt, dass v§n fur alle ne N erwartungstreu ist. Es gilt ndmlich:

:HP(XK gx):[g]n

F.(x) = P(max{X,, - X, } < x)= P[[n]l{xk <x}

fur alle x €[0,9] und n € N, so dass nach Satz 32 d) folgt:

1
. ) 1
E(max{xl,---,Xn}):an’l(u)du:ﬁdeu:ﬁ: :niﬂ ,
0 0 f_l_]_

0

Ferner ist die Folge {max{Xl,-~-,Xn}}neN nicht-negativ, schwach monoton wachsend und nach
oben fast sicher durch ¢ beschrankt, also auch fast sicher konvergent gegen eine nicht-negative
Zufallsvarigble Y. Die Folge {max{X,,---,X,}} ist aber auch schwach konvergent gegen ¥
wegen
>

imE =" *2

n—oo 0, x<Uv.
Damit ist aber Y =9 fast sicher und somit der Schétzer @n ebenso wie @n erwartungstreu und

stark konsistent. Der Unterschied besteht jedoch in den unterschiedlichen GrofRenordnungen des
MSE (also hier: der Varianz), denn es gilt nach obigem
G, (X) = P(max{Xl,---, X1 < x) = P(max {X,,~, X, } <Vx) = =

fur alle x€[0,9] und n € N, so dass wiederum nach Satz 32 d) folgt:

1 1 ‘n
2\ -1 92 [ofi2 4y — 02 Y N LY
E(max{xl,...,xn} )_{Gn (u)du =19 {Wdu_ﬁ §+1 _n+219'
n 0
Damit ergibt sich
2 2 2 2\ n+1) n 1 2 -
MSE[ﬁn]:Var[ﬁn]:E[ﬁnz)—lE[ﬁn” = 92 [—] — 1= 9 <o =MSE(J,)
n )n+2 nin+2) 3n

fur ale neN und ¥ €©. Fir n>1 besitzt @n sogar einen strikt kleineren MSE (Varianz) als @n

und wére daher fur eine konkrete Anwendung die bessere Wahl. [Fir n =1 sind beide Schétzer
gleich].

Dieses Beispiel zeigt, dass es durchaus ,,gute” Schéatzer unterschiedlicher Qualitét geben kann. Der

zuletzt verwendete alternative Schétzer @n ist dabei eine Variante eines so genannten Maximum-
Likelihood-Schatzers, dessen Prinzip jetzt vorgestellt wird.
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[11. Grundprinzipien der Statistik

Wir gehen wieder von einem statistisches Modell (%,B,{Qﬂ} bzw. dem daraus abgeleiteten

VISC] )

Produkt-Modell [}%%,@B,{@Qﬂ} aus, bei dem die Verteilungen Q,, ¥ €© eine Dichte f,
1= i=1 i=1

YeO
beziiglich eines dominierenden Mal3es 1. besitzen. Im englischen Sprachgebrauch wird eine solche
Dichte auch as Likelihood bezeichnet. Im Fall des abzéhlenden Mal3es 1 ist die Likelihood mit
dem Begriff der Wahrscheinlichkeit identisch; im Fall des Lebesgue-Mal3es 1 ist die Dichte aber
keine Wahrscheinlichkeit.

Definition 48. Im statistischen Produkt-Modell heif3t die durch
Ln(xl,...,Xn;l(}):Hfﬁ(Xk), (xl,...,xn>€k>:<1f, V€O
k=1

gegebene Produktdichte Likelihood-Funktion zum Parameter ¥ € ©. Ein von den zugehoérigen Zu-
fallsvariablen X,---, X, (messbar) abhéngender Schétzer o, = o, (X,,---, X, ) mit der Eigenschaft

Ln(xii""xn;én(Xl""'xn>>:SUan(Xli""xn;ﬁ)

PISC)

hei 3t Maximum-Likelihood-Schatzer (ML-Schétzer) fir den Parameter ) € ©.

Im Falle des abz&hlenden Malies bedeutet dies, dass der dem Experiment zu Grunde liegende Pa-
rameter ¢ € © so geschétzt wird, dass unter diesem die gezogenen Beobachtungen ,,am wahr-
scheinlichsten* sind, d.h. es gilt

P. (X, = X X, = X, )= SUPP, (X, = X+, X, = x, ) fir alle (x,,++,%,) € X X.

VS k=1

Bemerkung: Haufig lasst sich das Supremum der Likelihood-Funktion mit Methoden der Analysis,
etwa durch Differenzieren, ermitteln. Die Rechnung wird dabel meist einfacher, wenn man statt der
Funktion L, die so genannte Log-Likelihood-Funktion ¢, =InL, betrachtet; dabei ist nur zu be-

achten, dass die Menge

fir jedes ¥ € © eine X Q,-Nullmenge und damit ¢/, =InL, &) p-fast tberall reellwertig ist. Ein
i=1 i=1

typisches VVorgehen fir die Berechnung eines ML-Schétzers (fir einen eindimensionalen Parame-
ter) ist also — unter gewissen Regularitétsbedingungen — die Losung der Gleichung (notwendige
Bedingung)
0
— 7 ,...’Xn;rﬁ =0
o5 ' (% )
mit anschlieBender Uberpriifung der hinreichenden Bedingung fir die Losung 9, = o), (Xppeeea Xy )t

88—1;€n<x1,---,xn;1§n><0.
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[11. Grundprinzipien der Statistik

Die nachfolgende Tabelle listet die (eindeutigen) ML-Schatzer fur ¥ € © CR* fur die schon am
Anfang dieses Abschnitts betrachteten Verteilungsfamilien auf. Man vergleiche die Ergebnisse!

pX Dichte f bezgl. 1 (dominierendes MaR) 0 D
B(m,?) [m]f}k(l—ﬂ)mk, k=0,---,m bekannt [0,1] iz X,
k nm =
ng
ﬂ—f—k_l I’} k + -
— . 1 n
NB(3,1) [ ) ]19 1-9), keZ";>0 bekannt | (0,1] n3+3°X
i=1
A 18
P() e’ —, kezZ" (0,00) | =D "X,
k! N
U0, 9] %, 0<x<d (0,00) | max(X,,--, X,)
n
£(9) ge ", x>0 (0.0) | §
- )(i
a-1 No
I'(a, ) 9° e, x>0; >0 bekannt 0,00) | &
I'(a) ( ) lei
2 1 [*@] 13
N (9,0°) e * ), xeR; o> 0bekannt R =X
2no? N'i=

Wir zeigen die zugehorige Rechnung beispielhaft fur folgende Verteilungsfamilien:

NB(3,9): hier ist £, (¥, %,;0) = |n{ﬁ[ﬁ+xk _1]}+nﬁlm9+ln(l—q9)zn:xk mit

k=1 Xk k=1

a—ﬂfn(xl, X3 0) = S0 ® Yy=————=19, und
B ng+> x
>
o <X1 X'1§) __ ;Xk <0
8192 n ’ 1 ™nr ¥n 1§r]2 (1_{9\ )2
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[11. Grundprinzipien der Statistik

n
a—1

ka n
[(a,9): hierist ¢, (%, -, %,;9) = In{ £ +naing—9> " x, mit

o F(a)n k=1
(;%&(Xl'”’ X.; Zx =0 & J= ) :1§n und
0? é _ Na
Wﬁn(xl,---,xn, n)——n—2<o

1 ..
— <X, X, < >
U[0,9]: hierist L, (x,,-,%,;0) =1 0" fir 0<x,---,x, <9 < 9 >max{x, %}

0 sonst.

Das Supremum der Likelihood-Funktion l&sst sich hier also nicht durch Differenzieren bestim-
men, aber aus Monotoniegriinden ist dieses offenbar gegeben durch 9, = max{X,,---, X, }.

ML-Schétzer besitzen in der Regel viele wichtige statistische Giteelgenschaften (z.B. Konsistenz),
die wir hier aber nicht genauer besprechen wollen; siehe etwa PRUSCHA (2000), Kapitel V. Die Er-
wartungstreue geht dabei im Allgemeinen aber verloren, wie man am Beispiel der stetigen Gleich-
verteilung U[0,4] sieht: hier gilt ja nach der obigen Rechnung

E(max{xl,---,xn}):nLHq‘}<19.

Ahnlich wie bei den Momentenschétzern lassen sich ML-Schétzer auch fir mehrdimensionale Pa-
rameter ¢ bestimmen. Wir zeigen dies exemplarisch am Beispiel der Normalverteilung N(u,az)

mit ¥ = (d,,0,) = (p,0%): hier ist

n n 18
00 (X X3 0y, 0 >__§|n(27r)_§ln(192)_2_192k1(Xk_191)2
mit
0 18
g 1' ) 119 19 - _19
8’19 ( Xn ) 192 k:]_(XI 1)
0

n 1 ¢
! ( , ,Xn,’l9 19) ﬁ_*—ZﬁZZ(Xk_ﬁl)z'
2

2 k=1

09, "

Nullsetzen der partiellen Ableitungen (notwendige Bedingung) liefert die eindeutige und messbare
L6sung
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Weiter gilt:

82
O (ke X 0,y = —
0’ Y,

O (Koo Xi B y) = — =3 (x, — )
819187.9 1 n — k 1

0? n 1
8_1922£n( 107" 'Xl’l’fl9 ﬁ) 2192 3Z<Xk_191>2'

2 k=1

Fur die Hesse-Matrix H (@n) an der Stelle 1§n erhalt man also (hinreichende Bedingung)

LI
H(@n)z ] | mit detH(@n)zzn—;>0 und —812<O,
0 _2_5: n n

woraus folgt, dass @n = (x S ) ein (relatives) Maximum der (Log-)Likelihood-Funktion ist. Wir

erhalten also zusammenfassend als ML-Schétzer fur die beiden (eindimensionalen) Parameter der
Normalverteilung:

=X, o=st=23 (X, X,).

Der erste Schétzer ist offenkundig erwartungstreu, nicht aber der zweite, denn es gilt:

E[znj(xk —Xn)j: E[Zn:(xk —uﬂt—fnﬂ

k=1 k=1

n

— )| +nE (=X, )

:Ekzn;(xk— FZE[(M X,)

k 1
=no?—nVar(X, —p)=no?—o? =(n—-1)o?.

Die erwartungstreue Modifikation des zweiten Schétzers ware demnach

Dieser sowie der nicht-modifizierte Schétzer ist offenbar fir beliebige Verteilungen mit existieren-
der Varianz ein erwartungstreuer und nach dem Gesetz der Grof3en Zahlen auch stark konsistenter
Schétzer fur die Varianz.
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An dieser Stelle sind einige grundsétzliche, kritische Anmerkungen zur praktischen Anwendung
der Statistik angebracht. Wie aus den obigen Ausfiihrungen ersichtlich ist, bezieht sich die statisti-
sche Methodik zunéchst auf statistische Modelle, d.h. sie wird im Rahmen der mafdtheoretischen
Stochastik auf der Basis von Zufallsvariablen (oder Zufallsvektoren oder Folgen von Zufalsvaria-
blen) entwickelt. In der realen Anwendung wird diese Methodik aber auf ,, Daten* oder ,, Stichpro-
ben" bezogen, deren Herkunft nicht unmittelbar aus mathematischen Modellen abgeleitet werden
kann. Selbst der Allem zu Grunde liegende Wahrscheinlichkeitsbegriff ist nicht ohne weiteres in
die Redlitét Ubertragbar. Die Formalisierung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs mittels o -additiver
Mengenfunktionen erscheint zwar plausibel und fihrt auch zu einer gentigend reichhaltigen Theo-
rie, ist aber nicht die einzige Weise, wie man diesen Begriff formalisieren kann. Es gibt z.B. eine
durchaus ernst zu nehmende Wahrscheinlichkeitstheorie, die lediglich mit endlich-additiven Men-
genfunktionen operiert; so gehdrt etwa der bekannte Italiener Bruno de Finetti (1906 - 1985) zu
einem Vertreter dieser Richtung. (De Finetti hat dartiber hinaus - neben anderen - eine subjektive
Wahrscheinlichkeitstheorie entwickelt; von ihm stammt u.a. der legendéare Ausspruch ,, Es existiert
keine objektive Wahrscheinlichkeit”, siehe das Vorwort zur deutschen Ausgabe seines Buchs
» Wahrscheinlichkeitstheorie” (DE FINETTI (1981); vgl. auch DE FINETTI (1990) und JAYNES (2006)).
Unter Verwendung lediglich endlich-additiver Mengenfunktionen &3 sich z.B. widerspruchsfrei
eine diskrete , Gleichverteilung” Uber Z angeben, bei der alle arithmetischen Mengen der Form
A(n,k) =n+KkZ mit neZ, k e N die ,Wahrscheinlichkeit* 1/k besitzen, was unter der Annah-

me der o -Additivitdt des Mal3es natrlich nicht moglich ist. Eine Konsequenz dieses Ansatzes ist
allerdings, dass alle endlichen Teilmengen von Z die Wahrscheinlichkeit Null besitzen, und dass
eine Fortsetzung der so eingefuhrten ,, Wahrscheinlichkeit” auf grof3ere Mengensysteme im Allge-
meinen nur mit dem Auswahlaxiom, also nicht-konstruktivistisch moglich ist.

Seit etwa der Mitte des letzten Jahrhunderts gibt es dartiber hinaus verstarkt Versuche, den Begriff
des, Zufalls* ohne Maldtheorie - im Rahmen der Komplexitétstheorie - zu formalisieren; vgl. etwa
NIES (2009) oder DOWNEY AND HIRSCHFELDT (2010).

Besonders kritisch ist die Anwendung statistischer Methoden auf Daten zu sehen, die nicht aus
physikalisch erkléarbaren Zusammenhangen (wie z.B. das Wrfeln) entstehen. Hierzu gehdren etwa
Daten aus den Human- und Sozialwissenschaften, aber auch der Okonomie. Wirtschaftliche Ent-
scheidungen, die beispielsweise den Verlauf von Aktienkursen beeinflussen, kommen oft durch
Dinge wie den menschlichen Willen zustande, der schlechterdings nicht mathematisierbar ist. Aber
selbst im Fall des Wrfelns macht das stochastische Gesetz der grof3en Zahlen keine Aussagen uber
eine Abfolge konkreter Versuche mit einem realen Wirfel - auch wenn sich dieses ,, Gesetz* meist
empirisch erfolgreich belegen 18%. Vgl. hierzu auch die Ausfihrungen in DE FINETTI (1981), Kapi-
tel VII, Abschnitt 5.5.

Schliefdlich sei noch angemerkt, dass , Stichproben®” aus Verteilungen mit einer stetigen Verte-
lungsfunktion eigentlich gar nicht , gezogen* werden kénnen, well jede ,Realisierung”, d.h. jede
einpunktige GrofRe, eine Wahrscheinlichkeit von Null besitzt. Strenggenommen ist daher die Ma-
ximum-Likelihood-Methode in solchen Félen gar nicht anwendbar. (Man kann sie nur dadurch
rechtfertigen, dass man unterstellt, dass die gezogenen Daten selbst ungenau und eigentlich Repra-
sentanten fur ein Intervall sind, was im Prinzip zu einer gewissen Diskretisierung der Verteilung
fahrt, fr die das Maximum-Likelihood-V erfahren dann gerechtfertigt ist).

Trotz aller dieser Einwendungen werden statistische Methoden aber wie selbstverstandlich fast
Uberall in der Praxis verwendet, bis hin zu legidativen, aufsichtsrechtlichen Vorgaben etwaim Ver-
sicherungs- und Finanzwesen, aber auch in der Medizin. Dies ist zwar mangels geeigneter prakti-
kabler Alternativen akzeptabel, darf aber nicht zu einem grundsétzlichen Automatismus (, Modell-
glaubigkeit”) fuhren, sondern sollte immer auch - auf der Basis eines ausreichenden Fachwissens -
kritisch hinterfragt werden.
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111.2. Elementare Testverfahren

Wir besprechen hier zundchst nur einfache Hypothesentests. Dazu betrachten wir ein statistisches
Modell (X,B,{0,}, ) fiir einen Zufallsvektor X mit P\ =0,, ¥ €©:={9,,,} (der Zufallsvek-

tor darf auch eindimensional sein; O, kann dabei auch ein Produktmal} sein). Auf Grund einer
Stichprobe x ("Realisation von X") soll entschieden werden, ob der Parameter ¢, (Nullhypothese)

oder der Parameter ¢, (Alternative) vorliegt:
Nullhypothese H,: =1, Alternative H,: ¢ =19,

In dieser Situation gibt es genau vier verschiedene Entscheidungssituationen:

Es liegt vor
Nullhypothese H|, | Alternative H,
Nullhypothese H, korrekt Fehler 2. Art
Alternative H, Fehler 1. Art korrekt

Die Entscheidung fallt fiir

Ziel ist es, bei vorgegebener maximaler Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art von a €[0,1] die Fehler-

wahrscheinlichkeit 2. Art zu minimieren. Die eigentliche Entscheidung geschieht dabei auf der Ba-
sis einer so genannten Testgrofie oder auch Teststatistik, das ist eine geeignete messbare Abbildung

T:(%X,B)— (R] B! ), die auf den Zufallsvektor X bzw. die Realisation x angewandt wird.

Man kann zeigen, dass dieses Problem durch einen so genannten Likelihood-Quotienten-Test gelost
wird, bei dem die Testgroe der Likelihood-Quotient

-
Jo

ist, wobei die f; Dichten der Verteilungen Q,, i =12 beziiglich eines geeigneten dominierenden

Males p sind (vgl. etwa PRUSCHA (2000)). Die Entscheidungsregel bei diesem Test lautet erwar-
tungsgemal:

T'(X) <c, : Entscheidung fiir /

T'(X) > c, : Entscheidung fiir /1,.
Dabei ist die Ablehnschranke ¢, (in der Regel minimal) so zu bestimmen, dass
P, (T(X)>c,) < o (Testniveau)
bleibt. Die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art ist hier gegeben durch
B=P (T(X)<c,).

Heuristische Begriindung: Ist 7(X) "grof", so ist typischerweise f,(X)> f,(X), d.h. die Likeli-
hood an der Stelle X ist unter der Alternative grofer als unter der Nullhypothese. Man beachte, dass
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im diskreten Fall die Likelihood gerade einer Wahrscheinlichkeit entspricht, was die Erlduterung
noch plausibler macht.

Im Fall zweier einfacher Hypothesen ist die Bestimmung eines dominierenden MaBles p leicht:
man wéhle etwa das Summenmall p=Q, +0,.Nach dem Satz von Radon-Nikodym sind dann

beide Mafle O, und Q, stetig beziiglich x, so dass Dichten f; und f, existieren mit
Qﬂi(B):ffl.du, i=1,2, BEB.
B

Beispiel: Wir wahlen Binomialverteilungen O, = B(l, 191.) mit 9, € (0,1). Dann sind die Dichten
1 -9, Y, 1-19, 9,

fo= Fp— L, +19 ) Ly fi= P ]l{o}+190+191 1, eine mogliche Wahl wegen
791' —
Qﬁi({l})zﬁi - 790+79]'(790+191)_ 9, + ({ }) fﬁ ) {1}dﬂ ffdﬂ und

{1y

9, 9,
0,((0h =10, = 3= =0 =0) =0 = [ = [ e

Als Teststatistik ergibt sich hier

-9,

B 1—-9
T — hH_1=0 + L 79 {} oder anders ausgedriickt 7 (x) = ’

T {o} !
Jo 1 79 Yy ﬁ, falls x =1.

0

, fallsx=0

Alternativ kann natiirlich auch p =# (abzdhlendes Mal3) gewéhlt werden; dann wéren

Jo=(1=0 )Ly + 01y, fi = (10, )Lg + 91,
mit derselben Teststatistik 7.

Wir nehmen jetzt beispielhaft an, dass ¥, <a <9, gilt. In diesem Fall ist auch ;_g‘ < %
Y% 0

und

damit jede Ablehnschranke ¢, geeignet, die die Bedingung

1—9, 9,
<c, <L
1-9, 9,

erfillt wegen
P, (T(X)>c,)=F, (X=1)=0,<c.
Fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art ergibt sich noch
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B=P (T(X)<c,)=P, (X=0)=1-0,>1-a!

Eine solche Situation ist typisch in der Testtheorie: in der Regel lassen sich nicht beide Fehlerwahr-
scheinlichkeiten gleichzeitig minimieren; einer "kleinen" Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art entspricht
oft eine "groBe" Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art.

Es ist deshalb extrem wichtig, bei der Benennung der Hypothesen auf die Konsequenzen ei-
ner Fehlentscheidung zu achten. Aus diesem Grund muss man diejenige Hypothese, bei der
eine Fehlentscheidung fatal ist, entgegen der landliufigen Meinung grundsitzlich als die Al-
ternative formulieren!

Oder anders ausgedriickt: méchte man eine bestimmte Hypothese mit groBBer Sicherheit verifizie-
ren, muss man sie als Alternative formulieren! Denn eine irrtiimliche Entscheidung fiir diese Hypo-
these wird ja gerade durch das vorgegebene (kleine) o kontrolliert.

Allerdings handelt man sich damit auf der anderen Seite ein, dass eine Entscheidung flir die Null-
hypothese praktisch wertlos ist, weil die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art in der Regel nicht klein
gehalten werden kann.

Bei dem gerade behandelten Beispiel sicht man, dass anstelle der Teststatistik 7(X) ebenso gut die
GroBe X selbst hitte verwendet werden konnen, denn es gilt hier (positiv lineare Transformation):

1-19
X_T(X)H—qs; _ 120 gy 129
v 1=, 0 =7, 191_190.
v, 1-19,

Wir wollen das obige Beispiel nun auf den Fall mehrerer Experimentwiederholungen erweitern.

Beispiel (Binomialtest): Wir wihlen fir n €N Binomialverteilungen Q, :é)B(l,v?l.) mit
! k=1

¥,€©=(0,1), i €{1,2} und (Produkt-)Dichten f; beziiglich des ProduktmaBes Q#, d.h.
k=1

n n
n— E X

ﬁ(x)ngi(xzx):@;xk (1-9) & fir xe{0,1}".

1

Als Testgrof3e erhalten wir hieraus

i:xk n
T(x)=D%) _ ﬁﬂ]“ [ﬂ] fiir x € {0,1}".

Cfix) (0, 1-9, 1-9,
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T'(x) ist offensichtlich eine monotone Transformation von Zxk, so dass wir gleich auch
k=1

S(X)= ZX . als Testgrofle verwenden konnen. Dies hat insbesondere den Vorteil, dass die Ver-

k=1
teilung von S(X) unter beiden Hypothesen bekannt ist, nimlich ;™ = B(n,?,), i € {1,2}.

Fall I: 9, <9, :

S(X) <c, : Entscheidung fiir /,

S(X)>c, : Entscheidung fiir H,

Hierbei ist die Ablehnschranke ¢, € Z" minimal so zu bestimmen, dass

n

P, (S(X)>c,)= > [Z]ﬁg (1- 190)""‘ <a

k=c,+1

gilt. Fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art ergibt sich hier:

Ca

B=P, (S(X)<c,)= Z[Z]ﬁ," (1—9,)""

k=0
Fall II: ¥, > 9, :

S(X) > c, : Entscheidung fiir H,

S(X) <c, : Entscheidung fiir

Hierbei ist die Ablehnschranke ¢, € Z" maximal so zu bestimmen, dass

Ca

P, (S(X)<c,)= Z[Z]ﬁg (1-9,)"" <a

k=0

gilt. Fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art ergibt sich hier:

B=P, (SX)>c,)= Z [Z]ﬁ]" (1-v,)".

k=c,+1

Konkretes Anwendungsbeispiel: In zwei duflerlich nicht unterscheidbare Beutel werden rote und
schwarze Kugeln gegeben; die Gesamtzahl der Kugeln sei in beiden Féllen 10. Im ersten Beutel
befinden sich 3 rote, im zweiten Beutel 6 rote Kugeln. Es wird ein Beutel auf gut Gliick ausge-
wiahlt; mit Hilfe des Binomialtests ist zu entscheiden, um welchen Beutel es sich handelt. Dazu
werden aus dem Beutel » =20 Kugeln mit Zuriicklegen gezogen und die jeweilige Farbe notiert.
Als Testniveau sei o« = 0,05 vereinbart.
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Nullhypothese H,: ¥ =0,3 Alternative H,: 19 =0,6
Hier ist die Ablehnschranke ¢, € Z" minimal so zu bestimmen, dass
< n k n—k
P (SX)>c,)= > k]ﬁo (1-9,)"" <a
k=c,+1
gilt. Tabelle:

n|9 k| P (SX)<k)|P(SX)>k)| |0 |k|P(SX)<k)|P,(S(X)>k)
2010,3| 0 0,00079792 0,99920208| |0,6| 0 0,00000001 0,99999999
1 0,00763726 0,99236274 1 0,00000034 0,99999966
2 0,03548313 0,96451687 2 0,00000504 0,99999496
3 0,10708680 0,89291320 3 0,00004734 0,99995266
4 0,23750778 0,76249222 4 0,00031703 0,99968297
5 0,41637083 0,58362917 5 0,00161152 0,99838848
6 0,60800981 0,39199019 6 0,00646588 0,99353412
7 0,77227180 0,22772820 7 0,02102893 0,97897107
8 0,88666854 0,11333146 8 0,05652637 0,94347363
0,95203810 9 0,12752125 0,87247875
10 0,98285518 0,01714482 10 0,24466280 0,75533720

Es ergibt sich also ¢, =9. Bei 10 und mehr roten Kugeln in der Stichprobe (das sind 50% Rotan-
teil und hoher) wird auf /, entschieden, ansonsten auf /. Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art:
B=P, (8(X)<9)=0,1275.
Situation II:
Nullhypothese H,: 9 =0,6

Alternative H,: 19 =0,3

Hier ist die Ablehnschranke ¢, € Z" maximal so zu bestimmen, dass

Ca

P, (S(X)<c,)= Z[Z]ﬁg (1-9,)"" <a

k=0

gilt. Aus obiger Tabelle ergibt sich hier ¢, = 7. Bei 7 und weniger roten Kugeln in der Stichprobe
(das sind 35% Rotanteil und weniger) wird auf /, entschieden, ansonsten auf /,. Fehlerwahr-
scheinlichkeit 2. Art:

B=P, (S(X)>7)=0,2277.
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AbschlieBend wollen wir exemplarisch noch ein Beispiel fiir eine stetige Verteilungssituation be-
sprechen.

Beispiel Exponentialverteilung £(19):

Nullhypothese H,: ¥ =2 Alternative H,: 9 =5

Q, = RE (9,) mit Lebesgue-Dichten f;(x) =] [¥" exp(—,x,), x>0 (komponentenweise), mit
k=l k=l

a=0,05und n=10:

Teststatistik:

_ A0 (e _ _ PR R A
T(X)fo(x)ﬂ[[l%] exp((l(}o ﬁl)xk)] exp[(ﬁo ﬁl)k_]xk] k—l[ﬁo]

oder alternativ (wegen Monotonie) S(X) = ZX i

k=1

S(X) > c, : Entscheidung fiir H,

S(X) <c, : Entscheidung fiir

Hier ist die Ablehnschranke ¢, € R™ maximal so zu bestimmen, dass (Erlang-Verteilung, siche
Abschnitt I1.5)

n—]

¢

e " dy=a

L (S(X)<e,) fﬁ e " dy < o bzw. fﬁ

Hier gilt (mit Software berechnet): ¢, =2,7127

Co

Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art: 3= P, (S(X)>c,)=1- [ ]

n—l1

X

(n—1)!

e " dx=0,1317.

Bemerkungen: Es ist wegen des Dichtequotienten-Tests nicht verwunderlich, dass die hier auftre-
tenden TestgroBen (bzw. monotone Transformationen hiervon) frither schon als Maximum-
Likelihood-Schétzer in Erscheinung getreten sind.

Man kann die oben beschriebene Vorgehensweise in vielen Fillen auch verwenden, wenn zusam-
mengesetzte Hypothesen betrachtet werden, also Hypothesen der Form

Nullhypothese H,: ¥€0, gegen Alternative H,: v €0,

mit ©,N6, =g, 6,,0, CO, insbesondere dann, wenn die — ggf. monoton transformierte — Test-
statistik 7'(X) fir alle ¥ € ©, in gleicher Weise und mit derselben Entscheidungsregel gewdhlt
werden kann.
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Lautet die Entscheidungsregel wie am Anfang des Abschnitts etwa
T'(X)<c,: Entscheidung fiir /
T'(X)>c, : Entscheidung fiir H,,

so ist die Ablehnschranke ¢, hier so zu bestimmen, dass die (maximale) Fehlerwahrscheinlichkeit
1. Art durch a € (0,1) beschrénkt wird, also

sup P, (T(X)>c¢,)<a

(SO

gilt. Fiir die (maximale) Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art ergibt sich entsprechend

B=supP,(T(X)<c,).

(SCH

Wie die obigen Herleitungen zeigen, kann in dieser Weise z.B. beim Binomialtest verfahren wer-
den. Betrachtet man dazu das erste obige Anwendungsbeispiel in der Situation I mit der Modifika-
tion

Nullhypothese H,: ¥ <4,:=0,3 gegen Alternative H,: 19>0,3,

So ist die Ablehnschranke ¢, € Z" jetzt minimal so zu bestimmen, dass

sup P, (S(X)>c,)=sup )

9€0, I<y k=c,+1

Z]ﬁ" (B [Z]f}é‘ (1-9,) " <a

k=c,+1

n

gilt. Dies folgt aus der wachsenden Monotonie der Abbildungen G (19,0) = Z [Z]ﬁk (l—ﬁ)"_k

k=c+1
fiir ¥ €(0,1) und ¢ €{0,1,---,n}. Die Ablehnschranke bleibt also unverandert ¢, =9, lediglich die
(maximale) Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art wird grof3er; sie betrdgt jetzt wegen der fallenden Mo-

notonic der Abbildungen F:(d,c)> Y
k=0

Z]ﬁ"(l-ﬁ)”"‘:l—G(ﬁ,c) fir ¥€(0,1) und
cE{O,l,---,n}

B=supP,(T(X)<c,)= supi[Z]ﬁk (1—0)" = [Z]ﬁg (1=9,)" " >1-a!
€O, 0

9>Dy k=0

c =0 gs]

0’ 02 04 06 08 1

Graph der Abbildungen G(¥,¢) [rot] und F(J,c) [blau] fiir n =10, ¥ €(0,1) und c € {0,1,---,9}
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ITL.3. Lineare und nicht-lineare Regression

Das hier besprochene Verfahren ist schon recht alt und geht in der Form der "Methode der kleinsten
Quadrate" bereits auf Carl Friedrich GauB3 zuriick (1777 — 1855). Wir beschranken uns dabei auf
einen rein datenanalytischen Zugang, die allgemeinere Theorie wird in der Regel im Rahmen der so
genannten "Linearen Statistischen Modelle" behandelt (siche etwa FAHRMEIR ET AL. (1996)).

Gegeben seien n Datenpaare (xl., yl.), i=1,--,n mit n€N, n>2. Ferner wird hier zunéchst vor-

ausgesetzt, dass alle x; paarweise verschieden sind. Gesucht wird eine lineare Ausgleichsfunktion
y=ax+b mit reellen Koeffizienten a,b, die die Datenpaare "moglichst gut" approximiert (so
genannte Regressionsgerade). Als Glitemall (Fehlermal3) legen wir die quadratische Abweichung
zwischen den "Ist-Werten" y, und den "Soll-Werten" ax, +b zu Grunde und erhalten damit fol-
gendes Optimierungsproblem:

n

o _ o 2
min F(a,b) ;(axi—kb )
Dieses Problem kann mit den klassischen Methoden der Analysis gelost werden; dazu betrachten
wir die partiellen Ableitungen und setzen diese Null (notwendige Bedingung fiir — relative — Ex-
trema):

2—2222(%1.—#19—)/1.)-)@. =0
g—§:2i(axi+b—yi):0

i=1
mit den Losungen

1 1 BN

R S

n i=1 n i=1 n i=1 Zyi_a’\.—zxi:)_/—a’\-f-
n.5

d: — — — :_xy’ b:

2
1<, 1& Sx i=1
*E :xi - *E :xi

n.o n-55

S | —

Die Grofien s, und s konnen dabei als empirische Kovarianz bzw. empirische Varianz der Da-

tenreithen aufgefasst werden, die Grolen x und y entsprechen den iiblichen arithmetischen Mit-
telwerten. Die Abbildung F' ist nun aber global konvex wegen

O*F O*F ixiz ixi

2 . .
viF =| 04 0adb|_,)m = (Hesse-Matrix)
0’F  O*F ix ,
dadb  Ob* !
mit
O°F 9°F (0*F Y 1 & 1< Y
det(HF) =< 2.2 _ — 222 =S = =S | = 202 Var(X) > 0
M) =5 or [aaab] " [nz,x [nzlx] v
und
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O*F
Ob*

=n>0,

wobei formal X eine diskret gleichverteilte Zufallsvariable tiber der Menge {x],---,xn} bezeichne.
(Man beachte, dass wegen n >2 der Ausdruck Var(X)>0 und somit die Hesse-Matrix positiv

definit ist!) Die Losungen (Schitzwerte) a und b sind somit die eindeutig bestimmten globalen
Minimumstellen der Funktion F.

Die obigen Rechnungen zeigen, dass das Verfahren auch dann noch funktioniert, wenn die x;
mehrfach auftreten (d.h. multiple Zuordnungen vorkommen), solange die Grof3e

2
>0

_l n 2_1 n
Sxx_n;xi [n;xi

bleibt, was genau dann eintritt, wenn wengistens zwei der x, voneinander verschieden sind. Eine
solche Situation liegt beispielsweise vor, wenn es sich bei den y, um Wiederholte Messwerte aus
mehreren Experimenten (z.B. physikalische Korperausdehnung) bei teilweise gleichen x; (z.B. ein-
gestellte Temperaturen) handelt.

Manchmal wird auch nur eine lineare Ausgleichsfunktion der Form y = ax gesucht (man spricht

dann von einer Regression durch den Nullpunkt). In diesem Fall vereinfachen sich die obigen
Rechnungen erheblich, mit der Losung

1 n n

*E :xiyi E :xiyi

n iz _ =l

I Ot
Xl. Xl.

nso i=1

a=

Die Methode der kleinsten Quadrate ist auch anwendbar, wenn nicht-lineare Zusammenhénge zwi-
schen den x- und y-Werten unterstellt werden. Dazu bedient man sich zweckmifligerweise geeigne-
ter linear unabhdngiger Funktionensysteme { fk} z.B. Polynome unterschiedlichen Grades. Das

abstrakte Modell ist hier

keN?

K
y= Zak - f;(x) mit K € N und reellen Koeffizienten a,,---,a,.

k=1
Das zugehorige quadratische Optimierungsproblem lautet dann sinngeméaf

n

min! F(a,,~--,a,) :Z

ay g

K 2
=3 ()| =mint P =]y - Dl
k=1

i=l
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a, Y
mit dem Koeffizientenvektor a=| : |, dem Wertevektor y =| : | und der »n x K -(Design-)Matrix

al( yn
D:[fk (xi)]izl...n,kzl...l(' Wegen

F(a)=|y— Da”2 =(y—Da) (y—Da)=y"y—2y"Da+a"D"Da
ergibt sich flir den Gradienten von F:
VF =-2D"y+2D"Da.
Durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen ergibt sich also das Gleichungssystem

DtrDa — Dtry
mit der Losung

a=(D"D) D"y.

Man beachte, dass die Matrix D"D stets positiv semidefinit ist (vgl. Abschnitt I1.9). Die Inverse
von D"D existiert also genau dann, wenn D"D positiv definit ist (d.h. alle Eigenwerte von
D" D sind positiv). Dieser Fall liegt vor, wenn die Matrix D vollen Rang hat. Ferner gilt fiir die

Matrix der zweiten partiellen Ableitungen (Hesse-Matrix)

V*F =2D"D,

was im Fall der positiven Definitheit bedeutet, dass bei der gefundenen Losung ein Minimum vor-
liegt.

b .
Im Fall der klassischen linearen Regression ist etwa a :[ ] mit D=|: :|, also
a

D"D = = =
x x n n
] "l ox, Z X, lez
i=1 i=l
und

L LA DD

Dtry = = =l .
x] xn -

woraus sich wieder die oben angegebene Losung ergibt.
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Beispiel: An den folgenden Datensatz soll einmal eine lineare, zum anderen eine quadratische
Funktion angepasst werden:

Y, | 2771 | 55622 | 10,753 | 9,828 | 15,262 | 19,480 | 23,218 | 23,030 | 29,231 | 30,797

1. Lineare Regression: Es ist

5, =26,199 s =825 4=-=317558 b=y—a-¥=—0,47647

XX
XX

y = 3,1756x - 0,4765
35
30 s
25
L

20

15 /

10 )

5 /A/

0

0 2 4 6 8 10 12

lineare Regression

2. Quadratische Regression: Hier ist

16
25
36
49
64
81
100

10 55 385
, D"D=|55 385 3025|,
385 3025 25333

-]

Il

Il
[N UHEN VEIN NI VHIN U VHIN N S
O 0 N0 N L B W N~

—
(e

196



III. Grundprinzipien der Statistik

| 3651 —1386 110 169,892
(D”D)":——1386 637 —55|, D"y =11196,391
110  -55 5 9420,727
—0,5577
a=(D"D) D"y=| 32162
—0,0037
y= -0,0037x% +3,2162x - 0,5577
35
30 Ead
25 /
20
15 /
10 /
5 ‘/”'
a
Q 2 4 6 8 10 12

quadratische Regression

Bisher haben wir in dem obigen Ansatz keine zufdlligen Einfliisse explizit modelliert. Man kann
dies aber leicht erreichen, wenn wir etwa annehmen, dass die Messergebnisse y Realisationen ei-

nes Zufallsvektors der Form
Y=Da+¢g

mit einem Fehlervektor (Zufallsvektor) € = (el,- €, )tr sind, der paarweise unkorrelierte Koordina-

ten besitzt mit Erwartungswerten E(c,)=0 und (gleichen) Varianzen Var(e,)=0’>0 fir

i =1,---,n. Ist der Fehlervektor beispielsweise multivariat normalverteilt, so erhdlt man das Vertei-
lungsmodell

PY =N (Da,azl)

mit der Einheitsmatrix I. In diesem Fall stimmt die angegebene Losung des quadratischen Minimie-
rungsproblems mit dem Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Parametervektor a liberein; dies ist
sofort aus der Form der zugehorigen Dichte ersichtlich (vgl. Abschnitt I1.9.):

1
20

1 1 r
f(y)=———-exp = (y—Da) (y—Da)]: 2||y—Da||2 , YER"

2
2o

/ 2" [

210

Modelle dieser Art werden in dem Lineare statistische Modelle genannten Teilbereich der Statistik
behandelt; siehe etwa PRUSCHA (2000), Kapitel III.
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I11.4. Lage-Skalen-Familien, Q-Q-Plots

Wir kommen hier auf die schon in Abschnitt III angesprochene Situation einer durch eine Zufalls-
variable Z induzierte Lage-Skalen-Familie V(p,0) mit p € R, o> 0 zuriick, die durch den Uber-

gang zu der positiv-lineartransformierten Zufallsvariablen

X=pu+oZ

entsteht. Besitzt Z die Verteilungsfunktion F,, so besitzt X die Verteilungsfunktion

Fi(x)=P(p+0Z<x)=F,

Gilt insbesondere E(Z)=0, Var(Z) =1, so folgt

E(X)=p, Var(X)=o0".

Zu solchen Familien gehoren, wie schon erwéhnt, natiirlicherweise die Normalverteilungen
N ( 14, 02). Ist =0, so spricht man auch nur von einer Skalen-Familie (in o > 0). Eine solche ist

die Familie der I'(cr, \)-Verteilungen bei festem o >0 in o = % >0.

Eine einfache graphische Methode zur Schitzung der Parameter ;1 und o (und gleichzeitig zum

Priifen der Hypothese, ob der den Daten zu Grunde liegende Verteilungstyp P vorliegt) bilden die
so genannten Q-Q-Plots. Wir betrachten dazu grundsétzlich den Fall, dass die Verteilungsfunktion

F, im Bereich {x ER|O<F,(x)< 1} streng monoton wachsend und stetig ist.

Nach obigem gilt umgekehrt auch:

FZ(x):P(ng):P[X_M gx]:P(Xgp—l—Ux):FX (u—l—ax), xeR.
o

Die Quantilfunktion Q, ist definiert durch die (Pseudo-)Inverse der Verteilungsfunktion:
Q,(u)=F,'(u) bzw. F, (Qz(u)) =u, O<u<l.
Fiir die Zufallsvariable X ergibt sich daraus folgender Zusammenhang:
O,w)y=p+00,u), 0<u<l,
wie man durch Vergleich der Argumente feststellen kann:

u=F, (QX(u)):FZ(QZ(u)):FX(u +0Qz(u)), O<u<l.

Tragt man also in einem Koordinatensystem die Paare (QZ (u), 0y (u)) fiir 0 <u <1 gegeneinander

auf, so erhilt man eine Gerade mit (positiver) Steigung o und Achsenabschnitt p.
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Diese Beobachtung kann man sich insbesondere zu Nutze machen, um zu priifen, ob einem Daten-
satz (x,,---,x,) eine durch Z induzierte Lage- Skalen-Familie zu Grunde liegt

Dazu tragt man in ein Koordinatensystem fiir geeignete Werte u,,---,u, die aus den Beobachtungen
abgeleiteten Paare (QZ (uk),QX (uk)), k=1,---,n gegeneinander auf, wobei QX die empirische

Quantilfunktion bezeichnet; das ist die Pseudo-Inverse der (rechtsseitig stetigen) empirischen Ver-
teilungsfunktion

ﬁ(x) = li YR (xk ), xeR.
no= ’

Es handelt sich also formal um eine (von den Beobachtungen abhingige) Verteilungsfunktion mit
Spriingen der Hohe 1/n an den durch die Beobachtungen vorgegebenen Stellen. Um numerische
Komplikationen zu vermeiden, wahlt man hier gelegentlich auch einen anderen Vorfaktor als 1/n.
Dies werden wir fiir das hier besprochene Verfahren ebenfalls tun.

Ordnet man die Daten (x],---,xn) der GroBBe nach mit den Werten (sog. Ordnungsstatistiken)

firk=1,---,n mit 0 <7 <1, soist O, ()~ X,

Xy <+ <X, und wihlt man z.B. u, =
n+T

d.h. man trdgt die geordneten Beobachtungswerte ("beobachtete Werte") gegen die Werte O, (u,)
("theoretische Quantile") auf.

Mit Hilfe einer Ausgleichsgeraden durch diese » Punktepaare (z.B. durch lineare Regression, siche
Abschnitt I11.3.) lisst sich dann zunichst durch visuelle Uberpriifung abschitzen, ob die getroffene
Verteilungsannahme haltbar ist. Dazu sollten die Punktepaare nicht ,,zu weit* von der Ausgleichs-

geraden entfernt sein. Findet man mit dieser Methode die Verteilungsannahme gerechtfertigt, las-
sen sich anschlieBend durch den Achsenabschnitt und die Steigung der Geraden die unbekannten

Parameter 4+ und o schétzen.

Beispiel: Der angegebene Datensatz mit » =10 entstammt einer simulierten Stichprobe aus einer

N (2,9)-Normalverteilung. Fiir den Q-Q-Plot wihlen wir 7= %

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x, | 3,5139 | 2,9697 | 8,0516 | 4,3234 | -2,3952 | 1,3471 | -1,9499 | 1,6026 | 1,0095 | 1,9759

y =3,2217x + 1,7403

) . [ =1,7403
” 6 =3,2217
4 — / zum Vergleich

g,

N

S
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Nach Abschnitt I11.3 lassen sich die aus der linearen Regression gewonnenen Schitzwerte i und
¢ auch so schreiben:

n

1 n 1 n 1 n
;;x(k)Qz(uk) - [n;x(k)] n;Qz(“k)]

1 & ’
H;Qz(uk)]

=

I |~

N 0
s M= x(k)_;ZQZ(uk)'
=1

k=1

1SN
;;Qz(uk)_

Fiir reine Skalenfamilien kann man ein entsprechendes Verfahren mit einer linearen Regression
durch den Nullpunkt anwenden, weil hier ja gerade =0 gilt. Es ergibt sich analog

i;x(k)gz () B Zx(k)QZ(uk)
IS0k Y 0kw)

o=

Beispiel: Der angegebene Datensatz mit » =10 entstammt einer simulierten Stichprobe aus einer

. . . 1
Exponentialverteilung £(\) mit Parameter A\ = E:

x, | 8,135 | 22,339 | 1,218 | 0,372 | 7,780 | 26,271 | 11,749 | 15,254 | 1,010 | 3,906

y = 9,6723x

30,0

e 6=9,6723

250

200 A zum Vergleich:

15,0 rd 1
/// c=—=10

10,0 )\

0.0 /_/

0.0 05 1.0 1.5 20 25 30 35
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IV. Stochastische Prozesse

IV. Stochastische Prozesse

Stochastische Prozesse werden hdufig zur Modellierung stochastischer Phdnomene herangezogen,
die eine strukturelle zeitliche Komponente besitzen, z.B. in der Warteschlangentheorie (Bediensys-
teme) oder in der stochastischen Finanzmathematik (Aktienkursverldufe, Zinsstrukturkurven), aber
auch in der Physik (radioaktiver Zerfall, Warmeleitung, Brown’sche Bewegung).

Wir werden in diesem Kapitel die Theorie iiberwiegend nur plakativ (ohne ausfiihrliche Beweise)
behandeln, um damit einen Einstieg in nachfolgende speziellere Lehrveranstaltungen zu erleichtern.
Der Text orientiert sich iiberwiegend an der Monographie von MATHAR UND PFEIFER (1990); vgl.
auch die einschlagigen Kapitel in KLENKE (2008).

IV.1 Markoff-Ketten

Markoff-Ketten beschreiben das zeitliche Verhalten von stochastischen Modellen mit einer sehr
schwachen Art stochastischer Abhédngigkeit, die mit einer gewissen Art von ,,Geddchtnislosigkeit*
zu vergleichen ist.

Markoff-Modelle finden z.B. in der Versicherungsmathematik vor allem Anwendung bei Bonus-
Malus-Systemen in der Kraftfahrzeug-Haftpflichtversicherung und in der modernen Lebensversi-
cherung, sie sind aber auch Grundlage fiir die allgemeineren Markoff-Prozesse, die speziell in
Form von (geometrischen) Wiener-Prozessen oder Losungen stochastischer Differenzialgleichun-
gen in der Finanzmathematik (Asset-Liability-Management (ALM); Kapitalanlage-Risiken) Ver-
wendung finden.

Definition 49. Unter einer Markoff-Kette vom Typ I versteht man eine Folge {X . }n reellwerti-

ezt
ger Zufallsvariablen mit Werten in einer hochstens abzidhlbaren (meist endlichen) Menge S (Zu-
standsraum genannt), die folgende fundamentale Eigenschaft (,,Gedédchtnislosigkeit®) besitzt:

P(Xn =x,|X,=xy,"", X

n—1

= xnfl ) = P<Xn = xn |anl = xnfl)

fiir alle Zusténde x,,---,x, €S und alle n € N. Die Markoff-Kette heil3t (zeitlich) homogen, wenn

die Ubergangswahrscheinlichkeiten P(X, =x, |X, , =x, ,) nicht von n € N abhingen. (Um Pro-
bleme zu vermeiden, wird dabei P(A4|B) = P(A) gesetzt, wenn P(B) =0 gilt.)

Bemerkung: Wegen der Abzéhlbarkeit des Zustandsraums konnen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit gleich S C N annehmen. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten

p,(n)=P(X,=jlX, =i), i,jeS
lassen sich dann zu so genannten Ubergangsmatrizen (stochastischen Matrizen)

I, == p,(n)

i,jes

zusammenfassen, mit denen die Verteilung der Markoff-Kette eindeutig beschrieben werden kann.
Wir bezeichnen noch mit

p(n) =[P(X, =1)]

den Zeilenvektor der Wahrscheinlichkeitsverteilung von X, fir n € Z".

es
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Lemma 51. Markoff-Ketten vom Typ I besitzen die folgenden strukturellen Eigenschaften:

e Fiir die Verteilung von X, mit n € N gilt:

p(n)=p(n—1)-11 =...=p(0)-11,-II,-...-II

e Fiir die hoheren Ubergangswahrscheinlichkeiten gilt:

P(X,=jlX, =i)=(,,-1I

k+1 k42 "

-Hn>if firallei,j€S8, 0<k<n

e Fiir die gemeinsame Verteilung gilt:

P<Xk:ik,"'aXn :iiz):pik(k)' H pi.lij(j)

j=k1
firalle 0<k<mn und i,,---,i €8S.

Definition 50. Unter Markoff-Ketten vom Typ II verstehen wir allgemeiner Markoff-Ketten mit
Werten in beliebigen (in der Regel iiberabzihlbaren) Zustandsrdumen (Messrdumen) (S,.A), in

denen reguldre Versionen bedingter Verteilungen existieren (vgl. Kapitel 11.8).

Die fundamentale Eigenschaft der ,,Geddchtnislosigkeit™ lautet hier analog:
P(X,€A|X,=xy, X, ,=x,,)=P(X,€A4|X,  =x, ) [fast sicher]
fiir alle Zusténde x,,---,x, , €S, A€ A undalle n€N.

Die Ausdriicke
0" (4)=P(X,€A|X, =x), xeS,Ae A, neN

heissen hier Ubergangskerne. Auf Grund der vorausgesetzten Regularitit der bedingen Wahr-
scheinlichkeiten ist dabei jedes O ein MaB auf A fiir alle x € S.

X

Bemerkung: Die gemeinsame Verteilung der Markoff-Kette erhdlt man komplizierter durch Integ-
ration:

P[kﬁo{)(k €4}

fir 4,,---,4, € A, neN.

:f”'IHQ)E,’,i:Hll(dxnfkﬂ)PXO (dx,)
U, k=l

Die Situation wird etwas einfacher, wenn die Ubergangskerne und die Anfangsverteilung P* (U-
bergangs-)Dichten beziiglich eines dominierenden Malles besitzen, beispielsweise beziiglich des

Lebesgue-MaBes im Fall (S, .A) = (RI,BI>, etwa
Q(A) = P(X, € A|X,  =x)= [ U0, p)dy, P(X,€4)= [ /)y
A A

fir xeR', 4€B', n€N. In diesem Fall ist dann
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n - k
g ](xmxb"':xn):f[O](xo)'Hf[ ](xkfl’xk)’ XosXps s X, cR
k=1
eine (gemeinsame) Dichte von (X, X, -+, X, ) fir n€N.

Markoff-Ketten vom Typ II heiflen analog (zeitlich) homogen, wenn die Ubergangskerne bzw. U-
bergangsdichten nicht von n abhéngen, also die hochgestellten Indices [7] entfallen.

Markoff-Ketten beider Typen konnen in gewisser Weise kanonisch rekursiv konstruiert werden,
wodurch ihr stochastisches Verhalten besonders gut verdeutlicht wird.

Satz 53 (Konstruktionssatz): Es sei X, eine Zufallsvariable mit Werten in S und {U, }neN eine
Folge (auch von X)) unabhéngiger reellwertiger Zufallsvariablen. Ferner seien fiir n € N die Ab-

bildungen f, :SxR — S messbar. Dann bildet die rekursiv definierte Folge {X, }HGN mit
X,=f(X,,U,) firneN
eine Markoff-Kette mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

pl.j(n):P<fn (i,Un):j) fir i, j € S,n € N bei Ketten vom Typ I

bzw. den Ubergangskernen

0"(4)=P(f,(x,U,)€4) fiir x€S, A€ A, n€N bei Ketten vom Typ II.

Sine die Abbildungen f, unabhingig von n€N und die U, identisch verteilt, so ist die
Markoff-Kette homogen.

Beweis: Dies folgt direkt aus der Ersetzungsformel, Satz 49. m

Bemerkung: Der in Satz 53 dargestellte Sachverhalt ist sogar charakteristisch fiir Markoff-Ketten,
denn es lasst sich fiir jede Markoff-Kette {f( n} o ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell

{X ., }n€Z+ der obigen rekursiven Art angeben mit der Eigenschaft, dass alle endlich-dimensionalen

Randverteilungen von {f( } und {X, }n tibereinstimmen, d.h. beide Modelle sind statistisch

N
) nez* €L

nicht unterscheidbar.

Eine wichtige Klasse von Markoff-Ketten (beider Typen) sind Markoff-Ketten mit unabhdngigen
Zuwdchsen, die sich aus dem Konstruktionssatz fiir geeignete Zustandsrdume S CR (Gruppen
beziiglich der Addition) ergeben vermoge der Abbildungen

f,(x,y)=x+y, x,y€S.

In diesem Fall gilt nimlich U, = X, — X, | fiir alle n€N, d.h. die Folge {X,, X, — X, } st

neN
stochastisch unabhéngig.
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Fiir den Rest dieses Abschnittes werden wir uns nur noch mit homogenen Markoff-Ketten vom Typ
I beschéftigen. In diesem Fall reicht die Ein-Schritt-Ubergangsmatrix IT=1II, allein zur Beschrei-

bung des stochastischen Verhaltens der Markoff-Kette aus. Speziell gilt hier fur die n-Schritt-
Ubergangswahrscheinlichkeiten:

PN =P(X,=j|X,=i)= (H)}

P =X, = j1X, =1

pr =" pp" (Chapman-Kolmogoroff-Gleichungen)

reS
firalle i,j €S, n,k€Z".
Fiir das Langzeitverhalten einer homogenen Markoff-Kette vom Typ I spielt der mdgliche Grenz-

wert der Matrizen-Folge {H”} o eine wichtige Rolle. Hierfiir betrachten wir die Eigenwerte der

Ein-Schritt-Ubergangsmatrix II, fiir die im Falle der Endlichkeit von S gilt:

e Fiir jeden (ggf. komplexen) Eigenwert A von II gilt |)\| <l.

e )\ =1 iststets ein Eigenwert von II (zum Rechtseigenvektor e = (1,- -, l)tr )

e )\ =0 istein Eigenwert von II, wenn II nicht vollen Rang hat.

Die ersten beiden Aussagen sind eine direkte Konsequenz aus der Tatsache, dass die Zeilensummen
von Ubergangsmatrizen den Wert 1 haben. Genauer gilt: Ist S= {1,---,s} mit s =#(S)€N und

x = (x,--,x,)" ein (nicht-trivialer) Eigenvektor zum Eigenwert A € C von 11, so gilt:

S
|)\|-|x,.| = |)\~x,.| = Zp,-jxj
j=1

s s
= JZ_:IP,-,- i< ;P:y max {Jx[} = max {[x,[} fiir alle i € S

und damit auch

[ max {x;[} < max {|x |},

woraus wegen X = 0 und damit auch max {|xk|} = 0 die erste Aussage folgt.
keS

Satz 54 (Konvergenzsatz flir homogene Markoff-Ketten mit endlichem Zustandsraum):

Ist \, =1 der einzige Eigenwert A\ von II mit |)\| =1 und sind alle iibrigen Eigenwerte von 11

paarweise voneinander verschieden, so gilt

™ T p
* . n 7Tl 7T2 Trr -
M=lmIll"=| . . |, wobei r =#(S5),
oo A :
ﬂ'l 7T2 e ﬂ'r

mit dem eindeutig bestimmten normierten Linkseigenvektor p* = (7, m, --- 7, ) von IL. p" heit

auch stationdre Verteilung der Markoff-Kette.
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Beweis: Jede Potenz I1" der Ubergangsmatrix kann berechnet werden iiber die Formel
I"=TA"T", neN,

wobei A die Matrix der Eigenwerte und 7 eine beliebige Matrix zugehdriger Rechtseigenvektoren

1 0 - 0
. : 0 0 : .
ist. Es folgt dann nach Voraussetzung lim A" =|, | .| und somit
0 -0
1 0 0 m™m, ,
* . n . n 1 0 O e ' 1 7'('1 7'('2 cee 7Tr
M = lim " =7 (lm A )7 =7 =
0 0 m™m, ,

mit
Bemerkung: Unter den gemachten Annahmen folgt damit sofort auch:

Fiir jede beliebige Anfangsverteilung p(0) konvergiert die Markoff-Kette in Verteilung gegen die

stationdre Verteilung p*. Ist schon p(0) =p~, so sind alle Randverteilungen der Kette mit p* iden-
tisch (was den Namen erklart).

Beispiel: Wir betrachten eine Markoff-Kette mit drei Zustinden. Fiir die Ubergangswahrschein-
lichkeiten sei angenommen:

0,8 0,2 0
II={0,1 0,5 0,4|.
0,1 0,2 0,7

Das charakteristische Polynom lautet (I = Einheitsmatrix)
e(A)=det(AI-I1) = A’ —2A° + 1,21A - 0,21,
mit den drei Nullstellen A\, =1, A\, =0,7, A\, =0,3.

Die Voraussetzungen des Konvergenzsatzes sind also erfiillt; eine mdgliche Wahl der 7-Matrix ist
z.B.:

1 -2 2 7 6 8
T=\1 1 —5| mit T‘1:%—7 7
1 1 2 0 -3

Fiir die Grenzmatrix ergibt sich hieraus
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1 0 0 | 1 0 0f 7 6 8 . 7 6 8
limII"=T7T{0 0 0|7 '=—[1 0 0|7 O 7:—17 6 8,
0 00 1 0 0 0 -3 3 7 6 8

mit p* = [% % %] ~(0,33333 0,28572 0,38095). Allgemeiner erhilt man noch fiir n € N:

%-0,7” —%-0,3” [—%0,7"—#%-0,3”
1 0 0 | |
n"=rjo 0,77 0 |T"'=II"+|——0,7" g-0,3" [—-0,7"—2-0,3" ;
3 7 3 7
o o0 03 | 5 | 5
—_'037’1 __'093’1 [_.0’7,1—’__'093”
3 7 3 7
exemplarisch:
0,66 0,26 0,08 0,3520 0,2856 0,3620
1> =10,17 0,35 0,48], II'=~|0,3259 0,2857 0,3904|.
0,17 0,26 0,57 0,3240 0,2857 0,3903

Héufig wird zur Veranschaulichung einer homogenen Markoff-Kette vom Typ I ein Graph verwen-
det, bei dem durch gerichtete Kanten die méglichen Ubergénge zwischen den Zusténden angezeigt
werden. Fiir das obige Beispiel wire dies etwa folgender Graph (Zahlen in rot = jeweilige Uber-

gangswahrscheinlichkeiten):
M
0,2

07 7

Bemerkung: Die Voraussetzungen des Konvergenzsatzes konnen nicht ohne weiteres abge-
schwicht werden, wie die drei folgenden Beispiele zeigen:

0,8 0,2 0
1. Fir II={0,5 0,5 O0|ist \, =\, =1 ein doppelter Eigenwert von II mit A\, =0,3 und
0 0 1
520
H*:limH”215 2.0
R
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Ferner existieren wesentlich verschiedene stationdre Verteilungen, z.B. die linear unabhingigen
Losungen

p;‘:%(s 2 0)und p; =(0 0 1).

0,8 0,2 0
. FurII=| 0 0,8 0,2|ist \, =\, =0,8 ein doppelter Eigenwert von II mit \ =1, aber der
0 0 1
zu A\ =)\=0,8 gehorende Eigenraum ist eindimensional, so dass zwar
0 0 1
I = ,}Ln; II" =0 0 1] existiert, aber eine Darstellung fiir die Potenz II" der Ubergangsmat-
0 0 1

rix tiiber eine Formel

I"=TA"T"', neN
nicht moglich ist.

Man kann hier allerdings meist numerisch doch eine Losung finden durch eine Implementie-
rung kleiner Stérungen, die man nach Berechnung der Eigenvektoren wieder riickgéngig ma-
chen kann. Wir betrachten dazu im obigen Beispiel die gestorte Ubergangsmatrix

0,8 0,2 0
II. =10 0,8—¢ 0,24 ¢] fiir geniigend kleine € >0
0 0 1

. . . . . 4 4 .
mit den drei paarweise verschiedenen Eigenwerten \ =1, \, = 3 und \; = g—s. Hieraus er-

gibt sich z.B.

11 1 1 0 0 0 0 Se

T =1 0 —5|,A_=|0 4/5 0 ,21:%55 1 —(1+5¢)
3

10 0 0 0 4/5-¢ 0 —1 1

mit
0.8" 0,8 —(0,8—¢)" 0,8,7+0,8 —(0,8—¢)

0 0 1 5e Se

N"=TA'T"'=[0 0 1|+| 0 (0,8—¢)" —(0,8—¢)" und

0 01 0 0 0
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n—1 n—1
0.8" n-0,8 B 0’8,1+n 0,8
5 5

0 01
" = li?)ﬂ]z =0 0 1|+ O 0,8" -0,8"
0 01 0 0 0

fur alle n € N.

Wenn der Zustandsraum nicht endlich ist, muss keine stationdre Verteilung existieren. Beispiel:

0 1 00 O

0 010 O
S=Z" mitlI=[0 0 0 1 0

0 00 0"

Eine stationdre Verteilung wére normierte Losung der Gleichung

*

p :(7‘(‘1 7T2 7'('3 ...):p*H:(O 7'(‘1 7'(‘2 71'3 ...)
und damit p* = 0 (Nullvektor), was nicht moglich ist.

Als Vorbereitung auf die Markoff-Prozesse, die im ndchsten Abschnitt behandelt werden, betrach-
ten wir nun noch die Sprungzeitenfolge {Sn }, der Markoff-Kette, die rekursiv definiert ist durch

ncZt

S,=0, S, =inf{k>S |X, =X_} firalle neZ".
Dabei setzen wir voraus, dass p, <1 fiir alle Zustinde i € S gilt; unter dieser Bedingung ist die
Folge der Sprungzeiten f.s. wohldefiniert und messbar. Betrachtet man die urspriingliche Markoff-
Kette nur an den Sprungzeiten, so erhélt man die Folge {)~( n} . die formal definiert ist durch

ne

X, =X firalle neZ"

Man kann zeigen, dass mit {X,} . auch {f( n} _,. eine homogene Markoff-Kette bildet, mit der

A

Ubergangsmatrix II:= [ ﬁl.j] o die durch

i,j€

Pi g
A L fir i,j € S.

0 fallsi=j

gegeben ist. Diese Markoff-Kette, die man die in {X . }neZ+ eingebettete Markoff-Kette nennt, un-

terscheidet sich von der origindren Markoff-Kette nur dadurch, dass jeder besuchte Zustand im
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nichsten Schritt sogleich wieder verlassen wird; man erhélt sie also aus dieser, indem man die
mehrfach in unmittelbarer Abfolge besuchten Zustinde ,,streicht®.

In direktem Zusammenhang mit den Sprungzeiten der Markoff-Kette stehen die so genannten Ver-

weildauern {V,} ., die formal gegeben sind durch

V=8-S firalle ncZ".
Ihre stochastische Struktur ist gegeben durch die Beziehung

P (X, =i ke Z )= @ G, (1-p,, ),

neZ"

d.h. die Verweildauern sind bedingt stochastisch unabhéngig und {iber N geometrisch verteilt, ge-
geben die Abfolge der sukzessiv besuchten verschiedenen Zustinde. Anschaulich entwickelt sich
eine homogene Markoff-Kette also folgendermal3en:

e Die Markoff-Kette startet in einem nach der Anfangsverteilung p(0) zufillig bestimmten An-
fangszustand X, = X, =i

e Sie verweilt dort eine zufillig lange Zeit V,, mit einer iiber N gegebenen geometrischen Ver-
teilung G (1 — P )

e Zum zufilligen Zeitpunkt S, =V, springt sie in den Zustand X , =1i,. Dieser Ubergang erfolgt
(bedingt) unabhingig von der im Zustand i, verbrachten Zeit, allein gesteuert durch die Uber-

gangsmatrix I1.
e Sie verweilt nun eine zuféllig lange Zeit ¥, im Zustand i;, mit einer iiber N gegebenen geo-

metrischen Verteilung G (l— D ) Diese Verweildauer ist bedingt stochastisch unabhéngig

von allen vorher verbrachten Verweildauern und angenommenen Zustidnden; sie hdngt iiber
den Parameter 1— p,, ausschlieflich vom gerade erreichten Zustand ab.

e Zum zufilligen Zeitpunkt S, =S, +V, springt sie in den Zustand X , =1,. Dieser Ubergang
erfolgt (bedingt) unabhéngig von allen in den vorherigen Zustdnden verbrachten Verweilzei-
ten, allein gesteuert durch die Ubergangsmatrix II.

e Diese Entwicklung - Verbleiben im gerade erreichten Zustand i mit einer nur von diesem Zu-
stand abhingigen geometrischen Verteilung mit Parameter 1— p,, (bedingt) unabhéingig von
den vorher verbrachten Verweilzeiten und angenommenen Zustéinden, mit nachfolgendem U-

bergang in einen neuen Zustand auschlieBlich gesteuert durch I - vollzieht sich in gleicher
Weise zu allen weiteren Zeitpunkten.

Die eingebettete Markoff-Kette zusammen mit der Sprungzeitenfolge bzw. dquivalent mit den Ver-
weildauern beschreibt die origindre Markoff-Kette ebenfalls eindeutig. Dabei kann man auch noch

die Abfolge der in einem festen Zustand i € S sukzessiv verbrachten Verweildauern {Vm (z')}meN

betrachten, die nach den obigen Ausfithrungen sogar stochastisch unabhidngig und jeweils wieder
Gy (1— p, )-verteilt sind.
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Streng genommen muss man fiir eine exakte Definition der Verweildauern gestoppte Markoft-
Ketten betrachten, mit den Stoppzeiten

Jo()=inf{k € Z*| X, =i},
J(i)=inf{k > J ()X, =i, X, =i}, J,. ()=inf{k>J ()| X, =i, X, =i}

fir meN. J, (i) ist dann der Zeitpunkt, zu dem die Markoft-Kette zum m-ten Mal den Zustand i
ohne vorherige Wiederholung erreicht. Man beachte dabei, dass die Folgen {X Ik }kez} , also die

,Fortsetzungen der Markoff-Kette nach dem m-ten Erreichen des Zustands i ohne Wiederholung,
selbst wieder homogene Markoff-Ketten sind mit der gleichen Ubergangsmatrix II.

Die Verweildauern im Zustand i sind dann formal korrekt gegeben durch
V,(0)=inf{k>0|X, ., =i} fir meZ".

Fiir das obige Beispiel ergibt sich etwa:

0 1 0
I=[1/5 0 4/5
1/3 2/3 0

mit den Verweildauerverteilungen
PV =G (0,2) P =G.(0,5 P =G,(0,3) fiiralle meN.

Die Eigenwerte der Matrix IT sind A=1 A= —%:I:;—O\/E (zwei konjugiert-komplexe Eigen-

werte). Die eingebettete Markoff-Kette {f( n} o besitzt demnach auf Grund des Konvergenzsatzes

eine eindeutige stationire (Grenz-)Verteilung p*, die hier gegeben ist durch

5 = |- 12 01 (0,2059 0,4412 0,3529).
34 34 17

Es ist aber zu beachten, dass eine eingebettete Markoff-Kette auch unter den Voraussetzungen des
Konvergenzsatzes fiir die origindre Markoff-Kette nicht unbedingt ein dhnliches Konvergenzver-
halten besitzt.
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0,8 0,2 . .
Beispiel: II = mit den Eigenwerten A\, =1, A\, =0,3 und
0,5 0,5
, 1|5 2| 1] 2.0,3" —-2.0,3"| , (5 2
II"=- - ,p == =
715 2 7|-5-0,3" 5.0,3" 7

-~ 10 1
Dagegen ist [I = ll O] mit den Eigenwerten A, ==+1 und

i IT falls n ungerade
I falls n gerade,

d.h. {1:[”} konvergiert nicht.

neN

Es existiert aber trotzdem eine eindeutig bestimmte stationire Verteilung, nimlich

-1 ]
P22
Man kann eine eingebettete Markoff-Kette auch noch dann definieren, wenn p, =1 gilt fiir gewis-

se i € S. Solche Zustiande heillen absorbierend, denn wenn sie einmal erreicht wurden, konnen sie
fast sicher nicht mehr verlassen werden, d.h. die Verweildauer in diesem Zustand ist dann unend-
lich groB3. In diesem Fall ist auch p, =1 zu setzen.

IV.2 Markoff-Prozesse

Bei den Markoff-Prozessen unterscheidet man im Wesentlichen wieder zwei Typen: zum einen
diejenigen mit abzdhlbarem Zustandsraum, welche sich dhnlich beschreiben lassen wie die Mar-
koft-Ketten vom Typ I im vorangehenden Abschnitt (z.B. der Poisson-Prozess und seine Varianten
als beriihmtester Vertreter), zum anderen Markoff-Prozesse mit iiberabzdhlbarem Zustandsraum
(Typ 11, z.B. der Wiener-Prozess [auch Brown’sche Bewegung genannt] und seine Varianten als
wichtigster Vertreter). Eine rigorose Behandlung der letztgenannten Prozesse setzt allerdings einen
erheblichen mafitheoretischen Aufwand voraus, den wir hier zu Gunsten einer mehr plakativen Be-
handlung zuriickstellen.

Definition 51. Unter einem Markoff-Prozess vom Typ I versteht man eine Familie {X . }t>0 reell-

wertiger Zufallsvariablen mit Werten in einer hochstens abzidhlbaren Menge S, die durch folgende
fundamentale Eigenschaft charakterisiert ist:

e Fir jede streng aufsteigende Folge {#,} . CR" von ,Zeitpunkten® ist die Folge {X } -

neZ”

eine Markoff-Kette vom Typ 1.

Man nennt einen solchen Markoft-Prozess (zeitlich) homogen, wenn zusitzlich gilt:

e Fir alle Folgen {r,}  CR" mit ¢, —t,=c>0, n€Z" ist die Markoff-Kette {X } .

neZ*

homogen, mit identischen Ubergangsmatrizen fiir gleiche ¢ > 0.
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Ahnlich wie bei den Markoff-Ketten stellt sich auch hier die Frage, ob das stochastische Verhalten
eines Markoff-Prozesses vom Typ I bereits durch die Angabe geeigneter Ubergangswahrschein-
lichkeiten charakterisiert ist. Bei zeitlich homogenen Prozessen bendtigt man dazu eine geeignete

Familie {H’ };>o stochastischer Matrizen mit Elementen p;’), i,j€S, t>0, die das Ubergangs-

verhalten des Prozesses vermoge

P =P(X, =X, =i), i €S, 0<s<t

beschreiben, wobei wie iiblich noch II° = I (Einheitsmatrix) zu setzen ist.

Dies ist konsistent zur Definition eines homogenen Markoff-Prozesses, weil fiir ganzzahlige Werte
von ¢ die Ubergangsmatrix II' genau mit der f-ten Potenz der Einschritt-Ubergangsmatrix der
Markoff-Kette {X , }tez+ zusammenfillt. Es bleibt also lediglich zu kliren, wie hier ,,gebrochene*

Potenzen der Einschritt-Ubergangsmatrix II = II' zu definieren sind.

Definition 52: Es sei Q = [%]. s eine Matrix mit der Eigenschaft
L)

»Mg

1
k_Q =I14+Q+— Q 4.
Eine solche Matrix heif3it F: undamenta - bzw. Intensitatsmatrzx. Setze dann

k=0

2
k I+tQ+%Q2+... fiir £ > 0.

~ g»

Bemerkung: Die notwendige Konvergenz der Matrix-Reihe orientiert sich dabei an einer geeigne-
ten Norm; bei endlichen Zustandsrdumen sind die entsprechenden Vektorrdume alle endlich-
dimensional und daher nach einem Satz der Funktionalanalysis alle Normen dort dquivalent.

Die Fundamentalmatrix wird auch gelegentlich mit Q = In (H) bezeichnet mit der zum reellen Fall

analogen formalen Reihendarstellung

Q=In(I-(I-1II) f:%(l—ﬂ)k

k=1

Die fiir homogene Markoff-Ketten giiltigen Chapman-Kolmogoroff-Gleichungen erweitern sich
hier natiirlicherweise zu der Gleichung

I =111, s,t>0
bzw. in expliziter Form:

(s+1) _ (s) (D)
pzj‘S sz; p/,’ S’tZO

leS
Fir die Verteilung von X, gilt hier wie im zeitdiskreten Fall:

p()=p(0)-1I', £ >0.
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Leider besitzen nicht alle Ubergangsmatrizen II eine Fundamentalmatrix; dies gilt z.B. schon fiir
p l-p
I=p p

II=

} mit 0< p< % Es miisste sonst ndmlich die Gleichung II = (H” ? )2 und damit
2
{det(H”z)} — det(IT) = p* —(1— p)> =2p—1<0

erfiillt sein, was nicht geht, da IT"* als stochastische Matrix nur reelle Zahlen enthalten darf und
damit auch det (H” 2) €R gelten muss.

Fiir ) < p <1 existiert dagegen immer eine Fundamentalmatrix, nimlich

1 1 -1
=—In(2p—1 .
Q 2 ( P ) -1 1
- N . P2 =20 .
Setzt man etwa A4:= , so erhilt man A" = 3| 5 fiir alle n € N (Nachweis z.B.
mit Induktion) und damit fiir beliebige s > 0
‘ 0o k 2s 1 2 1 1 2s 1 2
QSA:I—FZS_Ak:I‘i‘l ezv ez+ :l +ez 62~ .
— k! 21— +1 e’ —1| 2(1—e” 14¢”

Mit der Wahl s = %ln (2 p— 1) ergibt sich das gewiinschte Ergebnis.

Sind die Ubergangsmatrizen {H’ }DO eines homogenen Markoff-Prozesses vom Typ I explizit be-

kannt, so erhélt man die Fundamentalmatrix Q als Matrix-Ableitung:

0= 1im1(H' ~1

bzw. elementweise

1] v .
ltlir?;pjj —l}lr(?;P(Xt_ﬂXO—l) firi=j s
q; = i,] .
1 1
lim = F.t)_l — _lim-P(X (X =i fiiri— 7
}Blt<pu ) Il%)mt < til‘ 0 l) ri .]9

Insbesondere gilt fiir jede Fundamentalmatrix Q stets

q,<0, g; >0 firi=jeS unquij:O fiir alle i € S; (*)

JjES

letzteres folgt aus der Beobachtung, dass alle Zeilensummen von II' —1 fiir jedes >0 den Wert
Null ergeben miissen.

213



IV. Stochastische Prozesse

Ein weiteres Gleichungssystem (Kolmogoroff’sche Riickwirtsgleichungen) erhilt man aus der Be-
ziehung
d d

—II'="e%=Qe?=Q-II' fiir t>0
dt dt Q Q -

bzw. explizit, mit \ ;= —¢, fir i€ S:

p; ()= Z 9Py (1) :Z Py () = A p; (1) fur i, j € S.

keS keS
k=i

Allerdings existiert nicht fiir jede beliebige Matrix Q mit diesen beiden Eigenschaften stets ein pas-
sender homogener Markoff-Prozess. Dazu miissen die Diagonalelemente von Q in der Regel einer
bestimmten Beschrinktheitseigenschaft geniigen.

Satz 55 (Struktursatz fiir homogene Markoff-Prozesse vom Typ I): Es sei Q eine Matrix mit der
Eigenschaft (*) derart, dass die Bedingungen

0<VZ:iiI€l£{)\i}, = silelg{)\i}<oo mit \, =—¢, firi€S

gelten. Dann existiert ein homogener Markoff-Prozess {Xl }t>0 vom Typ I auf einem geeigneten

Wahrscheinlichkeitsraum derart, dass seine Ubergangsmatrizen durch II' = ¢ fiir alle +>0 ge-

geben sind. Der Markoff-Prozess kann kanonisch wie folgt dargestellt werden (&hnlich den homo-
genen Markoff-Ketten iiber die eingebette Markoff-Kette und die Sprung-/Verweilzeiten):

Es sei {Y,}

gangsmatrix II mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

., cine homogene Markoff-Kette mit demselben Zustandsraum S und der Uber-

qi o .
— furj=i

P(Y,,, =jlY,=i)=1{)\ i,jES
0 firj=i,

und der Anfangsverteilung P =P™. [Hier sicht man, warum die Bedingung ¢, >0 fiir
i = j€ S wesentlich ist.] Dann erfolgt die zeitliche Entwicklung des Markoff-Prozesses in folgen-
der Weise, wobei wieder S, := 0 zusetzen ist:

e Der Markoff-Prozess startet in einem nach der Anfangsverteilung p(0) zufillig bestimmten
Anfangszustand X, =Y, =i,.

e Er verweilt dort eine zufillig lange Zeit V,, mit einer £ ()\[0 ) -Exponentialverteilung.

e Zum zufilligen Zeitpunkt S, =V, springt er in den Zustand Y, =i,. Dieser Ubergang erfolgt
(bedingt) unabhingig von der im Zustand i, verbrachten Zeit, allein gesteuert durch die Uber-
gangsmatrix I1.

e Er verweilt nun eine zufillig lange Zeit V, im Zustand i, mit einer & (Ail ) -

Exponentialverteilung. Diese Verweildauer ist bedingt stochastisch unabhingig von allen vor-
her verbrachten Verweildauern und angenommenen Zustinden; sie hingt iiber den Parameter
A, ausschliefilich vom gerade erreichten Zustand ab.
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e Zum zufilligen Zeitpunkt S, = S, +V, springt er in den Zustand Y, =i,. Dieser Ubergang er-
folgt (bedingt) unabhéngig von allen in den Vorherlgen Zustanden verbrachten Verweilzeiten,
allein gesteuert durch die Ubergangsmatrix IT.

e Diese Entwicklung - Verbleiben im gerade erreichten Zustand i mit einer nur von diesem Zu-
stand abhingigen Exponentialverteilung mit Parameter )\, (bedingt) unabhéngig von den vor-
her verbrachten Verweilzeiten und angenommenen Zustinden, mit nachfolgendem Ubergang

in einen neuen Zustand auschlieBlich gesteuert durch IT - vollzieht sich in gleicher Weise zu
allen weiteren Zeitpunkten.

Die Tatsache, dass die jeweiligen Verweildauern in den sukzessiv besuchten Zustinden exponenti-
alverteilt sind, hiangt dabei damit zusammen, dass die geometrischen Verteilungen, die die Ver-
weildauern bei homogenen Markoff-Ketten steuern, bei stetiger Zeit in Exponentialverteilungen
iibergehen.

Die hier verwendete Markoff-Kette {Y, }neZ+ heift analog wie im zeitdiskreten Fall die in {X, }

ttez”
eingebettete Markoftf-Kette.

Bemerkung: Auf Grund der obigen Konstruktion ist ersichtlich, dass an die Parameter )\, Bedin-

gungen, wie der Struktursatz sie vorgibt, gemacht werden miissen. Ist beispielsweise S =7" und
wihlt man

A furj=i+l
q; =1—A;, furj=i ies,
0 sonst,
m—1
sowie als Anfangsverteilung ¢, (d.h. fast sicherer Start im Nullpunkt), so gilt E )\L
k=0 "k

o0

m—1
alle me N wegen S = ZVk Fiir den Fall, dass ZL < oo ist (und damit p=sup{\}=o0

k=0 k=0 Nk €S
gilt), ,,explodiert der Prozess also fast sicher bereits nach endlicher Zeit, so dass nicht fiir alle
Zeitpunkte ¢>0 in konsistenter Weise ein Wert fiir X, bestimmt werden kann.

Die andere Bedingung v = ing {&}> 0 garantiert, dass alle )\, positiv und damit die Ubergangs-
e

wahrscheinlichkeiten der eingebetteten Markoff-Kette {Yn }n€Z+ wohldefiniert sind, also insbeson-
dere keine absorbierenden Zustinde auftreten.

Ist dagegen ein A, =0, so enthilt Q eine Nullzeile; in diesem Fall wére fiir die eingebettete Mar-
koff-Kette
P(Y,, =ilY,=i)=1

n+l

zu setzen. Der Zustand i € S ist also fiir diese Kette absorbierend, mit unendlicher Verweildauer.
Der Struktursatz gilt dann entsprechend, d.h. bei Erreichen irgendeines absorbierenden Zustands ist
die zugehorige Verweildauer des Markoff-Prozesses ebenfalls unendlich.
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.i | »f

zeitliche Entwicklung eines homogenen Markoff-Prozesses

Satz 56 (Konvergenzsatz fiir homogene Markoff-Prozesse mit endlichem Zustandsraum):
Unter der Bedingung 0 < v := min N} o= max {A\} < oo gilt:

Alle Eigenwerte von IT:=1II" sind nicht-negativ; sind alle Eigenwerte von II paarweise voneinan-
der verschieden, so gilt

™ T r
* . t 7Tl 7T2 7Tr :
IT"=IlimIl' = , wobei r =#(S),
—00
7T] /7'('2 e 7Tr

mit dem eindeutig bestimmten normierten Linkseigenvektor (stationdre Verteilung)
p =(m m - ) von IL
Beweis: Ist )\ ein Eigenwert von II, so ist A’ ein Eigenwert von II' fiir alle 7> 0.

Die zugehorigen Eigenrdume sind identisch. TI' kann alternativ berechnet werden iiber die Formel
II'=Te*T", >0,

wobei A die Matrix der Eigenwerte von Q und 7 eine beliebige Matrix zugehoriger Rechtseigen-
vektoren ist. Vgl. auch den Beweis zu Satz 51. m

Bemerkungen:

e Ist v ein Eigenwert von Q, so ist e”

genrdume sind identisch.
e Fiir jede beliebige Anfangsverteilung p(0) konvergiert der Markoff-Prozess in Verteilung ge-

ein Eigenwert von II' fiir alle ¢ > 0. Die zugehorigen Ei-

gen die stationdre Verteilung p*. Ist schon p(0)=p", so sind alle Randverteilungen des Pro-
zesses mit p* identisch.

e Die stationdre Verteilung p* ist zugleich eindeutige Losung des Gleichungssystems p-Q = 0.
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Erklirung: Die stationdre Verteilung erfiillt die Gleichung
p-II' =p fiiralle > 0.
Differenzieren nach 7 ergibt:

d d d d
0=—p=—0pII=p=-—I'=p—e?=p-Q-?
a’tp dtp P dt P dte pQe

fiir alle # > 0. Fiir =0 erhélt man hieraus p-Q = 0.

Beispiel: Wir modellieren das Krankheitsverhalten einer Person durch den homogenen Markoff-
Prozess {X . };> , mit Zustandsraum § = {0,1} (0 = krank, 1 = gesund) und Fundamentalmatrix

A A

| Z %

0=

fiir geeignete Parameter \,v > 0.

Dann ist o(x) = x’ -l-()\ +I/)x das charakteristische Polynom von Q mit den Nullstellen (Eigen-
werten) 0 und —(A+v).

Es folgt
TZ{l AL | A} oo ]! 0
I A+v|—1 1f 0 e '™
mit
1 I/—l—)\-e_(/\w)t )\.(l_e—()\—o—u)t)
Ht — etQ — TetAT—l —

Avy. (1 _ e—(,\+y)z) Aty e O

und Grenzwert

lim 1" — —!
= W

VoA
v

Die stationédre Verteilung ist also gegeben durch

. [ v A }
P = )
Av A+v
was zugleich die normierte Losung von

-A A
szpw

4

ist.
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Die Verweildauer im Zustand 0 (krank) ist £()\)- verteilt, die im Zustand 1 (gesund) ist £(v)- ver-

: : . ) 1. . 1
teilt. Die erwartete Krankheitsdauer betrdgt also 3 die erwartete Gesundheitsdauer —.
1%

Definition 53 (homogener Poisson-Prozess mit Parameter A > 0). Dieser Prozess ist charakterisiert
durch die Wahl S =7Z" mit

A fiurj=i+1
q; = -\ firj=i ieS
0 sonst,

und Anfangsverteilung ¢, (fast sicherer Start im Nullpunkt). Die zugehorigen Verweildauern
{Vn}n€Z+ sind damit stochastisch unabhingige, jeweils &£(\)-verteilte Zufallsvariablen. Hieraus

ergibt sich auch die folgende namensgebende Eigenschatft:

Lemma 52. Der homogene Poisson-Prozess {X , }t>0 mit Parameter \ >0 besitzt folgende Eigen-

schaften:
1. Esgilt

d.h. jedes X,, t >0, ist P(\r)- verteilt.

2. Fir jede aufsteigende Folge {tn} C R™ von Zeitpunkten gilt:

nez’

X, X, —X,,X, —X,, - sind stochastisch unabhéngig mit Pl = 73(/\(1‘" —t ))

fiir alle n € N, d.h. der homogene Poisson-Prozess besitzt unabhingige, Poisson-verteilte Zu-
wichse.

Beweis: Zu 1: Fiir n€ Z", t > 0 gilt:
P(X,=n)=P(S,<1<S,,,)=P(S,<t)-P(S,,, <1)

mit (partielle Integration)

t A" n—1 _—Ax ! t /\”l+1 n_—Ax At ' -\t
P(S"St):[(n—l)!x 1%)dx:u(x)v(x)|o+[7x e dx:(n!) e M+ P(S,., <1

=u'(x)

fir n€ N und

P(X,=0)=P(t<S)=1-(1-¢™)=e".

Zu2:
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1 to

208 s el

Veranschaulichung der Unabhingigkeit der Zuwichse

Auf Grund der Struktur des Zustandsraums identifiziert man hdufig den homogenen Poisson-
Prozess auch mit der ,,zufélligen Menge* der Sprungzeiten (,,Ankunftszeiten).

Lemma 53. Homogene Poisson-Prozesse sind durch vier weitere, in der Praxis oft angewandte
Eigenschaften ausgezeichnet:

Uberlagerungseigenschaft:
Sind {X,} _, und {Y,}_ voneinander unabhiingige homogene Poisson-Prozesse mit Parame-
tern A>0 und v >0, so ist auch der Summenprozess {X,+Y,}_, ein homogener Poisson-
und {S,}

des Summenprozesses rekursiv

Prozess, mit Parameter A+ v > 0. Bezeichnen {7; }n die zugehorigen An-

cz* cz*

kunftszeiten, so lisst sich die Ankunftszeitenfolge {U,} .

folgendermalien darstellen:
U,=0, U, =min{T,,S, >U,  |[keN}, neN.
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Aufteilungseigenschaft:
Ist {X, }t>0 ein homogener Poisson-Prozess mit Parameter A >0 und {J, }keN eine (auch von
{X ; }t>0) unabhingige Folge B(l, p)- verteilter Zufallsvariablen mit p=1—¢g € (0,1), und teilt

man die Ankunftszeitenfolge {Tn }nez+ des Poisson-Prozesses zufillig auf geméif

U,=min{T,>U,  |I, =1 keN}

firneN,
V., =min{T, >V, |I, =0, keN}

U,=V,=0,

so bilden {Un }neZ+ und {Vn }HET die Ankunftszeiten zweier unabhingiger homogener Poisson-

Prozesse mit Parametern \p und \g.

0NN T T, T T T T
S s s s 5

Loy N
0 U Uy Uy Up Us Uz Us Ug Uiy U

Uberlagerung homogener Poisson-Prozesse

0 oy U Uy Iy s Us U: Ug
. . . . . . . .
T 1 T 7T T T T 1
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Aufteilung eines homogenen Poisson-Prozesses
Gleichverteilungseigenschaft:

Ist {X,}_, ein homogener Poisson-Prozess mit Parameter A>0 und {S,} . die zugehdrige
Ankunftszeitenfolge, so entsprechen die in das Intervall [a,b] (mit 0 <a <b) fallenden An-
kunftszeiten unter der Bedingung N =X, — X =n&N genau einer geordneten Stichprobe
vom Umfang » aus iiber [a,b] stetig gleichverteilten Zufallsvariablen.

Diese Eigenschaft kann insbesondere zur Simulation von Poisson-Prozessen benutzt werden,

wenn lediglich ein definierter beschrénkter Zeithorizont von Interesse ist. Man beachte, dass
dabei N Poisson-verteilt ist mit Parameter A\(b— a).

Unabhdngigkeitseigenschafft:

Ist {X,}  ein homogener Poisson-Prozess mit Parameter A>0 und sind I, =(a,,b,| mit

0<a, <b firi=1,--,nc N paarweise disjunkte Zeitintervalle, so gilt:

a) Die Anzahlen N,=X, —X, der Ankunftszeiten des Prozesses in den Intervallen
I, i=1,---,n sind stochastisch unabhéngig.

b) Gegeben N, =n, €Z" sind die n, Ankunftszeiten in den Intervallen 7,, i=1,---,n (be-
dingt) stochastisch unabhingig.
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Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir uns noch etwas genauer mit dem Themenkreis
Brown’sche Bewegung / Wiener-Prozess befassen. Dazu benutzen wir folgendes fundamentale Re-
sultat, das wir in dhnlicher Form schon beim Poisson-Prozess kennen gelernt haben:

Ist {X , }t>0 eine beliebige Familie reellwertiger Zufallsvariablen mit unabhéngigen

Zuwichsen, so ist {X,} _ ein Markoff-Prozess.

Denn fiir jede streng aufsteigende Folge {tn }new CR" von Zeitpunkten ist die Folge
{X WX, — X tH} . stochastisch unabhéngig, also {X tn} . eine Markoff-Kette nach dem Kon-
struktionssatz fiir Markoff-Ketten.

Neben dem homogenen Poisson-Prozess als prominentem Vertreter eines solchen Markoff-
Prozesses (vom Typ I) ist die Standard-Brown’sche Bewegung / der Standard-Wiener-Prozess

{X , }tz , durch folgende Eigenschaften charakterisiert:

Definition 54: Ein (Markoff-)Prozess {X,} _ heiBt Standard-Brown’sche Bewegung / Standard-

Wiener-Prozess, wenn gilt:

1. {X,},, hat unabhingige Zuwichse.

2. {X,}_, hat stationdre Zuwichse, d.h. die Verteilung von X, — X fiir 0<s <t hingt nur von

t—s ab.
3. {Xz},>0 hat Gau3’sche Zuwichse, d.h. die Verteilung von X, —X_ fir 0<s <t ist eine

N (0,1 —s)- Verteilung.
4. {X ; }t>0 hat [fast sicher] stetige Pfade.
5. Die Anfangsverteilung ist €,, d.h. der Prozess startet [fast sicher] in 0.

Bemerkung: Die Bedingungen 3 und 4 in Definition 60 sind dquivalent, d.h. eine von beiden kann
ersatzlos gestrichen werden!

Lemma 54. Die Standard-Brown’sche Bewegung / der Standard-Wiener-Prozess {Xt }t>0 besitzt

folgende, sich hieraus ergebende Eigenschaften:

o {X ; }t> , 1st ein homogener Markoff-Prozess vom Typ II.

o Jedes X, ist NV(0,7)-verteilt fiir >0 (mit A(0,0)=¢,).

e Jeder Pfad von {X . }t> , 1st [fast sicher] nirgends differenzierbar und von unbeschréankter Varia-
tion in jedem endlichén Intervall.

e Esgilt Cov(X,X,)=min{s,¢} fiir s,t>0.
X

tn

e Fiir jede streng aufsteigende endliche Folge {z,},  CR" ist (X X

Lo ) multivariat nor-

malverteilt nach A (0,%) mit

o, :min{ti,tj}, 1<i,j<meN.
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IV. Stochastische Prozesse

e Mit {X, }t>0 sind auch die Prozesse {L

XC}
Ve L,

firalle ¢>0 und {zX, /,}DO Standard-Wiener-

Prozesse.

o {X , }t>0 ist Grenzwert (in Verteilung) einer skalierten homogenen Markoff-Kette {Yn }nez+
(,,Irrfahrt”; ,,Random Walk*) folgender Form:

-verteilten Zufallsvariablen gemaf

mit unabhéngigen, je B [1,%

X, "=" lim— Y fur alle ¢t > 0.
m—o0 \/7
Definition S5. Ein(e) allgemeine Brown’sche Bewegung / allgemeiner Wiener-Prozess {Bt }l>0

entsteht aus dem Standard-Prozess {X, }t> , durch lineare Transformation:
B =B,+oX,+put, t>0 (0c>0,ucR)
mit beliebigem Anfangswert B, € R. Im allgemeinen Sprachgebrauch heif3t

e o der Diffusionskoeffizient oder (vor allem in finanzmathematischen Anwendungen) die Vola-
tilitdt
e 4 die Drift.

Lemma 55. Ein(e) allgemeine Brown’sche Bewegung / allgemeiner Wiener-Prozess {X . }t>0 be

sitzt folgende Eigenschaften:

o Jedes X, ist N'(B, + ut,o’t)-verteilt fir >0 (mit N'(B,,0)=¢, ).

e Jeder Pfad von {X . }l> , 1st [fast sicher] nirgends differenzierbar und von unbeschrénkter Varia-
tion in jedem endlichen Intervall.

e Esgilt Cov(X,X,)=0c"min{s,¢} fir s,:>0.

e Fiir jede streng aufsteigende endliche Folge {r,}. CR" ist (X X X ) multivariat nor-

Iy

malverteilt nach A (v,%) mit v=(B, +,---,B, +1,u) und

2 . . .
o, =0 mln{ti,tj}, 1<i,j<nelN.
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IV. Stochastische Prozesse

Bemerkung: In den klassischen stochastischen Finanzmarktmodellen wird auf Grund der Nichtne-
gativititsbedingungen an die Kurse (z.B. Aktienkurse, festverzinsliche Wertpapiere) statt der all-
gemeinen Brown’schen Bewegung {B,}DO die geometrische Brown’sche Bewegung {St} be-

>0
trachtet:
S,:=exp(B,), t>0.

Diese besitzt dhnliche Eigenschaften wie die Brown’sche Bewegung (insbesondere die Stetigkeit,
aber Nichtdifferenzierbarkeit der Pfade). Sie ist z.B. Grundlage der Black-Scholes-Markttheorie.

1204
1001
30

501

404

t

Simulierter Pfad eines Standard-Black-Scholes-Aktienkursprozesses mit Anfangswert 100 €

Bemerkung: Die (Standard-)Brown’sche Bewegung {B,} _  ist auch Grundlage zahlreicher sto-

chastischer Differenzialgleichungen, die formal so aussehen:
dX,=p(t,X,)dt+o(1,X,)dB,

mit geeigneten (in der Regel stetigen) Funktionen j,0:R*> —R (0>0) und bekanntem An-
fangswert X € R. Im strengen Sinne handelt sich hier eigentlich um eine (It6-)Integralgleichung
der Art

t t

X, = [ u(s.x,)ds+ [o(s,X,)dB,.
0

0

Wir wollen hier nicht genauer auf die zu Grunde liegende Theorie eingehen, sondern nur die Mog-
lichkeit einer approximativ rekursiven Auflosung in einem vorgegebenen Zeitintervall [0, T ] ange-

ben. Dazu geben wir zunéchst eine heuristische Erkldrung des ,,Differenzial“-Terms dB, :
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IV. Stochastische Prozesse

Fiir stetige Funktionen o und X, gilt approximativ:

t+h

[ols.X,)dB, ~o(t.X,)(B,,~B

t

)=o(t,X,)h-Z firkleine h>0,

+h

wobei Z eine standard-normalverteilte ZufallsgroBe ist (weil B,,, — B, ja gerade N (0,h)- verteilt
ist mit Standardabweichung Jh ).

Dieser Ansatz erklirt heuristisch folgende Vorgehensweise:

Durch Zerlegung des Zeitintervalls [0,7] in n € N dquidistante Teilintervalle erhélt man die Stiitz-

. T . L .
punkte t, =k-h, mith, =—, k=0,---n und damit ndherungsweise die Rekursion
n

XU =X = b, (6, X0+, o (4, X)) 2L

it l k+1>

k=0,1,---,n—1

mit unabhingigen standard-normalverteilten Zufallsvariablen Z l[”],- -z,

s

Nach dem Konstruktionssatz 53 liefert dies das Anfangsstiick einer Markoff-Kette {X ["]} , die
keN

homogen ist, wenn die Abbildungen g und o nicht von der ersten (Zeit-)Komponente abhéngen.
Die "echte" Losung {X > 0} der stochastischen Differenzialgleichung ist in der Regel ein Mar-

koff-Prozess.

An dieser Rekursion ist auch ersichtlich, warum ,,stochastische Differenziale* im klassischen Sinn

der Analysis nicht existieren (konnen). Nach Division durch den Term 4, =¢ —t, =¢ =— erhilt
n

man namlich

XM—X

—’“:,u(tO,XO)—F\/za(to,Xo)Zl["], k=01,---,n—1;
t—t, T

ein ,,Grenzwert® fiir n — oo auf der rechten Seite existiert aber nicht fiir den zweiten Summanden.
Eine besondere stochastische Differenzialgleichung ist
dX, =pX,dt+oX,dB,

mit Konstanten € R, o > 0. Die Losung mit dem It6-Integral (geometrische Brown’sche Bewe-
gung) lautet hier, abweichend von der Intuition:

X, =X, -exp , t>0.

2
o
——|t+0B,

Fiir vertiefende Literatur verweisen wir auf die Monographie von ETHERIDGE (2002).
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