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EINFUHRUNG

EINFUHRUNG

In diesem Modul werden einige speziellere Aspekte des Risikomanagements bei
Banken und Versicherungen behandelt, die inhaltlich auf anderen, eher grund-
sdtzlichen Modulen aufbauen. Ein Schwerpunkt dieses Moduls bilden die ma-
thematisch-statistischen Grundlagen fiir das Management operationaler Risken
mit Beziigen zur Extremwertstatistik, speziell den POT-Methoden, die auch fiir
die Modellierung von Extremereignissen im Naturgefahrenbereich bei Versiche-
rungen eine groBe Rolle spielen. Deshalb werden hier ebenfalls die Grundlagen
sogenannter geophysikalischer Modelle behandelt, die insbesondere von Riick-
versicherern — oft unter Verwendung kommerzieller Software — angewendet wer-
den, um entsprechende Riickversicherungsvertrdge mit Sachversicherungsunter-
nehmen zu tarifieren. Schlussendlich werden in diesem Modul einige Grundlagen
der stochastischen Finanzmathematik vertieft, wobei das Hauptaugenmerk auf
der arbitragefreien Preisfindung fiir Derivate liegt.

Zum Thema operationale Risiken schreibt Heinrich Rommelfanger in einem Ge-
leitwort:

»Operationelle Risiken, d. h. Risiken aus fehlerhaften Prozessen und Systemen, externen Ereig-
nissen und menschlichem Versagen, sind in den letzten Jahren verstérkt in den Blickpunkt von
Unternehmen geriickt. Insbesondere im Bankenbereich wurden in den letzten Jahren grofe
Fortschritte im Managen von operationellen Risiken gemacht. Dies steht in Zusammenhang mit
dem Inkrafttreten der neuen Basler Eigenkapitalvereinbarung im Jahre 2007, in der Banken
erstmals dazu angehalten werden, sich mit diesem Thema stirker auseinanderzusetzen und
auch fiir Operationelle Risiken Eigenkapital zu hinterlegen.

Ein erstes Problem beim Managen operationeller Risiken ist die schlechte Datenlage, da opera-
tionelle Risiken in der Vergangenheit als »nicht bedeutsam« vernachldssigt wurden. Dies ist
menschlich auch nachvollziehbar, da niemand gerne eigene Fehler eingesteht, Kollegen »an-
schwirzt« oder allgemein ein diisteres Bild der Lage wiedergibt. Fiir ein gutes Risikomanage-
ment ist aber eine umfassende Identifizierung und Quantifizierung der operationellen Risiken
unverzichtbar. Es stellt sich daher die Frage, wie die Datengewinnung organisiert und die Mit-
arbeiter aller Hierarchiestufen davon {iberzeugt werden konnen, wahrheitsgemal {iber operati-
onelle Risken zu berichten.

Ein zweiter wichtiger Punkt ist die Organisation des Risikomanagements im Unternehmen. Zu
Kkldren ist, ob die Organisationsstruktur eher zentral oder stidrker dezentral aufgebaut werden
soll und wer fiir die einzelnen Prozessschritte zustindig ist.

Liegen ausreichend viele interne und externe Verlustdaten zu operationellen Risiken vor, dann
stellt sich die Frage nach geeigneten Systemen zur Modellierung von Abhingigkeiten, Verlust-
hohen und -hiufigkeiten. Auch ist zu kldren, wie interne Risikomodelle bei der Gesamtrisiko-
steuerung zu berticksichtigen sind. « (M. Auer (2008), S. 9)

Zum gleichen Thema schreiben Anna Chernobai et al.:

»Often in financial institutions when there is a discussion of risk management, the two major
risks identified are credit risk and market risk. Risks not attributable to either of these two risks
are labelled other risks and, unfortunately, do not receive the same level of attention as credit
risk and market risk. As we explain in Chapter 1, a number of prominent financial institutions
have been shaken by losses in excess of $1 billion each in the past couple of decades. Even
worse, many of these failures resulted in bankruptcies. None of these losses, however, were due
to credit risk or market risk. Rather, they were attributable to operational risk, one of the risks
that has been historically lumped into other risks. The irony is that operational risk, which is at
the core of these high-profile failures, appears to be, at least in part, a byproduct of the recent
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rapid technological innovation, revolutionary advances in information network, financial de-
regulation, and globalization.

The banking system has faced the painful reality that it is not sufficiently prepared to handle
operational risk. Many banks now share the opinion of Roger Ferguson (who served as the vice
chairman of the board of governors of the Federal Reserve System from 2001 to 2006), who said
in 2003, "In an increasingly technologically driven banking system, operational risks have be-
come an even larger share of total risk. Frankly, at some banks, they are probably the dominant
risk."

As a drastic countermeasure, the Basel Committee for Banking Supervision introduced an
amendment to the Basel Capital Accord to support operational risk with regulatory capital and
outlined several measurement approaches in 2001. The implementation of the Basel II Capital
Accord has begun in 2007 for all internationally active banks (with a few exceptions and some

transitional adjustments). « (A. Chernobai et al. (2007), S. XV f.)

Mit Bezug auf die neuen aufsichtsrechtlichen Anforderungen unter Solvency II
fithrt Wim van de Kraats aus:

»Operational risk is as old as the human race and has always been managed, but nevertheless is
considered as a relatively young risk category by many risk professionals. There can be many
reasons for this, but one of the most plausible arguments would be that an internal control
framework combined with a strong audit function has long been considered sufficient.

As financial institutions grew larger and operational failures occurred that had a very large im-
pact, such as the collapse of theBarings Bank due to fraud, regulators stepped in with require-
ments for operational risk management. As absolute assurance cannot be provided on the effec-
tiveness of an internal control framework, holding capital for operational risk seemed a logical
next step. This approach has been difficult to put into practice, however, due to lack of data,
which triggered the need to start collecting loss information, and expert judgement still cannot
be avoided when assessing operational risk.

At the same time, companies started working on frequent selfassessments of operational risks
and controls by the business. In addition, they endeavoured to supplement loss data collection
with root-cause analyses to ensure proper lessons were learned from risk events. Finally, com-
panies monitored developments in operational risk exposure at an early stage through a concise

but meaningful set of key risk indicators. « (in: R. Doff (2014), S. 209 f.)

Zur Bedeutung einer wissenschaftlich soliden Naturgefahrenmodellierung fithren
Patricia Grossi et al. aus:

»Catastrophe modeling is not rooted in one field or discipline. The science of assessing and
managing catastrophe risk originates in the fields of property insurance and the science of natu-
ral hazards. Insurers may well argue that catastrophe modeling’s history lies in the earliest days
of property insurance coverage for fire and lightning. In the 1800’s, residential insurers man-
aged their risk by mapping the structures that they covered. Not having access to Geographic
Information Systems (GIS) software, they used tacks on a wall-hung map to indicate their con-
centration of exposure. This crude technique served insurers well and limited their risk. Wide-
spread usage of mapping ended in the 1960’s when it became too cumbersome and timecon-
suming to execute.

On the other hand, a seismologist or meteorologist may well argue that the origin of catastro-
phe modeling lies in the modern science of understanding the nature and impact of natural haz-
ards. In particular, the common practice of measuring an earthquake’s magnitude and a hurri-
cane’s intensity is one of the key ingredients in catastrophe modeling. A standard set of metrics
for a given hazard must be established so that risks can be assessed and managed. This meas-
urement began in the 1800’s, when the first modern seismograph (measuring earthquake
ground motion) was invented and modern versions of the anemometer (measuring wind speed)
gained widespread usage.
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In the first part of the twentieth century, scientific measures of natural hazards advanced rap-
idly. By the 1970’s, studies theorizing on the source and frequency of events were published.
Significant analyses include the U.S. Water Resources Council publication on flood hazard (US-
WRC, 1967), the Algermissen study on earthquake risk and National Oceanic and Atmospheric
Administration (NOAA) hurricane forecasts. These developments led U.S. researchers to com-
pile hazard and loss studies, estimating the impact of earthquakes, hurricanes, floods, and other
natural disasters. Notable compilations include Brinkmann’s summary of hurricane hazards in
the United States and Steinbrugge’s anthology of losses from earthquakes, volcanoes, and tsu-
namis.

These two separate developments — mapping risk and measuring hazard - came together in a
definitive way in the late 1980’s and early 1990’s, through catastrophe modeling. Computer-based
models for measuring catastrophe loss potential were developed by linking scientific studies of
natural hazards’ measures and historical occurrences with advances in information technology
and geographic information systems (GIS). The models provided estimates of catastrophe losses
by overlaying the properties at risk with the potential natural hazard(s) sources in the geo-
graphic area. With the ability to store and manage vast amounts of spatially referenced informa-
tion, GIS became an ideal environment for conducting easier and more cost-effective hazard and
loss studies.

Around the same time, several new modeling firms developed computer software for analyzing
the implications of natural hazard risk. Three major firms emerged: AIR Worldwide was found-
ed in 1987 in Boston; Risk Management Solutions (RMS) was formed in 1988 at Stanford Uni-

versity; and EQECAT began in San Francisco in 1994 as a subsidiary of EQE International. «
(in: P. Grossi et al. (2005), S. 23 f.)

Der folgende Auszug aus einem in der Schweiz verwendeten Schulbuch zeigt,
dass operationale Risken auch mit Derivaten und deren Bewertung zu tun haben
koénnen:

»Um 1990 gab es nur wenige Nichtfachleute, die Optionen als Finanzinstrument kannten. Das
ist nicht weiter verwunderlich, wenn man bedenkt, dass in den meisten Lindern - unter ande-
rem auch in der Schweiz - der professionelle Handel mit Optionen in grosserem Umfang an ei-
gens dafiir eingerichteten Borsen erst zwischen 1980 und 1990 einsetzte.

Im Jahr 1995 erlangten Optionen schlagartig eine zweifelhafte Berithmtheit. Am Montag, 27.
Februar 1995, sorgte ein 28-jahriger Bankangestellter aus England namens Nick Leeson welt-
weit fiir Schlagzeilen. Er hatte die traditionsreiche angesehene englische Privatbank Barings im
Alleingang in den Bankrott getrieben. Barings hatte allein wegen Leeson innerhalb weniger Wo-
chen einen Verlust von iiber 1 Milliarde Dollar erlitten.

Leeson war fiir Barings an der Borse von Singapur als Hindler tédtig. Ende 1994 verkaufte er un-
ter anderem in grosser Zahl so genannte Put-Optionen auf den japanischen Borsenindex Nikkei.
Mit dem Verkauf dieser Optionen schloss Leeson eine Wette auf die zukiinftige Entwicklung
des Nikkei-Index ab:

Falls der Nikkei-Index in den kommenden Monaten in etwa stabil bleibt oder gar steigt, ge-
winnt Leeson die Wette. Er kann dann die aus dem Verkauf der Optionen eingenommenen
Priamien als Gewinn verbuchen.

Falls der Nikkei-Index dagegen unter eine bestimmte Marke sinkt, verliert Leeson die Wette.
Sein Verlust ist umso grosser, je stirker der Kurs unter die Marke sinkt. Fiir Leeson wiirde da-
bei jedes Prozent, um das der Nikkei-Index unter die Marke sinkt, einen Verlust von rund 100
Millionen Dollar bedeuten!

Ende 1994 stand der Nikkei-Index bei 20000 Punkten. Die fiir Leeson kritische Marke lag bei
18000 Punkten. Mitte Februar 1995 durchbrach der Index diese Marke und sank bis Ende Feb-
ruar auf unter 17000 Punkte. Leeson hatte die Wette verloren, und Barings ging Bankrott.

Leesons Motiv fiir sein risikoreiches Handeln war das Streben nach Anerkennung. Er wollte ein
Star werden. Leeson stammte aus der englischen Unterschicht und hatte keine hohere Schule
besucht. Er arbeitete sich bei Barings hoch. Er schame den Sprung vom Back Office an die

SPEZIELLE THEMEN DES RISIKOMANAGEMENTS 6



EINFUHRUNG

Front. Zum Desaster kam es nicht, weil Leeson mit Optionen spekulierte - das war Teil seines
Jobs. Zum Desaster kam es, weil es bei Barings keine Stelle gab, welche die Hohe der Einsitze
der Hindler kontrollierte und limitierte und weil die eingegangenen Risiken nicht durch
Gegengeschifte mindestens teilweise abgesichert wurden. « (M. Adelmeyer (2000), S. 3)

Ich hoffe, dass diese wenigen Anmerkungen Ihr Interesse an der Materie geweckt
haben.

Literatur:
e M. Adelmeyer (2000): Call & Put. Einfiihrung in Optionen aus wirtschaftli-
cher und mathematischer Sicht. Orell Fiissli, Ziirich.

e M. Auer (2008): Operationelles Risikomanagement bei Finanzinstituten. Risi-
ken identifizieren, analysieren und steuern. Wiley VCH, Weinheim.

e A.S. Chernobai, S.T. Rachev und F.J. Fabozzi (2007): Operational Risk. A
Guide to Basel II Capital Requirements, Models, and Analysis. Wiley, N.Y.

e R. Doff (Ed.) (2014): The Solvency II Handbook. Practical Approaches to Im-
plementation. RISK Books, London.

e P. Grossi und H. Kunreuther (2005): Catastrophe Modeling: A New Approach
to Managing Risk. Springer, Boston.
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|. EXTREMWERTVERTEILUNGEN

. EXTREMWERTVERTEILUNGEN

Motivation fiir die Beschiftigung mit Extremwertverteilungen:

e Substantielle Verluste im Versicherungsbereich z.B. auf Grund von Naturereig-
nissen (Stiirme, Uberschwemmungen, Erdbeben, ...)

e Substantielle Verluste im Bankbereich z.B. auf Grund wirtschaftlicher und
politischer Krisen

e Substantielle Verluste in beiden Bereichen z.B. auf Grund von persénlichem
Fehlverhalten (Fehleinschitzungen des Managements, Betrug, ...) oder externen
Ereignissen (IT-Ausfall, Sabotage, Brand, Ungliicksfille, ...)

e Statistische Verteilungen daraus resultierender Verluste unterscheiden sich
deutlich von der Verteilung ,normaler” Verluste.

o Extremwertverteilungen lassen sich mathematisch ,begriinden“ (dhnlich der
Normalverteilung durch den Zentralen Grenzwertsatz).

o Extremwertverteilungen spielen eine zentrale Rolle z.B. bei der Bewertung
Operationaler Risken unter Basel III und Solvency II.

e Extremwertverteilungen und die damit verwandten verallgemeinerten Pareto-
Verteilungen bilden die Grundlage der Modellierung von Schiden in der
Riickversicherung.

Numerische Studie zur Motivation:

10.000-fache Wiederholung eines Experiments mit jeweils 50 stochastisch unab-

2
hingigen LN [—%,02 -lognormalverteilten Risiken, d.h. zu Grunde liegen

X.,1=1---,10.000, j=1,---,50 fiir 0 >0. Dies impliziert fiir die Erwartungs-

l'j}

werte E(XU) =1 und fiir die Varianzen Var(Xij) = exp(az)— 1.

50
Wir betrachten die Risiken S, :=) X, und M, := max {XU} sowie ihre empiri-
=1

1<j<50
schen Standardisierungen S und M, so dass E(Sf):E(Mi*):O und

Var(S;‘) = Var(Mf) =1 gilt. Die folgenden Graphiken zeigen fiir beide Standardi-

sierungen empirische Histogramme mit verschiedenen Werten von o.
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Cunnti-Cuantil Plot des Maximalrisikos
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Diese Graphiken zeigen wegen der offensichtlichen Linearitit im linken und der
Nichtlinearitdt im rechten Bild auBerdem, dass die Verteilungen des Summen-
und des Maximalrisikos nicht aus derselben Lage-Skalen-Familie stammen kénnen.

Uberlegungen zur Herleitung von Extremwertverteilungen:

Sind X,,---,X, stochastisch unabhingige Zufallsvariablen (Risiken) und bezeich-
net X, =max(X,,,X,) fir n€eN, so gilt:

=F"(x), x€R,

P(X,, <x)= P[ﬁl{Xk <x}

k=

wobei F die Verteilungsfunktion der X, bezeichne. Mit noch geeignet zu be-
stimmenden Konstantenfolgen {a,} (mit a,>0) und {b,} kann man nun ver-

suchen, dhnlich zum Zentralen Grenzwertsatz einen Grenzwert fiir die normali-

. . X, —b S . . .
sierten Maxima Z =—"—" zu finden. Wir zeigen hier exemplarisch am Bei-
a

spiel der Exponentialverteilung £(\) mit A\ >0, dass dies in gewissen Fillen
funktioniert.
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Wir wihlen a, :i und b, = InTn Dann folgt fiir x e R

X -
P(z, <x):P[ il <x|=P(X,,<ax+b,)=F"(ax+b,)
an
)
_ x+1Inn —|1—exp|-r- x+Inn
A A

—X

_ (1 - exp(—(x +1nn)" )) = {[1 -2 ] ] — exp(—exp(—x))

n

fiir n — oco. Die zugehdrige Grenzverteilung heil3t Gumbelverteilung oder doppelte

Exponentialverteilung.

Nach einem klassischen Satz von Fisher und Tippett gilt allgemein, dass im
Falle der Konvergenz die (nicht-degenerierten) Grenzverteilungsfunktionen bis
auf positiv-lineare Transformationen (Lage-Skalen-Familien) von genau einem
der drei folgenden Typen sind:

0, x<0
Fréchet-Klasse : @, (x) = { . (a>0)
exp {—x }, x>0
—(—x) <0
Weibull Klasse: W _(x)=1 © o) xs (a>0)
1, x>0

Gumbel-Klasse :  A(x) = exp {—e" }, xeR.

Man kann die drei Klassen von Verteilungsfunktionen auch durch eine einzige
Verteilungsfunktionsklasse (mit nur einem Parameter) charakterisieren, und zwar
folgendermallen:

G (x)=exp(—(1+£)), 1+&x>0 ((€R),
wobei der Sonderfall ¢ =0 als Grenzfall aufzufassen ist.

e Fiir £ >0 ergibt sich die Fréchet-Klasse,
e filir £ <0 die Weibull-Klasse (in beiden Fillen mit a =1/ |§|)
e und fiir £ =0 die Gumbel-Klasse.

Der Parameter ¢ € R wird hier auch als extremaler Index bezeichnet.
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3 A 1 3
Dichten der Standard-Grenzverteilungen in £ -Parametrisierung

Bemerkung: Es ist nicht immer gewshrleistet, dass man geeignete Folgen {a,}

(mit a,>0) und {b,} finden kann, so dass anu eine (nicht-
a

degenerierte) Grenzverteilung besitzt. Eine exakte Charakterisierung solcher Fal-
le ist mathematisch kompliziert und kann hier nicht genauer dargestellt werden.

Man kann aber folgendes sagen:

Bezeichnet x,,, :=sup{x € R|F(x) <1} und 8, := F ' [1 1
n

, n € N (mit der Quan-

tilfunktion F'), so gilt:

. . X.,—b .. .
a) Die Grenzverteilung von Z = —""—2" liegt in der Gumbel-Klasse genau dann,
a

n

wenn eine Funktion g existiert mit der Eigenschaft

ml—F(t+xg(t))

=¢ * furalle xeR.
X gup 1-F(t)

Eine mogliche Wahl von g ist g(t) = f 1171; ((':))

t

du fir t <x,,. Als Normali-

sierungskonstanten kénnen a, = g(8,), b, = 8, fiir n€ N gewihlt werden.
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. . X —b, 1. . ,
b) Die Grenzverteilung von Z = —""—" liegt in der Fréchet-Klasse genau dann,
a

n

wenn x,, = oo ist und

1-F(t-
1mM =x“ firalle x>0
tio 1 — F(t)

gilt. Als Normalisierungskonstanten kénnen a, =3, b, =0 fiir ne N ge-
wihlt werden.

. . X,.,—b .. . .
c) Die Grenzverteilung von Z =—""—" liegt in der Weibull-Klasse genau dann,
a

n

wenn x,, <oo istund

x-h)

) l—F(x
lim
h)

hi0 1—F(x

sup

=x" furalle x>0

sup

n

gilt. Als Normalisierungskonstanten kénnen a, =x,, —0,, b, =x,, flr

n e N gewidhlt werden.

Beispiele:
Fiir die Exponentialverteilung £(\) mit A > 0 haben wir schon direkt gezeigt, dass

. . X..—b . .
die Grenzverteilung von Z = —*"—2" in der Gumbel-Klasse liegt.
a

n

Hier ist x,,, =oo und (3, =F"' [1—l
n

_Inn

=——, mit

00

8©) = [22E g [exp(-Au—0)du = [[exp(~Av)dv :% fiir ¢ < oo,

1-F(t)

t

Dies bestitigt den in der Herleitung gewéhlten Ansatz.
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Die Pareto-Verteilung Pa(a) mit > 0 besitzt die Verteilungsfunktion

F(x)=1- fiir x > 0.

1
(1 + x)a

Hier ist Xgyp = 0O und 3, =F' [1 _l] — Vo _1.

n
.
1—F(t- o o
Es gilt limM = IimM = limM =x *, d.h. die Grenzverteilung
tie 1—F(t) tioo 1 tdoo (14 tx)"
(1+1)"

Xpw—b, . . , - )
von Z, =——2" liegt in der Fréchet-Klasse. Als Normalisierungskonstanten kon-

n

nen a, =(,, b, =0 fiir ne N gewihlt werden.

Bemerkung:

Mit a, =3, b, =0 fiir n € N erhdlt man auch direkt

P(Zn SX) —p Xom _bn <x|= P(Xn:n Sanx) — Fn(ﬁnX)
an
1 1 1 1Y
=1-—| =/l -] =|1—= —x).
(1+ﬁnx)a [ (nl/ax)o [ n xa] —>exp( X )

Die stetige Gleicherteilung U[a,b] mit a < b < co besitzt die Verteilungsfunktion

F(x):z_a

fir a<x <b.

l—lJ_a+(b—a)-n_1.
n n

Hier ist x,,, =b<oo und g, =F "

o 1-Flx,—xch) o xp
Es gilt llggl 1—F(x:]p—h) :1%{51 ;

=x mit a=1, d.h. die Grenzverteilung

X.,.—b .. . . -
von Z =-—""—" liegt in der Weibull-Klasse. Als Normalisierungskonstanten
a

n
b—a
n

koénnen a, =b— [, = , b, =b fiir ne N gewihlt werden.
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Bemerkungen:

o st die ursprlingliche Verteilung bereits aus der Fréchet-/ Weibull-/ Gumbel-Klasse, so

X —b
auch die (dann stets existierende) Grenzverteilung von Z = —=——=. Man nennt
a

n

diese Verteilungsklassen daher auch max-stabil.

e Fur diskrete Verteilungen Uber Teilmengen von Z existiert flr keine Wah/ normalisie-

X —b
render Konstanten fur Z = ——* eine nicht-degenerierte Grenzverteilung.
a

n

1

e Das theoretische Quantil 3, := F ! [1 ——|, n €N entspricht in gewisser Weise dem
n

empirischen Quantil X (— Q-Q Plot).

Weitere Beispiele:

Die Grenzverteilung der normalisierten Maxima von Risiken mit einer Standard-
Normalverteilung N(0,1) liegt in der Gumbel-Klasse, mit

1 1 In(Inn)+In(47) ..
a = und b =~2lnn—=- fiir n> 2.
" 2lnn " 2 N2lnn o

Dichtevon X, fir n=1.000 [rot]

und passend skalierte Dichte der
02 Gumbelverteilung [blau].
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Die Grenzverteilung der normalisierten Maxima von Risiken mit einer Standard-
Lognormalverteilung LN (0,1) liegt ebenfalls in der Gumbel-Klasse, mit den Konstan-

ten @, =a,-exp(h,) und b, =exp(b,) fiir n>2 mit a,,b, wie zuvor.

00351

o0z

0021

00154

Dichte von X  fir n=10.000

[rot] und passend skalierte Dichte
der Gumbelverteilung [blau]. Dies
bestatigt die numerische Studie vom
Anfang des Kapitels.

0014

00051
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Il. ORDNUNGSSTATISTIKEN

II. ORDNUNGSSTATISTIKEN

Motivation fiir die Beschiftigung mit Ordnungsstatistiken:

¢ Ordnungsstatistiken bilden die natiirliche Verallgemeinerung von Extremwerten
wie Maxima und Minima von Zufallsvariablen (Risiken).

¢ Ordnungsstatistiken bilden die Grundlage der Quantil-Quantil-Plots fiir Daten
aus Lage-Skalen-Familien.

¢ Ordnungsstatistiken bilden die Grundlage vieler statistischer Schitzverfahren
fiir Extremwertverteilungen bzw. ihrer Parameter (insbesondere des extremalen

Index ¢ bzw. des Parameters o = 1 im Fall der Fréchet- und der Weibull-Klasse).

¢

e Ordnungsstatistiken bilden die natiirliche Grundlage fiir die statistische
Schitzung des Risikomalles Value at Risk auf der Basis von Monte-Carlo-
Simulationen.

Empirische Verteilungsfunktion:

Sind X,,---,X, (n€N) unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen (Ri-
siken) mit der (theoretischen) Verteilungsfunktion F, so ist die empirische Ver-
teilungsfunktion F, definiert durch

F(x):= lzn:]l(w,x] (X,) fiir alle x € R.
N k=1

Hierbei ist die Indikatorfunktion 1, eines Ereignisses A gegeben durch

1, xe€A

L= {O x ¢ A.

Interpretation:

Die empirische Verteilungsfunktion F, ist die Verteilungsfunktion einer (zufilligen)
diskreten Gleichverteilung auf den , Punkten” X,,---, X, .

n

Satz von Glivenko-Cantelli (Zentralsatz der Statistik):

Die empirische Verteilungsfunktion F, konvergiert gleichmiRig gegen die

»~wahre“ Verteilungsfunktion F fiir n — oo, d.h. es gilt

lim sup

n—00 R

£ (x)— F(x)| =0.
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Bemerkung:
Die schwachere (punktweise) Aussage lim‘ ﬁn (x)—F(x) ‘ =0 firalle x € R ist eine di-

rekte Konsequenz des Gesetzes der groBen Zahlen (GGZ), angewendet auf die Folge

B(l,F(x)) -binomialverteilter Zufallsvariablen Y, (x) := ) PR (Xn) firneN, xeR.

Ordnungsstatistiken:

Sind X,,---,X, (neN) unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen (Risi-
ken) mit der (theoretischen) Verteilungsfunktion F, so ist die k-te Ordnungsstatistik
X, . als ein Quantil der empirischen Verteilungsfunktion F, definiert durch

X, =F" [E] fir k=1,---,n.
n

Interpretation:

Die k-te Ordnungsstatistik entspricht dem k-groten Wert unter den X,,---,X

n?

d.h. es gilt min{Xl,---,Xn}: X, <X, <..<X,. = max{Xl,---,Xn}.

Falls die zu Grunde liegende Verteilung diskrete Anteile besitzt, konnen hierbei
sogenannte Bindungen (d.h. gleiche Werte) mit positiver Wahrscheinlichkeit auf-
treten. Im Fall stetiger Verteilungen geschieht dies nur mit Wahrscheinlichkeit
Null.

Hieraus ergibt sich im stetigen Fall eine alternative Darstellung der empirischen
Verteilungsfunktion zu

0 wenn x <X,

~ k
F(x)=4{— wenn X, <x<X
n

1 wenn x>X .

fir ke{l,---,n—-1} fir k=1-,n

k+1:n

Statistische Eigenschaften von Ordnungsstatistiken:

Fiir die Verteilungsfunktion einer Ordnungsstatistik gilt:

F (x)=P(X,, <x)= Zn;[?]Fi(x)[l RG] fiir x€R, k=1,
Beweisskizze:
P(X,, <x)= P[ A % <x|=P %s E,(x)|= P[iilei(x) >k
_y [’? = Fe
-t
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Fiir die Verteilungsdichte einer Ordnungsstatistik gilt, sofern F die Dichte f besitzt

&M@y:——lﬁg——f“%mpfpuw*

fir xeR,k=1,---,n,
B(k,n—k+1)

mit der Beta-Funktion B(a,b) = w fir a,b> 0.

Im Falle der Ganzzahligkeit gilt hier einfacher

(a—D!I(b-1)! 1 1
B ,b - = = .
@b === a+b—1 a+b_1
b- a
a—1 b-1
Beweisskizze:

fa, ()=~ F ()—Z

i=k

?J%{Fi(x)[l - F(x)]"_i}
= f(x)Z[r,l] {ipi—l (x)[l - F(x)]nfi —(n— i)Fi(x)[l B F(x)]n—i—l}

= f(X){ i F '(x)[1-F(x)]" =i Z ]Fi(x)[l_F(x)]n—l—i}
=n Z f (x)Fk o)1 — Fo™ f (x)

k-1 n—k

Ordnungsstatistiken bei speziellen Verteilungen:

Sind die Zufallsvariablen (Risiken) unabhingig und tiber [0,1] stetig gleich-
verteilt, so ist X, B(k,n—k-+1) Beta-verteilt mit der Dichte

KA =x) L
G Y ET T3)
Foo )= B kg T O

Sind die Zufallsvariablen (Risiken) unabhingig £(\)-exponentialverteilt mit

A>0, dann sind die Zuwichse (sukzessive Differenzen) X, ,X, —X,.,
X,,—X,..,,X,, —X, ,, ebenfalls unabhingig und exponentialverteilt, wobei

X, — X, ., einer &((n—k+1)A)-Verteilung fir k=1,---,n folgt. Dies impli-
ziert u.a. fiir grofle Werte von n:

E(X,,) = 12 var(x,, )= Ly L T

NS PR ) O
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Satz von Smirnov:

Haben unter den Bedingungen des Satzes von Fisher-Tippett die normalisierten Maxima

X

—b
Z =—"—-=" eine Grenzverteilung in der Fréchet-/Weibull-/Gumbel-Klasse mit der
a

n

Grenzverteilungsfunktion G, so haben die normalisierten Ordnungsstatistiken

-b
Z n= Tnkn n fiir festes k € Z' ebenfalls eine Grenzverteilung, mit der Grenzver-
a

n

teilungsfunktion ( — Poisson-Verteilung)

n . i k-1 ’
limP(Z, ,, <x)=lim ) [?]F’ (a,x+b,)[1-F(a,x+b,) " = G(x)Zﬂ, xeR.
n—oo Tk j=0 J:

Literatur zur Vertiefung:

e Embrechts, P., Kliippelberg, C. und Mikosch, T. (1997): Modelling Extremal

Events for Insurance and Finance. Springer, Berlin. [Kapitel 4, Unterabschnit-
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e David, H. A. und Nagaraja, H. M. (2003): Order Statistics. Wiley, N.Y. (3.
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ll. DER POT-ANSATZ UND VERALLGEMEINERTE PARETO-VERTEILUNGEN

lll. DER POT-ANSATZ UND VERALLGE-
MEINERTE PARETO-VERTEILUNGEN

Motivation:

e Riickversicherungen erhalten in der Regel von ihren Kunden nur Meldungen
von Schidden oberhalb eines definierten Selbstbehalts (=Threshold). Die asym-
ptotische Verteilung solcher Schiden (bei wachsendem Threshold) unterscheidet
sich jedoch von einer klassischen Extremwertverteilung, 14sst sich aber damit dar-
stellen.

¢ Die hier betrachteten Ansitze korrespondieren in gewisser Weise mit dem Risi-
komal3 Expected Shortfall.

e Es gibt einen natiirlichen Zusammenhang zwischen dem extremalen Index in
der klassischen Extremwertstatistik und den Parametern der hier auftretenden
Grenzverteilungen (verallgemeinerte Pareto-Verteilungen).

Der Peaks-over-Threshold-Ansatz (POT-Ansatz)

X4

Verlusthéhe

Uy

—

Zeitverlauf
Modifiziert nach Auer, S. 180, Abb. 6.9

Der Ausgangspunkt ist hier die Betrachtung von Uberschreitungen von unabhingi-
gen, identisch verteilten Risiken X,,---,X, {ber ein festgelegtes Verlustniveau T
(Threshold).

Dies impliziert zwei Aspekte:

o die (zufillige) Anzahl N, von Uberschreitungen

o die (bedingte) Verteilung des Exzesses iiber T.
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Die Verteilung von N, =Y 1, ,(X,) ist bei festem n eine B(n,p,)-Verteilung
k=1

mit dem Parameter p, = P(X, >T)=1—F(T).

Die (bedingte) Verteilungsfunktion des Exzesses {iber T ist gegeben durch

Fax+D-FT) g 0.

E(x)=P(X,-T<x|X,>T)= 1_FD)

Beispiele:

Sind die Risiken X,,---,X, &(\)-exponentialverteilt mit Parameter A >0, so ist
py=1-F(T)=e"

und die Exzess-Verteilungsfunktion gegeben durch

F(x+T)—F(T) e —e?*D

1—F D) — =1—e™ fiir x>0,
- e

E.(x)=

d.h. der Exzess ist genauso verteilt wie jedes einzelne Risiko (— Geddchtnislosigkeit
der Exponentialverteilung).

Sind die Risiken X,,---,X, stetig liber [a,b] gleichverteilt mit a <b < oo, so ist

b—T

fira<T<b
b—a

p, =1-F(T)=

und die Exzess-Verteilungsfunktion gegeben durch

x+T—a T-—a
_Fx+T)-F(T)  b—gq b-a X _
F.(x)= 1_FD) = l_T—a i fir 0<x<b-T,
b—a

d.h. der Exzess ist ebenfalls stetig gleichverteilt, jedoch iiber dem kleineren In-
tervall [0,b—T].
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Sind die Risiken X,,---,X, Pa(a)-Pareto-verteilt mit o> 0, so ist

1

pr =1-F()= asT)y

und die Exzess-Verteilungsfunktion gegeben durch

1 1
! 1-F(T) 1 x | ’
1+ T)" [+1+T

d.h. der Exzess ist ebenfalls Pareto-verteilt, jedoch mit einer Skalendnderung.

Verallgemeinerte Pareto-Verteilungen:

Eine verallgemeinerte Pareto-Verteilung mit den Parametern {€R und >0 ist

gegeben durch ihre Verteilungsfunktion

-1/¢

G, ,(x) =1—[1+%x , x e D(, 1),

, . : _[[0,00)  fiire>0
mit dem Definitionsbereich D(¢,3) = {[0,—[3 /el fire<o.

Der Grenzfall ¢ =0 entspricht der 5[% -Exponentialverteilung.

08 Dichten der verallgemeinerten Pareto-

Verteilungen in £ -Parametrisierung

(far 6 =1)

06

04

02
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Fiir die (bedingte) Verteilungsfunktion des Exzesses einer verallgemeinerten Pareto-
Verteilung gilt im Fall 3 +¢T>0:

G, (x+T) =G, (T) _

EO="0 M

¢ 1/
1—[1+ﬁ+£TxJ =Gy, ()

fir xeD(,B+£T), d.h. der Exzess besitzt ebenfalls eine verallgemeinerte

Pareto-Verteilung, mit der Verteilungsfunktion G, ,, ;.

POT-Grenzwertsatz:

Genau dann, wenn unter den Bedingungen des Satzes von Fisher-Tippett die norma-

X —b
lisierten Maxima Z = —*—— eine nicht-degenerierte Grenzverteilung mit der Ver-
a

n

teilungsfunktion Gé in der ¢ -Parametrisierung besitzen, gilt

lim  sup |FT (x)— Gé’ﬂ(r)(x)| =0

~Xsup 0<x<xgp—T

mit einer geeigneten positiven Funktion (3(T), die im Allgemeinen vom Treshold T
abhéangt.

Bemerkung:

X —b
Liegt die Grenzverteilung der normalisierten Maxima Z, = —="—" in der Gumbel-
a

n
Xsup

Klasse, kann 3(T) = fi_—;‘é;;du gewahlt werden.

T

Folgerung:

Bei einem geniigend groflen Threshold T kann die Verteilungsfunktion der Risiken
im Tail approximiert werden durch

1—F(x+T)=(1-F(T))-(1-F,(x))
~(1-F(T))-(1- Gwm(x)) =p.- (1 - Gg_ﬂ(r)(x))

fir 0 <x <x,, —T. Fiir praktische Anwendungen sind die Parameter p,, { und

B(T) geeignet aus den Daten zu schitzen.
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Beispiele:
Sind die Risiken X,,---,X, &()\)-exponentialverteilt mit Parameter A\ > 0, so ist

Xgyp = 0O und FT(X) =1-e™ fiir x> 0,

so dass mit £ =0 und A(T) = % = L[i:lf((;; du folgt:

F.(x) =G, ,,(x) fiir x>0, also ;im sup |FT (x)— Gsyﬂ(T)(x)| =0.

T x>0

Sind die Risiken X,,---,X, stetig iiber [a,b] gleichverteilt mit a <b < oo, so gilt
fira<T<b:

x,, = b und FT(x):ﬁ fir 0<x<b-—T,

sodass mit {=—1<0 und 3(T)=b-T folgt:

E(x) =G ,(x) fiir 0<x<b—T, also lim sup |F,(x)— G, (x)|=0.

T=b gox<h-T

b
. 1—F(u) b—T
Achtung: Hier gilt du = =0B(T)=b—-T.
‘T[ 1—F(T) 2

Sind die Risiken X,,---,X, Pa(a)-Pareto-verteilt mit >0, so gilt fiir a<T <b:

1 ..
Xy =00 und F(x)=1-———— flir x>0,
x
1+
[ 1+T

14T

so dass mit £ = 1 >0 und B(T)= folgt:
o

F(x) =G,y (%) filir x>0, also lim sup |F.(x) =G, ) (x)| = 0.
x>0 }

Achtung: Hier gilt fiir a>1: f 1= F(w) du = 1T

T

1t
1-F(T) a—liﬁ(T)_ a
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Mean-Excess Funktion:

Hierunter versteht man den (bedingten) Erwartungswert des Exzesses (— Expected
Shortfall). Sind die Risiken wie X verteilt, gilt

e(T):=E(X-T|X>T), TER.
Bei verallgemeinerten Pareto-Verteilungen mit Verteilungsfunktion G, , gilt im

Fall ¢<1 und S+€T>0:

B+ET
1-¢
schaft kann fiir statistische Zwecke ausgenutzt werden.

e(T) =

, d.h. die Mean-Excess Funktion ist in T linear. Auch diese Eigen-

Beweisskizze:
Der Exzess hat die Verteilungsfunktion G, ., also gilt mit c¢= 3 und
T B+ET
00, £20
b:=1 1 die Herleitung
——, £<0
4
b b . (1+ex) ™ 1 B+¢T
eT)= [(1-Gp () dr = [(14ex) " dx = 0o _ = :
| ° e
c|1—= c-|1—=
§ §

Eine andere Darstellung fiir die Mean-Excess Funktion ist

E(X)— E(min{X,T})

e(T)=E(X-T|X>T)= T_FT)

, TeR.

Dies ist fiir eine Berechnung von Vorteil, weil fiir viele Verteilungen Formeln fiir
E(min {X,T}) in der Literatur vorhanden sind, z.B. in Klugman et al. (2012), Ap-

pendix A. Siehe auch Klugman et al. (2012), S. 462 unten.

Stammen die Risiken nicht aus einer verallgemeinerten Pareto-Verteilung, kann
sich ein vollstindig anderes Bild ergeben.

Beispiel: N (,u,az)-Verteilung (mit ® = Verteilungsfunktion der Standard-
Normalverteilung):

. _ E(X)—E(min{X,T}) o
e l_q)[T—u]
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I n=1

Graph von e(T; u,1) fur p=1,2,3,4 Graph von e(T;0,0) fur 0 =1,2,3,4

Hier strebt die Mean-Excess Funktion e(T;u,0)=E(X—T|X>T) fir T — oo
immer gegen Null. Genauer gilt: ;im e(T;u,0)-T = o*, unabhingig von u € R, al-
2

so e(T;p,0)=E(X—T|X>T) z% fiir groRe T.

Beispiel: LN (u,az)-Verteilung (mit ® = Verteilungsfunktion der Standard-

Normalverteilung):
1-% lnT—u—aZ]
E(X)— E(miniX,T 2
e(T; u,0) = )~ K { }):exp M+J— 7 —T,T>0.
1—-F(T) 2 InT—u]
1-d|——+—
o
n=1 o=1
1
IIZZ g
775
113 234
Graphvon e(T;u,1) fur pei—,—,—,1t Graphvon e(T;0,0) fir c €{—,—,—,1
ph von e(T; 1,1 u{424} phvon e(T;0,0) 0{555}

SPEZIELLE THEMEN DES RISIKOMANAGEMENTS 30




ll. DER POT-ANSATZ UND VERALLGEMEINERTE PARETO-VERTEILUNGEN

Die Mean-Excess Funktion e(T;u,0) = E (X —T|X > T) ist hier auch asymptotisch

In(T) =o’, unabhingig von p€R,

nicht linear, es gilt vielmehr ;im e(T; u,0)-

o’T
also e(T;u,0) =E(X-T|X>T)~ fiir grolRe T.
e(T;p,0) = E(X —T]| ) ny e
Graph von e(T;—1,0)- IH;T) Graph von e(T;1,0)- ln;T)
fur o], S i,1
10°10°10

Konkretes Anwendungsbeispiel: Moscadelli-Studie fiir die von der Risk Manage-
ment Group (RMG) erhobenen Daten des Baseler Komitees, Operational Risk
Loss Data Collection Exercise (LDCE) aus dem Jahr 2002:

TABLE8.3 Estimates of the threshold value, GPD parameters, goodness-of-fit statistic values, and value-at-risk measures in the
Moscadelli study with 2002 LDCE data

BL1 BL2 BL3 BL4 BLS BL6 BL7 BLS

1. Sample Size and Threshold

" 423 5,132 28,882 3,414 1,852 1,490 1,109 3,267
N, 42 512 1,000 315 187 158 107 326

u (euro "000) 400.28 193.00 247.00 270.00 110.00 201.66 235.00 149.51

2. GPD Parameter Estimates (p; equals u)
3 1.19 1.17 1.01 1.39 1.23 1.22 .85 0.98
B (euro "000) 774 254 233 412 107 243 314 124
3. Goodness-of-Fit Statistics
KS test 0.099 0,027 0.020 0.058 0.028 0.064 0,060 0.033
AD rest 0.486 0.508 0.675 1.541 0.247 0.892 0.217 0.291
4. Value-at-Risk

95%VaR (euro "000) 1,222 463 176 668 230 501 511 272
99%VaR (euro "000) 9,743 3,178 826 6,479 1,518 3,553 2,402 1,229
99.9%VaR (euro "000) 154,523 47,341 8,356 159,671 25412 58,930 17,825 11,539

Source: Moscadelli (2004, pp. 37, 40, and 49), with modifications.

Quelle: Chernobai et al. (2007), S. 174.
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IV. SCHATZVERFAHREN FUR EXTREMWERT-
VERTEILUNGEN, HILL-PLOTS

Fiir viele Anwendungen hat es sich als niitzlich herausgestellt, GroBrisiken (z.B.
Naturgefahren, Operationale Risiken) durch Extremwertverteilungen zu model-
lieren. Sind ausreichend viele Daten vorhanden, kann z.B. ein Quantil-Quantil
Plot verwendet werden, um (ggf. nach einer geeigneten Transformation)

e die Annahme einer Extremwertverteilung zu validieren und

o zugehorige Lage- und Skalenparameter (bzw. Skalen- und Formparameter) zu
schitzen.

Beispiel:
Ist ein Risiko X Fréchet-verteilt, so ist das Risiko Y =1n(X) Gumbel-verteilt. Hat
die Verteilung von Y den Lageparameter ;1€ R und den Skalenparameter o >0, d.h.
gilt

xX—p

F,(x;p,0) = exp|—exp fir x e R,

so besitzt X die Verteilungsfunktion

1
_(e*#x) o

F (x;p,0) = P(X <x)=P(Y <Inx) = exp =exp

lnqu
g

—exp

fir x > 0. Die resultierende Fréchet-Verteilung besitzt also den Skalenparameter

b=e" und den Formparameter o = % = l Zugleich ist ¢ =0 der zugehorige ext-
g

remale Index.

Konkretes Beispiel: VGV-Sturmportfolio Deutschland (1975 - 2001, GDV)

Eine Anpassung der mit dem Bestand und dem Baukostenindex bereinigten und
logarithmierten jihrlichen Schadenaufwendungen (in Mio. €) an eine Gumbel-
Verteilung ergibt folgenden Q-Q- Plot:

Q-0 Plot fiir VGVY-Schiden

y = 0.5581x + 6.0388 /

Leg Shiaden

-15 -1 -0.5 o 0.5 1 15 2 25 3 i5 4 45
theoretische Quantile (Gumbel)
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Als Parameterschitzer ergeben sich hieraus:

Extremaler Index: é =5=0,5581

Skalenparameter: b= exp(—j) = 420,168

Formparameter: &=-=1,7918

Q| =

Damit besitzt die Risikoverteilung einen endlichen Erwartungswert, aber keine
endliche Varianz. Der geschitzte 200-Jahres-Schaden (Value at Risk zum Risiko-
niveau 0,5%, Solvency II-Standard) berechnet sich hieraus zu 8,057 Mrd. €.

0.000257

0.0002
f(x;a,b)
0.00015

0.00014

5e-057

Graph der geschéatzten Verteilungsdichte
monetéare Einheit: Mio. €

0 1000 2000 3000

4000 5000

Mean Excess Funktion

1100

1000
y=12057x+ 152 6 >
400

500 _ 2
] -
-
- L
500

400 T T T T T T T T T
250 300 350 400 450 500 550 BOO GBS0 70O 750
Schaden (sartiert)

MEL

Schéatzung des extremalen
Index mit der Mean-Excess
Funktion

1,2057
2,2057

I
I

=0,5466
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Allgemeine Vorgehensweise:

e Sortieren der Daten — Ordnungsstatistiken X, ,---,X

n:n

e Mittelwertbildung ¢, = [Lk Z Xim] -X,, firk=1---,n-1
n—R 5

e k so festlegen, dass die Paare (X mr® j) fiir k < j <n ndherungsweise einen li-

nearen Zusammenhang ergeben

o Ausgleichsgerade mit Steigung a und Achsenabschnitt b ermitteln

e Schitzwerte £ = ¢ und B= b~(1—§) bestimmen.
a+1

Begriindung:

Ist die Grenzverteilung des Exzesses eine verallgemeinerte Pareto-Verteilung mit
& <1, so gilt fir gentigend groBe k und n:

G —[ni Zk: Xim]—ka mE(X—T|X>T):e(T):MzaT+b far
i=k+1

T ~ Xj:n. Ein Koeffizientenvergleich fuhrt zu ~ b und damit zu den

angegebenen Schatzgleichungen.

Bemerkung:

Schitzung des Value at Risk mit der Mean Excess Funktion:

n—k:n

VaR_(X)=X +%

Im GDV-Beispiel ergeben sich die (deutlich zu kleinen) Schitzwerte (in Mrd. €):

k 12 13 14 15 16 17 MW

VaRy 00s(X) | 2,145 | 2,219 | 2,292 | 2,337 | 2,381 | 2,419 | | 2,299
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Schitzung des extremalen Index ¢ mit dem Hill-Plot:

Ein sehr populdrer Schitzer fiir ¢ ist der Hill-Schdtzer (genauer gesagt handelt es

sich um eine Klasse von Schitzern), der nur von den k gréfiten Beobachtungen
(Ordnungsstatistiken) abhidngt und folgendermallen definiert ist:

¢ 1 : Xn—i+l:n 1 :
gk,n :Hk,n :EZIH X— = Ezlln(X,HHm) —ln(ank:n), kE{l,"‘,n}.

n—k:n

Leider schwankt auch der Hill-Schitzer mit variierendem k teilweise sehr be-
trachtlich; es gibt daher sowohl heuristische als auch theoretisch fundierte Emp-
fehlungen, wie k sinnvollerweise zu wihlen ist (vgl. Reiss und Thomas (2007), S.
137).

Schitzung des extremalen Index ¢ mit dem Hill-Plot fiir die VGV-Daten:

Hill-Flot . o
Eine Stabilisierung des

Plots liegt augenscheinlich

' / fir ke{7,8,---,22} vor, mit

= ’\ ~ A Werten zwischen 0,662 und
& \/ N 0,795; in rot: Mittelwert aller
04 H(k,n) = 0,732.

0 2 4 B a m 12 14 168 18 20 22 24 26 28
k

Schitzung des Value at Risk mit dem Hill-Schitzer:

(s
VaRa(X):[—] X
an

n—k:n

Fiir die VGV-Daten ergeben sich hier die (deutlich zu groen) Schitzer (in Mrd.
€):

k 12 13 14 15 16 17 MW

VaR, o, (X) | 11,807 | 10,223 | 11,668 | 12,691 | 14,908 | 11,822 | | 12,186

Zum Vergleich: aus dem Q-Q- Plot ergab sich m) =8,057.
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Beispiel: Didnische Feuerversicherung

]
n
—
o

2

ol

=
I

h
S

|IIII[1III|IIII|I

100

n
g
o

)

=]

LI I (NN N R N S B N R B S S S B B N N B S B N S S B N A R SN S S B S N N R B R R |

1980 1982 1984 1986 1988 1990
Quelle: McNeil et al. (2005), Figure7.4 (a)

- Hill-Plot
1204
100 31.1017.1011.00 568 652 585 B840 453 448 415 388 388 33 321
3
. 801 B
3 ' 3
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= o
401 / 4
2.
20
T
U_ T T ‘JI “I T _| T =
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Threshold K
Quelle: McNeil et al. (2005), Figure 7.4 (b) Modifiziert nach: Embrechts et al. (1997), Figure 6.4.3
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Weitere Beispiele:

9
5x10
al Mean Excess Plot flirex- o | 7
terne operationale Risiken
3 ] 2.54
° . 2 Hill Plot fiir extreme Werte
2 S 1§ o des US Stock Index MSCI
° S
1 B
1.54
0 0.5 1 1.5 2 2.5 S
X 1 Og 20 40 60 S:hresl:;d ("1;0 140 160 180 200

Modifiziert nach: Chernobai et al. (2007), Figure 8.5  Modifiziert nach: Embrechts (2000), S. 195

TABLE8.1 Estimates of the parameters of the GEV distribution and
corresponding goodness-of-fit statistic values in the Cruz study with fraud loss data

1992 1993 1994 1995 1996

1. GEV Parameter Estimates

£ 0.9593 0.9941 1.5658 0.6795 1.0706
B 147,105.40  298,067.91  612,300.60 97,262.00  216,539.66
I 410,279.77 432,211.40 1,101,869.17 215,551.84 445,660.38

2. Goodness-of-Fit Statistics
KStest 0.110 0.090 0.287 0.105 0.156 Cruz Studie aus Verlusten
Vieest  0.112 0.175 0.352 0.150 0.251 durch Betrug (2002)

Source: Cruz (2002, p. 82), with modifications.

TABLEB.2 Sample descriptive statistics and GEV parameter
I I F
estimates in the Cruz study with legal loss data

1. Sample Descriptive Statistics 2. GEV Parameter Estimates
mean 439,725.99 & 0.60

st.deviation 538,403.93 B 305,088.17
skewness 4.42 it 1,085,091.15
kurtosis 23.59

Source: Cruz (2002, p. 84), with modifications.

Quelle: Chernobai et al. (2007), S. 173 (Basis: Hill plots).

SPEZIELLE THEMEN DES RISIKOMANAGEMENTS 39




IV. SCHATZVERFAHREN FUR EXTREMWERTVERTEILUNGEN, HILL-PLOTS

Literatur zur Vertiefung:

Chernobai, A., Rachev, S. T. und Fabozzi, F. J. (2007): Operational Risk. A
Guide to Basel II Capital Requirements, Models, and Analysis. Wiley, N.Y.
[Kapitel 8]

Embrechts, P. (Ed.) (2000): Extremes and Integrated Risk Management. Risk
Books, London.

Embrechts, P., Kliippelberg, C. und Mikosch, T. (1997): Modelling Extremal
Events for Insurance and Finance. Springer, Berlin. [Kapitel 6]

Beirlant, ]J., Goegebeur, Y,. and Teugels, J. (2004): Statistics of Extremes. The-
ory and Applications. Wiley, N.Y. [Kapitel 4, Unterabschnitt 4.2]

McNeil, A., Frey, R. und Embrechts, P. (2015): Quantitative Risk Manage-
ment. Concepts, Techniques, Tools. Revised Edition. Princeton University
Press, Princeton.

Reiss, R. D. und Thomas, M. (2007): Statistical Analysis of Extreme Values
with Applications to Insurance, Finance, Hydrology and Other Fields. Birk-
hiuser, Basel (3. Aufl.). [Kapitel 5, Unterabschnitt 5.1]

SPEZIELLE THEMEN DES RISIKOMANAGEMENTS 40



KAPITEL 5:
GRUNDZUGE GEOPHYSIKALISCHER
NATURGEFAHRENMODELLE



V. GRUNDZUGE GEOPHYSIKALISCHER NATURGEFAHRENMODELLE

V. GRUNDZUGE GEOPHYSIKALISCHER
NATURGEFAHRENMODELLE

Anbieter geophysikalischer Modelle

m EQECAT
|

EQECAT, Inc., ist ein Teil von EQE International,
die wiederum zur ABS Consulting Gruppe gehort.
Gegriindet 1981.

AIR (Applied Insurance Research)
AIR ist eine Tochter der Insurance Services Office,
Inc. (ISO). Gegriindet 1987.

Risk Management Solutions  |[EIEL" RMS (Risk Management Solutions)
RMS ist eine Tochter der DMG Information, die
wiederum Teil der britischen Daily Mail und Gene-
ral Trust, plc. Media Enterprise. Gegriindet 1988
an der Universitdt Stanford.
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Mathematische Grundlagen: Das kollektive Modell der Risikotheorie

Im kollektiven Modell der Risikotheorie werden die folgenden zwei Aspekte be-
trachtet:

o die (zufillige) Schadenfrequenz N, das ist die Anzahl der Schiden, die sich fiir
dasselbe versicherte Risiko in der Versicherungsperiode ereignen

e die positiven Einzelschadenhdhen Y,,---,Y, ,die dabei eintreten.
Der Schaden pro Versicherungsperiode ist damit gegeben durch die zufillige

N
Summe X = ZYk.

k=1

Auch hier wird zunichst wieder davon ausgegangen, dass die Einzelschadenho-
hen identisch (wie Y) verteilt sind und sowohl untereinander als auch von der
Schadenfrequenz stochastisch unabhingig sind.

Die Beschreibung von Risiken iiber Schadenfrequenz und Einzelschadenhohe ist
das charakteristische Merkmal des kollektiven Modells der Risikotheorie. Dieses wird
auch beim Loss Distribution Approach zur Modellierung Operationaler Risiken ver-
wendet.

Fiir die analytische Berechnung der Verteilung von X gibt es mehrere Mdglichkeiten,
von denen wir hier nur eine spezielle besprechen, ndmlich die Panjer-Rekursion fiir
eine Poisson-verteilte Schadenfrequenz (vgl. hierzu auch das Modul Risikomodelle).

Zur Verwendung des Panjer-Algorithmus muss die Einzelschadenhdhenvertei-
lung geeignet diskretisiert werden, z. B. aufgerundet als Vielfache von 1.000 EUR
oder anderen, geeigneten monetiren Einheiten.

Das so diskretisierte (positive!) Risiko wird mit Y, bezeichnet.

Abkiirzend setzen wir noch:
fi =P(Y,=k), g =P(X, =k), k=0,1,2,---.

Die f, geben also die Wahrscheinlichkeiten der diskretisierten Einzelschadenho-
hen wieder, die g, die Wahrscheinlichkeiten des gesuchten (diskretisierten)

N
Summenschadens X, = > Y,,.
k=1

Diese Wahrscheinlichkeiten lassen sich sukzessive folgendermaflen berechnen
(Panjer-Rekursion):

_ A .
8 =¢€ Y 8 :ZZ]'JIj'gk_j» k=12,
1
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Explizit:
8 = e’
g =18

A
& = E(flgl +2f2go)
A
& = E(flgz +Zfzgl +3f3g0)

A
8= Z(flgS +2f2g2 +3fag1 +4f4go>

Eine Besonderheit des Poisson-Frequenzmodells, das insbesondere fiir Natur-
gefahrenmodelle von Bedeutung ist, besteht in der Moglichkeit, auch Schiden
aus gewissen inhomogenen (Teil-)Kollektiven zu aggregieren und ihre Summen-
verteilung explizit zu bestimmen.

Dazu nehmen wir an, dass das Gesamtkollektiv aus K in sich homogenen ist, aber aus
unterschiedlichen Teilkollektiven besteht, wovon jedes fiir sich in folgender Art be-
schrieben werden kann:

e Jedes Teilkollektiv entspricht einem kollektiven Modell der Risikotheorie mit
einer Poisson-verteilten Schadenfrequenz A; >0 und einer Einzelschadenhd-
henverteilung Q;.

e Die Schadenfrequenzen und Einzelschadenhdhen aller Teilkollektive sind un-
tereinander stochastisch unabhingig.

Dann ldsst sich das Gesamtkollektiv beschreiben durch ein dquivalentes kollektives
Modell der Risikotheorie mit der Poisson-verteilten Schadenfrequenz

K
A\ = Z)\j
j=1

und der Einzelschadenhodhenverteilung

K\,
Q—;?Qj
(Mischung der Einzelschadenhdhenverteilungen Q,,---,Q, mit den Gewichten
)\I )\K
T’W’T)'
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Beispiel:
Die Einzelschadenhohenverteilung in einer Sturmversicherung sei gegeben durch
die Dichte

6x ..
f(x)zm fir x>0

mit der Verteilungsfunktion

2
X0TX) (3+x) fir x>0

F(x) [ flw)dn ===
(monetdre Einheit: 1 Mio. EUR). Die Anzahl der Stiirme im Jahr sei Poisson-
verteilt mit Erwartungswert A =1,7. Das Versicherungsunternehmen hat eine Re-
serve in Hohe von 8 Mio. EUR zur Begleichung der Sturmschidden gebildet. Ge-
sucht ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der jdhrliche Gesamtschaden im Seg-
ment Sturm die Reserve iibersteigt.

Fiir eine (approximative) Losung mit der Panjer-Rekursion muss die Verteilung
zundchst diskretisiert werden. Wir teilen dafiir den Bereich [0,20] auf der x-Achse
in 20 gleich grofe Teilintervalle der Linge 1 ein und wihlen:

CFR-Fk-1) ., .
fi==rgy  fir k=1:20.

Faktisch wird die Einzelschadenhohenverteilung damit bei 20 Mio. EUR nach o-
ben abgeschnitten; die Division durch F(20) ist dabei notwendig, damit sich alle
f, zu eins addieren.

Die folgende Grafik zeigt die Verteilungsfunktion F* der Diskretisierung (als
Treppenfunktion) zusammen mit der origindren Verteilungsfunktion F:

j,
F(x)
0L 8
[IXeE
F*(x)
44
027
X
0 i 4 & & i fl2 14 1) i8 20
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Tabellarisch:
k 0 1 2 3 4 5 6
fu 00,5033 | 0,2423 | 0,1037 | 0,0526 | 0,0301 | 0,0188
k 7 8 9 10 11 12 13

f. |0,0125 | 0,0087 | 0,0063 | 0,0047 | 0,0036 | 0,0029 | 0,0023

k 14 15 16 17 18 19 20
f. 10,0018 | 0,0015 | 0,0013 | 0,0011 | 0,0009 | 0,0008 | 0,0007

Numerisches Ergebnis der Panjer-Rekursion:

k 0 1 2 3 4 5 6
g |0,1827|0,1563 | 0,1421 | 0,1157 | 0,0910 | 0,0702 | 0,0537

k 7 8 9 10 11 12 13
g, | 0,0410 | 0,0314 | 0,0241 | 0,0187 | 0,0146 | 0,0115 | 0,0091

k 14 15 16 17 18 19 20
g | 0,0073 | 0,0059 | 0,0048 | 0,0040 | 0,0033 | 0,0028 | 0,0023

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der jdhrliche Gesamtschaden im Segment

8
Sturm die Reserve {ibersteigt, ist hier gegeben durch 1— Z g, =0,11595.
k=0

1.0 4

0.9 1 -

05 pad

07 e

061 7 Verteilungsfunktion der Einzelschadenhéhen (durchgezogene
24 / Linie) und des Gesamtschadens nach Panjer-Rekursion, linear
02 |} geglattet (gestrichelte Linie).

0.2 A
01 A
0.0

Q 3 i 15 20

Das Poisson-Frequenzmodell spielt hier eine wesentliche Rolle, weil fiir die ein-
zelnen Naturgefahren historische Szenarien (Historic Event Sets) vorliegen, die den
homogenen Teilkollektiven des Poisson-Frequenzmodells entsprechen. Durch
stochastische Perturbationen der zusammen mit den Szenarien hinterlegten geo-
physikalischen Parameter wie Windrichtung und Zugbahn, Windgeschwindigkeit,
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Sturmdauer, Lage der Epizentren von Erdbeben, Art und Stirke der Schockwellen-
ausbreitung usw. lassen sich hieraus leicht weitere reprdsentative virtuelle Szenarien
generieren (Stochastic Event Sets), die oft 50.000 und mehr Eintrdge umfassen
konnen. Wiahlt man unter diesen Szenarien diejenigen aus, die ein bestimmtes
Versicherungskollektiv tangieren (z.B. die gegen Sturmschiden oder Uber-
schwemmung versicherten Gebdude einer Versicherungsgesellschaft in Nord-
deutschland), lassen sich auf diese Weise mit dem Computer alle wesentlichen As-
pekte der Schadenverteilung fiir das Kollektiv berechnen oder simulieren.

Die Basisversion eines geophysikalischen Modells ist durch zwei wesentliche
Eingabeparameter gekennzeichnet:

e den typischen oder durchschnittlichen Schaden L; (Loss), der bei jeder Reali-
sation des Szenarios j eintritt

¢ den Schadenfrequenz-Parameter A (Rate), d. h. die erwartete Anzahl des wie-
derholten Eintretens des Szenarios j pro Jahr

Eine Auflistung dieser Parameter in tabellarischer Form wird {iblicherweise als
Event Loss Table (ELT) bezeichnet.

Da die Schadenfrequenzen ), in realen geophysikalischen Modellen relativ klein
ausfallen (typischerweise deutlich unterhalb von 1), stimmen sie aufgrund der
Formeln fiir die Poisson-Verteilung in sehr guter Ndherung mit der Eintritts-
wahrscheinlichkeit des Szenarios j {iberein.

Exposed SI | Rate |

Analysis Name \Scenario| Modelled Loss |Standard Deviation|

Example Wind Analysis 3656 1.940,550,920 36,794,128 68,947,100,000 0.0000062953
Example Wind Analysis 3968 1.563.781,833 49,352,347 95,221,396,000 0.0000129744
Example Wind Analysis 7264 1,482,396,982 41,468,066 69,668,353,333 0.0000113048
Example ¥Vind Analysis 7219 1,461,229,040 43,029,488 72,023,880,000 0.0000113048
Example Wind Analysis 3665 1.431,950,171 47,062,042 73,402,510,667 0.0000047371
Example Wind Analysis 7222 1,332,616,058 40,221,122 78,780,377,333 0.0000113048

1.169,279,403

35,134 601

74,784 ,286,000

0.0000468744

Example Wind Analysis 6283

Beispiel einer typischen Event Loss Table

In der Versicherungstechnik — insbesondere im Hinblick auf eine sinnvolle Riick-
versicherungsstruktur — sind die folgenden Schadentypen besonders interessant:

e der Jahresgesamtschaden S (Aggregate Loss) und

e der Jahresmaximalschaden M, der auch als Ereignisschaden (Occurrence Loss)
bezeichnet wird.

Es hat sich eingebiirgert, diese beiden Schadentypen durch die jeweilige komple-
mentdre Verteilungsfunktion (Uberschreitungswahrscheinlichkeiten) zu be-
schreiben, also:

AEP(x) = P(S > x) und OEP(x)= P(M > x) fiir x> 0.

Hierbei steht AEP fiir ,,Aggregate Loss Exceeding Probability” und OEP fiir ,,Occurrence
Loss Exceeding Probability“.
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Das Poisson-Frequenzmodell erlaubt eine einfache Berechnung der OEP-Kurve,
wenn die Szenarien nach Grofle der Schiden L angeordnet sind, d. h., wenn gilt:

L <L, <--<L;<--.

Die OEP-Kurve hat dann die Form:

P<M>Lj):1—exp{—z>\i}, j=12,--
i>j

Die Verteilung des Jahresgesamtschadens S und damit die AEP-Kurve ldsst sich
bequem mit der Panjer-Rekursion berechnen, wenn die im Basismodell als determi-
nistisch angenommenen Schdden L; ganzzahlige Vielfache einer geeigneten mo-

netdren Einheit sind (z. B. 1.000 EUR). Die zur Rechnung benétigte Mischvertei-
lung ist hier sehr einfach: Es ist die diskrete Verteilung mit den ,Ergebnissen” L,

by
und den ,,Eintrittswahrscheinlichkeiten* 7] fir A\ = Z)\j.
Jj

Beispiel:

Fiir die Analyse des Sturmrisikos eines Kollektivs liegt folgende Basis-ELT vor
(monetire Einheit: 1 Mio. EUR):

Szenarioj | 1| 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Loss L, 11 2 4 5 7 8 10 11 12 15

Rate A, 1/081]01]0,16 005|003 |0,04|0,01]0,05]| 001|225

Als Losung erhilt man mit dem EXCEL-Arbeitsblatt ELT.XLS folgende Grafik
(linear gegldttet):

AEP |/ OEP-Kurve
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Es ist anschaulich klar, dass die AEP-Kurve immer oberhalb der OEP-Kurve liegt,
weil der Jahressummenschaden S immer mindestens so grof3 wie der Jahresmaximal-
schaden M ist. Die AEP-Kurve ist typischerweise auch , glatter” als die OEP-Kurve.
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Fortgeschrittene geophysikalische Modelle enthalten neben den deterministischen
Schidden L; auch Angaben zu den Standardabweichungen oder sogar ganze Ver-

teilungsmodelle (sogenannte Secondary Uncertainties).

Meist werden auch noch Varianten fiir die Frequenzverteilungen der Szenarien
betrachtet.

Die AEP- und OEP-Kurven kénnen dann im Allgemeinen nicht mehr explizit be-
rechnet werden; sie werden in diesen Fillen alternativ mit Methoden der Monte-
Carlo-Simulation generiert.

Formaler Aufbau geophysikalischer Modelle

Die einzelnen Komponenten eines geophysikalischen Modells folgen grundsitz-
lich folgendem Aufbau:

Gefahrdungsmodell (Hazard)

Historische Ereignisse pro Gefahr inkl.
Frequenzen, stochastischer Ereignis-  ——
Katalog, meteorologische /
geologische Gegebenheiten und
Geokodierung

Verwundbarkeitsmodell

(Vulnerability) Monetére Schaden-

Brutto-Schadenberechnung auf Basis : bewertung (Loss)

des Einflusses der Naturgefahr auf
das Portefeuille

Portefeuille-Informationen
(Inventory)

Aggregierte Versicherungssummen [
(Postleitzahlen / Cresta-Zonen
unterteilt nach Sparten und
Deckungstyp)

Quelle: modifiziert nach Grossi und Kunreuther (2005)

Das Gefdhrdungsmodell enthilt neben den historischen und synthetischen Er-
eignissen (Szenarien) die Schadenfrequenz-Parameter (Rates) ); im Poisson-Fre-
quenzmodell oder andere Angaben und Parameter fiir alternative Frequenz-
verteilungen.

Das Inventarmodell gibt u. a. Auskunft dariiber, wo sich die versicherten Objek-
te befinden, welche Art von Versicherung vorliegt und wie grof3 die betroffenen
Versicherungssummen sind.

Das Verwundbarkeitsmodell beruht sehr wesentlich auf ingenieurwissenschaft-
lichen Erkenntnissen dariiber, welche Schiden (Art und Hohe) je nach geo-
physikalischen Gegebenheiten an den versicherten Objekten entstehen kdnnen.
Die dabei als Funktion von Winddruck, Windstirke, Magnitude (MMI) bei Erd-
beben, Uberschwemmungshéhe und -dauer usw. verwendeten Kurven zur Dar-
stellung des Grades der Beschiddigung heilen Damage Functions und bilden vor
allem bei den kommerziellen Anbietern geophysikalischer Modelle ein Herzstiick
ihrer Produkte.
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Das Schadenbewertungsmodell transferiert schlieflich die Beschidigungsgrade
in dquivalente GeldgréRen; hierdurch ergeben sich im Prinzip die monetiren

Schéden L; (Losses).

70 1

60

Damage Funktionen bei Erdbeben

50

/

40

Gebéude (Inventar) /

30

4

N Gebd&ude (privat) // /

mittlerer Schadengrad

Gebaude

o _——
——

(Industrie)

Magnitude

2]

10

Beispiel einer Damage Function

Vergleich kommerzieller Produkte mit der Analyse des GDV-Datensatzes

25.000
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15.000

S——

0

10.000 /
5.000 s

10

100

1000

Value at Risk als Funktion der Wiederkehrperiode W = l; Einheit: 1 Mio €

Quelle: AON Benfield. Hamburg
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V1. DERIVATE UND IHRE BEWERTUNG

Vi. DERIVATE UND IHRE BEWERTUNG

Optionen und Arbitrage

Unter dem Sammelbegriff Derivativ versteht man einen Finanzkontrakt zwischen
einem oder mehreren Beteiligten, der vom zukiinftigen Wert eines Wirtschaftsguts
abgeleitet ist. Spezielle Derivative sind:

e Forwards und Futures,
e Optionen,
e Swaps.

Bei einem Forward verpflichtet sich der Verkdufer eines bestimmten Wirtschafts-
guts gegeniiber dem Kiufer zur Lieferung einer festgelegten Menge zu einem fest-
gelegten Zeitpunkt. Der Verkaufspreis kann dabei im Vorhinein oder erst zum
Zeitpunkt der Lieferung festgelegt werden. Solche Vertrige kénnen unmittelbar
zwischen juristischen Personen abgeschlossen werden, sind i.a. nicht standardisiert
und miissen auch nicht notwendig an Borsen gehandelt werden.

Im Gegensatz dazu ist ein Future ein standardisierter, borsenmifig gehandelter
Forward, der durch ein sog. Clearing House als Vermittler zwischen Verkadufer und
Kiufer abgewickelt wird; Handelskonditionen (z.B. Preise) werden veroffentlicht.

Unter einer Option versteht man das Recht, eine bestimmte Menge eines be-
stimmten Wirtschaftsguts zu einem im Voraus festgesetzten Preis (engl. Exercise
Price) zu kaufen (Call-Option) oder zu verkaufen (Put-Option). Darf das Recht innerhalb
einer bestimmten Frist ausgeilibt werden, spricht man von einer Amerikanischen Option;
ist die Ausiibung des Rechts auf einen bestimmten Zeitpunkt beschriankt, spricht
man von einer Europdischen Option.

Die Ausiibung der Option hidngt i.a. davon ab, wie sich der Preis des Wirtschafts-
guts z.B. an der Borse entwickelt; im Fall einer Call-Option wird man diese ver-
niinftigerweise etwa nur dann ausiiben, wenn der Borsenpreis des Wirtschafts-
guts iiber dem vereinbarten Kaufpreis liegt, so dass sich durch die entstehende
Preisdifferenz ein Vorteil fiir den Inhaber der Option ergibt.

Liegt der Borsenpreis dagegen unter dem vereinbarten Kaufpreis, wird man die
Option sinnvollerweise nicht ausiiben, da man das betreffende Wirtschaftsgut in
diesem Fall billiger direkt an der Borse erwerben kann. Daneben gibt es eine Reihe
weiterer Options-Typen, die als Exotische Optionen bezeichnet werden, bei denen
die Ausiibung des Rechts vom Verlauf der Handelspreise abhingt.

Unter einem Swap versteht man einen Vertrag, bei dem der simultane Kauf und
Verkauf dhnlicher Wirtschaftsgiiter oder Forderungen von gleichem Finanzvolumen
zu einem festgelegten Zeitpunkt vereinbart wird. Gdngige Swaps sind Zins-Swaps,
die sich auf zukiinftige Zahlungen (z.B. Kreditvergabe/Schuldenaufnahme) zwischen
den Beteiligten — i.a. mit unterschiedlichen Zinssitzen — beziehen; Waihrungs-Swaps
bezeichnen Swaps, bei denen unterschiedliche Wiahrungen zu zukiinftigen Zeit-
punkten gewechselt werden.
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Wir werden hier ausschliefllich Optionen vom Europdischen Typ behandeln; in
den Beispielen beziehen wir uns dabei meist auf Aktienmdrkte. Gebiihren oder andere
Transaktionskosten werden hier aus Vereinfachungsgriinden nicht betrachtet.

Die folgenden Bezeichnungen sind wesentlich:

T: Laufzeit; Verfalltag (engl. Time)
X : Ausiibungspreis; Basispreis (engl. eXercise Price)
S.: Preis des Wirtschaftsguts (Kurswert) zur Zeit t €[0,T] (engl.
Stock Price)

i: (risikoloser) Zinssatz (engl. Interest Rate)

Wie schon oben erldutert, hingt die sinnvolle Ausiibung des mit dem Erwerb der
Option verbundenen Rechts zur Zeit T von dem Verhiltnis des Kurswerts zur
Zeit T zum Ausilibungspreis X ab:

. S; > X : | Option ausiiben
Call-Option:
S; < X : | Option nicht ausiiben
. S; < X : | Option ausiiben
Put-Option:
S; > X : | Option nicht ausiiben

Das wesentliche Ziel besteht nun darin, den ,richtigen® Preis C, der Call-Option
bzw. P, der Put-Option zurzeit 0, also zum Zeitpunkt des Erwerbs bzw. Verkaufs
des entsprechenden Rechts, zu bestimmen. Dazu betrachten wir zundchst den
Preis (Wert) der Option zum Verfalltag T. Da zu diesem Zeitpunkt der Kurswert
des Wirtschaftsguts bekannt ist und aus dem Erwerb der Option keine Vorteile
zur Zeit T abgeleitet werden sollen, ergibt sich fiir die entsprechenden Preise
(Werte) C, bzw. P, :

C, =max{S, — X;0} = (S, — X)" (Positivteil)
P, = max{X —S,;0} =(X-S,)"

Ist beispielsweise im Fall der Call-Option auf eine Aktie S, > X, so kann der In-
haber der Option vom Stillhalter (d.h. dem Verkdufer der Option) die Lieferung
einer Aktie zum Preis X verlangen und diese zeitgleich an der Boérse zum hoheren
Preis S, > X verkaufen; sein Gewinn betrigt somit gerade S, — X =C,, also der
Wert der Option zur Zeit T.

Aus obigem ergibt sich unmittelbar noch die folgende Beziehung zwischen Call-
und Put-Preis:

C,—P

T

=S, — X (Put-Call-Parity-Relation)

T
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Im Folgenden betrachten wir zunichst das sog. Zwei-Stufen-Ein-Perioden-
Modell, d.h. wir gehen davon aus, dass der anfingliche Kurswert S, der Aktie bis

zum Verfalltag T entweder auf den Wert S >S, steigt oder auf den Wert
S, <, fillt, wobei wir noch S; < X <S; voraussetzen wollen. Die Wahrschein-
lichkeit eines Kursanstiegs sei p € (0,1); entsprechend ist 1—p die Wahrschein-

lichkeit fiir einen Kursverfall. Bei dem Beispiel links betrdgt der Anfangskurs der
Aktie 100 €, mit Wahrscheinlichkeit 0,4 steigt

fr2k p=0,4 | St=130 er auf den Wert 130 € bzw. fillt mit Wahr-
' scheinlichkeit 0,6 auf den Wert 80 €. Der Aus-

s, =100 < X —110 tibungspreis betrage 110 €, der Zinssatz fiir die
betrachtete Periode betrage 5%. Welchen Preis

1-p=0,6 NSNS C, sollte der Kaufer einer entsprechenden Call-

Option bezahlen?

Betrachten wir zundchst die moglichen Werte C; und C, der Call-Option zum
Verfalltag. Diese konnen als Werte der Zufallsvariablen C, aufgefasst werden.
Im Beispiel gilt offenbar C; =130—-110=20 und C; =0. Wenn man diese

Werte auf den Zeitpunkt O beziehen mdchte, muss man sie allerdings noch dis-

kontieren, d.h. mit dem sog. Diskontfaktor v ZIL% multiplizieren; man erhilt
i

also v~CT+:%:19,05 (€) und v-C; =0

=5l ,
== p=0,4| S5 =130 (€). Man kann nun die obige Situation als ein
Spiel auffassen, in dem der Kdufer der Option

s, = 100 < X =110 gegen den ,Markt“ spielt. Der Optionspreis ent-
——— spricht dann dem Einsatz fiir ein ,faires” Spiel.

1-p=0,6 | S5 =80 Es gibt hier allerdings (mindestens) zwei Mog-
lichkeiten, ,,Fairness“ zu definieren:

1. Variante eines fairen Spiels:

Der Kiufer sollte im Durchschnitt weder Gewinn noch Verlust erzielen, wenn er
ausschliellich mit Optionen handelt; demnach ist

[l =5%) ' der E
—  p—o04| St=130 er Erwartungswert
0,4x20

C,=E(v-C.)=p-v.C} =——"""=7,62
S, = 100 < X =110 0o =E(-C=p ! 1,05

1-p=0,6 [ 5 =80 der ,richtige“ Optionspreis. Die Betonung bei die-
ser Betrachtungsweise liegt dabei auf dem Wort
ausschliefllich; tatsachlich ldsst sich namlich leicht
zeigen, dass ein geschickter Kiufer, der nicht nur mit Optionen, sondern auch mit
Aktien (und Geld) handelt, mit dem obigen Options-Preis in jedem Fall einen Ge-
winn erzielen kann, unabhingig davon, in welche Richtung sich der Aktienkurs
entwickelt! Die folgende Tabelle zeigt, wie dies hier zu bewerkstelligen ist:
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t=0 t=T
Aktion Kontobewegung | S; > X S <X
Leerverkauf 2 Aktien +200,00 -260,00 -160,00
Kauf 5 Call-Optionen -38,10 | +100,00 0,00
Kredit vergeben -161,90 | +170,00 | +170,00
Saldo 0,00 +10,00 +10,00

Erlduterung: Bei einem sog. Leerverkauf zum Zeitpunkt O leiht sich der Verduf3erer
z.B. von einer Bank Aktien gegen die Hinterlegung einer Sicherheit mit der Ver-
einbarung, entsprechend viele Aktien dieses Typs zu dem spiteren Zeitpunkt T
zuriickgeben; der Verkauf erfolgt also zum Zeitpunkt 0, zu dem dann giiltigen
Preis [hier: 100 €].

Ein hypothetischer Options-Kdufer erzielt also zum Zeitpunkt O eine Einnahme
von 200 € fiir zwei leerverkaufte Aktien, von denen er erst zum Zeitpunkt T
selbst zwei auf dem Markt erwirbt, um sie dann vereinbarungsgemil} der Bank
zuriickzugeben. (In der Praxis fallen fiir solche Leerverkiufe Gebiihren an, die wir
in unserem Modell allerdings nicht beriicksichtigen wollen.) Je nach Kursent-
wicklung wird sein Konto also zur Zeit T mit einem Betrag von 260 € [steigender
Kurs] bzw. 160 € [fallender Kurs] belastet. Da die fiinf im Gegenzug erworbenen
Call-Optionen aber nur 38,10 € kosten, hat er zur Zeit O ein Guthaben von
161,90 €, welches er zu einem Zinssatz von 5% ausleiht und zum Zeitpunkt T
einschliellich Zinsen im Gesamtwert von 170 € zuriickerhdlt. Zum Zeitpunkt O
ist sein Konto also mit Wert 0 ausgeglichen.

Die beiden rechten Spalten der Tabelle zeigen die Kontoentwicklung zum Zeit-
punkt T. Im Fall einer Kurssteigerung wird unser Kiufer sinngemil} das Kauf-
recht aus den fiinf erworbenen Call-Optionen ausiiben; d.h. er erwirbt 5 Aktien
zum vereinbarten Ausiibungspreis von 110 € und verkauft sie sofort an der Borse
zum aktuellen Kurs von 130 €, woraus ein Netto-Gewinn von 5x20 =100 € re-
sultiert. Im Fall eines sinkenden Kurses sind die Optionen natiirlich wertlos.

Offensichtlich kann der Options-Kédufer unabhingig von der tatsidchlichen Kurs-
entwicklung also in jedem Fall einen Netto-Gewinn von 10 € realisieren! Man
spricht in einem solchen Fall auch von einer sog. Arbitrage-Moglichkeit, d.h.
der Moglichkeit, ohne eigenen finanziellen Aufwand mit positiver Wahrschein-
lichkeit ein positives Ergebnis zu erzielen.
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2.Variante eines fairen Spiels:

Der Kiufer sollte im Durchschnitt weder Gewinn noch Verlust erzielen, wenn er
mit Optionen, Aktien und Geld handelt. Dazu betrachtet man zunichst eine Si-
tuation mit einem hoheren Optionspreis als dem oben angegebenen, etwa
C, =12. Die folgende Tabelle zeigt, dass auch dann eine sichere Arbitrage-

Moglichkeit existiert:

t=0 t=T
Aktion Kontobewegung | S; > X S <X
Kauf 2 Aktien -200,00 | +260,00 | +160,00
Verkauf 5 Call-Optionen +60,00 -100,00 0,00
Kredit aufnehmen +140,00 -147,00 -147,00
Saldo 0,00 +13,00 +13,00

Um solche Arbitrage-Moglichkeiten auszuschliel3en, wird nun ein allgemeinerer
Ansatz betrachtet. Aus Griinden, die spiter deutlicher werden, setzt man voraus,

dass S; >r-S, gilt, d.h. es muss theoretisch moglich sein, am Aktienmarkt eine

hohere Rendite als auf dem Geldmarkt — mit dem ,,risikolosen® Zins i — zu erzielen.

t=0 t=T

Aktion Kontobewegung S, >X S, <X
Leerverkauf n +n-S, —n-Sf —n-S;
Aktien
Kauf m Call- -m-C, +m-(S; —X) 0,00
Optionen
Kreditverge- 7(”'Soim'co) +7"(Tl‘50*m'co) +r'(n'So*rn’Co)
ben
Saldo 0,00 0,00 0,00

Dabei ist r =141 der Zinsfaktor fiir die betrachtete Periode T. Aus den beiden
rechten Spalten ergibt sich nun die Gleichung —n-S; +m-(S; — X) =—-n-S;,

so dass das Verhiltnis h =n/m (sog. Hedge Ratio) eindeutig bestimmt ist zu

L Si-X

———und als Losung fiir den Call-Preis zurzeit O folgtC, = h-(S, —v-S;).

+ —

T T
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Dasselbe Resultat hitte man — aus Symmetriegriinden — {ibrigens auch erhalten,
wenn in der letzten Tabelle mit Aktienkauf/Optionsverkauf/Kreditaufnahme statt
Aktien(leer)verkauf/Optionskauf/Kreditaufnahme gerechnet worden wire. Im
obigen Beispiel ergibt sich demnach

h*130_110*20 80

=200 20,4 und C, =0,4x(100—
130-80 50 1,05

)=19,52.

Die Hedge Ratio gibt dabei gerade das ,richtige Verhiltnis von gehandelten Akti-
en zu Optionen an, hier also ein Verhiltnis von 0,4 = 2:5.

Man kann mit dhnlicher Rechnung zeigen, dass mit dem so ermittelten Call-Preis
auch durch andere Aktien/Optionskombinationen keine Arbitrage erzielt werden
kann.

Interessanterweise hingt der Call-Preis C, nach der letzten Formel gar nicht

mehr von der Wahrscheinlichkeit p eines Kursanstiegs ab! Trotzdem kann man

diesen Call-Preis immer noch als Erwartungswert interpretieren, wenn man die

Jrichtige“ Wahrscheinlichkeit p* fiir einen Kursanstieg entsprechend bestimmt,

dh. man betrachtet die GleichungC,=h-(S,—v-S;)=p"-v-C;  mit
So—v-S; 1§ —S;

“=h = als Losung.
P v-C; S;—S; &

Nach der Voraussetzung S; >r-S, ist dabei p* <1, nach der Voraussetzung
S; <S8, ferner auch p* >0, d.h. p* ist damit tatsdchlich eine Wahrscheinlich-
keit. Man beachte, dass fiir die letzte Ungleichung auch noch die schwichere Be-
dingung S, <r-S, ausgereicht hitte.

M = E =0,5, d.h. wirde die Wahr-
130-80 50

scheinlichkeit fiir einen Kursanstieg gerade 0,5 betragen, wire C, nach der obi-

Im obigen Beispiel ergibt sich p* =

gen allgemeinen Formel genau der Erwartungswert nach ,, Variante 1.

Diese Betrachtungsweise ist charakteristisch fiir die gesamte Stochastische Finanzmathematik,
d.h. es kommt bei der Bewertung von Derivativen (Optionen) nicht auf die tatsdichlichen
Wahrscheinlichkeiten p von Kursverdnderungen, sondern allein auf die rechnerisch dquiva-

lenten Wahrscheinlichkeiten p* an, unter denen die Optionspreise nach dem Erwartungswert-
Prinzip Arbitrage-Maoglichkeiten ausschliefSen.

Entsprechende Uberlegungen lassen sich natiirlich auch fiir Put-Optionen anstellen.

Die folgende Tabelle zeigt die analoge Rechnung gleich im allgemeinen Rahmen
(wieder unter der Voraussetzung S; <r-S; <S;):
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t=0 t=T
Aktion Kontobewegung S;>X S, <X

Kauf n Aktien —n-S, +n-Sf +n-S;
Kauf m Put- —m- B, 0,00 +m-(X—-S;)
Optionen

Kredit n'So+m'P0 _r'(n'so+m'Po) —Y'(H'SO+M'PO)
Saldo 0,00 0,00 0,00

. i, . ., n  X-=S .. .
mit der modifizierten Hedge Ratio h" = — = s 1—h fiir Put-Optionen
m T °T

und dem Put-Preis Py =h"-(v-S} —S,).

Im obigen Beispiel erhdlt man also h* = 0,6 und

P, = 0,6 (222 _100) = 14,29.
1,05

Auch hier ldsst sich mit einer analogen Rechnung wie oben zeigen, dass fiir den
so ermittelten Put-Preis auch durch andere Kombinationen von Aktien und Opti-
onen keine Arbitragemdéglichkeit ergibt.

Fiir die Put-Call-Parity-Relation zurzeit O ergibt sich hieraus nebenbei noch die
Beziehung C, —P, =S, —v-X.

Leverage-Effekte

Jetzt wollen wir — bei gleichem Kapitaleinsatz — die Auswirkungen reiner Optionsge-
schifte gegeniiber reinen Aktiengeschiften betrachten. Die Zahlen gehandelter
Aktien n und gehandelter Optionen m seien also so gewidhlt, dass der Kapitalauf-
wand K = nS, = mC, stets gleich hoch ist. (Die Anzahlen n und m haben hier

also eine andere Bedeutung als in den vorangegangenen Abschnitten.)

t=0 t=T
Aktion Kontobewegung S, >X S, <X
Kauf n Aktien —nS, +nS; +nS;
Kredit aufnehmen +nS, —rnS, —rnS,
Saldo 0,00 n(S; —rS,) —n(rs, —;)

Reines Aktiengeschift
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t=0 t=T
Aktion Kontobewegung S >X S, <X
Kauf m Call- -mC, m(S; - X) 0,00
Optionen
Kredit aufnehmen +mC, —rmC, —rmC,
Saldo 0,00 m(S; —X—rC,) —rmC,

Reines Optionsgeschift

Setzt man die oben hergeleitete Optionspreis-Formel C, = h(S0 —vS; ) in die Er-

gebnisse der unteren Zeile der letzten Tabelle ein, so ergibt sich:

T T

—-rmC, = —rmh(SO —vS;) = —mh(rSO —S’) = —m—hx n(rSO —S’)
n
_ mh
m(S; -X— rCO) = m(ST+ —X—h[rS0 —S; D = n(ST+ —rSo),
d.h. die Saldi aus reinem Aktiengeschift und reinem Optionsgeschift unterscheiden

sich aufgrund der Beziehung nS, = mC,, also n_ (S:—O genau um den Faktor
n 0

Dies bedeutet:

e Bei gleichem Kapitaleinsatz sind Gewinne bzw. Verluste aus einem reinen Opti-
onsgeschift gegeniiber einem reinen Aktiengeschift um den Faktor 7 >1 grofer.

¢ Bei gleichem Kapitaleinsatz werden im Fall positiver Gewinne bei einem reinen
Optionsgeschift mehr Aktien bewegt als bei einem reinen Aktiengeschift, und
zwar genau m/n=7/h mal so viele.

e Die Rendite R/ aus einem Optionsgeschift ist im Fall positiver Gewinne ent-

sprechend grofer als die Rendite R, bei einem reinen Aktiengeschift (Hebelwir-
kung oder Leverage-Effekt). Die Renditen lassen sich dabei darstellen als:

+ X _ + X +_ Q- .
R, = S Co 5 -1= ST—ST_ —1 (Optionsgeschift)
C, C, S, —vS;
+ +
R; = Sr=5 5 1<R] (Aktiengeschift).
SO SO
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Fiir die Negativ-Renditen im Fall von Verlusten folgt entsprechend:

R, = 0 ;CO =-1 (Optionsgeschift; Totalverlust)
0
R, = Sr =S S 1> R, (Aktiengeschift).
SO SO

Im Anfangsbeispiel gilt etwa:

80 80

=14 —14-=42

105—80 25

T4, 130-80 210 ...

h 130—-110 20

R —130-110-10v _20-10v _20r—10 11 00

10v 10v 10 10

R - 130-100_ 30 _
100 100

R, =—1=-100%

g _80-100 20 0,
100 100

Legt man im Modell wieder die dquivalenten Wahrscheinlichkeiten p* statt p zu-

grunde, so ergibt sich aullerdem noch fiir den Gewinn bzw. Verlust G bei Handel
mit n Aktien bzw. m Call-Optionen:

E'G)=n|p (S —18,) = (1=p")(rS, = S; )| =n[p" (S; =S )+ S/ 7S, |=0,dh.

unter p* ist der Aktien- bzw. Optionshandel beziiglich des Gewinns im Mittel

ausgeglichen, was noch einmal die Motivation fiir die Variante 2 des fairen Spiels
aus einer anderen Sicht unterstreicht.

Die Hebelwirkung von Optionsgeschiften ldsst sich besonders gut veranschauli-
chen, wenn man derivative Finanzinstrumente zu Spekulationszwecken einsetzt,
d.h. wenn man davon ausgeht, dass der Aktienkurs zur Zeit T nicht nur den End-
stand S; oder S; annehmen, sondern einen beliebigen, nicht-negativen Wert er-
reichen kann.

Die folgende Graphik zeigt fiir diesen Fall die Hebelwirkung von Optionsgeschiften
fiir die im obigen Beispiel genannten Konditionen.
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14000

Gewinn / Verlust aus Optionen (dicke Linie) und aus Aktien (diinne Linie) als
Funktion des Kurswerts S_; C, = 9,52, X =110, K = 10000, i = 5%; n = 100, m = 1050

Die Gleichungen der beiden Geraden fiir die Gewinne G, aus Aktien und G, aus
Optionen im Bereich S, > X =110 sind in diesem Modell gegeben durch

G, =n(S, —rS,)=100S, —10500
G, = m[(sT ~x) —rco] —1050(S, —110)—10500 = 10508, —126000;

die zugehorigen Steigungen betragen also n =100 [fiir das Aktiengeschift] bzw.
m=nr/h =1050 [fiir das Optionsgeschift]. Der Break-Even-Point S, ergibt

sich in diesem Modell zu S, = mX__ TXh =121,58, d.h. das Optionsgeschift
m—-n T-—

Llohnt“ sich erst dann, wenn der Aktienkurs zurzeit T {iber den Wert
S, =121,58 steigt. Die Gewinnzone wird dabei beim Aktiengeschift bereits

beim Kurs von S, =rS, =105 erreicht, beim Optionsgeschift dagegen erst
beim Kurs von S, =X +rC,=120.Fiir Kurswerte unter dem Ausiibungspreis
spricht man auch davon, die Call-Option sei ,aus dem Geld“ (engl.: out of the
money), fiir Kurswerte tiber dem Ausiibungspreis nennt man die Call-Option ,,im

Geld“ (engl.: in the money); sind Kurswert und Ausiibungspreis identisch, heif3t
die Call-Option ,am Geld“ (engl.: at the money).

Ein Diagramm der obigen Art, in welchem Gewinne und Verluste eines Portfolios
in Abhingigkeit vom aktuellen Kurs der Aktie dargestellt werden, hei3t auch Pay-
off-Diagramm.

Hedging

In der betriebswirtschaftlichen Praxis werden derivative Finanzinstrumente in der
Regel weniger zu spekulativen, sondern hiufiger zu werterhaltenden Zwecken ein-
gesetzt. Man spricht dann auch von einem Hedging des zugrundeliegenden Port-
folios (engl. to hedge (against s.th.): (sich gegen etwas) absichern). Das folgende Bei-
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spiel zeigt, wie man einen Bestand von Aktien mit Hilfe von Call-Optionen nicht
nur gegen Kursschwankungen absichern, sondern zugleich auch den Wert wie bei
Verzinsung mit dem risikolosen Zinssatz i steigern kann. Zugrunde liegt hierbei
wieder die Ausgangssituation des vorigen Abschnitts, insbesondere mit dem ar-
bitragefreien Call-Preis C,. Es wird dabei angenommen, dass man zur Zeit 0 im

Besitz von 40 Aktien zum Kurswert 100 € je Aktie ist.

t=0 t=T
Aktion Kontobewegung | S; > X S, <X
Besitz 40 Aktien +4.000,00 | +5.200,00 | +3.200,00
Verkauf 100 Call-Optionen +952,38 | -2.000,00 0,00
Kredit vergeben -952,38 | +1.000,00 | +1.000,00
Saldo +4.000,00 | +4.200,00 | +4.200,00

Die Anzahl der verkauften Call-Optionen richtet sich dabei wie zuvor nach der
Hedge Ratio, hier also 0,4 = 40:100 = 2:5 = h. Im Unterschied zu frither wird
der Anfangssaldo dabei aber nicht zu Null gemacht, sondern entspricht dem an-
fanglichen Wert der gehaltenen Aktien.

Dies bedeutet, dass lediglich der durch den Verkauf der Call-Optionen erzielte
Gewinn auf dem Kapitalmarkt zum risikolosen Zinssatz i angelegt wird.

Das obige Rechenbeispiel zeigt, dass sowohl im Fall des Kursanstiegs als auch in
der Situation eines Kursverfalls der resultierende Saldo um 5% iiber dem An-
fangssaldo liegt, der Portfoliowert also insgesamt entsprechend dem risikolosen
Zins angestiegen ist. Die nachfolgende allgemeine Rechnung zeigt, dass dies
grundsitzlich so ist, wenn das Verhdltnis n : m von gehaltenen Aktien zu verkauften
Call-Optionen der Hedge Ratio h entspricht.

Ahnlich wie im vorigen Abschnitt lisst sich dabei zeigen, dass dies zugleich die
optimale Mischung von Aktien zu Optionen ist, d.h. durch keine andere Stiick-
zahl-Kombination ldsst sich ein gleichmiRig besserer Saldo — unabhingig von der
Kursentwicklung — erzielen.

t=0 t=T
Aktion Kontobewegung S;>X S, <X
Besitz n Aktien +n-5, +n-Sf +n-S;
Verkauf m Call-Optionen +m-C, | —m-(S; —X) 0,00
Kredit vergeben -m-C, +r-m-C, | +r-m-C;
Saldo +n-S, +r-n-S, 47 e S
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Man muss die zum Zeitpunkt t = T angegebenen resultierenden Saldi noch durch
Rechnung nachpriifen. Dazu benutzt man die frither hergeleiteten Formeln

¢
Sy =S,

Damit erhilt man im Falle eines Kursanstiegs
—S;)+mh-(rS, —
—S;)+n-(rSy—S;) =S,

nS; —m-(S; —X)+rmC, =nS; —n-(S;
=nS; —n-(S;

sowie

nS; +rmC, =nS; +mh-(rS,

und C,=h-(S,—v-S;).

—S;)=nS; +n-(rS,

in der Situation eines Kursverfalls, wie behauptet.

Sr)

—S;)=rmnS,

Natiirlich ist ein Hedging analog auch mit Put-Optionen mdéglich. Die folgende
Tabelle zeigt, wie in diesem Fall vorzugehen ist:

t=0 t=T
Aktion Kontobewegung | S; > X S, <X
Besitz n Aktien +n-S, +n-S; +n-Sp
Kauf m Put-Optionen —m-P, 0,00 | 41m.(x-5;)
Kredit aufnehmen +m-F, | —r-m-F —r-m-F,
Saldo +n-S, +r-n-S, +r-n-S,

Hierbei ist fiir das Verhailtnis n :

h* =1—h fiir Put-Optionen anzuwenden.

Kombinationen von Optionsgeschiften

m natiirlich entsprechend die Hedge Ratio

In diesem Abschnitt werden die Auswirkungen bestimmter Kombinationen, die
in der Praxis hiufig anzutreffen sind, untersucht, wie z.B. gleichzeitiger Kauf und
Verkauf gewisser Optionen. Ausgangspunkt der Rechnungen ist dabei wieder das

i =5%)
p=0,4| 5 =

130 ‘
110

s, =100 < X

1-p=06 | S5 =80
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obige Eingangsbeispiel, d.h. bei der Berechnung
der Optionspreise geht man von der Annahme
| aus, dass die zukiinftigen Kurse nur zwei Werte
annehmen koénnen; man untersucht allerdings
die Auswirkungen der getitigten Geschifte fiir
eine wesentlich groBere Bandbreite moglicher
zukiinftiger Kurse.
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Ein erster wichtiger Typ von Kombinationsgeschiften ist der sog. Spread; darunter
versteht man den gleichzeitigen Kauf und Verkauf je einer Option desselben Typs
zu unterschiedlichen Ausiibungspreisen. Die Auswirkungen dieser Handels-
Strategie bestehen im Wesentlichen in einer Reduzierung des Verlustrisikos bei
gleichem Kapitaleinsatz, allerdings werden die Gewinn-Chancen damit ebenfalls
geringer. Die folgenden beiden Pay-off-Diagramme zeigen die Gewinne bzw.
Verluste aus einem sog. Bull-Call-Spread und einem sog. Bear-Call-Spread als
Funktion des Kurswerts zur Zeit T; im ersten Fall ist der Ausiibungspreis X, der

gekauften Option niedriger als der Ausiibungspreis X, der verkauften Option, im
zweiten Fall ist es gerade umgekehrt. Mit C;, und C,, seien dabei die zugehori-

gen Call-Preise bezeichnet, die sich aus dem oben hergeleiteten Ansatz [Arbitra-
gefreiheit] ergeben.

Bull Call Spread Bear Call Spread
30 30
25 25
20 20
15 15
10 10
5 5
0 T T T 0 T T T
o 100" 120 140 o 100 130, 140
15 15
20 20
25 25
30 30
X, =100 X, =120 X, =120 X, =100
C,, = 14,28 C,, = 4,76 C,, = 4,76 C,, = 14,28

In beiden Fillen betragen die absoluten Kosten |C01 —C02| =9,52, d.h. die hier
betrachteten Kombinationsgeschifte sind genau so teuer wie ein Optionsgeschaft
mit nur einer gekauften Call-Option zum Ausiibungspreis von X =110, aller-
dings sind Verlust und Gewinn in beiden Fillen begrenzt durch den Wert 10. Das
Risiko bei dieser Art von Optionsgeschift ist also relativ gering, allerdings sind
hier auch die Gewinnmoglichkeiten entsprechend niedrig.

Die Entscheidung fiir einen Bull- oder Bear-Call-Spread hingt dabei entschei-
dend von der Erwartung an die zukiinftige Kursentwicklung ab: Geht man eher
von steigenden Kursen aus, wird man sich sinnvollerweise fiir einen Bull-Call-
Spread entscheiden, im umgekehrten Fall fiir einen Bear-Call-Spread. Ahnliche
Darstellungen ergeben sich, wenn man mit Put-Optionen arbeitet.

Eine besonders geschickte Kombination von Optionsgeschiften besteht in dem
Butterfly-Call-Spread, bei dem zwei Call-Optionen zu unterschiedlichen Aus-
tibungspreisen X, < X, gekauft und zwei weitere Call-Optionen zu einem dazwi-
schenliegenden Ausiibungspreis X, mit X, < X, <X, verkauft werden. Theore-

tisch ist es damit mdglich, einen sicheren [nicht-negativen] Gewinn zu erzielen!
Das folgende Pay-off-Diagramm zeigt wieder den Verlauf des Gewinns in Ab-
hangigkeit vom Kurswert.
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Butterfly Call Spread | Butterfly Put Spread

30 1 30 4
25 /// 25
20 20

15 o 15

10 N\ A 10

5 AT ~ 5

0 20 ' 0 T ) Y
1‘3 00 7 1 40 _{g 0 ~100 120 140
-15 N -15
-20 i 20
25 \\ s L
-30 4 -30 -

gekauft gekauft verkauft
X,=100  X,=120  X,=110
C,=14,28 C, =476 C, =952
P, =952 P,=19,05 P, =14,29

Wie man sieht, erzielt der Butterfly-Spread einen sicheren positiven Gewinn fiir
Kurse im Bereich von X, =100 bis X, =120, ohne einen Verlust fiir alle iibri-

gen Kurswerte zu realisieren!

Die ist iibrigens kein Widerspruch zur oben geforderten Arbitragefreiheit, weil
sich diese nur auf die méglichen zukiinftigen Kurse von 80 bzw. 130 bezieht, und
man aus der Graphik bzw. der zugehdrigen Rechnung deutlich erkennt, dass fiir
diese Kurse tatsidchlich auch kein Gewinn realisierbar ist. [In der ,,wirklichen
Praxis scheitert dieses verlockende Geschift allerdings an der Tatsache, dass ers-
tens im Allgemeinen Optionspreise nicht exakt nach unserer Theorie berechnet
werden, und zweitens fiir solche Geschifte tiblicherweise Transaktionskosten in
Form von Gebiihren oder Provisionen anfallen.]

Ein dhnlicher Effekt ldsst sich durch den gleichzeitigen Kauf bzw. Verkauf einer Call-
und einer Put-Option zum selben Ausiibungspreis X erzielen (sog. Straddle). Im
ersten Fall (Long Straddle) erzielt man einen positiven Gewinn, wenn der Kurswert
zurzeit T stdrker vom Ausilibungspreis abweicht, im anderen Fall (Short Straddle),
wenn der Kurswert nahe beim Ausiibungspreis liegt. Auch hier bestimmt also die
Erwartung an die zukiinftigen Kursschwankungen das Anlegerverhalten.

Long Straddle | I Short Straddle
2] = 21
(V] 20
o ] 15 // AN .
10 // 1(51 = ~C
5
s 0 . T
(4] T T T P L 2
s -5
_1_3W 20 f— it 100 BE 1r\
- = 1\ -~
= S 58
.25 -30 RN

-30 - -35 -

X=110; C,=9,52 P, =14,28
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Im betrachteten Beispiel liegt die Verlust- bzw. Gewinnzone im Bereich [85,135],
mit maximalem Verlust/Gewinn von C,+ P, =23,80 fiir einen Kurs von

S, = X =110.

Das Mehrperiodenmodell

Das bisher betrachtete Ein-Perioden-Modell mit zwei Verzweigungszustidnden ist
natiirlich zu einfach fiir eine realistische Beschreibung von (Aktien-)Kursen. Man
erweitert das Modell daher zu einem Baum, bei dem Auf- und Abwirtsbewegungen
der Kurse verkettet werden (sog. Cox-Ross-Rubinstein-Modell).

+++

Sap
+ Fi-

Sy Sap

P
Sy

1-p i e

So Sy
e

Dazu nehmen wir an, dass sich die KurseS,,S,,S,,,---,S,, liber n Perioden stets

nur prozentual verdndern, d.h. man betrachtet konstante Kursinderungsraten
(Volatilitdten)

+ -

S, =S S; =S,

>0, k==L
S

k" = <0,

0 0

wobei wieder Aufwirtsbewegungen des Kurses durch "+" (mit Wahrscheinlich-
keit p) und Abwirtsbewegungen durch "-" (mit Wahrscheinlichkeit 1—p) ge-

kennzeichnet seien. Beispielsweise entsteht der Kurswert S, =S, durch eine
Aufwirts- und eine Abwirts-bewegung des Kurses, der Kurswert
S, ~ =S, =S, durch zwei Aufwirts- und eine Abwirtsbewegung usw.

Eine Aufwirtsbewegung entspricht dabei der Multiplikation des aktuellen Kurs-
wertes mit dem Faktor 14+ k" >1, eine Abwirtsbewegung einer Multiplikation
mit dem Faktor 1+ k™ <1. Man erhilt dann ein Modell mit n Perioden und n—1
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»Endzustinden” als potenzielle Realisation der Zufallsgrof3e ,Kurs S, zum Aus-

tibungszeitpunkt nT". Wie im Fall des Ein-Perioden-Modells sind hier die méogli-
chen Werte einer Call-Option C, zurzeit nT bekannt; es gilt analog

CnT = (SnT - X)+‘

Es liegt nahe (und das kann auch theoretisch bewiesen werden), dass der ,richtige“
— d.h. Arbitragemoglichkeiten ausschlielende — Optionspreis zurzeit 0 wieder
nach Diskontierung durch das Erwartungswertprinzip mit der dquivalenten
Wabhrscheinlichkeit p* gegeben ist:

C, = E*(v'C, )= Wﬁj[’?] pIA—p )y [S, A+ kY A+ Ry - X

j=0

Das Cox-Ross-Rubinstein-Modell kann durch VergréRerung der Periodenzahl n
und Verkiirzung der Zeitspannen T unter gleichzeitiger Verringerung der Volatili-
titen in ein zeitstetiges Kursmodell iiberfithrt werden, das so genannte Black-
Scholes-Modell. Dieses Modell ist das in der Finanzwelt am hiufigsten verwen-
dete Modell zur Berechnung von Optionspreisen und Preisen anderer Derivative
sowie Ausgangspunkt fiir Zinsstrukturmodelle und wird inzwischen in abge-
wandelter Form auch in der Lebensversicherungsmathematik zur Bewertung von
Garantien und Optionen eingesetzt. Die potenziellen Kursbewegungen sind in
diesem Modell sehr erratisch; sie bestehen praktisch nur aus aneinandergefiigten
»Zacken“, wodurch eine — auch kurzfristige — Vorhersagbarkeit der Kursentwick-
lung praktisch unmoglich ist, im Einklang mit der geforderten No-Arbitrage-
Bedingung.

Ausschnitte aus einer Simulation des Black-Scholes-Modells mit Zeitintervallen
[0-1] [0,5-1] [0,9 -1]
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