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Vorbemerkung

Unter ,Versicherung® versteht man aus betriebswirtschaftlicher Sicht die Deckung eines im einzel-
nen ungewissen, insgesamt geschatzten Mittelbedarfs auf der Grundlage des Risikoausgleichs im
Kollektiv und in der Zeit. Anders ausgedriickt bedeutet dies den Eintausch eines (zufallsbehafteten)
Risikos des Versicherungsnehmers (VN) gegen eine (deterministische) Pramie an das Versiche-
rungsunternehmen (VU), welches sich dadurch zur Ubernahme der mit dem Risiko verbundenen
Anspriche oder Leistungen verpflichtet. Der VN erkauft sich damit einen gewissen finanziellen
Schutz, da die in der Regel vergleichsweise kostengiinstige Versicherungspramie in ihrer Grof3en-
ordnung bekannt und damit for den VN kalkulierbar ist, i. Allg. nicht jedoch die mdgliche Bela-
stung in einem Schadenfall (z.B. nicht gedeckte Hypothek fir eine Immobilie nach einem Todes-
fall, Kosten einer aufwandigen Operation nach einem Unfall, Beschadigung oder Verlust eines Ge-
béudes durch einen Brandschaden usw.) Die mit solchen Risiken verbundenen finanziellen Gefah-
ren kann das VU auf der anderen Seite nur durch Verteilung auf viele Versicherte (Ausgleich im
Kollektiv) bzw. den Umstand der Nicht-Gleichzeitigkeit aller Schadenfélle (Ausgleich in der Zeit)
minimieren. Eine gute Ubersicht tiber die eher wirtschaftswissenschaftlichen Aspekte von Versi-
cherung (Versicherungsbetriebslehre) gibt FARNY (2000).

Traditionell unterscheidet man die Versicherungsgeschéfte nach Personenversicherung (z.B. Le-
bens-, Kranken- und Pensionsversicherung), Sachversicherung (z.B. Feuerversicherung, Elemen-
tarschadenversicherung), Vermdgensversicherung (z.B. Haftpflichtversicherung) und Rickversi-
cherung (dasist die, Versicherung der Versicherer®). In jlngerer Zeit werden verstéarkt auch alter-
native V ersicherungskonzepte eingesetzt, die mit Instrumenten des Kapitalmarks arbeiten (Stich-
worte: Index- und Fondsgebundene Lebensversicherung, Captives, Catastrophe Bonds und
—Futures/Options, Securitisation, Alternative Risk Transfer).

Naturgemald fallt damit die Risikotheorie und speziell die Versicherungsmathematik als Grundlage
der Pramienkalkulation und der Risskomodellierung in den Bereich der Stochastik; zu ihren The-
menschwerpunkten zahlen insbesondere die Schétzung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen und
deren Parametern fir die einzelnen Risiken (etwa auf der Basis von Sterbe- und Invaliditatstafeln
im Bereich der Personenversicherungsmathematik oder von Schadenfrequenz- und Schadenhdhen-
verteilungen im Bereich der Sach- und Rickversicherung), die Modellierung von zeitabhangigen
Risikoprozessen (insbesondere im Zusammenhang mit der Problematik von langfristigen Abwick-
lungen von Schadenféllen [Loss Reserving] und in der sog. Ruintheorie) oder die auf der zeitlichen
Schadenerfahrung basierende Pramiendifferenzierung (Credibility Theory [Bayes-Verfahren], Bo-
nus-Malus-Systeme [z.B. im Kfz-Haftpflichtbereich]).

Die Versicherungsmathematik z&hlt aufgrund ihrer grof3en wirtschaftlichen und sozialpolitischen
Bedeutung mit zu den altesten mathematischen Disziplinen, wie der folgende, teilweise erganzte
Auszug aus MILBRODT UND HELBIG (1999) zeigt (vgl. auch KocH (1998) und KNOBLOCH UND VON
DER SCHULENBURG (2000)):
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Ereignis

Altester bekannter Leibrentenvertrag, geschlossen zwischen dem Erzbischof von Kéln
und dem Kloster St. Denis bei Paris.

Erste Seeversicherungsvertrage in Genua (gemeinhin angesehen als Ursprung der Riick-
versicherung).

W. Gybbons unterzeichnet in London den ersten bekannten Lebensversicherungsvertrag
der Welt (einen Wettvertrag): Auszahlung von 400 £ bei Tod binnen eines Jahres (bel
einer Einmalprémie von 30 £).

S. Stevin stellt in der Schrift Practique d’Arithmétique eine Zinstafel sowie eine Tabelle
von Endwerten von Zeitrenten in Abhangigkeit von der Laufzeit auf.

Abschluss des sog. hamburgischen Seeversicherungsvertrags.
Hamburger ,, Feuercontract” zur Versicherung der stédtischen Brauhduser.

J. Graunt verfasst auf Anregung von W. Petty die Schrift Natural and political observa-
tions made upon the bills of mortality mit einer Sterbetafel, die auf dem Londoner Todes-
register beruht.

C. und L. Huygens tauschen sich in einem Briefwechsel Gber Erwartungswert und Median
der zukinftigen Lebensdauer unter Zugrundelegung von Graunts Sterbetafel aus, auch fur
verbundene L eben und Personengruppen, die beim letzten Tod erléschen.

Kampener , Kommunaltontine®, entsprechend einer Idee von L. Tonti, gestaltet als Ren-
tenanleihe.

J. de Witt verfasst die Schrift Waerdye van Lyf-Renten naer Proportie van Los-Renten
(Prémienberechnung fur Leibrenten, ,,Rechnungsgrundlagen erster Ordnung®) zum
Zweck der Armee-Finanzierung im Niederlandisch-Franzosischen Krieg.

Grundung der Hamburger Feuerkasse, des ersten offentlich-rechtlichen Versicherungsun-
ternehmens der Welt.

Zahlreiche Schriften von G.W. Leibnitz zu verschiedenen Problemen der Versicherungs-
und Finanzmathematik, u.a. mit den Themen Offentliche Assekuranzen (mit Bezug auf
die kurz zuvor gegriindete Hamburger Feuerkasse), verschiedene Arten der Zinsrechnung,
Leibrenten, Pensionen, Lebensversicherungen (auch auf mehrere Leben), Bevolkerungs-
entwicklung.

Der Astronom E. Halley verfasst die Schrift An estimate of the degrees of mortality of
mankind, drawn from curious tables of the births and the funerals at the city of Breslaw;
with an attempt to ascertain the price of annuitites upon lives. Konstruktion einer Sterbe-
tafel (Todesfélle von 1687 bis 1691 in Breslau), Darstellung von L eibrentenbarwerten.

Grundung der Amicable Society, der ersten Lebensversicherungsgesellschaft der Welt, in
London.

A. de Moivre verfasst das erste Lehrbuch der Versicherungsmathematik mit dem Titel
Annuities upon Lives. Sterbegesetz als Approximation von Halleys Sterbetafel, Rekursi-
onsformeln fir Leibrentenbarwerte.

J.P. SuBmilch verfasst die Schrift Die Gottliche Ordnung in den Veranderungen des
menschlichen Geschlechts, aus der Geburt, dem Tode und der Fortpflanzung derselben.
Sterbetafel fur Deutschland, mehr a's 100 Jahre im Gebrauch.
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J. Dodson verfasst The Mathematical Repository. Lebensversicherung gegen laufende
konstante Pramien, Einfihrung des Deckungskapitals.

Deed of Settlement (Grindungsurkunde) der Society for Equitable Assurances on Lives
and Survivorships. Erste Lebensversicherungsgesellschaft auf stati stisch-mathemati scher
Basis. Wahl des auf Dodson zurtickgehenden Begriffs des ,,Actuary” (Aktuar) als Berufs-
bezeichnung des V ersicherungsmathematikers.

D. Bernoulli verfasst die Schrift Essai d’une nouvelle analyse de la mortalité cuasée par
la petite vérole, et des avantages de I’inoculation pour la prévenir. Zusammengesetzte
Ausscheideordnung mit den Ausscheideursachen ,, Tod ohne vorherige Pockenerkran-
kung“ und ,, Ausscheiden durch Pockenerkrankung®.

L. Euler verfasst die Schriften Recherches générales sur la mortalité et la multiplication
du genre humain sowie Sur les rentes viageres und Eclaircissements sur les établisse-
ments publics en faveur tant des veuves que des morta avec la description d’une nouvelle
espece de tontine aussi favorable au public qu’utile a I’état. Erweiterung der Halleyschen
Sterbetafelkonstruktion auf den Fall einer nichtstationaren Bevolkerung. Jahresnettopra
mien flr Leibrenten (auch rekursiv), Bruttopramien. Beschreibung einer , kontinuierli-
chen® (zugangsoffenen) Tontinenversicherung.

N. Tetens verfasst die Schrift Einleitung zur Berechnung der Leibrenten und Anwart-
schaften, die vom Leben einer oder mehrerer Personen abhangen. Erstes deutschsprachi-
ges Lehrbuch der Lebensversicherungsmathematik (zweibandig); Einfiihrung der Komm-
mutationszahlen.

Grundung der ersten Hagelversicherung in Neubrandenburg.

B. Gompertz beschreibt das nach ihm benannte Sterbegesetz in den Texten A sketch of an
Analysis and Notation applicable to the Value of Life Contingencies und On the Nature of
the Function Expressive of the Law of Human Mortality and on a new Method of Deter-
mining the Values of Life Contingencies.

C.F. GauR erstellt ein Gutachten zur Prifung der Professoren-Witwen- und Waisenkasse
zu Gottingen.

Grundung der K 6lnischen Rickversicherungsgesell schaft.

W.M. Makeham erweitert das Gompertz' sche Sterbegesetz in den Schriften On the Law of
Mortality und On the Principles to be observed in the Construction of Mortality Tables.

A. Zillmer entwickelt in Beitrage zur Theorie der Pramienreserve bei Lebensversiche-
rungsanstalten eine Darstellung des Deckungskapitals unter Einschluss von Abschlussko-
sten.

Erste Allgemeine Deutsche Sterbetafel (ADSt) fUr das gesamte Deutsche Reichsgebiet.

Erste internationale Standardisierung versicherungsmathematischer Bezei chnungswel sen.
Die Grundprinzipien dieser Notation gehen zurtick auf David Jones (1843): On the Value
of Annuities and Reversionary Payments.

L. Bachelier leitet in der Schrift Théorie de la Spéculation eine Optionspreisformel unter
Zugrundelegung einer Brown’'schen Bewegung fir die Aktienkursentwicklung her. Be-
ginn der sog. Stochastischen Finanzmathematik.



I. Personenversicherungsmathematik

I. 1. Bewertung von Finanzstrémen

In der Personenversicherungsmathematik spielen in der Regel Finanzstrome eine wesentliche Rol-
le, z.B. bei der Pensionsversicherung durch regelmalige Zahlungen des VU an den VN, aber auch
in Form von Pramienzahlungen an das VU durch den VN z.B. in der Kapital-L ebensversicherung
oder der Krankenversicherung. Hierdurch entsteht das Problem der finanztechnischen Bewertung
solcher Zahlungsstréme, entweder zum Ende der Laufzeit (Verzinsung) oder zum Anfang der
Laufzeit (Diskontierung). Wir gehen im folgenden davon aus, dass Ein- und Auszahlungen K; zu

festen aquidistanten Zeitpunkten j=0,1,---,n erfolgen (z.B. jahrlich, monatlich usw.) und dass

der Zinssatz i innerhalb der einzelnen Perioden konstant bleibt. Die Verzinsung erfolgt grundsétz-
lich zum Ende der jeweiligen Perioden. Die GrofRe r =1+i heil3t dabei Zinsfaktor, die Grof3e

V= 1 i Diskontfaktor. Haufig wird auch noch die Grofe d =1—v betrachtet, die als Diskont

r1+i
(auf ein Kapital der Hohe 1) bezeichnet wird. Zur Herleitung der zugehérigen Bewertungsformeln
betrachten wir folgende Graphik:

Zahlungszeitpunkt 0 1 2 3 n
Ko Ko, r’K, r’K, - r"K,  Waertentwicklungvon K,
K, rK, r?k, - r"?K;  Waertentwicklungvon K;
K, rK, - r" 2K,  Wertentwicklungvon K,
Ky - "3k,  Wertentwicklung von K

Kn

n -

Z 'K Wertentwicklung gesamt

Der sog. Endwert W,, des durch die Zahlungen K,,--, K, gegebenen Finanzstroms ist also gege-
ben durch die Beziehung

n .
W, => K.
j=0

Durch Diskontierung mit dem Faktor v" erhédt man hieraus den sog. Barwert B, des Finanzstroms:

n i n .
B, =Vv") r"K; =) vIK;.
j=0 j=0
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In praktischen Anwendungen unterscheidet man noch die Félle Ky =0 (nachschissige Zahlungs-
weise) und K, =0 (vorschissige Zahlungsweise).

Beispiel 1. Ein Sparer zahlt zum 1.1.2003 den Betrag von € 1000,- auf ein Sparkonto ein, zum
1.1.2004 und 1.1.2005 jeweils den Betrag von € 2000,- und hebt ohne weitere Zuzahlungen zum
31.12.2006 den Betrag von € 3000,- ab. Der jahrliche Zins betrage i = 3%, asoi=0,03. Wie gro3

ist der Barwert des zum 31.12.2006 verbleibenden Kapitals?
Nach der obigen Bewertungsformel ergibt sich mit n=4, K,=1000, K, =K, =2000, K;=0
und K, =—3000 der Barwert (gerundet)

a
B, =) Vv/K; =1000+v-2000+v?-2000—v* 3000 = 2161,48.
j=0

Der Sparer hétte also aternativ auch zum 1.1.2003 den Betrag von € 2161,48 als Einmaleinlage
einzahlen konnen, um zum 31.12.2006 auf denselben Endwert von € 2432,76 zu kommen.

Barwerte spielen also insbesondere dann eine Rolle, wenn mehrere zuklnftige Zahlungen durch
eine Einmalzahlung zum Zeitpunkt O ,, abgel 6st* werden sollen.

Von besonderer Bedeutung in der Versicherungs- und Finanzmathematik sind wiederkehrende Zah-
lungen (sog. Renten) derselben festen Hohe. Obige Bewertungsformeln ergeben dann durch An-
wendung der Formeln fur die geometrische Reihe sofort folgende vereinfachte Ergebnisse, fur die
in der Versicherungsmathematik besondere Symbole verwendet werden:

2 ok 1=V
aqi=VAVi4 VT =) v =y
k=1 1-v
Barwert einer n — periodigen nachschussigen Rente der Hohe 1
n—1 n
am I:1+V—|—-~-—|—anlzzvk :—1 v
Barwert einer n — periodigen vorschiissigen Rente der Hohe 1
n—1 n n
rr-1 r -1
so=r" "2 1=k = =—
il kz;) r-1 I
Endwert einer n — periodigen nachschiissigen Rente der Hohe 1
n n_ n__
=" = "rk = r -1 ,r-t

Endwert einer n — periodigen vorschissigen Rente der Hohe 1

Bar- und Endwerte von Rentenzahlungen der Hohe R sind hieraus entsprechend durch Multiplikati-
on der entsprechenden Groéf3en (fir eine Rente der Hohe 1) mit R zu erhalten.

Hilfreich fur einige Anwendungen ist die folgende Umrechnungstabelle fiir diese Grofien.
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am am Sm Sm V" "

5 fa 5 rs; 1" -1
o Vi VS, Sy 1-v" r"—1
nl nl 1+ds 1+isy i r'i
. ag rag 1-v" r"—1

Sm T 1—d 3 1—i rsﬂ n
—aay —lag v'd d

o _ vag ag Ve 1-v" r"—1
d 1-da, | 1-ia d v i

n ) _ 1 1 1
vi= | dEy ) ey iy | Tris "
i 1 1 1ids i 1

"= | 1oda, | 1-ia O % v

Beispiel 2. Ein Studierender, der heute seinen 20. Geburtstag feiert, mdchte durch eine Einmal zah-
lung auf einen Sparvertrag einen Beitrag zu seiner Alterssicherung leisten. Gedacht ist an eine 25-
jahrige monatliche vorschiissige Rente der Hohe € 1000,-, beginnend mit dem vollendeten 65. Le-
bengjahr. Welchen Betrag muss er jetzt einzahlen, wenn das Kreditinstitut einen Jahreszins von 4%
fr die gesamte Laufzeit (also bis zum 90. Lebengjahr) garantiert?

Der Barwert der vorschiissigen Rente (vereinfachend angenommen: jéhrliche Hohe R =12000)
zum Abschluss des 65. L ebengjahres betragt nach obigem

1-v® 120001~ L/2 04%

=194963, 56.
1-v 1-1/1,04

a5 - R =12000

Fuar die notwendige Einmalzahlung muss dieser Betrag noch Uber 45 Jahre diskontiert werden, d.h.
der entsprechende Barwert B ergibt sich zu

B =v*®4- R =33377,45.

(Dasselbe Ergebnis hétte man mit der zweiten allgemeinen Bewertungsformel oben erhalten unter
Zugrundelegung von Ky=K;=:-K,; =0, K5 =K 5 ="--=Kg =12000.) Zur Finanzierung
des nominalen Gesamtbetrags aller zukinftigen Rentenzahlungen in Hohe von 25-12000€ =
300000€ ist also heute (nur) ein einmaliger finanzieller Aufwand von etwa 11% dieser Summe
erforderlich.
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Natlrlich spielt der garantierte Zinssatz hier eine wesentliche Rolle. Die nachfolgende Tabelle
zeigt, welche Barwerte (Einmal zahlungen) sich bei unterschiedlichen Zinssédtzen ergeben.

Zinssatz i 2% 3% 4% 5% 6%
Barwert B (in €) | 98023,54 | 56914,20 | 33377,45 | 19764,45 | 11813,21

Hat man umgekehrt nur einen bestimmten Betrag K fur die Einmalzahlung zur Verfigung, so kann
man aus der Gleichung

=
VY TRV B SV S
1-v R R

K=R-v

den Diskontfaktor v und damit den notwendigen Zinssatz i berechnen. Die folgende Tabelle zeigt,
welchen Zinssatz man bel verschiedenen Werten von K (bei R =12000) bendtigt.

Einmalzahlung K (in€) | 5000 | 10000 | 15000 | 20000 | 25000 | 30000
Zinssatz i (in %) 7,710 | 6,327 | 5533 | 4,977 | 4549 | 4,202

Beispiel 3 (Annuitétentilgung einer Hypothek). Die obigen Formeln kénnen auch dazu verwendet
werden, um Tilgungspléne fir Hypotheken H mit konstanter Annuitét A zu berechnen. Dazu setzen
wir K,=—H (Auszahlung der Hypothek H zur Zeit 0) und K, =K, =...= K, = A (Einzahlun-
gen der Annuitdt A am Ende der jeweiligen Periode). Die Bedingung fur die vollsténdige Tilgung
der Hypothek einschliefdich sdmtlicher anfallender Zinszahlungen lautet dann

iy SN G S FRLTY
r—1 r'—1 S

n-—1
0=W,=—r"H-+A> r=—r"H+
k=0

Die Annuitéat kann dabei je Periode zerlegt werden in einen Tilgungsanteil T, und einen Zinsanteil
Z,,fur dieanalog gilt:
T =r A=A, Z = A-T, = (1A k=100

mit der jeweiligen Restschuld H, am Ende der Periode k, gegeben durch

r.n_rk
H = H, k=21---,n.
-1 L

Die folgende Tabelle gibt beispielhaft einen Tilgungsplan wieder fur die Situation H =100000 €

bei n=10 Jahren Laufzeit und 4% Jahreszins, woraus sich nach obiger Formel fur die Annuitét der
Wert A=12329,09 € ergibt.
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Ende Jahr | Vorschuld | Annuitét | Zinsanteil | Tilgungsanteil | Restschuld
1| 100000,00| 12329,09| 4000,00 8329,09| 91670,91
2| 91670,91| 12329,09| 3666,84 8662,26| 83008,65
3| 83008,65| 12329,09| 3320,35 9008,75| 73999,90
4| 73999,90| 12329,09| 2960,00 9369,10| 64630,80
S| 64630,80| 12329,09| 2585,23 9743,86| 54886,94
6 | 54886,94| 12329,09| 219548 10133,62| 44753,32
7| 44753,32| 12329,09| 1790,13 10538,96| 34214,36
8| 34214,36| 12329,09| 136857 10960,52| 23253,84
9| 23253,84| 12329,09 930,15 11398,94| 11854,90
10 | 11854,90| 12329,09 474,20 11854,90 0,00

l. 2. Lebensdauerverteilungen und Sterbetafeln

Bei Leibrenten, deren Zahlung (erst) mit dem Tode der beglnstigten Person endet, lassen sich die
obigen einfachen Rechnungen so nicht durchftihren, da die gesamte Zahlungsdauer n hier die Zu-
falsvariable K, +1 ist, wobel K, die nach unten abgerundete (sog. , gestutzte") ganzzahlige rest-
liche L ebensdauer fiir die begiinstigte Person mit dem jetzigen Alter x ist.* Als ,faire* Pramie wird
man hier den Erwartungswert des Barwerts ansehen (sog. Aquivalenzprinzip der Versicherung?),
also etwa bei vorschiissiger Zahlungsweise und Auszahlungen der Hohe 1 die Grof3e

KX

> V"

k=0

K, +1 N
1_1V_K\X/+l]:1_ El(_vv +) mit E(VKX+1) kZ:;)v"“P (K, =k),

a, =E =E

X

fur deren Berechnung die Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsverteilung von K, notwendig ist. Der
Ausdruck E(vKX“) stimmt dabei gerade mit der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion ¢y .4

von K, ander Stellev Gberein; es gilt hier noch die Beziehung oy ,1(V) =V ¢ (V).

! Man beachte, dass die Anzahl der Zahlperioden tatsichlich K +1 betragt. Ist zB. K =0, so (iberlebt die betref-

fende Person das néchste Lebengahr zwar nicht, erhélt aber zu Beginn noch eine Rentenzahlung, d.h. die Anzahl der
Zahlperioden ist hier gerade 1.

2 Dies Iasst sich durch das Gesetz der GroRen Zahlen motivieren: verkauft ein VU in einem Portfolio eine groRe Zahl
gleichartiger Leibrenten, d.h. an Personen mit demselben Alter x und gleichem Geschlecht, so stimmen die durch-
schnittlichen diskontierten zuféligen Kosten des VU aus dem Gesamtportfolio mit dem zugehérigen Erwartungswert,

d.h. hier &, , ngherungsweise Uberein. Das Aquivalenzprinzip entspricht also einer Art Umlageverfahren, bei dem die
diskontierten Kosten gleichméfdig auf die VN umgelegt werden.

10
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Beispiel 4 (Fortsetzung von Beispiel 2). Wenn wir — zunéchst fiktiv — annehmen, dass die restliche
(gestutzte) Lebensdauerverteilung einer 65-jahrigen mannlichen Person beschrieben werden kann
durch die abgeschnittene geometrische Verteilung

P(szk):q 11 in, k=0,1---,35 mit einem Parameter g < (0,1),

d.h. das maximal erreichbare Alter (, Endalter*) betragt in unserer Beispielrechnung " =100, so
folgt —wieder mit dem Rechnungszins i = 4% —

K, +1 N kil 1-q 1- (qV)36
P K, _k = , aso
( ) E%;;;\/ :g:: ((] ) ]_ (]\/ ]____(136
, 170 1-@v)®
o l—E(VKX+l> 1= Vi- v 1-g®
4 =ax(0) = 1-v 1-v

Die folgende Graphik zeigt den Verlauf des Barwerts B(q) =12000-4, (q) mit x =65, der fur un-
ser Beispiel relevant ist, im Bereich ¢ € (0,1).

140000
120000
100000

Bg) 800007

BOO00
40000

20000 1

q

Fir den Erwartungswert der restlichen gestutzten Lebensdauer erhalten wir in unserem Beispiel
nach einiger Rechnung den Wert

q—36q% +35¢%
(1-9)1—q*)

E(Kx):

Die folgende Graphik zeigt die Abhangigkeit des Rentenbarwerts von dieser erwarteten restlichen
gestutzten L ebensdauer.

11
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140000+
120000
100000+

50000+

Rentenbarwert

B00004

40000

20000

i P 4 B 8 10 12 14 1B

erwartete gestutzte Restlebensdauer (Bereich O < g < 1)

Bel einer beispielhaften erwarteten Restlebensdauer von 16 Jahren bei Mannern im Alter 65 (d.h.
g=0,98613 in unserem Modell) ergibt sich damit der Rentenbarwert B(q) =138684, 70€, also ein

etwas kleinerer Wert als bei der ersten deterministischen Rechnung Uber die urspriingliche Renten-
phase von 25 Jahren, obwohl in unserem Beispiel sogar ein Alter von 100 Jahren erreicht werden
kann, die Rentenphase sich in diesem Fall also auf bis zu 35 Jahre verlangern wirde.

Man beachte, dass der Grenzfall g —1 zu einer diskreten Gleichverteilung fuhrt; dies entspricht
genau dem Sterbegesetz von de Moivre (1724). Die erwartete Restlebensdauer ergibt sich hier zu
E(K,)=17,5 Jahren mit einem zugehdrigen Rentenbarwert von B(q) =148128,22€, was zu-

gleich dem maximal erreichbaren Wert in unserem Verteilungsmodel | entspricht.

Fir die weiteren Betrachtungen ist es hilfreich, zunéchst eine etwas allgemeinere Darstellung von
Lebensdauern und ihren Verteilungen zu betrachten. Dazu wollen wir mit T, die kontinuierliche

restliche Lebensdauer einer Person mit dem jetzigen (nicht notwendig ganzzahligen) Alter x be-
zeichnen. T, entspricht somit der gesamten L ebensdauer einer neugeborenen Person (Alter 0). Fer-

ner wollen wir annehmen, dass die Verteilung der Lebensdauer T, eine Dichtef besitzt. Mit F wer-
de die zugehorige Verteilungsfunktion bezeichnet. Da Lebensdauern nicht-negative Zufallsgréfien

sind, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass F(t)= f(t)=0 ist fur t<0. Mit w wollen wir
schlief3lich noch den rechten Endpunkt der Verteilung(sfunktion) bezeichnen, d.h. esist
w=sup{te R|F(t) <1}.

Definition 1. Unter den obigen Annahmen heifdt die Funktion

__f@®
wu(t) = L FO' 0<t<w

die Sterbeintensitét zur Verteilung der Lebensdauer T,.

s+h

Wegen P(s<T,<s+h)= f f(t)dt~h- f(s) fur s,n>0 und kleine Werte von h folgt hieraus
S

sofort

12
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P(s<To<s+h)Nh. f(s)

P(s<To<s+h|Ty>s)= rmos ~IFE

=h-p(s) fur kleine Werte von h,

d.h. fr kleine h ist die Wahrscheinlichkeit, innerhalb der Zeitspanne h zu sterben, wenn man bis
zum Zeitpunkt s Uberlebt hat, néherungsweise proportional zu h, mit Proportionalitatsfaktor 1(s).

Eine aternative Darstellung der Sterbeintensitét ist deshalb fir stetige Dichten moglich verméoge
der Grenzwertbeziehung

1
u(t)zlhleP(t<T0<t+h|To>t), 0<t<w.

Ahnlich wie in Definition 1 kann man auch eine Sterbeintensitét zur Verteilung der allgemeineren
Lebensdauer T, definieren, wenn deren Dichte und V erteilungsfunktion bekannt sind.

Lemma 1. Unter den obigen V oraussetzungen gilt:

a) Die Verteillungsfunktion F,, Dichte f, und rechter Endpunkt zo, der Lebensdauer T, sind ge-
geben durch

F(x+t)—F(x)’ F ()= f(x+1)

O=""1"r 1-F(x)

Xt>0, t<w, =w—X fir X< w;

b) die Sterbeintensitét 1, zur Verteilung der Lebensdauer T, ist gegeben durch

_ @M f(x+t) .
,ux(t).—l_FX(t)—1_F(X+t)—,u(X—|—t), 0<t<w,=w-—X

c) F(t)=1—exp =1—exp , 0<t<w, =w—X.

t
[ nx(s)ds
0

t
—f,u(X-I-S)dS
0

Beweis: Esist

P(x<Tp<x+t)  F(x+1)—F(x) :J f(X+9) 4

P(To > X) 1-F(x) 1-F(X)

F, () =P(T <t)=P(Ty < x+t|Ty>x) =
0
woraus Teil a) wegen

F(x+t)—F(x)
1-F(x)

w, :sup{teR|Fx(t)<1}:sup{teR‘ <1}:sup{teR|F(x+t)<1}:w—x

folgt. Teil b) ergibt sich unmittelbar aus a) unter Beachtung von

R+ -F() _ 1-F(x+1)

1-F (t)=1
1-F(x) 1- F(x)

13
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Teil ¢) folgt aus der Gleichung

t

| RO _
{ux(s)ds_[mds_—In(l—FX(t)), 0<t<w,=w-—X

Bemerkung: Eine alternative Darstellung der allgemeinen Sterbeintensitét ist fur stetige Dichten
analog zu oben moglich vermdge der Grenzwertbeziehungen

1 d
Mx(t):IA[QFP(t<TX <t+h|T, >t):a(—ln(l— F (D)), 0<t<wm, =w—x.

Bezeichnet wie oben T, die kontinuierliche restliche Lebensdauer einer x-jahrigen Person, so heil}t
in Anlehnung an die schon verwendete Begriffsbildung

K, =max{k € Z|T, >k}
die gestutzte restliche L ebensdauer der x-jahrigen Person, wobei hier sinnvollerweise x als ganzzah-

lig angenommen werden soll. Die gestutzte restliche Lebensdauer entspricht also gerade dem ganz-
zahligen Anteil der kontinuierlichen restliche Lebensdauer. Fur ihre Verteilung gilt:

P(K,=k)=P(k<T, <k+1)=F (k+1)—-F,(k), k=0,--,@" —X, X<’

X

mit " :=max{meZ|m<w}. (Fals = ganzzahlig ist, gilt also speziell w* =w—1; =" heild
entsprechend Endalter der gestutzten Lebensdauer K,.) Ferner werden folgende Wahrscheinlich-
keiten in aktuarieller Notation besonders gekennzeichnet:

(P =P (T >1), (0 =1— p, =P(T, <t), 40 =P(s<T, <s+t), 5,t>0
sowie p, =Py, 0, =40y, t>0.

. b, heiflX die t-jahrige Uberlebenswahrscheinlichkeit der x-jahrigen Person, ,q, die t-jahrige Ster-
bewahrscheinlichkeit der x-jahrigen Person. Weitere wichtige Symbole sind:

e, =E(T,) und e, :=E(K,)

fur die jewellige erwartete Restlebensdauer (restliche [gestutzte] Lebenserwartung). Zwischen die-
sen Grof3en bestehen folgende Beziehungen:

14
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Lemma 2. Unter den obigen V oraussetzungen gilt:

a) s+t px:spx'tpx+s’ s|th:spx'th+si S,t,XZO;
k—1

k-1
b) kDXZHDXHZH(l—qXH), x>0, keN mit ,p,=1 ,q,=0;
j=0

j=0
C) P<Kx:k>:kpqu+k Und P(Kx>k>:k+lpx1 X’kzo’

o0

d e zjt- £ ()t :71— F,(t)dt :jtpx dt, e, =3 k-P(K,=k)=3 P(K,>k)=>",p,

k=0 k=1

k=0
1+e,’ . 1+e,.,—€
& u(X)=="2C fals f stetig, und g T s N}
o X
€ 1+ex+l

X

Beweis: Esist

P(Ty>X+s+t) 1-F(x+s+t) 1-F(x+s+t) 1-F(x+s)
P(T,>x)  1-F(x)  1-F(x+s) 1-F(x)

P(Ty>X+s+t) P(Ty>x+5)
P(T0>X+S) P(T0>X> (X+S> ) <X>S> s Px tpx+s un

st Px = P(Tx >S+t):

P(x+s<T,<x+s+t)

w0 _ P(s<T,<s+t) P(T,>X) C P(x+s<T, <x+s+t)
p P(T,>s) P(T, > X +5) B P(T, > x+5)
P(T,>X)

:P(T St>:th-&-s'

X+Ss

Hieraus folgen a) und b) wegen

kP = P e P = P P2 Pr2 = - = [ Poe
Ferner ist

P(K,>k)=P(K,>k+1)=P(T,>k+1)=,,p,

und somit

P(Kx :k):P(Kx Zk)_P<Kx Zk-l_l): kpx_k+1px: kpx_kpx px+k
= P (1= P ) = P Oy

fur x,k >0, woraussich Teil c) ergibt.

15
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Teil d) folgt unmittelbar aus Eigenschaften des Erwartungswerts.® Der erste Teil von €) folgt aus

o 1— F(x+t)
eX_Lof FO0 dt=—— F()fl F(s)ds, aso e (1— F(x)) fl F(s)ds;

f(x) 1+e
1-F(x) ¢

X

differenzieren ergibt: —f (x)e}; +(1— F(x))e;'=—(1— F(x)), also u(x)= . Die

restliche Beziehung ergibt sich aus

qxex+l = ex+1 - pxz k Pii1 =6 _Z k+1 Py =€ + Py — Z K Px = 1- a, + ex+1 — &

k=1 k=1 k=1

Beispiel 5. Es sei T, exponentialverteilt mit Parameter \ >0, in Zeichen: P = £(\). Dann ist
w = oo, und esgilt:

f)=xe™, F(t)=1—e", ,u()_1 fl(:tz)_)\’ t >0 sowie p, () = u(x+t) = A, x,t >0,

d.h. esist auch T, exponentialverteilt mit (demselben) Parameter A > 0; man sagt, die Exponenti-

alverteilung sei alterungsfrei oder gedachtnislos. Die gestutzte (restliche) Lebensdauerverteilung
ergibt sich zu

P(K,=k)=F (k+D)—F (k)=e™—e*P =e(1—e™)=pg", keZ" mit p=1-e”,

X

d.h. K, istin diesem Fall geometrisch verteilt mit Parameter p, in Zeichen: P« = G(p). Ferner ist

e :ﬂ: =
p

(Achtung: p ist hier abweichend von der allgemeinen Notation die einjahrige Sterbewahrschein-
lichkeit!) Eine einfache Variante des obigen (fur die Lebensversicherung unrealistischen) Modells
erhdlt man durch das Abschneiden der Lebensdauern T, bzw. der Verteilung an einem endlichen

Wert @ > 0 vermoge der Definition

f%)::%, 0<t<w.

w

(Die abgeschnittene Lebensdauer werde analog mit T,” bezeichnet.) In diesem Fall ist  naturli-
cherweise das Endalter, und es gilt

3 Mit Hilfe des Satzes von Fubini |&sst sich etwa fiir eine nicht-negative Zufallsvariable Z mit Dichte h und Verteilungs-
funktion H zeigen:

E(Z)—fz h(z)dz_ffh(z)dwdz—ff h(z)dwdz—ffh(z)dzdw f (1-H(2))d

0<w<z
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=y F(1) oy () f(t) = . .
F (t)_—F(w)’ 1 (t)_l—F”(t)_F(w)—F(t)’ 0<t<w sowiealgemeiner
£ (1) = f(x+t) I:w(t):F(x-l—t)—F(x)
" F(@)-F() F(@)-F(x)
e (t) = P0) = fx+1) 0<t<w,=w—X, 0<Xx<w.

1-F7(t) F(w)—F(x+t)’

Fur die restliche Lebenserwartung ergibt sich entsprechend

o0

e = [1— F7(t)dt= [ i I(:i)z;f (Fx(j)t) dt, x <.

Im Fall von Exponentialverteilungen liefert dies speziell

fxw (t) = F f (X+t) = A e:)\(W7X) ! wa (t) - F(X +t) — F(X) = 1_—3(_";4() )
(@)-F()  1-e F(@)-F(x) 1-e
=W __ A 0<t<w, —w-x,

C1-F7(t) 1-eE?
S S P
Aoe g
Insbesondere nimmt also die Sterbeintensitét 1,” sowohl mit wachsendem Alter x als auch mit der
Zeit t monoton zu.

Entsprechend lasst sich auch die geometrische Verteilung nach oben abschneiden, etwa so wie in
Beispiel 4. Man beachte, dass nach obiger Bemerkung die abgeschnittene gestutzte L ebensdauer

K hier rechnerisch nur den Endpunkt @w* = w —1 erreicht, wennw ganzzahligist. Es ergibt sich
analog:

F(x+k+1)—F(x+k)
F(w)-F(X)

P(K? =k)=F7(k+1)—F7 (k)=
Ak A-A(k+D) k

_& —¢€ _ P4 k0. —x 0<x<w' sowie
1_ ef/\(wfx) 1_ qwfx

w*—X ] k @ —x—k ) k  q@—X
kpx:P(KXka): pqw—x: pqw—x E qu%’ k:O,---,w*—X, OSXSW*
= 1-q 1-q =0 1-q
und e :«Vix p :w*,x qk_qwfx _ q_(w_x)qwfx_i_(w_l_ X)qm+lfx O<X<W*
EY EH g p(l-9°) C

in Ubereinstimmung mit Beispiel 4 (dort ist @ — X =w —65=36, adso w =101, @" =100).
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Beispiel 6. Bekannte kontinuierliche Sterbegesetze sind:

1. Die stetige Gleichverteilung Uber dem Intervall [0,zo] mit w >0 (de Moivre 1724) mit den
Grofden

0<t<w 0<t<w 1

f)=1c" F)={e’ p(t) =

" 0<t<w
0, sonst 1, t>ow w

und der daraus folgenden diskreten Gleichverteilung Uber der Menge {O,l---,w* = w—l} bei
ganzzahligem w fir die gestutzte Lebensdauer K,; die Verteilungen der Restlebensdauern T,
bzw. K, sind ebenfalls Gleichverteilungen Gber dem Intervall [0,o—x] bzw. Uber der Menge
{O,:Lm,w* —X=w-— x—l}. Ebenso folgt die bei 0< @ <w abgeschnittene Lebensdauer
T.” einer Gleichverteilung, und zwar Uber dem Intervall [0, — X]; die zugehtrige abgeschnit-
tene gestutzte Lebensdauer K7 ist entsprechend wieder gleichverteilt Uber der Menge
{01, & —x=5-x-1}.

2. Die Gompertz-Verteilung (1824) mit der Sterbeintensitét
w(t)=ae™, t>0 (a,b>0);
3. die Makeham-Verteilung (1860) mit der Sterbeintensitét
u(t)y=c+ae™, t>0 (a,b,c>0);
4. dieWeibull-Verteilung (1939) mit der Sterbeintensitéat

w(t) =at®, t>0 (a,b>0).

Fir rechnerische Zwecke werden die einjahrigen Uberlebens- und Sterbewahrscheinlichkeiten tibli-
cherweise in sogenannten Sterbetafeln zusammengefasst. Diese reichen nach Lemma 2 namlich
aus, um die Verteilung von K, fir alle relevanten Alter x vollstandig zu beschreiben. Neben den
Wahrscheinlichkeiten p, und g, enthalten solche Tafeln in der Regel auch die absoluten Grof3en
I, (Anzahl der Lebenden (living) mit Alter x) und d, (Anzahl der im Alter x Gestorbenen (dead)).
Standardmafdig beginnen diese Eintrage im Alter x =0 mit 1, =100000. Zwischen diesen Grofien
besteht ferner (bis auf Ungenauigkeiten durch Rundung) der Zusammenhang
| —d .

qx:%a px:]‘_qx: XI X1 XzO,---,w .

X X

Wenn man von einem (theoretischen) Sterbegesetz bzw. der Verteilungsfunktion F der Gesamtle-
bensdauer ausgeht, kann man etwa

18
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|, =[100000-(1— F(x))| mit |z|:=max{k € Z |k <z} fir ze R

wéhlen. Die folgende Tabelle zeigt die Allgemeine Deutsche Sterbetafel aus den Jahren 1986/88
far die mannliche Bevolkerung, die auf Auswertungen der damaligen V olkszéhlung beruht.

Bevoélkerung

Zum Aufsatz: ,Aligemeine Sterbetafel™
Aligemeine Sterbetafel 1986/88 fiir die Bundesrepublik Deutschiand

Méinnlich
Sterbe- l Uberiebens- Von den Ubertebenden im Alter x
. Durchschnittliche
d UOber! Gir?t:l::?';e wahrschainlichkeit Al’:l:r l’(u2'1 'r::::;::“ Lebenserwartung
Alter im Alter x bis unter x + 1 vom Alter x bis x + 1 im Alter x
in Jahren
Jahre
x Ix dx L Py Ly J oxlx ex
wiahrend
Wochen einer Woche fiir eine Woche

0 ... 100 000 381 0,00380807 0,99619393 1913 7221175 72,21
1 99 819 87 0,00087257 0,89932743 1908 7 219 262 72,47
2 99 552 36 0,00036484 0,99963536 1908 7 217 364 72,50
3 . 99 516 30t 0,00029945 ') 0,99970055 ') 2571Y) 7 215 448 72,51

wihrend

Monate eines Monats fiir einen Monet

0 ... 100 000 514 0,00513709 0,99486291 8 300 7221178 72,21
T o 99 486 86 0,00086295 0,99813705 8 287 7212875 72,50
2 99 400 75 0,00075282 0,99924718 8 280 7 204 588 72,48
3 99 326 61 0,00061732 0,99938268 8275 7 196 308 72,45
4 ... 99 264 48 0,00048815 0,99951185 8270 7188 034 72,41
5 ... 99 216 35 0,00035623 0,99964377 8 267 7179764 72,37
[ S 99 180 27 0,00027482 0,99972518 8 284 7171497 72,31
7T o 99 153 23 0,00023641 0,99976459 8 262 7 163 233 72,24
8 ... 99 130 19 0,00019441 0,999805569 8 260 7154971 72,18
9 ... 99 111 14 0,00014581 0,99985419 8 259 7146 711 72,11
10 99 096 13 0,00012645 0,99987356 8257 7 138 453 72,04
1M o 99 084 9 0,00008997 0,99991003 8 257 7130195 71,96

wiahrend

eines Jahres fir ein Jahr

100 000 925 0,00926273 0,98074727 99 237 7221175 72,21
99 075 70 0,00070529 0,89929471 99 040 7121939 71,88
99 008 49 0,00048307 0,99950893 28 980 7 022 899 70,93
98 958 35 0,00036530 0,89964470 98 938 6 923918 69,97
98 921 30 0,00030589 0,99969411 98 908 6 824 980 88,99
98 891 29 0,00028097 0,99970903 98 876 8 726 074 68,02
98 862 27 0,000276841 0,999723569 98 848 6 627 198 87,03
98 835 25 000025775 0.9997422% 98 822 8 528 350 88,06
98 809 23 0,00023576 0.99976424 98 797 6 429 528 65,07
98 786 1 0,00021668 0,99978332 98 776 8 330 731 64,09
98 784 20 0,00020483 0,99979637 98 754 8 231 966 83,10
98 744 20 0,00020218 0,99979782 98 734 8 133 201 62,11
988 724 21 0,00020926 0,99979074 98 714 8 034 4687 61,12
98 704 23 0,00023283 0,99976717 98 692 5 935 753 60,14
98 681 29 0.00029344 0,99970656 98 666 5 837 061 59,16
98 652 40 0,00040200 0,99959800 98 632 § 738 395 58,17
98 612 55 0,000565634 0,99944368 98 584 5 639 764 §7.19
98 557 74 0,00075125 0,99924875 98 520 5541179 56,22
98 483 94 0,00095645 0,99904355 98 436 5 442 659 55,26
98 389 105 0,00106913 0,99893087 98 336 6 344 223 54,32
98 284 108 0,00110194 0,998898086 98 229 5 245 887 53,37
98 175 107 0,00109138 0,99890861 98 122 5 147 857 62,43
98 068 104 0,00106503 0,99893497 88 016 5 049 538 51,49
97 964 102 0,00103813 0,99896187 97 913 4 861 520 50,54
97 862 99 0,001016845 0,99898355 97 812 4853 607 49,60
97 763 98 0,00100325 0,99899675 97 7114 4756 795 48,85
97 664 98 0,00100130 0,99899870 97 618 4 658 081 47,69
97 567 99 0,00101285 0,99898715 97 617 4 560 465 46,74
97 468 101 0,00103838 0,99896164 97 417 4462 948 45,79
97 367 108 0,00107643 0,99892357 97 314 4 365 631 44,84
30 .......... 97 262 109 000112194 0,99887808 97 207 4268 217 43,88
31 97 153 114 0,00117247 0,99882753 97 096 4171009 42,93
32 ... 97 039 19 0,00122951 0,99877049 96 979 4073914 41,98
33 ...l 96 920 128 0,00129498 0,99870502 96 857 3976934 41,03
34 ... 96 794 133 0,00137346 0,89862654 96 728 3880078 40,09

1) In den Gbrigen Tagen des 1. Lebensmonats.
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Aligemeine Sterbetafel 1986/88 fir die Bundesrepublik Deutschland

Miinnlich
Sterbe- ' Uberlebens- Von den Uberlebenden im Alter x
N . Durchschnittliche
Vollend: Oberieb q::"":f';' wahrscheinlichkeit A::Isr zlu;n‘ '"“598:8"“ Lebenserwartung
Alter im Alter x bis vom Alter x bis x + 1 ° och zv im Alter x
is unter x + 1 +
in Jahren
Jahre
x x dy A Px Ly oxlx ex
1
wihrend
Jahre eines Jahres far ain Jahr

3 ... 96 681 142 0,00148739 0,99853261 96 590 3783 350 39,14
36 ........ 96 519 162 0,00167643 0,99842357 96 443 3 686 760 38,20
37 ... 96 387 164 0,00170033 0,99829967 96 285 3590317 37.26
38 ... 96 203 177 0,00184126 0,99815874 96 115 3494 032 36,32
38 ... 96 026 192 0,00200292 0,99799708 95 830 3397 917 35,39
40 ... 96 834 210 0,00218931 0,99781069 95 729 3301 987 34,46
ar L 95 824 230 0,00240516 0,99759484 95 509 3 206 258 33,63
42 95 394 253 0,00285040 0,99734960 96 268 3110749 32,61
43 95 141 279 0,00292755 0,99707245 95 002 3015 482 31,69
44 94 863 307 0,00323949 0,99676051 84 709 2 920 480 30,79
45 94 566 339 0,00358825 0,99641175 94 386 2825771 29,88
46 94 216 375 0,00397516 0,99602484 94 029 2731388 28,99
47 93 841 413 0,00440134 0,99559866 93 635 2837 357 28,10
48 93 428 455 0,00487349 0,99512651 93 201 2543722 27,23
49 92973 502 0,00640080 0,99459920 92 722 2 450 521 26,38
50 92471 554 0,00599270 0,99400730 92 194 2357 799 25,60
51 91 917 612 0,00665469 0,99334531 91 611 2 265 605 24,665
52 91 305 675 0,00739081 0,99260919 90 968 2173 994 23,81
53 90 630 743 0,00820182 0,99179818 90 2569 2 083 026 22,98
54 89 887 816 0,00908183 0,99091817 89 479 1992 768 22,17
55 89 071 893 0,01002898 0,98997104 88 624 1903 289 21,37
56 88177 974 0,01104374 0,98895626 87 890 1814 665 20,58
57 .87 204 1058 0,01212705 0,98787295 86 675 1726974 19,80
58 86 146 1144 0,01328261 0,98671739 85574 1640 300 19,04
59 85 002 1234 0,01452099 0,98647901 84 385 1564726 18,29
80 83767 1328 0,01585428 0,98414572 83 103 1470341 17,55
61 82439 1426 0,01729566 0,98270444 81726 1387 238 16,83
62 81014 15628 0,01886965 0,98114045 80 250 1305511 16,11
63 79 486 1634 0,02056058 0,97943942 78 669 1225 261 16,41
64 77 851 1745 0,02241628 0,97768372 76 979 11486593 14,73
65 76 106 1861 0,02445496 0,97654504 75176 1069614 14,05
66 74 245 1983 0,02671048 0,97328961 73 254 994 438 13,39
67 72 262 2112 0,02922845 0,97077155 71 206 921185 12,76
68 70 150 2249 0,03205730 0,96794270 69 025 849 979 1212
69 67 901 2393 0,03523824 0.96476176 66 705 780 953 11,60
70 65 508 2543 0,03881231 0,96118769 64 237 714 249 10,90
71 62 966 2 696 0,04281953 0,95718047 61618 650012 10,32
72 60 270 2 851 0,04729665 0,96270335 58 844 588 394 9,78
73 57 419 3002 0,06227739 0,94772261 55918 6529 660 9,22
74 54 417 3144 0,05778285 0,94221715 52 845 473 631 8,70
75 61273 3273 0,06382971 0,93617029 49 637 420786 8,21
76 48 000 3381 0,07042925 0,92957075 46 310 371 149 7,73
77 44 820 3462 0,07769312 0,92240688 42 889 324 840 7.28
78 41 167 3612 0,08533616 0,91466384 39 401 281 951 6,85
79 37 8456 3628 0,09367422 0,90632578 35 882 242 550 8.44
80 34119 3 601 0,10262092 0,89737908 32 368 206 668 6,06
81 30618 3435 0,11218740 0,88781260 28 900 174 299 5,69
82 27183 3327 0,12237982 0,87782018 28 81¢ 145 399 5,38
83 23 856 3178 0,13320462 0,86679538 22 287 119 880 5,03
84 20678 2992 0,14466958 0,85533042 19 183 97 613 4,72
85 17 687 2773 0,156678202 0,84321798 16 300 78 430 4,43
86 14 914 2529 0,18954409 0,83045591 13 650 62 130 417
87 12 385 2 266 0,182951567 0,81704843 11252 48 480 3,91
88 10119 1993 0.19699536 0,80300484 9123 37 228 3,68
89 8126 1720 0,211661456 0,78833855 7 266 28 106 3,46
980 6 406 1454 0,22693099 0,77306901 6679 20 840 3,26
91 4952 1202 0,24277741 0,76722259 4 351 15 161 3,06
92 3750 972 0,26916832 0,74083168 3 264 10 809 2,88
93 2778 767 0,27606561 0,72393439 2395 7 545 2,72
94 2011 590 0,29342626 0,706567474 1716 5151 2,56
95 1421 442 0,31119913 0,68880087 1200 3435 2,42
96 979 322 0,32933518 0,67066482 818 2235 2,28
97 6858 228 0,34777750 0,65222250 542 1417 2,16
98 428 167 0,36646673 0,63353327 350 875 2,04
99 271 105 0,38534070 0,61465930 219 525 1,94
100 167 67 0,40433614 0,69566486 133 308 1,84

Wirtschaft und Statistik 6/1991 235°

Quelle: Wirtschaft und Statistik 6 (1991)

20



| Personenversicherungsmathematik

Eine ausfihrliche Diskussion Uber die statistischen Aspekte der Erstellung und Gléttung von Ster-
betafeln findet man z.B. in GERBER (1997) oder KAKIESET AL. (1985).

Die folgenden Graphiken zeigen die Entwicklung von Sterblichkeiten in den letzten 300 Jahren.
&
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Erlauterung:

Halley: Sterbetafel von 1693, basierend auf Bevolkerungsdaten der Stadt Breslau

stm24: Sterbetafel der Jahre 1924/26 (mannlich)*

stm86: die oben wiedergegebene Sterbetafel der Jahre 1986/88 (méannlich)

R94m: Renten-Sterbetafel der Deutschen Aktuarvereinigung (DAV) von 1994 (ménnlich)®
R94w: Renten-Sterbetafel der Deutschen Aktuarvereinigung (DAV) von 1994 (weiblich)®

In alen Sterbetafeln falt ein ndherungsweise linearer Verlauf der einjahrigen Sterbewahrschein-
lichkeiten g, inlogarithmischer Skalaim Altersbereich von etwa 30 < x <80 auf. Wegen

B _1 f(x+t) Nl f(x) )
qx_P<Tx§1>_[1_F(X) dtNll_F(x)dt_l—F(X)_M(X)

ergibt sich also in diesem Bereich pu(x) ~ae™ mit a,b >0, was den Gompertz-Makeham’ schen
Ansatz in gewisser Weise rechtfertigt.

I. 3. Lebensversicherungspramien

Der am Anfang des vorigen Abschnitts betrachtete Leibrentenbarwert &, l1asst sich mit Hilfe von
Lemma 2 nunmehr recht einfach darstellen, da hier gilt:

1-E(ve*)

a, =
X 1-v

mit E(VKX+1) = vk P Ky = k = ka+l "k Px Ox+k
k=0

k-1

i QX+k H (1_ QXH )

=0

e T
<

T
o

*vgl. ToSBERG (1957), S. 8- 13.
®vgl. MILBRODT UND HELBIG (1999).
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(mit der Ublichen Konvention, das , leere* Produkt as 1 zu definieren) und die letzte Grof3e unter
Verwendung von geeigneten Sterbetafeln leicht numerisch ausgewertet werden kann.

Eine alternative Darstellung fir den Rentenbarwert erhalten wir, wenn wir die Indikatorfunktionen

| — {l falls die versicherte Person im Versicherungsjahr k dem Kollektiv noch angehort
X,k T
0, sonst

der Kollektivzugehtrigkeit betrachten. Dann ist namlich {I,, =1} ={K, >k} fir k€Z" bzw.
Lo = Ly, opg MM

lek

iP( )vk:iP(szk)vk:ikvak
k=0 k=0

k=0

(vgl. GERBER (1986), Kapitel 4). Hierbei bezeichnet wie in der Stochastik tblich 1,, die Indika-
torfunktion einer Menge M, d.h. esist

L (@) fals we M
w)=
M 0, fals w¢g M.

Beispiel 7 (Fortsetzung von Beispiel 4). Bei Zugrundelegung der Renten-Sterbetafel R94m der
DAV (méannlich) ergibt sich fir die Situation in Beispiel 4 mit dem Alter x =65 —wieder mit dem
Rechnungszins i =4% — der Wert 4, =158558,62€, ® bei Zugrundelegung der fiir Versicherun-

gen mit Todesfallcharakter verwendeten Sterbetafel T94m der DAV (mannlich) dagegen der klei-
nere Wert & =123204,11€. Mit der abgekirzten Allgemeinen Sterbetafel von 1991 erhalt man

aternativ den Wert a, =128620,54 €, also einen Wert, der naher an der entsprechenden Grof3e aus

T94m liegt. Dies liegt daran, dass bel versicherungsmathematischen Berechnungen mit Rentencha-
rakter aus Vorsichtsgriinden meist eine Sterbetafel verwendet wird, die nicht die tatséchlichen, son-
dern geeignet angepasste — niedrigere — Sterbewahrscheinlichkeiten enthélt, wodurch die Renten-
barwerte und damit auch eventuelle Préamienzahlungen an das VU hoher ausfallen. Die Grinde fir
solche Anpassungen, ohne die ein VU nicht dauerhaft wirtschaften kann, werden wir spéter im Ab-
schnitt Pramienkalkulation genauer untersuchen.

Wir wollen uns jetzt zundchst mit den sogenannten Netto-Einmalpramien fur drei Grundtypen von
L ebensversicherungsvertréagen befassen. Diese Grundtypen sind die Todesfallversicherung (unbe-
grenzter oder begrenzter Dauer), die Erlebensfallversicherung sowie — als Kombination von beiden
— die gemischte oder Kapital-Lebensversicherung.

Bel der Todesfallversicherung unbegrenzter Dauer (lebenslange Deckung) zahlt das VU die verein-
barte Versicherungssumme am Ende des Jahres, in dem der VN verstirbt. Bei der Todesfallversi-
cherung begrenzter Dauer (temporére Deckung) ist das VU nur innerhalb einer vereinbarten Frist
zu einer solchen Zahlung verpflichtet. Stirbt der VN nach Ablauf dieser Frist, wird also nichts ge-
zahlt.

® Wir werden spéter sehen, wie solche Berechnungen mit Hilfe des Programms leben.exe oder des Maple-Worksheets
leben.mws aus der Programmsammlung VMATH durchgefihrt werden kénnen.
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Die Erlebensfallversicherung ist stets von begrenzter Dauer, da das VU die Versicherungssumme
am Ende des Laufzeit -Vertragg ahres auszahlt, sofern der VN dieses erlebt. Bei vorherigem Able-
ben ist das VU wieder nicht zur Zahlung verpflichtet.

Die gemischte Versicherung vermeidet den Nachteil einer eventuellen Nicht-Zahlung dadurch, dass
sie beide Vertragsarten (Todesfallversicherung begrenzter Dauer und Erlebensfallversicherung) in
einer einzigen Police kombiniert, d.h. das VU zahlt die Versicherungssumme in jedem Fall aus,
entweder bei Versterben vor Ablauf der Frist oder bel Erleben des Laufzeit —Vertragsjahres.

Unter der jeweiligen Netto-Einmalpramie wird der erwartete Barwert der Versicherungsleistung
verstanden. Aufgrund des schon erwahnten Aquivalenzprinzips ist dies die , faire* Pramie, d.h. auf
lange Sicht und in einem grof3en Kollektiv von Versicherten mit gleichen Konditionen ist dies auf-
grund des Gesetzes der Grofen Zahlen der ,, Kostenanteil”, der entsteht, wenn die Versicherungsei-
stungen gleichmaidig auf alle VN umgelegt wirden. Die aktuariellen Symbole hierfir sowie die
entsprechenden Formeln lauten:

Symbol Bedeutung
A—E (VKX-i-l) Netto-Einmalpramie einer Todesfallversicherung der
Hohe 1, unbegrenzte Deckung
Al _E (VKX+1]l ) Netto-Einmalpramie einer Todesfallversicherung der
xnl {Ku<n} Hahe 1, n—jahrige Deckung
1 n N Netto-Einmalpramie einer Erlebensfallversicherung der
AG=E(V" Ly o) =V'P(K, Zn) | N0
Al 1 Netto-Einmalpramie einer Kapital-Lebensversicherung
Aa=AatAg der Hohe 1

Zur Erklarung der zugehdrigen Formeln tberlegen wir uns, dass bei einer Todesfallversicherung
der Hohe 1 mit unbegrenzter Deckung die Versicherungssumme 1 am Ende des Todesjahres ausge-
zahlt wird, also K, +1 Jahre nach Vertragsabschluss. Zur Berechnung des (zufélligen) Barwerts

der Versicherungsleistung muss der Betrag 1 also insgesamt K, +1-mal diskontiert werden, das

ergibt den Wert v/, Der angegebene Ausdruck fiir A, resultiert jetzt aus dem Aquivalenzprinzip
als Erwartungswert dieses Barwerts.

Bei der entsprechenden Versicherung mit n—jdhriger Deckung ist zu beachten, dass eine Auszah-
lung nur erfolgt, wenn der VN innerhalb der ersten n Jahre nach Vertragsabschluss verstirbt, also
im Fal von K, <n. (Bei K, >n ware mit Wahrscheinlichkeit 1 T, >n, d.h. der VN wirde erst

nach Ablauf der Deckungsdauer versterben.)

Bel der Erlebensfallsversicherung ist die Laufzeit n determiniert, d.h. es wird n-mal diskontiert,
sofern der VN n Jahre nach V ertragsabschluss Uberlebt (d.h. im Fall von K, >n.)

Alternativ lassen sich diese Einmalprémien nattrlich auch mit Hilfe der jahrlichen Sterbe- bzw.
Uberlebenswahrscheinlichkeiten nach Lemma 2 zusammenfassend wie folgt ausdriicken:
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Lemma 3. Fur die Netto-Einmalpramien der Todesfallversicherung, der Erlebensfallversicherung
sowie der Kapital-L ebensversicherung gilt:

A, = ( Ky +1) kz_%vkﬂp K —k :kz_%vkﬂ_kpx Oy

n—1
A =E(V 1y )= DVIP(K = k)= 3V

Axﬂl - E(Vn]l{szn}):VnP<Kx >n)=Vv"- py

n-1
1 1 k+1
Axm:AXm—i‘Axm :Vn-npx+zv + 'kpqu+k'
k=0

Hierbel ist zu beachten, dass im Falle eines endlichen Endalters o die Summe in der Berechnung

von A, ebenfallsendlichist, also A, = Al gilt mit n=w —x.

Esist interessant festzustellen, dass die Kenntnis aller Einmalpramien A, fur alle Alter x die Ver-
teilungen der entsprechenden gestutzten Restlebensdauern K, eindeutig bestimmt und damit auch
die anderen Pramien durch A, allein ausgedriickt werden kénnen. Dies ergibt sich aus dem nach-
folgenden

Lemma 4. Esgilt

LA g JTACAL

P, . q, far x=0,---,@"
1_A<+1 1_AS<+1
sowie
n—1 nfll_r
px:pr+k:H—A(+k und
k=0 k:01_ Ax+k+1
A=A Y Re i x—0w o n=1 @

n rx

Beweis: Esist nach Lemma 2 a)

—~ 1 & A —v+vp,
1= ZVkJrl' k P Oxsnn = ka+2 “ k1 Px qx+(k+1) - <A< vaQ, ) )
k=0 VP, ko VP,

woraus die ersten beiden Behauptungen folgen. Im zweiten Fall rechnet man analog

00 00 n [}
\'
k+1 _ n+1+k _ k+1 —
ZV WP O = ZV "k Px Oxnik = ZV "k Pxsn Uxin = A<+n1
X

k=n k=0 n Py =0 n P

also
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n—1

o0 Vn
Aim - ZVkH. k Px O = A< _kaﬂ' k Px Oy = A< __A<+n.
k=n

k=0 n px

In der Versicherungspraxis sind Einmal prémien allerdings wegen der hohen finanziellen Belastung
des VN uniblich. Statt dessen werden in der Regel laufende Pramien gleicher Hohe vereinbart, und
zwar jahrlich oder monatlich nach vorschiissiger Zahlweise, entweder bis zum Tod oder bis zum
Ende der Vertragsaufzeit. Wir beschrénken uns hier auf den Fall jahrlicher Zahlungen, fir die an-
deren Varianten — die u.a. unterjdhrige Sterbetafeln erfordern — verweisen wir auf GERBER (1986
und 1997).

Nach dem Aquivalenzprinzip ist die jahrliche vorschiissige Pramie jeweils so zu bestimmen, dass
die erwarteten Barwerte der Einzahlungen und der Versicherungsleistung (Auszahlung) gleich aus-
fallen. FUr eine Todesfallversicherung unbegrenzter Deckung bedeutet das zunéchst die Bestim-
mung des Leibrentenbarwerts &,, der bereits zu Beginn dieses Abschnitts dargestellt wurde und

mit Lemma 3 geschrieben werden kann als

1— E(yKet B
= E (8 )= 1(_"V ) 1 dAx.

Bezeichnen wir mit P, die entsprechende jahrliche Pramie fur diese Versicherung, muss also die
Gleichung

Po-a, = A
gelten, woraus
ax 1- Ax

folgt. Ahnlich lassen sich auch die Ubrigen jahrlichen Pramien darstellen. Fur den Barwert einer
vorschissigen Rente bis zum Tod, langstens n Jahre erhdlt man entsprechend:

1-E (Vmin{Kerl’n}) 1-E (VKx+l]l{K <n} ‘I‘Vn ]L{K Zn}

axm =E (émin{Kx+l,n}‘) - 1—v - 1-v
1 1
_ 1-(Ag +A) _1-Aq
1-v d

Dementsprechend bestimmen sich die jahrlichen Préamien lem fur die temporére Todesfallversiche-

rung und mel fur die Erlebensfallversicherung nach dem Aquivalenzprinzip aus den Gleichungen
1 . 1 1 4 1
me . axm = Axm und me : axm = Axm

Diejahrliche Pramie fUr die Kapital-L ebensversicherung ergibt sich hieraus wieder durch Addition.
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Alle relevanten Grof3en sind exemplarisch noch einmal in der folgenden Tabelle zusammengefasst:

Symbol Bedeutung
5 1-A, 1-A erwarteter Rentenbarwert der Hohe 1 bei lebenslanger Zah-
*“1-v  d lung
4 _ 1-An 1-Ag erwarteter Rentenbarwert der Hohe 1 bei maximal n Jahre
™~ 1y d dauernder Zahlung
p A dA jahrliche Netto-Pramie einer Todesfallversicherung der Ho-
“E, 1- he 1, unbegrenzte Deckung
Al dAl s v e . . ..
pl xnl _ "l jahrliche Netto-Pramie einer Todesfallversicherung der H6-
xnl a5 1-A he 1, n—jahrige Deckung
Al dA L s . .
p % _ Ol ] jaf_?rllche Netto-Pramie einer Erlebensfallversicherung der
Xn a - 1— Axm Hohe 1
P . —plipl_ Agdl dAG jahrliche Netto-Pramie einer Kapital-Lebensversicherung
aal =l T hal Ty 1A | der Hohel

Die folgenden Graphiken zeigen den Verlauf einiger Prémien fir die Versicherungssumme 1in
Abhéngigkeit vom Alter x unter Zugrundelegung der Sterbetafel T94m der DAV (erstellt mit dem

Maple-Worksheet leben.mws).

MNettoeinmalpramie A_x; i = 2.500 Prozent

0.8
0.6

0.44

0.2

jahrliche Pramie P_x; i=2.500 Prozent
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

40 B0 &0

Alter x

a0

40 B0 &0 100

Alter x

100 a0
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Mettoeinmalpramie A_xn; i = 2.500 Prozent; Laufzeit n= 35 Jahre jahtliche Pramie P_xn; | = 2.500 Prozent; Laufzeit n = 35 Jahre
0.7 0.06
065 0.5
0.6
0.044
0554
0.5 0.03
0.451 o2
TR R R T TR TN 0 LR T T - T ¥
Alter x Alter x

Mit Hilfe des Programms leben.exe oder des Maple-Worksheets leben.mws lassen sich damit
auch Lebrentenbarwerte wie in Beispiel 7 berechnen, weil natrlich auch die umgekehrten Bezie-
hungen

a A und & ——AX“ = Ad
X 1
PX o me me

gelten. FUr die Rechnungen in Beispiel 7 erhdlt man etwa mit der Rententafel DAV R94m

8, =2 04970 _ 15 91225 (fiir die Rentenhohe 1),
P, 0,03722

X

was nach Multiplikation mit 12000 € zu dem angegebenen Wert fihrt.

Ahnlich wie oben lassen sich auch aus den jahrlichen Netto-Pramien die Verteilungen der gestutz-
ten Restlebensdauern K, eindeutig rekonstruieren:

Lemma 5. Esgilt

d+P rP(1+P.,)-P
px:(l—rpx)g bzw. q, = (P~ Ry fir x=0,-,@
d+P, d+P,
sowie
n—1 n—1 d P
an:Hka:H(l—rPﬂk)% fir x=0,--,o'—n, n=1---,0".
k=0 k=0 +Px+k

Beweis: Mit Lemma4 folgt wegen P, = d A;X ,dso A = R sofort

1 d+P,
1or b
IO:1—r&: d+PX:d+PX—rPX_d+PXH:[1_ i P]d+PX+1:(1—rP)d+PX+1
Cl-AL - Pa d d+P, 1-v *) d+P, “d+P
d+P

x+1
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und
d+P d+P —-(1-rP)d+P
o1 b1 (1 rp)dtP OTR (L TR) R
d+P, d+P,
_d+Px_d_Px+1+iPx+rPxPx+1_rPx(1+Px+1)_Px+l
B d+P a d+P
wie behauptet.

Die nachfolgende Tabelle enthélt jahrliche Netto-Pramien P, flr eine Todesfallversicherung unbe-
grenzter Deckung fur einen méannlichen VN in Anlehnung an einen realen Tarif sowie die daraus
nach Lemma 5 abgeleiteten einjahrigen Sterbewahrscheinlichkeiten q,, zum Vergleich die entspre-

chenden Sterbewahrscheinlichkeiten der DAV-Tafel T94m (Rechnungszins 2%). (Der Unterschied
in jungeren Jahren stammt aus einer zusatzlichen Deckung fur eine Unfallversicherung, insofern

geben die g, strenggenommen dort nicht exakt die Sterbewahrscheinlichkeiten wieder.)

Alterx| P, a, g, (DAV)| |Alterx| P, d, da, (DAV)
15 |0,009715 | 0,001181081 | 0,000593 33 |0,015778|0,002180689 | 0,001551
16 |0,009973 | 0,001452549 | 0,000792 34 |0,016278|0,002177114 | 0,001641
17 |0,010234 | 0,001682537 | 0,001040 35 |0,016804|0,002190161 | 0,001747
18 |0,010498 | 0,001873983 | 0,001298 36 |0,017358|0,002223423 | 0,001869
19 |0,010766 | 0,002029812 | 0,001437 37 |0,017941|0,002280482 | 0,002007
20 |0,011041 | 0,002152951 | 0,001476 38 |0,018554 |0,002364897 | 0,002167
21 |0,011324 | 0,002246343 | 0,001476 39 |0,019198 |0,002480192 | 0,002354
22 |0,011615 | 0,002312964 | 0,001476 40 |0,019875|0,002629843 | 0,002569
23 |0,011916 | 0,002355827 | 0,001476 41 |0,020586 |0,002817265 | 0,002832
24 |0,012229 | 0,002377996 | 0,001476 42 |0,021332|0,003045798 | 0,003087
25 | 0,012554 | 0,002382591 | 0,001476 43 |0,022115|0,003318700 | 0,003387
26 | 0,012894 | 0,002372790 | 0,001476 44 |0,022936|0,003639135 | 0,003726
27 |0,013249 | 0,002351833 | 0,001476 45 |0,023797 [0,004010162 | 0,004100
28 |0,013621 | 0,002323023 | 0,001476 46 | 0,024699 |0,004434732 | 0,004522
29 |0,014011 | 0,002289720 | 0,001476 47 |0,025642|0,004915674 | 0,004983
30 | 0,014420 | 0,002255345 | 0,001476 48 | 0,026629 |0,005455700 | 0,005508
31 |0,014850 | 0,002223367 | 0,001476 49 |0,027661|0,006057392 | 0,006049
32 |0,015302 | 0,002197298 | 0,001489 50 |0,028738|0,006723205 | 0,006751
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Vergleich der Sterbetafeln
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Grundsétzlich lassen sich alle Versicherungen auch mit zeitabhéngigen Versicherungssummen ge-
stalten. Wir wollen das hier exemplarisch nur fir die Todesfallversicherung temporarer Dauer be-
handeln, da solche Policen z.B. bei der Restschuldversicherung fur eine Hypothek (vgl. Beispiel 3)
eine Rolle spielen. Fur eine Darstellung in voller Allgemeinheit verweisen wir auf GERBER (1986
und 1997).

Wenn wir vereinbaren, dass am Ende des Jahres k = 0,---,n —1 nach Abschluss der Versicherung
die Versicherungssumme c, , durch das VU ausbezahlt wird, wenn der Versicherteim Alter x4k
stirbt, d.h. wenn K, =k gilt, erhalten wir als erwarteten Barwert der Versicherungsleistung in A-
nalogie zum vorherigen Fall die Groéle

=
=

n—. n—.

k-+1 _ _ k-+1
Ck+1V P<Kx - k> - Ck+1v Tk px qx+k'
k

A (c)=E (CKXHVK*H)
k

Il
o
I
o

Eine besonders einfache Form nimmt dieser Ausdruck fur den Fall einer geometrischen Progression
an, d.h. wenn

¢, =3 diltfur k=21---,n mit 3>0.
Wir erhaten dann
n—1 n—1
ALB) = BNV b, G =2 (B D, Gy
k=0 k=0
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also den Barwert einer modifizierten temporéren Todesfallversicherung mit der Versicherungs-
summe 1, aber einem anderen Rechnungszins i, der sich aus der Gleichung

! =ﬁv:i_ mit der Losung i, _1+i-p

v, =
b1, 1+i I

ergibt. Theoretisch kann dieser ,,Zins* rechnerisch sogar negativ ausfallen. Jahrliche (konstante)
Prémien fr solche Versicherungen lassen sich analog dem obigen Vorgehen bestimmen, etwa bei
der temporédren Todesfallversicherung als

AL© _dAL©)

PL(c)= :
xnl .
axm 1_ Axm

Beispiel 8 (Ergénzung zu Beispiel 3). Wir wollen die jahrliche (konstante) Pramie fir eine Rest-
schuldversicherung fir einen 20-jahrigen Mann bestimmen, die im Falle des vorzeitigen Todes
zum Jahresende die Restschuld der Hypothek nebst den bis dahin anfallenden Zinsen ablost. Da bel
der Annuitétentilgung die Zahlungen des Schuldners stets zum Jahresende erfolgen und dies bel
vorzeitigem Tod im Jahr des Versterbens nicht mehr moéglich ist, belduft sich die zu versichernde
Restschuld HV, fur das Todesjahr auf den Betrag

n__ .k n+1
Hy, =rZ Tyt H, k=0,-,n—1.
r"—1 r'—1

Hierbei bezieht sich r =1+i,, auf den Hypothekenzins i,,. Die jahrliche (vorschiissige) Pramie P
fur die entsprechende Restschul dversicherung bestimmt sich nach obiger Rechnung also zu

rr‘l+lAl _Al 1
popl Aa—Aa® d vt 4 —1-_1 Y

r"—1 1-A, 1+1i, 1+i, 1+i,

wobei i, den Rechnungszins fur die Versicherung bezeichnet, der tblicherweise vom Hypotheken-
zins iy, verschieden ist. Der ersatzweise Zins i, bestimmt sich hier also zu

—

T 14,

s

der in der Praxis fast immer negativ ist. Wéahlen wir als Rechnungszins fir die Versicherung
I, = 2,5%, so ergeben sich unter den Konditionen von Beispiel 3 unter Verwendung der DAV-

Sterbetafel T94m folgende Grofen (angegeben ist das jeweilige Ergebnis nach leben.exe):
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File mit Sterbewahrscheinlichkeiten [ohme .QX:'g' Ffir quitl? dau94t_m File mit Sterbewahrscheinlichkeiten [ohme .QX:'g' Ffir quitl? dau94t_m
Zinssatz i (in ®)7 2.5 Zinssatz i (in ¥)7 -1.44231

Alter x? 20 Alter x7 20

Laufzeit n? 10 [ maximal omega—x = 81 1 Laufzeit w7 10 [ maximal omega—x = 81 1

A_x = .291574 [Todesfall, lebenslange Deckungl A_x = Z2.185182 [Todesfall, lebenslange Deckungl

P_x = .010039 P_x = .026982

Al_xn= .012836 [Todesfall, temporare Deckungl Al_xm= .015893 [Todesfall, temporare Deckungl

P1_xn= .00144 P1_xn= .001498

A_xnl= .769744 [Erlebensfalll A_xnl= 1.139409 [Erlebensfalll

P_xnl= .08635 P_xnl= .107367

A_xn = .782581 [gemischte Versicherungl A_xn = 1.155302 [gemischte Versicherungl

P_xn = .08779 P_xn = .108864

Dptionen: Dptionen:

*s': Speichern der Ergebnisse in Datei [Filel.[Nummer] ’s’: Speichern der Ergebnisse in Datei [Filel.[Nunmer]

‘c’: neu, ‘x’: neues Alter, ‘v’ : neue Laufzeit, 'i’: neuer Zinssatz ‘c’: new, 'x’: neues Alter, 'n’: neue Laufzeit, 'i’: neuer Zinssatz
Graphik: Graphik:

F1: Sterbewahrscheinlichkeiten, FZ: restliche Lebenseruartunyg F1: Sterbewahrscheinlichkeiten, FZ: restliche Lebenseruartunyg

F3: Deckungskapital gemischte, F4: temporare Todesfalluersicherung F3: Deckungskapital gemischte, F4: tempordre Todesfalluersicherung
F5: Tabellen, Fo: Kurzanleitung F5: Tabellen, Fo: Kurzanleitung

o =iy 3 1 _ 1 —

I =— =-0,0144231, A, =0,012836, A =0,78258L A_(3)=0,015893

T 1vi, 208

woraus P =90,34€ folgt im Gegensatz zu der einfachen Hypothekenversicherung (Uber die volle
Summe inklusive Anfangszinsen) in Hohe von 100000r - lem =149,76€. Fur einen 40-jahrigen
Mann bei 20-jéhriger Laufzeit hétte sich analog ergeben:

File mit Sterbewahrscheinlichkeiten [ohne .QX:'q’ fir quitl? dau94t_m File mit Sterbewahrscheinlichkeiten [ohne .QX:'q' fir quitl? dau94t_m
Zinssatz i (in ®)7 2.5 Zinssatz i (in %)7 -1.44231

Alter x?7 40 Alter x?7 40

Laufzeit n? 20 [ maximal omega—x = 61 1 Laufzeit n? 20 [ maximal omega-x = 61 1

A_x = .45197 [Todesfall, lebenslange Deckungl A_x = 1.659045 [Todesfall, lebenslange Deckungl

P_x = .020115 P_x = .036839

Al_xn= .10195 [Todesfall, temporare Deckungl Al_xn= .17119 [Todesfall, temporare Deckungl

P1_xn= .006656 P1_xn= .007819

A_xnl= .524486 [Erlebensfalll A_xnl= 1.149212 [Erlebensfalll

P_xnl= .034244 P_xnl= .052489

A_xn = .626435 [gemischte Uersicherungl A_xn = 1.320402 [gemischte Versicherungl

P_xn = .0409 8 P_xn = .060308

Dptionen: Dptionen:

*s’: Speichern der Ergebnisse in Datei [Filel.[Nummer] *s’: Speichern der Ergebnisse in Datei [Filel.[Nummer]

‘c’: neu, "x’: neues Alter, 'n’: neue Laufzeit, 'i’: neuer Zinssatz ‘c’: neu, "x’: neues Alter, “n’: neue Laufzeit, 'i’': neuer Zinssatz
Graphik: Graphik:

F1i: Sterbewahrscheinlichkeiten, FZ: restliche Lebenserwartung Fi: Sterbewahrscheinlichkeiten, FZ: restliche Lebenseruartung

F3: Deckungskapital gemischte, F4: tempordre Todesfallversicherung F3: Deckungskapital gemischte, F4: tempordre Todesfalluersicherung
F5: Tabellen, F6: Kurzanleitung F5: Tabellen, F6: Kurzanleitung

AL =010195 A_ =0,626435 A’ (§)=017119, P =562 40€, 100000r-P. = 692, 22€.
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I. 4. Deckungsruckstellungen

Werden bel einer Lebensversicherung jahrliche Pramienzahlungen vereinbart, besteht in der Regel
nur zu Beginn der Versicherung eine Aquivalenz im Sinne der Gleichheit der erwarteten Barwerte
der kiinftigen Versicherungsleistung und der kinftigen Pramienzahlungen. In spateren Jahren ver-
schiebt sich dieses Gleichgewicht, und zwar zu Gunsten des VU, wenn die Sterblichkeit des VN
mit der Zeit zunimmt. Die Differenz der genannten erwarteten Barwerte heil3t das Deckungskapital
(Deckungsrickstellung) des Versicherungsvertrags und wird dblicherweise mit dem Symbol V be-
zeichnet. Das Deckungskapital ,, gehort” eigentlich dem VN, das VU muss diesen Betrag also fir
die Finanzierung der zukUnftigen Versicherungsleistungen reservieren. Die folgende Tabelle ent-
halt eine Ubersicht tiber die konkreten Bezeichnungen fur die gelaufigen Versicherungsarten und
ihre formelméaldigen Zusammenhénge.

Symbol Bedeutung
Deckungskapital zu Beginn des Jahres k der
WV = Ak —Pég, k=01, Versicherung, Todesfallversicherung mit unbe-

grenzter Deckung

Deckungskapital zu Beginn des Jahres k der
kvxm A+kﬁ Pq ok K=0n=1 Versicherung, Todesfallversicherung mit n-
jahriger Deckung

L L. Deckungskapital zu Beginn des Jahres k der
Vel = Ackn i~ Pardndr K=0--n—1 | Versicherung, Erlebensfallversicherung mit n—
jahriger Dauer

1

5 _ Deckungskapital zu Beginn des Jahres k einer
Voa=A b P-a , k=0,---,n-1 . : -
Kl = Berks xnlZxron—k K apital -L ebensversicherung der Hohe 1

Aufgrund der Definition der jahrlichen Pramienist hier stets vV =0 fir alle Vertragsarten; entspre-
chend wird V* .1 =0und nmel = V1 =1 gesetzt, da entweder am Ende der Versicherung weder
Leistungen noch Zahlungen féllig sind (temporéare Todesfallversicherung) oder aber die Versiche-
rungssumme 1 ausbezahlt wird (Erlebensfall- bzw. K apital-L ebensversicherung).

Es ist auch mdglich, aufgrund der Definition der jahrlichen Pramien die Deckungskapitalien ohne
die Leibrentenbarwerte darzustellen. Es ergibt sich dann:
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P
Vi = Acik 1—P—X , k=01,
X+k
1 1 Pl
Vel = Aol |1 p! | k=0,n-1
x-+k;n—k
:
1 1 Xn —
Vi = A1 ] K0
x+k;n—k
P
_ nl _ vyl 1 _
Vo = Ax+k;m 1_ﬁ =Vt kvxm’ k=0,-,n—1.
X+k;n—k

Beispiel 9 (Erganzung zu Beispidl 5). Wenn wir annehmen, dass die Lebensdauer einer Person ei-
ner Exponentialverteilung P™ = £()\) folgt, d.h. die gestutzte Lebensdauer K, einer x-jahrigen

Person — unabhéngig vom Alter — geometrisch verteilt ist mit Parameter p=1—e*, sofolgt

= . 1-A 1 A
A =E(VH)=v § V "_ﬂ, a = = P ="X=v
( ) pk:O( ) 1-vg * 1-v 1-vq a P

und damit
V,=A—Pé,, =0 k=01,

d.h. der Verlauf der Versicherung ist zu jedem Zeitpunkt ausgeglichen. Ahnlich folgt

n-1 Vp(l—(Vq)n) Vp+d(Vq)n
AL =v o =——— "/ Al —(vq)", A=A AL =TT
= VP () =T A =) Ag = At AL =T
und somit
1 1
Pl :Axﬂ_ dAxm :Vp:P
X1

Xm B -
a7 1 Axm

xn

1 1
pl_ Axm _ dAxm _ (1_VQ)(VQ)n

Al ES 1-AS 1-(vg)

o _ %Aq _w+dvg"
a1 AL T 1 (vg)”

Man beachte, dass erwartungsgemal die Pramien fur die temporare und die unbegrenzte Todesfall-
versicherung hier identisch sind. Fir die tbrigen Deckungskapitalien erhélt man:
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Pl
Vol = At | 15— [= 0 k=001
x+k;m
P 1 (vo)*
vioa 1 1_;ﬂ:(\,q)”*k—q K—=0-.-n—1
k¥ xnl +k;n—kl 1 n' v
b odan e 1-(vq)

_( q)n kl (Vq) k:O,"',n—l.

Vol = kaT + kaT =yl 1— (vq)"

Die Bedeutung von Deckungskapitalien kann auch noch auf andere Weise veranschaulicht werden.
Wir werden dies hier explizit jedoch nur fur eine Todesfallversicherung darstellen, fur den alge-
meinen Fall verweisen wir auf GERBER (1986 oder 1997).

Lemma 6. Die jahrliche (konstante) Pramie P, einer Todesfallversicherung unbegrenzter Dauer
kann durch

P.= P+ P, k=01,

fur jedes Versicherunggahr k zerlegt werden in eine Sparpramie ,P; und eine Risikopramie
« P{ mit den Darstellungen

kPXS =V- k+lVX — kVX und kPXr :<1_ k+lVX>'VqX+k'

Beweis. Aus dem Beweis zu Lemma 4 ergibt sich durch Ersetzung von x durch x+k sofort auch
die Beziehung

A — VA,
A = +t/p bW, VP Ak — Ak + 0y = 0.
x+k
Ahnlich ergibt sich
é 1 A<+k+1 V— A<+k
x+k+1
d dvpx+k
und somit
5 > 1I-A VoA _1-v
By = VP ki = o = =1

d d d

Insgesamt erh&lt man nun
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k sz +x er =V k+1Vx s (1_ k+1vx)'vqx+k = V(l_ qx+k>' k+1Vx — WV V0 k

=VPyik * k+Vx — kWx T VOxik = VPxik '(Ax+k+1 - anx+k+1) - (Ax+k —Pa, i« ) + VOy 4«

= VPx1k Ax+k+1 - A><+k + VOyk — Px (Vpx+kax+k+l - aX+k) = Px’
wie behauptet.

Die Sparpramie , P; und die Risikopramie , P, haben folgende versicherungstechnische Interpre-
tation:

Wenn der VN das Versicherungsjahr k Uberlebt, wird die Versicherung fortgesetzt. Zur Finanzie-
rung des Fehlbedarfs zwischen der kiinftigen erwarteten Versicherungsleistung und den kiinftigen
erwarteten (konstanten) Pramieneinnahmen muss aso das Deckungskapital |V, zu Beginn des

Jahres k +1 (d.h. zum Ende des Jahres k) reserviert werden; sein Barwert zu Beginn des Jahres k
betragt dann v- . V,. Flr den Fall des Versterbens des VN innerhalb des Jahres k muss zu Beginn

des Jahres k der Betrag v (gewichtet mit der einjahrigen Sterbewahrscheinlichkeit g, ,, ) reserviert

r

werden; der Unterschiedsbetrag ist also gerade die Risikopramie Py =(1—,,V,]-va,,,. Die

Sparpramie , P; stellt dann die Differenz aus der konstanten Pramie P, und der Risikopramie | P,
dar. Ferner gilt hier

K— k-1

R = (r T L ) = i =V

1
X X1
i=0 i=0

d.h. die akkumulierten und verzinsten Sparprdmien ergeben genau die entsprechenden Deckungs-
kapitalien. Dies zeigt noch einmal aus anderer Sicht, warum dem VN die Deckungsruickstellungen
»gehoren*, da sie digienigen Anteile aus der konstanten Pramienzahlung darstellen, die nicht zur
Abdeckung des aktuellen (auf das Pramienjahr bezogenen) Risikos gebraucht werden. Sie kdnnen
also — zumindest zu Beginn der Versicherung — as eine ,Vorauszahlung” auf das spétere erhdhte
Sterblichkeitsrisiko betrachtet werden.

Wirde man die Versicherung statt mit konstanten jahrlichen Pramien mit einer variablen, dem sich
andernden Sterblichkeitsrisiko genau angemessenen Risikopramie P, als jahrliche Pramienzah-
lung vereinbaren, so waren gerade alle kiinftigen Deckungskapitalien Null:

KX

Zvj ’ k+ijr

i=0

o0

Zvj Tk j er ']l{Kx>j}] = A(+k _Zvj Tk er T Pk = 0
=0

=0

kar = A<+k -E = Ax+k —E

(wieim Fall der geometrischen Verteilung in Beispiel 8). Betrachtet man zwei dieser Gleichungen
fur die Jahre k und k +1, so ergibt sich aus der zweiten Gleichung

o]

0o
o j r _ j+1 r o - r
VD, ik A<+k+1 - VkaZV RSN Px " Prskss = ZV T K1+ ] Px ENEE] Pk = A<+k k Px ’

=0 j=0

also unter Beachtung der vorigen Rechnungen (vgl. den Beweis zu Lemma 6)
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r
k Px = A<+k — VP, Ax+k+1 = V0, ik

d.h. gerade die (Ubliche) Pramie fir eine einjahrige Todesfallversicherung im Alter x+k. Dies
deckt sich mit der Formel | Py = (1—,,,)-va,,, fir den hier betrachteten Fall, dass die Dec-

kungskapitalien samtlich verschwinden. Bel jdhrlich konstanter Prémie ergibt sich die Differenz
zwischen dieser , reinen Risikopramie und der anteiligen Risikopramie in Hohevon v- .V, -0,
also deswegen, weil die im Laufe der Zeit verzinglich akkumulierten Sparanteile (also die Dec-
kungskapitalien) zur Abdeckung des aktuellen jahrlichen Risikos herangezogen werden kénnen.

Analoge Zerlegungen der Deckungskapitalien in Spar- und Risikopramie sind auch fir die anderen
Vertragsarten moglich, vgl. GERBER (1986 oder 1997).

Die Deckungsrickstellungen spielen bei zwei Aspekten des Versicherungsvertrags eine besondere
Rolle, zum einen bei vorzeitiger Kindigung durch den VN, zum anderen bei der Umwandlung ei-
ner bestehenden Versicherung in eine kiinftig beitragsfreie Versicherung (mit reduzierter Versiche-
rungssumme), falls der VN die Pramienzahlungen nicht mehr aufbringen kann oder will.

Bei der vorzeitigen Kindigung zum Anfang des Versicherunggahres k hat nach den obigen Aus-
fuhrungen der VN nur Anspruch auf das aktuelle Deckungskapital \V, weil dieses den nicht fir die
jahrlichen Risiken verbrauchten verzinglich akkumulierten Sparanteilen (,,VVorauszahlungen®*) ent-
spricht. Man spricht in diesem Zusammenhang auch vom Rickkaufswert der Versicherung. In der
Praxis wird allerdings nicht das volle rechnerische Deckungskapital ausgezahlt, sondern eine um
Stornokosten und eventuelle Provisionsanteile fur den Vertragsabschluss reduzierte Summe. Des-
halb sind Ruckkaufswerte vor allem bel Kapital-Lebensversicherungen in der Regel erst ab dem
zweiten Versicherungsjahr positiv.

Bei der Umwandlung in eine beitragsfreie Versicherung wird das bis zum Stichtag erreichte Dec-
kungskapital \V als Einmalpramie fur die neue Versicherung (mit Restlaufzeit n—k Jahre) ver-

wendet. Dementsprechend lasst sich die reduzierte neue Versicherungssumme VS, berechnen as
V /A, wobei A die tbliche Einmalpramie fur die entsprechende Versicherungsart ist. Fur eine Ka-
pital-Lebensversicherung ergibt sich so beispielsweise

kvxm

Ax+k;ﬁ¥

P
:1_;m, k=21---,n—1.

Px+k;m

VS, =

Beispiel 10. Ein 30jahriger Mann schliefdt eine Kapital-L ebensversicherung mit 35jahriger Laufzeit
Uber die Versicherungssumme 100000 € ab. Bel Kindigung / Umwandlung in eine beitragsfreie
Versicherung nach 20 Jahren ergeben sich bel 3% Rechnungszins je nach Sterbetafel folgende
Ruckkaufswerte / reduzierte V ersicherungssummen:

Sterbetafel | stm86 astm9l | dav94t m | dav94r m
Voo 45412 €| 45200€| 45454€| 44798€
A i 0,663096 | 0,662676 | 0,665494 | 0,651967
VS, 68485€| 68208€| 68301€| 68712€
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Die obigen Ausfiihrungen machen aus verschiedener Sicht deutlich, dass es fur ein VU unvorteil-
haft ist, wenn negative Deckungskapitalien entstehen, etwa in den Altersstufen, in denen die Sterb-
lichkeit racklaufig ist. Bel vorzeitiger Kiindigung der Versicherung durch den VN wirden dann
Anspriiche seitens des VU an den VN entstehen, d.h. der VN wére bei Kiindigung ggf. nachschuss-
pflichtig. Auch Umwandlungen in eine beitragsfreie Versicherung wéren nicht moglich. Negative
Deckungskapitalien wirken sich auch unvorteilhaft auf die Solvabilitét des Unternehmens aus, weil
das VU zur Absicherung seiner Risiken dann z.B. Fremdkapital aufnehmen misste. Aus diesem
Grund werden Sterbetafeln manchmal ,, gegléttet” (z.B. die DAV-Tafel T94m), d.h. in Altersstufen
mit abnehmender jahrlicher Sterbewahrscheinlichkeit werden die Sterblichkeiten solange al's kon-
stant angenommen, bis sie wieder steigen.

Die folgenden Graphiken zeigen diesen Effekt bei einer temporéren Todesfallversicherung mit Ab-
schlufZalter 20 und 10jéhriger Laufzeit und verschiedenen Sterbetafeln.

Lébuvursichereag, Vemsion 101 Astorin: D Schatze, Usiveasitét Oy, Nichigroelanigle Vervieliltigmg vaiboten. EM"@P Lébsraversichereng, Vemion 101 Antoris: D. Sebolze, Ushwrsitis Oldenbry, Nichtgenebemighe Vervielfltigng vesboten. EM"@,P
Graphk: g, einer P T 9 Ciraphik: g, Starbewahrscheinlichkeit
e [ o
Craphik: @, ]| L. r Grophik . v |
Graphik: V,q onocars] Grapiit: Von 5 o)
| Graplak: ' 0000000 | Graphak: iy §
| Tabelle: g, - pye—— | Tabelle: g, g oy
| Tabelle: & £ osoocon | Tabelle: & i
| Tabelte: ¥,y § ocooaan: | Tabelle: W, 5 tons
(st g § o [ s : —
o L O 5 10 ¥ XM M 30 3 40 45 50 55 &0 85 TO TS B0 &5 0O 05 100 105
Lautren At
W Dectungkapfal 4o emgoiiies Tadestallvenichenng W S s heialial it
Pasameter Pramion und Deckungskaptal — Praeien und Deckungskapital
,——. = d= 2 ,—— V= -
. | Vo= 08r0ers [TF - =] 0870074 d = 0020126
A = nzzmer £ = 000033 A = ozzmer £ = o003z
= 3,003 i= 3,005
. = A2 = apomsss £5= opotte = A3= ooz £a= onanis
"= = A 3= wraiss B A= omsurer 153 A= 0736350 B = nomaner
el 4,3 o2z Fn= 0086200 ST A3= nrasea £ o0esm
Lebeasversicherung, Ve 101 Autoria: D Scholee, Univeasitit Obdeairary, Nichigenehimigte Vervielfilligung veiboten EMII@I’@ Lebeasvensicherang, Vorrion 100 Autoria: D), Scholse, Univessitds Oldesbrzy, Michipenedamdgie Vervielitigmg veiboten EM"@P
ik: gy elnert a d L] ewahrscheinlichkei
raphik: g D gskar in p T 9 Graphit: ¢ Sterbewahrscheinlichkeit
! - k o
Graphik ¢ o ooess rapirik: o
Graphik . W5 . Graplk: 5 g Ll
Graphik: W g wom Graphek: V.5 2
" Tabelie- g, 3 [ Tabeile: q, E """I
| Tabelle: o 2 Ll | Tabelle: i ]
| Tabelle ¥, 5 g o005 | | Tabelle: Wn  § 7
(Tabelie: 72| E oo Tabelle: Vo ol
: | 8 [} 5 M 30 ¥ W M 4 45 80 65 A0 65 0 T8 B0 BRSO
Lautnait ARl
pital wang W Sten skl
Parametor Primien und Deckusngskapital Paramater Primian und Dechungskapial
. I—‘"H Vo= DSTO0NTA d = D02p1zE oo I—zna Vo= ST d = DEe1e
A = 0223078 F = 0008406 A = nzzmre £ = pponans
- ' - 3,00 '
i= [aang] A'3= opovirs P gei02 A2 = npors B ooz
a= | Wz A 5= ormon B4 noense " L Az= nrasew £a= omaits
Lo Ag= 0z Eq= opeszz ST | Ag= npesam B 0085222
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Lébensvursichereng, Vemsion 101 Astorin D Schabze, Univensités Olfeshuy, Wichigenelavigte VervieHiltigmg vasboten gt Lebensvensicherung, Version 101 Antuca: D: Scholze, Univessitis Oldeabroy, Michigenebmigie Vervielitigmg vaiboten gt
Dk g, einer p T g TG Sterbewahrscheinlichkeit
| Graphik: o g Clraphit- af
| Craplik: W5 % | Graplik: 5
| Graplik: Wi % Craphik: 4 2
| Taballe: g, | g | Tatelle: g, §
3 o
| Tabelte: o 2 Tabelle o
| Tabelte: W,y & Tabelle: ¥,
| T [ Tt
| Tabolta- ¥ E Taballe: Vg
WD rbanhapital 4o bemgerires Tadestalbernishreng
PN B i L DackungLkapital Paramatar P aniban Und Deckungsicapial
— v = 0570074 d= D226 - ¥ = 0570074 d= D296
- 2002 x= 20}
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Man beachte, dass die durch Glattung bedingte Konstanz der Sterblichkeit in der DAV-Tafel T94m
zu verschwindenden Deckungskapitalien fuhrt, da hier lokal (d.h. bedingt bei Bezug auf die Alters-
spanne von 20 bis 30 Jahren) die Situation einer exponentialverteilten Lebensdauer und damit einer
geometrisch verteilten gestutzten L ebensdauer wie in Beispiel 9 vorliegt.

I. 5. Verbundene Leben

Es ist manchmal wiinschenswert, nicht nur eine einzelne Person, sondern eine ganze Personenge-
meinschaft zu versichern, z.B. ein Ehepaar oder eine andere L ebensgemeinschaft. Wir beschranken
uns hier der Einfachheit halber auf Gemeinschaften mit zwel Personen; der allgemeine Fall wird
z.B. in GERBER (1986 oder 1997) behandelt.

Bei Personen-Paaren sind grundsétzlich zwel Optionen bezlglich der Auszahlung der Versiche-
rungssumme im Todesfall denkbar:

1. Zahlung beim Tod der ersten Person
2. Zahlung beim Tod der zweiten Person.

Die erste Variante ist sinnvoll, wenn der oder die jeweils Uberlebende noch von der Versicherungs-
summe profitieren mochte.

Fir die folgenden Ausfihrungen bezeichnen wir das Alter der ersten Person mit x, das der zweiten
mit y sowie mit T™ die (gesamte) Lebensdauer der ersten und mit T'? die (gesamte) L ebensdauer
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der zweiten Person der Lebensgemeinschaft. Entsprechend sind T! und T[? die restlichen Le-
bensdauern der Personen, analog K{” und K!? die zugehérigen gestutzten Rest-L ebensdauern. Mit

Fid, £19 4 usw. werden die entsprechenden GrofRen "Verteilungsfunktion”, "Dichte”, " Sterbe-
intensitét” usw. fur die jeweilige Person k bezeichnet.

Man kann gemal3 den beiden obigen Varianten der Lebensgemeinschaft jeweils eine neue, gemein-
same Rest-L ebensdauer zuordnen, und zwar

T =min{T!" T/} fiir die erste Variante

To™ = max {TX[” ,Ty[zl} fir die zweite Variante,

entsprechend fir die gestutzten Rest-Lebensdauern. Einige Eigenschaften dieser ,, synthetischen®
Rest-L ebensdauern zeigt das folgende Resultat auf.

Lemma 7. Unter der Annahme der stochastischen Unabhangigkeit der Lebensdauern gilt fur t > 0:

8 Fy"(t)=P(Ty" <t)=1-(1- FP®)(1- F? (1)), Fy™(t):=P(Ty™ <t)=F"t)F7(t)

. FAM—FP)FA () FU®)—FP)FA ()
b min t — [1 t [2] t ’ max t — [1] t y X y X X y
)y () = g (O + 1y (0, g™ (O = 1,7 () I FEQF@ T FIOFP(

+ (1)
9 Py =P P = ﬁz(l—q[xll () o =1 e = o ool
i
Beweis: Esist
o) =P(Ty" <t)=1-P(T)" > t) =1- P({T >t} n{T? > t}) =1 (1- F (1)) (1~ F7 (1))
und

Fo () =P(Ty> <t)=P({T" <t}n{Tf? <t}) = F* )F” (v).

Dies zeigt a). Fur b) kann man etwa so argumentieren:

Ry (6 =1—(1- () (1- F () =1-exp

t
— [ 16s) ds]exp
0

—f ul?(s) ds]

=1-exp|— [ {1(9) + ()} ds

woraus der erste Teil der Behauptung folgt. Den zweiten Tell zeigen wir unter der vereinfachenden
Annahme, dass (stetige) Dichten existieren. Dann gilt
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foo®  FPORIO+ FPORY)
Fmax t 1-FH)FA(t)

LEPOR gy LB 0N
e YRR

Iy (1) =

=i
woraus der zweite Teil der Behauptung folgt. Tell ¢) ergibt sich aus

=Pl 20 = p{{T = {1 =)o = -t )
j=0
und

Bei Versicherungen auf den ersten Todesfall (Variante 1 oben) lassen sich somit Pramien leicht aus
gegebenen Sterbetafeln berechnen.

Beispiel 11. Es soll eine 20-jdhrige Todesfallversicherung fir ein Ehepaar (x =35 (Mann),
=32 (Frau)) Uber die Versicherungssumme 100000 € abgeschlossen werden. Die Versiche-

rungssumme wird féllig, sobald einer von beiden innerhalb der Vertragdaufzeit verstirbt.
Nach Lemma 7 c) reicht es, eine ,,gemeinsame” Sterbetafel fir das Ehepaar zu erstellen, wobei der
Eintrag zum Jahr k durch den Ausdruck

1 2 1 2
Ok yok = Ot + 50— Bichay i k=01

gegeben ist. Die folgende Tabelle zeigt das entsprechende Ergebnis bei Zugrundelegung der DAV -
Sterbetafeln T94m und T94w:

X q[xl] y q[yZ] Alter neu q)r(gm

35]0,001747 | 32 | 0,000783 010,00252863
36 | 0,001869 | 33 | 0,000833 1/0,00270044
3710,002007 | 34 | 0,000897 210,00290220
38 0,002167 | 35| 0,000971 310,00313590
391 0,002354 | 36 | 0,001057 410,00340851
40| 0,002569 | 37 | 0,001156 510,00372203
41 0,002832 | 38 | 0,001267 6 | 0,00409541
42| 0,003087 | 39 | 0,001390 710,00447271
43 0,003387 | 40 | 0,001524 810,00490584
440,003726 | 41| 0,001672 910,00539177
45 0,004100 | 42| 0,001812 10| 0,00590457
46 | 0,004522 | 43 | 0,001964 11]0,00647712
47 0,004983 | 44 | 0,002126 12]0,00709841
48 | 0,005508 | 45 | 0,002295 13]0,00779036
49 | 0,006049 | 46 | 0,002480 141 0,00851400
50| 0,006751 | 47 | 0,002676 151 0,00940893
51]0,007485 | 48 | 0,002902 16 | 0,01036528
5210,008302 | 49 | 0,003151 1710,01142684
53] 0,009215 | 50 | 0,003425 18]0,01260844
5410,010195 | 51 | 0,003728 1910,01388499
55]0,011236 | 52 | 0,004066 20]0,01525631
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Mit dem Programm leben.exe oder dem Maple-Worksheet leben.mws ergibt sich aus der ent-
sprechenden Tabelle rechts bel 3% Rechnungszins eine jahrliche Pramie in Hohe von 571,20 €,
zahlbar bis zum ersten Todesfall, léangstens 20 Jahre.

Hétte jeder von beiden eine separate Todesfallversicherung tber diese Summe abgeschlossen, hétte
sich folgendes ergeben:

Jahrliche Pramie Mann: 406,20 €, jahrliche Pramie Frau: 170,00 €.

Fir gewisse Sterblichkeitsmodelle lassen sich bel Versicherungen auf den ersten Tod elegante Ver-
einfachungen vornehmen, z.B. im Modell von Gompertz-Makeham mit gleichen Parametern a und

b (aber ggf. unterschiedlichen Parametern ¢ und c!?) firr beide Personen (Beispiel 6). Hier gilt:

g (1) = p1, () + g1, (©) = p(x+1) + p(y +1) = + 20 ¢ 4 ae"V = (e 4 ¢+ 2"

mit z:%ln(ebx+eby) fir t>0, d.h. die ,gemeinsame’ Restlebensdauer der Gemeinschaft ist

wieder nach einem Gompertz-Makeham-Modell verteilt, mit dem neuen Parameter ¢ =c!¥ 4-c!?
und einem fiktiven Anfangs-, Alter” z, das sich durch eine nicht-lineare Mittelung der Alter x und y
ergibt.

Ahnliche Uberlegungen konnen natirlich auch zur Pramienfindung fur verbundene Leben bei Erle-
bensfall- und Kapital-L ebensversicherungsformen angestellt werden.

I. 6. Kostenrechnung und Uberschussbeteiligung

Im Lebensversicherungsgeschéft werden typischerweise die folgenden drei Kostenarten bertick-
sichtigt (fur technische Einzelheiten vgl. WOLFSDORF (1997)):

e Abschlusskosten (« -Kosten):

Dies beinhaltet digjenigen Kosten des VU, die mit dem Neuabschluss von Versicherungsvertré-
gen entstehen (AulRendienst, Maklerprovision, arztliche Untersuchungskosten, Werbekosten
usw.). Sie werden i.d.R. in Promille der Versicherungssumme oder der Beitragssumme angege-
ben.

e |Inkassokosten (3 -Kosten):

Dies beinhaltet digjenigen Kosten des VU, die durch die technische Abwicklung der Beitrags-
zahlung entstehen (Bankkosten, friiher auch Kosten durch personliches Inkasso durch Versiche-
rungsagenten).

e Verwaltungskosten (v -Kosten):

Dies beinhaltet digjenigen Kosten des VU, die durch die algemeine Verwaltung entstehen (Per-
sonalkosten, Gebaudemiete, EDV-K osten, Steuern usw.).
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Berlicksichtigt man diese Kostenarten angemessen in der (jahrlichen) Pramie, so gelangt man zur
sog. adaquaten Pramie P*, gegeben durch

P*=P+P“+P’+P",

Beispielsweise ergibt sich fur eine Kapital-L ebensversicherung die adaguate Pramie aus der Bezie-
hung

Pada = Aq Ta+8Pga g +185,

xn

worausmit A - +da - =1 folgt:

A-+a A-+alA+da
P =—d | 3P 4, dso P% =1 ( il al, :1+O‘p7+ad+7_
4. x 1-PB)a 1-5 1-8 " 1-p

Die adaguate Prémie ergibt sich also direkt durch eine positiv-lineare Transformation aus der Net-
to-Pramie.

Beispiel 12: Wahlen wir als Kostensdtze o = 3,5%, 3 =3% und ~ = 0,5%, so ergibt sich etwa
bei 2,75% Rechnungszins die adadquate Pramie fir die Versicherungssumme 1 zu

pa _ 1+aP ad 4+

= At~ L067R; +0,00612

d.h. die adaguate Pramie ist hier etwa um 7% grof3er als die Netto-Pramie.

Eine entsprechende Modifikation ergibt sich auch fir die adaquate Deckungsrickstellung. Bei der
auf Zillmer (1863) zuriickgehenden Berticksichtigung der Abschlul3kosten erhalten wir

Vi= V4V

Fir eine Kapital-Lebensversicherung gilt etwa

S 2 S VN

Ve = pog
k¥ xnl a“{
xn

wrkn—kl
und somit
kvx% = (1+a) kvxm —Q, k = O,l'...1n

Das "gezillmerte" Deckungskapital wird also wegen V — =0 in den ersten Jahren regelmaldig ne-
gativ sein und erst zum Ende der Vertragslaufzeit den Wert

Vi=@1+a)V —a=1+ta)-a=1
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erreichen. Aus diesem Grund sind die tatsichlichen Ruickkaufswerte einer Kapital-
L ebensversicherung auch niedriger als die ungezillmerten Deckungsriickstellungen; sie sind insbe-
sondere fur das erste Jahr der Versicherung fast immer null.

Die Zillmerung insbesondere im Zusammenhang mit den Ruckkaufswerten einer Lebensversiche-
rung war wegen teilweise unklarer Formulierungen in den Versicherungsvertragen auch Gegen-
stand rechtlicher Entscheidungen (etwa BGH-Urtell von 2005). Demnach ist die Zillmerung als
Methodik nicht zu beanstanden, wenn eine ausreichende Transparenz der Berechnung fur den VN
gegeben ist.

Ein weiterer wichtiger Aspekt von Lebensversicherungen ist die — gesetzlich sogar vorgeschriebene
— Uberschussbeteiligung des VN. Eine (zumindest in frilheren Jahren mogliche) Anlage der Pra-
mien zu regelmafdig hoheren Zinsen as der Rechnungszins erlaubt es namlich, hohere Ertrage zu
erwirtschaften, die bis auf geringfligige Abschlage vollsténdig an den VN weiterzugeben sind. Der
der Sparpramie entsprechende Tell dieses Mehrertrags (Gewinns) kann dargestellt werden als

|<+1GS :(kv + kps)(f_i),

wobei |V das entsprechende Deckungskapital, , P* die Sparprémie und i den tatsachlichen Zins
bezeichnet. Fir die Todesfallversicherung unbegrenzter Dauer erhdlt man so (vgl. Lemma6):

k+1G: :(kvx +V- k+1Vx - kvx)(f_i)zv' k+1Vx (f_l)

Aktuell sind bei der Lebensversicherung die Mdglichkeiten zu einer Uberschussbeteiligung wegen
des dauerhaft niedrigen Zinsniveaus allerdings stark eingeschrankt. Gebrauchliche Arten der Uber-
schussbeteiligung sind z.B. eine entsprechende Erhéhung der Versicherungssumme bei Falligkeit
oder eine Verkirzung der Vertragslaufzeit bei gleichbleibender Versicherungssumme. Fir weitere
Einzelheiten sei hier auf GERBER (1986 und 1997) oder WOLFSDORF (1997) verwiesen.

AbschlieBende Bemerkung: Nach einem Urtell des EUGH vom Mérz 2011 missen in der Euro-
paischen Union ab dem 21.12.2012 ale Lebens- und Rentenversicherungsvertrége fur Manner und
Frauen in gleicher Weise tarifiert werden (sog. Unisex-Tarife), um eine (vermeintliche) ge-
schlechtsspezifische Diskrimierung zu vermeiden. Zur Umgehung sogenannter Antisielektionseffek-
te wird dies aber vermutlich nicht zu einer Kostensenkung fir die VU fuhren, sondern im Gegentell
zu einer Verteuerung.

I. 7. Die private Krankenversicherung

Die Mdglichkeit, sich gegen die wirtschaftlichen Folgen einer Krankheit abzusichern, wurde bereits
im Mittelalter durch zahlreiche, vorwiegend berufsstéandisch und regional abgegrenzte Selbsthilfe-
organisationen geboten. Grundlage fur deren Funktionsfahigkeit waren einerseits starke personliche
und ideelle Bindungen an die Gemeinschaft (spater auch gesetzliche Zwangsmal3nahmen), anderer-
seits eine im Wesentlichen gleichartige Gefahrdung der einzelnen Mitglieder. Einen deutlichen
Einschnitt in das frihe "Krankenversicherungswesen" Deutschlands brachte 1883 das "Gesetz be-
treffend die Krankenversicherung der Arbeiter”. In gewisser Weise begann damit die Trennung
zwischen gesetzlicher Krankenversicherung und privater Vorsorge fir die wirtschaftlichen Folgen
von Krankheitsfallen. Ein Wendepunkt fur die auf Privatinitiative basierende "Krankenversiche-
rung" Deutschlands kam in den Jahren 1924/25; ein grof3er Nachholbedarf an Behandlungsbeduirf-
tigkeit und das Streben nach wirtschaftlicher Sicherung erzeugten einen beispiellosen Boom. Die
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Jahre 1924/25 konnen als der eigentliche Beginn der privaten Krankenversicherung (PKV) be-
zeichnet werden. Die starke Nachfrage nach privatem Versicherungsschutz stellte die damalige
PKV (besonders vor dem Hintergrund einer inzwischen modernen Wirtschaftsordnung) zwangsl au-
fig vor eine Reihe neuer Probleme:

e Die ursprungliche Struktur, gekennzeichnet durch personliche und ideelle Bindung einersaits,
durch gleichartige Gefahrdung der Mitglieder andererseits anderte sich; sie wurde weitgehend
von der Form des auf dem Markt anbietenden Unternehmens verdrangt.

e Die Ausdehnung der Geschéftsgebiete vieler Unternehmen und zahlreiche Neugriindungen er-
zeugten einen harten Konkurrenzkampf.

e Ohne Erfahrungen, ohne gesicherte Rechnungsgrundliagen und ohne der Versicherungsform
adaguate Modelle musste (zudem noch unter dem Druck des Konkurrenzkampfes) die Kran-
kenkostenversicherung im Sinne einer Schadenversicherung entwickelt werden.

e Vertragsrechtlich ergaben sich erhebliche Unklarheiten, da das Versicherungsvertragsgesetz
(VVG) von 1908 die sich neu entwickelnde Form der PKV noch nicht beriicksichtigen konnte.

Die Anforderungen an die fir das deutsche Versicherungsaufsichtsgesetz (VAG) neue Institution
des Verantwortlichen Aktuars werden in 811a VAG niedergelegt. Sie gelten nach 812 Abs. 2 VAG
und 812 Abs. 3 VAG fir die Krankenversicherung in gleichem Mal%e. Wesentliche Aufgabe des
Aktuars ist es dabei, darliber zu wachen, dass bei der Berechnung von Pramien und Alterungsriick-
stellungen eine dauerhafte Erflillbarkeit der Versicherungsvertrage gewahrleistet wird. Der Aktuar
wird grundsétzlich vom Unternehmen bestellt und hat mit diesem einen Arbeitsvertrag. Er ist wel-
sungsgebunden und unterliegt der arbeitsvertraglichen Treuepflicht.

812 VAG enthdlt die speziellen Vorschriften fir die substitutive PKV. Geregelt werden die Kalku-
lationsvorschrift nach Art der Lebensversicherung und die Verfahren zur Beitragsentlastung dlterer
Versicherter in 812a VAG. Besonders hinzuweisen ist auf die Funktion des Treuhdnders im Rah-
men der Pramienanpassungsklausel nach 812b VAG. Dem Treuhander obliegt die Prifung, "ob die
Berechnung der Pramien mit den dafir bestehenden Rechtsvorschriften in Einklang steht”. Eine
Tarifanpassung erfolgt nur mit Zustimmung des vom Unternehmen unabhangigen Treuhanders.
Letzterer wird von der Aufsichtsbehtrde bestellt und ist ansonsten nur ihr verpflichtet (nach
SCHMID-GROTJOHANN (1995), S. 10f).

Ausgel 6st durch Beitragssteigerungen insbesondere fir dltere Versicherte wird die Beitragsgestal-
tung der deutschen PKV seit einigen Jahren in der Tages- und Wirtschaftspresse sowie im politi-
schen Raum verstarkt diskutiert. Im Mittelpunkt steht dabel die Frage nach der Bezahlbarkeit des
Versicherungsschutzes im Alter. Diese 6ffentliche Diskussion mundete schliefdich u.a. in die oben
bereits erwadhnte Neufassung der betreffenden Teile des VAG.

Parallel dazu fand und findet eine 6ffentliche Diskussion des Einflusses der Kostenentwicklung im
Gesundheitswesen und der demographischen Entwicklung auf die Leistungs- und Beitragsperspek-
tiven im Bereich der gesetzlichen Krankenversicherung (GKV) dtatt, die einerseits allgemeine
Aufmerksamkeit fur diese Kostenproblematik geschaffen hat und andererseits im Gesundheitsre-
formgesetz (GRG) und im Gesundheitsstrukturgesetz (GSG) von 1989 bzw. 1993 auch Regelungen
zur Folge hatte, die versicherten Personen der PKV den Zugang zur GKV der Rentner erschweren.
Das Beitragsproblem der dteren Versicherten in der PKV hat mehrere zusammenwirkende Ursa-
chen:

e Im Zeitablauf zunehmende Krankheitskosten: Seit mehreren Jahrzehnten liegt die Kostensteige-
rung im Gesundheitswesen tber der allgemeinen Preissteigerung.

e Das "mathematische Altenproblem”: Auch falls die Kopfschéden altersunabhangig steigen, ist
die bei Beitragsanpassung resultierende Preissteigerung hoéher als die Kostensteigerung. Dieser
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wohlbekannte Effekt, auf den vielfach hingewiesen wird, beruht darauf, dass die durch die Ko-
stendynamik erforderlichen Mehrleistungen der PKV zum erreichten Alter und nicht zum ur-
springlichen Eintrittsalter der versicherten Personen neu versichert werden missen.

e Im Zeitablauf steiler werdende Profile: Die Zunahme der Kopfschaden mit der Zeit erfolgt nicht
gleichméaldig Uber die Alter, die Kostensteigerungen wachsen etwa ab dem Alter 50.

Charakteristisch fur das System der GKV ist das Solidaritétsprinzip, das letztlich im Sozialstaat-
lichkeitsprinzip des Grundgesetzes begriindet liegt. Grundgedanke des Solidaritétsprinzips ist, dass
neben einem versicherungstechnischen Risikoausgleich auch ein sozialer Ausgleich zum Tragen
kommt. Diesem sozialen Ausgleich entspricht das sogenannte Umlageverfahren in der GKV. Die
Beitrage fur grundsétzlich gleiche Leistungen werden proportional zum Bruttoarbeitseinkommen
erhoben, so dass zwischen dem Wert des tibernommenen V ersicherungsschutzes und dem Beitrag
des gesetzlich Versicherten keine erkennbare Relation besteht.

Im Gegensatz dazu postuliert das der PKV eigene individuelle Aquivalenzprinzip (wenn auch nur
theoretisch) wie in der Lebensversicherung die Gleichheit von zu erwartender Gesamtnettoprami-
eneinnahme und dem Erwartungswert der zugehorigen Versicherungsleistungen im Rahmen der
vereinbarten Risikotibernahme Uber die gesamte Vertragsdauer hinweg, bezogen auf den Zeitpunkt
des Vertragsabschlusses. Es handelt sich damit um die Gleichheit zweier Barwerte, deren Berech-
nung die Verwendung eines Rechnungszinses impliziert (nach SCHMID-GROTJOHANN (1995), S.
18f). Dabei ist zu berticksichtigen, dass ein Krankenversicherungsvertrag in der Regel auf lebens-
lange Dauer abgeschlossen wird.

Bezeichnet man wie in der Lebensversicherung mit |, p, die Wahrscheinlichkeit dafir, dass eine
versicherte Person mit dem bei Versicherungsvertragsabschluss gegebenen Alter x (sogenanntes
Eintrittsalter) im k-ten Jahr dem Kollektiv noch angehort, sowie mit K, die von einem "typi-
schen" Versicherten des Eintrittsalters x im Versicherunggahr k verursachten Kosten (dies sind also
Zufallsvariablen im Sinne der mathematischen Stochastik) und P, die von den versicherten Per-

sonen desselben Eintrittsalters im Versicherunggahr k vorschussig gezahlte, deterministische Jah-
res-Pramie, so driickt sich das Aquivalenzprinzip in Formeln also folgendermal3en aus:

j?il(px F&k Vk ::jit k Py EE(}(XJ<)VK,

k=0 k=0

Dabel wird angenommen, dass die verursachten Kosten in jedem Jahr rechnungstechnisch dem
jeweiligen Jahresbeginn zugerechnet werden. E (vak) bezeichnet hierbel den Erwartungswert der

"typischen" Kosten im Versicherunggahr k. Eine Erklarung dieser Gleichung kann man wie folgt
geben. Wir bezeichnen wieder mit

xk T

{l falls die versicherte Person im Versicherungg ahr k dem Kollektiv noch angehort
0, sonst

die (Ubliche) Indikatorfunktion der Kollektivzugehérigkeit. Da die versicherte Person dem Kollek-
tiv zu einem zufdligen Zeitpunkt dauerhaft nicht mehr angehort (z.B. aufgrund von Tod oder Stor-
no), bilden diese Indikatorfunktionen ebenfalls Zufallsvariablen im Sinne der mathematischen Sto-
chastik, auch wenn die gezahlten Pramien selbst nicht-stochastisch sind. Es ergeben sich damit fol-
gende formale Darstellungen des (zufélligen) Barwerts BP, der Gesamtnettopramieneinnahme und

des (zufélligen) Barwerts BV, der zugehdrigen Versicherungslei stungen:
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BR, =) 1, P,V
k=0
BV, =3 1, K, V.

Aufgrund der offenkundigen Beziehung , p, = E(Ixyk) folgt somit fur die zugehdrigen Erwar-
tungswerte:

E<BPX) k px Px,k Vk

N RN

E(BV,)=>, p, E(K, V"

k

i
o

Die Gleichsetzung der beiden Erwartungswerte entspricht gerade dem in der obigen Gleichung
formalisierten Aquivalenzprinzip. Die Verwendung von Erwartungswerten griindet sich dabei wie
in der Lebensversicherung auf das Gesetz der grof3en Zahlen. Diese Herangehensweise impliziert,
dass man es fur sozial geboten hélt, alle Versicherten mit denselben Kollektivmerkmalen (Alter,
ggf. Geschlecht, Gesundheitsstatus usw.) auch finanziell in gleicher Weise zu belasten, unabhéngig
davon, ob die versicherte Person die vertraglich zugesagten Leistungen auch tatséchlich in An-
spruch nimmt oder nicht.

Die Verbleibewahrscheinlichkeiten , p, werden dabei — ghnlich wie in der Lebensversicherung —

empirisch aus rohen Todeswahrscheinlichkeiten sowie Stornowahrscheinlichkeiten durch relativ
aufwendige mathematisch-statistische Ausglei chsverfahren ermittelt.

Ein Vergleich der GroRen BP, und BV, zeigt, dass der VN bei Anwendung des Aquivalenzprin-

zips einen fur ihn "fairen" Risikotransfer vornimmt, indem er die ihm unbekannten zufélligen zu-
kunftigen Kosten K, , gegen die ihm bekannten Pramien P, , in geeigneter Weise "eintauscht”. Das

VU tragt dabel im wesentlichen zwei elementare Risiken: zum einen die Zufélligkeit der insgesamt
eingenommenen Pramien (bel frihzeitigem Ausscheiden eines Versicherten aus dem Kollektiv ent-
steht eine Kostenunterdeckung), zum anderen die Zufalligkeit der nicht genau vorhersehbaren Ko-
sten (was ebenfalls zu einer Kostenunterdeckung fihren kann, wenn das bisherige Beitragsauf-
kommen nicht zur Regulierung der Kosten ausreicht).

I. 8. Kopfschaden und Schadenprofile

Ausgangspunkt der Betrachtung sind die jahrlich in einem bestimmten Tarif mit der Anzahl L, im
Kollektiv der x-jahrigen Versicherten anfallenden gesamten Versicherungsleistungen S,, wobei L,
und S, wieder als Zufallsvariablen aufgefasst werden.

Unter dem Kopfschaden KS, versteht man nun den Erwartungswert der relativen Versicherungs-
leistung
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s, = E[S_]
L

X

Wiederum nach dem Gesetz der grof3en Zahlen gilt ndherungsweise

X

KS wi,
LX

wenn L, "genlgend grof3' ist. Die relative Versicherungsleistung % kann also in ausreichend

X

grofien Kollektiven in erster Naherung als Schétzgrolie fur die Kopfschaden KS, verwendet wer-
den.

Diein der Regel mit dem Alter steigenden K opfschaden werden in sogenannten Kopfschadenreihen
alters- und geschlechtsabhangig dargestellt. Wahlt man ein bestimmtes Alter x, (meist 28 oder 43)
oder auch eine bestimmte Altersgruppe (meist 41 bis 45) und setzt dazu die Kopfschéden der ande-
ren Alter bzw. Altersgruppen in Beziehung, so erhdlt man die sogenannten normierten Kopfscha-
den x,, auch Profile genannt:

KS

X

K, =

" KS

Xo

Sie erweisen sich empirisch als weitgehend tarifunabhangig. Als Grundkopfschaden G bezeichnet
man den Kopfschaden des ausgewahliten Alters x,. Es gilt damit

KS, =Gk,

(nach SCHMID-GROTJOHANN (1995), S. 72f). Setzt man die im vorigen Abschnitt bestimmten Gro-
3en in die Formel zur Bestimmung des erwarteten L eistungsbarwerts ein, so ergibt sich

A=E(BY) =, p (K, =63, kv
k=0

k=0

Wird auf der Beitragsseite eine konstante Pramie P,, = P, fur ale Versicherunggahre k gefordert,
so erhélt man entsprechend

E(BPX): kazm;kvak = Px é‘x'

wobel & wieder den vorschiissigen Leibrentenbarwert bezeichnet. Aus dem Aquivalenzprinzip
ergibt sich somit die folgende Formel fir die Jahresnettopramie

kax ’€><+ka
o Al

ax z%:kvak

k=0
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Die Summationen sind hier de facto natlrlich nicht bis co zu erstrecken, da die Lebensdauern der
Versicherten eine biologisch bedingte natiirliche Obergrenze besitzen; sie enden entsprechend mit
dem aus der Lebensversicherung bekannten Endalter o — x.

I. 9. Alterungsrickstellungen und Pramienanpassungen

Die Pramienkalkulation nach dem Aquivalenzprinzip geht stillschweigend davon aus, dass sich die
verwendeten Rechnungsgrundlagen (Sterblichkeit, Stornowahrscheinlichkeiten, Kopfschadenrei-
hen) fur die nach Alter und Geschlecht differenzierten Kollektive Uber die Zeit nicht éndern. Esist
aber eine empirisch belegbare Tatsache, dass alle genannten Rechnungsgrundlagen in der Vergan-
genheit einer mehr oder minder starken Veranderung ausgesetzt waren und es auch in Zukunft sein
werden. So werden etwa regelmaliig den neuen Verhdtnissen angepasste Sterbetafeln oder andere
Ausscheideordnungen entwickelt. Eine besonders starke Verdnderung erfuhr in der Vergangenheit
die u.a. durch medizinischen Fortschritt bedingte Kostenstruktur in der PKV, mit der Konsequenz,
dass in kurzer Folge z.T. erhebliche Beitragserhthungen durchgefihrt wurden. Auf die entspre-
chenden sozialen Auswirkungen wurde bereits weiter oben hingewiesen.

Fur die versicherungstechnische Abwicklung solcher Beitragsanpassungen existieren allerdings
einschlagige Berechnungsmodalitaten, die ebenfalls auf dem Aquivalenzprinzip beruhen. Der in
diesem Zusammenhang wesentliche Begriff ist der der Alterungsriickstellung.

In der Alterungsriickstellung werden dhnlich der Deckungsriickstellung der Lebensversicherung
nach dem Versicherungsbeginn zunachst die Teile der Jahresnettopramie P, verzinslich angesam-
melt, die nicht unmittelbar zur Abdeckung der rechnungsméfdigen Kopfschaden KS, und eines
gewissen Teils der Verwaltungskosten benttigt werden. Mit zunehmenden Alter des Versicherten
und steigenden Kopfschdden nehmen wie in der Lebensversicherung diese (zumeist) positiven
"Sparanteile” ab und werden negativ in der Phase, in der die rechnungsméfdigen Kopfschaden die
Jahresnettopramie Ubersteigen. Damit wird die Alterungsriickstellung nach und nach wieder abge-
baut und ist am rechnungsméfdigen Endzeitpunkt der Versicherung, in der Regel zum Endalter
w =100, voll aufgebraucht. (In der Sterbetafel PKV 95 betréagt das Endalter abweichend w =103.)
Man kann somit die Alterungsriickstellung beschreiben als ausgleichendes Element zwischen den
mit dem Alter steigenden Kopfschaden KS, und der im Zeitablauf konstant konzipierten Netto-

pramie P,. Mit anderen Worten soll wie in der Lebensversicherung die Alterungsriickstellung die

Gliltigkeit des individuellen Aquivalenzprinzips zu jedem Zeitpunkt des im Prinzip lebenslang an-
gelegten Vertrages gewéhrleisten. Die Berechnung der Alterungsriickstellung ist damit prinzipiell
identisch mit der Berechnung der Deckungsriickstellung in der Lebensversicherung.

Nach dem Aquivalenzprinzip muss zu jedem Betrachtungszeitpunkt x +m Aquivalenz zwischen

dem Erwartungsbarwert zukinftiger Aufwendungen, also dem Leistungsbarwert A~ einerseits,
sowie der Summe aus dem Barwert P& . . kinftiger Nettopramien und der bis zum Betrachtungs-

X+m

zeitpunkt x +m angesammelten Alterungsriickstellung .V, andererseits bestehen, in Formeln:
mVx = AA—»—m - anx+m = (Px+m - Px>ax+m) k= 0!11

Mit Bildung der Alterungsrlickstellung an sich kommt der Versicherer also bereits der Verpflich-
tung nach, eine Beitragserhthung oder eine Leistungsminderung aufgrund des Alterwerdens des
Versicherungsnehmers auszuschlief3en. Ein Ruckkaufswert bzw. ein individueller Anspruch des
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Versicherungsnehmers auf "seine" Alterungsriickstellung bei Storno (etwa beim Wechsel des Ver-
sicherers) ist dagegen — anders als in der Lebensversicherung — nicht gegeben, da hier keine vorher
definierte Versicherungsleistung (etwa garantierte Auszahlung eines Betrags anlé&sslich bestimmter
Ereignisse wie Tod oder Invaliditét bzw. Erleben eines bestimmten Zeitpunktes) vorliegt. Vielmehr
orientiert sich die auf dem Aquivalenzprinzip beruhende Alterungsriickstellung an durch das Kol-
lektiv definierten Kopfschéden, die nicht einzelnen Versicherten als geldwerte Leistung zuzurech-
nen sind. Ein Anspruch auf die Alterungsriickstellung ergibt sich aber immer dann, wenn bei einer
Beitragsanderung dem urspringlichen Eintrittsalter mit Anrechnung der rechnungsmafdigen Alte-
rungsrickstellung auf den neuen Beitrag Rechnung getragen wird. Damit ergibt sich ein individuel-
ler, aber doch zweckgebundener Anspruch des Versicherten auf die Alterungsriickstellung (nach
SCHMID-GROTJOHANN (1995), S. 80).

Wie bereits oben erwahnt, kénnen alle Rechnungsgrundlagen im Zeitablauf vom Anderungsrisiko
betroffen sein. Am nachhaltigsten schlagt sich dabei erfahrungsgemai das Anderungsrisiko auf die
Entwicklung der Kopfschaden durch. Als sinnvolles Signal einer durch das Anderungsrisiko verur-
sachten Storung des Aquivalenzprinzips betrachtet die PKV-Mathematik ein bestimmtes Verhaltnis
von sogenannten erforderlichen Versicherungsl eistungen zu den rechnungsmaldigen Versicherungs-
leistungen innerhalb eines Jahres fur ein bestimmtes Alterskollektiv, meist das Alterskollektiv des
Grundkopfschadens, also zum Alter von 28 bzw. 43 Jahren. Die erforderlichen Versicherungslei-
stungen werden ermittelt auf der Basis realisierter Versicherungsleistungen der Vergangenheit
(meist der letzten drei Jahre), die mittels Inter- und Extrapolation auf einen zukinftigen Zeitraum
hochgerechnet werden. Mit der Auswahl der notwendigen mathematisch-statistischen Verfahren
wird somit eine Aussage uber den angenommenen Schadenentwicklungstrend im Zeitablauf getrof-
fen. Das Signal zur Anpassung wirkt damit antizipativ.

Liegt der Quotient aus erforderlichen und rechnungsmal3igen V ersicherungsleistungen (man spricht
auch vom sogenannten ausl 6senden Faktor) tGber 1,1 oder unter 0,9, so wird ein Anpassungsbedarf
der Pramie an die Versicherungseistung vermutet. Diese Untersuchungen im Tarif erfolgen jahr-
lich und in der Regel getrennt nach den Beobachtungseinheiten Frauen, Ménner und Kinder. Das
Signal ist Ausloser fur weitergehende Untersuchungen, an deren Ende die Entscheidung stehen
muss, ob es sich bei den Leistungssteigerungen um eine Erscheinung des Zufallsrisikos handelt
oder ob die Veranderung dauerhaft und insofern Ausdruck eines Anderungsrisikos ist. Die Prami-
enanpassung ist — sieht man von der Moglichkeit einer Leistungseinschrankung mittels Erhohung
des Selbstbehalts ab — die vorgesehene Reaktion der Versicherungstechnik auf die leistungsstei-
gernde Wirkung des Anderungsrisikos wahrend der Laufzeit des Vertrages und ist eine Malnahme
der Sekundarregulation des Systems PKV. Mit der Angleichung der Pramien an die Leistungen
wird die versicherungstechnische Aquivalenz im Tarif gewahrt. Voraussetzung fir eine Pramien-
anpassung ist deren rechtlich einwandfreie Verankerung mittels einer sogenannten Prémienanpas-
sungsklausel in den Allgemeinen Versicherungsbedingungen entsprechend 812b Abs. 1 und 2
VAG. Der Versicherer muss einem mit Alter x eingetretenen Versicherungsnehmer bei einer Pr&
mienanpassung im Alter x+m seine bis dahin angesammelte Alterungsrtickstellung nach 812 Abs.
1 Nr. 4 VAG anrechnen. Bei einer bis zum rechnungsméafdigen Endzeitpunkt verrenteten Alterungs-

v, (alt)

rickstellung ,V, (alt) ergibt sich somit ein Anrechnungsbetrag von . Dies entspricht genau

X+m

dem jahrlichen Nettoprémiennachlass durch die geforderte Anrechnung der Alterungsriickstellung.
Die Jahresnettopramie P, (neu) eines zum Zeitpunkt x4+ m neu Eintretenden ergibt sich aus den

zu diesem Zeitpunkt beobachteten K opfschaden der kiinftigen Altersgruppen.

Damit ist die Jahresnettopramie P, eines zum Zeitpunkt x Eingetretenen nach einer Pramienan-

passung in X+ m insgesamt gegeben durch
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P

V. (alt
Xx+m — Px+m (HEU)—M.

X+m

Gedanklich kann man den Beitrag P, . . nach Anpassung auch zerlegen in den bisherigen Nettobel-

X|X+m

trag P, (alt), der auch so weiterzufthren ist und einen Zusatzbeitrag g,,,,, auf die durch die ge-
stiegenen Kopfschéden hervorgerufene Mehrleistung ab x4+ m:

V (alt
gx|x+m = P><+m ( ) - % - Px (alt)

X+m

(nach SCHMID-GROTJOHANN (1995), S. 84). Hierausfolgt:

(alt)—a
a

X+m

P (alt)

X+m~ X

=P, .(neu)— Acim

Oxim = Peim —P (alt) = (neu) — (alt),

x+m x+m

d.h. der Erhdhungsbetrag ist in diesem Fall fur Versicherte desselben Alterskollektivs stets gleich,
unabhangig davon, wie lange sie bereits vorher versichert sind. Lediglich der Sockelbetrag, von
dem aus die Erhohung erfolgt, ist individuell verschieden und héngt u.a. vom Eintrittsalter x sowie
den gegebenenfalls zwischenzeitlich erfolgten Beitragsanpassungen ab.

Wir wollen die Auswirkungen einer solchen Beitragserhhung an dem (typischen) Beispiel schil-

dern, bel dem sich die Kopfschaden zum Zeitpunkt x +m erstmalig von denjenigen zum Zeitpunkt
X um einen Faktor ¢ > 1 unterscheiden. Fur die neuen Rechnungsgroéf3en folgt dann

A m(neu) =¢ A (alt),

woraus

P,y = Dem 5y Aan@D) b iy~ (- 1)R, i)

X+m X+m

gx|x+m = x+m (neU) x+m

resultiert. Die relative Beitragserhthung betrégt somit

gx|x+m x+m (alt) - o (alt)
P(alt)_(¢ b am P, (alt) =@+ 1)p( alt)a

X+m

wohingegen die relative Kostensteigerung lediglich (¢ —1) betragt.

Dies bedeutet, dass bei positiver Alterungsriickstellung die Beitragserhthung prozentual — bezogen
auf die bisher bezahlte Pramie — stets grofier a's die prozentuale Kostensteigerung ist und dabei um
so hoher ausfallt, desto hdher die angesammelte Alterungsriickstellung ist.
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Eine Prémienerh6hung wird damit bei Personen mit léngerer PKV-Zugehorigkeit und entsprechend
hoheren Rickstellungen starker ausfallen als bei Personen mit einer vergleichsweise kurzen Zuge-
horigkeit. Eine langere Zugehdrigkeit ist aber in der Tendenz meist bei den dteren Versicherten
gegeben. Der Effekt wird noch verstérkt, wenn man auf die Pramisse des konstanten Profils ver-
zichtet und stattdessen von der realistischeren Annahme einesim Zeitablauf steigenden Profils aus-
geht.

Versicherungstechnisch  kann die durch die Beitragserhéhung erhaltene Pramie als Pramie einer
Neuversicherung zum Zeitpunkt x +m angesehen werden, wobel aufgrund der Anrechnung der bis
dahin erworbenen Alterungsriickstellung de facto eine Beitragssenkung erfolgt. Die neue Préamie
beinhaltet somit selbst wieder Anteile, die der Bildung einer neuen Alterungsriickstellung zugeftihrt
werden. Formal erhdlt man so fir die entsprechende Alterungsrickstellung V. zur Zeit

X|X-+m
X+n>x+m die Beziehung

x|x+m Ax+n (neU) x|x+m X+n Ax+n (neU) x+m (neu) x+m (alt) + Px (alt) é'x+n

*gx|x+m

=6 A, @) —[(¢—DP,,(@lt) + P(alt)]4,,,
= A, (alt)— P, (a4, + (¢ —D[A._,(alt) — P, (@la,.,]
= V(@) +(6-1), .V, (alt).

Der Unterschiedsbetrag zwischen der aten und neuen Alterungsriickstellung, bezogen auf den
Zeitpunkt x+n,

an|x+m V (alt) - (gb 1)n mY x+m (alt),

entspricht dabei exakt der Alterungsriickstellung fur das n—m -te Versicherunggahr bel Neuab-
schluss einer Versicherung lediglich tber die ab dem Jahr x4+ m anfallenden Mehrkosten. Dies
zeigt noch einmal aus anderer Sicht, dass die versicherungstechnische Behandlung der Beitragsan-
passung wie eine Neuversicherung ab dem Zeitpunkt x+m nichts anderes bedeutet, als die alte
Versicherung unverandert fortzufihren und lediglich die ab dem Zeitpunkt x-+m anfallenden
Mehrkosten durch eine entsprechende Zusatzversicherung abzudecken.

Diese Zusammenhange werden bezeichnet als "schicksalsbedingte Folgen der von der PKV ange-
wandten Kalkulationsmethoden” und sind in der Literatur lange bekannt (nach ScHMID-
GROTJOHANN (1995), S. 88).

Zur Milderung der Beitragssteigerung fr langjahrig Versicherte hat esin der Literatur eine Reihe
von Vorschldgen gegeben, von denen der Ansatz der sogenannten dynamischen Aquivalenz wohl
am vielversprechendsten ist (vgl. SCHMID-GROTJOHANN (1995), S. 100). Hier wird die voraussicht-
liche Kostensteigerung in Form von zeitabhangigen Faktoren fur die augenblicklich bekannten
K opfschaden beriicksichtigt, und damit die erwartete spatere Kostensteigerung durch entsprechende
"V orauszahlungen™ — wieder in Form konstanter Prémien — aufgefangen oder zumindest gemildert.
Eine Umsetzung solcher Vorschldge zur Entlastung dterer Versicherter ist inzwischen durch den
Gesetzgeber erfolgt. Details hierzu sowie zu dem gesamten angesprochenen Themenkreis findet
man in dem aktuellen und Uberaus detaillierten Text von MILBRODT (2005).
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Im Gegensatz zur Personenversicherungsmathematik, die im wesentlichen auf Sterbe- und anderen
Ausscheidewahrscheinlichkeiten beruht, die aufgrund grofRer Datenbestdnde regelméfdig in repra
sentativem Umfang erhoben und gepflegt werden kénnen, sind die wahrscheinlichkeitstheoreti-
schen Grundlagen der Sachversicherung erheblich weniger gut gesichert. Deshalb kommt hier der
mathematischen Statistik und Modellierung als Hilfsmittel zur Erfassung und Beschreibung der
potenziellen Risiken eine grof3e Bedeutung zu. Zwel wesentlichen Komponenten begegnet man hier
aber in jedem Fall immer wieder: zum einen der Schadenfrequenz, d.h. der Haufigkeit, mit der Ver-
sicherungsschéden oder Schéden ausldsende Ereignisse innerhalb einer Police in einem befristeten
Zeitraum — in der Regel ein Jahr — auftreten (etwa die Anzahl der Sturmschéden in der Gebaude-
versicherung, oder die Anzahl der Verkehrsunfalle in der Kraftfahrzeug-Haftpflichtversicherung),
zum anderen die Einzelschadenhéhe, d.h. der geldwerte Schaden, der durch das jewellige Schaden-
ereignis ausgel 6st wird (z.B. die Reparaturkosten fur verlorene Dachpfannen bel einem Sturm oder
beschadigte Fahrzeuge bel einem Verkehrsunfall). Diese beiden Komponenten sind wesentliche
Bestandteile des so genannten kollektiven Modells der Risikotheorie, das nun als erstes im Detail
vorgestellt wird.

I1. 1. Das kollektive Modell der Risikotheorie

Die dem Modell zu Grunde liegenden mathematischen Annahmen sind:

e Die Anzahl N der Schaden innerhalb einer bestimmten Periode ist eine nicht-negative, ganzzah-
lige Zufalsvariable.
e Diein dieser Periode anfallenden Einzelschadenhéhen X, X,,--- sind stochastisch unabhangi-

ge, identisch verteilte, positive Zufallsvariablen, die auch von N stochastisch unabhangig sind.

Unter dem Gesamtschaden (fur die betrachtete Periode) versteht man dann die Zufallsvariable

S=> X,

N
k=1
mit der Konvention, dass die "leere Summe" als Null verstanden wird.

Es handelt sich bel S also um eine zufédllige Summe von Zufallsvariablen. Strenggenomen muss

hier noch Uberprift werden, ob S tatséchlich auch eine Zufallsvariable ist, d.h. ob Messbarkeit vor-
liegt. Dies sieht man aber leicht an der folgenden Darstellung:

{SeB}= O{N = n}m{zn: X, € B} fir jede Borel-Menge B € B.
n=0 k=1

Hierbei bezeichne 5 die Borel’ sche o-Algebra tber R.

Fur die folgenden Ausfihrungen wollen wir als General-Annahme voraussetzen, dass alle stetigen
Verteilungen Dichten (bez. des L ebesgue-Mal3es) besitzen.
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Von zentralem Interesse fur die Sachversicherungsmathematik ist die Vertellung des Gesamtscha-
dens. Hierbei spielt der Begriff der Faltung von Verteillungen eine grof3e Rolle.

Definition 2 (Faltung). Es seien X und Y reellwertige, stochastisch unabhangige Zufallsvariablen.
Dann heil3t die Verteilung der Summe X +Y die Faltung der Verteilungen von X und Y, in Zei-
chen:

PX*Y = PX «P",

Die Faltung von Verteilungen kann auf verschiedene Weise dargestellt werden:

Lemma 8. Es seien X und Y stochastisch unabhangige, reellwertige Zufalsvariablen. lhre Vertei-
lungsfunktionen seien mit F, und F, bezeichnet, bei stetigen Verteilungen ferner ihre Dichten

entsprechend mit f, und f,. Die Verteilungsfunktion der Faltung P* xP" sei mit F, xF, be-
zeichnet, entsprechend die Dichte mit f, * f,. Dann gilt:

F*F, (2)=F, «Fy (2) = j Fy (z—V) f, (v)dv
f, % f,(2) = f, * fx(z)zj f,(z—v) f,(v)dv, z€R.
Beweis: Esist
Fo xR (2)=P(X +Y gz):jP(X +Y <z|Y zy)PY(dy)sz(X +y<z)P'(dy)
:jFx(Z_Y) PY(dy)=jFx(Z—y) fy (y)dy,

woraus durch Differentiation folgt

fx*fY(z)ziFX*FY(z)zéjo’ch(z—y) fY(y>dy=[Ofx(z—v) f, (v)dv.

Die Verteilung des Gesamtschadens 18sst sich damit auf folgende Weise ausdriicken:
Lemma 9. Fir die Verteilungsfunktion F; des Gesamtschadens gilt:

b, F™(2), fals 220
P(S<7)=F,(2)= Po+n§:;pn (2) 7>

0, fals z <O0.

53



[1. Sachversicherungsmathematik

Dabei bezeichne p,:=P(N =n) fir n=0,1--- die Elementarwahrscheinlichkeiten von N und
F™ dien-fache Faltung von F, der Verteilungsfunktion der Einzel schadenhdhen.

Ferner gilt fur die bedingte Verteilung unter S > 0:

i p, F"(z), falsz>0

— Mo n=1

0, fals z <O0.

F(2)-F(0) _

P(S<z|S>0)= 1_F.0)

Sind die Einzel schadenhdhen stetig verteilt, so auch der Gesamtschaden S unter S > 0 mit

o0

f(z|S>0)= p. £"(2) fur z>0.

0 n=1

Hierbei bezeichnet analog f™ die n-fache Faltung von f, der Dichte der Einzelschadenhdhenvertei-
lung.

Beweis: Esist nach obigem

o0

P <2)=FK(2)= P[U{N :n}m{zn:xk gz} =

n=0 k=1

p P F (@) 2R
n=1

Die angegebene Fallunterscheidung resultiert daraus, dass nach Voraussetzung der Positivitét der
Einzelschadenhohen F(z) =0 ist fur z <O0.

Die zweite Beziehung ergibt sich sofort hierauswegen P(S > 0) =1— F(0) =1— p,.

Man beachte, dass bei Stetigkeit der Einzelschadenhohen in der Regel die Verteilung von S nicht
mehr stetig ist, sondern — falls p, >0 gilt — ein Atom im Nullpunkt besitzt. Allerdings bleibt in
diesem Fall die bedingte Verteilung von S unter S > 0 stetig mit

o0

f.(z|S>0)= ll_ Z F™(z)|=

p, f™(z), z>0.

=1

In speziellen Fallen 1&sst sich die Gesamtschadenverteilung explizit angeben:

Lemma 10. Die Verteilung von N sei geometrisch mit
p, = Pq", n=0,1,--- mit einem Parameter p=1—q € (0,1),

die Verteilung der Einzelschadenhdhen sei exponentiell £(\) mit einem Parameter A\ > 0. Dann
gilt:
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p+(1-p)(1-e™"), fals z>0

P(S<z)=FK(2)=
0, fals z <O0.

Ferner ist der Gesamtschaden S unter der Bedingung S > 0 wieder exponentialverteilt, und zwar
nach £(\p).

Beweis: Die Verteilung einer Summe unabhangiger, exponentialverteilter Zufallsvariablen ist vom
Erlang-Typ (spezieller Gamma-Typ), d.h. esgilt hier fir ne N:

)\n n-1
f"(z)= e, z>0.
(n-1!
Es ergibt sich zunéchst
nx* n— )\nzn71 -z —AZ >\ Z i — Z
f,(21S>0)= qu @)= pa" - Az(‘” —ape®, 20,
1 (n —1)! (n-1!
=exp(A\dz)

d.h. esist S unter der Bedingung S > 0 nach £(\p) -verteilt. Hieraus folgt:

F.(2)=P(S<2)=P(S<2|S=0)-P(S=0)+P(S<z|S>0)-P(S>0)
p+(1-p)(1-e™), falsz>0
0, fals z<O0.

—1P(N=0)+

ffs(u|S>O)du
0

-P(N >O):{

Die Verteilung von S kann aso aufgefasst werden als eine Mischung zweier Verteilungen, und
zwar einer Einpunktverteilung e, im Nullpunkt mit Gewicht p und einer Exponentialverteilung

E(Ap) mit Gewicht 1— p.

Fir die Darstellung der Gesamtschadenverteilung sind manchmal gewisse Transformationen von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen niitzlich.

Definition 3 (erzeugende Funktionen). Es sei X eine reellwertige Zufallsvariable derart, dass fir
eine Tellmenge | CR der Ausdruck

Uy (1) =E(e"), tel

fur alle te I endlich ist. Dann heifd die auf | definierte Abbildung ¢, die momenterzeugende
Funktion zu X bzw. zu der Verteilung P*.
Diedurch

x (8):=1, (Ins) = E(s*), sce' ={e'|tel}
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definierte Funktion heif3t die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion zu X bzw. zu der Verteilung
P*.

Die momenterzeugende Funktion 1, charakterisiert die Verteilung P* eindeutig, wenn die Menge
| ein Intervall [—§,6] mit 6 >0 enthalt. Der zugehorige Beweis wird tblicherweise mit Hilfsmit-

teln der Fourier-Analyse gefuhrt; wir verweisen deshalb hier auf die einschldgige Literatur zur
Wahrscheinlichkeitstheorie (z.B. BILLINGSLEY (1986), Theorem 30.1).

Satz 1. Es sai X eine reellwertige Zufallsvariable derart, dass fur eine Teilmenge | CR die mo-
menterzeugende Funktion ¢, existiert. Dann gilt:

a) Esist stets o, (0) =, (1) =1. Existiert ferner v, (t) fur ein t=t">0 bzw. t=t, <0, S0
auch fur alle t €|0,t"| bzw. te[t,,0]. Bezeichnet speziell

tT=sup{teR |, (t) <oo}, t =inf {te R ¢y (t) < oo},

S0 existiert 1), (t) fir alle te(t™,t*), und o, (s) existiert fiir ale se(e“,e“) (mit der Kon-
vention e ™ =0, e =o0). Gilt insbesondere X >0 bzw. X <0 (mit Wahrscheinlichkeit 1),

oistt™ =—o0 bzw. t© = +oo.

b) Es sei O<(5<min{t+,—t‘}. Dann existieren samtliche Momente E(|X|k), keN, 1, istim
Nullpunkt beliebig oft differenzierbar , und es gilt

U (0)=E(X*), keN und

~ E(X*
h)=>" O )tk,|t|sf5.

k=0

Insbesondere ist
E(X) = 45 (0), Var(X) =15 ()~ {u; (0} .

Ferner ist o, (s) fur s=1 differenzierbar, und es gilt

keN und

w@®=Eﬁﬂqu
[tfe-o)

ox (5) :i

k=0

(s—D, [s—1<1-e”’.

Insbesondereist
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E(X) =, (D, Var(X) = ¢, () +¢, O {l-¢y D}

c) Gilt P(X eZ*):l mit Z':={0,1,2,--}, so lasst sich ¢, fortsetzen, d.h. es existiert
o, (s) = E(sx) auch fur alle [s| <1, und esgilt

)

¢Xk—f®=P(x —k), keN und

o (5)=> P(X =k)s*, [s| <1
k=0

d) Sind X und Y stochastisch unabhangige, reellwertige Zufallsvariablen mit momenterzeugenden
Funktionen ¢, und v, die beide in derselben Menge | CR existieren, so besitzt dort auch

die Zufdlsvariable Z = X +Y eine momenterzeugende Funktion, und es gilt

Uy () =0 )2y (1), tE

bzw. auch
Oy v () =0y (5)- ¢ (8), s€e'.

Beweis:

a) Die erste Aussage ist wegen e® =1 trivial. Mit der Hélder-Ungleichung’ erhélt man ferner fiir
o<t<t’

b O =E (") <{E[e" )}W o

*

(mit der Wahl p :tT und Y =1), wenn man dort X durch e ersetzt. Mit analoger Argumen-

tation folgt far t. <t <0
P () =E (etx ) =E (e(it)(ix)) < {E (e(*k)(fx) )}t/t* _ {wx (t*)}t/t* .

Somit existiert v, (t) fir ale te(t",t*), also auch g, (s) fir alle se(e“,e“). Fir X >0

(mit Wahrscheinlichkeit 1) ist stets e* <1 fur t <0 (mit Wahrscheinlichkeit 1), d.h. es folgt
t~ =—o0. Analog folgt t" = +o0, falls X <0 (mit Wahrscheinlichkeit 1).

b) Fir |t|<é seien die Abbildungen G, (t,+) definiert durch

11
" Fur Zufallsvariablen X, Y, fir die |X|" und |Y|" integrierbar sind mit —+—==1, p,q >0, ist das Produkt X -Y
P q

absolut integrierbar, und es gilt (H6lder-Ungleichung) E (|X -Y|) < {E (| X[’ )}Up {E (|Y | )}“q .
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n k
G, (t;x) = Z%t", xeR, neN.

k=0

Fir ne N und [t| < § ist dann
G, (t; X)| <™l <e™ e ™ =7,
d.h. Zist integrierbar mit E(Z) = ¢, (6) + 1y (—6). Ferner ist
n _nl n! N
IX['<—=G,(6|X])<—Z furaleneN,
o o
d.h. es existieren sémtliche Momente von X. Wegen
¥ =1imG, (t; X) fur [t|<é

sind die V oraussetzungen des Satzes von der majorisierten Konvergenz® erfiillt, also gilt

wx(t):E( tx)_ lim E(G (t; X))— lim E[;i:tk]
n E(Xk)

—Ilmz

n—o0
k=

E(X")

e k

k=0

wie behauptet. Die Differenzierbarkeit von 1, im Nullpunkt ergibt sich sofort durch gliedweise
Differentiation dieser Reihe, mit 1), (0) = E(X*), keN.

Die letzte Behauptung ergibt sich analog unter Beachtung der Reihenentwicklung (verallgemei-
nerte binomische Formel)

k-1

. (x—1)
s =(1+(s—D) Z':O (s—D%, [s—1<1.°

k=0
c) Unter der angegebenen Bedingung lésst sich ¢, darstellen als

(k)
oy () =E(s*)= Zs P(X =K) ZSOX (9 o |

keit 1): E(|X, — X|) — 0 und damit auch E(X,) = E(X) fir n — cc.
k-1
° Fir ganzzahlige x ist die Reihe endlich, da H(x—i) =0 istfur k > x.

i=0
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wobei die Reihe wegen ZP(X =k)=1 in jedem Fall fir |s| <1 (absolut) konvergiert. Hier-
k=0
aus folgt die Behauptung.

d) Mit X und Y sind auch die Zufallsvariablen e* und e fiir alle t € R stochastisch unabhangig,
woraus sofort

Uy () =E (") =E (e e ) =E(e*)E(e" ) = v )t (1), tE
folgt. Die andere Aussage ergibt sich vollig analog.

Die folgenden Tabellen geben einen Uberblick tiber die erzeugenden Funktionen einiger fir die
Versicherungsmathematik wichtigen Verteilungen.

Diskrete Verteilungen:

p Name Zshldichte f (k) = P(X = k) @, (5) E(X) | Var(X)
1 L 1 2 _

U, Gleichverteilung Z k=1--,n ss-1 n+l n-1
n n s—1 2 12
n

B(n,p) | Binomialverteilung [kp%r—m”,kzownn (1—p+ps) | NP np(L— p)

i B+k—-1
NB(g, p) | nogative

B l— l—
o KoL p p p
Binomialverteilung A =p)y, k=012 [ ] h A=

k

P(/\) Poisson—VerteiIung e’A )\_, k=012, eA(S—l) A A
k!

Man beachte, dass die negative Binomialverteilung NB(, p) auch fir nicht-ganzzahlige Parameter
6> 0 definiert ist; esgilt dann

B+k—1
k

B+k=DE+k=2-8 | o1y
K! ’ T

Als Spezidfall fir =1 ergibt sich hieraus die geometrische Verteilung G(p).

Stetige Verteilungen:

pX Name Dichte f(x) P, (1) E(X) | Var(X)
1 em o eat a + b _ 2
Ula,b] Gleichverteilung ——, a<x<b (b—a)
b—a t(b—a) 2 12
. . . A 1
E(N) Exponentialverteilung A8, x>0 — - -
A—t A
Xa—l «
I'(a,A) | Gamma-Verteilung A’ e™, x>0 A a (—2
I'(«) A—t A A
2 ' 1 (x—p)° o’t’
N (i,0°) | Normalverteilung exp|————— exp +pt| | M s
270° 20
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Die Exponentialverteilung ist ein Spezialfal der Gamma-Verteillung fur o = 1.

Einige der genannten Verteilungen besitzen spezielle Faltungsel genschaften; so gilt etwa

B(n, p)«B(m, p) =B(n+m, p) [nmeN, 0<p<]]
NB(5, p) * NB(7, p) = NB(5+ 7, p) [6,7>0, 0<p<]]
PA)*P(n) =P+ p) [\ >0]
C(a,\)*D(6,\) =T (a+6,)) [a,6,\>0Q]
/\/’(,u,az)*/\/'(yjz):N(u+y,02+72> [, veR, o°,7°>0].

Satz 2. Im kollektiven Modell der Risikotheorie gilt: existiert die wahrscheinlichkeitserzeugende
Funktion ¢, (s) fir 0<s<n mit n>1 und die momenterzeugende Funktion 1, (t) der die Ein-

zel schadenhohen reprasentierenden Zufallsvariablen X fur 0<t <6 mit 6 >0, so gilt

Ps (1) =y (pr(t))' tel,

wobel | ein geeignetes, die Null enthaltendes Intervall bezeichnet mit der Eigenschaft, dass
P, (1) C[0,n) ist. Ist X diskret mit Wertenin N, so gilt auch

w5 (1) = py (‘Px (t))’ tee' u[0,1].
Insbesondere existieren alle Momente des Gesamtschadens S, und speziell gilt
E(S)=E(N)-E(X), Var(S)= E(N)~Var(X)+Var(N)-{E(X)}2.

Beweis: Wir wéhlen 7> 0 so klein, dass 0 <1, (1) <n ausféllt; dasist wegen 'J”.Wx (t) =1 nach

dem Satz von der majorisierten Konvergenz moglich. Mit der Wahl | C (—oo,7) ist ein geeignetes
Intervall | gefunden, da nach Voraussetzung tber die Einzelschadenhthen X > 0 gewahlt werden
kann. Fur t € 1 folgt nun aufgrund der gemachten Unabhangigkeitsvoraussetzungen:

N N 00 n

Y (t) = E[exp[tz xk]J — E[Hetxk]: P(N=0)+>» P(N=n)- E[Hetxk]
k= k=1 n=1 k=1

1

— P(N :0)+f:P(N - n)-ﬁE(etxk>: P(N :0)+f:P(N = n)-{eby (1)}

zx: P(N = n)'{¢x (t)}n = PN <¢x (t))

Bei diskretem X ergibt sich entsprechend nach Satz 1

@5 (1) = s (lnt)ZQON (¢x (lnt)>:90N (@x (t))1 tee'.
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Fur 0<t <1 istferner auch 0< ¢, (t)= E(tx)gl S0 dass , (t) auch fur t €[0,1] existiert.

Die Existenz der Momente ist nach Satz 1 unter den gemachten Annahmen gesichert; speziell ist

E(S) =15 (0) = oy (¥ (0))- v (0) = 9y, (1)- 1 (0) = E(N)- E(X),
Var(s) = ¢ () — {1 )} =1 (15 (0)-{ur O} + el (1 (0)- 5 (O —{E(S)}*
= o0 (D-{ECOY + ¢y (115 (0)— {E(S)}’
=E(N(N-2))-{E(X)}" +E(N)-E(X?)—{E(N)E(X)}’
= [E(N?)—{EMN)Y|- {EOOY + E(N)-[E(X?)—{E(X))’]
=Var(N)-{E(X)}" + E(N)-Var(X),

wie behauptet.
Ohne die (einschrénkenden) Voraussetzungen an die Existenz der erzeugenden Funktionen l&sst
sich mit anderen Mitteln noch zeigen, dass diese letzte Beziehung auch dann gultig bleibt, wenn

lediglich die Existenz der Varianzen (also der ersten beiden Momente) von N und X gesichert ist.

Fur die Gesamtschadenverteilung aus Lemma 10 ergibt sich so etwa

E(S)zE(N)E(X):l;—pp,

1

Var(S) = E(N)-Var(X) +Var(N)-{E(X)}" :A_z—[?;'

Mit Hilfe von Satz 2 lasst sich Lemma 10 auch insgesamt alternativ beweisen. Fir die momenter-
zeugende Funktion des Gesamtschadens erhalten wir dort namlich

p P A—t A—gA—t+0gA
t)= t)= = = =
s (t) @N(wx(» 1—q-1b, (t) 1 A p)\—q)\—t A—gA\—t
q.i
A—t
PA
= — = b (1), t<A,
PHa P+a-1 (1)

d.h. mit 0€ 1 =(—o0,\) ergibt sich eindeutig die momenterzeugende Funktion einer Mischvertei-
lung aus ¢, (mit Gewicht p) und einer Exponentialverteilung £(Ap) (mit Gewicht g =1— p).

Satz 1 erlaubt eine aus numerischer Sicht interessante Anwendung auf die Berechnung der Gesamt-
schadenverteilung, wenn man die (als stetig verteilt angenommenen) Einzelschadenhthen geeignet
diskretisiert, z.B. durch Aufrundung auf Vielfache von 1000 € 0.4 Bezeichnet man diese " Schritt-
weite" mit A >0, so wird aus der zu Grunde liegenden Zufallsvariablen X fur die Einzelschaden-

hohen die diskretisierte Zufallsvariable
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X, =min{k e N|kA > X}.

Der hieraus entstehende "Gesamtschaden™ S, besitzt nun die wahrscheinlichkeitserzeugende Funk-
tion

Ps, (8) =y <90><A (S)), |S| <1

Durch Entwicklung dieser Funktion in eine Taylorreihe um den Nullpunkt erhdlt man die Wahr-
scheinlichkeiten P(S, =k) fir alle k=0,1,2,--- tber die Koeffizienten von s zuriick. Damit

l&sst sich die Gesamtschadenverteilung — zumindest ndherungsweise — auch in solchen Féllen nu-
merisch berechnen, in denen ein geschlossener Ausdruck nicht zur Verfligung steht.

Beispiel 13. Wir nehmen an, dass die Schadenzahl N Poisson-verteilt ist mit Parameter A =3 und
die diskretisierten Einzel schadenhthen einer NB(3, p) -Verteilung mit den Parametern 5 =10 und

p=0,3 genugen mit A =10000. Die zugehdrige wahrscheinlichketserzeugende Funktion lautet

dann
1-(1— p)s

25, (5) = o (1, (9)) = (A (19, (5) ~ 1)) = exp

03 10
3l|— ~1
[[1 0,75]

mit E(S,) =70, Var(S,) :18663, was eine zugehorige Standardabweichung von 43,20 ergibt.
3

= exp , |S|§1

Der erwartete Gesamtschaden E(S) liegt also in der Grofdenordnung von 700000 €.

Mit Hilfe eine Computer-Algebra-Systems (z.B. MAPLE) erhdlt man dann folgende Reihenent-
wicklung bis zum 100. Term:
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[> phi:=s->exp(3*((0.3/(1-0.7*s))"10-1));
[0.00001??14? 3]
(1-071°
L h=s—e
[ > series(phi(s),s=0,101)
004978795035 + 0.6173850228 10_5 &+ 0.00002376870617 52 + 0.000066557052586 53 +0.0001514245168 54 +0.0002268153065 55 +

0.0005154518%76 .96 +0.0008313458184 s? + 0.001237003202 .98 +0.00173258224% 59 +0.0023058585932 slo +0.00283754328% sll +

0003602415130 512 +0.004276882791 513 + 0.004531572676 514 + 0.005543625210 515 + 0.006053502837 516 + 0.006567114180 sl? +

0.006956376067 5 © +0.007259129673 5 ° + 0.007478599698 520 + 0.007622499471 621 + 0.007701922534 s2° + 0.007730148488 52 +

0007721472041 524 +0.007630140424 .925 + 0.007643458391 526 +0.00761108531% 52? +0.007584611513 528 +0.0075771862%2 529 +

0007592550148 530 +0.007636071960 531 + 0.007704979867 532 + 0.007798675845 533 +0.007514105448 534 + 0.00804717618% 535 +

0.008193115416 ¢ +0.008346881009 = + 0.008503469341 5> + 0.008658191745 5 + 0.008806885286 & © + 0.008946055709 5 - +

0003072983026 542 + 0003185710876 543 +0.005283068211 544 + 0.009364530254 545 +0.003430436048 546 +0.003481281007 54? +

0005518199698 548 +0.005542546379 549 + 0.009555840454 550 + 0.0095559662147 551 +0.008555562577 552 + 0.005544950505 553 +

0.009529237099 5 +0.009509398468 - + 0.009486355191 5°° + 0.009460766538 57 +0.009433079345 5°° + 0.009403542654 57 +

0008372235301 560 +0.008333057300 561 + 0.009303956830 562 + 0.008266569181 563 + 0009226644612 564 + 0.008183877578 565 +

0.009137972626 s°° 1 0.009028661281 57 + 0.009035720420 s°% + 0.008978981150 857 + 0.002918335000 5 'C + 0.008853735812 5 | +
0.008785198167 5 /% +0.008712793010 s~ + 0.008636641125 5+ +0.008556905329 5 + 0.008473781732 5/ + 0.008387490845 5 ' +
0.008298269115 5 ' +0.008206360718 5 * + 0.008112010740 5°° + 0.008015459089 5° | + 0.007916935850 52 + 0.007816657735 5 +
0.007714825708 557 + 0.007611623816 522 + 0.007507218822 520 + 0.007401760665 55 +0.007295383595 s + 0.007188207709 52 +

0.007080340780 5~ © +0.006971880219 &° | + 0.006862915187 5~ 2 + 0.006753528337 =~ + 0.006643797726 5+ + 0.006533798280 5~ +

0.006423603032 57 ¢ +0.006313284221 &= * + 0.006202913840 5> + 0.006092564225 5 + 0.005982308276 51 °C 4+ O(s 1 1)

Aufgrund der hohen Standardabweichung werden also relativ viele Terme bendtigt, um die Ge-
samtschadenverteilung einigermal3en realistisch abzubilden. In diesem Beispiel ist es sicher emp-
fehlenswert, Terme bis zur Ordnung 200 oder mehr zu verwenden. Mit demselben MAPLE-
Worksheet ergibt sich etwa

s, (s) =...+0,00028787 s*® 4...40,00000281s** +...

Weitere numerische Verfahren zur Berechnung der Gesamtschadenverteilung werden im nachfol-
genden Abschnitt vorgestellt.

Ahnlich wie in der Personenversicherungsmathematik lassen sich auch in der Sachversicherungs-
mathematik (Netto-)Pramien als Erwartungswert E(S) des (Jahres-)Gesamtschadens berechnen.

Die Sétze 1 und 2 zeigen, wie dies konkret in einem kollektiven Modell der Risikotheorie gesche-
hen kann.

Wir wollen zum Ende dieses Abschnitts noch auf eine wichtige Anwendung von Satz 2 in der Na-
turkatastrophenmodellierung eingehen (vgl. DONG (2001)). Ein betréchtlicher Teil der weltweit
verursachten Sachschaden geht auf Naturgefahren wie Stiirme, Uberschwemmungen oder Erdbeben
zurlck. Diesist ein Grund dafUr, dass sowohl grof3e Riickversicherer als auch unabhangige Consul-
ting-Firmen mit geophysikalischen Modellen versuchen, die méglichen Risiken "in vitro", also auf
dem Computer zu simulieren, um damit die Geféhrdungspotenziale konkreter Portfolios der Erst-
versicherer bestimmen zu kénnen. Datengrundlage bilden zunéchst die historischen Ereignisse mit
ihren bekannten Parametern wie Windgeschwindigkeiten und -richtungen, Wassersténden oder
Magnituden bel Erdbeben (sog. Event Set). Durch zuféllige Perturbationen dieser Parameter wird
die Datenbasis geeignet vergrofiert, so dass sich bis zu 20000 und mehr "Ereignisse” ergeben (sog.
Stochastic Event Set). Die folgende Graphik zeigt das prinzipielle Vorgehen bel solchen geophysi-
kalischen Modellierungen.
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geophysikalisches
Modell

Katastrophen-
Ereignis

strategische

Entscheldungen Schadenerwartung

Die folgende Graphik zeigt eine entsprechende Vorausberechnung der Sturmbahn des Hurricanes
Isabel vor der Ostkiiste der USA™.

urricane Isabel
eptember 15, 2003
1am EDT Monday
dvisory 38
urrent Centre Location 25.2N 69.4W
ax Sustained Wind 149mph
urrent Moverrient 8mph
Current Centre Location
Forecast Cenire Positions
. Potential Day 1-3 Track Area

% Quelle: reinsurance, November 2003, S. 53



I1. Sachversicherungsmathematik

Als Ergebnis von solchen Portfolio-Analysen stellen die kommerziellen Produkte eine sog. Event
Loss Table (Ereignisschaden-Tabelle) bereit, die etwa folgendermal3en aussieht (exemplarisch sind
hier nur 7 Zeilen der Tabelle wiedergegeben):

Exposed Sl | Rate

Analysis Name |Scenario| Modelled Loss |Standard Deviation

Example Wind Analysis 3656 1,940,550,920 36,794,128 68,947,100,000 0.0000062953
Example Wind Analysis 3968 1,563,781,833 49,352,347 95,221,396,000 0.0000129744
Example Wind Analysis 7264 1,482,396,982 41,468,066 69,668,353,333 0.0000113048
Example Wind Analysis 7219 1,461,229,040 43,029,488 72,023,880,000 0.0000113048
Example Wind Analysis 3665 1.431.950,171 47,062,942 73,402,510,667 00000047371
Example Wind Analysis 7222 1.332,616,058 40,221,122 78,780,377,333 0.0000113048
Example Wind Analysis 6283 1,169,279,403 35,134,601 74,784,286,000 0.0000468744

Die unter "Scenario” angegebenen Nummern beziehen sich auf digjenigen Ereignisse im Stochastic
Event Set, die Auswirkungen auf das zu Grunde liegende Portfolio haben (kdnnen). (Die vorige
Graphik zeigt, dass z.B. Gebaude in Florida von dem Sturm-Ereignis nicht betroffen sind, wahrend
Gebadude an der Atlantikkiste der Staaten Virginia und North Carolina mit hoher Wahrscheinlich-
keit betroffen sind.) "Exposed S(um) I(nsured)” bezeichnet hierbei die dem Ereignis mit der betref-
fenden Szenarien-Nummer ausgesetzte Versicherungssumme (das ist im Sinne der vorigen Bemer-
kung nicht immer das gesamte Portfolio). Mit "Modelled Loss" wird der erwartete Verlust bezeich-
net, mit "Standard Deviation" die zugehdrige Standardabweichung. In der Regel werden — je nach
Anbieter unterschiedliche — Verteillungstypen fir den Verlust angegeben, z.B. Lognormal- oder
Betaverteilungen, auf die sich diese Parameter beziehen. In den meisten Fallen wird fur die Anzahl
der (Sturm-)Ereignisse je Jahr eine Poisson-V erteilung angenommen, manchmal auch eine negative
Binomialverteilung. Mit "Rate" ist der Erwartungswert der Anzahl der Ereignisse im Poisson-
Modell gemeint, was in diesem Fall mit dem Parameter der Verteilung identisch ist.

Wenn n die Anzahl der relevanten Szenarien ( = Anzahl der Zeilen in der Tabelle) bezeichnet und
wir mit N,;,N,,---,N_ die (als voneinander unabhangig angenommenen) Ereignisfrequenzen sowie

mit X;, 1<i<n, jeN die (ebenfdls as unabhangig angenommenen) positiven Einzelschaden-

hohen bezeichnen, wobei ale X, dieselbe Verteilung Q. besitzen mogen, so erhalten wir folgende
Summenschéaden:

Aus Sicht der Ruckversicherung, die wir spater noch ausfuhrlicher besprechen werden, sind beide
Schadensummen von Interesse. FUr den Ereignis-Gesamtschaden erhalten wir also gerade fir jedes
i ein kollektives Modell, so dass diese Gesamtschadenverteilung mit Lemma 9 oder mit Hilfe von
Satz 2 berechnet werden kann Uber die erzeugenden Funktionen. Die Jahres-Gesamtschaden-
verteilung ist demnach die Faltung der Ereignis-Gesamtschadenverteilungen. Fur das in der Praxis
meist verwendete Poisson-Modell 18sst sich dies aber geschickt vereinfachen, so dass sich auch fir
den Jahres-Gesamtschaden ein (&guivalentes) kollektives Modell ergibt. Dieser Ansatz wird in der
Praxis auch tatsachlich verwendet (vgl. DONG (2001), Part I).
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Zur Vorbereitung benétigen wir noch zwel Hilfsresultate.

Lemma 11. Es selen Z,,---,Z, (nicht notwendig stochastisch unabhéangige) Zufallsvariablen mit
Verteilungen Q,,---,Q,. Ferner sei J einevon den Z, stochastisch unabhangige Zufallsvariable mit
Werten in der Menge {1,---,n}. Danniist auch Z; eine Zufalsvariable, deren Verteilung durch die
folgende Mischung der Verteilungen Q,,---,Q, gegeben ist:

p% :Zn:P(J =i)Q,.
i=1
Beweis: Zunéachst gilt
{z, ¢ B}:U{J =i}n{Z, € B} fur jede Borel-Menge B € 5.
i=1

Dies zeigt, dass Z, eine Zufallsvariable (d.h. messbar) ist. Fir die Verteilung folgt entsprechend:

P(z,€B)= U{J_u}m{z €B}|= ip({azi}m{zieB}) :Zn:P(J:i)P(ZieB)

flr jede Borel-Menge B € B, woraus die Behauptung folgt.

Bemerkung: Die Aussage von Lemma 11 bleibt auch fir eine Folge von Zufallsvariablen richtig;
J nimmt dann entsprechend Wertein N an.
Eine Mischung von Verteilungen Q,,---,Q, kann also offensichtlich dadurch erzeugt werden, dass

zunachst ein Index i zufallig durch die Zufallsvariable J ausgewahlt und anschlief3end die entspre-
chende Zufallsvariable Z; realisiert wird.

Fur die zugehtrigen Verteilungsfunktionen F,,---,F, bzw. im Fal der Existenz der Dichten
f,,---, f, gilt analog:

R, (0=3 P =)F(x)

f, ()= Z P(J =i) f(x), xeR.

Lemma 12. In der Situation von Lemma 11 gilt: Falls die Z. momenterzeugende Funktionen auf

einem gemeinsamen Intervall | besitzen, existiert dort auch die momenterzeugende Funktion von
Z,, und esgilt

Y, (1) :_XH:P(J =i)y, (1), tel.
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Beweis: Esist aufgrund der Unabhangigkeitsannahme

Wby (1) = E(etzi):_zn:P(J =i) E(e® [J=i)=D>" P =iy, (1), tel.

:E(exp{tzi }) i

Wir kommen jetzt zu dem angekiindigten Satz.

Satz 3. Es seien N;,N,,---,N, stochastisch unabhangige, Poisson-verteilte Zufallsvariablen mit
Parametern A, \,,---, A, > 0. Ferner seien X, 1<i<n, j€N untereinander und auch von den
N, stochastisch unabhéngige, positive Zufallsvariablen (Schaden), so dass alle X;, dieselbe Vertei-
lung Q. besitzen. Dann kann die Verteilung des Gesamtschadens

n N

S::ZZX”.

i=1 j=1

alternativ auch Uber ein kollektives Modell dargestellt werden, d.h. S und die Summe

besitzen dieselbe Verteilung, wobei N eine Poisson-verteilte Zufallsvariable ist mit Parameter
A=>"X\
i=1

und die X, (auchvon N ) unabhéngige positive Zufallsvariablen sind mit der Verteilung Q, die
eine Mischung der Q. darstellt mit
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Beweis: Wir verwenden hier erzeugende Funktionen; die Aussage ist aber auch allgemeiner gultig.
Esist nach Satz 2 und Lemma 12

v, (O =9y, (¥x, ©) =X vy, ©-1)} und

S
>

%ng%ﬂh@mﬁpﬁ%m—%zaﬂﬂ ‘w&®4ﬂ

i=1

_ exp{x[iﬁlpxh () —1“ = eoxp{ A (v (1)~ 1)} = o (v )

>’z|

= A

fur tel geeignet. Hierzu ist nur zu beachten, dass die Zahlen % als Wahrscheinlichkeiten

P(J =i) fir eine diskrete Zufallsvariable J wiein Lemmata 11 und 12 gefordert aufgefasst wer-
den kdnnen.

Neben dem jeweiligen Ereignis-Gesamtschaden ist manchmal auch der Ereignis-Maximalschaden
M, = max{Xij 1< < Ni} von Interesse (bei DONG (2001) irrefuhrender Weise mit Occurence

Loss bezeichnet). Auch seine Vertellung kann in einem Poisson-Modell recht einfach berechnet
werden.

Lemma 13. Im kollektiven Modell der Risikotheorie sei mit
M =max{X;|1<i <N}

der Maximalschaden bezeichnet. Dann gilt:

o0

P(M <2)=F, (2) =, (F(2))= nZ;pn F(z), fals 2>0

0, fals z <O.

Beweis: Esist ahnlich dem Beweisvon Lemma9 (vgl. Lemma7)

PM<z2)=F,(2)=P []{N =n}n{max{X, [1<k <n}<z}

03P, P[n{xk <2)
n=1 k=1

Y P F @)= P F @ = (F(@), z€R.

n=1
Der Unterschied zwischen der Vertellung des Gesamt- und des Maximalschadens ist also lediglich

der, dass im ersten Fall Faltungspotenzen, im zweiten Fall gewohnliche Potenzen der Verteilungs-
funktionen auftreten.
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Bemerkung: Fir das Poisson-Modell, d.h. P =P(\) mit A >0 bedeutet dies gerade:
P(M<2)=F,(2) =g, (F(z))=e"F? =" figr 2> 0,

das an die entsprechende Formel fir die momenterzeugende Funktion des Gesamtschadens erin-
nert.

Fur die Event Loss Table bedeutet dies, dass der maximale Ereignisschaden M, die folgende Ver-
teilungsfunktion besitzt:

P(M, <2)=F, (2)=e """ z>0

Hiermit l&sst sich analog zu Lemma 7 sofort auch die Verteilungsfunktion des Jahres-
Maximalschadens M = max {M, |1<i <n} (wegen der angenommenen Unabhangigkeit aller Ein-

zel schéden) angeben:

n n

P(M, <2)=]]e ) —exp| -
i=1

=eop{-A1-F@}, 2>0,

P(M <z)= F>[ﬁ{|\/|i <z}|= A A{1- Fi(Z)}]}

i=1

i=1 i=1

wobei

E@)=S

i=1

LF(2), zeR

>/1| >

die Verteilungsfunktion zur Mischverteilung Q bezeichnet.

Wenn man davon ausgeht, dass ein Schaden nicht wesentlich héher ausfallen kann als die Versi-
cherungssumme des versicherten Objekts, dann besitzen die Verteilungen Q, bzw. die Verteilungs-

funktionen F. explizit bekannte endliche rechte Endpunkte (vgl. Abschnitt 1. 2)
@ =sup{teR|F (1) <1}, i=1---,n.

Fur die nachfolgenden Uberlegungen wollen wir jetzt 0.B.d.A. annehmen, dass diese strikt der Gro-
[3e nach geordnet sind, d.h. dass gilt

oy <w, << wW,.

Esistdann F(w,) =1 fir 1<i <k, sodass hieraus

P(X gwk)zlf(wk)zznjA F.(w,) =

k
i=1 i=1

)\, O\ SPY
T ZTFi(wk)EZ;T =1

i=k+1

folgt. Fur die Verteilung des Jahres-Maximal schadens M bedeutet dies:
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P(M > w,) :1—exp{—5\[1— If(wk)]}gl—exp{—zn: )\i}, k=21---,n.

i=k+1

Nimmt man zur Vereinfachung und in einer ersten Naherung an die ,, Wirklichkeit* an, dass die
Einzelschéaden einer Einpunktverteilung in o, gentigen, so gilt sogar noch F(w,)=0 fur i>Kk,
so dass dann

k
P(X <am, )= lf(wk):ZAi L k=1--,n
folgt mit

PM >w,) :1—exp{—X[1— If(wk)]}zl—exp{—i )\i}, K=1---n.

i=k+1

Die sich so ergebende Funktion wird in der geophysikalischen Modellierungswelt auch als OEP
curve (Occurence Loss Exceeding Probability) bezeichnet, obwohl dies nach den Bemerkungen vor
Lemma 13 missverstandlich ist (vgl. DONG (2001), S. 15). Die dahinter stehende Abschétzung der
maoglichen Schaden durch deterministische Einzelschaden wird in der dortigen Literatur auch als
ignorance of secondary uncertainties bezeichnet.

Der Vorteil dieser Form der OEP curve besteht in ihrer Einfachheit, allerdings missen dazu vorher
in der Event Loss Table die entsprechenden w, der Grof3e nach geordnet werden.

Fur den Jahres-Gesamtschaden S liefern Lemma 9 und Satz 3 fur das geophysikalische Poisson-
Modell entsprechend

. o n vk B
P(S<z)=F/(z)=e*+e* /\—le*(z), z>0.
k=1 .

Die sich hieraus ergebende Abbildung P(S > w,) =1—F(w,) fur k=1,---,n heif% analog AEP
curve (Aggregate Loss Exceeding Probability) (vgl. DONG (2001), S. 16). Bei geeigneter Diskretisie-
rung im Sinne von Beispiel 13 kann eine Berechnung der zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten wie-
der Uber die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion ¢, (etwa mit der dort beschriebenen Reihen-
entwicklung) erfolgen. Aufgrund der in der Praxis recht umfangreichen Event Loss Tables sind aber
die im nachfolgenden Abschnitt besprochenen numerischen Verfahren in der Regel effizienter. Al-
ternativ ist eine statistische Bestimmung der AEP curve mittels Monte-Carlo-Simulation moglich,
indem eine grof3e Zahl von zufélligen Beobachtungen aus dem Modell gezogen und die zugehérige

empirische Verteilung bestimmt wird. Allerdings sind hier je nach Parameter-Situation bis zu eini-
gen 100000 Stichproben notwendig.

Die obigen Formeln zeigen, dass der Einbezug von secondary uncertainties, also der Berlicksichti-
gung von tatsachlich zuféligen Einzelschéden, ausgedriickt durch die X, bzw. durch X, nichts

Wesentliches an der Darstellung é&ndert. Wir fassen diese allgemeineren Darstellungen hier noch
einmal abschlief3end zusammen (vgl. DONG (2001), S. 46ff):
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P(M>z)=1- exp{—X[l— F (Z)]} , 2>0: OEP curve (Occurence Loss Exceeding Probability)

. n Yk -
PS>2)=1-¢" {1+ Z % Fr (Z)}, z > 0: AEP curve (Aggregate Loss Exceeding Probability).
k=1 .

Hierbei ist wie oben

X:Zn:)\i und F(z)= n LE(2), z€R.

i=1 i=1

>’1| >

Tabellen mit den notwendigen erweiterten Angaben (wie Erwartungswerte und Standard-
Abweichungen fur die Einzelschaden) heil3en entsprechend Extended Event Loss Tables.

I1. 2. Die Panjer-Rekursion

In den beiden folgenden Abschnitten wollen wir weiterhin das kollektive Modell unterstellen und
dabei annehmen, dass die Einzelschadenhthenverteilung wieder mit einer "Schrittweite” A >0
diskretisiert ist. Fir umfangreichere Probleme — etwa wie im Fall der geophysikalischen Modellie-
rung im vorigen Abschnitt — ist dann aber die Reihenentwicklung der wahrscheinlichkeitserzeu-

genden Funktion ¢ (s) = gy (ix, (), |s| <1 um den Nullpunkt nicht effizient. Gehort die Vertei-

lung von N jedoch zur Familie der Poisson-, Binomial- oder negativen Binomialverteilungen, so
lasst sich diezu S, gehdrige Verteilung auf elegante und effiziente Weise rekursiv berechnen. Wir

verwenden fur diesen Fall die folgende Darstellung der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion:

1- A
oy (S)=1l1— As
eBtD fir A=0,B=0

B
]A fir AB=0

mit geeigneten reellen Zahlen A, B € R. Durch Vergleich mit der Tabelle auf S. 59 ergibt sich:

py(s) =€ fir A=0, B=\>0
ou(8)=(@-p)+ps)  fir A<O, p::ﬁ, B— _nA
5]
p ) _ _
§)=|—"P fir 0< A<l p=1-A, B:= A= 31—
o (8) [1—(1—p)5] Lp BA=p3(1-p)

fur |s| <1. Damit bilden die wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen der Poisson-, Binomial-

und negativen Binomialverteilungen Spezialfélle dieser Klasse, die wir Panjer-Klasse nennen wol-
len.

Durch Differenzieren dieser Funktionen und Zusammenfassen der Terme erhélt man sofort
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d

- ). Jo <1

—pn(s)= BA

Mit Hilfe dieses Ergebnisses |asst sich jetzt folgendes fundamental e Resultat formulieren.

Satz 4 (Panjer-Rekursion). Gehort die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion ¢, der Schaden-
zahl zur Panjer-Klasse und bezeichnet man mit

fe =P(X,=k), 9, =P(S,=k), k=012,

die Elementarwahrscheinlichkeiten der (diskretisierten) positiven Einzelschadenhthen bzw. des
(diskretisierten) Gesamtschadens, so gilt:

9o =¥n (0)

Ot = k+1ng, a[AK=+B(j+1)] k=012

Beweis: Esist fir |s| <1

iSOSA (s)=

ds N ((»OxA (S))‘SO;(A (9),

i{SON ((PXA (S))} = 90;\1 (‘»OxA (S))'SD;(A (s)=

B
ds 1—-Apy (5)

also
s, () (1= Apy () =B-p5 (5)-0x, (5)  bzw. 5 (5)= Ay (5)-px, (5) + B-gps, (5)-0, (5).

Aus der Relhendarstellung der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen folgt al so:

k=0

ps, (s) = [i(k +J) gmsk]

sowie

B'SOSA (S)'SO;(A (s)= B[i 9 Sk]'[i(k‘i‘l) fk+1sk]: Bi[Z(J D40 ]Sk

k=0 j=0

und wegen f, =0 nach Voraussetzung:

Kk
Z(k+1_ j)fjgk+l—j ]Sk

j=1

fks"]:A-i

k=0

Aps, (3) -y, (5) = A [i(k +D 918 ] [ 3

k =0

0
k—
[ (k J+1gk j]

i

H

Mg

=A

k=

c
I§
o

Hieraus folgt
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[ZOO: (k+D) 9. Sk] = s, (8) = A5, (5) -0, (8) +Brips, (5) -0y, (5)

00 k—1 00 k
=AY D k=)0 |S+B > Z:(jJrl)fngk_j]sk
k=0{ j=0 k=0{ j=0
00 k—1 . K . K
zszXXk—nnHmj+B§xJ+nmﬂkJs,H<l
k=0 j=0 j=0

Dabeide Reihen im Bereich |s| <1 Uibereinstimmen, miissen ihre K oeffizienten identisch sein:

k-1 K k
(k+D g =AY (k=g ; +BY (i+Df 0 =D 0 fu[Ak—])+B(j+D]
=0 j=0

=0
fur k =0,1,2,---. Hierausfolgt die Rekursionsformel und wegen

9, = P(SA :O): P(N :O):goN(O)
insgesamt die Behauptung.

Bemerkung.

a) Fur einige Anwendungen etwa im Zusammenhang mit Rickversicherung ist es vorteilhaft, die
die "Schéaden" beschreibenden Zufallsvariablen bzw. die Zufallsvariable X, alslediglich nicht-

negativ anzunehmen, d.h. den Wert Null zu zulassen. In diesem Fall ergibt sich nach analoger
Rechnung folgende modifizierte Panjer-Rekursion:

90290N<f0>

1 £ . .
gk+1_ (k—l—l)(l— Afo);gk—j fj+1[A(k_ J)+ B(J +1)]1 k —O)Lzu

b) Besitzt die Verteilung der Zufallsvariablen X, einen rechten Endpunkt w, € N, soist die An-
zahl der Summanden in der Rekursion nach oben beschrankt, und es gilt wegen f; =0 fir

j>w,:

Jo = ¥n (fo)

1 min{k,w, -1}

1= K rD (T Af,) ,22

O ; fra[ A=) +B(j+D)] k=012,

entsprechend in der obigen Rekursion in Satz 4.
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Die Panjer-Rekursion kann leicht in beliebigen Sprachen programmiert werden. Wir geben hier
beispielhaft ein MAPLE-Worksheet wieder, das als universelle Vorlage fur solche Rechnungen
dienen kann.

Beispiel 14. Die Schadenzahl sel negativ-binomiaverteilt nach NB(G,p) mit =2 und
p =0,25. Die Verteilung der (diskretisierten) Einzelschadenhdhen sei gegeben durch

k |01 |2 3 |4 5
f.10/01/015]02|025|02|01

Mit MAPLE kann man die zugehdrige Panjer-Rekursion z.B. wie folgt programmieren (mit den
Parametern A=1—p=0,75, B=( A=15, Berechnung der ersten 16 Terme):

[> restart:
[> p:=0.25;beta:=2;A:=1-p;B:=beta*n;

p =025
=2
A=075
| B=1350

[> phi:=t->((1-RA)/(1-A*t))"(B/R)

- [f:fjm

F=[0.1,015 02,025 0.2, 0.1]

(> £:—[0.1,0.15,0.2,0.25,0.2,0.1];

:> m:=nops{(f)-1,

| m=35

[> g[0]1:=phi(0);

g0:=l106250000000

:> for n from 0 to 14 do g[n+1l]:=sum{g[n-jI1*f[j+1]*(A*(n-j)+B*{(j+1)),3=0. . min{(n,m))/(n+l) od;
>
>

g4 =0.009375000000
g = 0.01511718750
g5 =0.02201953125
gy = 0.03051379395
g5 =0.03175650512
g = 0.02898740392
g7 =0.02529763434
gg = 0.02869401690
g = 0.03014012038
g0 =0.02970935336
g1 =0.02838951724
g1y =0.02766760754
g3 =0.02752733439
g4 = 0.02731233223
g5 =0.02652398488
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Man beachte, dass das Feldelement fir die Wahrscheinlichkeiten f, fur k =0 nicht definiert wer-
den muss, da Listenindizesin MAPLE standardmé&fdig bei 1 beginnen. (Die Funktion nops(f) zahlt
die Lange der Liste, also hier 6, dasist zugleich w, ).

I1. 3. Die diskrete Fourier-Transformation

Die Panjer-Rekursion ist aufgrund ihrer einschrankenden V oraussetzungen an die Form der Vertei-
lung fir die Schadenzahl N nicht in alen relevanten Féllen verwendbar. Das in diesem Abschnitt
vorgestellte Verfahren vermeidet diese Schwierigkeiten. Dazu wollen wir zunéchst einige theoreti-
sche Grundlagen erarbeiten.

Die zentrale Idee der diskreten Fourier-Transformation besteht wie im vorigen Abschnitt in einer
effizienten Auswertung der Funktion g (s) = ¢ (gpr (s)). Allerdings betrachten wir jetzt nicht

reelle Argumente s, sondern komplexe Argumentein der Form s =e ™" mit t € R. Dabei bezeichnet

i wiein der Analysis Ublich die imaginédre Einheit i =+ —1. Forma erh&lt man die Verteilung von
S, dann Uber die"Inversion" der Fourier-Transformierten tber das Integral

2m
%ISOSA(eit)eiktdt:P(SA:k), k=012,
0

Die Fourier-Transformation |&sst sich allgemein fur Folgen f reeller Zahlen definieren. Dabel wol-
len wir die Notation f ={f(k)} " verwenden. Die Menge aller solcher Folgen soll mit § be-
zeichnet werden.

Definition 4. Es bezeichne

1= S| (k)| fur fe3
k=0
und

r={fe§ ||f]<oo}.

Fur f e /' heift |f| auch die (¢*-)Norm von f. Ferner ist die Faltung f xg zweier Folgen
f,g e ¢* definiert durch

(f+g)(k) ZZZ F(iak— J')ZZ fk=1g(j) k=012

Die Menge ¢* bildet im Sinne der Funktionalanalysis einen Banachraum, d.h. einen vollstandi-
gen™, normierten Vektorraum (hier: von Folgen reeller Zahlen als Elemente). Dabei ist die Vektor-
raumstruktur gegeben durch die Verknlpfungen

" Vollstandigkeit bedeutet, dass jede Cauchy-Folge { f } von Elementen des Raumes in der Norm konvergiert. Vgl.
hierzu auch das Skript ANALY TISCHE PRINZIPIEN DER STOCHASTIK.
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(f +9)(k) = f(k)+g(k)

(af)(K)=a f(K), f.gel’, acR.

Lemma 14. Der Raum ¢* ist abgeschlossen gegeniiber der Faltungsbildung, d.h. es gilt

fxgec/furale f,ger*
mit

[* gl <[t]-la]l. f.ger

Beweis: Esist fur k=0,1,2,---

|(f xg)(k)|=

> f(hgk-1j)

ORI

und somit

o0

Zlf(j)l-lg(k— D=2 T (Hak— i) ZiZI ()| |atk— )|

j 0<j<k j=0 k=j

()] 2otk 7) ZJZ_;I f (J')I'||9||=IIGII;If(J')IZIIfII-IIgII

S| g)(K)| <

D
k=0
D
=0
fur alle f,g e /"

Definition 5 (diskrete Fourier-Transformation). Die durch

f=> fke™, teRr; fe
k=0

definierte Funktion auf R heil3t (diskrete) Fourier-Transformierte der Folge f € ¢~

Lemma 15. Fiir die Fourier-Transformierte f einer Folge f € ¢* gilt folgende Abschatzung:
fo)| <] ], ter.

Beweis: Esgilt

F)<SoIf e ™|=[f]. te®.
k=0 —_
=1
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Bemerkung: Ist Z eine Zufallsvariable mit Wertenin Z* ={0,1,2,---} und bezeichnet man mit f,

die Folge der zugehorigen Elementarwahrscheinlichkeiten, d.h. esist f,(k)=P(Z =k), ke€Z",s0
gilt gerade

f,(t)= Zm: e “P(Z=k)=E (e*“z) =1, (—it) =, (™), teR.

Entsprechend gilt: bezeichnet man mit

[o¢]

f={P(X,=Kk)} ,, 9:={P(Ss=Kk)},

die Folgen der Elementarwahrscheinlichkeiten fur die (diskretisierten) Einzelschadenhdhen bzw.
den (diskretisierten) Gesamtschaden, so ist

G0 =y (f(), teR.

Diesfolgt vollig analog wie im Beweis zu Satz 2.

Satz 5 (Fourier-Inversionstheorem 1). Die Fourier-Transformierte f einer Folge f c /' ist inte-
grierbar Uber dem Intervall [0, 27|, und es gilt folgende Umkehrformel:

27
if ft)edt= f(k) furale k=012,
2m A

Beweis: Die Integrierbarkeit folgt aus Lemma 15. Zur Vereinfachung des Beweisgangs nehmen wir
zunéchst an, dassdie Folgef endlichist, d.h. esexistiert ein M € N mit der Eigenschaft

f(k)=0 far k > M.
Dann gilt

7 f(t)eiktdt _ f{i f (j)e—ijt}eikt dt = T{ZM: f (j)e—ijt}eikt dt = TZM: f (j)ei(k—j)t dt

j:0 0 0 j:0

27

0

M 2T
Zf(j)fe'(k‘”t dt =27 (k), ke Z*
j=0 0

wegen

o, fals j=k

27 2m 2
k=Dt gt — k—jt)dt+i | sin((k— j)t)dt=
[e d {cos(( jt)d +|[sn(( )t)d {O, flls j =k
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(man beachte, dass sich deshalb fur k > M in dem vorletzten Ausdruck der oberen Gleichung im-
mer der Wert Null ergibt). Die Vertauschung von Integral und Summe ist dabei aufgrund der Inte-
grierbarkeit von f und der Endlichkeit der Summe gerechtfertigt.

Sei nun f eine beliebige Folge aus ¢*. Wir definieren fir jedes M € N die Folge f,, durch

f(k), k<M

f (k):z{o, k>M.

Dannsind auch f,, und g,, = f — f,, Elementevon ¢* wegen

IIfMII—ZIf(k)|<|| | und ol =]t = ful= 3 [F00]=cy <[]

k=M +1

Wegen f e (* strebt die Folge {c,, },,_, flr M — oo gegen Null, und esist

j,, (e dt| < [ |§
0 0

27

(e it < [16, ©]dt < 2r|g, | = 2rc,,.
0

Esfolgt

2 2 2r 27
[foe dt= [ f,@e dt+ [ 6, Me“dt=2rf, ()+ [ §, (t)e"dt
0 0 0 o

mit

j,, (1) e™dt| < 27, — O fiir M — oc.

Hieraus folgt die Behauptung wegen f,, — f fur M — oc.

Satz 6 (Fourier-Inversionstheorem I1). Es sei f € ¢* eine endliche Folge, d.h. es existiert ein
M € N mit der Eigenschaft

f(k)=0 fur k> M.

Dann gilt exakt:

ij“ fme di= 13"
2 o M

j=0

ZWJJ 2’r|jk/M fura“e k:O,lyzl'“

Beweis: Esist fur k =0,1,2,---
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U 1};[2&] p2rilkiM X 1[M lf(m)eZWimj/M] p2rikiM Zf(m)MZ:l[eXp{zm(k m)}
. exp{zm(:/l_ m)} 1
=f(k)-M+>_ f(m) P
ey e><|o{7TI (M_ m)} -1

M S £ () SRRk M)}l

SR e

woraus mit Satz 5 die Behauptung folgt.

— f(k)-M,

Bemerkung: Die einschrénkende Annahme in Satz 6 ist wesentlich, da fir unendliche Folgen f
i. Allg. nur gilt:

1% e : 1Y - (2r]
— | f®)e™dt= | f(2rs) e ds~— f e?™k M firale k =0,12,--
] foea= [ fr 3 [ ] L

Diese Approximationsformel entspricht gerade der Rechteckregel der numerischen Integration.
Eine Fehlerabschéatzung ist moglich Uber die Zerlegung f = f,, , +g,,_, Mit den im Beweis von

Satz 5 definierten Hilfsfunktionen. Es ergibt sich dann:

1 183 (27]) o
= .I: t elkt dt—_ f{_]eZWIjk/M
‘%»{ © M ; M

:‘zif (fua0+4, )" dt— Z [27”]
s

0 =0

< Z{ng(t)e dt

1% A N 1% i
Sz[‘ng(t)e ‘dtggjo‘le(t”dt
1% ~
< 2 [lo, o= 3] reo
™% k=M

Eine wesentliche Konsequenz der Sétze 5 und 6 besteht darin, dass unter den V oraussetzungen von
Satz 6 die Hin- und Ricktransformation mit Hilfe von Vektoren und Matrizen beschrieben werden
kann. Es gilt namlich:

Lemma 16. Es bezeichne v, = exp{—% rs}, W, _ 1 exp{% rs} fur 0<r,s<M -1 und

s

M €N sowieV :=|v,|e R™". Ferner bezeichne

fu =[O, f@, - fM-D]"erR", f,, ::[f(O), f[zl

f
M

4_7T],...,f

21(M —1)”tr R
- A A .

M

12 Der hierbei entstehende Fehler wird in der Informationstechnik auch als Aliasing bezeichnet; er tritt u.a. auf bei der
Konvertierung von analogen zu digitalen Bild- und Tonsignalen und umgekehrt.

79



I1. Sachversicherungsmathematik

Dann gilt: V' =W = ﬁ[wrs] und unter den Voraussetzungen von Satz 6:

A

fyu,=V-f,, sowie f, ,=W-

I_h>

M-1*
Beweis: Esistfur 0<r,t<M -1
exp{2ri(t—r)}—1

M M 2 2mi
=) exp{—s(t—r)j=iexpi—(t—r)—1
2 VW = p{M s( r)} p{M( )}

=0, r=t

M, r=t,

d.h. esgilt V-W = E (Einheitsmatrix). Ebenso folgt W -V = E, d.h.esist V' =W :ﬁ[wrs]. Die

vektorielle Darstellung von fM , und f, , folgt nun unmittelbar aus der Definition der Fourier-
Transformierten sowie den Sétzen 5 und 6.

Bemerkung: Es ist méglich, die erforderlichen Rechenschritte fir die Matrixmultiplikation auf-
grund der besonderen Struktur der Matrizen V und W technisch erheblich zu beschleunigen. Das
dem zu Grunde liegende Verfahren heildt die schnelle Fourier-Transformation (Fast Fourier
Transform, FFT) und ist z.B. in MAPLE Uber eigene Befehle implementiert.

Lemma 16 erlaubt nun auf elegante Weise die angekiindigte Variante der numerischen Berechnung
der Gesamtschadenverteilung im diskretisierten kollektiven Modell der Risikotheorie. Dazu wollen
wir wieder mit

f={P(X,=Kk)} ,, 9:={P(Ss=Kk)}
die Folgen der Elementarwahrscheinlichkeiten fur die (diskretisierten) Einzelschadenhdhen bzw.

den (diskretisierten) Gesamtschaden bezeichnen. Das Verfahren beinhaltet die folgenden drel
Schritte:

1. Fourier-Transformation: wahle M € N geeignet und
berechne f, , =V - f, e R".

2. Transformiere das Ergebnis koordinatenweise mit der wahrscheinlichkeitserzeugenden
Funktion ¢, der Schadenzahl:

berechne ¢, (fM_l) cRY.

3. RUcktransformation:

berechne g,, , =W -, (fM_l)e]RM.
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Der Vektor g,, , enthdt dann ndherungsweise die ersten M Komponenten von g. Falls die Vertei-

lung des Gesamtschadens einen endlichen rechten Endpunkt o < M —1 besitzt, ist dieses Ergebnis
sogar exakt, anderenfalls entsteht ein Aliasing-Fehler, der mit der Markoff-Ungleichung durch den
Ausdruck

i|9(k)|: i P(S,=K)=P(Sy >M —1)=P(t> >t")< #s, (1) _ o (¢, )

t™ t
fur jedes t > 0 abgeschétzt werden kann.

Fur das bei der Panjer-Rekursion besprochene Beispiel 14 ergibt sich mit MAPLE fir die Fourier-
Transformation nach obigem Muster:

[> restart:
> with(linalg):
Warning, the protected hames norm and trace have heen redefined and unprotected

> p:=0.25;beta:=2 ;A:=1-p,B:=beta*A;

> phi:=t->((1-A)/(1-A*t))"(B/A),
[ J
A

. (1—A]
=i
1-At
> £:=[0,0.1,0.15,0.2,0.25,0.2,0.1,seq(0,j=1..43)];
F=[0,01,015,02,0.25 02 01,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0 000000000 0000000000,0000]

> M:=nops(f)

M =50
> wi=(r,s M) ->exp(-2*%Pi*r*skxI/M) ;
-2 !ﬂrsJ

v=_(rg M —e

[> V:i=array(l..M,1..M, [seq([seq(evalf(v(r-1,s-1,M)),s=1..M)],r=1..M)]1):

[» W:=array(l..M,1. .M, [seq([seq(evalf(l/v(r-1,s-1,M))/M,s=1. .M)],r=1. . M)]):

[> fv:=transpose([f]):z:=transpose(array(l..1,1. .M, [[seq(phi(h[n,1]) n=1. M)]])):h:=evalm(V&*fv) :gv:=evalm(Wk*z) :
> for i from 0 to 15 do g[i]l:=Re(gv[i+1,1]) od;

gy = 006751239145
gy = 001408452873
g, = 001955856582
g5 = 002618576319
&4 = 0.03444619326
gg = 0.035453471458
&g = 0.03246441556
g4 = 002856580593
&g = 0.03176510929
gy = 003302528526
gy = 0.03241921122
gy1 = 003083411509
g1y = 0030056423133
gy = 002976951960
g1y = 0.02841633453

g15 = 002845800453

Der Aliasing-Fehler betrégt hier maximal 0,07869 (berechnet z.B. durch Summation der ersten 50
Terme der Panjer-Rekursion oder Reihenentwicklung von o ).
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I1. 4. Ruckversicherung

Unter Ruckversicherung versteht man im Allgemeinen eine "Versicherung der Versicherer". Sie
basiert auf einem frel vereinbarten Vertrag zwischen dem (Erst-)Versicherer, der hier Zedent ge-
nannt wird, und dem Ruickversicherer, genannt Zessionar. Rickversicherung dient dazu, grof3e Ri-
siken des (Erst-)Versicherers und damit eventuell verbundene hohe finanzielle, u.U. sogar ruindse
Belastungen — etwa aus Naturkatastrophen — zu mildern. Ruckversicherung kann damit auch als
eine Form von Eigenkapitalersatz betrachtet werden.

Bei der Form der Rickversicherung unterscheidet man grundsétzlich zwischen obligatorischer und
fakultativer Ruckversicherung. Erstere bedeutet, dass die Abgabe des Risikos vom VU bzw. die
Annahme des Risikos durch den Rickversicherer (RVU) verpflichtend bzw. freiwillig (auch bzgl.
der Risikoubernahme!) ist. Als Kombination beider Formen gibt es noch die fakultativ-
obligatorische Ruckversicherung (engl.: open cover), bei der der Zedent die freie Wahl hat, Risiken
in Rickdeckung zu geben, der Zessionar aber in diesem Fall die Haftung tbernehmen muss.

Bei der Art der RUckversicherung unterscheidet man zwischen proportionaler und nicht-
proportionaler Riuckversicherung. Bei der ersteren Gbernimmt der Zessionér einen bestimmten An-
teil am versicherungstechnischen Risiko des Zedenten und erhélt dafUr auch einen entsprechenden
(proportionalen) Anteil (plus ggf. weiterer Zuschlége) an der Originalpréamie des VU. Die Bemes-
sungsgrundlage fur die Bestimmung des Beteiligungsverhdtnisses des RVU bildet entweder die
Versicherungssumme oder der sog. "wahrscheinliche Hochstschaden™ (engl.: probable maximum
loss, kurz PML). Daher wird diese Art der Rickversicherung auch als Summenrickversicherung
(bzw. Summenexzedenten-Ruickversicherung) bezeichnet. Aus mathematischer Sicht ergeben sich
hier gegentiber der klassischen Versicherung (Aquivalenzprinzip) keine wesentlich neuen Aspekte,
so dasswir hier auf diese Art der Rickversicherung nicht weiter eingehen wollen.

Bei der nicht-proportionalen Riickversicherung versichert das RVU seinen Zedenten gegen Sch&
den, die dieser durch den Eintritt fest definierter Schadenereignisse erleidet (z.B. Schaden aus
Stirmen, die meteorologisch einer klar abgrenzbaren Wetterlage zugeordnet werden kdnnen wie
Hurricane Floyd oder die Stirme Lothar und Martin, die im Dezember 1999 grof3e Teile Europas
verwusteten). Die Hohe der Leistung des RVU wird ausschliefdich durch die Hohe des Schadens
bestimmt, weswegen diese Art der Rickversicherung auch "Schadenriickversicherung” genannt
wird. Wenn sich die Rickversicherung auf Schaden aus Einzelereignissen bezieht, spricht man
auch von einem Excess-of-Loss- (bzw. XL-)Vertrag, wenn sie sich auf den Jahresgesamtschaden
bezieht, von einem Stop-Loss- (bzw. SL-)Vertrag.

Ein Einzelschadenexzedent wird beschrieben durch die "Haftung excess (kurz: xs) of Prioritét". Die
Prioritdt (oder der Selbstbehalt) gibt an, bis zu welcher Héhe das VU selbst Anteile am Schaden
tragt. Das RV U ubernimmt dann alle Kosten aus Schaden zwischen der Prioritét und dem sog. Pla-
fond; die Differenz aus Plafond und Prioritdt heif3t Haftungsstrecke, das zugehdrige Intervall wird
meist als Layer bezeichnet. Bei einem XL-Vertrag mit "6 Mio. € xs 2 Mio. €' trgt also dasVU am
eventuellen Schaden einen Kostenanteil bis zu 2 Mio. €, das RVU trégt das, was dartiber hinaus-
geht, bis zu einer Hohe von 8 Mio. € mit einer Haftungsstrecke von 6 Mio. €. Die folgende Tabelle
zeigt exemplarisch die technischen Aspekte dieses Riickversicherungsvertrags.

Einzelschadenhohe | das VU trégt hiervon | das RV U trégt hiervon | nicht versichert sind
1,5Mio. € 1,5Mio. €

2,8 Mio. € 2,0 Mio. € 0,8 Mio. €

9,4 Mio. € 2,0 Mio. € 6,0 Mio. € 1,4 Mio. €
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In der Praxis werden in der Regel mehrere, aufeinander aufbauende Layer, meist bel verschiedenen
RVU’srickversichert.

Auch bei derartigen Vertragsformen orientiert sich die Tarifierung (d.h. Prémienfindung fir das
RVU) zunéchst am Aquivalenzprinzip. Beschreibt die Zufallsvariable X ein definiertes Einzelscha-
denrisiko und a > 0 eine Prioritét, so wére die Netto-Pramie, die das VU an das RV U bei Rickver-
sicherung mit XL-Vertrag und unbeschrankter Haftstrecke zu entrichten hétte, gegeben durch

E((X —a)")=E(max{X —a,0})=E((X —a) 1, (X)).

Lemma 17. Es sei Z eine beliebige reelle Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F und ggf. Dich-
tef. Dann gilt:

o0

E(2*)=E(max{Z,0}) = E(Z-14,.,(2)) = [ (1-F(2))dz

0

o

bzw. bei Existenz einer Dichte E(Z*):fz- f(z)dz.
0
Beweis: Esist mit dem Satz von Fubini*® und dem Satz von der majorisierten Konvergenz

E(Z")=E(max{Z,0})= E(iiigcz.]l(o’K](Z)) = lim E(Z1,(2)) = lim f 2P (d2)
(0.K]

o]

— lim ff duPz(dz):imj’jpz(dz)du:ilngojp(u<zgK)du:fa—F(u))du

K—o0o
O<u<z<K 0 u 0

bzw. bei Existenz einer Dichte E(Z" )= E(Z-1,,(2)) :jz- f(z)dz.

0

Bemerkung: AusLemma 17 folgt fur die Situation der Riickversicherung mit Z = X —a:

E((X-a)")= | (1-F,_,(2))dz :jp(x —a>z)dz :7 P(X >z+a)dz

( o0

(1-Fe(z+a)dz = [ (1—F, (x)) dx

a

o~—3 o2

bzw. analog bei Existenz einer Dichte E((X —a)*):f(x—a)- f(x)dx:fx- f(x+a)dx.

a 0

3|5t eine reellwertige Produkt-messbare Abbildung g absolut integrierbar bez. eines Produktmales 1. @ v, so gilt
fg(u,v)u®u(du,dv):ff g(u,v) v(dv) u(du) :ff g(u,v) u(du) v (dv).
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Bel einem XL-Vertrag mit "c Mio. € xsa Mio. €', a'so einem Vertrag mit Prioritét a > 0 und Haft-
strecke ¢ > 0 (d.h. Plafond b = a+c), betrdgt das vom RVU zu tragende Risiko also gerade

0, X <a
Xp=(X—=a)" =(X=h)"=1X—a, a<X<b
c=b—a, X>bh

Fur die Netto-Pramie, diedas VU an das RV U fir diesen Layer zu zahlen hétte, ergibt sich dem-
nach

00 b

E(Xup)=E((X—a)")—E((X —b)" :7 1- R () dx— [ (1-F () dx = [ (1—Fy ()

b a
bzw. analog bei Existenz einer Dichte E(Xalb):fx-(f(x—f—a)— f (x+b))dx
0

Beispiel 15. In der Situation von Lemma 10 (kollektives Modell der Risikotheorie mit geometrisch
verteilter Schadenzahl und exponential verteilten Einzel schadenhéhen) mit den Parametern p =0,9

und A =0,000003 soll ein Stop-Loss-Vertrag quotiert werden mit Prioritdt a =100000€ und
Haftstrecke ¢ = 350000€. Esfolgt mit b =450000€:

b

i —Apx 1- —\pa —Apb
E(Sa|b):f<1_ Fs(x))dx:[(l— p)e dx:)\—pp(e —e ™)

a

_1=pom (1_ efw) =17283,95€.
AP

Die Netto-Pramie betragt also 17283,95 €, das sind 4,94% der Haftstrecke. Dieser Prozentsatz wird
auch als Rate-on-Line (ROL) bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass der Gesamtschaden
oberhalb von b liegt, betragt dabei

1—F, (b) = (1— p)e ** = 0,029671,

d.h. in etwa 3% aler Jahre ist der Gesamtschaden nicht tber die Rickversicherung gedeckt. Der
erwartete Verlust betragt in dieser Situation aber nur

£ (S, )= P& —10989, 26€.
AP

Sind die Kreditzinsen am Markt héher als die Rate-on-Line und will man das Unterdeckungsrisiko
von etwa 3% beibehalten, ist es also gunstiger, eine entsprechende Riickversicherung abzuschlie-
3en als etwa das fir die Haftstrecke benttigte Eigenkapital auf dem Finanzmarkt zu leithen. Es ist
u.U. sogar gunstiger, vorhandenes Eigenkapital in der Hohe der Haftstrecke auf dem Kapitalmarkt
anzulegen, ndmlich wenn auch der Guthabenzins hoher als die ROL ist. In diesem Sinne kann
Rickversicherung — wie schon oben erwahnt — in manchen Fallen als Eigenkapital ersatz dienen.



Beispiel 16. Bei konkreten Portfolios besteht fast immer das Problem, dass kein "natirliches’ ma-
thematisches Modell zur Beschreibung der Risiken zur Verfligung steht. In diesem Fall muss man
zunachst mit statistischen Methoden eine geeignete (Gesamt-)Schadenverteilung bestimmen. Die
folgende Tabelle enthalt trendbereinigte™ Sturm-Jahresschaden aus einem Geb&udeversicherungs-

[1. Sachversicherungsmathematik

portfolio in 1000 € (vgl. PFEIFER (2001)).

Jahr 1980 | 1981 | 1982 | 1983 | 1984 | 1985 | 1986 | 1987 | 1988
Gesamtschaden 978 | 2065|1949 | 5964 | 3946 | 669 | 7920 | 1438 | 1077
Jahr 1989 | 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997
Gesamtschaden | 3123 | 13496 | 847 | 3748 | 1982 | 2344 | 11063 | 703 | 1582

Die folgenden beiden Graphiken zeigen Q-Q-Plots™ firr die logarithmierten Werte, einmal fir die

Normalverteilung, zum anderen fur die Gumbel-Verteilung.

Quantil-Quantil-Plot fiir logarithmierte Jahresschaden
angepasste Verteilung: Normalverteilung
0,25

0,05 0,10
10,0 \ ‘

0,50

0,75

0,90

0,95

beobachtet

-0,5

0,0

theoretisch

14 d.h. mit Inflationsrate, Baukostenindex usw. indizierte Schaden

> ygl. REISSUND THOMAS (2001), Kapitel 2.4 und die nachfolgenden Ausfiihrungen
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Quantil-Quantil-Plot fiir logarithmierte Jahresschaden
angepasste Verteilung: Gumbelverteilung

0,01 0,05 0,25 0,50 0,75 0,90 0,95
10,5 w — . . . ‘ :

10,0

95+

90

85

beobachtet

8,0t

75

70

6,5 |

6,0

-2 -1 0 1 2 3 4

theoretisch

Fir die Vertellungsfunktion des Jahres-Gesamtschadens S erhélt man im ersten Fall mit der Vertei-
lungsfunktion & fir die Standard-Normalverteilung:

InX—p,

P(S < x) = F.(x) :<I>[ , x>0 mit 4, =7,7731 und o, = 0,9382

0

und im zweiten Fall mit G(x) =e™° ', xe R (Gumbel-Verteilung):

1o,
e#z
Die erste Gesamtschadenverteilung ist also eine Lognormal-V erteilung, die zweite eine so genannte

Fréchet-Verteilung. Die folgende Graphik zeigt die beiden Verteilungsfunktionen im Vergleich
(F:rot, F,: grin).

InX—p, — exp

P(S<x)= FZ(X):G[

, x>0 mit p, =7,3560 und o, =0, 7603.

0,
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1,
08 F,(X)
0.6-
' F.(x)
0.4-
02
Op 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

X

Wir wollen jetzt unter beiden Modellen einen SL-Vertrag quotieren mit Prioritdt a =4 Mio. € und
Haftstrecke ¢ =7 Mio. €, also Plafond b =11 Mio. €. Im ersten Fall erhdt man:

b
E(Sw)= f (1— F,(x))dx = 902284,80¢,
im zweiten
b

E(Sy )= f (1— F,(x)) dx = 929 869, 76 €,

a

also zwei relativ nahe beieinander liegende Ergebnisse mit 12,9% ROL im ersten und 13,3% ROL
im zweiten Fall. GrofRere Unterschiede ergeben sich aber in hdheren Layern; z.B. erhaten wir fr
einen zweiten Layer mit Prioritét a =11 Mio. € und Haftstrecke ¢ =5 Mio. €, also b = 16 Mio. €:

b
E(Sw)= f(l— F.(x))dx =166 821,44€  im ersten und

a
b

E(S,)= f(l— F,(x))dx = 290 277,50€ im zweiten Fall,

a

das sind 3,3% ROL im ersten bzw. 5,8% ROL im zweiten Fall. Im ersten Modell betragt die Wahr-
scheinlichkeit, einen Jahresschaden von 16 Mio. € oder mehr zu erleiden, ca. 2,1%, im zweiten da-
gegen schon ca. 4,6%, also mehr als doppelt so viel, woraus sich auch die hthere Netto-Pramie
erklart.

Problematisch ist dabei immer die Extrapolation von Daten in bisher nicht beobachtete Schadenho-
hen. Allerdings sind im Laufe von 18 Jahren bereits zweimal Schaden oberhalb von 10 Mio. € auf-
getreten, das ist empirisch eine Uberschreitung ale 9 Jahre (Wiederkehrperiode), wobei im ersten
Modell die entsprechende theoretische GroRe fur eine Uberschreitung 15,9 Jahre, im zweiten Mo-
dell die etwas redlistischere Zahl 11,9 Jahre ergibt. Fur Schaden der Grof3enordnung 13 Mio. € be-
tragt die empirische Wiederkehrperiode 18 Jahre, im ersten Modell (unrealistische) 28,6 Jahre, im
zweiten Modell (realistische) 16,7 Jahre. Ein 100-Jahres-Schaden betrégt nach dem ersten Modell
ca. 21,1 Mio €, nach dem zweiten schon 51,7 Mio €!
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Wir wollen hier noch kurz auf diein Beispiel 16 verwendete Methode der Q-Q-Plots eingehen (vgl.
hierzu auch das Skript zur STocHASTIK, Kapitel I11.4). Wir betrachten dazu zunéchst eine Zufalls-

variable X mit einer VerteilungsfunktionF, , dieim Bereich {xc R|0< F, (x) <1} streng mono-
ton wachsend und stetig sein moge.

Mit Hilfe der positiv-linearen Transformation

Z:X_’u mit y,0 €R, 0>0
o

wird eine verschobene und reskalierte Zufallsvariable Z definiert, die folgende Verteilungsfunktion
F, besitzt:

X—p

g

Fz(x):P(ng):P[ gx]:P(X <p4ox)=F (p+ox), xeR.

Ist beispielsweise X nach \ (,0°) (normal-)verteilt, soist Z nach A(0,1) verteilt. Ist die Vertei-
lungsfunktion F, der Standard-Typ, so heif3t die Klasse der Verteilungen F, die durch F, indu-

zZierte Lage- und Skalenfamilie mit den Parametern 1 und o.

Die Quantilfunktion Q, ist nun definiert durch die Inverse der Verteilungsfunktion:
Qy (u) =F,*(u) bzw. F, (Q, (u))=u, O<u<1.
Fur die Standard-Zufallsvariable Z ergibt sich daraus folgender Zusammenhang:

Qu (U)=p+0Q,(u), O<u <],

wie man durch Vergleich der Argumente feststellen kann:
u=F (Qu)=F,(Q ()= F, (1+0Q,()), 0<u<l.

Tréagt man also in einem Koordinatensystem die Paare (Q, (u),Q, (u)) gegeneinander auf, so erhalt

man eine Gerade mit (positiver) Steigung o und Achsenabschnitt ;.. Diese Beobachtung kann man

sich zu Nutze machen, um zu priifen, ob einem Datensatz (X,,-++, X, ) €ine durch eine Verteilungs-
funktion induzierte Lage- und Skalenfamilie, wie z.B. eine Familie von Normalverteilungen mit
Erwartungswert 1 und Standardabweichung o, zu Grunde liegt, wobei wir hier annehmen, dass
alle Beobachtungen paarweise verschieden sind (das ist theoretisch bel stetigen V erteilungsfunktio-
nen gegeben). Dazu trégt man in ein Koordinatensystem fir geeignete Werte u,,---,u, die aus den
Beobachtungen abgeleiteten Paare (QZ (uk),(ﬁX (uk)), k=1,---,n gegeneinander auf, wobei QX die

empirische Quantilfunktion'® bezeichnet. Ordnet man die Daten (X.,--+,X,) der GroRe nach mit
den  Werten (sog. Ordnungsstatistiken) X, <---<X, ~und wahit man zB.

16 dasist die Pseudo-Inverse der empirischen Verteilungsfunktion
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k.. i )
=111 furk =1,--,n, so ist gerade Q, (u,) = X,

tungswerte ("beobachtete Quantile") gegen die Werte Q, (u,) ("theoretische Quantile") auf. Mit

Hilfe einer Ausgleichsgeraden durch diese n Punktepaare (z.B. durch lineare Regression) 18sst sich
dann zunéchst durch visuelle Uberpriifung abschétzen, ob die getroffene Verteilungsannahme halt-
bar ist. Dazu sollten die Punktepaare nicht "zu weit" von der Ausgleichsgeraden entfernt sein. Fin-
det man mit dieser Methode die Vertellungsannahme gerechtfertigt, lassen sich anschlief3end durch

den Achsenabschnitt und die Steigung der Geraden die unbekannten Parameter 1 und o schétzen.

d.h. man trégt die geordneten Beobach-

Grundsétzlich haftet das RV U fur jeden rickversicherten Schaden wahrend der Laufzeit des Rick-
versicherungsvertrages (in der Regel 1 Jahr) im Rahmen seiner Haftung ab Uberschreitung der Pri-
oritét. Dieser universelle Schutz wird allerdings meist durch zusétzliche Haftungsbegrenzungen
eingeschrankt, z.B. durch die Vereinbarung einer maximalen Gesamtleistung wahrend der Ver-
tragdaufzeit (" Jahreshdchsthaftung”, engl. annual aggregate limit, AAL). Wenn vereinbart ist, dass
das RV U fur mehrere gleichartige Schaden im Jahr (z.B. aus der Sturmversicherung) haftet, spricht
man auch von "Wiederauffullungen”. Diese kann der Anzahl nach ebenfalls vertraglich nach oben
begrenzt sein. Ublich ist haufig auch die Vorschaltung eines Selbstbehalts (engl. annual aggregate
deductible, AAD). Schéaden, die eigentlich nach Abzug der Priorité an das ruckversicherte VU zu
bezahlen wéren, sind dann solange zu saldieren, bis dieser Selbstbehalt verbraucht ist. Danach wer-
den ale (weiteren) Schaden wie Ublich abgerechnet (vgl. auch ScHWEPKE (2001), Kapitel 3).

Insbesondere bei Wiederauffullungen fur XL-Vertrge ist es wichtig, zu wissen, wie sich das kol-
lektive Modell der Risikotheorie hier bez. der Quotierung des Riickversicherungsvertrags auswirkt.
Der Gesamtschaden S, der in einem solchen Modell entsteht, wenn eine Prioritét a >0 mit Pla-

fond b >a und unbegrenzten Wiederauffillungen vereinbart ist, betragt gemal3 den Ausfiuhrungen
aus Abschnitt I1.1 gerade

Lemma 18. Im Ublichen kollektiven Modell der Risikotheorie gilt: ist g eine messbare Funktion
und B eine Borel-Menge, so dass gilt:

g(x)>0, fals xe B,

s0 kann das transformierte Modell mit

N _
N:=>1,(X,) und Zufalsvariablen X, >0 mit P* =P**(.|X, €B), keN
k=1
wieder als ein kollektives Modell der Risikotheorie angesehen werden, fir das der Gesamtschaden
S=> "X,

k=1

dieselbe Verteilung besitzt wie der modifizierte "Gesamtschaden™
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_ N
S=>"g(X) Mg (X,):
k=1

Beweis: Wie verwenden wieder erzeugende Funktionen. Wieim Beweis zu Satz 2 ergibt sich:
U5 (1) = oy (¢ (1)), t€ | geeignet,

wobei die Zufallsvariable Y verteilt ist wie g (X, )-1; (X, ) (diese Folge bleibt stochastisch unab-
héngig). Sei zusétzlich X verteilt wiedie X,, k € N. Dann kann Y dargestellt werden als

v g(X), XeB
o, X ¢B
mit der (Misch-)Verteilung

P' =(1-a)g+a-P" (.

X € B) mit a=P(X €B).
Dies sieht man so: Fir eine beliebige Borel-Menge A ist
PYe A =P cA|XeB)-P(XeB)+P(Y cA|X ¢B)-P(X ¢B)

g(X)- 15(X) €A|XeB

—
=1 unter XeB

+(@-@)-Plg(X) 1,(X) €A|X¢B
=0 unter X¢B
=a-P(g(X)eA|X €B)+(1-a)1,(0)=a-P(g(X)e Al X €B)+(1—a)-&(A),

woraus die Behauptung folgt. Damit ist also nach obigem

PY =(1—a)-g,+a-P* mit a=P(X €B),
wobei
PX — Pg(x)(.

X €B).
Gemal3 Lemma 12 kann die momenterzeugende Funktion von Y also auch dargestellt werden als
1 .
U ) => PO =0)-{ty O} =, (v, ®)
i=0

mit einer von Z unabhangigen Zufallsvariablen J mit den Werten O und 1 und
PJ=)=P(XeB)=a, PU=0=P(X ¢B)=1—q.

Damit ist

0
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Vs t) =y <77Z}Y (t)) =¥N (903 (pr (t)>> - (C,ON °¥; )<¢x (t)) =¥ <¢x (t))' tel,

woraus die Behauptung folgt.

Fir das obige Ruickversicherungsproblem bedeutet dies: setzen wir

0, x<a
B:=(a,00) und g(x)={x—a, a<x<b
b, x> Db,

soist g(x) >0 fir xe B, und mit den Original-Schaden X, folgt
g(X ) 1g (X, )= (X, —a)" =(X, =b)" =(X, —a) Ly (X, )+ O—a) 1y, (X,),
N
= Z entsprlcht genau dem auf das RVU entfallenden Schadenanteil. Ande-

rerseits kann N = le ) as die Anzahl der fur das RVU relevanten (in das Intervall (a,o0)

fallenden) Schaden und Xk, k € N als Folge stochastischer Reprasentanten der vom RVU an das

versicherte VU im Vertragsfall zu bezahlenden Regulierungsbetrage aufgefasst werden. Auf diese
Weise kann das RVU bei XL-Vertréagen seine Schadenstruktur auch in einem "echten" kollektiven
Modell der Risikotheorie abbilden. Dieses Modell wollen wir von nun an a's das "kollektive Mo-
dell der Ruckversicherung” bezeichnen. Dabei ist es interessant, zu untersuchen, welche Verteilun-

gen sich fur die neue Schadenfrequenz N = Z 1 ergeben konnen.

Lemma 19. Gehort im kollektiven Modell der Riickversicherung die originale Schadenzahl N der

Panjer-Klasse an, so auch die modifizierte Schadenzahl N. Genauer gilt (mit den Bezeichnungen
von oben, d.h. a=P(X €B)):

Name der Verteilung pN pN

Binomialverteilung B(n, p) B(n,ap)

negative Binomialverteilung | NB(3, p) NB[@L]
p+a—ap

Poisson-Verteilung P(N) P(ad)

Beweis: Wir zeigen Uber die wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen:

91



I1. Sachversicherungsmathematik

Py <90J (3>>:s0N 1-a+as)=...

[(1- p+ p(l—a+as))" = (1—ap+aps)" (Binomialverteilung)
= P _ | Pra—ap (negative Binomiaverteilung)
1-(1- p)A—a+as) 1__a—ap o
ptra—ap
exp{A (- a+as)—1)} = exp{aA(s -1} (Poisson-Verteilung).

Lemma 20 (Erganzung zu Lemma 10). Gegeben sei ein kollektives Model der Risikotheorie mit
geometrisch verteilter Schadenzahl N gemal3

P(N=n)=pg", n=0,1--- mit einem Parameter p=1—q€(0,1),

die Verteilung der Einzelschadenhthen {X,} . sei exponentiell £(\) mit einem Parameter
A > 0. Dann gilt:

Das zugehorige kollektive Modell der Riickversicherung ist fir a> 0 und b =occ (sog. Hllimitée-
Deckung) vom selben Typ mit geometrisch verteilter Schadenzahl N geméR

all-p)

P(N:n)— - P+a—ap

B p+a—ap

] , nzo’l...

mit
a=P(X>a)=e™
und exponentiell £()\) -verteilten Einzelschadenhdhen {>Z ; }kEN .

Ist der Plafond b endlich, so ist die Verteilung der Einzel schadenhdhen {)Zk}keN die Mischung ei-

ner nach oben abgeschnittenen Exponentialverteilung und einer Einpunktverteilung im Punkt
b—a, mit Verteilungsfunktion

e ™, 0<x<b-a

1—
Fa|b(x): 1 x>b—a.

Beweis: Der erste Tell ist klar nach Lemma 19. Der zweite Teil folgt zum einen aus Lemma 18 und
der daran anschlief3enden Bemerkung wegen

Pla<X <x+a) e —eg 0

— =1—-e™, x>0,
P(X >a) e

P(X—a<x|X>a)=

zum anderen hieraus analog den Ausfiihrungen in Beispiel 5.
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Bemerkung: Das Erstaunliche an der Aussage in Lemma 20 ist, dass in dem betrachteten Modell
die Einzelschadenhohen im kollektiven Modell der Rickversicherung bei [llimitée-Deckung die-
selbe Exponentialverteilung besitzen wie im Original-Modell und die Schadenfrequenz-Verteilung
vom selben Typ ist mit einem lediglich anderen Parameter.

Es ist prinzipiell modglich, jede Form der Erstversicherung mit Rickversicherung zu versehen, so
z.B. auch in der Lebens- oder Krankenversicherung. Wir wollen dies hier exemplarisch an einem
Beispiel verdeutlichen.

Beispiel 17. Wir betrachten ein Portfolio aus Todesfallversicherungen fir n Personen gleichen Ge-
schlechts und Altern x,,---,x, mit Versicherungssummen VS,,---,VS, . Der jahrliche "Gesamtscha-

den" S, fur den Versicherten i kann dann exakt beschrieben werden durch ein kollektives Modell
mit Schadenfrequenz N, mit Binomiaverteilung P" = B(l qxi) und (konstanter) Schadenhohe

VS,. Da fur kleine Werte von g, die Binomialverteilung B(l qxi) recht gut durch eine Poisson-
Verteilung P(q, ) mit demselben Parameter approximiert werden kann, wollen wir zur Vereinfar

chung hier diese Verteilungsannahme fur die N, machen. 7 (Das Modell gleicht insofern dem ent-

sprechenden Ansatz in der geophysikalischen Modellierung.) Mit Satz 3 folgt dann, dass der Port-
folio-Gesamtschaden S dargestellt werden kann as

N
S=>"X,,
K=

1

wobei N :Z:Ni jetzt P[qui]-verteilt ist und die Zufallsvariablen X, einer Mischverteilung
i=1 i=1

X

genuigen, die der Versicherungssumme VS, die Wahrscheinlichkeit qT mit A = qui zuweist.
i=1

(Bei gleichen Versicherungssummen werden diese Wahrscheinlichkeiten entsprechend der Viel-
fachheit summiert.) Wir wollen jetzt konkret einen SL-Vertrag quotieren fur den folgenden Be-
stand (mannlich; Sterbetafel DAV T94m):

Alter x; | g, nominale Versicherungssumme | VS, | Anzahl
20|0,00148 € 50000| 1| 100
30|0,00148 €100000| 2| 500
40| 0,00257 €150000| 3| 300
50| 0,00675 €200000| 4| 100

Zur Vereinfachung betrachten wir hier die Versicherungssummen VS, as Vielfache von € 50000.
Esfolgt

X,
i

. 1 : 1<
Y Esist dann P(N. >2) :1—<1+ a, )e K gqu und damit F’[U{Ni > Z}JSE E g’. In dem nachfolgend
i=1 i=1

betrachteten Rechenbeispiel betragt diese Fehlerwahrscheinlichkeit maximal 0,008.
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A=2,334
und fur die "Einzelschadenhdhen"

k 1 2 3 4
P(X =k) | 0,06341 | 0,31705 | 0,33033 | 0,28921

Analog zu Beispiel 13 erhalten wir Gber die Reihenentwicklung der wahrscheinlichkeitserzeugen-
den Funktion des Gesamtschadens

[> restart:with(PolynomialTools) :
> £:=t->0.06341*t+0.31705*t"2+0.33033*£"34+0.28921*t"4;

f=t—0.06341 £+ 0.31705 #* + 0.33033 * + 0.28921 7
> phi:=t->exp(2.334%(t-1));

(2.334¢- 2.334)
b=i—>e

[> g:=convert (series (phi(£(t)) ,t=0,51) ,polynom) :L:=CoefficientList (g,t):
> for k from 0 to 14 do glk]:=L[k+1l] od;

g, = 0.09690734143
g, = 0.01434218381
g, =0.07277223304
g, = 008538011025
g, =0.1037918570
g, = 006975352102
g, = 0.09298428546
g, = 0.08394219675
g, = 0.07395270939
g, = 005984304645
gy, = 0.05635253455
gy, =0.04496427158
g, = 0.03567900989
2,5 = 0.02798068838

g2, = 0.02236444222
> 1l-sum(g[i],i=0..14) ;
0.0589895689
> sum(g[i]*(i-7) ,i=8..14)+(1-sum(g[i] ,i=0..14))*7;
1.458310749

Die Quotierung eines SL-Vertrags mit Prioritdt a=7 (entsprechend 350000 €) und Plafond 14
(entsprechend 700000 €) kann dann gemal? Bemerkung zu Lemma 17 erfolgen Uber

E(Salb):i(k—n-P(S:k)+7-P(S > 14) :i(k—7)-P(S —=k)+7-(1—P(S <14)) =1,4583

k=8

(das entspricht einer Netto-Préamie von 72915 € oder 20,83% ROL). Nicht versichert ist also ein
Uber 700000 € hinausgehender "Schaden”; dies geschieht alerdings nur mit Wahrscheinlichkeit
P(X >14)=1-P(X <14)=0,059, dso in ca 59% dler Jahre. (Man beachte, dass theoretisch
auch ein Totalverlust in Hohe von 120 Mio. € eintreten kann, ndmlich wenn alle 1000 Versicherten
gleichzeitig versterben.)
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Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch kurz auf einen Aspekt des Alternativen Risiko-
transfers (ART) im Zusammenhang mit Rickversicherung eingehen. Es ist namlich seit einigen
Jahren moglich, Risiken aus Naturkatastrophen auch auf den Finanzmarkt Gber bestimmte Options-
geschéfte abzuwdalzen. Das "Underlying” ist hier beispielsweise ein Marktschadenindex fir ein be-
stimmtes geographisches Gebiet (z.B. der Slidosten der USA). Ein VU, das in dem betreffenden
Gebiet versicherte Gebaude besitzt, kann sich dann Uber den Erwerb einer passenden Call-Option
bzw. eines Spreads auf den Index eine Art Rickversicherung kaufen. Ein Indexpunkt entspricht
dabei grundsétzlich einem festen Schadenbetrag L, z.B. L =10 Mio. US $. Eine Call-Option mit
Austibungspreis X auf einen solchen Index greift also dann, wenn der Index zu einem bestimmten,
vorher festgelegten Zeitpunkt (z.B. einem Quartalsende) den Wert X erreicht oder tberschreitet.
Die damit verbundene Auszahlung durch den Verkaufer der Call-Option wird in sog. Ticks ver-
rechnet, d.h. pro Indexpunkt Unterschied zwischen Indexwert W und Austibungspreis X wird im
Ausiibungsfall eine feste Summe Q, z.B. Q =200 US $, vergitet. Erreicht der Indexwert W den

Austibungspreis X dagegen nicht, ist die Option wertlos; es findet dann keine Auszahlung statt.

In dieser Konstruktion entspricht der Austibungspreis X der Prioritét a der Rickversicherung bei
einer lllimitée-Deckung, alerdings ist hierbel nur der "Markt" als Ganzes versichert, nicht unbe-
dingt ein einzelnes VU. Durch Kauf einer Call-Option mit Ausiibungspreis X, auf den Index und
gleichzeitigem Verkauf einer Call-Option mit htherem Ausiibungspreis X, auf den Index (sog.
Bull-Call-Spread) erhdlt man ein Konstrukt, das der klassischen Rickversicherung mit Prioritét a
(bezogen auf X,) und Plafond b (bezogen auf X,) entspricht. Das folgende Beispiel soll verdeut-
lichen, wie dies technisch funktioniert.

Beispiel 18. In einem Gebaudeversicherungsmarkt sind 5 VU vertreten mit folgenden Marktantei-
len o, :

VUi | 1 2 3 4 5
o 0,10 | 0,05 | 0,35 | 0,20 | 0,30

VU 1 mdchte sich auf dem Finanzmarkt "rickversichern” Uber einen Bull-Call-Spread, der einer
klassischen Riickversicherung mit Prioritdt a =50 Mio. US $ und Plafond b =100 Mio. US $ ent-

spricht. Da der Marktantell 10% betragt, entspricht dies Indexwerten zwischen 50 Punkten ( = 500
Mio. US $) und 100 Punkten ( = 1 Mrd. US $). Die Auslibungspreise sind hier also gegeben durch
X, =50 und X, =100. Dajeder Indexpunkt 10 Mio. $/ 200 $ = 50000 Ticks entspricht und der

Marktanteil 10% betréagt, missen also 5000 Spreads erworben werden. Die Call-Option zum Aus-
tbungspreis X, =50 koste nun 600 US $, die zum Ausiibungspreis X, =100 koste 350 US $.

Dann betrégt der finanzielle Aufwand fir das VU genau 250x5000=1,25 Mio. US $, oder in der
Sprache der klassischen Ruckversicherung 2,5% ROL (fur die Haftstrecke von 50 Mio. US $).
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Wir betrachten jetzt drei Szenarien fur mogliche Schadenentwicklungen.

Szenariol | VU i 1] 2 3 4 5
Schéden (Mio. US$) | 55 | 27 | 195 | 110 | 123

Szenario2 | VU i 1] 2 3 4 5
Schaden (Mio. US$) | 45 | 28 | 204 | 122 | 111

Szenario 3 | VU i 12| 3| 4|5
Schaden (Mio. US$) | 55 | 27 | 195 | 110 | 103

In den ersten beiden Szenarien betragt der Marktschaden 510 Mio. US $ mit Indexwert
W =51, d.h. die Call-Option mit Austibungspreis X, =50 greift in beiden Féllen. Die Auszahlung
an VU 1 belauft sich in beiden Szenarien auf 5000x1x200=1 Mio. US $. Fir das erste Szenario
waére eine klassische Riickversicherung mit der falligen Zahlung von 5 Mio. US $ glnstiger gewe-
sen, im zweiten Szenario hétte die Rickversicherung wegen Unterschreiten der Prioritét gar nicht
gezahlt. Kritisch ist Szenario 3, da hier der Marktschaden nur 490 Mio. US $ mit Indexwert
W =49 betrégt, also beide Optionen wertlos sind und damit keine Auszahlung an VU 1 erfolgt,
wogegen die klassische Rickversicherung wieder 5 Mio. US $ gezahlt hétte. Dies zeigt, dass ein
solcher ART in der Regel kein exaktes Aquivalent fiir die Riickversicherung sein kann; manchmal
ist er trotz gleichen Schadenaufkommens gunstiger (Szenario 2), manchmal unguinstiger (Szenarien
1 und 3).

Die obige Rechnung zeigt, wie die Anzahl n der bendtigten Spreads und die Austibungspreise
X, und X, durch die GroRen L,Q,a,b und o (Marktanteil) allgemein bestimmt werden konnen,

namlich durch

Sind die Optionspreise entsprechend gegeben durch C, und C,, so kostet der "Ruckversicherungs-
schutz" also genau n-(C, —C,) mit einer ROL von

n(C,—C,) _1GC,-C
b—a QX,— X,

Fur weitere Details siehe BANNISTER (1998), Kapitel 7 oder LIEBWEIN (2009), Abschnitt VI, spezi-
ell Beispiel 20.3.3.
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I1. 5. Spatschadenreservierung

Ein zentrales, in der Versicherungspraxis immer wieder zu beobachtendes Problem stellt die verzo-
gerte Abwicklung von Schaden dar, die z.B. in der Kfz-Haftpflichtversicherung oder in der Kran-
kenversicherung durch aufwandige Gutachten, Gerichtsprozesse usw. verursacht werden kdnnen.
Manchmal kénnen sogar mehrere Jahre oder Jahrzehnte zwischen dem Auftreten des Schadens und
seiner abschlief3enden Regulierung liegen, z.B. bei Produkthaftpflichtschaden (Stichworte: Asbest,
Contergan). Aus diesem Grund mussen die Versicherungsunternehmen friihzeitig geeignete Ruick-
stellungen bilden, um die Konsequenzen maglicher " Spéatschaden™ ausreichend finanziell tragen zu
konnen. Mathematisch stellt sich dabei das Problem, aus nur teilwel se beobachteten " Anfangssché-
den" auf die GrofRenordnung der " Spétschaden” zu schlief3en. Dies wird formal durch die Betrach-
tung sogenannter Abwicklungsdreiecke geregelt, wobei noch zwischen den Schadenzuwéchsen und
den Schadenstanden unterschieden wird. Recht ausfiihrliche Darstellungen zu diesem Thema, die
Uber den hier gewahlten Rahmen deutlich hinausgehen, findet man z.B. in TAYLOR (2000), KAAS
ET AL. (2001) oder RADTKE UND SCHMIDT (2004).

Beispiel 19. Einem VU liegen aus den letzten funf Jahren folgende Informationen zu Schadenzah-
lungen aus der Kfz-Haftpflichtversicherung vor (in Mio. €):

Abwicklunggahr (Schadenzuwéchse)
1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003
1999 | 255 | 354 | 199 | 153 34

Anfalljahr

2000 312 | 427 | 155 88
2001 165 | 201 | 123
2002 178 | 204
2003 148

Man sieht, dass die Zahlungen im zweiten Jahr nach Eintritt des Schadens am hdchsten ausfallen,
um dann in den Folgeahren langsam abzunehmen. Diesen Effekt sieht man allerdings bel der hier
gewahlten Form der tabellarischen Darstellung nicht sehr deutlich. Aus diesem Grund werden Ab-
wicklungsdreiecke fast immer als relative Abwicklungsdreiecke behandelt, d.h. in der Form

) Abwicklunggahr (Schadenzuwéchse)
Anfalljahr
0 1 2 3 4
0| 255| 354 | 199 153 | 34
1| 312 427 155 88
2 165 | 201 123
3 178 | 204
4 148

(engl.: run-off-triangle). Der genannte Effekt wird jetzt wesentlich deutlicher sichtbar. Fir die
Schadensténde erhét man analog
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_ Abwicklunggjahr (Schadenstande)
Anfalljahr
0 1 2 3 4
O| 255| 609 | 808 | 961 | 995
1| 312 | 739 | 894 | 982
2| 165 | 366 | 489
3| 178 | 382
4| 148

Ziel der mathematischen Analyse ist es nun, diese Dreiecke in der unteren Hélfte "sinngemal3" zu
vervollstandigen, um somit eine Ubersicht Uber die zukiinftig zu erwartenden Schadenlasten zu
erhalten. Esist naheliegend, hierfur die Verhaltniszahlen zwischen den einzelnen Spalten in geeig-
neter Weise zu benutzen. Da im Abwicklunggahr 4 nur eine Beobachtung zur Verfligung steht,
wird man hier das Verhdltnis 995:961=1,0354 ansetzen; beim Ubergang von Abwicklungsjahr 2
nach Abwicklungsahr 3 stehen aber schon vier Werte (graue Felder) zur Verfligung, so dass hier
die Betrachtung des Verhdtnisses der Jahresgesamtschadenstéande sinnvoll scheint, also der Quo-
tient (961+ 982):(808+ 894) =1943:1702=1,1416. Dieses (als Chain-Ladder bezeichnete) Ver-

fahren wird im Folgenden noch ausfihrlicher besprochen.

Fur den Rest dieses Abschnitts wollen wir folgende allgemeine Bezeichnungen fur Abwicklungs-

dreiecke vereinbaren:
) Abwicklunggahr (Schadenstande)
Anfalljahr -
0 1 k n—i n—1 n
O S0,0 SOl S0,k SO,nfi SO,nfl SO,n
1 S1,0 Sll Sl,k Sl,nfi Sl,nfl
I Si,O SI 1 Si,k Si,n—l
n—k Sn—k,o Sn—k 1 Sn—k k

Die Grofien S, ; seien dabei positiv und (schwach) monoton wachsend in j (kumulierte Jahres-

Schéden).

Im schon erwédhnten Chain-Ladder Verfahren werden nun sogenannte Abwicklungsfaktoren be-

trachtet, die formal definiert sind durch
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I For i=0qn, k=n—i,--,n.

Beispiel 20 (Fortsetzung von Beispiel 19). Als Vervollsténdigung nach dem Chain-Ladder Verfah-
ren ergibt sich (graue Felder):

. Abwicklunggahr (Schadenstande) .
Anfalljahr bendtigte Reserve
0 1 2 3 4

0 255 609 808 961 995 -

1 312 739 894 982 1017 35

2 165 366 489 558 578 89

3 178 382 488 557 577 195

4 148 341 436 498 516 368

F. — 2,3033 1,2783 1,1416 1,0354 | Summe: 687

Das (heuristische) Chain-Ladder Verfahren erscheint allerdings nur dann sinnvoll, wenn sich die
Schadenstandsentwicklungen innerhalb eines Anfalljahres Uber die Abwicklungsjahre hinweg (also
zeilenweise) "dhnlich" sind. Man kann das Chain-Ladder Verfahren aber aus statistischer Sicht
rechtfertigen, wenn man folgende Annahmen trifft (sogenanntes multiplikatives Modell):

Die Schadenzuwachse
Sio furk=0
N Six —Siy. furk>0

mit i=21---,n und k =0,---,n sind strikt positive Zufallsvariablen mit der Eigenschaft

E(Zy)=0 -0, i,k=01-,n und iﬂkzl

k=0

fir geeignete Parameter o, ---,c, >0 und 9+, 9, € (0,1).
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Man kann zeigen, dass dieser Ansatz auch aquivalent ist zu einem multiplikativen Modell fr
Schadenstande. Hier gilt entsprechend

E(S )=, bk=01-.n

fur geeignete Parameter ay,---,c, >0 und monoton wachsende ~,,---,v, >0 mit ~, =1. Im
multiplikativen Modell fir Schadenzuwéchse gilt ja

=

E(Sy )= E(Z;)=D 00, =Y 0, = ;-7 mity, :iﬂj fiir i,k =0,1,-+-,n
: _ 2 £

K [
j=0 j=0 j=0

n

(was insbesondere v, = Zﬁj =1 impliziert). Im multiplikativen Modell fur Schadenstande ergibt
j=0
sich umgekehrt
E(Z,)=E(Six)—E(Sij) = (% —in) =049, fUr i=01L---,n, k=1---,n
und
E(Zs)=E(Sio)=0vo=0 9, fri=01--,n

mit Zoﬂj =Y +Zl(yj —7,4)=",=1. Fir Einzelheiten sei hier .B. auf SCHMIDT (2002), Ab-
= j=

schnitt 11.5 oder RADTKE UND SCHMIDT (2004), Abschnitt Marginalsummenverfahren (S. 145 ff)
verwiesen.

Das Chain-Ladder Verfahren als solches beruht zunéachst auf keiner expliziten stochastische Struk-
tur. Man kann aber die Schadenstande z.B. wie im multiplikativen Modell als Zufallsvariablen S,
auffassen, deren Verteilungen P** durch die Parameter ay,--,c, >0 und ~,,---,7, >0 (i. Allg.
ohne die Restriktion der Monotonie) charakterisiert sind.

Ein Beispiel eines solchen stochastischen Ansatzes erhdlt man z.B. durch folgende Annahmen:

e Die Schadenstande S;, fur i,k =0,1---,n sind samtlich positive Zufallsvariablen.

« Dielogarithmierten Schadenstande In (S, ) sind normalverteilt fir i,k =0,1,---,n und besitzen
unabhangige Zuwachse.

Dies bedeutet, dass die Schadenstande S;, samtlich lognormalverteilt sind und ihre sukzessiven

Si,k

Quotienten F,, = stochastisch unabhéngig und ebenfalls lognormalverteilt sind for

ik—1

i=0,14---,n, k=1,---,n. Damit erhdt man folgende stochastische Struktur des Modells:
K
Su=Sio- ][R, furi=01---,n,k=1--,n
j=1

mit einer Familie stochastisch unabhangiger, lognormalverteilter Zufallsvariablen {Fi'j}i ovn’ far

diegilt:
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Fo=S, Mit E(Fy)=E(S;)=c-7 firi=01--,n und
E(F,)=¢ =—1->0 fori=01--,n, k=1--n.
Yk-1

Esfolgt dann ndmlich wunschgemaf}

k

k
E(Su)=E(Swo) TIE(R,) =% T[T, = 70 [T = a4 -3 ik =0,

K
-1 =1 i=1 Vi1

Wenn man zusdtzlich annimmt, dass die Quotienten F, — unabhéngig von i — identisch verteilt

sind, dann lassen sich die beiden Verteilungs-Parameter 1, und o/ der Lognormal-Verteilung fir
k >1 spaltenweise aus den logarithmierten Daten fur i =0,---,n—k Uber den jeweiligen Mittel-
wert bzw. die empirische Varianz schétzen. Lediglich fir die letzten Quotienten F, | ist diese Me-

thode beziiglich der Varianz nicht anwendbar, da hier fir die Schatzung nur eine einzige Beobach-
tung vorliegt. Man muss sich daher mit einer Behelfsldsung begniigen (z.B. indem man die Varianz
der vorletzten Spalte Ubernimmt oder anderweitig geeignet festsetzt).

Fir das obige Beispiel erhélt man auf diese Weise folgende Schétzer:

k 1 2 3 4
/4 | 0,8233 | 0,2543 | 0,1336 | 0,0348

¢ | 0,0027 | 0,0031 | 0,0032 | (0,0032)

Hieraus lassen sich die Schatzungen i, und &7 fir die entsprechenden Verteilungs-Parameter der
Faktoren-Produkte G, = H Fy 1=1---,n, die die (letzten beobachteten) Schadenstande auf

k=n—i+1

der Diagonalen auf den Schadenendstand hochrechen, durch Addition bestimmen, mit

n n
fi= Y fh Gi= Y i i=L-n.

k=n—i+1 k=n—i+1

Fur das obige Beispiel ergibt das:

i 1 2 3 4
1 10,0348 | 0,1684 | 0,4227 | 1,2460

67 | 0,0032 | 0,0064 | 0,0094 | 0,0121

Mit Hilfe eines Monte-Carlo-Verfahrens kann man so etwa die Schadenendstande simulieren und
daraus die empirische Verteilung der Reserve bestimmen. Mit EXCEL ergibt sich beispielsweise
mit 10.000 Simulationen folgendes Histogramm fir die Reserve:
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Histogramm
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mit einem empirischen Ewartungswert von 700,11 und einer empirischen Standardabweichung von
112,58 (zum Vergleich: mit der Chain-Ladder Methode ergab sich eine geschétzte erwartete Reser-
ve von 687). Der aus den Schétzern berechnete Erwartungswert betrégt 701,22, die Standardabwei-
chung 109,16.

I1. 6. PrAmienprinzipien

In den bisherigen Betrachtungen haben wir fast immer nur Netto-Pramien fur Versicherungslei-
stungen in der Sachversicherung betrachtet. Diese leiten sich aus dem schon mehrfach erwahnten
Aquivalenzprinzip ab, das auf dem Gesetz der groRen Zahlen beruht und daher aus der Sicht der
Versicherten "die" faire Pramie schlechthin darstellt. Allerdings muss die Versichertengemein-
schaft auch Interesse daran haben, das das VU wirtschaftlich arbeiten und langfristig bestehen
kann, d.h. dass ein moglicher finanzieller Ruin — ausgel6st z.B. durch "zu viele" Versicherungsfélle
zur gleichen Zeit — nur mit einer sehr geringen Wahrscheinlichkeit eintritt. Wir wollen diese Pro-
blematik einmal an der folgenden einfachen Uberlegung verdeutlichen:

Die — als stochastisch unabhangig und identisch verteilt vorausgesetzten — nicht-negativen Zufalls-
varigblen {X,} _ mogen die jahrlichen Schéden (bzw. Versicherungsleistungen) eines Kollektivs
von Versicherten bezeichnen, mit den Erwartungswerten und Varianzen E(X,)=p<oo,

Var (X, )= o? < oo fur ale k € N. Dann bezeichnet

S,=>_X, furneN

k=1

die insgesamt bis zum Jahr n geleisteten Zahlungen; bei Zugrundelegung von Nettopramien stehen
dem gegentiber insgesamt Einnahmen in Hohe von ny. Die Differenz

L,:=S,—nu firneN

gibt also den Verlust des VU im Jahr n an. Nach dem Zentralen Grenzwertsatz gilt nun aber:

|imp[Ln <x|=d(x) =

2 ) L
24y bzw. lim P[—”> x]zl—CD X
n—oo O'\/ﬁ_ O'\/H )

L

fur alle x € R; fur gentigend grof3e n erhét man so etwa approximativ
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P(Ln > UJH) ~1-®(1) = &(~1) = 0,1587;

d.h. die Wahrscheinlichkeit daftr, dass im 25. Jahr ein Verlust von mehr als der funffachen Stan-
dardabwei chung des Risikos eintritt, betragt etwa 16%o!

Noch genauer kann diese Aussage mit Hilfe des berihmten Gesetzes vom iterierten Logarithmus
prazisiert werden (vgl. etwa BILLINGSLEY (1986), Theorem 9.5), das fur die hier vorliegende Situa-
tion folgendes aussagt:

, L
limsup—=——=+0

o 2”L'n'”” mit Wahrscheinlichkeit 1;
liminf ———=—0¢

n—c /2nIninn

dies impliziert insbesondere, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 im Laufe der Jahre unendlich oft ein
Verlust beliebiger Hohe eintritt! Aus diesem Grund werden auf die Nettopramien in der Regel so-
genannte Sicherheitszuschlége erhoben. Verlangt man etwa statt der Prémie . fir das Risiko X die

hohere Pramie ;146 mit 6 >0, so erhdlt man wieder mit dem Zentralen Grenzwertsatz approxi-
mativ fur den (modifizierten) Verlust

L, =S, —n(p+6)=L,—né fur neN

die Abschétzung

P(Lﬁ>z):P(Ln>Z+n5)=P[O_L—”\/ﬁ>Z;“Jnﬁé] 1- @[ZT/E‘SJ 1—c1>[ \/——i—\/—é]

mit
lim P(L§n > z):o fur ale z> 0.

n—oo

/62

g

Der Ausdruck auf der rechten Seite der Approximation wird dabei maximal 1—®

]. wi

man also gleichmaliig Uber alle Jahre eine "Ruinwahrscheinlichkeit" von approximativ o € (0,1)
nicht Uberschreiten, so kann man etwa

. [U 11— oz)]2
2z

wahlen. Dabel geht man vereinbarungsgemal? von "Ruin™ aus, wenn ein Verlust gréfer als der Wert
z> 0 ausfélt.

Beispiel 21 (Fortsetzung von Beispiel 16). Aus den Daten schéatzen wir p = 3605 und o = 3710.
Wenn wir davon ausgehen, dass eine finanzielle Reserve von z=10000 vorhanden ist und
a =5% gewshlt wird, d.h. esist & *(1—a)=1,645, so ergibt sich § =931. Der Sicherheitszu-
schlag betragt dann also ca. 26% auf die Nettopramie.

Es gibt offensichtlich keine eindeutig bestimmte V orgehensweise, wie die Nettoprdmie geeignet zu
modifizieren ist, um den genannten Wirtschaftlichkeitsiiberlegungen Rechnung zu tragen. Man
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kann aber versuchen, durch eine Reihe von Anforderungen an eine solche Modifizierung die
Wahlmoglichkeiten geeignet einzuschranken. In diesem Zusammenhang kommen nun die soge-
nannten Pramienprinzipien ins Spiel.

Definition 6. Wir bezeichnen mit Z die Menge aller nicht-negativen Zufallsvariablen. Ein Prami-
enprinzip ist dann eine Abbildung H : Z — R* mit der Eigenschaft®

PX=P' = H(X)=H(Y) firaleX.,Ye 2.

Diese Bedingung besagt, dass ein Pramienprinzip nur von der Verteilung der Zufallsvariablen (in
der Sprache der Versicherungsmathematik: des Risikos) abhangt, nicht aber von der konkreten De-
finition als (messbare) Abbildung.

Offensichtlich ist die Nettopramie ein Pramienprinzip, da der Erwartungswert einer Zufallsvaria-
blen die obige Eigenschaft besitzt.

Neben dieser (ssmplen) definierenden Eigenschaft unterscheidet man in der Praxis u.a. die folgen-
den Eigenschaften, die Pramienprinzipien haben kénnen bzw. haben sollen.

Definition 7. Es sei H ein Pramienprinzip im Sinne von Definition 6. Man sagt, H sai

a) erwartungswertiibersteigend (el), wenn gilt: H(X) > E(X) fur dle X € Z;

b) positiv homogen (ph), wenn gilt: H(cX)=cH(X) faralec>0 und X € Z;

c) additiv (ad), wenn gilt: H(X +Y)=H(X)+H(Y) fur alle X,Y € Z, die stochastisch unab-
hangig sind;

d) maximalschadenbegrenzt (ms), wenn gilt: H(X)<w, = sup{x eR|F, (x) <1} for ale
X € Z, wobel F, wie Ublich die Verteilungsfunktion von X bezeichne;

€) stochastisch monoton (sm), wenn gilt: H(X) <H(Y) fur ale X,Y € Z, die stochastisch ge-
ordnet sind, d.h. firr die gilt: F, (x)>F, (x) furale xeR.*

Die Eigenschaften a) und d) sollte jedes Pramienprinzip aus praktischen Grinden mindestens besit-
zen; zu a) haben wir bereits oben einiges ausgefihrt, d) bedeutet, dass die Versicherung Uberhaupt
ein Risiko tragt (anderenfalls ware es fir den Versicherungsnehmer besser, erst gar keine Versiche-
rung abzuschlief?en). Die Eigenschaft b) der positiven Homogenitét bedeutet, dass die monetére
Skala keine Rolle spielt, also die Prémie in € oder US-$ &quivalent ist. Eigenschaft c) ist selbster-
klérend, und Eigenschaft €) bedeutet, dass eine Versicherung von Risiken Y, die haufiger bestimmte
Grenzen x Uberschreiten as Risiken X, entsprechend teurer ist.

Esist offensichtlich, dass die Nettopramie formal allen funf Eigenschaften geniigt; alerdingsist sie
aus den bekannten Grinden wirtschaftlich nicht vertretbar. Es ist daher wichtig, auch andere Pr&
mienprinzipien auf ihre Anwendbarkeit zu untersuchen. Im Folgenden sollen deshalb einige praxis-
relevante Pramienprinzipien genauer untersucht werden.

'8 Diese Definition ist in der Literatur nicht eindeutig; vgl. etwa ScHMIDT (2002), Abschnitt 10.1.
19 anschaulich bedeutet dies, dass die Zufallsvariable Y "haufiger" groRRe Werte annimmt als X.
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Definition 8. Es werden die Bezeichnungen der Definitionen 6 und 7 verwendet.
a) Essei 6 >0. Dann heif3t H mit
H(X)=@A+d0)E(X), XeZ
Erwartungswertprinzip (EwP) mit Sicherheitszuschlag 6.
b) Esse 6 >0. FalsdieVarianz Var(X) existiert, heil3t H mit
H(X)=E(X)+éVar(X), XeZ
Varianzprinzip (VaP) mit Zuschlagsfaktor 6.
c¢) Essei 6 >0. FallsdieVarianz Var(X) existiert, heifl3t H mit
H(X)=E(X)+dVar(X), XeZ
Standardabweichungsprinzip (StP) mit Zuschlagsfaktor 6.
d) Essei g:R" —R" eine streng monoton wachsende, konvexe Funktion. Dann heif3t (im Fall
der Existenz des Erwartungswerts) H mit
H(X)=g"(E(9(X))), X€Z
Mittelwertprinzip (MwP) beziglich g.
e) Esse g:R" —R" ene (schwach) monoton wachsende Funktion. Dann heil3 (im Fall der
Existenz des Erwartungswerts) H mit
_E[X-g(X)]

) €z
E[9(X)]

H (X)

Esscherprinzip (EsP) beziiglich g.

f) Essel ¢ €(0,1). Dann heif}t H mit
H(X)=F'(1—¢)=inf {xeR" |F, () >1—¢}, X €2

Perzentilprinzip (PzP) zur Risiko-Wahrscheinlichkeit e.

Lemma 21. Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht tiber die Eigenschaften nach Definition 7 fir
die Pramienprinzipien nach Definition 8.

2 ge.nsc.haft el ph ad ms sm
Prinzip

EwP ja ja ja nein ja
VaP ja nein ja nein nein
StP ja ja nein nein nein
MwP ja nein nein ja ja
EsP ja nein nein ja nein
PzP nein ja nein ja ja
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Beweis: Wir zeigen die Aussagen zeilenweise.

EwP: Esist H(X) = (L+8)E(X) = E(X)+6E(X)> E(X),aso gilt (eti).

VaP:

StP:

Fur 6 >0 ist H(cX) =1+ 6)E(cX)=c 1+ 6)E(X)=cH(X), asogilt (ph).
Esist H(X +Y)=@Q+6)E(X +Y)=A+O)E(X)+ 1+ )E(X)=H(X)+H(Y)
(auch ohne die Voraussetzung der stochastischen Unabhéngigkeit), also gilt (ad).

Falls e, endlichund E(X)>0 ist, verletzt H fir jede Wahl 5>wXE_(—§§X)[ >0 | die

Eigenschaft (ms).
Esist H(X)=@1+9)E(X)=01+ 6)7(1— Fy (X)) dx <(1+ 6)7(1— F, (x))dx

=1+0)E(Y)=H(Y), dsoist (sm) erfullt.

Esist H(X)=E(X)+déVar(X) > E(X), asogilt (et).
Fir c>1und Var(X) >0 ist
H (cX) = cE(X) +éc?Var(X) > cE(X) +écVar(X) =cH (X),
also gilt (ph) nicht.
EsistH(X +Y)=E(X +Y)+oVar(X +Y)=E(X)+E(Y)+éVar(X)+oVar(Y)
=H(X)+H()

(hier ist die Voraussetzung der stochastischen Unabhéngigkeit wesentlich), also gilt (ad).

Falls w, endlich und Var(X)>0 ist, verletzt H fir jede Wahl 5>w\X/_—(EX()X)[ >0 ]
ar

die Eigenschaft (ms).

Gegenbeispiel: P* =R[0,1], Y :%X +1> X, 6§ =12, dannist

1 1 3 23 7 1
H(X)=E(X)+é6Var(X)==+6-—=—>—=—+=—=E(Y)+6Var(Y),
(X)=E()+oVar(X) =2 +8-— =2 > To=+ - =E(Y) +oVar(Y)

also gilt (sm) nicht.

Esist H(X) = E(X)+6&Var(X) > E(X), aso gilt (el).
Fir c>0ist H(cX):cE(X)-i—éc\Nar(X) =cH(X), dsogilt (ph).
(ad) gilt nicht, weil i.Allg. Ja+Db =+Ja++/b fir a,b>0.

Falls =, endlichund Var(X) > 0 ist, verletzt H fiir jede Wahl 6§ > %ﬁg) [>0]
ar

die Eigenschaft (ms).

Gleiches Gegenbeispiel wie fur VaP impliziert: (sm) gilt nicht.
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MwP: Mit der Jensen’ schen Ungleichung® folgt:
H(X)=g"*(E(9(X)))>g*(g(E(X)))=E(X), asogilt (et).
Gegenbeispiel: g(x) =¢€*; hieristfir ¢ >0 i.Allg.
H(cX):In(E(e°X)>:In¢x(c)¢cln¢x (1):cIn<E<ex)); s ist etwa bei £(2)-Ex-
ponentialverteilung: 1, (c) :2710 fir 0<c< 2, d.h. (ph) ist verletzt.
Gegenbeispiel: g(x) = x*; i.Allg. gilt bei Var(X) >0, Var(Y) >0 mit der Jensen’ schen
Ungleichung:
H2(X +Y)=E(X +Y) = E(X?)+E(Y?)+2E(X)E(Y)
=H?*(X)+H?(Y)+2E(X)E(Y)
—(H(X)+H(Y))2+2(E(X)E(Y) HOOH(Y)) < (H(X)+H(Y))

wegen H(X)—JE 1/ E(X) —E(X) also gilt (ad) nicht.

Es ist H(X)=g*(E (g(X)))ggfl( (9())) =9 *(9(wy)) =y, falls @y <o,
sonst trivial, also gilt (ms).
(sm) gilt, well

oo oo

E(9(X))= [ (1 Fy () ox fP X > g7 (9)dx = [ (1-Fy (g7(0)) dx

0 0

j(l F (g_l(x)))dx— (g(Y)) und damit

H(X)=g*(E(g(X)))<g *(E(g(Y)))=H(Y) ist.

=P Mit der Abktrzung 1= E(X) ist H(X) = -1 _/;)[(s((;())]— 9()]

Ausmultiplizieren und der Tatsache, dass X > u < g(X) > g(w)). Also gilt (el).

> 1 (folgt durch

Gegenbeispiel: g(x) =1+ x; dannistfir c>0,c=1 und P* =£(1)
CE(X +cX? CE(X + X?
H(cX) = ( >:cl+20::%:Q:cH(X),alsogilt(ph) nicht.
E(1+cX) 1+c 2  E@+X)
Gegenbeispiel: g(x)=x, P* =P" =P(\) mit A>0:

E((X+Y)’) 214422

H(X+Y)= EXLY) 2, =1+2\<24+2 =H(X)+H(Y), aso gilt (ad)
nicht.

: E[X-g(X)] _ E[m,-9(X)] .
Esist H(X) = [ (X)] < [g(X)] =w,, asogilt (ms).

? Fiir konvexe Abbildungen h gilt: E (h(X)) > h(E(X)), sofern ale Erwartungswerte existieren. Bei Konkavitét gilt
das umgekehrte Relationszeichen.
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E(X?
Gegenbeispiel: g(x)=x; hier ist H(X) = ( ) E(X)+ . Wéhle X so, dass

E(X) E(X)

E(X):%, Var(X) =1, z.B. P* = LN (u,0) mit u:—%lnzo, o? =In5. Mit der Wahl

Y ::X+% istdann X <Y, aber H(X):g> 2=H(Y). Also gilt (sm) nicht.

PzP:  Fir nicht-konstantes X und genligend grole >0 ist H(X)=F,‘(1—¢) nahe Null und
somit kleiner als E(X), also gilt (el nicht in jedem Fall.
Die Gliltigkeit von (ph) folgt aus P(X < x)=P(cX <cx), c>0;, xeR".
Gegenbeispie: P* =P' =P()\) (Poisson-Verteilungen) mit Parameter A\ >0; fir
e? <l-ec<eistdan H(X)=H(Y)=0, H(X +Y)>1, dsogilt (ad) nicht.
Wegen H(X)=F,'(1—¢) <F.*(1) = =, folgt (ms).
Die Eigenschaft (sm) ergibt sich aus der Definition der (Pseudo-)Inversen F, ™.

Die globale Verletzung einiger Kriterien wie (eli) oder (ms) durch gewisse Pramienprinzipien ist
nicht notwendig kritisch, da meist durch entsprechende Wahl der Parameter (in Abhangigkeit der
Verteilung des Risikos) die Einhaltung erzwungen werden kann. So 1&sst sich beim Perzentilprinzip

das ¢ € (0,1) bei Kenntnisvon P* immer so wéahlen, dass H(X) erwartungswertibersteigend ist.

Die Zuschlagsfaktoren beim Erwartungswert-, Varianz- und Standardabweichungsprinzip lassen
sich entsprechend klein wahlen, so dass H(X) dann maximalschadenbegrenzt ist.

Bemerkung. Wahlt man im Esscher-Prinzip speziell g(x)=x", x€ R" mit 8> 0, so erhalt man
das sogenannte Karlsruhe-Prinzip (KaP). Dieses ist im Gegensatz zum allgemeinen Fall positiv-
homogen. Fir 5 =1 ergibt sich speziell noch

CE(X?) var(X)
H(X)= =0 = E(X)+ 00

Fir die Wahl g(x)=e”™, xeR" mit 3> 0 erhdlt man das sogenannte spezielle Esscher-Prinzip.
Allerdings setzt dies die Existenz der momenterzeugenden Funktion voraus, weil dann

CE(Xe™) y (9 d
H(X)_ E(edx) _@ij(ﬁ)_ﬁlnd)x(ﬁ)

gilt. Fir das Mittelwertprinzip ergibt sich bei derselben Wahl g(x) =e™, x€R" mit 3> 0 noch
das Exponentialprinzip (ExP) vermbge

H(X) :%In(E(e‘”‘ )):%m@ux (3).
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2

-1
@ A=) peinhaltet

2z
Aspekte verschiedener Préamienprinzipien. Wahlt man z und o unabhéngig von o, so ergibt sich
ein Varianzprinzip; wahlt man z (die finanzielle Reserve) proportional zu o, so erhédt man en

Standardabweichungsprinzip; von der Intention her entspricht die gesamte Pramienberechnung
einem Perzentilprinzip (Kontrolle der Ruinwahrscheinlichkeit).

Das eingangs betrachtete Beispiel mit dem "Sicherheitszuschlag" 6 :[a

Beispiel 22. Essei X expontiaverteilt mit Parameter A =1 und g <1. Dann gilt:

Prinzip EwP VaP StP ExP Esp?! KaP PzP

1

1
H(X) 1+6 1+ 6 146 —Eln(l—ﬂ) 15

1+ —In(1—¢)

Beim Karlsruhe-Prinzip ist nur zu beachten, dass E(Xﬂ):F(ﬂle) far ¢ >0 gilt und somit

E(X™) _1(5+2) _
E(X")  T(@+D

B+1ist

Wir wollen uns zum Abschluf3 dieses Abschnitts noch mit einer anderen Klasse von Préamienprinzi-
pien beschéftigen, die nutzentheoretisch begriindet sind und ihren Ursprung in betriebswirtschaftli-
chen Fragestellungen haben.

Definition 9. Eine zweimal stetig differenzierbare Abbildung u: R — R mit den Eigenschaften

u@=0
u'(x)>0 und u'(0)=1
u"(x)<0, xeR

heit Standard-Nutzenfunktion?. Insbesondere ist u also monoton wachsend und konkav.

Mit Nutzenfunktionen werden z.B. Kapitalien bewertet. Die (aus der dritten Bedingung folgende)
Konkavitét bedeutet dabei, dass ein Kapitalzuwachs von 1 € bei einem hohem Grundkapital weni-
ger Nutzenzuwachs mit sich bringt als bei einem kleinen Grundkapital. Bei negativen Kapitalien
(Schulden) verhdlt es sich entsprechend umgekehrt. Definitionsgemald besitzt "kein" Kapital auch
keinen Nutzen (erste Bedingung), und der Nutzenzuwachs bel Null Kapital Ausgangssituation ist
ndherungsweise proportional zu einen geringen Kapitalzuwachs (Bedingung 2).

Definition 10. Essai X ein Risiko und u eine Standard-Nutzenfunktion. Dann heil¥ das durch
E[u(H(X)— X)]zo

(implizit) definierte Préamienprinzip Nullnutzenprinzip zur Nutzenfunktion u.

2 hier: spezielles Esscher-Prinzip.
2 |n der Literatur wird ansonsten nur Monotonie und Konkavitét vorausgesetzt; vgl. SCHMIDT (2002), Abschnitt 10.4.
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Anschaulich bedeutet das Nullnutzenprinzip, dass sich der durchschnittliche Nutzen aus Verlusten
(Versicherungdleistungen, die die Nettopramie Ubersteigen, stérker gewichtet) und Gewinnen (Ver-
sicherungsleistungen, die unter der Nettopramie bleiben, schwacher gewichtet) die Waage halt.

Lemma 22. Ein Nullnutzenprinzip zu einer Nutzenfunktion u ist erwartungswerttibersteigend.
Beweis: Mit der (schon oben erwédhnten) Jensen’ schen Ungleichung ergibt sich

0=E[u(H(X)—X)]<u(E[H(X)—X])=u(H(X)-E(X)),
und damit wegen der Monotonie von u auch 0< H(X)—E(X), aso H(X) > E(X).

Leider sind Nullnutzenprinzipien i.Allg. weder positiv-homogen noch additiv noch stochastisch
monoton, wodurch ihre Relevanz fur die Versicherungsmathematik eher gering ist.

Beispiel 23. FUr den sogenannten Exponentialnutzen

1 — X

u(x):—(l—e ‘ ) xeR

5

erhdt man u"(0) = —4 und as Nullnutzenprinzip das Exponentialprinzip wegen
0= E[u(H(X)—X)] :%E[l—e‘ﬁ“'(x)‘x)], aso 1-e ""*™E (™) =0 und damit
H(X) zlln(E(effX ))
B

Nullnutzenprinzipien weisen eine gewisse Ahnlichkeit zu Varianzprinzipien auf, wie das folgende
Ergebnis zeigt.

Lemma 23. Es sei U/ eine Familie von Nutzenfunktionen u, mit Parameter ﬂ:—u;(O), 6> 0.
Dann gilt approximativ fir das Nullnutzenprinzip H:

H(X)~ E(X)+§Var(X) fur kleine Werte von [,

d.h. fir diese Situation ist das Nullnutzenprinzip approximativ ein Varianzprinzip mit Zuschlags-
faktor G/2.

Beweis: Zur Abkiirzung setzen wir ;= E(X), o* =Var(X). Mit der Taylor-Entwicklung von u,

um den Nullpunkt® ergibt sich fir H*(X) = ,u—f—%az

23 : X B,
d.h. u,(x) zu3(0)+x-u3(0)+?~ud(0): X—EX
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Efu, (H"(X)— X)] ~ E[H*(X)—x —%(H*(X)—X)zl: H*(X)—u—%E(H*(X)—X)Z

:%az—%((H*(X)—u)z—l—az):—%a“ ~0

fur kleine Werte von 3, woraus H(X) ~ H"*(X), also die Behauptung folgt.
Alternativ kann man auch mit der Substitution z:= H*(X) — u die quadratische Gleichung

ElH*(X)—X —%(H*(X)—X)z]: H*(X)—,u—%E(H*(X)—X)Z :Z—§(22+02):O

|6sen; man erhalt hieraus zunéchst die beiden Losungen z,, :%i%«/l— %0, von denen hier

aber nur die zweite sinnvoll ist mit

2
z, :l—i 1- 3%0? %1—1[1—B—02] zﬁaz
g 2

g B B 2
B

was wieder zur obigen ,,Losung” H*(X) = u +502 fuhrt.

Beispiel 24 (Fortsetzung von Beispiel 22). Fir den Exponentialnutzen erhalten wir das Exponenti-
alprinzip as Nullnutzenprinzip, d.h. hier, fir g <1 (siehe oben)

1 1
H(X)=—=Inl-08)==
5 BZ
Das approximative Varianzprinzip liefert zum Vergleich
. p
H*(X)=1+—,
(X) +5

also den Reihenanfang mit zwei Termen und einem Fehler von maximal

5
31-5)

HOO - H 00 23 =

Eine weiterfuhrende Diskussion von Pramienprinzipien findet man z.B. in SCHMIDT (2002) oder
HEILMANN (1987).
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11 Credibility-Theorie

Bei der bisherigen Modellbildung — vor allem im Sachversicherungsbereich — sind wir davon aus-
gegangen, dass die einzelnen Risiken durch eine einzige, geschlossene Verteilung dargestellt wer-
den konnen. Haufig ist es aber so, dass das Gefahrdungspotenzial z.B. durch menschliches Handeln
aktiv beeinflusst wird, etwa in der Kfz-Haftpflichtversicherung, wo diesbeziiglich Fahrstil, Fahr-
praxis, Lebensalter, Wohnort (Stadt / Land) usw. eine groB3e Rolle spielen. Aber auch in der Ge-
baudeversicherung konnen quantifizierbare Umwelteinfliisse Auswirkungen auf das Geféhr-
dungspotenzial haben, z.B. die geographische Lage (Flussnihe fiir Uberschwemmungsrisiken,
Hanglage im Gebirge fiir Erdrutsch usw.). Man ist daher im Versicherungsgeschift durchaus an
geeigneten Differenzierungsmoglichkeiten interessiert, die sich i.a. auch in entsprechenden Prami-
endifferenzierungen niederschlagen (etwa Bonus-Malus-Systeme in der Kfz-Haftpflicht-
versicherung). Die mathematische Grundannahme in der Credibility-Theorie (auch Erfahrenstari-
fierung genannt) ist dabei die folgende:

1. Das der Versicherung zu Grunde liegende Risiko X besitzt eine gemischte Verteilung der Form
PX(A)= [ P*(A|©=v)P°(dV)

fiir jede Borel-Menge A. Die Zufallsvariable © heifit Strukturparameter fiir das Kollektiv. Die
Verteilung P*(+|© =) entspricht dabei der Verteilung der individuellen Risiken in einem
(homogenen) Teilkollektiv, das durch den Parameter ¢ charakterisiert ist.

2. Die (iiber die ,,Zeit* oder im Teilkollektiv beobachteten) Risiken X,,---, X
hangig und bedingt identisch verteilt unter © = ¢.

sind bedingt unab-

n

Beispiel 25. Wir gehen von einer vereinfachten Situation fiir ein Kfz-Haftpflichtversicherungs-
portfolio aus, indem wir nur zwischen risikoaversiven und risikobetonten Fahrern unterscheiden.
Hier ist die Zufallsvariable © natiirlicherweise zweiwertig; 0.B.d.A. konnen wir also annehmen,

dass P°® = B(l, p) gilt mit einem Parameter p € (0,1). Fiir die bedingte Verteilung des Risikos X

unter © = ¢ wollen wir (fiktiv) annehmen, dass
P*(«|0=1)=G(p/(1+9)), ¥ €{0,1}

gilt mit einem Parameter p € (0,1). Die Risikoverteilung ist also fiir risioaversive Fahrer gegeben

durch eine G(p)-geometrische Verteilung, fiir risikobetonte Fahrer dagegen durch eine G(p/2)-

geometrische Verteilung. Die ganzzahligen Werte von X konnen dabei wie im Kapitel {iber Scha-
denversicherung als Vielfache einer monetiaren Grundeinheit A angesehen werden (z.B. 1000 €).
Wegen

E(X|0=9)=FV=r 9 e{0,1}
p

produzieren demnach in diesem Modell risikobetonte Fahrer im Mittel hohere Schiaden als risikoa-
versive Fahrer. Dementsprechend sollten risikoaversive Fahrer auch eine geringere Versicherungs-
pramie zahlen. Das Problem ist allerdings, dass nicht von vornherein klar ist, ob ein Fahrer zur er-
sten oder zur zweiten Gruppe gehort. Eine entsprechende Klassifizierung kann nur mit statistischen
Mitteln durch langfristige Schadenbeobachtungen erfolgen — daher auch der Name Erfahrenstari-
fierung. Nehmen wir an, dass ein Fahrer "Schaden" X,,---, X, verursacht hat (hier kann wegen der

geometrischen Verteilungsannahme auch ein "Schaden" von Null auftreten). Man kann dann die
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(bedingte) Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Fahrer risikoaversiv ist oder nicht, auf der Basis die-
ser Schiaden berechnen als

PO=Y|X =k, X, =k, )=

P(@:ﬁ)ﬁp(xi —k |©="1)

S P@=n[[P(X, =k 0=7)

ne{0.1} i=1

i=1

. Es ergibt sich konkret:

S
1+ _1+19J

mit ﬁP(Xi:ki|@:q9):[ P ][1 £

n

ki

P(®:O|X1:k1""axn:kn): (l—p)npn(l_p)izl
Zki n .
(1-pp"(1-p)7 + p[g] [l_p]”

n

. 25 (p)'(, b
(I=p)p"(d—p) +p[2] [1—2

PlO=1|X, =k, -, X, =k, )=

n

F

i=1

Wie man sieht, konnen sich bereits in relativ einfachen Modellen recht komplizierte Formeln fiir
die entsprechenden bedingten Wahrscheinlichkeiten ergeben.

Zur Veranschaulichung wollen wir einmal annehmen, dass p=0,8 gilt und p=0,3 — d.h. 70%
der Fahrer verhalten sich risikoaversiv. Ein Fahrer moge nun in den letzten 10 Jahren folgende
"Schidden" X,,---, X, verursacht haben:

Jahri 11213(4|5|/6(7]8[9]|10
Schaden k; | 0|00 [0[0[2|1]0|0] 1

Damit ergibt sich:

0,7-0,8".0,2*
PO=0|X,=k, X, =k )= T ’ =0,9672
( %=k ) 0,7-0,8"-0,2* +0,3-0,4".0,6*
10 4
P(O=1|X,=k,,X,=k,) 0,3-0,47-0,6 =0,0328,

T 0,7-0.8°-0,2° +0,3-0,4-0,6°
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d.h. es ist sehr wahrscheinlich, dass der Fahrer — im Rahmen unseres Modells — risikoaversiv ist.

Wiirden fiir einen anderen Fahrer folgende Daten beobachtet:

Jahr i 1(2/3|4|5|6]7[8(9]|10
Schaden k [0 |3 |2[1[0|0|0|2]0]| 2

SO ware
0,7-0,8'7.0,2"
PO=0|X, =k, X, =k )= e > =0,0389
( %=k ) 0,7-0,8'-0,2" +0,3-0,4"-0,6"
10 10
P(O=1|X, =k, X, =k,) 0,3-0,47-0,6 =0,9611,

T 0.7-0,8°-0,2°+0.3-0,4"-0,6"

d.h. der Fahrer wiirde auch entsprechend als risikofreudig eingestuft.

Man kann die Wahrscheinlichkeit P(©=1| X, =k;,---,X, =k, ), einen Fahrer aufgrund seiner

Schiden korrekt als risikofreudig zu klassifizieren, auch als Funktion von s = Z k, graphisch dar-
i=1

stellen, denn nur von diesem Wert, d.h. dem Gesamtschaden in n Jahren, hingt diese Wahrschein-

lichkeit funktional ab. So erhélt man etwa fiir das obige Beispiel:

1

O|||||||
2 4 & g 10 1z 14

=
wobei die "kritische" Grenze bei einem Gesamtschaden von 7 liegt.

Die zentrale Idee der Erfahrenstarifierung und des daraus abgeleiteten Bonus-Malus-Systems be-
steht nun darin, dass zu Beginn der Versicherung, wo noch keine Schadenerfahrung vorliegt, der
versicherte Fahrer eine Netto-Primie zahlt, die dem Erwartungswert E(X) des Gesamtkollektivs

entspricht, also in unserem letzten Fall
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E(X):fE(X|@:q9)P9(dq9): S E(X|©=19)PO=1)

9€{0,1}

= 1"H’ip(@:f)):1__'0(1_p)_|_2_'0 p:l_p+p:0,625.
vefoy P P P p

Mit fortschreitender Schadenerfahrung wird diese Pridmie dann graduell angepasst, so dass sie sich
langfristig entweder der Prdmie

E(X|©=0)= 1=p =0,25 (entsprechend 250 €)
P

fiir die risikoaversive Fahrergruppe oder der Pramie

E(X|O=1)= 2=p =1,50 (entsprechend 1500 €)
P

fiir die risikofreudige Fahrergruppe annihert.

Der Strukturparameter ¢ charakterisiert also in solchen Modellen das Risikoverhalten eines ein-
zelnen Versicherten; daher riihrt auch die obige zweite Grundannahme der bedingten Unabhéngig-
keit, die sich in homogenen Portfolios mit unseren fritheren Annahmen deckt.

Um die Darstellungen im folgenden etwas zu systematisieren, nehmen wir an, dass die Verteilung
P*(«|©=1) eine (bedingte) Dichte f, («|© =1) besitzt, und zwar entweder beziiglich des Le-

besgue-MaBes (stetiger Fall) oder beziiglich des abzédhlenden MaBles (diskreter Fall). In beiden Fal-
len wollen wir das jeweilige Mall mit dem Symbol p bezeichnen. Die Abbildung f, bezeichne

entsprechend die Dichte des Strukturparameters ©. Ferner wollen wir bei Funktionen mehrerer
Variablen X,,---, X, abkiirzend den Vektor X = (X,,---,X,) bzw. fiir Zufallsvariablen X ,---, X ent-

sprechend X = (Xl,---, Xn) verwenden. Auf die jeweilige genaue Angabe der Definitionsbereiche

wird zur Beibehaltung der Ubersichtlichkeit verzichtet, diese sind aber in den konkreten Anwen-
dungsfillen aus der Form der jeweiligen Verteilung ableitbar.
Lemma 24. Im Grundmodell der Credibility-Theorie gilt:

a) Die gemeinsame Dichte g des Risikovektors X und des Strukturparameters © ist gegeben
durch

g(x,9) = f@(ﬁ)ﬁ fo (% 10="7).

b) Die bedingte Dichte von © unter den beobachteten Schaden X = X ist gegeben durch

g(x,9)

o= [ 9(xm)udn)
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Beweis:

gf(x(’;?)) «(x|©=1) H f, (X |©=1) (nach Grundannahme 2).
o i=1

0
g(xx)) und 00 = [ g(x7)u(dn).

a) folgt aus der Beziehung

b) folgt aus der Bezichung f, (¢ X=x)=

X

In den nachfolgenden Tabellen sind noch einmal wichtige Verteilungen, die zum Teil auch schon
vorher betrachtet wurden, zusammengefasst. Der Strukturparameter ist hier jedoch einheitlich mit
dem Symbol ¥ gekennzeichnet.

Diskrete Verteilungen:
pX Name Zihldichte f (k)= P(X —k) |Definitions- |5, eter
bereich
. . . m k m—k
B(m,?¥) | Binomialverteilung [k]ﬁ (1—17) {o,1,---,m} ¥€(0,1), meN
‘ +k—1)
NB negative 8 81— 9 + ¥ €(0,1 0
(5,9 Binomialverteilung k v (=) Z €(0.1), 5>
/lgk
P(9) Poisson-Verteilung | e’ a 7" 9> 0
Stetige Verteilungen:
pX Name Dichte f(x) Definitionsbereich | Parameter
I'@a+b) o, b1
B(a,b - i —Xx" (1—-x 0,1 a,b>0
(a,b) Beta-Verteilung T(a)T(b) ( ) [ , ] ,0>
EN) Exponentialverteilung | \e ™™ R* A>0
X071
I'(a,N) Gamma-Verteilung A ——e R* a,\>0
I'(@)

Die schon friither betrachtete stetige Gleichverteilung iiber dem Intervall [0, 1] ergibt sich als Spezi-
alfall der Beta-Verteilung fiir die Parameterwahl a=b=1.

Das folgende Resultat zeigt die wichtigsten Beziehungen zwischen diesen Verteilungen in Bezug
auf Lemma 24.

Lemma 25. Im Grundmodell der Credibility-Theorie gilt, mit der Abkiirzung X = lz X;, 1n tabel-
N5

larischer Zusammenfassung:
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P*(-1©=1) P PO(+ | X=Xx)

B(m, ) B(a,b) | B(a+nX,b+mn—nx)
NB(5,1) B(a,b) B(a+ng,b+ nX)
P(I) T(a,)) | D(a+nX,A+n)

W) T(e,)) | T(a+n,A+nX)

Beweis: durch Nachrechnen mit Lemma 24:

1. Fall: Es ist
F(a+b) a—1 b—1 i m nx mn—nX el m F(a+b) nX+a—1
) =———=9"(1-0 91— = — 1—

D= Tare” 7 {H[x” = {H[x]} fare’
mit

Ml I'(a+b) I'(a+nx)I'(b+ mn—nX)

dn = .
J oty {H X }F(a)F(b) T(mntatb)
1
P(mn +a—+ b) nX+a-1 mn—nX+b—1
. 1—
XL[F(aJrni)F(anmn—ni) (= dn,
Dichte der B(a+nx,b+mn—nx)-Verteilung

also

x,9) I'(mn+a+b)
fg dn_P(a+ni)F(b+mn—n7)

19|X x

woraus die erste Behauptung folgt.

2. Fall: Es ist
F@+b) B+ X ]} . .
9060)= I'(a )F(b) R > {. 1[ X ( )
_ |n| ﬁ+xi_1 F(a+b) nB+a—1,1 _  g\nX+b-1
_{[ X ]} F(a)F(b)ﬁ (="
mit
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[ B+%—1]| T(a+b) T'(@+nB)I(b+nX)
fg(xn)dn {H[ X; ”F(a)l“(b) F(a+b+nﬁ+ni)><

'@+b+nB+nX) 5.4 R b
xf ( ) _) 1=y d,
, [(@+nB)I'(b+nx)
Dichte der B(a+ng3,b+nx)-Verteilung

also

19|X x = -
fg n)dn T(@+nB)r(b+nx)

o ﬂ)bJranl ,

woraus die zweite Behauptung folgt.

3. Fall: Es ist

g(X ,19) — efmi ﬁ 19Xi )\ﬂ ﬁnﬁlef/\?? — 1 AO qgni+a*1e7()\+n)79
’ L T(a) e @

mit

«a v B nX+a
f g (X, n) dT] — - 1 )\ . F(nx ti) ()\ +_n) ni‘*ﬂ*le*()‘ﬂ")ﬂ
HX'  T(@) A+n)™ I'(nX+ )
i Dichte der I'(a+nx,A+n)-Verteilung

dn,

also

19) _ ()\ + n)”Y‘HY 19“?4’0.7167()\4'“)19

79|X x = -
fg n)dy (X +a)

b

woraus die dritte Behauptung folgt.

4. Fall: Es ist

—nXu )\“ a—1 — )\(1 el e -
g(X ﬁ):ﬁne )N ga-lgh A gntaslg-(nx)

T() T()

mit

dn,

AT T(nta) T QAN e

fg(x n)dn = . ( — nza ( ) +a-lg=(A+X)n
P(a) (A+nX)"" I'(n+a)

Dichte der I'(a+n,A4-nX)-Verteilung

also
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19’)( X 19) _ ()\‘*'nx)nm gl

fg dn  L(+a)

woraus auch die letzte Behauptung folgt.

I11. 1. Die Credibility-Pramie

Wenn alle Verteilungen im Grundmodell der Credibility-Theorie bekannt sind, kann die Netto-
Pramie fiir das Risiko X nach den verschiedenen, durch den Strukturparameter ¥} charakterisierten
Risiko-Klassen differenziert werden vermodge der Beziehung

H(W)=E(X|©=21).
Die iibliche Netto-Pramie ergibt sich hieraus durch Integration zu

H =E(X)=E[H(®)]= [E(X|0=1)P°dv).

Dieses Vorgehen entspricht genau demjenigen in Beispiel 25 oben. Wenn die Verteilungen aller-
dings nicht genauer bekannt sind — was der Situation in der Praxis eher entspricht — dann liegt es
nahe, ersatzweise eine moglichst gute Approximation an die differenzierte Praimie unter Verwen-
dung der Schadendaten X zu verwenden, d.h. die Losung des Optimierungsproblems

min! E[(H*—H(@))2|X]

H*

zu betrachten, wobei nur Losungen H™ zugelassen sind, die messbar sind bezgl. der von X erzeug-
ten o -Algebra F = ¢(X). Nach dem Faktorisierungssatz’ sind dies also geeignete messbare Funk-

tionen von X.

Satz 7. Die Losung des Optimierungsproblems min! E [(H "—H (@))2 | X} ist gegeben durch

H*=E[H(©)|X]. mitE(H")=E(H(©))=H =E(X).

Diese Losung heifit auch Credibility-Pramie fiir das Netto-Risiko-Prinzip. Der minimale Wert des
Optimierungsproblems ist ferner gegeben durch

min E[(H*—H(@))z|X]:Var(H(@)|X).

H*

Beweis: Durch Umformen und Entklammern erhdlt man mit der Faktorregel fiir bedingte Erwar-
8
tungen

"Ist F = o(X) eine von einem Zufallsvektor X erzeugte o -Algebra und Z eine F -messbare Zufallsvariable, so exi-
stiert eine messbare Abbildung h mit der Eigenschaft Z = h(X).
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E[(H*—H(@))2|X}: E[(H*-E[H(@)|X]+E[H(@)|x]—H(@)f|x]
—Var (H(©)|X)+ E[(H*—E[H(@)|X]>2|X}

=Var(H(©)|X)+(H"—E[H(©)|X])

weil flir den "gemischten" Term gilt:

E[(H —E[H®)|X])-(E[H(©)|X]-H(®))|X :(H*—E[H(@)|X])-E((E[H(@)|x]—H(@))|x)

o (X)-messbar

(H*~E[H©)|X])-(E[H(©)|X]-E[H(©)| X])=O0.

Die Losung besteht also in der Minimierung des Terms (H* — E[H(@) | X])z, die gerade durch
H* = E[H(©)|X] gegeben ist, mit E[(H* - H(@))2 | X

=Var(H(©)|X). Ferner ist

E(H*): E(E[H(©)|X])=E(H(©))=H =E(X),
wie behauptet.
Beispiel 26 (Fortsetzung von Beispiel 25). Nach Modellansatz ergibt sich

H(O) = 1+0—p

und somit fiir die Credibility-Prdmie der Wert

1+E[0]X]—p _1+P[O=1|X]-p

H* = E[H(©)|X]=

p
oV, p)E"
i a6l
:lpp_i_%. 2n 2 Z ‘
. e N % B " _B i=1 .
(I=p)p"(1-p) +p[2] [1 2]

Fiir den ersten Fahrer ergibt sich damit eine jahrliche Credibility-Pramie in Héhe von H* = 0,291
(entsprechend 291 €), fiir den zweiten eine in Héhe von H* =1,451 (entsprechend 1451 €).

¥ Ist F = o(X) eine von einem Zufallsvektor X erzeugte o -Algebra und ist Y eine F -messbare und Z eine beliebige
Zufallsvariable, so gilt E(Y -Z | X) =Y - E(Z | X) fast sicher.
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Lemma 26 (Fortsetzung von Lemma 25). Im Grundmodell der Credibility-Theorie gilt, mit der
Abkiirzung X = lz X, und H = E(X), in tabellarischer Zusammenfassung:
n

i=1

P*(-1©0=1) | P° H©) | H H*=E[H(©)|X]
B(m, ) Bab) | mo |- g, atb
a+b | a+b+mn a+b-+mn
NB(S,9) Bab) | g1 =9 | B g, a-l
e a—1 a+ng—1 a+ng—1
P() X | o | < " %42 H
’ A A+n~  Atn
E(W) T, |~ A A U
S a—1 a+n—1 a+n—1
Beweis: durch Nachrechnen mit Lemma 25:
1. Fall: Es ist
H(®)=E(X |©=1)=md, also H(©)=me, also H :mE(@):aa—JTb
mit
a+nX  mn o am

H*=E[H(©)|X|=mE@©|X)=m = X+
a+b+mn a+b+mn a-+b+mn

_ mn X+ a-+b
a-+b+mn a-+b+mn

5

woraus die erste Behauptung folgt.

2. Fall: Es ist

1-0
e

E[l}_IXa+b) ﬁ%al_ﬁfAdﬁ__I(a+b)I(a_nranzza+b_4

o) T@TI(b) " T@C() T(a+b-1)  a-—1

, also H :BE[i]—B:BL wegen
) a—1

H(9) = E(X |@:q9):51_19, also H(©®)=7

9

mit
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. Cafe(i ) ] sfatndebenX—1 b+nX
H _E[H(®)|X]—5{E[@‘X] 1}—5{ atni—_1 1} Ba+n5—1

_ ng %4 bs _ ngG X 4 a—1
a+ng—1 a+ng—1 a+ns-1 a+ng—1

5

woraus die zweite Behauptung folgt.

3. Fall: Es ist

H@W)=E(X|©=v)=1, also H(®)=06, also H :E(®):%
mit

a+nX n %+ A

H*"=E|H®©)| X|=mE©|X)= =
[()|] ©1X A+n A+n A+n

b

woraus die dritte Behauptung folgt.

4. Fall: Es ist

H()=E(X |@:19):%, also H(@):é, also H = E(@):% wegen

E [i} — A fﬁa—Ze—/\ﬁ dy = A F(a__l 1) _ A ,
©) I(a)Y ') A° a—1

mit

_A+nX n % A LI a—1

= = + = + H,
a+n—1 «a+n-—1 a+n—1 a+n-1 a+n—1

H*=E[H(©)|X]= E[i ‘ X]
C)
woraus auch die letzte Behauptung folgt.

I11. 2. Die linearisierte Credibility-Pramie
Es fallt auf, dass die Ergebnisse von Lemma 26 sdmtlich von der Form
H*=E[H(©)|X]=2z,X+(1-z,)H

sind, wobei der positive Faktor z, monoton wachsend ist mit Limes 1. Die Credibility-Pramie ist

also hier ein gewichtetes Mittel aus dem beobachteten Schadendurchschnitt und der theoretischen
Nettopramie fiir das Gesamtkollektiv, mit

H*=E[H(©)|X]~ X
fiir wachsenden Beobachtungsumfang n. Dass dies aber nicht immer so ist, zeigt Beispiel 26. Wir

konnen jedoch einen solchen funktionalen Ansatz hernehmen und als weiteres Optimierungspro-
blem
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min! E[(Zn)_(+(1_zn>H_H*>2} bzw. m{n! E[(H**—H*ﬂ

e
mit
H* =z,X+(1-z,)H
16sen. Das sich hieraus ergebende Resultat heilit entsprechend linearisierte Credibility-Pramie.
Durch einfache Umformung ergibt sich
— 2 — 2
E{(znx+(1—zn)H —H") ]: E{(zn(X— H)+(H—H") ]
= zVar(X—H)+22,E[(X—H)(H —H")|+ E[(H = H")’]

mit Minimalstelle
. E[(X—H)(H"—H)]

" Var(X—H)

Zur Vorbereitung des ndchsten Satzes benotigen wir noch folgendes

Lemma 27 (bedingte Varianz-Formel). Es seien Z und © beliebige Zufallsvariablen derart, dass
Var(Z) < oo. Dann gilt:

Var(Z)= E|var(Z |©)|+Var[E(Z|0©)].
Beweis: Es ist
Var(2)=E(2?)-[E@)] =E[E(z*|0)]- E[{E(z |®)}2}+ E[{E(z | @)}2}—“5(2)]2

E‘E(Zz 10)—{E(2 |@)}2}+E[{E(z y@)}z}—{E[E(z o))
=E|var(Z|©)|+Var[E(Z|©)]. =

Satz 8. Fiir die linearisierte Credibility-Primie H* =z X+ (1—z,)H gilt:

, _Var(HO)) _ var(H©)) , neN mit z, 11 fiir n— oo,
Var (X)

rl]E Var(X |©)]+Var (H(©))

Beweis: Es ist nach Lemma 27
Var (X —H)=Var(X)= E{Var()_(l@)]JrVar[E()_( | @)}

1 1

—E|-Var(X|6) +Var|[E(X |®)]:HE[Var(X |©)]+Var (H(©))

und
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E[()‘(-H)(H*—H)]:E[E{()‘(-H)(H(@)—Hﬂx}}:E[()‘(-H)(H(@)—H)]

I
m

[E{()_(—H)(H(G)—Hﬂ@}] E[(H(@)-H)E{()‘(—HN@H

E[(H(@)—H)E{(x —H)|@H

E|(H®©)—H)'|=Var(H(®))

auf Grund der o (X)-Messbarkeit von X und H* = E[H(©)|X]. Hieraus folgt dic Behauptung. m

Beispiel 27 (Fortsetzung von Beispiel 26). Nach Voraussetzung gilt:

Var (H(©)) Z%Var(@) _ ID(lp—2 P) 1+0

, Var(X |0) = ——(1+6—p),
P

also
pd—p)
Z = Var<H(@)) _ ,02
n lE[Var(X I@)]+Var(H(@)) l(l_p)(l‘t p)+2p N p(l_2 )
n - , ;
- p) neN

~ (I=p)(1+p)+2p+np(i—p)’
Fiir die konkrete Situation ergibt sich damit
H" =z,X+(1—z,)H =0,70945- X +0,29054-0,625 = 0,70945- X +0,1815878378,

entsprechend einer Pramie von € 465,37 fiir den ersten und € 891,04 fiir den zweiten Fahrer.

Man kann zeigen, dass mit wachsendem Beobachtungsumfang n mit Wahrscheinlichkeit 1 sowohl
die gewohnliche als auch die linearisierte Credibility-Prdmie gegen H(O), also die dem Indivi-

duum entsprechende "richtige" Pramie konvergiert. Insbesondere gilt hier

n

lim X = lim lz X,=E (X | @) = H(©) mit Wahrscheinlichkeit 1,
n—oo n—oo N -1

d.h. im Gegensatz zum "gewdhnlichen" Gesetz der grofen Zahlen, wo unter vollstdndiger Unab-
héngigkeit der X, das arithmetische Mittel der Beobachtungen fast sicher gegen eine Konstante

(ndmlich den zugehorigen Erwartungswert) konvergiert, strebt hier das arithmetische Mittel fast
sicher gegen die Zufallsvariable H(©) = E[X |@]. Dies kann man heuristisch so erkldren, dass

unter © die Folge {Xn }neN bedingt stochastisch unabhingig ist, also auch nur

P 1imi§n:xi:E[X|@]‘@]:1

n—oo n i1
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gilt. Setzen wir A:= {hmlz X; = E[X |@]} :{limlz X, = H(@)}, so gilt also P(A|©) =1
n—oo N i=1 n—eon i=1

und somit auch, in unbedingter Form,
P(A)=E[P(A|9)]=1,

was der obigen Grenzwertaussage fiir das arithmetische Mittel entspricht. Aufgrund der besonderen
Form der linearisierten Credibility-Prdmie ergibt sich hieraus auch unmittelbar die fast sichere
Konvergenz der linearisierten Credibility-Pramie gegen H(©). Die andere Konvergenzaussage

lasst sich liber die Forderung

min! E[(Zn)_(—f—(l_zn)H_H*ﬂ baw. m{n! E[(H**—H*)z}

H**

heuristisch begriinden, d.h. mit wachsendem Beobachtungsumfang wird E[(H** — H*)z} immer

kleiner, so dass H* und H™ dasselbe asymptotische Verhalten zeigen.

Bemerkung: Die linearisierte Credibility-Pramie hangt iiber den Faktor z, bzw. den Index n nur

von der bedingten Varianz Var(X |©) ab. Man kann daher zur Bestimmung der linearisierten Cre-
dibility-Prdmie die Modellannahmen zu Beginn dieses Kapitels folgendermallen abschwichen:

Die individuellen Risiken X,---, X sind bedingt unabhéngig unter © = ¢} mit

e HMW)=E(X,|0=9)
e J’(¥)=Var(X;|©=97)

fiir alle i € {1,---,n}.
Diese Variante der Credibility-Theorie wird auch das einfache Credibility-Modell genannt (vgl.
etwa BUHLMANN UND GISLER (2005), Abschnitt 3.1).
I11. 3. Die empirische Credibility-Pramie

Eine weitere Moglichkeit, die Schaden-Vorerfahrung angemessen fiir eine Credibility-Primie zu
beriicksichtigen, besteht in der Betrachtung des Ausdrucks

H™ =E(X,,|X),

d.h. des bedingten Erwartungswerts des den ersten n Beobachtungen unmittelbar folgenden Scha-
dens. Dieser Ausdruck heifit auch empirische Credibility-Prémie und kann z.B. formelméBig be-
rechnet werden unter Verwendung der Beziehung

E(Xon | X=x)= [(1=F_ (z|X=x))dz,

Il
0%8
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wobei F, (z| X=Xx) die bedingte Verteilungsfunktion von X, unter X =X bezeichnet, die im

Fall der Existenz von Lebesgue-Dichten dargestellt werden kann iiber

Ry, (2IX=x)= [ f, (UIX=xdu, 2>0
0

mit

Fixp 20 (ZX) fro o) (ZX0) e (dD)
(Z | X = X) — (Xn+1vx> — f (XMI,X,O> )

1 fir f,(x)>0
f (X) f foo) (%) 1o () *

(bedinge Dichte von X, unter X =X).

Fiir einen Vergleich der bisher betrachteten Credibility-Pramien betrachten wir zunéchst

Beispiel 28 (Ergénzung zu Lemma 26, Teil 4). Hier gilt (vgl. den Beweis zu Lemma 25, Teil 4):

A" T(n+a) A+ nx)"

F(a) ()\ + ni)n+a F(n + a) 19n+a71e—()\+ni)19 d19

B 00 = [ fi0) (%9 1o () =

0
_ A T(n+a)
" T(a) (Anx)"°

b

also
A° '(n+1+a)
f (Z’X) 1—\ ) < \N+1+a )\ < \N+a
f (z]X=x)= (Xny1:X) _ (a)a(A+z+nx) —(n+a) ( +nx2 _
* f (X) AT T(n+o) (A+2z+nX)
(o) (A +nx)"™™
mit
f (A +nx)"
F, z|X=x)=| f, (u|X=x)du=(n+
( (Z]X=X) [xmu ydu = ( “)[(A+u+nx>”“+a
tvallaxsd
_1_ (A+nX) L 2>0.
A+ z+nx)"
Es folgt
7 (A +nx)" A+ nX
E(X [ X=x)=][(l1-F, (z|X=Xx)|dz= dz = ,
(Xou | ) [( o (2 )) [(A+z+ni)"+a n+a-—1
also

A+nX B n % a—1

H™ = E(X,,|X)= - T
nNn+a—1 a+n-1 a+n-—1

d.h. die empirische stimmt hier mit der gewohnlichen Credibility-Pramie tiberein.

Dass dieses Ergebnis nicht {iberraschend ist, zeigt der nachfolgende
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Satz 9. Im Standard-Modell der Credibility-Theorie gilt stets:

H™ = H",
d.h. empirische und gewdhnliche Credibility-Pramie sind identisch.
Beweis: Es ist

E (X, | X)=E[E(X,., |X)[(X.0)|=E[E(X,, [(X,0))|X]
=E[E(X,,,|0)|X|=E[H(@®)|X]=H",

da aufgrund der vorausgesetzten bedingten Unabhéngigkeit gilt:
E(X,,(X,0))=E(X,,|0)=H(®©). =

I11. 4. Modellerweiterungen

Bisher haben wir im Wesentlichen nur Vergangenheitsschiden eines einzelnen VN betrachtet, um
,»seine® risikogerechte Tarifierung zu ermdglichen. Dabei war aber in jedem Fall noch die Kenntnis
der (theoretischen) Kollektivpramie H erforderlich. In diesem Abschnitt wollen wir abschlieBend
zwel Modellansitze vorstellen, die eine Schitzung auch dieser Primie {iber das Kollektiv ermogli-
chen und damit den Modellrahmen geeignet erweitern.

Im so genannten einfachen Biihimann-Modell wird angenommen, dass ein Kollektiv aus m VN vor-
liegt, von denen jeder einen Strukturparameter ¢, besitzt und fiir den die individuellen Risiken

{Xij N<j< n} unter ¢, wieder bedingt unabhingig sind mit

e HW=E(X;|6,=1)
o (W)=Var(X;|6,=0)

firalle i € {L,---,m} und j€{L---,n}.

Zusitzlich wird angenommen, dass die ¢, Realisationen von stochastisch unabhéngigen, identisch
wie O verteilten Zufallsvariablen ©, sind, und auch die ,,Paare* (@i,Xin) fur i =1,---,m stocha-

stisch unabhéngig sind mit X, = {Xij 1< )< n}. Insbesondere folgt aus diesen Annahmen, dass
£[H (0, E[H (0)]=:H

unabhéngig von i € {1,---,m} ist und damit auch
H =E|E(X;0,)]=E(X;) firalle i €{1,--,m} und je{1,---,n}

gilt. Es ist also nahe liegend, die Kollektivpramie H aus bekannten Schiden der Vergangenheit
durch Mittelbildung zu schitzen durch
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wenn n zuriickliegende Schadenjahre des Kollektivs beobachtet wurden, wobei sinngemall wieder
)_(i :lz X fur ie{l,---,m} zu setzen ist. Die individuelle linearisierte Credibility-Pramie
n ‘=

wiirde sich dann durch

schéitzen lassen, sowie

2y == var(H(©)) , unabhéngig von j€{L---,n}.
EE[Var(Xij ]@i)]+Var(H(@i))

Man beachte, dass auf Grund der Annahmen des einfachen Bithimann-Modells diese Faktoren auch
nicht von i € {1,---,m} abhingen.

Man kann ferner zeigen, dass sich dieses Ergebnis auch aus einem allgemeineren Ansatz fiir die
linearisierte Credibility-Pramie ergibt, bei dem die Schiaden der Vergangenheit aller VN beriick-

sichtigt werden. Das zugehorige Lagrange-Minimierungsproblem fiir eine linearisierte Credibility-
m

n
Préamie der Form H™ = Z Z 2,;(1) X lautet:

k=1 j=1

zm:znjzkj(i)xkj - Hi*

k=1 j=1

2

unter der Nebenbedingung Z Z z,()=1

k=1 j=1

min! E[(Hi** - H;‘)z]: E

fir i € {l,---,m}.

Die Nebenbedingung ist dabei erforderlich, weil E(Hi*) = E(H;‘*) =H=E (Xij> gelten muss fiir
alle i € {l,---,m} und je{L---,n}.

Die auf diese Weise gewonnene Credibility-Pramie heiit homogene linearisierte Credibility-
Pramie, weil sie — anders als iiblicherweise bei linearen Regressionsproblemen — auf ein Absolut-

glied verzichtet. Schlieft man ein solches Absolutglied im Minimierungsproblem mit ein, ergibt
sich abweichend fiir jeden VN die urspriingliche (inhomogene) linearisierte Credibility-Pramie

H” =z,X,+(1-z,)H firalle i € {1,--,m}.

Fiir Einzelheiten, die wir hier nicht ausfiihren, sei auf BUHLMANN UND GISLER (2005), Abschnitt
3.1.4 verwiesen.

Als zweite Modellerweiterung, die vor allem bei der Kraftfahrzeug-Haftpflicht-Versicherung An-

wendung findet, wollen wir abschlieBend noch das so genannte Blihlmann-Straub-Modell vorstel-
len, welches durch folgende Modellspezifikationen charakterisiert ist.
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Es wird angenommen, dass ein Kollektiv aus m VN vorliegt, von denen jeder einen Strukturpara-
meter ¥, besitzt und fiir den die individuellen Risiken {Xij 1< )< n} unter v; wieder bedingt

unabhingig sind mit
o  HMW=E(X;|6, =)
)

Wj;

o Var(X;|®, =v)=

fir alle i €{l,---,m} und je{l,---,n}. Hierbei sind die w; positive Gewichte (meist als Volu-
menmale bezeichnet). Zusitzlich wird wieder angenommen, dass die ¢, Realisiationen von stocha-

stisch unabhéngigen, identisch wie © verteilten Zufallsvariablen ©, sind, und auch die ,,Paare*

(©,,X,,) fiir i =1,---,m stochastisch unabhingig sind mit X, = {Xij <j< n}.

Fiir eine inhaltliche Erlduterung dieser Modellspezifikationen aus ,,praktischer Sicht* sei hier auf
BUHLMANN UND GISLER (2005), Abschnitt 4.2 verwiesen.

Der Unterschied des Biithlmann-Straub-Modells zum einfachen Bithlmann-Modell besteht also im
Wesentlichen darin, dass die bedingten Varianzen der individuellen Risiken nicht konstant zu sein
brauchen.

Als inhomogene linearisierte Credibility-Pramie erhdlt man hier

H™=z,X,+(1-z,)H
mit
7 = 1 Var(H (@i)) und W, = zn:Wij fur alle i € {1,...,m}'
——E[0*(0))]+Var(H(©))) =

Im Fall gleicher Gewichte w; =1 (worausw,, =n folgt) ergibt sich offensichtlich die alte Formel

des einfachen Biihlmann-Modells.
Fiir die homogene linearisierte Credibility-Prdmie ergibt sich aber — abweichend von der Intuition —

H* =z X, +(1—Zin)>=(= mit X ::E’“:ziz”:ﬂxij und z, :znjzjn firalle i € {L,---,m}.
i=1

i=l1 Z.n j=1 ie
Diese Priamie hat eine im Allgemeinen kleinere Varianz als die intuitive Alternative

Hi** = Zin>_<i +(1_ Zin)>_<'

Fiir Details siche BUHLMANN UND GISLER (2005), Abschnitt 4.3.

129



III. Credibility-Thorie

Beispiel 29. Wir betrachten der Einfachheit halber ein (fiktives) Portfolio aus m =6 m VN mit
einem Beobachtungsumfang von n =10 Jahren. Es wird ein einfaches Biihlmann-Modell unter-
stellt. Die Schadendaten seien wie folgt tabellarisch in € gegeben (alle Rechnungen gerundet):

VN\Jahr | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 X, V,

1 170 | 141 | 104 | 190 | 100 | 160 | 235 | 163 | 275 | 146 168 | 2.938
2 124 | 118 | 117 | 173 | 75 | 197 | 133 55 | 107 | 295 139 | 4.691
3 344 | 161 | 126 | 423 | 156 | 228 | 283 | 247 | 186 | 78 223 | 10.998
4 89 | 97 | 251 | 276 | 242 | 148 | 205 | 332 | 226 | 306 217 | 6.909
5
6

93 82 | 136 | 107 | 81 48 76 | 170 | 209 | 119 112 | 2.337
192 | 113 | 151 | 218 | 143 | 196 | 132 | 450 | 233 | 383 221 | 12.319

H=X | V| 18| 6.699
emp. Varianz s° | 2.786 ——

Die beiden rechten Spalten enthalten die Mittelwerte X, der (bedingt unabhiéingigen) Schiden der
einzelnen VN als Schitzer fiir die H(©,)= E(Xij |®i) sowie die empirischen Varianzen V; der

(bedingt unabhéngigen) Schiaden als Schétzer fiir die Var(Xij |@i). Wenn keine weiteren Vertei-

lungsannahmen getroffen werden, muss man die fiir die Credibility-Faktoren bendtigten GroRen
Var(H(@i)) und E[Var(Xij |@i)] je VN i unter Verwendung dieser Informationen schétzen. Fiir

die Credibility-Faktoren ergibt sich damit

2

2, =—>=0,772 firie{l-ml,
I o
Vs

wobei V' den Mittelwert der V, und s* die empirische Varianz der X, bezeichnet. Man erhilt da-

mit auf der Basis von 10 beobachteten Schadenjahren die folgenden Credibility-Prdmien fiir die
einzelnen VN:

VN 1 2 3 4 5 6
H™ | 171 | 149 | 213 | 209 | 128 | 212

Zum Vergleich: die Daten wurden simuliert aus Lognormal-Verteilungen, mit

P (.|©, =0) = LN (v,1/2) und P® =U[0,1].
Damit ergibt sich:

H(©,) =100-exp (6, +1/4), Var(X; |©,) =10.000-exp(26, +1/2)-(e"* —1)

sowie Var(H(©,))=3990, E[Var(X; |©,)|=34.167, z, =0,5387 mit den Credibility-Primien

> 7In

VN |1 2 3 4 5 6
H™ | 174 | 158 | 203 | 200 | 144 | 202
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Schon sehr frih in der Entwicklung der modernen Versicherungsmathematik spielte das Ruinpro-
blem, wie wir es am Anfang des Abschnitts 11.6 skizziert haben, eine zentrale Rolle. Es wurde vor
allem in Skandinavien durch Harald Cramér und Filip Lundberg Anfang des 20. Jahrhunderts be-
handelt, wobei die Einbettung des Problems in den sogenannten Risiko-Prozess eine grof3e Rolle
spielt. Man gelangt damit in das grof3ere Gebiet der (insbesondere zeitstetigen) Stochastischen Pro-
zesse, die allerdings im Rahmen dieser Veranstaltung nicht vertieft besprochen werden.

IV. 1. Zeitdiskrete Ruinprobleme

Bevor wir uns dem zeitstetigen Ruin-Problem widmen, wollen wir zunachst einige elementarere
Uberlegungen im diskreten Rahmen anstellen.

Als Ausgangssituation betrachten wir wie auch schon zuvor in der Schadenversicherungsmathema-
tik eine Familie von Risiken {X } _, die stochastisch unabhéngig und wie ein "typisches’ Risiko
X (etwa der Jahres-Gesamtschaden) verteilt sein mogen, fur das die momenterzeugende Funktion
P, (t) fur 0<t <6 mit einem geeigneten 6 > 0 existiere. Wir nehmen ferner an, dass jedes Risiko

mit einer (konstanten) Pramie H behaftet ist, die z.B. nach einem der obigen Pramien-Prinzipien
berechnet sei. Dann entspricht

in dem Schadenaufkommen und nH dem Pramienaufkommen
i=1

der ersten n Perioden. Als zusétzlichen Parameter fihren wir die sogenannte Anfangsreserve s >0

in das Modell ein. Wir sagen, dass in der Periode n ein technischer Ruin eintritt, wenn zu diesem
Zeitpunkt das Schadenaufkommen erstmalig das Pramienaufkommen plus die Anfangsreserve
Ubersteigt, d.h. wenn gilt:

n k
> X;>nH+s und > X, <kH+s furalek<n,
i=1 i=1

Die Grofe

, 1<m<coco
n=1(i=1

G (S) = P[U{i X, >nH +s}

gibt dann die Wahrscheinlichkeit dafir an, dass wenigstens einmal innerhalb von m Perioden ein
technischer Ruin eintritt. Ein Ziel dieses Abschnitts ist es, geeignete Abschatizungen fur diese
"Ruin-Wahrscheinlichkeit" herzuleiten.
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Lemma 28. Unter den Bedingungen 1), (t) < oo und H >¥1In(z/;X (t)) fur 0<t<T gilt:

ey, )}

1—
Gn(s) <e Ve My (1)

— , meN und
1-e ¢x (t)
—tH
¢w(5)§e*“e+‘fx(t) firalle0<t<T.
1-e ¢x (t)

Beweis: Mit der Markoff-Ungleichung’ erhalten wir:

n

X
Ele ™

m

<

StontH
-1 €€

4 n m ti:xi
¢m(s)§ P[Z Xi > nH +S]:ZP = >estentH
n=1

n=1 i=1

m n 1—{e™ Xt "
efst ] {eftwa (t)} :efsteftHlbx (t) 1Eeet:fp ((:)} .

Der Grenziibergang m — oo ergibt den zweiten Tell der Aussage. H

Die zusdtzliche Bedingung an die Pramie H impliziert dabei, dass H erwartungswerttibersteigend
ist wegen

%In(sz (t)):%ln(E<e‘X)) z%meE“X) —E(X) firale 0<t<T

nach der Jensen’ schen Ungleichung. Fir H = % In(¢y (t)) lége dabei gerade eine Prémie nach dem
Exponential-Prinzip vor. Fir t — 0 ergibt sich noch

Uy (0)
Uy (0)

i (i (0) = S5, ), = 0 = (0) = ECX).

Esist interessant zu untersuchen, ob es einen Wert fr t gibt, bei dem die rechte Seite in Lemma 28
moglichst klein wird. Diese Frage beantwortet

Lemma 29. Unter den Voraussetzungen von Lemma 28 existiert stets ein t, >0, fur das der Au-
druck g(t):=e "y, (t) fur 0<t<T minima wird. Gilt ferner @b;((r)> Hy,(T), soist t, L6-

sung der Gleichung

o E(Xe™) () _\y

E (etox ) Py <t0)

E(Z])

z
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d.h. t, entspricht dann demjenigen Parameter der Esscher-Préamie H, fur den diese und die Origi-
nal-Pramie zusammenfallen. Es gilt dann

g (to)

—sty 1- gm (to) —sty
¢ (s) <e"g(ty)=———=>, meN und ¢_(s)<e o)

1-9(t
Beweis: Esgilt:

g'(t)=E((X —H)e'™ ™) mitg'(0)=E(X)—H <0und
9"() =E((X —H)?e® ) >0, 0<t<T,

d.h. g ist konvex mit g(0)=1 und g'(0) <0, woraus die Existenz eines g minimierenden
t, €(0,T] folgt. Unter der obigen Zusatzbedingung, die g'(T) >0 impliziert, ist dann t, Losung
der Gleichung

0=0'(t)=e *"E((X —H)e™ | =e " (4 (t,) — Hey (t,)),

woraus die Behauptung wegen ¢, (s) < e’S‘OZm: 9" (t,) =e"*g (to)—ll_ gg ét(’)) fur dle meN und
n=1 - 0
—sty - n _ A-Sty g (to)
g (s)<e ™ g"(t)=e*—"_folgt. m
n=1 1_ g to)

Beispiel 30. Das Risiko X s&i I'(a, A) -verteilt mit a, A > 0. Dann ist v, (t):[ﬁ] mit T <.

Nach Voraussetzung muss H >%|n(77/}x (t)):%ln[ﬁ] =: f,,(t) sein. Die Funktion f_,(t) ist

aber fur ale a, A > 0int streng monoton wachsend, so dass sich die Bedingung zu

= fu,)\ ()

1 « A
H >?In(wx (T)):?In[)\__l_

reduziert. Aus der Ungleichung In(1+ z) <z fir z > 0 ergibt sich die Ungleichung

gm[ A ]< o _ (1)
T =TT AT (1)

so dass fur die (stets mogliche) Wahl der Pramie H zwischen diesen Grenzen, also

o

]<HSL
T

A=T A=T

folgt: t, = A—%. Damit ergibt sich etwa
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d(s)<e _ol) _ eis{kﬁ] 9 (%) mit g(t,)=e " [ﬂ](y :

o
Fir die konkrete Situation mit =2 und )\:2% (monetéare Einheit: 1 Mio €) ergibt sich bei

T= 5—10 und der Pramie H =75 der Wert t, = 7—15 = 0,013 sowie die Abschétzung

sty 9 <t°) — 75{/\7%] 9 (tO) _ A-0,0133s
¢.(s)<e 1—g(t0)_e 1_g<t0)—4,8048 3 .

Will man diese Ruinwahrscheinlichkeit unter 1% halten, bentig man eine Anfangsreserve von
(maximal) 463,12 Mio €.

Das folgende Resultat erganzt Lemma 29 um eine (einfache) Abschéatzung der Ruinwahrschein-
lichkeit nach unten.

Lemma 30. Essei G, :=1-F,, H die Prdmie fir das Risiko X und s die Anfangsreserve. Dann
gilt (auch ohne die Voraussetzung der Existenz der momenterzeugenden Funktion):

(m+1)H+s

¢m(5)21—exp{—ﬁ Gx(z)dz}, meN und

H+s

¢, (8) >1— exp{—% 7 G, (2) dz}.

H+s

Fir den Fall, dass 1 := E(X) < oo i, gilt alternativ auch

%(S)Zl—expi—% u—fGX (z)dz]}.

Beweis: Esist

Pn(s) =P

LmJ{Xn > nH +s}]:1— P[ﬁ{xn <nH +s}]:1—ﬁFx(nH +5)

m m (m+1)H+s
=1-[[(1-G,(nH +s))21—exp{—ZGX(nH +s)}21—exp{—ﬁ f Gx(z)dz}

n=1 n=1
<exp(—Gx (nH+s)) H+s

wegen

m (m+1)H+s
H-Y G (H+9)> [ G, (2)dz;
n=1

H+s
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vgl. nachfolgende Skizze. Der Rest der ersten Aussage ergibt sich durch den Grenziibergang
m — oo. Die aternative Darstellung folgt aus

= E(X):]C‘Gx(z)dz. [

Gy (2)

H+s 2H+s 3H+s 4H +s

T

Im obigen Beispiel 30 ergibt sich rechnerisch mit H =75, ;=50 und s = 463,12 hierfir noch
H+s

¢..(s)>1—e " exp1ﬁ f G, (z)dz} =3,62-10"°.
0

Die folgende Tabelle zeigt, wie sich diese untere Schranke flr verschiedene Werte von H und s
andert:

50 55 60 65

00,2371 | 0,1907 | 0,1532 | 0,1231
50 | 0,0535 | 0,0414 | 0,0322 | 0,0252
100 | 0,0098 | 0,0075 | 0,0058 | 0,0045
150 | 0,0017 | 0,0013 | 0,0010 | 0,0008

Es ist interessant, dass Lemma 30 fur nicht-versicherbare Risiken X, also solche mit E(X) = oo,
noch die Aussage

o (s)=1furale H,s>0

liefert, d.h. estritt im Laufe der Zeit mit Sicherheit Ruin ein, unabhangig davon, wie hoch die Pr&-
mie H oder die Anfangsreserve s gewahlt werden! Dies folgt aus der Beobachtung, dass im vorlie-
genden Fall stets
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00 = E(X)_fG (z)dz_fe (2)dz

H+s

gilt. Mit Hilfe des Borel-Cantelli-Lemmas® kann diese Aussage noch dahingehend verscharft wer-
den, dass flr ein nicht-versicherbares Risiko X mit Wahrscheinlichkeit 1 sogar unendlich oft ein
Einzelschaden (!) das gesamte bisherige Prémienaufkommen samt Anfangsreserve Uberschreitet,
weil offenbar mit dem Bewei sargument von oben

S P(X,>nH +5) ZG (nH+s)>_fG (2)dz = oo
n=1 H+s
gilt. Die Ungleichung aus Lemma 30 ist daher vor allem fir "gefahrliche" Risiken, etwa vom Pare-

to-Typ, geeignet.

Beispiel 31 (Pareto-Verteilung). In der Rickversicherung wird gern die so genannte Pareto-
Verteilung zur Modellierung von Grof3schdden benutzt; ihre Verteilungsfunktion ist in der Stan-
dard-Form gegeben durch

, X>0, a>0.

1
F(X) =1—
(=15

Fir a <1 ergibt sich ein nicht-versicherbares Risiko, fir a>1 ist der Erwartungswert gegeben
durch

1

o1
M:E(X):[(lﬂ)”d a1

Eine dhnliche Rechnung zeigt

r 1 1
dz = dx =
f Gx (Z) z f (1+ )()"’ X (a _1) (1+ 0 S)"‘—l

H+s H+s

und somit

¢ (8) >1—exp|— 1 al]=1—exp
(a—DH (1+H +s)

_ K _
H(1+H+s)""

Die nachfolgenden Uberlegungen werden es ermdglichen, die bisherigen Abschatzungen fur Ruin-
Wahrscheinlichkeiten erheblich zu verbessern.

® Gilt fur eine unabhangige Ereignisfolge {A } . dieBeziehung ZP(AH): 00, SOoist P(IimsupAn):L dh.es

n=1 n—oo

treten unendlich vieleder A mit Wahrscheinlichkeit 1 ein.
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Lemma 31. {X,} . sei eine Folge unabhangiger, identisch wie X verteilter reeller Zufallsvaria-

blen mit Verteilung Q = P*. Ferner sei

U.(s)= P[ﬁ{ n X, <nH +s}

n=1( i=1

Fir meN, H,s e R. Danngilt:

Hts

Upa(9)= [ Uy(H+s-y)Q(dy).
Beweis: Esgilt
U,.(8)= P[mﬁl{ n X, <nH +3H: P[nﬁl{i X, <(h—DH +s+H - XlH

n=1 | i=2

m+1 n
:P[ Xig(n—l)H-i-s—i-H—Xl}ﬂ{XlgH+s}

X;i<(h—DH +s+H - yHQ(dy)

H+s

{_r Xjp<rH +S+H—VHQ(dy)=fum(H +5—y)Q(dy). m

—00

=Um(H+s-Y)

Lemma 32 (Anpassungskoeffizient). Essei X >0 eine Zufallsvariable, fir die die momenterzeu-
gende Funktion v, (t) existiere an einer Stelle t =T > 0. Dann ist insbesondere X integrierbar,
etwa mit Erwartungswert E(X) = u. Ferner gelte die Zusatzbedingung aus Lemma 29 fur die Pré-

mie H, d.h. @/;;( (T)>Hqy, (T) .2 Dann existiert genau ein R > 0 mit der Eigenschaft
e (R)=e™.
R wird auch as Cramér-Lundberg-Anpassungskoeffizient bezei chnet.
Beweis: Sei g(t):=e "y, () =E(e*), 0<t<T wieim Bewsis zu Lemma 29. Wegen

g'(t)=E((X —H)e'™™) mitg'(0)=E(X)—H <0und
g"(t)=E((X —H)?e™*™)>0, 0<t<T

° Diesimpliziert insbesondere, dass H > 1 ist; vgl. Lemma 21 zum Esscher-Prinzip.
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ist g konvex mit g(0)=1 und ¢'(0)<0; die Zusatzbedingung impliziert g'(T) > 0, woraus
l[img(t) = oo und somit wegen der Stetigkeit von g die Behauptung folgt. m

t—oo

Wir kommen jetzt zum Hauptresultat dieses Abschnitts.

Satz 10 (Cramér-Lundberg). {Xn}neN sei eine Folge unabhéangiger, identisch wie X verteilter nicht-
negativer Risiken. Die momenterzeugende Funktion ), (t) existiere an einer Stelle t =T > 0. Fer-

ner gelte die Zusatzbedingung aus Lemma 29 fur die Pramie H, d.h. w;( (T)>H 1, (T); R bezeich-
ne den nach Lemma 31 eindeutig bestimmten Anpassungskoeffizienten. Dann gilt:

Pn(s) <o (s)<e ™, s>0; meN.

Beweis: Wir zeigen den Satz mit vollsténdiger Induktion. Fir m =1 kénnen wir den Beweisgang
fur Lemma 28 verwenden; fur diesen Fall ist namlich die Zusatzbedingung H >¥1In(¢X (t)) fur

0<t<T nicht notwendig, und es ergibt sich
B, (s) <e e, (1) furale t>0 mit i, (t) < oo.
Mit der Wahl t =R erhalt man also

¢ (s) <e e My, (R)=e™, wie behauptet.
]

Unter der Annahme, dass die linke Ungleichung fir ein me N richtig ist, ergibt sich nun mit
Q = P* und der Abkiirzung
Pn(s), 520

¢;;(s):={ o

gemal3 Lemma 31.:

H4s H+s

Ona(8) =1-Upu(s) =1— [Un(H+5-y)Qdy) =1 [ {1-6,(H +s-y)}Q(dy)

—00

=1 [{1-y(H +s-)}Qy) = [ (H+s-y)Qdy) < [ " Q(dy)

_ o RsgFRH f Ry Q(dy) = g s efRwa (R) = efRs1
. 1

d.h. die Ungleichung gilt auch fir m+1. Durch Grenzibergang m — oo erh@t man schliefdlich
noch
b, (s) < o_(s)=limg, (s)<e ™ furale meN,

wie behauptet. Der Satz ist damit bewiesen. ®
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Beispiel 32. Essei Q = P* =£(\) mit A > 0; hier ist also u:%.Der Anpassungskoeffizient R ist

dann L6sung der Gleichung

eRH A _ 1 '
A—R 1-uR

Diefir alereellen z gultige Ungleichung 1+ z < e’ fihrt hier zu der Abschétzung

bzw. 14 (H — )R — uHR? <1 bzw. R > Hop 1 1

1+RH <ef =
1-uR Hu uwo H

Satz 10 liefert somit die Abschatzung

Gn(8) < (5) < eXp{—[l—i]SJl = eXp{—[A—i]S}, s>0; meN.
uw H H
Eine verbesserte Naherungsl6sung ist iterativ erhaltlich durch Betrachten der Fixpunktgleichung

r=p(r) ::1(1—e‘”') mit p'(O):E>l, ,o"(r):—ize‘rH <0
It I p

(d.h. p ist konkav). Mit Rl:zl, R Z:p(Rn), n e N ergibt sich dann eine Folge, die gegen den
Ju!

Anpassungskoeffizienten konvergiert.

0] ~—— p(N)

= |-

0.6

0.44

0.2+

Als konkreten Fall betrachten wir eine Situation mit ;=100 (Mio €) und Pramie H =120 (Mio
€). Die ersten 5 Schritte der Iteration liefern

n 1 2 3 4 5
R, | 0,00698805 | 0,00567670 | 0,00493992 | 0,00447217 | 0,00415302
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(zum Vergleich die exakte Losung, z.B. mit MAPLE: R = 0,00313698). Die obige untere Schranke

fir R ist hier gegeben durch 1—% =0,0016.

]
Fur eine Anfangsreserve von s = 200 (Mio €) erhadlt man dann als beste der obigen Abschatzungen

¢ (200) < ¢_(200) < e 2 = 0,533980, me N.

Ist das Risko X allgemeiner I'(a,\)-verteilt mit o, A >0, so ist der Anpassungskoeffizient zu
bestimmen aus der Gleichung

RH

A ]u 1 RH/a A 1
= bzw. e = = .
A—R Q—pR/a)® A—R 1-uR/a

Uberlegungen analog zu oben liefern damit auch eine Abschatzung fir R in dieser Situation, wenn
man oben formal H durch H/« und p durch p/a ersetzt. Insbesondere gilt dann

11
p HJ

R>«

In der Situation von Beispiel 32 bedeutet dies: R > 7% aso

¢0¢ (S) S 873/75 — e70,01335'

Diese Ungleichung ist bereits um den Faktor 4,8 besser als digenige, die auf der aus Lemma 28
hergeleiteten Ungleichung beruht. Man beachte, dass hier die Minimalstelle t, aus Beispiel 30 ge-
nau mit dem Faktor fir s im Exponenten zusammenfallt. Die bendtigte Anfangsreserve reduziert
sich unter Verwendung der besseren Abschdtzung bei maximaler Ruinwahrscheinlichkeit von 1%
damit zu 345,39 Mio €.

Der Cramér-Lundberg-Anpassungskoeffizient betragt fur dieses Beispiel nach numerischer Be-
rechnung mit MAPLE R =0,02331, wodurch sich die erforderliche Anfangsreserve bei gleicher

Ruinwahrscheinlichkeit nochmals auf 197,56 Mio € verringert.

Eine andere interessante Aussage erhdlt man fir den Anpassungskoeffizienten des Gesamtschadens
im kollektiven Modell der Risikotheorie (vgl. Abschnitt 11.1), wenn die Schadenfrequenz Poisson-
verteilt ist.

N
Lemma 33. Im kollektiven Modell der Risikotheorie bezeichne wie Ublich S ::Z:Xk den Ge-

k=1
samtschaden. Zusétzlich sei angenommen, dass die Schadenfrequenz N Poisson-verteilt ist mit Pa-
rameter \ > 0. Bezeichnet wieder ;1 = E(X) den Erwartungswert der Einzelschadenhthen und gilt

H > A= E(S) fur die Prémie, so erflllt der Anpassungskoeffizient R die Bestimmungsgleichung

H
b (R)=1+ R
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Beweis: Nach Satz 2 gilt
e™ = (R) =y (1 (R)) = exp{A (¢ (R)—1)}, also RH = A(¢y (R)—1),
woraus die Behauptung folgt. m

Beispiel 33 (Fortsetzung von Beispiel 32). Sind die (jahrlichen) Einzel schadenhthen in Lemma 33
samtlich exponentialverteilt wie in Beispiel 32 und ist die (jahrliche) Schadenfrequenz Poisson-
verteilt, so erhdlt man die Bestimmungsgleichung

R)=———=1+—R mit der exakten Losung R = —
¥x(R) 1-uR A ) pH

A

1 H )\[H ]_1 A
1=y

diefor A =1 mit der in Beispiel 32 angegebenen approximativen (unteren) Schranke fur das Stan-
dard-Modell zusammenfallt. Nimmt man also an, dass jedes Versicherungsgahr durch ein kollekti-
ves Modell beschrieben werden kann — @nlich den geophysikalischen Modellansétzen, vgl. Satz 3
— s0 lassen sich wieder entsprechende Abschatzungen fur die Ruinwahrscheinlichkeiten gemald
Satz 10 in der Form

d)m(S)Sd)m(S)SeRS:GXP{—[E—A]S}, s>0, meN
uw H

machen.

IV. 2. Zeitstetige Ruinprobleme

Das bekannteste in der Risikotheorie betrachtete zeitstetige Modell ist eine Erweiterung des kollek-
tiven Modells, in dem die Eintrittszeitpunkte von Schaden nicht mehr diskret (z.B. jahresbezogen),
sondern gemal3 eines homogenen oder inhomogenen Poisson-Prozesses modelliert werden. Man
spricht in diesem Zusammenhang auch von einem zusammengesetzten Poisson-Prozess.

Wir werden uns daher zunachst mit einigen mathematischen Grundlagen der so genannten Stocha-
stischen Prozesse, inshesondere der Poisson-Prozesse befassen, die wir hier konstruktiv e nfuhren.

Definition 11. Eine Familie {N, |t >0} von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,A,P) heil3t Z&hlprozess, wenn ale N, nur Werte in Z" annehmen und fir jedes we Q) die

,Pfade” N,(w) als Funktionen von t >0 schwach monoton wachsend und rechtsseitig stetig sind.
Ein Z&hlprozess heildt einfach, wenn er fast sicher nur Spriinge der Hohe 1 zul &sst.

Man interpretiert die Zufallsvariable N, in der Risikotheorie héaufig als ,,Anzahl von (bestimmten)
Ereignissen im Zeitintervall [0,t]*, z.B. der Anzahl von Schadenmeldungen aus Versicherungsver-
tragen innerhalb des Zeitintervalls [O,t], t > 0. Die Einfachheit eines solchen Zahlprozesses bedeu-

tet dabei anschaulich, dass die , Ereignisse” fast sicher nicht gleichzeitig eintreten (was bei Kumul-
schéden allerdings technisch moglich ware).
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Far Uberabzéhlbare Familien von Zufallsvariablen — insbesondere in dem Fall, wo keine stochasti-
sche Unabhangigkeit vorliegt — erfordert die Charakterisierung ihrer gemeinsamen Verteilung in
der Regel tieferliegende malitheoretische Betrachtungen. Beispielsweise ist im Allgemeinen schon

N {N.eA}

te[a,b]
t€[a,b] tberhaupt Sinn machen, weil der auftretende Durchschnitt mit Uberabzéhlbar vielen Er-

eignissen gebildet wird und diese Operation nicht unbedingt wieder zu einem , Ereignis’, also einer
messbaren Menge im Sinne der Malitheorie fihren muss. Solche Schwierigkeiten lassen sich aber
umgehen, wenn die betrachteten Stochastischen Prozesse z.B. ein ,, diskretes Skelett” besitzen. Fir
Zahlprozesse wahlt man daher haufig eine Konstruktion, bei der ein solches diskretes Skelett expli-
zZit vorgegeben ist, etwa in Form einer strikt monotonen Folge {Tn }neN von Zufallsvariablen mit

stetiger Verteilungsfunktion. Durch die Setzung

nicht gesichert, ob ,einfache” Ausdricke wie P fior 0O<a<b und A €B* fur

N,:=max{neN|T, <t},t>0
erhdlt man dann etwa einen einfachen Zahlprozess im Sinne der Definition 11. Die T, heifRen tbli-
cherweise Sprungzeiten oder Ereigniszeiten des Zahlprozesses. Ist umgekehrt ein einfacher Zahl-
prozess {N, |t >0} gegeben, so lassen sich die Sprungzeiten darstellen al's

T,=min{t>0[N, >n}=N_*(n) firale neN,

wobei G™' wie Ublich die Pseudo-Inverse der (rechtsseitig stetigen, schwach monoton wachsen-
den) Funktion G bezeichnet.

T, T, T, T, T,

V eranschaulichung eines einfachen Zahl prozesses
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Definition 12. Ein einfacher Z&hlprozess {N, |t >0} heif3t Poisson-Prozess, wenn es eine nicht-

negative stetige strikt monoton wachsende Funktion m auf R™ gibt mit m(0) =0 und der Eigen-
schaft
PY =P(m(t)) firallet>0.

Die Funktion m heifd auch Intensitétsfunktion des Poisson-Prozesses; insbesondere erhélt man hier
E(N,)=m(t) furalet>0.

Ist speziell m(t) = At fur ein A >0 und t>0, so heil3t der Poisson-Prozess auch homogen (mit
Parameter ).

Auf Grund eines bemerkenswerten Satzes von A. Rényi™® kann ein Poisson-Prozess im Sinne der
Definition 12 kanonisch wie folgt dargestellt werden:

Satz 11. {W,} . sei eine unabhéngige Folge £())-(exponential)verteilter Zufallsvariablen mit

Parameter A>0 und T, := > "W, fir alle n€ N. Dann wird durch

k=1
N,:=max{neN|T, <t},t>0

ein homogener Poisson-Prozess mit Parameter A\ >0 definiert. Ist umgekehrt {N, [t >0} ein ho-
mogener Poisson-Prozess mit Parameter A >0, so besitzt die Folge der Sprungzeiten {T,} =

{N N 1(n)}eN unabhéngige, £(\)-verteilte Zuwéchse {W, } _, definiert durch
W, =T, W, =T, -T,, fork>2.

Ist {N, |t >0} ein homogener Poisson-Prozess mit Parameter 1 und m eine Intensitétsfunktion, so

ist der Zeit-transformierte Zahlprozess {N )|t20} ein Poisson-Prozess mit dieser Intensitéts

m(t

funktion. Ist umgekehrt {N, |t >0} ein beliebiger Poisson-Prozess mit Intensitétsfunktion m, so ist

der Zeit-transformierte Zahlprozess {N
1

"l It > 0} ein homogener Poisson-Prozess mit Parameter

Beweis: Wir zeigen hier nur die konstruktive Richtung der Aussagen, fur die Umkehrung verwei-
sen wir auf den zitierten Artikel von Rényi.

Aus den Eigenschaften der Folge {W,} = folgt zunéchst, dass jedes T, eine £(n,\)-(Erlang-)
Verteilung besitzt. Fir n€Z", t > 0 gilt dann unter Verwendung der Setzung T, := 0O:

P(N,=n)=P(T,<t<T

n+1

)=P(T,<t)—P(T,,, <t)

n+l =
mit

19 A, Rényi (1967): Remarks on the Poisson Process, Stud. Sci. Math. Hung. 2, 119 - 123
143



V. Ruintheorie

t n t n+1 n
P(T, <t)= f (nil)l X"t e ™ dx = u(x)v(x)|; —l—f)\n—l x"e Mdx = &e“ +P(T,.. <t)
S5 ) n!

=v(X) n:
=u'(x)

far ne N und

P(N,=0)= P(t<Tl):1_(1_e*/\t>:e—)\t,

was gerade bedeutet, dass P™ =P (\t) fur ale t >0 gilt. Dies zeigt den sich auf homogene Pois-
son-Prozesse beziehenden Teil des Satzes.

Auf Grund der Eigenschaften einer Intensitétsfunktion ist auch {Nm(t) [t> O} ein einfacher Zahl-
prozess, mit P""9 =P (m(t)) fur ale t >0, wenn {N,|t >0} ein homogener Poisson-Prozess mit

Parameter 1 ist. Die restliche Aussage folgt aus der Tatsache, dass mit m auch m™ eine Intensitéts-
funktionist. m

Die Idee der Umkehrung in dem genannten Satz von Rényi besteht darin, dass fast sicher jeder Pfad
eines Zahl prozesses eine mal3erzeugende Funktion bildet, d.h. durch die Setzung

N(a,b](w) =N,(w)—N,(w) firwe und 0<a<b

wird pfadweise eine additive und o -endliche Mengenfunktion auf den Standard-Intervallen (a,b]
mit 0<a <b definiert, die Uber den Mal¥fortsetzungssatz zu einem (zufélligen) Mal3 ¢ auf der
Spur-o -Algebra R* N B* fortgesetzt werden kann. Dieses (zufallige) MaR hat dann die Eigen-
schaft, dass fir jede Folge paarweise disjunkter Mengen {B,} _ CR"NB" die Folge der Zufalls-
variablen {§ (Bn)}neN stochastisch unabhangig ist, woraus sich auch die angegebene Struktur der

Sprungzeiten ergibt. (Fir einen etwas allgemeineren Zugang zu diesem Themenkreis vgl. etwa das
Skript RAUMLICHE STATISTIK.)

Man spricht in diesem Zusammenhang auch davon, dass ein Poisson-Prozess unabhangige Zu-
wéchse besitzt, d.h. dass jede Folge {Ntm — Ntn} . fur strikt monoton wachsende nicht-negative

Folgen {t,} . stochastisch unabhéngig ist.

ne

S

Abschliefiend soll noch bemerkt werden, dass in Veralgemeinerung von Satz 11 jeder beliebige
Poisson-Prozess {N, |t >0} mit Intensitétsfunktion m und Sprungzeitenfolge {T,} . durch eine

nicht-negative, strikt monotone und stetige Zeit-Transformation z(t) fur t>0 mit z(0)=0 in
einen neuen Poisson-Prozess {N; |t > 0} ={N,, |t > 0} iibergeht, der die Intensitétsfunktion m oz

besitzt und dessen Sprungzeiten als T,” = z *(T, ), n € N dargestellt werden konnen.

Mit Hilfe von Zahlprozessen kann das zeitdiskrete kollektive Modell der Risikotheorie, das wir
ausfuhrlicher in Kapitel |1 behandelt haben, recht einfach auf ein zeitstetiges Modell erweitert wer-
den. Hierzu betrachten wir einen so genannten zusammengesetzten Schadenprozess {St It > 0}, der

folgendermal3en definiert ist:
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Definition 13. Es sei {N,|t>0} ein einfacher Zahlprozess und {X,} _ eine unabhéngige Folge

positiver, identisch verteilter Zufallsvariablen (Schéden), die auch von dem Zahlprozess unabhén-
gigist™. Dann wird der zusammengesetzte Schadenprozess durch

N,
S;i=> X, furt>0
k=0

definiert.

Der Unterschied zum klassischen kollektiven Modell der Risikotheorie besteht aso lediglich darin,
dass die (statische) Frequenzvariable N durch einen einfachen Zahlprozess ersetzt wird. Analog zu
Lemma 9 kann auch fur diesen Fall fur jedes t >0 die jeweilige Verteilungsfunktion angegeben
werden.

Lemma 34. Fur die Verteilungsfunktionen F; des zusammengesetzten Schadenprozesses gilt:

04> p ()E™(2), fals z>0
P(S,<2)=F(2)= p°()+;p"() (2) 2= fur ale t>0.

0, falls z<0

Dabel bezeichne wieder F™ die n-fache Faltung von F, der Verteilungsfunktion der Einzelscha-
denhdhenund p,(t)=P(N,=n) firallet>0 und ne Z".

Beweis: Folgt sofort ausLemma9. m

Definition 14. Es sei {SI |t20} ein zusammengesetzter Schadenprozess gemald Definition 13.

Dann heif’ der durch
pp=S+H-t-5,t>0

definierte Prozess Risikoprozess mit der Anfangsreserve s >0 und Pramienrate H > 0.

Diesem Modell liegt die Annahme zu Grunde, dass die Pramien kontinierlich Uber die Zeit einge-
nommen werden, mit einer Pramie der Hohe H bezogen auf eine Zeiteinheit (typischerweise 1
Jahr). Das Ereignis A eines technischen Ruins kann dann unter Verwendung der Sprungzeitenfolge
{T.}_, desZéhlprozesses beschrieben werden durch den Ausdruck

A=|J{p <0}= [ﬂ{st <s+H -t}Jc

t>0 t>0
mit
N{s. <s+H-th={S; <s+H-T,}e A4,

t>0 neN

wobei noch S, :Zxk zu beachten ist, was fur ale n e Neine messbare Abbildung darstellt
k=1

(vgl. in diesem Zusammenhang auch die Ausfuhrungen auf S. 142 oben).

" Diesist &guivalent dazu, dassale Paare T, X, fir n,m € N stochastisch unabhangig sind.
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Beispiel fur den Verlauf eines Risikoprozesses mit Ruin; s=6, H =2

Eine Abschitzung oder gar Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeit P(A) = P[U{pt < 0}| gestal-

t>0

tet sich im zeitstetigen Kontext erheblich schwieriger als im diskreten Fall. Eine vergleichsweise
einfache Abschétzung nach unten (vgl. Lemma 30) ergibt sich aber wie folgt.

Lemma 35. Fur einen Risikoprozessim Sinne der Definition 14 gilt:

P(A):P[U{pt<0} zf(l— Fy (s+ H-t))P™(dt).

t>0
Hierbei bezeichnet F, die Verteilungsfunktion der Einzelschaden.

Beweis: Esgilt wegen der stochastischen Unabhéngigkeit der Sprungzeiten und Einzel schaden:

>P(p;, <0)=P(X,>s+H-T,)

t>0

P(A) = F>[U{pt <0}
:fP(Xl>s+ H -T1|T1:t)PT1(dt):f(1— F, (s+ H-1))P™(dt),
d.h. P(A) wird abgeschétzt durch die Wahrscheinlichkeit daftr, dass der Ruin bereits mit dem

ersten Schaden eintritt. =

Im Folgenden wollen wir in Veralgemeinerung von Lemma 35 zunéchst eine Rekursionsformel
analog zu Lemma 31 herleiten, aus der dann eine Satz 10 entsprechende Abschétzung der Ruin-
wahrscheinlichkeit nach oben folgt. Dafiir werden wir formal auch den Fall einer negativen An-
fangsreserve zulassen. Zusdétzlich vereinbaren wir noch

T,:=0, S,:=0.

=1

FUr eine negative Anfangsreserve folgt dann wegen {p, <0}: P(A)=P [U{pt <0}

t>0
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Lemma 36. Es sei {p,|t >0} ein Risikoprozess mit der Anfangsreserve s€ R und Prémienrate
H > 0. Der zu Grunde liegende Z&hlprozess sei ein homogener Poisson-Prozess mit Parameter
A > 0. Ferner bezeichnefir me Z*

V. (s):=1- P[ﬂ{STn <s+H-T,}
n=0
die Wahrscheinlichkeit dafr, dass ein Ruin innerhalb der Sprungzeiten T,,..., T, eintritt. Dann gilt:

Vo(8) =1 ¢(5)
sowie

V. .,(s) :f)\e’MfVm(H— H-t— x)P*(dx)dt fir ale me .
0 0

Beweis: Die erste Aussage ist klar, da ein Ruin mit Wahrscheinlichkeit 1 zur Zeit O genau dann
vorliegt, wenn s < 0 ist. Die zweite Aussage ergibt sich aus einem Argument, das wir hier bildlich
veranschaulichen (vgl. die Graphik auf S. 146):

o o P
s+Ht-x ¢ } ‘\—I* i .
Lo _\':"

Wir betrachten den in blau dargestellten Risikoprozess {pt* It > 0}, der sich reskaliert bedingt er-

gibt gegeben T, =t und X, = X. Dieser Prozess verhélt sich stochastisch genau so wie der Risiko-
prozes {p, |t >0}, bei dem sich lediglich die Anfangsreserve zu s+ H -t— x &ndert. Daher kann
der Ausdruck V, (s+H -t—Xx) interpretiert werden as die (bedingte) Wahrscheinlichkeit dafur,

dass in dem reskalierten Risikoprozess {pt* [t > O} ein Ruin innerhalb der Sprungzeiten T;,..., T,
eintritt, woraus durch Integration nach der gemeinsamen Verteilung von X, und T, die angegebene
Rekursionsformel folgt. =
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Satz 12. Es sei {p,|t>0} ein Risikoprozess mit der Anfangsreserve s>0 und Pramienrate

H > 0. Der zu Grunde liegende Z&hlprozess sei ein homogener Poisson-Prozess mit Parameter
A>0. DanngiltimFal H > X-E(X):

P(A) = P[U{pt <of|<e™,

t>0

wobei R den Cramér-L undberg-A npassungskoeffizienten aus Lemma 33 bezeichnet.

Beweis: Wir zeigen durch vollstandige Induktion, dass mit der Notation von Lemma 36 gilt:
V (s)<e ™ furdlemez",
woraus die Aussage dann durch den Grenziibergang m — oo folgt.

Fir m=0 gilt Vy(s) =1 4(s) < e ™ firalle scR.

Es gelte nun die Ungleichung V_(s) <e " fur ein me Z* fir s € R. Dann folgt nach Lemma 36
mit dem Satz von Fubini

o

V., (s)= f Ae N f V. (s+ H -t—x) PX (dx)dt < f - f e REHHI PX () (it
0

0

—Rs

Ae ORIt eR PX (dx) =e ™

U (R)y=¢e"

=€

0%8
0\8

)\—l—RH

d.h. die Aussge gilt auch fir m+1. Der Satz ist damit bewiesen. m

Fur den Speziafall, dass die Einzelschaden exponentialverteilt sind, kann man die Ruinwahrschein-
lichkeit sogar exakt bestimmen. Hier gilt:

Satz 13. Unter den Voraussetzungen von Satz 12 gilt fir P* = £(u) mit x>0, falls Hu > \:

o3l

Fur den Bewels dieses Satzes sowie weiterfuhrende Literatur verweisen wir auf HEILMANN (1987),
Satz 7.3 oder GERBER (1979).

= —exp

P(A) = [U{pt <0}

t>0
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V Verallgemeinerte lineare Modelle

Die klassischen Linearen Modelle sind in der mathematischen Statistik ein langbewéhrtes Werk-
zeug im Bereich der Varianz- und (linearen) Regressionsanalyse (vgl. hierzu etwa PRUSCHA (2000),
Kapitel III und das Skript zur STOCHASTIK, Kapitel II1.3). Thre nichtlinearen Verallgemeinerungen
bieten demgegeniiber eine grofere Flexibilitdt und werden seit etwa 1990 verstirkt in der Versiche-
rungsmathematik, insbesondere in der Kfz-Versicherung, aber auch anderen Sparten eingesetzt
(vgl. etwa DE JONG UND HELLER (2008) oder OHLSSON UND JOHANSSON ( 2010)).

V. 1. Exponentialfamilien

Eine wesentliche statistische Grundlage verallgemeinerter linearer Modelle bilden Exponentialfa-
milien von Risikoverteilungen beziiglich eines dominierenden Maf3es.

Definition 15 (einparametrige Exponentialfamilie). Es sei p ein o -endliches Maf3 auf dem Mess-
raum (X,B) und Q:= {QW |y € F} eine Familie von durch ;. dominierten Verteilungen auf B mit

einer nicht-leeren Parametermenge I'. £ heil3t einparametrige Exponentialfamilie (in den Abbil-
dungen c(+) und t(+)), falls die zugehdrigen j-Dichten f  die Form

f (x) =exp(c(y)-t(x)+a(x)—b(y)) fir x€e X und y€T

besitzen, mit geeigneten mefbaren reellwertigen Abbildungen a(+) und t(+) auf X und geeigne-
ten reellwertigen Abbildungen b(+) und c(s) auf I.

Bemerkung: Setzt man h(x):=e** fir x€ X und d(y):=e ™ fir yeT, so geht die obige
Darstellung tiber in

f (x)=d(y)-exp(c(7)-t(x))-h(x) fiir x€ X und y€T.

Die Abbildungen d(+) und h(s) (und damit auch die Abbildungen a(+) und b(«)) spielen also

nur die Rolle von Normierungsfaktoren; definiert man namlich das zu p dquivalente Mall u”
durch

11(B) ::fh(x)u(dx) fir B¢ B,

so besitzt Q_ offensichtlich die x” -Dichte
f(x)=d(y)-exp(c(v)-t(x)) fir xe X und v €T,

Ferner gilt noch wegen der Dichte-Eigenschaft

1 p—

eb(“r) — —
d(v)

f exp(Cc(y)-t(X)) p (dx) fiir y €T
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In konkreten risikotheoretischen Anwendungen ist in der Regel X C R® und B=XNB® mit der
Borel’schen o -Algebra B¢ (mit der Dimension d € N); das MaB p ist dann entweder das Lebes-
gue-MaB oder das (auf eine geeignete Teilmenge von Z° konzentrierte) abzahlende MaB.

Gilt X =R und t(x) =x fir x € R, so spricht man auch von einer Exponentialfamilie in kanoni-
scher Form. Der reellwertige Parameter ¢ := c(-y) heif3t auch natiirlicher Parameter (der Exponen-
tialfamilie), die Menge

0= {19 eR| [[exp(-1(x)) () () < oo}

der zugehorige natiirliche Parameterraum. Prinzipiell kann man also eine Exponentialfamilie

sogleich in der natiirlichen Parametrisierung betrachten; in diesem Fall ist dann I'=0 und
c(¥) =7 fir J€0O.

Lemma 37. Die folgenden diskreten Verteilungen (der Panjer-Klasse) bilden kanonische einpara-
metrige Exponentialfamilien beziiglich des abzdhlenden MaBles mit den Parametern / Parameter-
funktionen

Verteilung | T 9 C) Y t(x) | h(x) b(?)

9 n
R € X [
X

B(n,y) | (0,1) |In ,x€{0,.n} | nin(1+e’)

NB(3,7) | (O.) | In(l=7) | (=00.0) | 1—¢’ |X [ﬂ+;_l],xe2* ~GIn(1-e’)

P() (0,00) | Iny R e’ X —, X€Z" e’

mit festen n€ N und 3> 0.

Beweis: Fir x € Z" gilt:

Binomialverteilung:

f.0)=| |7 (0=""=exp(xIny+(n—x)In(1—7))-h(x)

n
X
= e><p(1§1 -X4+n-In(1 —fy)) -h(x) = exp(J-x— b(ﬁ)) -h(x)
mit der Einschrankung x € {O,- -, n}.
Negative Binomialverteilung:
g+x—1
X

f.(x)= 7/(1=7)* = exp(xIn(1—~)+ Bln~y)-h(x)

=exp (- X+ B1ny)-h(x) = exp (- x —b())-h(x)

150



V. Verallgemeinerte lineare Modelle

Poisson-Verteilung:

f.(x)= e”’?(—j = exp(XIny—~)-h(x) = exp(J-x—7)-h(x) = exp (- x —b())-h(x).

Lemma 38. Die folgenden stetigen Verteilungen bilden einparametrige Exponentialfamilien beziig-
lich des Lebesgue-Malles mit den Parametern / Parameterfunktionen

Verteilung | T 9 | © Y| UX) a(x) b(?)
M) (0,00) | =7 | (=00,0) | -9 | X 0 —In(—9)
Pa(vy) (0,00) | =7 | (=00,0) | —9 | In(14+x) | —In(1+Xx) | —In(—7)

Beweis: Fiir x > 0 gilt:
Exponentialverteilung:

f.(x)=9e" = exp(—y-X+1nvy) =exp(J-x+Invy)=exp(d-x—b(9))
Paretoverteilung:

v _
f.(0)= T exp(—(y+ D In(1+ x)+In~)

= e><p(1§1 In(14 X) —In(1+ X) + lnfy) = e><p(13l (X)) +a(x)— b(ﬁ)).

Bemerkung: Die Familie der Exponentialverteilungen bildet eine kanonische Exponentialfamilie,
die der Paretoverteilungen dagegen nicht.

Eine naheliegende mehrdimensionale Verallgemeinerung enthélt die folgende

Definition 16 (k-parametrige Exponentialfamilie). Es sei p ein o -endliches Mal3 auf dem Mess-
raum (X,B) und Q:= {QW |y € F} eine Familie von durch ;. dominierten Verteilungen auf B mit
einer nicht-leeren Parametermenge I'. Ferner sei k € N. Q heif3t k-parametrige Exponentialfamilie
(in den Abbildungen ¢(+)=(c,(+),"--,¢,(+))" und t(+)=(t,(+),--,t (+))"), falls die zugehdrigen
p-Dichten f  die Form

f,(x) = exp(e()"t(x)+a(x) —b(7)) fiir x€ X und y€T

besitzen, mit geeigneten mefbaren vektorwertigen Abbildungen ¢(+) und t(¢) auf I' bzw. auf X
und geeigneten reellwertigen Abbildungen b(e) und a(+) auf I' bzw. auf &, die zusitzlich fol-
gende Anforderungen erfiillen:

e Die Abbildungen 1, ¢,(¢),--,C,(+) sind linear unabhéngig
e Die Abbildungen 1, t,(¢),---,t () sind g -fast tiberall, d.h. eingeschrdnkt auf das Komplement
einer beliebigen y -Nullmenge, linear unabhingig.
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Bemerkung: Diese Forderungen stellen sicher, dass ein Zufallsvektor X = (Xl,'--,Xk) mit der

Verteilung Q , v €' eine positiv-definite Varianz-Kovarianzmatrix besitzt.

Der k-dimensionale Parameter ¢ := ¢(«y) heilit auch hier wieder natirlicher Parameter (der Expo-
nentialfamilie), die Menge

0= {19 e R| [ exp(0"t(x)-h(x) () < oo}

wieder der zugehorige naturliche Parameterraum. Prinzipiell kann man also eine k-parametrige
Exponentialfamilie auch gleich in der natiirlichen Parametrisierung betrachten; in diesem Fall ist
wieder ' =0 und c(9¥) =19 fir ¥ € 6.

Lemma 39. Der natiirliche Parameterraum © einer k-parametrigen Exponentialfamilie ist konvex
und enthélt ein nicht-ausgeartetes k-dimensionales Intervall.

Beweis: Seien 9,9, €© und ac(0,1). Setze ¥ = av, + (1 —«)v,. Die Exponentialfunktion ist
konvex, also gilt

(ex)a (ey)m =exp(ax+(1—a)y)<ae’+(1—a)e’ <e*+e’ firalle X,y €R.
Damit ergibt sich
«a el
exp(z?”t(x)) = exp(z‘}frt(x)) -exp(f};rt(x)) < exp(ﬁf%(x)) + exp(z?ft(x)) fiiralle xe X
und somit
f exp(0"t(X))-h(x) p(dx) < f exp(Ut(X) ) - h(x) (%) + f exp(0X(x))- h(x) u(dx) < oo,
d.h. auch ¥ € ©. Damit ist © konvex.

Zum Nachweis der zweiten Aussage nehmen wir gegenteilig an, dass © in einem (k—1)-
dimensionalen Teilraum von R* liegt. Es gibt dann d, € R, d € R* mit d=0 und d,1+d"9 =0
fiir alle ¥ € ©, im Widerspruch zur ersten Anforderung oben.

Damit ist alles bewiesen.

Lemma 40. Es sei Q = {Qw, |y € F} eine k-parametrige Exponentialfamilie mit Dichten

£,(X) = exp(e(7)" t(x)+a(x) —b(7)) fiir x€ X und y€T.

Dann ist die Familie der Produktverteilungen £ := {@Qm |y GF} fiir n€ N ebenfalls eine k-
i=1 '

n

parametrige Exponentialfamilie auf dem Produktraum (X ,B ) = [>_<1 X, ®B

i=1

mit dem dominieren-

den Produkt-Mall & p und der Dichte
i=l1
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,(x) = exp(e(7)" T(x) + AX)— B(7))

fiir x=(X,,+++,X,) € X X und 7 €T, wobei
T(x)=) t(x)€R", Ax)=) a(x), B(y)=n-b(y).
i=l1 i=l1

n
Beweis: Fiir v € I besitzt das Mal Q) Q_ die Produktdichte
i=1

f,(x)= ﬁexp(c(v)‘ft(xi) +a(x)—b(7)) =exp i{c(v)"t(xi )+a(x)—b(n)}

= exp(e(1)"T(x) + A(X) —n-b(y)) = exp(e(1) " T(x) + AXx) — B())

n n

fiir x =(x,,---,X,) € X X. Man beachte dabei, dass die Komponenten von T & -fast iiberall linear
1= i=l1

unabhingig bleiben.

Bemerkung: Lemma 40 besagt in anderen Worten, dass stochastisch unabhingige Versuchswie-

derholungen die Eigenschaft einer Exponentialfamile "vererben". Man kann das Resultat sogar ver-
allgemeinern (vgl. etwa PRUSCHA (2000), Abschnitt 2.2), wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 34. Es sei 9, = {P(’yl)wl > 0} die (Exponential-)Familie der Poissonverteilungen und
Q, = {5 (72)|72 > 0} die (Exponential-)Familie der Exponentialverteilungen. Mit dem Parameter
Y= (’yl,’yz) €l':=(0,00)x(0,00) ergibt sich als Produktfamilie die neue Exponentialfamilie
Q:={P(,)®&(7,)l7,7, >0} mit der #© m'-Dichte

f(x) =n,e 1" %-nT (X g0 (%) fiir X = (X, %,) € Z* x(0,00).
|

Hier ist C(v) = (In7,, —7,) > T(X) = (X, %, )", A(x)=—In(x!), B(y) =7, —Iny,.

Lemma 41. Die folgenden stetigen Verteilungen bilden zweiparametrige Exponentialfamilien be-
ziiglich des Lebesgue-Malles mit den Parametern / Parameterfunktionen

Verteilung | T' 9 © t(x) | a(x) | b()
N
2 2
Y X Y 1 0
S | e T
27;
- X
L(v,7,) (0,00)2 771 (—00,0)x(0,00) [lnX —InX —ﬁzln(—ﬁl)+lnf<ﬁ2)
2
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Beweis: Fiir x >0 gilt:

Normalverteilung: Hier ist v = und

I/
29, -2,

1 (x=7)’ v L, o 1 2
f(x)= exp| ————|=exp| X ——X" ——L ——In(27
0 2w p[ 2v; P72 T2 2 (2773)
9 1 9
=exp| I X+, x> +——+—In|—=2|| = exp(I"t(X) — b
p| 0"+ 2 |~ )= exp (9t(x) — b))
Gammaverteilung:
7 " —la—7X
fw,(x)zﬁx”z 'e " = exp(—,X+7,InX—InX+7,Invy, —InT'(v,))

'(7,)

= exp(¥,X+ 0, InX—In X+ 7, Iny, —InT(v,)) = exp("t(x) +a(x) — b(¥)).

Ein groBer Vorteil von Exponentialfamilien in natiirlicher Parametrisierung besteht darin, dass ge-
wisse Momente von Zufallsvariablen bzw. -vektoren mit einer solchen Verteilung sehr leicht durch
Differentiation der Abbildung b(s) gewonnen werden koénnen. Zur Vorbereitung bendtigen wir

dazu folgendes Resultat.

Lemma 42. Gegeben sei eine k-parametrige Exponentialfamilie in natiirlicher Parametrisierung,
mit g -Dichten der Form

f,(X) = exp(¥"t(x) +a(x) —b(?)) fiir x€ X und ¥ € 6.

Ferner sei wieder h =¢*" und X ein Zufallsvektor mit der Dichte f,. Ist dann G eine meBbare
reellwertige Abbildung auf (X, ) mit E, <|G(X)|) < oo fiiralle ¥ € ©, so gilt

E,(G(X))=e " f G(x)exp(0"t(x))-h(x) 1u(dx),
und die Abbildung

K(9) = E, (G(X))-e"" = f G(x)exp(9"t(x))-h(x) u(dx), ¥ € o

ist auf dem Inneren @ des Parameterraumes © beliebig oft partiell differenzierbar, wobei Diffe-
rentiation und Integration in der Reihenfolge vertauscht werden diirfen.

Fiir einen Beweis verweisen wir auf PRUSCHA (2000), Abschnitt 2.3 und die dort zitierte Literatur.

Das folgende Resultat ist eine direkte Folgerung aus Lemma 42.
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Satz 14. Unter den Voraussetzungen von Lemma 42 gilt: Die Abbildung b(¢}) aus der Darstellung
der Dichte f, in Lemma 42 ist auf dem Inneren @ des Parameterraumes © beliebig oft partiell

differenzierbar. Ist ferner X ein Zufallsvektor mit der Dichte f,, so gilt fiir alle ¥ € o
E, (t(X)) = Vb(¥), V, (t(X)) = V?b(¥).

Hierbei bezeichnet V den Gradienten der partiellen Ableitungen und V* die Hesse-Matrix der
zweiten partiellen Ableitungen von b(+). V, (t(X)) bezeichnet die Varianz-Kovarianz-Matrix des

Zufallsvektors t(X).

Beweis: Der erste Teil folgt mit der Setzung G =1 unmittelbar aus Lemma 42. Der zweite Teil
ergibt sich so:

E, (£X)) =& ™" [ 600 exp(9"t00)- h(x) (cb) = & " [ Vexp(vt(x))-h(x) (e
— e by f exp(97t(x))- h(x) p(dx) = e Ve = e Ve Th(9) = Vh(1),
E, (£X)-(tX))" | =& [ €00 t00" -exp(9"t())-h() (b0
e [[t00-exp(¥"t())- 100" - h(x) (b0
g o f V2 exp(04(x))- h(x) 1u(dx) = e V2 f exp (1" t(X) ) h(X) 1(clx)
— g P2 — g b [eb“’)vzb(ﬂ) + eb<”>Vb(z9){Vb(z9)}"]

= Vb)) + Vb(9) {Vb(9)}" = V?b(®) + E, (tX)){E, (tX))} ",

V, (t(X))=E, (t(X)-(t(X))”)— E, (t)){E, (¢X))}" = V?b(v).

Zur Veranschaulichung von Satz 14 dienen die folgenden Beispiele.

Beispiel 35 (Fortsetzung von Lemma 37). Fiir die folgenden diskreten Verteilungen (der Panjer-
Klasse) gilt nach Satz 14, unter Beachtung von t(X) = X:

P 9 g b(9) b'(@) | b"(¥) E,(X) Var,(X)
B eﬂ 9 erﬁ n eﬁ 3 ' — " — _

B(n,y) | In = | T nin(1+e’) " i+ b'(9) = nvy b"(9) = ny(1—~)
- ¢’ | —BIn(1-¢" A - | by =517 | by =

NB(8,7) | In(1—7) | 1—¢’ | —BIn(1—¢’) o =g (D=F— )

P(y) | Iny e | e ¢’ ¢’ b'(9) = b"(1) =~

mit festen n€ N und 3> 0.
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Beispiel 36 (Fortsetzung von Lemma 38). Fiir die folgenden stetigen Verteilungen gilt nach Satz

14:
e o |2 [ewy @ [ew [0 [ E(t0o0) | var (tx)
&) || =0 | (o) | 5 |5 |x bw)% b'w)=$
Pa(y) | = | —9 | —In(~0) _% = | 0+ b'@)z% b"@‘)z%

Beispiel 37 (Fortsetzung von Lemma 41). Fiir die folgenden stetigen Verteilungen gilt nach Satz

14
pX 9 t(x) | b(?) Vb(¥) =E, (t(X)) | V’b(¢) =V, (t(X))
O R
", 219, 20, 207 |
N( 2) 7§ X _19_12_1 n _& 1912 _L U, 192_1912
M2 1 > 49, 2 - 497 20, 20; 20,
- 2
273 :[ o ] oA 277,
i+ 277 2727 +73)
Y 1
A A
Y, 1 '
— « —In(=9)+TW,)) || 0 Y
F(%a%) In X _192 ln(—ﬁ]>—|—lnr(192) 1
72 D2 NCR
== Y _ 712 "
—In~y, + W 1 ,
71 (72) fy_ \I[ (72)
1

mit der Digamma-Funktion W(z) = d—ln I'(z)=
z

d

Y@ nd wiz) =

I'(2)

[''(2)-I'(2) - I'(2)°

I(z)’

, 2>0.

Bemerkung: Gelegentlich - insbesondere bei den verallgemeinerten linearen Modellen - wird der

Fall betrachtet, dass in einer k-parametrigen Exponentialfamilie eine gewisse Anzahl k <k von

Parametern als fest angesehen wird. Es entsteht dann eine neue k = k — k -parametrige Exponenti-
alfamilie, wie man Definition 16 sofort entnehmen kann.
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V. 2. Lineare statistische Modelle

Wir orientieren uns hier zunichst an Kapitel I11.3 aus dem Skript zur STOCHASTIK und beginnen
mit dem "Methode der kleinsten Quadrate" genannten grundlegenden Verfahren der linearen Re-
gression, das bereits auf Carl Friedrich Gaul} (1777 — 1855) zuriick geht.

Gegeben seien n Datenpaare (X, Y;), i =1,---,n mit €N, n>2. Ferner wird hier zunéchst vor-

ausgesetzt, dass alle X, paarweise verschieden sind. Gesucht wird eine lineare Ausgleichsfunktion
y =ax-+b mit reellen Koeffizienten a,b, die die Datenpaare "moglichst gut" approximiert (so
genannte Regressionsgerade). Als Giitemal} (FehlermaB3) legen wir die quadratische Abweichung
zwischen den "Ist-Werten" y; und den "Soll-Werten" ax, +b zu Grunde und erhalten damit fol-
gendes Optimierungsproblem:

n

in! — tb—vy)
min' F(a, b) ;(aXI +b-vy,)
Dieses Problem kann mit den klassischen Methoden der Analysis gelost werden; dazu betrachten
wir die partiellen Ableitungen und setzen diese Null (notwendige Bedingung fiir — relative — Ex-
trema):

OF

mit den Losungen

¢ ¢ 1<
N2 24 >0 P
a= = > b:H yi_a'

n n 2 I
RS

n=

Die GroBen s,, und s,, konnen dabei als empirische Kovarianz bzw. empirische Varianz der Da-

tenreihen aufgefasst werden, die Grolen X und Y entsprechen den iiblichen arithmetischen Mit-
telwerten. Die Abbildung F ist nun aber global konvex wegen

O’F O’F ixlz ixi

2 " .
V’F = S?F %az?:b =2 ':nl = (Hesse-Matrix)
X n
dadb  ob? Z; |
mit
O°F O°F (9°F | 1 1)
det(V?F)=—"— " — =2n* =) X —|=) x| [=2n*Var(X)>0
V)= o [aaab] ”[niZ:X' [nzx] Ve =
und
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O°F

—=n>0,

ob’
wobei formal X eine diskret gleichverteilte Zufallsvariable tiber der Menge {X,,---,X,} bezeichne.
(Man beachte, dass wegen n>2 der Ausdruck Var(X)>0 und somit die Hesse-Matrix positiv

definit ist!) Die Losungen (Schitzwerte) & und b sind somit die eindeutig bestimmten globalen
Minimumstellen der Funktion F.

Die obigen Rechnungen zeigen, dass das Verfahren auch dann noch funktioniert, wenn die X
mehrfach auftreten (d.h. multiple Zuordnungen vorkommen), solange die Grof3e

2
>0

_l n 2_1 n
S, = n;xi [niz;xi

bleibt, was genau dann eintritt, wenn wengistens zwei der X, voneinander verschieden sind. Eine
solche Situation liegt beispielsweise vor, wenn es sich bei den y, um Wiederholte Messwerte aus
mehreren Experimenten (z.B. physikalische Korperausdehnung) bei teilweise gleichen X; (z.B. ein-
gestellte Temperaturen) handelt.

Manchmal wird auch nur eine lineare Ausgleichsfunktion der Form y =ax gesucht (man spricht

dann von einer Regression durch den Nullpunkt). In diesem Fall vereinfachen sich die obigen
Rechnungen erheblich, mit der Losung

1 n n
HZ X Yi Z XY
io1 _ i '
DD
N4 i-1

a=

Die Methode der kleinsten Quadrate ist auch anwendbar, wenn nicht-lineare Zusammenhénge zwi-
schen den X- und y-Werten unterstellt werden. Dazu bedient man sich zweckméaBigerweise geeigne-
ter linear unabhangiger Funktionensysteme { fk} z.B. Polynome unterschiedlichen Grades. Das

abstrakte Modell ist hier

keN ?

~

y = Zﬁk - f,(X) mit K € N und reellen Koeffizienten 3,,---, 5.

k=1

Das zugehorige quadratische Optimierungsproblem lautet dann sinngeméf

almlglK' F(ﬁl,...,ﬁK)ZZ[yi—Zﬁkfk(xi)] :mBin! F(B):”y_DB”z
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B, Yi

mit dem Koeffizientenvektor p=| : |, dem Wertevektor y =| : | und der nx K - Design-Matrix
ﬁK yn
D= [ f (Xi ﬂi:l...n, ik vegen

F(B)=|ly—DB|" = (y—DB)" (y—DB)=y"y—2y"DB+p"D"Dp
ergibt sich flir den Gradienten von F:
VF =-2D"y +2D"DB.
Durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen ergibt sich also das Gleichungssystem

DII’DB — D'(I’y
mit der Losung

ﬁ _ <DtrD>71 Dtry'

Man beachte, dass die Matrix DD stets positiv semidefinit ist (vgl. Abschnitt I1.9 im Skript zur
STOCHASTIK). Die Inverse von D'D existiert also genau dann, wenn DD positiv definit ist (d.h.

alle Eigenwerte von D"D sind positiv). Dieser Fall liegt vor, wenn die Matrix D vollen Rang hat.
Ferner gilt fiir die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen (Hesse-Matrix)

V*F =2D"D,

was im Fall der positiven Definitheit bedeutet, dass bei der gefundenen Lésung ein Minimum vor-
liegt.

I X
Im Fall der klassischen linearen Regression ist etwa B:[ ]mit D=|: :|, also
a
1 X,
I x n X;
w1 ] 2
D'D= y y 10 =, )
! o] Dox DK
i=1 i=1
und
| RN DI’
Dtry:[ i=1 ,
1 Xn

woraus sich wieder die oben angegebene Losung ergibt.
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Beispiel 38. An den folgenden Datensatz soll einmal eine lineare, zum anderen eine quadratische
Funktion angepasst werden:

X; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Yi | 2,771 | 5,522 | 10,753 | 9,828 | 15,262 | 19,480 | 23,218 | 23,030 | 29,231 | 30,797

1. Lineare Regression: Es ist

S A
S,y =26,199 s, =825 a=-—"L=317558 b=y—4a-Xx=-0,47647

XX

SXX
y = 3,1756x - 0,4765
35
an =
25 /
20
15 /
10 /
5 =
/
0
0 2 4 6 8 10 12
lineare Regression
2. Quadratische Regression: Hier ist
I 1 1
1 2 4
1 3 9
X 1 4 16
I X X 10 55 385
) ) 1 5 25 .
D= : D= , D'D=|55 385 3025]|,
5 1 6 36
I X, X 385 3025 25333
1 7 49
1 8 64
1 9 &8I
1 10 100
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3651 —1386 110 169,892
(D“D)‘:%—B% 637 —55|, D"y =|1196,391
110 =55 5 9420,727

—0,5577

p=(D'D) D'y=| 32162

—0,0037

y =-0,0037x? +3,2162x - 0,5577
35

30 //’
25
L

20
15 /
10 MZ

. Za

0

0 2 4 5 8 10 12

quadratische Regression

Bisher haben wir in dem obigen Ansatz keine zufalligen Einfliisse explizit modelliert. Man kann
dies aber leicht erreichen, wenn wir etwa annehmen, dass die Messergebnisse y Realisationen ei-

nes Zufallsvektors der Form

Y=DB+¢

mit einem Fehlervektor (Zufallsvektor) & = (g,,+-,¢,)" sind, der paarweise unkorrelierte Koordina-

ten besitzt mit Erwartungswerten E(g)=0 und (gleichen) Varianzen Var(e)=o0’>0 fir

i =1,---,n. Ist der Fehlervektor beispielsweise multivariat normalverteilt, so erhdlt man das Vertei-
lungsmodell

PY = N (DB.o’1)

mit der Einheitsmatrix I. In diesem Fall stimmt die angegebene Losung des quadratischen Minimie-
rungsproblems mit dem Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Parametervektor B {iiberein; dies
ist sofort aus der Form der zugehorigen Dichte ersichtlich (vgl. Abschnitt I11.9 im Skript zur STO-
CHASTIK):

1 1 2
- —— lv—D
27.‘-0-2 n exp[ 20_2 |y l3||

F) = ——rexp| 51y~ DB [y ~ D)= yeR"

270’

161



V. Verallgemeinerte lineare Modelle

Dieser Schétzer ist auch im allgemeinen Fall erwartungstreu, wie das folgende Resultat zeigt.
Lemma 43. Der Zufallsvektor Y sei von der Form
Y=Dp+e¢

mit einem Fehlervektor (Zufallsvektor) & = (51,---,5 )tr, dessen Koordinaten die Erwartungswer-

n
ten E (ei) =0 fir i =1,---,n besitzen mdgen, und einer Design-Matrix D mit vollem Rang. Dann
ist

ﬁ — <DtI’D>_1 DtI’Y
ein erwartungstreuer Schitzer fir .

Beweis: Durch Nachrechnen erhilt man

Ef=E ((D”D)_l D”Y) =(D'D) D"E(Y)=(D'D) D'Dp=F§.

Die bisherigen Betrachtungen zur linearen Regression waren im Wesentlichen an stetig skalierten
(metrischen) Merkmalen X; orientiert. Die Designmatrix ergab sich deshalb aus den linear unab-

héngigen Funktionensystemen { f, }keN, ausgewertet an den Stellen x,. Im diskreten Fall gibt es im

Unterschied dazu keine metrischen erkldrenden Grofen. Statt dessen werden die betrachteten Zu-
fallsvektoren Y nach Kombinationen (meist) mehrerer Gruppen differenziert. Die Merkmale der
Gruppierung konnen rein kategoriell sein (z.B. Geschlecht: m(édnnlich), w(eiblich)) oder einer ge-
wissen plausiblen Ordnung unterliegen (z.b. Altersgruppen 18 — 40, 41 — 60, iiber 60 Jahre).

Ziel ist es, fiir jede Merkmalskombination aus den Gruppen einen Regressor zu finden, so dass die
systematische (d.h. Erwartungswert-)Komponente jeder Beobachtung die Summe der Regressoren
aller Merkmalskombinationen ist. Die Design-Matrix enthélt dann nur Einsen und Nullen so, dass
eine Inzidenz zwischen den Beobachtungen und den Merkmalskombinationen gegeben ist.

Die Merkmalskombinationen aus den verschiedenen Gruppen werden hiufig auch als ,,Zellen* be-
zeichnet.

Zur Vereinheitlichung der Notation nehmen wir an, dass es insgesamt d unterschiedliche Gruppen
gibt, und dass jede Gruppe j durch k; Merkmale charakterisiert ist. Ferner nehmen wir zur Ver-

einfachung an, dass pro Merkmalskombination genau eine Beobachtung (Zufallsvariable) vorliegt.

d
Die Gesamtzahl n der Beobachtungen ( = Anzahl der Zellen) ist dann gegeben durch n = H k..

i=l1

Jeder betrachteten Zufallsvariablen kann unter diesen Bedingungen in linearen Modellen ohne

Wechselwirkung ein Multi-Index (i1 Syl ) zugeordnet werden, der angibt, auf welches Merkmal
I; in der j-ten Gruppe sich die Beobachtung bezieht. Die Regressoren B lassen sich dabei in der
Form
tr
B = (/8115'”3/8”(1Jﬂzla"'562k25".,ﬁd1,”'56dkd )
darstellen.
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Der unterstellte statistische lineare Zusammenhang ist in Modellen ohne Wechselwirkung dann
gegeben durch

i, =B+ 0+t By, & (*)

[fir unkorrelierte Fehlervariablen Ei i mit E (ei],_, ) =0, Var (sil iy ) =g’ ].

g g
Die zugehorige Designmatrix D enthélt hier je Zeile genau d mal eine Eins und sonst lauter Nullen.

Modelle mit Wechselwirkung wiirden zusitzliche Regressoren beinhalten, die einen gleichzeitigen
Einfluss bestimmter Zellen abbilden, z.B. mit einem (Multi-) Index in der Form §,,;, o.4.

In der Regel liegen pro Merkmalskombination mehrere (stochastisch unabhingige) Beobachtungen
Yi oY vor. Diese Situation wird aber meist nicht separat (z.B. in einem erweiterten

Kontext) modelliert.

i igsm

Modelle ohne Wechselwirkung konnen empirisch z.B. durch Parallelitaten in Mittelwertplots iden-
tifiziert werden.

Beispiel 39. Erfasst werden sollen Krankheitskosten abhéngig von der Altersgruppe (18 — 40, 41 —
60, ab 61 Jahre) und dem Geschlecht (m/w). Dies impliziert eine tabellarische Darstellung von 3
Zeilen und 2 Spalten; fiir B kann man hier zur besseren Veranschaulichung und Reduzierung des

Indizierungsaufwands z.B. B =(a,,0,,04,03,0,)" schreiben. Dabei steht o fiir die jeweilige Al-
tersgruppe und 3; fiir das Geschlecht. Mit dieser Umindizierung ergibt sich aus (*) die Darstellung

Yij :Oé|+ﬁj +€ij’ izl:'“737 J:L’Z

Diesem Ansatz liegt die Vorstellung zu Grunde, dass sich die systematischen Einfliisse auf die Ko-
sten additiv aus den unterschiedlichen Alters- und Geschlechtsmerkmalen ergeben.

Die Design-Matrix hat hier demnach die Gestalt

1 0 010

1 0 0 01

01 010
D= .

01 0 01

0 01 10

0 01 01

Dieses Modell ist ersichtlich wechselwirkungsfrei. Bei einem Modell mit Wechselwirkungen wire
folgender Ansatz zu wihlen:

Yij - ai +/8] +’yu +8ij’ I - 1,"',3, j - 1,2
Der Vektor der Regressoren wire hier gegeben durch

tr
B - (ala&zaﬁlaﬁzaﬁyvlla7127713’721’7227723)
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mit einer erheblich groferen Designmatrix D (die aber auch wieder nur Nullen und Einsen enthélt).
Im wechselwirkungsfreien Modell gilt nach obigem

E(Y,)=0+8;, i=1--3 j=12.

Liegen pro Zelle ij mehrere (unabhéngige) Beobachtungen Y, , k =1,---,m vor, so kann man zur

ijk >
Uberpriifung der Annahme der Wechselwirkungsfreiheit die empirischen Mittelwerte

\?ij:iZYUk, i=1---3 j=12
mi=

betrachten. Wegen Yi~ E(Yij>: a; + 3; (nach dem Gesetz der groBen Zahlen, fiir groe Werte

von M) sollten die nach Alter bzw. Geschlecht gruppierten Mittelwertplots dann ndherungsweise
,parallel* verlaufen.

Beispiel 40. Zur Konkretisierung dieses Sachverhalts betrachten wir folgende fiktive Datenmatrix
aus einem Modell ohne Wechselwirkungen (Kosten in Mio. Euro, AG = Altersgruppe):

Zelle \ Kosten | k 1 2 3 4 5 MW

AG1,m Yine | 8,195| 8481 | 8,773 | 8,616 | 8247 | 8,463
AG2,m Yok | 10,439 | 10,569 | 10,497 | 10,372 | 10,557 | 10,487
AG3,m Y | 12,876 | 12,830 | 12,782 | 12,683 | 12,371 | 12,708
AG1l,w Y| 9935 9,134 | 9,988 | 9,220 | 9,495 | 9,554
AG2,w Yo | 11,180 | 11,884 | 11,550 | 11,466 | 11,113 | 11,439
AG3,w Y | 13,481 | 13,438 | 13,768 | 13,425 | 13,674 | 13,557

Als Mittelwertplots erhdlt man hier:

Mittetwertplot 1 Mittelwertplot 2
16 16
15 15
14 —» 14 e
= 13 ) ¢ 13 —
g 12 212
B e —
w 10 2 10
L] 9 " I g e
: .,,.a' 5 ._,_,.—-—"-‘
7 T
[+ 1 r { L {
0 1 2 3 4 0 1 2 3
Altersgruppe Geschlecht
links: rot: w, blau: m rechts: griin: AG 3, rot: AG 2, blau: AG 1

Die Parallelitdt in den Mittelwertplots ist empirisch gut erkennbar.

Das folgende Datenbeispiel stammt aus einem Modell mit Wechselwirkungen:

Zelle \ Kosten | k 1 2 3 4 5 MW

AG1,m Yi | 8,871 | 8,000| 8809 | 8,752 | 8473 | 8,599
AG2,m Youe | 11,209 | 11,654 | 11,105 | 11,344 | 11,715 | 11,405
AG3,m Ysue | 12,315 | 12,014 | 12,583 | 12,476 | 12,182 | 12,314
AG1,w Yioe | 9,481 | 9,203 | 9,354 | 9,755| 9,602 | 9,479
AG2,w Yoo | 10,143 | 10,955 | 10,749 | 10,931 | 10,056 | 10,567
AG3,w Ysox | 14,950 | 14,241 | 14,896 | 14,172 | 14,175 | 14,487
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Als Mittelwertplots erhdlt man hier:

Mittelwertplat 1 Mittelwertplot 2
16 16 -
1 16
P =
14 / 14
w13 v 13
FRE] ST ) *—
24 o~ g [
5 1 211
e —
9 = < 9 e
8 g
7 7
6 T | &
0 1 2 3 4 0 1 2 3
Altersgruppe Geschlecht

links: rot: w, blau: m rechts: griin: AG 3, rot: AG 2, blau: AG 1

Eine durchgehende Parallelitiit in den Mittelwertplots ist nicht erkennbar, die Linien tiberschneiden
sich zum Teil.

In der Praxis treten hdufig auch Mischfille aus diskreten und metrischen Merkmalen auf, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 41 (Kraftfahrzeug-Teilkasko-Versicherung). Betrachtet werden die diskreten Merkmale
Fahrzeugwert (Auspriagungen niedrig / mittel / hoch) und das stetige Merkmal Jahresfahrleistung.
Abhingige Variable ist der Jahresgesamtschaden einer Kfz-Teilkasko-Police, fiir den eine propor-
tionale Abhédngigkeit von der Jahresfahrleistung mit einem additiven Einfluss des Fahrzeugwerts
unterstellt wird. Beobachtungen liegen fiir folgende Merkmalskombinationen (Zellen) vor:

Zelle | Fahrzeugwert | Jahresfahrleistung
1 niedrig 12000 km
2 niedrig 17000 km
3 niedrig 23000 km
4 mittel 15000 km
5 mittel 21000 km
6 mittel 27000 km
7 mittel 31000 km
8 hoch 15000 km
9 hoch 21000 km
10 hoch 35000 km
11 hoch 42000 km
12 hoch 51000 km

Eine mogliche Designmatrix ist hier gegeben durch
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12000
17000
23000
15000
21000
27000
31000 |
15000
21000
35000
42000
51000

—_— e = = = OO OO O O O

S O O O OO OO DO e e
O OO OO DO = = m = O O O

Die ersten drei Spalten beschreiben dabei den EinfluB3 des Fahrzeugwerts (Achsenabschnitt fiir die
lineare Regression), die vierte Spalte beschreibt den Einfluss der Jahresfahrleistung (Steigung fiir
die linare Regression).

Als lineares statistisches Modell erhdlt man somit (abgeleitetet aus der tabellarischen Form)
Yi,ji = /6i + ﬂ4xji + 6i,ji s I - 132937 j] - 172739 jz - 19" '549 j3 - 17”'95'
Die Regressionsparameter konnen wie folgt interpretiert werden:

e Die 3, i =1,2,3 bilden den Unterschied zwischen den verschiedenen Fahrzeugwerten ab,

e (3, bildet die Steigung des linearen Pradiktors pro Kilometer Jahresfahrleistung ab.

Die Abwesenheit von Wechselwirkungen duflert sich im Parallel-Verlauf der drei aus dem Erwar-
tungswert der Y; ; gebildeten Regressionsgeraden y; = [, + 3,X (gemeinsames (3, fiir alle Fahr-

zeugwerte).

Zur Konkretisierung dieses Modells betrachten wir folgende fiktive Datenmatrix (Kosten in Euro):

Zelle Kosten
391

460
555
718
828
897
967
1046
1128
1295
1477
1599
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V. Verallgemeinerte lineare Modelle
Als einzelne Regressionsgeraden erhilt man mit den (individuellen) Schitzverfahren von oben:

16004 Schaden y= 799, 87+ 0,0155X

1400 y = 497,764 0,0151x
12007

10001 y =209,7140,0149x
8001
5001
4007
2001

km
0 10000 20000 30000 40000 50000

Fahrzeugwerte: rot: niedrig / blau: mittel / braun: hoch

Die Parallelitit der Regressionsgeraden ist empirisch gut erkennbar und wird durch die numerisch
fast gleichen Steigungswerte bestétigt. Als Gesamt-Schétzer fiir B erhélt man dagegen:

201,18
489,85

(802,84
0,1543

B _ (])tr]))7l D'Y

Man beachte, dass die aus allen Daten gemeinsam geschitzen Parameter 3,,---, 3, geringfiigig von
den einzelnen Regressionsschétzern in der Graphik oben abweichen.

Bemerkung: Dieses Modell ist wegen der Parallelitit der Regressionsgeraden ein lineares statisti-
sches Modell ohne Wechselwirkungen. Wechselwirkungen ldgen z.B. vor im Fall, dass die Stei-
gung des linearen Pridiktors pro Kilometer Jahresfahrleistung fiir verschiedene Fahrzeugwerte un-
terschiedlich sind.

V. 3. Verallgemeinerte lineare Modelle

In vielen Anwendungen ist ein strikt linearer Zusammenhang zwischen den Erwartungswerten der
betrachteten Zufallsvektoren Y und dem Parametervektor p vermoge der Beziehung E(Y)=Dp
nicht gegeben bzw. nicht gerechtfertigt, z.B. wenn man funktionale Abhéngigkeiten von Schaden-
eintrittswahrscheinlichkeiten beziiglich kategorieller Merkmale wie Geschlecht oder Altersgruppen
modellieren will. In verallgemeinerten linearen Modellen (engl.: generalized linear model, GLM)
transformiert man daher den linearen Prediktor DB in geeigneter Weise. Unterstellt man fiir die
Verteilung der Komponenten des Zufallsvektors Y geeignete Exponentialfamilien, so lassen sich
iiberraschend einfache Gleichungen zur Schidtzung des Parametervektors p mit der Maximum-

Likelihood-Methode herleiten, die meist explizit - zumindest auf numerische Weise - 16sbar sind.

Zur Vereinfachung der Notation flihren wir folgende Bezeichungen zur Charakterisierung eines
verallgemeinerten linearen Modells ein, das aus folgenden Modellkomponenten besteht:
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V. Verallgemeinerte lineare Modelle

Einem n-dimensionaler Zufallsvektor Y =(Y,,---,Y, )tr mit n € N; die Y, werden auch Respon-

se-Variablen genannt. Die Verteilung jedes Y, gehort zu einer einparametrigen Exponentialfa-
milie mit Dichten der Form

yU; +a(y, ;) —b(¥)

T

in(y;ﬁi):exp{ }’ 19i€@7'i’ izla”'ana YGR

beziiglich eines dominierenden Mafles 1, wobei die 7, > 0 sogenannte StOrparameter darstel-
len (in der Versicherungstechnik entspricht 7, meist einer Varianz und damit 1/7, einem Vo-

lumenmaR), mit b"(d),) >0 fiir alle ) € ©_, den natiirlichen Parameterrdumen

@n — {ﬁEleeXp w]u(dy)<m}’ izl,---,n
T,

dem zugehérigen Erwartungswert-Vektor p = (g,---,p1, )" mit g1, = E(Y,)

X X o Xy
Xl
. . Xy Xy ot X . .
der Design-Matrix D=|"2' "2 | 201—=] * | der (bekannten) Kontroll- bzw. Einfluss-
Xn
an Xn2 Xnd

grofen (mit Zeilenvektoren X;)

einer sogenannten Linkfunktion g:R DG — R (mit einer offenen Teilmenge G), die zweimal

stetig differenzierbar ist mit g'= 0 auf G; die (dann existierende) Umkehrfunktion h= g™
heiflt auch Response Funktion
der komponentenweisen Beziehung
n:=g(w)=DP
bzw.
n=9(w)=xp furi=1L---,n

Bemerkung: Die letzte Bezichung 146t sich auch mit der Umkehrfunktion h schreiben:

p=h(DB)
bzw.
1 =h(x,B) fir i =1,--,n.

Lemma 44. Unter den obigen Bedingungen an ein GLM gilt

i =E, (Y,) =D'(3), Var, (¥,) =7, -b"(¥) fiir i =10,
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V. Verallgemeinerte lineare Modelle

: . R b<7—i'1§i> . .
Beweis: Durch die Umparametrisierung o, :=—, b(ﬁ):z— erhédlt man die kanonische
T

i T

Darstellung
in (y;0) = eXP{yﬁi +a(y) - b(ﬁi)}

mit einer geeigneten Abbildung &(«) und daraus nach Satz 14

E<Yi): 6'(&):%6(&.):%M: b'(T' '&i):b'("‘w

sowie

Var(Y,)=b"(d))

Es soll jetzt gezeigt werden, dass die beiden unterschiedlichen Parametrisierungen der Verteilung
des Zufallsvektors Y - zum einen iiber den Parametervektor & = (d,,---,9, )n, zum anderen iiber

die Regressoren P = ( Birey By )tr - in einem sinnvollen funktionalen Zusammenhang stehen, der es

erlaubt, die Regressoren ohne separate Bestimmung von 9 zu schitzen.

Aus der Voraussetzung b"(+) >0 folgt zundchst die Monotonie von b'(+), so dass die Gleichun-
gen
i = Eﬂi <Yi) =b'(¥)), i=L---,n
eindeutig nach ¢, aufgeldst werden konnen, in der Form
-1

U= 1#(/4), i =1,---,n mit der Umkehrfunktion v = (b')

Damit ergibt sich aber auch ein direkter Zusammenhang zwischen 9 und p vermdge der Bezie-
hung

ﬂ:¢<”>:¢°h(DB) bzw. ¥, :¢(Mi):¢°h<xil3)> I=1-,n.

Ferner erhilt man noch fiir die Varianzen die Beziehungen
alz - Ti .b"(/ﬂi) - 7—i 'b"<¢(:ui))a I - 1:'“7”:

die fiir eine pragmatische Identifikation eines geeigneten verallgemeinerten linearen Modells wich-
tig sind. Die Abbildung b"o 1) heifit in diesem Zusammenhang auch Varianzfunktion; sie wird {ibli-

cherweise mit dem Symbol V bezeichnet.

Einen besonders wichtigen Spezialfall beschreibt
Definition 17. Die Linkfunktion g heifit natiirlich (auch kanonisch), wenn g = = (b‘)f1 gilt.
Bei natiirlichen Linkfunktionen erhélt man die stark vereinfachte Beziehung

g(n)=9=n=DB.
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V. Verallgemeinerte lineare Modelle

Im Folgenden werden wir nur noch verallgemeinerte lineare Modelle mit natiirlicher Linkfunktion
betrachten. Fiir die Score-Funktionen (d.h. die partiellen Ableitungen der log-Likelihood-Funktion)
erhilt man dann folgendes Resultat.

Lemma 45. Gegeben sei ein verallgemeinertes lineares Modell mit natiirlicher Linkfunktion g. Der
Vektor U, (B)=(U,, (B), .U, (B)) der Score-Funktionen bzgl. des Parametervektors B ist dann

gegeben durch

n

Uy (B)=S225(Y, —h(x)), j=1--.d.

i=1 Tj
Beweis: Fiir die log-likelihood-Funktion erhilt man
=Y Inf, (Y;0)= Zi{viﬂi —
i=1 ' i=1 T;

und daraus durch Bildung der partiellen Ableitungen

a 9
U, (B)= 6ﬁ ,.ZI: i{Y,ﬂ, b(¥)} = ZlT{Y—JxB—%b(ﬁ)}
e Ve Y Ol

=X;j

n

£ E A ) s

i=1 7—|

Bemerkungen:

1) Wenn die Storvariablen 7, alle identisch sind, also 7, = 7 > 0 gilt, vereinfacht sich die Darstel-
lung des Score-Vektors wie folgt:

U, (§)= D" (Y~ h(Dp))

ii) Einen Maximum-Likelihood-Schétzer (ML-Schitzer) fiir f erhélt man iiber U, (B)=0. Die

Losung ist eindeutig bestimmt, sofern die Design-Matrix D vollen Rang hat; vgl. hierzu etwa
die Argumentation in PRUSCHA (2000), Kapitel VII, Abschnitt 2.3. Fiir den Fall, dass die De-
sign-Matrix vom Inzidenz-Typ ist (z.B. bei kategoriellen Merkmalen), gibt es in der Regel meh-
rere Losungen. Eine Eindeutigkeit der Losung kann jedoch durch lineare Zusatzbedingungen
erreicht werden; vgl. hierzu etwa PRUSCHA (2000), Kapitel III. Fiir Anwendungen im Versiche-
rungsbereich spielt das aber keine wesentliche Rolle, weil der lineare Prediktor O = D fiir alle

Losungen identisch ist und nur dieser in die Verteilung der Response-Variablen eingeht, welche
z.B. Grundlage einer Tarifierung ist. Alternativ kann man durch Streichen passender Spalten
von D (und damit auch zugehdriger Parameterkomponenten) die Designmatrix in eine mit vol-
lem Rang tiberfiihren.

iii) Im Falle eines einfachen linearen Modells gilt g(u) = 1 = h(u), so dass sich - bei vollem Rang
von D - der ML-Schitzer fiir B aus der Gleichung D" (Y— h (DB)) =0 zu der bekannten L6-

sung = (D”D)AD”Y ergibt.

170



V. Verallgemeinerte lineare Modelle

iv) Liegen fiir den Zufallsvektor Y mehrere stochastisch unabhéingige Kopien Y,,---,Y, mit re N

vor, so zeigt der Beweis zu Lemma 45 unter Beachtung von Lemma 40, dass die resultierenden
Score-Funktionen durch

Uy (B) = 3025 (Y —h(xp)) =1,

ij
m=1 i=1 Tj

gegeben sind. Den ML-Schétzer fiir B erhélt man dann aus den Gleichungen

n

Zﬁ(ﬂ—h(xiﬁ))za j=1--,d,

i=1 Tj

;
wobel Y, = lZ:Yim das arithmetische Mittel der Kopien von Y; bezeichnet.
r

m=1

Die folgende Tabelle enthilt fiir einige wichtige verallgemeinerte lineare Modelle mit natiirlicher
Linkfunktion g die wesentlichen Informationen. Vgl. hierzu auch MCCULLAGH UND NELDER,

(1989). Hierbei bezeichnet abweichend von der iiblichen Konvention B*(m,p) mit me N und

pe (O,l) eine skalierte Binomialverteilung iiber der Menge {l,z,---,l}, die sich als Verteilung
m m

von X ergibt, wenn X einer B(m, p)-Verteilung gentigt.
m

Lemma 46. Es gilt (mit der {iblichen Parametrisierung der Verteilungen):

Verteilung N(,8%) P(N) B*(m, p) I'(a,\)
1 2
Wertebereich | (—00,00) {0,1,2,--} {O,E,E,m,l} (0,00)
% K In A ln[ P ] —A
l1-p «
] Sz | Il Il
m o7
¥? , )
b() = e In(1+e") —In(—9)
1
1, , 1. |7 1
a(y,7) ——(y +Tln(27r7')> —In(y!) —In (r—Dlny—InT—7Inl|—
2 T 1 T
-
e’ 1
9 9 s -
() e T 5
1
g(p) I In ln[ = J ——
1—p p
V(1) 1 I (1= p) w
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V. Verallgemeinerte lineare Modelle

Beweis: Bei der Normal- und Poisson-Verteilung sowie der Gammaverteilung ergeben sich die
natiirliche Parametrisierung sowie die daraus abgeleiteten Grof3en unmittelbar aus den Lemmata 37
und 41. Die Angaben zur skalierten Binomialverteilung ergeben sich aus der Darstellung

P(Y

y) " ]pmy(l— p)™ ™ fiir yE{O,i,g,---,l}.
m m m

Zum Abschlufl dieses Abschnitts wollen wir noch zwei typische Anwendungsbeispiele aus der Ver-
sicherungspraxis vorstellen.

Beispiel 42. Die folgende Tabelle enthalt die Anzahl von Versicherungsleistungen aus einem Kfz-
Geschift der letzten 10 Jahre, gruppiert nach Geschlecht G (m / w), Fahrerfahrung FE (kurz / lang)
und jahrlicher Fahrleistung FL (hoch / niedrig).

G /FE/FL|Jahr 1|Jahr 2|Jahr 3 |Jahr 4| Jahr 5|Jahr 6| Jahr 7| Jahr 8| Jahr 9| Jahr 10| MW | emp. Varianz

m / lang / niedrig 52 55 51 46 66 71 65 61 62 62| 59,1 60,99
m / lang / hoch 91| 100 96| 108| 109 117 86| 106 89 98(100,0 98,67
m / kurz / niedrig 71 72 74 76 61 74 66 85 91 68| 73,8 77,29
m/kurz/hoch| 101| 119 109 124 118 106| 115| 116 141 120(116,9 120,54
w / lang / niedrig 42 67 61 53 49 46 52 50 57 56| 53,3 53,34
w / lang / hoch 88 79 58 80 79 83 88 82 77 91| 80,5 83,83
w / kurz / niedrig 61 65 67 62 56 55 63 60 49 42| 58,0 59,33
w / kurz / hoch 97 85| 119 84| 101 93 97| 100 94 101| 97,1 95,88

Die Daten sollen an ein verallgemeinertes lineares Modell angepal3t werden.
Eine pragmatische Vorgehensweise ist die folgende:

1. Bestimmung eines geeigneten Verteilungsmodells anhand eines empirischen Varianz-Mittel-
wertplots:

130

120 .
y = 0,9997x + 1,4236

110

100 ¥

90

80
70

emp. Varianz
»

60

50

40 T T T T T T
50 60 70 80 90 100 110

emp. Mittelwert

120

Die eingezeichnete Regressionsgerade hat eine Steigung von ndherungsweise 1, dies legt nach
Lemma 46 ein Poisson-Modell nahe.
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V. Verallgemeinerte lineare Modelle

2. Ermittlung einer geeigneten Design-Matrix:

Im Poisson-Modell ist der Logarithmus die natiirliche Linkfunktion. Zur empirischen Priifung
einer Wechselwirkungsfreiheit kann man also die logarithmierten Mittelwerte heranziehen, die
in der folgenden Tabelle wiedergegeben sind:

4.90
4.80
4.70
4,60
= 4.50
= 440
£ 400
4.20
4,10
4,00
380

Mittelwertplot, gruppiert nach
Geschlecht und Fahrerfahrung

G/ FE / FL|Gruppen Plot 1|Gruppen Plot 2 |Gruppen Plot 3 |In(MW)
m / lang / niedrig 1 1 1 4,08
m / lang / hoch 1 2 2 4,61
m / kurz / niedrig 2 1 3 4,30
m / kurz / hoch 2 2 4 4,76
w / lang / niedrig 3 3 1 3,98
w / lang / hoch 3 4 2 4,39
w / kurz / niedrig 4 3 3 4,06
w / kurz / hoch 4 4 4 4,58
= . : ! :
= ' Zs = Z
= e Fi e ot Vi 7
PP e Z 2 40 # L
. S i 72 B A £
by 7 77 o 77 7
410 7 L 410 Z 7
w '.—-"""". o w :/ 4.00 : L)
1 < 3 4 5 o 1 . L 4 5 o A 3 4 5

Mittelwertplot, gruppiert nach
Geschlecht und Fahrleistung

Mittelwertplot, gruppiert nach
Fahrerfahrung und Fahrleistung

Alle Plots zeigen eine hinreichend sichtbare Parallelitét, so dass die Annahme einer Wechsel-
wirkungsfreiheit plausibel erscheint. Dies legt folgenden Modellansatz nahe:

In gy = o5 + B, +, fur i, j,k=12,

wobei « das Geschlecht, 3 die Fahrerfahrung und ~ die Fahrleistung repréasentiert. Als Para-

metervektor B ergibt sich damit

sowie als Designmatrix

B = (a1=azaﬁlaﬁza71a72)tr

OO O O OO = = =

e e e e = I o T s B
O O == OO =
—_— = OO = = O O
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V. Verallgemeinerte lineare Modelle

Diese Matrix besitzt allerdings nicht den (maximalen) Rang 6, sondern lediglich den Rang 4,
wie man z.B. mit Hilfe des Gaul3’schen Algorithmus feststellen kann.

Schitzung von B mit der Maximum-Likelihood-Methode:

Da 10 unterstellt unabhingige Kopien der zugehdrigen Zufallsvariablen Y,,i=1,---,8=n
(nach Umindizierung) vorliegen, kann wegen 7 =1 der Parameter § durch Ldsen von

ixij <Y_i_eXp(XiB>> :ZS:XH [Y_i_eXP[i:XikBkJ]: 0, j=1--,6=d

bestimmt werden. Im Poisson-Modell mit Designmatrizen vom Inzidenztyp wie oben ergibt
sich dabei eine praktische Vereinfachung, wenn man ¢, = exp(Bk) >0 fiur k=1,---,d setzt.

Man erhélt dann das (nicht-lineare) Gleichungssystem

n d n
injngkxik :ZXIJY_I’ j:l)...’d,
=1 k=l ol

welches nach den Unbekannten &, aufzuldsen ist. Im letzten Schritt ergibt sich dann B, = In§,

fiir kK =1,---,d. Im betrachteten Beispiel lautet das Gleichungssystem

§6:6s T E68 6686 T 6EE =349,8
6,685 +E6,86 + 6,646 +6,6,6 = 288,9
§i6:6s 6638 + 668 + 6,88, =292.9
§1848s T E8u8e T EE6,8 6,6, = 345,8
G686 +EEE +EEE +EEE =244.2
616366 T §16ubs T 62638 + 6,648 = 394,5
Dieses Gleichungssystem ist allerdings nicht eindeutig l6sbar. Eine eindeutige Losung erhilt

man aber z.B. durch Streichen der vierten und sechsten Spalte der Designmatrix (der resultie-
rende Rang ist dann 4) bzw. durch die Fixierung von (3, := 3, :=0 bzw. {, :=¢, :=1. Die Lo-

sung ist dann - auf vier Stellen gerundet - gegeben durch

K 1 2 3 4 5 6
& |116,9765 | 96,6108 | 0,8470 | 1,0000 | 0,6190 | 1,0000

B, 4,7620 | 4,5707 | —0,1660 | 0,0000 | —0,4796 | 0,0000

Als Schitzung fiir den linearen Prediktor ergibt sich damit
d=Df= (4,1164 45960 4,2824 4,7620 3,9251 4,4047 4,0911 4,5707)tr

sowie

A

ﬁ:exp(ﬂ):(6l,338 99,087 72,414 116,980 50,658 81,835 59,806 96,612)" .

(Man vergleiche dieses Ergebnis mit den Mittelwerten aus der gegebenen Datentabelle.)

Bemerkung: Auch ohne die Fixierung gewisser Parameter ergibt sich aus jeder Losung p des

Gleichungssystems stets der gleiche Prediktorwert 9= Dp.
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V. Verallgemeinerte lineare Modelle

Beispiel 43. Die folgende Tabelle enthilt die Schadenzahlungen in Mio. € aus einem Kfz-Geschéft
der letzten 10 Jahre, gruppiert nach Geschlecht G (m / w), Fahrerfahrung FE (kurz / lang) und jahr-
licher Fahrleistung FL (hoch / niedrig).

G/FE/FL

Jahr 1

Jahr 2

Jahr 3

Jahr 4

Jahr 5

Jahr 6

Jahr 7

Jahr 8

Jahr 9

Jahr 10

MW

Varianz

m/ lang / niedrig

213,69

53,08

73,45

95,63

170,59

66,81

196,46

209,83

73,77

53,80

120,71

4648,22

m / lang / hoch

208,15

275,56

210,95

54,08

172,13

440,83

300,68

158,55

88,62

68,23

197,78

14171,25

m / kurz / niedrig

114,17

157,10

18,77

127,78

385,86

61,07

71,32

199,87

167,92

171,29

147,52

10219,67

m / kurz / hoch

140,40

642,65

112,94

441,62

235,68

90,95

231,98

205,15

88,80

249,92

244,01

30572,77

w / lang / niedrig

151,87

39,68

100,47

52,69

114,14

84,16

38,63

61,79

96,52

241,55

98,15

3806,35

w / lang / hoch

350,08

96,87

32,60

93,45

312,47

149,23

80,15

186,12

93,74

234,69

162,94

11231,28

w / kurz / niedrig

113,20

164,61

131,93

139,06

44,83

114,79

52,45

216,52

39,59

195,28

121,23

3801,89

w / kurz / hoch

456,81

189,89

103,23

176,73

32,11

148,29

155,21

85,60

347,58

281,65

197,71

16701,27

Die Daten sollen an ein verallgemeinertes lineares Modell angepalit werden.

Eine entsprechende pragmatische Vorgehensweise ist wieder die folgende:

1. Bestimmung eines geeigneten Verteilungsmodells anhand eines empirischen Varianz-Mittel-
wertplots: da die empirische Varianz offensichtlich iiberproportional mit dem empirischen Mit-
telwert wichst, werden die logarithmierten Werte gegeneinander aufgetragen:

10,5

y = 2,4069x - 2,9979

10,0

9.5

9.0

In(emp. Varianz)

8,5

L

8.0
44

4,6

48

5,0

52

In(emp. Mittelwert)

54

5,6

Die eingezeichnete Regressionsgerade hat eine Steigung von etwas oberhalb von 2, was einen
quadratischen Zusammenhang nahelegt. Ein passendes Modell ist daher nach Lemma 43 das
Gamma-Modell.

Ermittlung einer geeigneten Design-Matrix:

Im Gamma-Modell ist das negative Inverse die natiirliche Linkfunktion. Zur empirischen Prii-
fung einer Wechselwirkungsfreiheit kann man also die entsprechend transformierten Mittelwer-
te heranziehen, die in der folgenden Tabelle wiedergegeben sind:
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V. Verallgemeinerte lineare Modelle

G/ FE / FL|Gruppen Plot 1|Gruppen Plot 2|Gruppen Plot 3| — 1/ MW

m / lang / niedrig 1 1 1| —0,0083

m / lang / hoch 1 2 2| —0,0051

m / kurz / niedrig 2 1 3| —0,0068

m / kurz / hoch 2 2 4| —0,0041

w / lang / niedrig 3 3 1| —0,0102

w / lang / hoch 3 4 2| —0,0061

w / kurz / niedrig 4 3 3| —0,0082

w / kurz / hoch 4 4 4| —0,0051

- R || . | -

- I | o i o I —

e Grppe S Gruppe Dz T

Mittelwertplot, gruppiert nach Mittelwertplot, gruppiert nach Mittelwertplot, gruppiert nach
Geschlecht und Fahrerfahrung Geschlecht und Fahrleistung Fahrerfahrung und Fahrleistung

Alle Plots zeigen auch hier eine hinreichend sichtbare Parallelitit, so dass die Annahme einer
Wechselwirkungsfreiheit wieder plausibel erscheint. Dies legt folgenden Modellansatz nahe:
L 4B fiir k=12,
Hijk

wobei « das Geschlecht, 3 die Fahrerfahrung und ~ die Fahrleistung repréasentiert. Als Para-
metervektor B ergibt sich damit wieder

tr
B= (alaazaﬁleﬂza71e72)
sowie als Designmatrix

1 01 010
1 01 0 0 1
1 0 01 10
D:lOOIOI,
011010
01 1 001
01 011@60
01 01 01

Diese Designmatrix ist identisch mit der aus Beispiel 42 und besitzt lediglich den Rang 4.
Schitzung von B mit der Maximum-Likelihood-Methode:

Da wieder 10 unabhdngige Kopien der zugehdrigen Zufallsvariablen Y,, i =1,---,8 =n (nach

Umindizierung) vorliegen, kann bei einem unterstellten konstanten Storparameter 7 der Para-
meter B durch Losen von
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V. Verallgemeinerte lineare Modelle

8
S|V | =0, j=16=d
i=1 x;p
bestimmt werden. Man erhilt dann das (nicht-lineare) Gleichungssystem
i x;p =
welches nach den Unbekannten B, aufzuldsen ist. Im betrachteten Beispiel lautet das Glei-
chungssystem
: + 1 + : + 1 =—710,02
Gi+06+0s Bi+08+8, Bi+8,+06s B+ 06+ 0
: + : + : + 1 =—580,03
B+ B+08s By+06i+08 B,+0,+06s B+ 6+ 5
1 + 1 + 1 + ! =—579,58
Bi+08+0; Bi+B+8, GL+B+06 B+5+05
1 + 1 + : + 1 =—-710,47
Bi+B+8 Bi+0,+0s But Bt B B+ 8, +0
! + : + : + : = —487,61
Gi+06+0s Bi+Bi+06s G+58+0 B+ 08+5
! 1 ! ! =—802,44

Bt Bt Be Bt Bt By Bt Bt B ot Bt B,

Um eine eindeutige Losung zu erhalten, kann wieder 3, := 3, :=0 fixiert werden. Die damit
eindeutige Losung ergibt sich - auf 5 Stellen gerundet - zu

K 1 2 3 4 5 6
B, | —0,00394 | —0,00512 | —0,00119 | 0,00000 | —0,00316 | 0,00000

mit

9=Dp = —(0,00829 0,00513 0,00710 0,00394 0,00947 0,00631 0,00828 0,00512)tr
sowie

p= h({?}) =(120,58 194,95 140,76 253,74 105,56 158,49 120,71 195,27)“.
(Man vergleiche dieses Ergebnis mit den Mittelwerten aus der gegebenen Datentabelle.)

Bemerkung: Ohne die Fixierung gewisser Parameter ergibt sich auch hier aus jeder Losung ﬁ

des Gleichungssystems stets der gleiche Prediktorwert 9= Dp.
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Bemerkung: Fiir eine Bestimmung von Losungen der ML-Gleichungen werden in der Literatur oft
das Newton-Raphson-Verfahren oder Varianten davon vorgeschlagen (vgl. etwa OHLSSON AND JO-
HANSSON ( 2010), Kapitel 3.2.3 oder DE JONG AND HELLER (2008), Kapitel 5.5). Dieses Verfahren
setzt geeignete Differenzierbarkeitsannahmen voraus (die im Kontext von GLM’s praktisch immer
erflillt sind). Ein stochastisches Suchverfahren, das ohne solche Voraussetzungen auskommt und in
sehr viel allgemeineren Situationen angewendet werden kann, wird im Folgenden beschrieben.

Satz 15 (Stochastische Maximum-Suche). Es sei D — R* fiir k € N eine nicht-leere offene Borel-
Menge von positivem Lebesgue-MaB, d.h. m“(D)> 0, und f : D - R eine beliebige stetige nicht-
konstante Abbildung mit M :=sup{ f (x)|x € D} = max{ f (x)|x € D} < oo, d.h. f nimmt auf D das
Supremum in mindestens einem Punkt an. Ferner sei {Xn}neN eine Folge stochastisch unabhingi-

ger, identisch wie X verteilter Zufallsvektoren auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit

Werten in D und der Eigenschaft, dass die Verteilung P* von X absolut stetig beziiglich m* mit
auf D positiver Lebesgue-Dichte sei. Mit der Setzung M = max{f (X)), f (Xn)} fir neN
gilt dann:

lim M, =M P-fast sicher.

n—oo

Beweis: Es sei Y, := f (X ) fir neN. Dann ist {Y,}  eine Folge stochastisch unabhingiger D-
wertiger identisch wie Y verteilter Zufallsvariablen auf (Q, A, P) mit M = max {Yl,- . -,Yn} fir alle

neN. Die Folge {M, }  ist trivialerweise (schwach) monoton wachsend und nach oben durch M

beschrinkt, also liberall und damit insbesondere P-fast sicher konvergent gegen eine reelle Zufalls-
variable Z. Wir zeigen, dass die Folge {Mn}neN schwach gegen M konvergiert. Dann folgt ndm-

lich Z=M P-fast sicher (vgl. die Sdtze 36 und 40 im Skript zur STOCHASTIK). Wir betrachten
dazu die Verteilungsfunktion von M, die gegeben ist durch

Fu ()= P[ﬁ{Yi <z}

Hierbei bezeichnet F, die Verteilungsfunktion von Y. Dabei gilt nach Voraussetzung:

=][P(Y, <z)=F (2)" fiir zeR.
i=1

F()=1-P(f(X)>2)=1-P(Xe f'((z,M]))<1-P(X € f'((z,M)))<1 firalle z< M,

da f'((z,M))C D wegen der Stetigkeit und Nicht-Konstanz von f sowie der Existenz des Ma-

ximums von f auf D ein offenes Intervall positiven Lebesgue-MaBes enthdlt. Damit folgt aber
limF, (z) =0 fir alle z<M. Wegen F, (z) =1 fir alle z>M entspricht dies aber gerade der

schwachen Konvergenz der Folge {M,} = gegen M.

Bemerkungen:

1. Bei diesem Verfahren ist die Verteilung der Anzahl A der Updates (d.h. der gefundenen strikt

grofleren Werte in der Folge M,---,M, ) unabhingig von der Funktion f, mit dem Erwar-
N
tungswert E (A, )= %zlnN.

k=2
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. Mit diesem Verfahren 148t sich auch - zumindest approximativ - ein Wert x_ € D bestimmen,

fir den f (xmax) = M gilt. Dazu definiert man rekursiv die Folge {Z”}neN in D durch

X,, wennf (Xn+1> <f(X,) .
v Ly = fir ne N.
X,,, wennf (Xnﬂ) > f(X,)

Dann ist M, = f(Z,) fiir alle n € N. Ist der Punkt x
giert die Folge {Z,} . fast sicher gegen x, . Ist der Punkt x, € D nicht eindeutig be-

€ D eindeutig bestimmt, so konver-

max

stimmt, so enthélt die Folge {Zn }HGN eine fast sicher konvergente Teilfolge.

. Eine Beschleunigung des Verfahrens kann im Falle isolierter Maximumstellen von f dadurch
erreicht werden, dass man im Laufe der Suche die Menge D geeignet verkleinert, bis schlie8lich
nur eine einzige Maximumstelle von f in D iibrig bleibt, oder indem man die "Suchverteilung"
nach jedem groferen gefunden Funktionswert stirker um die letzte Ndherungslosung herum

konzentriert. Gilt beispielsweise D = R* und ist {Wn }HGN eine Folge stochastisch unabhéngi-
ger, identisch bivariat N (0,1) -verteilter k-dimensionaler Zufallsvektoren (d.h. mit unabhingi-
gen Komponenten), so kann man die folgende rekursiv definierte Zufallsfolge {Z,}  zur Ma-
ximumsuche verwenden:
Z,, wenn f(Z,+0-W,)< f(Z,
Z,=12,, 2, =" ( )< 1(Z,) firneZ",
Z,+o0-W,, wem f(Z +0c-W,)>f(Z,)
wobei z, € D ein beliebiger Startwert und o > 0 ein frei wahlbarer Parameter ist, der im Laufe
des Verfahrens auch (geringfiigig) abnehmen darf. Fiir allgemeinere Definitionsbereiche D
kann man analog verfahren.

Satz 15 bleibt offensichtlich richtig, wenn sup und max durch inf und min ersetzt werden. (Man
gehe einfach von f zu —f iiber.)

Satz 15 ldsst sich unter den getroffenen Annahmen mit der in 4. beschreibenen Modifikation
auch fiir eine approximative Losung einer Gleichung f(x) =0, x € D heranziechen. Mit f ist
nidmlich auch f? >0 stetig, und die Losungen der gegebenen Gleichung sind identisch mit den
Minimalstellen von f?. Gibt man jetzt ein kleines >0 vor und setzt man
N_:=inf {n eN|f*(X,)< 5}, so ist N_ eine P-fast sicher endliche Stoppzeit, und X, kann
als approximative Losung von f(x)=0, x € D angesehen werden. Liegt in D nur eine einzige
Nullstelle x, von f vor, so gilt sogar lsif(l)lXNg = x, P-fast sicher.

. Eine Beschleunigung des Verfahrens kann im Falle isolierter Nullstellen von f wie oben da-
durch erreicht werden, dass man im Laufe der Suche die Menge D geeignet verkleinert, bis
schlieBlich nur eine einzige Nullstelle von f in D iibrig bleibt, oder indem man die "Suchvertei-
lung" nach jedem kleineren gefunden Funktionswert stirker um die letzte Ndherungslosung
herum konzentriert.

. Fiir eine Anwendung zur Losung eines Gleichungssystems f;(x)=0, xe D, j=1,---,p fur

p € N mit stetigen Funktionen f,---, f , die jeweils mindestens eine Nullstelle in D besitzen,

p)
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p
kann man die Abbildung f(x):= Z f j2 (x), x€ D betrachten. Zur (approximativen) Bestim-
=1

mung von Losungen der ML-Gleichungen bei GLMs,

n

ST —h(xB)) =0, j=1--d,

i-1 T
siche oben, setzt man zweckmaBigerweise

X

f(B)=2] > 2 (x —“Y‘

=t Ui=t Tj i=1

und betrachtet dann zufillige Wahlen von B in einem geeigneten Bereich D. Die Losungen zu

den Beispielen 42 und 43 wurden auf diese Weise mit Hilfe eines Tabellenkalkulationspro-
gramms ermittelt.

Beispiel 44. Es soll ein Maximum der Testfunktion

2
sin(k“rx) fiir 0 < X <1 und ganzzahlige 1<n<m

f(x,n,m)_z %
k=n

durch stochastische Suche bestimmt werden. Je nach Wahl von n und m besitzt die Testfunktion
zahlreiche relative Extrema, wegen f(0,n,m)= f(1,n,m)=0 auch (mindestens) ein absolutes
Maximum. Fiir eine Veranschaulichung des Verfahrens wihlen wir m =100 und verschiedene
Werte fiir n. Die folgenden Graphiken zeigen den Verlauf der ausgewéhlten Testfunktionen.

flx.nm) fix.n.m)
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Fiir die stochastische Suche verwenden wir zundchst stochastisch unabhdngige Standard-Zufalls-
zahlen X,,---, X, , die einer stetigen Gleichverteilung iiber dem Intervall (0,1) entstammen. Wir

definieren rekursiv

fiir n e N, (*)

Dannist M, = f(Z,) fiir alle n € N. Die folgende Tabelle zeigt, dass - auch bei einem fiir iibliche

lokale Suchverfahren ungiinstigem Ausgangspunkt - das absolute Maximum gefunden wird. Es
wurden in den vier Fillen jeweils N =10000 Suchschritte durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind auf 4
Dezimalen gerundet. Jeder Fall wurde drei mal wiederholt.

n Z | f(Z,n,m) Z, | T(Zy,n,m) | A, Xow | F(X,,.,N,M)
11]0,8305 0,1675 | 0,6667 1,2605 8
1 | 0,4048 0,7372 | 0,6667 1,2604 | 50,6667 1,2605
10,2492 0,8299 | 0,6667 1,2596 7
20,1112 0,2006 | 0,6667 03945 | 7
20,0789 0,2267 | 0,6667 0,3935 91 0,6667 0,3945
20,5943 0,0492 | 0,6667 0,3944 | 10
30,8026 | —0,0671 | 0,5001 0,2337 | 8
310,2012 —0,1120 | 0,5001 0,2345 | 11 0,5001 0,2345
30,6244 | —0,0872 | 0,5001 0,2335 | 11
40,1074 —0,0214 | 0,6667 0,1780 8
4 | 0,8452 0,0326 | 0,6666 0,1771 | 90,6667 0,1780
4107612 | —0,0034 | 0,6667 0,1736 | 5

Alternativ benutzen wir jetzt ein beschleunigtes Suchverfahren. Dazu verwenden wir (bedingte)
Beta-Verteilungen, die nach jedem Update eine stirkere Konzentration um den zuletzt gewonnenen
Suchpunkt herum bewirken. Dazu wihlen wir in (*) nach einem Update - d.h. im Fall

f(2,)> f(Z,,) - die Zufallsvariable Z,, nach der Verteilung P> (+|Z, = X) = B[IL,E] fiir

n+1 —x'X

0 < X <1, mit einer Konstanten ¢ > 1. Es ist dann

X(1-%) o5
c+x(1—x) 20c+4

E(Z,,1Z,=X)=X und Var(Z,,,|Z, =x) =

024

017

0 02 04 08 08 ]

Graph von Var(Z,,,|Z, = X) fiir ¢ =1 [oben]---4 [unten]

n-+l1
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Die folgende Tabelle zeigt das Ergebnis in den vier Féllen mit jeweils N =10000 Suchschritten
und ¢ =3. Die Ergebnisse sind wieder auf 4 Dezimalen gerundet. Jeder Fall wurde drei mal wie-
derholt.

n Z | f(Z,n,m) Z, | T(Zy,n,m) | A, X | F(X,,.,N,M)
10,0287 0,3270 | 0,6667 1,2605 | 14
1 10,4606 0,8400 | 0,6667 1,2605 | 12| 0,6667 1,2605
10,0151 0,2485 | 0,6667 1,2604 | 12
20,7886 —0,0934 | 0,6666 0,3932 | 10
20,1885 0,1178 | 0,6667 0,3944 | 14 | 0,6667 0,3945
2104474 —0,1539 | 0,6667 0,3945 9
3102102 | —0,1664 | 0,5001 0,2342 | 10
310,6260 | —0,0596 | 0,5001 0,2344 | 80,5001 0,2345
3 10,7600 0,0469 | 0,5001 0,2339 | 14
40,1567 0,0352 | 0,6667 0,1779 | 13
40,6538 0,0642 | 0,6667 0,1779 | 10 | 0,6667 0,1780
4104832 | —0,0693 | 0,6667 0,1779 | 11

Man erkennt - erwartungsgemal - tendenziell mehr Updates und genauere Endwerte.
Beispiel 45. Es soll eine Losung des Gleichungssystems

Xy+y =1

fiir (x,y)€ D =R
'y’ —x =1

durch stochastische Suche bestimmt werden. Dazu betrachten wir die Funktion
f(x,y)= (X2y+ a —1)2 +(exy2 — x—l)2 fir (x,y)e D=R?

und suchen ein Minimum. Fiir die stochastische Suche wird analog zur letzten Bemerkung - aus-
gehend von einem Startwert z, € D - und einer Folge stochastisch unabhéngiger, identisch bivariat

N (0,1) -verteilter Zufallsvektoren {Wn }neN (mit unabhingigen Komponenten) die folgende rekur-
siv definierte Zufallsfolge {Z, }neN verwendet:

Z f(Z . > f(Z
Z, =1z, ZnH::«l " wenn (2, +0-W,) > f( ")ﬁir nez",

Z,+0-W, wem f(Z,+0-W,)<f(Z,)

wobeil wieder o > 0 ein frei wihlbarer Parameter ist.

Die folgenden Tabellen zeigen, dass bei entsprechendem Vorgehen (mindestens) eine Losung ge-
funden wird. Es wurden nacheinander jeweils 10000 Suchschritte durchgefiihrt. Die Ergebnisse
sind auf 5 Dezimalen gerundet.

o Startwert z, f(z,) Endwert z, f(zy) | Updates
2 (1,00000;1,00000) | 1,51593 | (—0,16168;0,98657) | 0,00030 9
0,01 | (—0,16168;0,98657) | 0,00030 | (—0,00787;0,99987) | 0,00000 23
0,001 | (—0,00787;0,99987) | 0,00000 | (—0,00297;0,99999) | 0,00000 8

Die zugehdrige genaue Losung wire hier x =0, y=1.
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o | Startwert z, f(z,) | Endwert z, f(zy) | Updates
2 | (—1,00000;0,00000) | 1,00000 | (—0,33520;0,96330) | 0,00001 11
0,01 | (—0,33520;0,96330) | 0,00001 | (—0,38804;0,94982) | 0,00000 14

Die zugehdrige genaue (numerische) Losung wire hier x =—0,38636, y = 0,95029.

Graph der Funktion f

Bemerkung: Aus der ersten Gleichung folgt fiir jede Losung z=(X,y), dass y >0 sein muB.
Substitution von y =+/(1+ x)e * in die erste Gleichung ergibt

h(x) =1+ Xx)e ™ (x* +(1+x)e*)—1=0.

Diese Funktion hat genau drei Nullstellen.

r0.008
r0.004

r0.00z

074 03 .2 01 0 0 ! 4 6 80 12 4

Graph der Funktion h
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Verzeichnis der Definitionen, Satze, Lemmata und Beispiele

Definition | Satz | Lemma | Beispiel | Seite Definition | Satz | Lemma | Beispiel | Seite
1 7 18 95
2 8 19 97
3 9 20 99
4 11 21| 103
12 6 104
1 13 7 104
2 15 8 105
5 16 21 105
6 18 22| 109
I 22 9 109
3 24 10 109
4 24 22 110
5 27 23| 110
8 30 23 110
9 33 24| 111
6 34 25| 112
10 36 24 115
7 39 25 116
11 40 7 119
12 42 26| 120
2 53 26 121
8 53 8 123
9 53 27 123
10 54 27| 124
3 55 9 126
1 56 28| 126
2 60 29| 130
13 62 28 131
11 66 29 132
12 66 30| 133
3 67 30 134
13 68 31| 136
4 72 31 137
14 74 32 137
4 75 10 138
14 76 32| 139
5 76 33 140
15 76 33| 141
5 77 11 141
6 78 12 143
16 79 11 143
17 83 13 145
15 84 34 145
16 85 14 145
18 89 35 146
19 91 36 147
20 92 12 148
17 93 13 148
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Verzeichnis der Definitionen, Satze, Lemmata und Beispiele

Definition | Satz | Lemma | Beispiel | Seite Definition | Satz | Lemma | Beispiel | Seite
15 149 43 162
37 150 39| 163
38 151 40| 164
16 151 41| 165
39 152 44 168
40 152 17 169
34| 153 45 170
41 153 46 171
42 154 42| 172
14 155 43| 175
35| 155 15 178
36| 156 44 | 180
37| 156 45| 182
38| 160
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