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Vorbemerkung

Hinter dem Begriff Rdumliche Statistik verbirgt sich eine Vielzahl stochastischer Methoden, die
teilweise recht unterschiedliche mathematische Hintergriinde haben, die sich aber alle mit der Mo-
dellierung und Auswertung raumbezogener zufélliger Vorgidnge befassen. Grob lassen sich viel-
leicht zwei Hauptrichtungen unterscheiden: zum einen diskrete Phanomene, die sich idealisiert in
zufdlligen ,,Punktwolken® manifestieren (Regentropfen auf dem Gehweg, kristalline Verunreini-
gungen in Metallen, Standorte von Bdumen in einem Wald usw.) oder die daraus abgeleitet werden
konnen (etwa Boole-Modelle wie Luftblasen in Brot oder Kise, Muschelbanke im Watt, Schim-
melpilzkolonien auf Wénden usw.) Der wahrscheinlichkeitstheoretische Hintergrund ist hier in der
Theorie der zufdlligen Mafse ( insbesondere Punktprozesse) und zufdlligen (abgeschlossenen) Men-
gen zu finden, die hiufig auch unter dem Oberbegriff Stochastische Geometrie oder Geometrie-
Statistik zusammengefasst werden (vgl. STOYAN, KENDALL AND MECKE (1987), D. STOYAN AND H.
STOYAN (1992), MOLCHANOV (1997,2005), SCHNEIDER UND WEIL (2000), ILLIAN, PENTTINEN, D.
STOYAN AND H. STOYAN (2008) oder GELFAND, DIGGLE, FUENTES AND GUTTORP (2010), Part IV
und V).

Auf der anderen Seite werden kontinuierliche raumliche Phinomene oft mit dem Oberbegriff Geo-
statistik in Verbindung gebracht, ein Gebiet im Uberschneidungsbereich der Linearen Statistischen
Modelle und der Theorie der Zufallsfelder, das sind Stochastische Prozesse mit mehrdimensionalen
Indexmengen. Anwendungsgebiete dieser Theorie liegen klassischerweise im Bergbau (Kohlevor-
kommen, Erze, Erdol) und in den Umweltwissenschaften (z.B. Konzentrationen von Schadstoffen
im Boden oder in der Luft). Vgl. hierzu etwa CHRISTAKOS (1992), SCHABENBERGER AND GOTWAY
(2005), DIGGLE AND RIBEIRO JR. (2005), RUE AND HELD (2005), REMY, BOUCHER AND WU (2009),
GELFAND, DIGGLE, FUENTAS AND GUTTORP (2010), Part II, ARMSTRONG (1998) und KITANIDIS
(1997).

I. Punktprozess-Modelle

Punktprozesse bilden den Einstieg in die einfachsten zufélligen rdumlichen Strukturen mit diskre-
tem Charakter. Ein wichtiger Punktprozess, der die Grundlage zahlreicher Verallgemeinerungen
bildet, ist der (homogene und inhomogene) rdumliche Poisson-Prozess, der in seiner eindimensio-
nalen Version als Markoff-Prozess in der Warteschlangentheorie, der Informatik und der Versiche-
rungs- und Finanzmathematik von fundamentaler Bedeutung ist.

I.1. Maftheoretische Grundlagen

Lemma 1: Es sei X eine nicht-leere Menge, (2),5), i €/ seien Messrdume mit einer nicht-
leeren Indexmenge /. Ferner seien 7,:X — Q) fiir i € [ beliebige Abbildungen. B:=o(T;i€ 1)
bezeichne wie iiblich die von den Abbildungen 7, erzeugte o -Algebra iiber X. Ist (€2,.4) ein wei-

terer Messraum und 7 : {2 — X eine Abbildung, so gilt: 7" ist genau dann A-B -messbar, wenn alle
Kompositionen 7,07, i € I A-B -messbar sind.

Beweis: "= ": trivial, da definitionsgemiB alle 7, B-1, -messbar sind.

"«<": &=|JT,'(B) ist ein Erzeuger von B; es reicht also, zu zeigen: T’I(Tl.’l(B.)):

i
icel

(ToT )71 (B,)e A fiiralle i € I und B, € B, was nach Voraussetzung aber gegeben ist. M

1
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I. Punktprozess-Modelle

Lemma 2: Es sei (%,B) ein Messraum und M eine nicht-leere Menge von Mallen auf B. Fiir

jedes B € B sei die Abbildung 7,: M — R definiert durch 7,(u):= p(B) fiir jedes e M (die

so definierten Abbildungen heillen Evaluationsabbildungen). 91 bezeichne die von der Gesamtheit
der Evaluationsabbildungen erzeugte o -Algebra liber M. Dann gilt:

a)
b)

d)

e)

Fiir jedes A € B und jede Borel-Menge D € B' gehért die Menge {u e M|u(A4) e D} zu 9.

Besitzt die o -Algebra B einen abzihlbaren, erzeugenden Semiring S, der eine Folge von
Mengen enthélt, deren Vereinigung X iiberdeckt und auf dem alle € M endlich sind (d.h.

alle MaBle 1 € M sind o -endlich), so gehdren alle einelementigen Mengen {,u} fir pe M zu
m, dh 7= {{u}\ ne M} ist das zu M gehorige Atomsystem. Ferner gilt dann:

{r;|E €S} ist ein Erzeuger von 9. Diese Aussage bleibt auch giiltig, wenn S lediglich ein
erzeugender Semiring von B ist.

Fir alle «o,8>0 ist die Abbildung S ;,: MxM— M:(u, V)= ap+ v M IN-OM -

messbar. Allgemeiner gilt: ist a = {an }n eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen, so ist die

eN

Abbildung S, : n>:<1 M- MAp,} - ; a, i, &QM-9 -messbar.

n=I
Es sei einschrinkend M eine Menge o -endlicher Mafle auf B. Ist (@,C ) ein weiterer Mess-

raum und £ eine nicht-leere Menge o -endlicher Malle auf C, so ist die Abbildung
S, MXL—=N:(p,r)- p@r M L-I -messbar, wobei £ die von den Evaluationsabbil-

dungen auf £ und M die von den Evaluationsabbildungen auf N, der Menge aller o -
endlichen Mafle auf B ® C, erzeugten o -Algebren bezeichnen.

Ist D € B fest, so ist die SpurmaB-Abbildung S, : M — M: > p(« N D) IM-9N -messbar.

Beweis:

a)
b)

Es gilt {4 € M|u(A4) € D} =7,'(D)€ M fiir jedes 4 € B und jede Borel-Menge D € B'.

Sei §= {Si liel } mit einer abzdhlbaren Indexmenge /. Fir wpue M definieren wir
D, = {H(S,-)} € B', i€ I. Dann gilt
M = {1/ e Mv(S,)=p(S,) firallei € I} = ﬂ{l/ eMy(S,)= M(S,.)}

icl

=({reMiv(s)eD}=N7'(D)em

icl icl
Fiir jedes n€ M gilt somit 7(S,)= p(S,) fiir alle i € I und damit wegen der aus den Voraus-

setzungen folgenden o -Endlichkeit der Mafle n =y nach dem grofen MaBfortsetzungssatz
(vgl. das Skript zur STOCHASTIK, Satz 7). Daher ist M = {u} €M, was zunidchst zu zeigen

war. Insbesondere ist damit 7 := {{M}W € /\/l} das Atomsystem zu 9. Fiir die zweite Aus-
sage konnen wir zundchst annehmen, dass alle p&€ M endlich sind. Ferner sei
M =o({r,|E€S}UT,)C M. Das System B = {B € B| 1, ist m*-messbar} ist nun aber

4



d)

e)

I. Punktprozess-Modelle

eine o -Algebra wegen 7, =7, —7, und 7 _ , = ZTBH fiir alle B < B~ und paarweise dis-

neN neN
junkte Mengen {Bn }neN CB’. Wegen SU {%} C B folgt also B= O'(S U {%}) CB CB und
damit die Behauptung. Der allgemeine Fall o -endlicher Maf3e folgt mit dem tiblichen Appro-
Ximationsargument.
Fiir i =1,2 bezeichne 7, : Mx M — M die Projektions-Abbildung auf die i-te Komponente.
Dann ist jedes 7, 90T ® -0 -messbar. Fiir jedes B € B folgt ferner:

7o (S,,(11)) = 7, (ap + Bv) = ap(B) + Br(B), also 7,08, , = ar, om + fr, o,

af

dh. 7,08 , ist M M -messbar fiir alle B € B. Damit ist aber jede Abbildung S , gerade

M @ M-I -messbar nach Lemma 1. Der allgemeine Fall ergibt sich analog wegen

7 (Su ({0 ) = 7 [i_cl:om] = WZO_C;%TB (1,):

also 7,08, = ZanT » © 7, mit den entsprechenden Projektionsabbildungen {mr, }

n=1
Fir alle BeB und CeC gilt 7,08, (,u,l/) =u® V(Bx C) =uw(B) - v(C)=T1,(1n) 7-(v),
woraus folgt, dass 7, oS, =7 0m X7 0m, IM® L -messbar ist fiir alle B€ B und CeC.
Damit folgt, dass 7,05, 9 ® £ -messbar ist fiir alle £ € B®C und damit nach dem zweiten
Teil von b) die Behauptung.

neN *

Fir alle BeB gilt 7,08,(u)=pu(BND)=1,,(1), also 7,08, =7, , mit BNDEDB,
woraus die Behauptung folgt. ®

Bemerkungen:

Das Atomsystem 7 := {{M}W € M} ist sicher dann erschopfend, wenn M abzdhlbar ist (vgl.

das Skript zur STOCHASTIK, Satz 3). Fiir liberabzihlbare M ist das nicht unbedingt so; Gegen-
beispiel: M= {5x xeX = R} (Menge aller EinpunktmaBe {iiber [R). Hier gilt

7, ({1}) ={e |lxe4d}, 7 ({0}) = {8x |x € AC} =7, ({1}) fir alle 4€B' und somit
M = {{sx |x € A}‘A € Bl}; M ist damit in gewisser Weise ,,isomorph® zur Borel’schen o -

Algebra B' (iiber die Abbildung x =2 ¢, fiir x € R), fiir die das entsprechende Atomsystem
der einelementigen Mengen gerade nicht erschopfend ist.

Der zweite Teil von Lemma 2 b) kann sofort auf endlich viele ,,Faktoren* ausgedehnt werden.

Definition 1: In der Situation von Lemma 2 sei zusétzlich (Q, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Ein Zufallselement ¢ : (,.A4) — (M, 9N) heiBt zufilliges Maf iiber B (mit Werten in M).

Bemerkungen:

GeméiB dem definitorischen Teil von Lemma 2 ist ein Zufallselement & :(£2,.4) — (M, 9N) also

genau dann ein zufilliges Mal3, wenn alle (reellwertigen!) Abbildungen {(B) =7, 0§ fiir jedes
B e B A -messbar sind im iiblichen Sinne.



I. Punktprozess-Modelle

e Die Frage, durch welche (einfachen) Bedingungen die Verteilung eines zufilligen Mal3es ein-
deutig bestimmt ist, ist nicht so leicht zu beantworten. Fiir den Fall, dass der die o -Algebra B
erzeugende Semiring S die Bedingung b) von Lemma 2 erfiillt, ist die Verteilung von ¢ ein-

deutig durch alle endlich-dimensionalen Randverteilungen bestimmt, genauer: durch die Vertei-
lungen aller Zufallsvektoren (¢(B,),--+,£(B,)) mit B,,---,B, €S fiir alle n € N. Dabei kann
man sich wegen der o -Additivitdt von MalBlen sogar noch auf den Fall von paarweise disjunk-
ten B, €S zuriickziehen. Eine Situation, in der dies zutrifft, ist im Fall von (X,B8)= (]Rd,Bd)

mit beliebiger Dimension d € N gegeben, wobei als S der Semiring der Standard-Intervalle in
R? gewihlt werden kann.

Allgemeinere Ausfiihrungen hierzu im Zusammenhang mit entsprechenden topologischen Vor-
aussetzungen findet man in KALLENBERG (1982), Kapitel 1 und 3 und KLENKE (2008), Kapitel
24.1.

Lemma 3: Es sei / eine nicht-leere Indexmenge und {g }iel eine stochastisch unabhédngige Familie

von zufilligen MaBen iiber B (mit Werten in M). Dann ist auch jede Familie {f;(B,-)} mit

il

Mengen {B,} , C B stochastisch unabhéingig.
Beweis: Klar wegen & (B,) = Ty 0§ furalleic/. |

Bemerkung: Lemma 3 kann direkt auf Familien von Zufallsvektoren {(5’[ (Bil),~ & (Bik,- ))} mit

iel
Mengen B,,---,B, € B im Sinne der Bemerkung zu Definition 1 erweitert werden. Sind umge-

kehrt alle solchen Familien stochastisch unabhédngig, so ist unter den Voraussetzungen in der zwei-
ten Bemerkung zu Definition 1 auch die Familie {¢,} , stochastisch unabhéngig.

Lemma 4: In der Situation von Definition 1 sei & ein zufdlliges MaB iiber B (mit Werten in M).
Dann wird durch die ,,punktweise* Definition

(E€)(B):= E|&(B)] = f ¢(B)dP, Be B
ein MaB auf B definiert. ££ hei3t (das) Intensitdtsmaf3 zu €.

Beweis: Unter Bezug auf Lemma 2 ist fiir jedes B € B die GroBe £(B) = 7,(§) eine nicht-negative
Zufallsvariable, also P-integrierbar. Damit ist £ wohldefiniert (ggf. mit Wert oo fiir gewisse Er-
eignisse) und nicht-negativ. E¢ ist ein Mal}, weil fiir alle paarweise disjunkten Ereignisse
{B, }EN C B nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt:

Eg(%Bn):fg(EBB,,)dP:fqun)dP:ng(Bn)dP:ZEg(Bn). n

neN neN neN neN

Lemma 5: In der Situation von Definition 1 seien {¢,} _ zufillige Mafie iiber B, {a,} . sei

eine Folge nicht-negativer reeller Zahlen. Dann wird durch £ := Zanfn ein zufilliges Mal} iiber
n=1

B definiert.
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Beweis: Lemma 2 c), allgemeiner Teil oder die erste Bemerkung nach Definition 1. W

Satz 1: Durch eine Abbildung m:Qx B — R wird genau dann ein zufilliges MaB ¢ iiber B ver-
moge f(w)(B) = m(w, B) induziert, wenn fiir jedes w € 2 die Abbildung m(w, ) ein Mal} auf B
und fiir jedes B € B die Abbildung m(«,B) eine A -messbare Abbildung ist.

Beweis: Sei ¢ ein zufdlliges MaBl im Sinne der Definition 1. Dann ist gemid3 Lemma 2 fiir festes
B e B die GroBe £(B) = T,(£) als Komposition messbarer Abbildungen eine A -messbare Abbil-
dung. Andererseits ist £ auf ) eine mal3wertige Abbildung, also ist £(w) fiir jedes w € 2 ein Maf}
auf B. Demnach kann ¢ als eine Abbildung m:Q2x B — R aufgefasst werden mit den angegebe-

nen Eigenschaften. Die umgekehrte Aussage ergibt sich mit Lemma 1. Dabei spielen die Evaluati-
onsabbildungen die Rolle der Abbildungen 7, und ¢ die Rolle der Abbildung 7.

Bemerkung: Im Sinne des Satzes 1 ist eine reguldre bedingte Verteilung P(« |C) (vgl. das Skript
zur STOCHASTIK, Abschnitt I1.8) fiir eine beliebige Teil-o -Algebra C C A ein zufilliges Mal3
£:(QA,P)— (M, M), wobei M die Menge aller WahrscheinlichkeitsmaBe auf A ist. Denn

eine reguldre bedingte Verteilung P(+|C) besitzt gerade die genannten Eigenschaften (Wahr-

scheinlichkeitsmaf} in der einen, messbare Abbildung in der anderen Variablen), ist also ein zufalli-
ges (Wahrscheinlichkeits-)Mal} der angegebenen Art.

Fiir das Intensitdtsmal3 ergibt sich hier noch

(E€)(B):==E[¢(B)] = f £(B)dP = f P(B|C)dP = P(B), BB, also E¢ = P.

Definition 2: Ein zufilliges MaBl ¢ im Sinne der Definition 1 heillt Punktprozess, wenn gilt:
&(B)eZ" firalle Be B (d.h. £(B) ,,zahlt“ die Anzahl der ,,Punkte* in der Menge B € B).

Definition 3: Es sci X ein Zufallselement auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.A,P) mit Wer-

ten in einem Messraum (X,B). Dann heiBt das zufillige MaB §=¢, Einpunkt- oder Dirac-

Prozess.

Bemerkung: Fiir jedes B € B gilt ja gerade
§(B)= 8X(B) = ]lB(X)

(mit der tiblichen Indikatorfunktion 1, ), und dies ist eine .A- messbare Abbildung. Daher ist gemaf3

der ersten Bemerkung zu Definition 1 £ = ¢, ein zufilliges Mal3. Hier gilt insbesondere

(E€)(B)=E[&(B)|=E[1,(X)]=P(X € B)=P*(B), also E{ = P".

Fiir vertiefende Ausfiihrungen zu diesem Abschnitt siche etwa KALLENBERG (1986).



I. Punktprozess-Modelle

I.2. Der Poisson-Punktprozess

Die in diesem Abschnitt betrachteten Punktprozess-Modelle sind fundamental fiir alle Anwendun-
gen, in denen gewisse rdumliche Unabhéngigkeiten eine wesentliche Rolle spielen. Wir behalten

hier der Einfachheit halber die Bezeichnungen aus Abschnitt .1 bei, d.h. (X, ) ist ein Messraum
und M eine geeignete nicht-leere Menge von Mallen auf B, 91 die von den Evaluationsabbil-
dungen iiber M erzeugte o -Algebra und ein zufilliges Ma} ¢: (Q,A) — (M,Sﬁ) eine messbare
Abbildung mit Werten in M.

Definition 4: Ein zufilliges MaB3 & heilit Poisson-Punktprozess mit Intensitdtsmall p (auf B),
wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

a) Fiir jedes B € B ist £(B) Poisson-verteilt mit Parameter p(B).

b) Ist / eine beliebige Indexmenge und {Bl. }IE , eine Familie paarweise disjunkter Mengen aus B,

so ist die Familie der Zufallsvariablen {5 (Bi)}iel stochastisch unabhéngig.

Bemerkungen:

e Falls ein solches zufilliges MaB existiert, ist seine Verteilung gemif der zweiten Bemerkung zu
Definition 1 eindeutig bestimmt.
e Die Frage der Existenz ldsst sich zumindest im Fall, dass das Intensitdtsmall ;o o -endlich ist,

positiv (und konstruktiv) beantworten. Dabei werden einige wesentliche Eigenschaften der Fa-
milie der Poisson-Verteilungen ausgeniitzt, ndmlich die Faltungsstabilitit und die Zerlegungs-
stabilitdt.

Satz 2: Es sei [ = {1,2,---,71} mit n € N eine endliche Indexmenge und {)\l. }[61 eine Familie posi-
tiver reeller Zahlen. Ferner sei \ := Z)\i.
icl

a) Ist {X : }ie , cine unabhingige Familie Poisson-verteilter Zufallsvariablen auf einem Wahr-

scheinlichkeitsraum (Q, A,P) mit PY = P()\i), iel, sogiltfir §:= ZXi

icl
P*=P(\) bzw. P[Z )\i] = *[ P(\) (Faltungsstabilitit der Poisson-Verteilung)
icl €

b) Ist S eine P(\)-verteilte Zufallsvariable auf (£2,.4, P), unabhéngig von einer weiteren Familie

Z,=(Z,,.,Z,), keN stochastisch unabhingiger, n-dimensionaler multinomialverteilter

Zufallsvektoren mit » "Z, =1 und P(Z, =1)=p, = % =1-P(Z,,=0) firalle k€N und

icl
i € 1, so sind die Zufallsvariablen

N
X, = ZZ .. fiir i € I stochastisch unabhéngig und jeweils P () ) -verteilt

k=1

(Zerlegungsstabilitit der Poisson-Verteilung).
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Beweis:

a) Unter Verwendung der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion (vgl. das Skript zur STO-
CHASTIK, Abschnitt I1.4, speziell Satz 33 d)) erhélt man

os()=]Jer O =]]exp(N—1)= exp[z M\ (t— 1)] =exp(A\(z—1)) fiiralle 1€ R,

iel iel iel

Womit wegen der Eindeutigkeit der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion die Aussage be-
wiesen ist (vgl. das Skript zur STOCHASTIK, Abschnitt IL.5).

b) Fir j,---,j, €Z" mit E J; = K gilt nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit und
iel
der Ersetzungsformel fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten (vgl. das Skript zur STOCHASTIK, Ab-
schnitt I1.8, Satz 49)

P

icl

-P(S =m)

P[ﬂ{Xf = f,«}]

icl

i)

k=1 m=0

NSz -if

icl

[ K
=P(S=K)-

)\K
,]n]l_,l —exp ) K! ]l )\KH)\]

5" iel

= exp

—KZ)\i]H)‘] [Tex( )\K)j

icl icl Ji- icl i '

womit die Aussage bewiesen ist. W

Bemerkung: Die Aussagen von Satz 2 lassen sich zum einen auf den Fall verallgemeinern, dass
die )\ lediglich nicht-negativ sind mit der Setzung P(0) =¢, (Einpunktverteilung in Null); zum

anderen bleibt die Aussage a) sinngemall auch fiir unendliche (aber abzédhlbare) Indexmengen /
richtig.

Wir kommen nun zu einem ersten Darstellungssatz fir Poisson-Punktprozesse, und zwar zundchst
fiir den Fall eines endlichen Intensitidtsmal3es.

Satz 3: Es sei {X . }HGN eine unabhingige, identisch (wie X) verteilte Familie von Zufallselementen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4, P) mit Werten in dem Messraum (X,5). O = P* be-
zeichne die Verteilung von X. Ferner sei N eine von {X n}neN stochastisch unabhingige Poisson-

verteilte Zufallsvariable auf (Q,A,P) mit Parameter A > 0. Dann ist der durch

N
§=2 e,
n=1

definierte Punktprozess ein Poisson-Punktprozess mit dem Intensititsmall p=\-Q. (Man sagt
auch, ¢ sei ein Poisson-Punktprozess mit den Parametern A und Q.)
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Ist umgekehrt 1 ein beliebiges, endliches MaB3 auf B, welches ein vom Nullmal3 verschiedenes
Intensitidtsmal} eines Punktprozesses ¢ ist, und ist der Grundraum (Q, A,P) geniigend ,,gro3* (d.h.
er erlaubt die Existenz beliebig vieler stochastisch unabhéngiger Ereignisse), so wird durch

* . N
&= e,
n=I1

mit N und {X ) }neN wie oben fir O = XU ein Poisson-Punktprozess definiert, der dieselbe Vertei-

lung wie ¢ besitzt (und daher stochastisch nicht von ¢ ,unterscheidbar ist). ¢  heiBt deshalb auch
Reprdsentant von £.

Zwischenbemerkungen:

e Fiir den Fall N=0 (d.h. A=E(N)=0) wird ¢ auf Grund der dann leeren Summe zum
Nullmaf3. Ist umgekehrt das IntensitdtsmaBl ;1 vom Nullmall verschieden, so ist zwingend
A= E(N)> 0. Daher ist Q in diesem Fall wohldefiniert.

o ¢ ist definitionsgemdl ein zufdlliges MaB3, denn fiir beliebiges B € B sind alle Abbildun-
gen

N

§(B) = Zé“x,, (B)=) 1,(X,)

n=I

A- messbar.

Beweis:
"=": Wir zeigen, dass das konstruierte £ die Eigenschaften a) und b) der Definition 4 erfiillt:

a) Fir jedes BeB ist ¢, (B)=1,(X,) ersichtlich B(l, p)-binomialverteilt mit Parameter
p=P(X € B)=0Q(B). Die Aussage folgt nun aus Satz 2 b).

b) Folgt aus Satz 2b) zunichst fiir beliebige endliche Indexmengen I = {1,---,m}, m €N mit

m—1

N=S§ und Z, =1, (X;) (wobei noch B, = [U Bi] zu setzen ist) und damit gemiaf3 der
i=l1

Definition der stochastischen Unabhéngigkeit auch allgemein.

Ferner gilt fiir jedes B € B:

E&(B)= E[z% (B)] = E[ZHB(X»] = E(N)-Q(B) = \-0(B),

n=1 n=l1

womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist.

o : ; 1 .
"« ": Klar nach der ersten Bemerkung zu Definition 4, weil voraussetzungsgemafl Q = XM ein

Wahrscheinlichkeitsmal3 auf B ist. Damit ist der Satz bewiesen. W
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Bemerkungen:

Ein Poisson-Punktprozess mit endlichem Intensititsmal p kann offenbar als zufdllige Mi-

schung von Einpunkt-Prozessen nach einer Poisson-Verteilung aufgefasst werden.

e Ist die Verteilung O der Ausgangs-,,Punkte® {X , }%N atomlos in dem Sinne, dass {x} € B gilt
fiir alle x€X mit Q({x})=0, so ist auch die Verteilung P* des Poisson-Punktprozesses
atomlos. Insbesondere gilt dann P(( = ) =0 fiir alle nicht-trivialen MaBle p € M. Eine ,,Vi-

sualisierung® des Poisson-Punktprozesses (z.B. im Fall ¥ =R’ mit d =1,2,3) erfolgt dann

iiblicherweise durch Plotten der zufélligen ,,Punkt“-Menge I'. Punktprozesse dieser Art heillen
auch einfach.

e Ein Poisson-Punktprozess mit Parametern A und atomloser Verteilung Q kann auch mit der
zufalligen (fast sicher endlichen) ,,Punkt*“-Menge I' = {X b X N} identifiziert werden (mit
I'=o fiir N =0). Im Sinne der MaBtheorie ist das eine so genannte ,,zuféllige abgeschlossene
Menge* (ZAM), deren Theorie wir spéter noch ausfiihrlicher behandeln werden.

o Ist die Verteilung Q der Ausgangs-,,Punkte* {X ) }neN rein diskret, d.h. gibt es eine abzéhlbare
Teilmenge ® € B mit Q(D) =1, so ist auch die Verteilung P* des Poisson-Punktprozesses
rein diskret. In diesem Fall ist P({=p)>0 fiir gewisse Malle pe€ M. Beispiel:
(%.8)=(R".B*) mit deN und D={0}. Hier gilt {=N-g und somit
P(E=¢)=P(N=1)=X-e*>0, falls A>0. Die Visualisierung eines solchen Poisson-

Punktprozesses geschieht dann {iblichweise durch Plotten der zufdlligen ,,Punkt*“-Menge I' un-
ter Anbringung einer ,,Marke®, die die Vielfachheit der jeweiligen Realisation bezeichnet.

e Ein Poisson-Punktprozess & mit Parametern A und Q ist faktisch ein Zdhlprozess in dem Sin-

N
ne, dass die GroBBe &(B) = Z]l 5(X,) fir Be B ,zihlt“, wie viele ,,Punkte” in die Menge B

n=I

fallen.

Satz 4: Es seien § und ¢, stochastisch unabhédngige Poisson-Punktprozesse mit Parametern
und Q,, i=1,2. Dann ist { =& + ¢, ein Poisson-Punktprozess mit Parametern \:= )\ + A, und

Q = )\1 Ql + >\2

Uberlagerungseigenschaft).
IS /\1+A2Q2( gerungseig )

Ist umgekehrt ¢ ein Poisson-Punktprozess mit Parametern A und Q und sind A\ und )\, zwei nicht-
negative reelle Zahlen mit A + ), =\, so existieren zwei stochastisch unabhingige Poisson-
Punktprozesse & und &, mit Parametern A\, und O, =0, i=1,2, so dass { =¢ +¢, gilt (Tei-
lungseigenschaft).

11



I. Punktprozess-Modelle

Beweis: "= ": Wir zeigen, dass { =& + ¢, die Eigenschaften a) und b) aus Definition 4 erfiillt:

Zu a): Fiir jedes B e B ist £(B) =&,(B)+&,(B) die Summe unabhingiger, Poisson-verteilter Zu-
fallsvariablen, ist also ebenfalls Poisson-verteilt nach Satz 2 a) mit der Summe der Parameter, d.h.

>‘1 'Ql(B) + )‘2 'Qz(B) =X-0(B).
Zu b): Folgt mit Lemma 5 aus der Tatsache, dass mit {él (Bi)}iel und {52 (Bi)},-ez auch die Familie
{&(B)+¢,(B }iel stochastisch unabhéngig ist.

1

A+ A

N
unabhéngig von Nund {X,} | fir (=) e, . Setze & = ZJ £y, &= Z( J,) €, und
n=l

n=1

"< ":Es sei {Jn }neN eine unabhingige Folge B(l, p) -verteilter Zufallsvariablen mit p =

b

N

&= Z(l—e X, ) Dann sind &,(B), &,(B) und &(B) stochastisch unabhidngige und jeweils Pois-

n=I

N
son-verteilte Zufallsvariablen fiir jedes B € B nach Satz 2 b), denn es gilt £ (B) = ZJ L (X)),

n=I

N N
&B)=> (1-J,)-15(X,) und &(B)=> 1 (X,) mit den stochastisch unabhiingigen multino-

n=l1 n=l
mialverteilten Zufallsvektoren (Z an,Z,ﬁ) ( J, 1,(X,), (I—Jn)-]lB(Xn), ]ch(Xn)) fir neN.

nl>

Damit sind aber & und &, stochastisch unabhédngige Poisson-Punktprozesse, die dieselbe Verteil-
N, N,
nug besitzen wie die Poisson-Punktprozesse & und &, mit § = Z&?X und &, = st mit sto-

chastisch unabhéngigen Poisson-verteilten Zufallsvariablen N, und N, mit den Parametern
A = pA und )\, = (1— p)A. Die Parameter von & und &, bzw. & und &, sind also gegeben durch
Aund Q =0, i=12, undes gilt { =& +&,. Damit ist der Satz bewiesen. W

Bemerkungen:

e Satz 4 kann offensichtlich sofort auf endlich viele Uberlagerungen bzw. Teilungen verallgemei-
nert werden. Interessant ist hierbei, dass auch die unabhdngige Uberlagerung vollig unter-
schiedlicher Poisson-Punktprozesse wieder zu einem Poisson-Punktprozess fiihrt.

e Der Beweis von Satz 4 zeigt, dass die Darstellung eines Poisson-Punktprozesses nicht unbe-
dingt eindeutig ist. So sind etwa &, und & zwei solche Punktprozesse mit derselben Verteilung,
aber ihre Darstellung ist unterschiedlich.

e Man kann sich die Teilungseigenschaft von Poisson-Punktprozessen anhand von Fdrbungen
anschaulich klar machen: Féarbt man die realisierten ,,Punkte* eines Poisson-Punktprozesses un-

abhingig von ihrer Position und Anzahl mit Wahrscheinlichkeit p rot und mit komplementérer
Wabhrscheinlichkeit 1— p blau, so erhdlt man zwei neue, stochastisch unabhéngige Poisson-

Punktprozesse mit den Parametern pA fiir den roten und (1— p)A fiir den blauen Punktprozess.

12



I. Punktprozess-Modelle

Der letzte Satz 4 ist der Ausgangspunkt fiir einen zweiten Konstruktionsschritt noch allgemeinerer
Poisson-Punktprozesse mit o -endlichen Intensititsmallen. Sei dazu p ein positives o -endliches

MaB auf B. Dann existiert eine (hochstens abzéhlbare) disjunkte (messbare) Zerlegung X =D X,

iel
mit 0< p1(X,)<oo. Setzt man g, := p(+ NX,) fiir alle i € I [SpurmaB], so ist jedes 1, ein positi-
ves endliches Maf} auf B. Nach Satz 3 existiert dann ein Poisson-Punktprozess &, der p, als Inten-
sititsmal} besitzt. O.B.d.A. konnen alle Poisson-Punktprozesse & fiir i € / als voneinander sto-
chastisch unbhéngig angesehen werden (sofern der Grundraum (Q,A,P) geniigend ,,grof3 ist). Es
ist nahe liegend (und auch zielfiihrend), einen allgemeinen Poisson-Punktprozess £ als unabhéingi-

ge Uberlagerung aller ¢ zu definieren: ¢ := Zg. Dieser Punktprozess ist offenbar ein zufilliges
iel
Mal und besitzt o als Intensitidtsmal.

Satz 5: Der im vorigen Absatz konstruierte Punktprozess & := Zﬁi ist in Bezug auf seine Vertei-
icl
lung wohldefiniert und ist die Realisierung eines Poisson-Punktprozesses mit Intensitatsmal} s.

Beweis: Im ersten Schritt ist nur zu zeigen, dass die Art der Zerlegung X = X, die Verteilung

icl
von ¢ invariant ldsst. Dazu geniigt es, nachzuweisen, dass fiir jedes B € B die Zufallsvariable
&(B) Poisson-verteilt ist mit einem eindeutig bestimmten (nur von B abhingigen) Parameter. Sei
also X =@ %), eine zweite disjunkte (messbare) Zerlegung von X in hochstens abzéhlbar viele
jeJ
disjunkte Teilmengen mit 0 < ,u(Q)j) <oo. (= ZC ; sei die analoge Konstruktion des Punktpro-
jeJ

zesses mit den endlichen Intensitdtsmalen v, = u(- N @/) fir alle jeJ. X=ODX,NY, ist

icl jeJ
eine weitere, feinere disjunkte (messbare) Zerlegung von X. Wir betrachten nun eine unabhéngige
Familie {Tl.j }(. eny VR Poisson-Punktprozessen mit den endlichen Intensititsmalen
i,j)elx

Wy = ,u<' nx,N %). Dann sind ¢, = Z’TU und ;= ZTU Représentanten mit endlichen Inten-
jcJ i€l
sititsmaflen flr die Poisson—Punkt[j)rozesse, die zur Konstruktion von &= Z{i und
iel
(= ZC/ verwendet werden konnen. Nach Satz 2 folgt, dass fiir jedes B € B die Zufallesvariablen
¢ (B)Jeljnd ((B) jeweils Poisson-verteilt sind mit den Parametern

E&B)=) EE(B)=) D Er,(B)=) ) u(BNX,NY,)=uB)

iel iel jeJ iel jeJ

und

E((B)=Y EC,(B)=Y > Er,(B)=> > u(BNX,NY,)=uB).

jeJ jeJ el jeJ el

13



I. Punktprozess-Modelle

Damit ist die Verteilung von ¢ unabhingig von der Zerlegung des Raums X, und der Beweisgang
zeigt zugleich die Giiltigkeit der Eigenschaft in Definition 4 a).

Teil b) ergibt sich aus der analogen Eigenschaft der Poisson-Punktprozesse £ = ZT iel. m

jeJ

ij9

Analog zu Definition 4 nennen wir ,,den* Punktprozess ¢ wieder Poisson-Punktprozess mit dem
(o -endlichen) Intensititsmal} s.

Bemerkung: Ist ;4 ein beliebiges o -endliches Intensitdtsmal}, so existiert immer ein Poisson-
Punktprozess £, der p als Intensitdtsmal besitzt, d.h. mit der Eigenschaft ;= E¢. Eine kanoni-
sche Konstruktion fiir ¢ ist folgendermallen mdglich:

Es sei X=@X, eine disjunkte (messbare) Zerlegung von X mit O<,u(%i)<oo und

icl

= p(sNX,) firalle i € I. Sei ferner \, = p(X,) und Q, = )\iul_ fiir alle 7 € /. Die Zufallsvari-

1

ablen {Ni}i6 , und die Zufallselemente {x,} (mit Werten in X) seien gemeinsam sto-

(i,n)eIxN

chastisch unabhingig, wobei die N, jeweils P(Al.) -verteilt seien und die X, fiir alle n €N die
Verteilung O, besitzen mogen, fiir alle 7 € /. Dann ist

E=3" ¢,

iel n=l1

ein Reprisentant des Poisson-Punktprozesses £ mit dem Intensitiatsmal .

Fiir den allgemeinen Poisson-Punktprozess bleiben die in Satz 4 formulierten Eigenschaften sinn-
gemil bestehen. Wir formulieren hier nur das Ergebnis (ohne Beweis; er kann direkt auf Satz 4
zuriickgefiihrt werden).

Satz 6: Es seien § und , stochastisch unabhingige Poisson-Punktprozesse mit o -endlichen In-
tensitdtsmafBen i, 1 =1,2. Dann ist { = ¢ 4 &, ein Poisson-Punktprozess mit o -endlichem Inten-

sitdtsmaB p = p, + p, (Uberlagerungseigenschaf).

Ist umgekehrt & ein Poisson-Punktprozess mit o -endlichem Intensitétsmafl pund sind p, und g,
zwei o -endliche Malle mit g, +p, = p, so existieren zwei stochastisch unabhédngige Poisson-
Punktprozesse £ und &, mit den IntensitdtsmaBen g, und pu,,so dass £ =& +¢, gilt (Teilungsei-
genschaft).

14



I. Punktprozess-Modelle

Bemerkungen:

e Jeder allgemeine Poisson-Punktprozess ¢ mit o -endlichem Intensitdtsmall ;4 kann lokal (d.h.
bei Einschrinkung auf eine Teilmenge B € B endlichen Malles u(B) < oo) vermoge & ( N B)

kanonisch als einfacher Poisson-Punktprozess im Sinne von Satz 3 dargestellt werden.

o Im Gegensatz zu den endlichen Poisson-Punktprozessen im Sinne des Satzes 3 konnen bei all-
gemeinen Poisson-Punktprozessen mit o -endlichem Intensitdtsmall ;¢ Punkthidufungen auftre-

ten; in diesem Fall kann der Poisson-Punktprozess u.U. nicht mehr mit einer zufilligen
abgeschlossenen Menge identifiziert werden. Beispiel: X =R, X, =(—00,0]U(1,00),

L= [ T ,l_ fir i € I =7" mit dem IntensititsmaB x mit der Lebesgue-Dichte
1 l
1/x, x>0
xX)=
/) { 0, sonst.
1/i 1 1
H1erg11t,u f —dx=In|1+- ]<oo fiir alle i € N, aber Eé(Ob f dx = oo fiir

1/(;+1)
alle 5> 0 (der Nullpunkt ist ein Haufungspunkt des Punktprozesses). Jede ,,Reahs1erung des
Punktprozesses ist damit fast sicher keine abgeschlossene Menge, denn 0 ist fast sicher kein
moglicher ,,Punkt“ des Prozesses.

Satz 7: Es sei £ ein Poisson-Punktprozess mit Intensitdtsmall . C € B sei fest. Dann ist das zufal-

lige MaB ¢ . =¢&(+NC) ebenfalls ein Poisson-Punktprozess mit dem Intensititsmaf

:uc:ﬂ<’mc>-

Beweis: Zunichst ist £.(B) = £(BNC) Poisson-verteilt mit Parameter E{(BNC)= p(BNC) fiir

alle B € B. Damit ist die Eigenschaft a) von Definition 4 erfiillt. Die Eigenschaft b) ist ebenfalls
erfiillt, denn mit jeder Familie {B,. }[e , disjunkter Mengen aus B ist auch die Familie {B,. ncC }ie ,

eine Familie paarweise disjunkter Mengen aus 5, so dass die Zufallsvariablen {§ (Bl. nc )}iel vor-

aussetzungsgemif stochastisch unabhingig sind. Der Satz ist damit bewiesen. ®

Bemerkung: Satz 7 besagt anschaulich, dass die ,,Einschrinkung® eines Poisson-Punktprozesses
auf eine feste Menge C € B wieder zu einem Poisson-Prozess fithrt mit dem SpurmaR als neuem
Intensitidtsmal. Eine verwandte Aussage beinhaltet der folgende Satz.

Satz 8: Es sei ¢ ein Poisson-Punktprozess mit o -endlichem Intensitdtsma3 p auf dem Produkt-
raum (X,B)=(%X,xX,,B,®B,). C< B, sei fest. Dann ist das zufillige MaB £ :=¢(+ xC) wie-

der ein Poisson-Punktprozess [iiber (X,,5,)] mit dem o -endlichen IntensitdtsmaBl p© = pu(« xC).

15
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Beweis: Zunichst ist wieder {°(B)=¢(BxC) Poisson-verteilt mit Parameter EE(BxC)=
,u(B X C) fiir alle B € B. Damit ist die Eigenschaft a) von Definition 4 erfiillt. Die Eigenschaft b)
ist ebenfalls erfiillt, denn mit jeder Familie {Bi}i6 , disjunkter Mengen aus B, ist auch die Familie
{B; xC }[6 , eine Familie paarweise disjunkter Mengen aus B, so dass die Zufallsvariablen

{§ (Bi xC )}'el voraussetzungsgemél stochastisch unabhéngig sind. Damit ist der Satz bewiesen. B

Bemerkungen:

e Im speziellen Fall, dass p=p ®pu, ein ProduktmaB auf B ®B, ist, gilt noch
1=y @ 1, (+ X C) = 1, (C) - y.

e Anschaulich bedeutet Satz 8, dass sich auch nach einer Projektion der ,,Punkte* des Poisson-
Punktprozesses auf einen niedriger dimensionalen Teilraum wieder ein Poisson-Punktprozess
ergibt.

1.3. Der homogene Poisson-Punktprozess

Definition 5: Im Fall X =R‘ und B =B’ (Borel’sche o -Algebra) mit g =XA-m’, A>0 (m’:
Lebesgue-Mall), d € N heilit der Poisson-Punktprozess ¢ mit dem Intensititsmall p homogener

Poisson-Punktprozess (oder kiirzer: homogener Poisson-Prozess) mit Parameter A (iiber R?).

Bemerkungen:

e Der homogene Poisson-Prozess kann als Reprédsentant einer stetigen ,,Gleichverteilung® liber
X =R’ aufgefasst werden, weil nach der obigen kanonischen Konstruktion die in eine beliebi-
ge Menge B € B? positiven Lebesgue-MaBes fallenden (zufillig vielen) ,,Punkte” einer stetigen
Gleichverteilung liber B geniigen. Der Parameter A\ steuert dabei, wie ,,dicht* die Punkte liegen.

o Uberlagerungen und Aufteilungen von homogenen Poisson-Prozessen (im Sinne von Satz 6)
fiihren wieder auf homogene Poisson-Prozesse.

Satz 9: Es sei ¢ein d-dimensionaler, homogener Poisson-Punktprozess mit Parameter
A>0 (d € N). Die der GroBBe nach sortierten Entfernungen R ., i € N der ,,Punkte* vom Null-
punkt sind dann gegeben durch

Ok

R, :=inf{r>0[¢(K(r))>i}, i€N.

Dabei bezeichne K(r) die abgeschlossene Kugel mit Radius 7 > 0 um den Nullpunkt in R”.

Es gilt:

16
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a) Firjedes n € N besitzt der Zufallsvektor R, = <R(1), R, )) die Dichte

Fi(xex,) = (Adv, )’ exp(—Avdxf)ij“ fir0<x <---<x,

0 sonst.

Dabei bezeichnet v, := —] das d-dimensionale Volumen m* (K (1)) der Einheitskugel.

2

b) Die Zufallsvariablen R ,R’ — R, -+, R} — R, sind stochastisch unabhingig und jeweils

& (Av, ) -exponentialverteilt.

Beweis: Im Folgenden bezeichne AK(u,v):= K(v)\K(u) fir 0<u <v den Kreisring mit den
Begrenzungsradien « und v. Sei nun 0 =: x, < x, <---<x,. Es gilt dann fiir geniigend kleine 4 >0,

speziell fiir h < %min{xi —x,|1<i<n}:

P[Q{Rm € (x,—h,x, + h)}]

n

PQ{g(AK( —h,x,+h))=1}n O{( <j1+h,xj—h)):O}ﬂ{f(K(xl—h)):O}]
exp[ /\Za —)\Zb] [ (\a

i—1

n

=[[(A\a,)e ™ - H 0 [H Aq,

i=1

I.) exp(—)\vd (xn +h)d)

mit

S
I

md(AK(xi —h,x, +h)>: v, ((xi +h)d —(x, —h)d) fir 1 <i<n,

i

—
|

m¢ (AK(xFl + h,xj — h>> =v,

(5= h)' = (x,, +h)') fir2<j<n und

d

b=m’(K(x,—h))=v,(x,—h) .
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Veranschaulichung fiir d =2; AK (x, —h,x, +h) in tiirkis, AK (x athx,— h) in gelb

Es gilt nun:

ﬁ (
(2h) dH

i=l

d n
— v 1(dx"") fir 2 ]o0,
i=1
woraus mit dem Mittelwertsatz fiir mehrfache Riemann-Integrale die Behauptung von Teil a) folgt.

Hieraus ergibt sich: der Zufallsvektor S, (R(”i),

N (n)) besitzt die Verteilungsfunktion

an(zl,- , n) P(R <z, R(n)<z)

M

P(R(l) < Zl/d ’R(n) < Zl/d) FR,, (le/d,_” Zl/d)

und somit die Dichte

d" i
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fir 0 <z, <---<z,. Mit dem Transformationssatz fiir Mehrfachintegrale ergibt sich hieraus fiir die

Dichte von D, := (R(‘i),R("z) —Rg),---,R(‘i) —R(":H)) der Ausdruck

n

fDn (sl,---,sn) = fS [sl,s1 —i—sz,---,Zn:s[] = ()\vd)n exp[—)\vdzn:siJ = H[(Avd)exp(—)\vdsi)]

i=1

fir s,,---,s, >0, woraus Teil b) folgt. ®

Bemerkungen:

e Die Verteilung(sfunktion) von R, wird sphdrische Kontaktverteilung(sfunktion) genannt,

)
auch bei allgemeineren Punktprozessen. Fiir einen Poisson-Punktprozess ¢ mit beliebigem o -
endlichem Intensitdtsmal} ;o erhdlt man beispielsweise

P(Ry) >r)=P(¢(K(r)) =0)=exp(—pu(K(r))) fiir >0.

e Die oben erwéhnte alternative Konstruktion (— Simulation) eines homogenen Poisson-
Prozesses beschreiben wir zunichst fiir den speziellen Fall ¥ = R*:

1. Schritt: Erzeuge eine Folge {Zn }nGN stochastisch unabhéngiger, je U [O,l]-verteilter Zufalls-

variablen (Standard-Zufallszahlen); setze

Dies sind die sukzessiven Radien der Kreise, auf denen die ,,Punkte* liegen.

2. Schritt: Erzeuge eine weitere, von der ersten unabhingige Folge {Vn}neN stochastisch unab-

héngiger, je Z/{[O,l]-verteilter Zufallsvariablen; setze ¢, =27V . Dies sind die sukzessiven
Winkel der ,,Punkte auf den Kreisen. Setze nun

cos
X, = Rn[ g0"].

siny,

Dies ist die Folge der ,,Punkte* des Poisson-Prozesses.

Diese Konstruktion kann auf beliebige Dimensionen d € N erweitert werden; dazu ist im ersten

Schritt
1 n
R :=d4———In Z.
! \/ Av, [1:1[ l]
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e

im zweiten Schritt miissen auf der d-dimensionalen Einheitssphére stetig gleichverteilte Zu-
fallsvektoren erzeugt werden. Diese erhdlt man am einfachsten durch eine Normierung unab-

hingiger Zufallsvektoren V, mit einer multivariaten Normalverteilung A (0,1) mit der Ein-

zu setzen (mit dem d-dimensionalen Volumen v, = m‘ (K (1)) = der Einheitskugel),

heitsmatrix I als Varianz-Kovarianzmatrix (d.h. alle Komponenten von V, sind unabhéngig;

vgl. das Skript zur STOCHASTIK, Abschnitt I1.9). Die ,,Punkte” des Poisson-Prozesses erhélt
man dann vermoge

X, = &
IV,

ne

Die folgenden Graphiken zeigen entsprechende Simulationen eines zweidimensionalen homogenen
Poisson-Prozesses mit EXCEL fiir verschiedene Parameter A > 0:

Bemerkung: Fiir den eindimensionalen Fall - genauer: X =R™ - bedeutet die obige Konstruktion,
dass die ,,Punkte X des Poisson-Prozesses linear angeordnet und ihre sukzessiven Abstinde Y,

stochastisch unabhéngige, identisch &£(\)-verteilte Zufallsvariablen sind. Es gilt also die verein-
fachte Darstellung:

X,=>Y firalle neN.
i=l

Wie schon oben erwéhnt, wird in diesem (eindimensionalen) Fall meist der zugehdrige (,,zeitsteti-
ge) Zahlprozess {N . }t>0 anstatt des Punktprozesses £ betrachtet, der formal definiert ist durch

N, =#{neN|X, <t} =max{neN|X, <t} =¢([0,7]) fiir r>0.
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Simulation eines Poisson-Zahlprozesses fiir A =1 mit EXCEL

Offensichtlich ist N, wegen E( ) E§<[O t]) =\-m <[O,t]> = Xt fiir jedes t >0 P(\r)-verteilt.

t
Diesen Umstand kann man ausniitzen, um auf elegante Weise Poisson-verteilte Zufallszahlen Y mit
Parameter >0 zu erzeugen, denn ist {Z,} = eine unabhingige Familie 2/[0,1]-verteilter Zu-

fallsvariablen, so leistet

n+1
:inf{n ez’ |[]z <e-f}

i=1

das Verlangte. Es gilt namlich fiir alle k € Z" :

k+1 k+1

Y=k & [[Z <e" <Hz & Zln )>1> Zm ¢ ([0.¢]) =k,

i=1 i=l

mit dem homogenen Poisson-Prozess ¢ mit Parameter 1, der die ,,Punkte* X, =—) "In(Z

n € N besitzt [beachte: —ln(Zl.) ist £(1) -exponentialverteilt fiir alle i € N!].

Damit eroffnet sich auch eine Mdoglichkeit, beliebige Poisson-Prozesse mit o -endlichem Intensi-
taitsmall p ,,direkt” zu simulieren, indem man - vgl. die Bemerkung im Anschluss an Satz 5 - lokal

auf X, zunichst jeweils eine Poisson-verteilte Zufallszahl N, =n, mit Parameter \ = p(X,) si-

muliert und anschlieBend n, -viele unabhéngige und identisch verteilte Replikationen der ,,Punkte*

nach der Verteilung Q, = )\i p(s NX,).

Mit Hilfe eines homogenen Poisson-Prozesses lassen sich auch gewisse inhomogene Poisson-
Punktprozesse iiber (]Rd,b’d) mit d € N erzeugen (simulieren), und zwar durch die so genannte

ortsabhdngige Verdiinnung.

Satz 10: Es sei £ ein (d +1)-dimensionaler homogener Poisson-Prozess tiber (Rd“,Bd“) mit Pa-

rameter 1 und g ein (o -endliches) MaB auf B¢ mit einer Dichte f bezgl. des Lebesgue-MalBes
m‘ fiir d € N. Ferner sei C := {(x,y) eR™M|f(x)>y> O}. Dann ist das zufillige MaB (£%). ein

inhomogener Poisson-Punktprozess tiber (Rd , Bd> mit Intensitdtsmal} s.
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Beweis: Nach den Sitzen 7 und 8 ist klar, dass (¢),. ein Poisson-Punktprozess ist. Fiir das Intensi-

titsmaB E(£%),. ergibt sich weiter mit den Sétzen 7 und 8 fiir alle B € B’ :
E(E")o(B)=m™ (BXR)NC) =m*" ({(x,y) € BXR|f(x) > y > 0}) = ffdmd = w(B)
B

und damit die Behauptung. ®m

Bemerkung: Satz 10 stellt in gewisser Weise eine Verallgemeinerung der Verwerfungsmethode zur
Simulation von Zufallsvektoren iiber (R", B! ) mit einer absolut stetigen Verteilung dar. Wir veran-

chaulichen dies im Fall d =1: Ist X eine reellwertige Zufallsvariable mit Dichte / und £ ein zwei-
dimensionaler homogener Poisson-Prozess mit Parameter 1, so wirkt der Ubergang von ¢ zu

(&%), wie ein Filter:

In dieser Graphik stammen die roten Punkte aus einem zweidimensionalen homogenen Poisson-
Prozess mit Parameter 1, die blauen aus dem transformierten Punkt-Prozess (£%).. Wie man er-

kennt, folgt die ,,Dichtheit* der blauen Punkte dem Verlauf der Dichte f. Im Gegensatz zum klassi-
schen Verwerfungsverfahren, wo die Dichte f* beschrdnkt sein muss, kann hier auf diese Vorausset-

zung verzichtet werden. Die ,,Punkte* des Prozesses (£),. besitzen in jedem Fall die Verteilung
mit der Dichte £, auch wenn diese lokal unbeschrénkt ist.

Zur Beschleunigung des Verfahrens kann man sich ferner noch auf einen homogenen Poisson-
Prozess & tber (]Rd xR", B ® B*) beschrinken, da ja negative Koordinaten in der (d +1)-ten

Dimension nicht berticksichtigt werden.
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Der Name ,,ortsabhéngige Verdiinnung* riihrt daher, dass fiir den Fall, dass die Lebegue-Dichte f
des IntensititsmaBes ;v beschrinkt ist (etwa mit f(x) <\ fiir alle x € R?), das obige Verfahren
dquivalent ist zu folgendem Vorgehen:

e Erzeuge eine unabhéngige Folge {Yn}neN von tiber [0,/\] stetig gleichverteilten Zufallsvariablen
e Unterziehe die ,,Punkte X  eines von {Yn}neN unabhingigen, homogenen d-dimensionalen

Poisson-Prozesses mit Parameter A in voneinander unabhédngiger Weise folgender sequentieller
Uberpriifung:

> ist f(X,)>7Y,, so,behalte” den Punkt X,
> st f(X,)<Y,, so,verwerfe* den Punkt X, .

Die verbleibenden ,,Punkte* bilden dann den gewiinschten inhomogenen Poisson-Punktprozess
mit dem Intensitdtsmall p mit der Lebesgue-Dichte f. Die Wahrscheinlichkeit des ,,Behaltens*

/()

eines Punktes x betriigt hier gerade P(f(Xn) >Y, X, = x) = Tgl (vgl. D. STOYAN UND
H. STOYAN (1992), Abschnitt 3.3.3).

1.4. Besonderheiten des homogenen Poisson-Punktprozesses

Einige der speziellen Eigenschaften des (mehrdimensionalen) Lebesgue-MaBes ,,vererben® sich in
natiirlicher Weise auf einen homogenen Poisson-Prozess ¢ mit Parameter A > 0. So ist £ z.B.

stationdr (translationsinvariant) und isotrop (drehungsinvariant), d.h. die Prozesse £, , und £, mit
£, (By=E&(a+B) und &, (B)=¢(D(B)) fiir Be B

besitzen dieselbe Verteilung wie &, sind also ebenfalls homogene Poisson-Prozesse mit Parameter

A > 0. Hierbei ist @ € R’ und D eine Drehungsabbildung. Anders ausgedriickt: verschiebt man die

,Punkte* eines homogenen Poisson-Prozesses um den festen Vektor a € R oder dreht man sie in
eine beliebige Richtung, so lisst sich die neue Punktkonfiguration statistisch nicht von einem ho-
mogenen Poisson-Prozess mit demselben Parameter unterscheiden. Noch anders ausgedriickt: die
,Punkte“ in einem Beobachtungsfenster B € B verhalten sich statistisch gleich fiir alle zueinander
kongruenten Mengen B.

Eine weitere Besonderheit des homogenen Poisson-Prozesses ist die folgende: Fiigt man den
,Punkten® des Prozesses den Nullpunkt 0 als Punkt hinzu, ergibt sich ein Punktmuster, das statis-
tisch identisch ist mit jedem Punktmuster, das sich ergibt, wenn man die ,,Punkte* des Prozesses
gleichmiBig so verschiebt, dass einer von ihnen den Nullpunkt trifft (Satz von Cnusnsik (Slivnyak),
vgl. STOYAN, KENDALL AND MECKE (1987), Section 4.4). In der Sprache der Wahrscheinlichkeits-
theorie bedeutet dies exakter:

P« [¢({0})=1)= P,
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Dies ldsst sich folgendermafen anschaulich motivieren:

]
ko

Ist e >0 kleinund 0 € K(¢) C Be B, so gilt fiir ke N

_ . P{eB =kn{eKe)=1}) P{&B\K(e)=k—1}n{¢(K(e) =1})
R N T R PEERE =1

= P({eB K@) =k =1}~ P({e(B) =k =1}) = P({&(B) +&,(B) = k}),

und fiir K(¢)N B =@ entsprechend

{¢B)=k}n{eK(e) =1})
P(E(K(e) =1)

P
P(&(B)=k|&(K(e)=1)= ( =P({&(B)=k})=P({4(B)+¢,(B) = k}),

so dass nach Grenziibergang ¢ | 0 folgt (vgl. das Skript zur STOCHASTIK, Satz 47):

P(¢(B) =k|¢({0})=1) = P({¢(B) +&,(B) = k}) fiiralle B B.

Bemerkung: Eine Konsequenz dieses Sachverhalts ist, dass bei einem homogenen Poisson-Prozess
die Verteilung des Abstands eines beliebigen ,,Punktes® zu seinem nichsten ,,Nachbarn* dieselbe
ist wie die Verteilung des kiirzesten Abstands R, des Punktfeldes zum Nullpunkt, vgl. Satz 9.

Der Satz von Slivnyak erkldrt Satz 9 damit auch noch einmal aus einer anderen Perspektive: Fiigt
man einem homogenen Poisson-Prozess den Nullpunkt hinzu und verschiebt das neue Punktmuster
in zufdlliger Richtung (gegeben durch einen Vektor, dessen Endpunkt auf der d-dimensionalen Ein-
heitssphire stetig gleichverteilt ist) um einen zufalligen Betrag, der wie R, verteilt ist, so erhélt

man wieder einen homogenen Poisson-Prozess mit demselben Parameter. Durch wiederholte unab-
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hingige unendliche Anwendung dieser Prozedur kann man also aus dem ,,Startpunkt* 0 durch Ver-
schieben und neues Einfiigen der 0 einen homogenen Poisson-Prozess rekursiv konstruieren. Genau
dies ist die Ausage des Satzes 9 bzw. des im Anschluss daran beschriebenen Konstruktionsverfah-
rens.

Hiermit verwandt ist das so genannte /nspektions-Paradox, das vor allem im eindimensionalen Fall
bekannt geworden ist (es kann aber auch mehrdimensional formuliert werden). Wir verdeutlichen
es an einem eindimensionalen homogenen Poisson-Prozess £ mit Parameter \ > 0.

0 a

L ]
.
L ]

L J
L ]
»

Sei dazu a € R fest vorgegeben (,,Inspektionszeitpunkt). Die beiden roten Punkte bezeichnen die-
jenigen Punkte des Poisson-Prozesses, die den Punkt a in der Mitte einschlieBen. Dann ist die Lan-
ge des von diesen beiden Punkten begrenzten (zufilligen) Intervalls £(2,)) -erlangverteilt und
nicht £()\)-exponentialverteilt, wie man vielleicht intuitiv erwarten wiirde (da die Abstinde zweier
benachbarter ,,Punkte* eine homogenen Poisson-Prozesses nach dem ersten Teil der Bemerkung ja
exponentialverteilt sind). Begriindung: &hnlich wie bei der in Abschnitt 1.5 vorgestellten PCQ-
Methode sind die beiden (jeweils wieder eingschréinkt homogenen) Prozesse §__ ,, und &, ., sto-
chastisch unabhingig, deshalb ist jeder der beiden Abstinde der roten Begrenzungspunkte zu a
E(N)-exponentialverteilt und daher die Liange des a umfassenden Intervalls so verteilt wie die
Summe zweier unabhédngiger &()\)-exponentialverteilter Zufallsvariablen, also &(2,\)-
erlangverteilt.

Es handelt sich hier deshalb nicht um ein Paradox, weil das den Punkt a einschlieende Intervall
eben nicht ,,zufillig” aus dem Poisson-Prozess ausgewéhlt wird, sondern durch eine restriktive Be-
dingung (ndmlich den Punkt a enthalten zu miissen). Die Verteilung der Intervalllinge ist also
strenggenommen eine bedingte Verteilung.

Der Name Inspektionsparadox stammt aus der anschaulichen Vorstellung, dass zu einem festen
Zeitpunkt a eine Inspektion z.B. eines Produktionsprozesses vorgenommen wird, der zu zufdlligen
Zeitpunkten, die durch einen homogenen Poisson-Prozess generiert werden, gestort wird. Die Ver-
teilung der Léange des Intervalls zwischen denjenigen Storzeitpunkten, im dem die Inspektion liegt,
ist dann eine andere als die der Lange des Intervalls zwischen zwei ,,beliebigen* Storzeitpunkten.

Es sollte hier noch bemerkt werden, dass der Satz von Slivnyak und die damit verbundene Formel
fiir die bedingte Verteilung des Poisson-Punktprozesses offensichtlich auch im nicht-homogenen
Fall richtig ist, sofern

glmp({g(B \K(e))=k—1})=P({&(B)=k—1}) firalle k€N

gilt, was zu
lilrogEE(K(s)) =0 bzw. E£({0})=0

dquivalent ist. Ferner ldsst sich die Aussage offenbar sofort zu

Pt ( 1¢({x})= 1) =P fiiralle x € R’
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im homogenen Fall verallgemeinern; fiir nicht-homogene Poisson-Punktprozesse muss dafiir ent-
sprechend E¢ ({x}) =0 gelten.

L.5. Statistik fiir den homogenen Poisson-Punktprozess

Da der homogene Poisson-Prozess nur durch einen einzigen Parameter A > 0 charakterisiert ist, ist
es vergleichsweise leicht, auf der Basis bereits einer einzigen (geniigend groflen) Realisation des
Punktprozesses geeignete Schitzer fiir A zu finden. Wir stellen im Folgenden einige solcher Schit-
zer, die auch in der Praxis verwendet werden, vor und diskutieren ihre Giiteeigenschaften (vgl.
hierzu auch Kapitel III im Skript zur STOCHASTIK).

Wir setzen fiir den Rest dieses Abschnitts voraus, dass ein homogener d-dimensionaler Poisson-
Prozess mit Parameter A >0 und d € N gegeben ist, der in einer hinreichend grolen Menge

B € B? beobachtet werden kann.

§(B)
m*(B)

Methode 1: Proportional-Statistik: A=

Dieser Schitzer ist erwartungstreu wegen

E(X>:E[ £(8) ]:E(daB)):Am;’(B):A
m(B) m(B) m*(B)

Er besitzt die Varianz

Var()A\):Var[ §§B) ]: Var(é(B)Z) =) md(B)2 = d)\ .
m(B))  {m(B)} {m(B)} m(B)

Der Schitzer ist konsistent, wenn die Menge B vergroBert wird, d.h. fiir m?(B) — oc.

g

m*(B)

nln

Methode 2: Leerzellen-Statistik: X\ =

mit N :#{i |€ (B,.)zo} fiir eine ausreichend feine disjunkte Zerlegung BzénBBi in Borel-
i=1

Mengen B, mit m’(B,)=—m"(B), 1<i<n€N. Dieser Schitzer ist motiviert durch die Bezie-
n

hung

exp[—%md(B)] — exp(—Am? (B)) = P(£(8) = 0)~ .

n

Auflésen nach A\ ergibt den angegebenen Schitzer. Dieser ist nicht exakt, aber asymptotisch
(fiir n — oo) erwartungstreu mit der Abschitzung (Jensen’sche Ungleichung bei Konkavitit)

B (] el i)

m‘(B) m‘(B) m‘(B)
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n—1
d 9
Vi Ky

Methode 3: Abstands-Statistik: X\ =

wobei R . wie in Satz 9 den n-grofiten Abstand der ,,Punkte® vom Nullpunkt bezeichnet. (Hierfiir

(n)

ist Voraussetzung, dass B den Nullpunkt enthélt und geniigend ,,groB3* ist.) )\VdR(n) besitzt nach

Satz 9 als Summe unabhingiger, identisch £(1) -exponentialverteilter Zufallsvariablen eine Erlang-
Verteilung. Damit ergibt sich:

n—2

)\(n—l)fx(n_) edv=\ e ax =,

E()\) \E Fesw

)\l/d

d.h. der Schitzer ist erwartungstreu fiir n>2 (der Schitzer hat den Erwartungswert Null fiir

n =1!), mit der Varianz
2

Var():) = fir n>3

n —_—
wegen

2
0 n—3

e d x—)\zn lf al ,de:n—l)\z
(n—23)! n—2"

n—1
2
(n)

=N(n—

E(Xz) = \NE

V,

Der Schatzer ist also konsistent fiir n — oo.

Methode 4: Die so genannte PCQ-Methode:

Diese Methode ist eine historische Variante der Methode 3 (PCQ = Point Center Quarter). Sie
wurde beim Bau der amerikanischen transkontinentalen Eisenbahnlinien angewendet, um den er-
warteten Holzeinschlag in bewaldeten Gebieten zu schétzen (vgl. MUHLENBERG, S. 124).

4 444

b4 8 &
s &
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Bei der PCQ-Methode werden in den 4 (als paarweise disjunkt angenommenen) Quadranten Q,,
die durch die Himmelsrichtungen vorgegeben sind (— Kompass), die kiirzesten Abstinde R, der

Bédume vom Nullpunkt (Standort) bestimmt. Diese Abstinde sind auf Grund der zentralen Eigen-
schaft der stochastischen Unabhingigkeit der Poisson-Prozesse f( N Q[), i=1,---,4 ebenfalls

stochastisch unabhéngig; ihre Verteilung ist identisch und gegeben durch

P(R >x):P<§(QI»ﬂK(x)):O):exp(—A~m2 (QiﬂK(x))):exp[—¥x2] fiir x > 0;

d.h. jedes R’ ist exponentialverteilt mit Parameter )?TW (vgl. Satz 9). Die origindre PCQ-Methode

verwendet nun den Schétzer
~ 16

)\PCQ ~ . 2
2]
i=1

als Schitzer fiir den unbekannten Parameter A. Dieser Schétzer ist allerdings nicht erwartungstreu,
wie man anhand folgender Uberlegungen leicht einsieht:

Es gilt fiir i =1,2,3,4:

Der Schitzer )A\PCQ tiberschitzt den wahren Parameter A\ also systematisch. Mit Hilfe von Monte-

Carlo-Simulationen erhélt man genauer:

E(3pce | 21,268, Var(8,0,) = 0,8471".

Es wire demnach besser, den modifizierten erwartungstreuen Schitzer

): :ilgz mit Var(Am0d>:O,528)\2

=)

'mod
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zu verwenden. Alternativ kann auch der (erwartungstreue) Schétzer )A\4’ah = 12 verwendet
WZRI.Z
i=1
i, AT ) .
werden, denn ZRi ist £ [4,7] -Erlang-verteilt, und damit gilt
i=1
4 oo 3 7&){ 4 00 9 A
E(,,.) = E|—= :2.[&?] [rzen dxzz.(ﬁ] X A A
’ WZ R ™ (4)Y x 3 m (4 2!
i=1 :
mit
4 oo 3 7ﬁx
T NI YY) T
’ z[iRz] ™ 4 )4 x° 3!
m i
i=l1
4 oo 7&){ 2 2
O
™ 1 4) < m 16 2
oder

Der alternative Schétzer hat damit eine leicht geringere Varianz als der modifizierte PCQ-Schétzer.

Das Abstands-Verfahren kann leicht auf eine hohere Anzahl von Sektoren erweitert werden. Ver-
groflert man die Zahl der Beobachtungssektoren (mit gleichen Sektor-Winkeln) von 4 auf m >4
(z.B. m =8; — Oktanten), so ist der passende erwartungstreue Schitzer gegeben durch

)\2

m—2

c m(m—1)

mualt — m
2
™ g R;

i=l

mit Var ()A\m’a,t> =

Die folgenden Graphiken zeigen zwei Simulationen eines homogenen Poisson-Prozesses mit Para-
meter 1 und die zugehorigen Schitzer.
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Methode

Proportional

Leerzellen

PCQ modifiziert

PCQ 4 alternativ

PCQ 8 alternativ

Schitzer

1,000

1,109

0,705

0,742

0,700

Methode

Proportional

Leerzellen

PCQ modifiziert

PCQ 4 alternativ

PCQ 8 alternativ

Schitzer

1,020

0,968

1,156

0,881

1,120
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Neben Schitzverfahren flir den Parameter eines homogenen Poisson-Prozesses sind auch Testver-
fahren zur Uberpriifung der Homogenitdtsannahme wichtig. Ein hdufig verwendeter und einfach
durchzufiihrender Test ist der

Dispersionsindex-Test: Dazu wird - dhnlich wie bei der Leerzellenstatistik - ein Beobachtungs-
fenster B fiir den Punktprozess £ in n gleich grofle disjunkte Bereiche B, (bzgl. des Lebesgue-

MafBes) aufgeteilt: B =D B, mit Borel-Mengen B, und m’(B,)= lmd (B), 1<i<neN. Der
=1 n

Dispersionsindex / ist dann definiert als

[=H—— mit 52%25(31.).

Unter der (Null-)Hypothese, dass £ ein homogener Poisson-Prozess ist, ist der Dispersionsindex /
asymptotisch (fiir n — 00) x__-verteilt (Chi-Quadrat-verteilt mit n—1 Freiheitsgraden; — Chi-
Quadrat-Anpassungstest). Ist 7 zu groB3, deutet das auf Klumpenbildung hin, ist 7 zu klein, deutet
das auf eine zu starke RegelmiBigkeit hin. (Als Fausregel zur Anwendbarkeit des Dispersionsin-
dex-Tests sollte » > 6 und E >1 sein.) Mit Hilfe der Chi-Quadrat-Verteilung kann man also ent-
weder zwei verschiedene einseitige oder einen zweiseitigen Signifikanz-Test formulieren.

Fiir die oberste Graphik der vorigen Seite wihlen wir als Kompromiss n =25 (statt 100) mit der
Auszihlung

W | W |~ |00 W
NI TN OO DN
W I N[~ ®W]| O
W|lW AW O
W W || W |DN

i . L 1 & o .
mit £ =4 und dem Dispersionsindex / = ZZ(E (Bl,) — 4)2 = 24. Fiir den zweiseitigen Niveau- o -
i=1

Test ergeben sich folgende Annahmebereiche A(«):

a 0,10 0,05 0,01
A(@) | [13,8536,42] | [12,40]39,36] | [9,89 | 45,56]

Der Dispersionsindex-Test wiirde also hier (wie zu erwarten) zu keinem der drei angegebenen « -
Werte ablehnen.
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Anwendungsbeispiel aus der Kriminalistik:

Die Situation:

Eine iltere, vermogende Dame hinterldsst einem befreundeten Arzt-Ehepaar, das die Dame me-
dizinisch intensiv betreut, mehrere Immobilien.

Die Verwandten fechten das Testament an. Es stellt sich heraus. daf3 sich die Unterschrift der
Erblasserin lediglich auf einem photokopierten Schriftstiick befindet.

Das Arzt-Ehepaar wird wegen gemeinschaftlichen Mordes angeklagt und verurteilt.

Der beurkundende Notar wird wegen Beihilfe zum Mord und wegen Urkundenfilschung ange-
klagt.

Das zustindige LKA sowie das BKA untersuchen das Schriftstiick mit der Unterschrift der Er-
blasserin sowie andere testamentarische Dokumente im Hinblick auf die rdumliche Verteilung
von Tonerpartikeln und stellen fest, dall sich 6 Tonerpartikel auf der mit Kugelschreiber geleis-
teten Unterschrift befinden. Der Richter wertet dieses Ergebnis als eindeutigen Schuldbeweis in
dem Sinne, dass die Kopie erst nach Leistung der Unterschrift angefertigt wurde.

Ist dieses Argument aus statistischer Sicht stichhaltig?

Y & 3 O Ol T 1 0T T{"U_ 0¥ 30
SO U U O A S O IO BRI S O crgg__
SO . O L B 06 O DO R N N 3 A SO

TYOL 0 ] T W0 YT Yo
L L S L O R O L S I
Yo7 o) Troffr 0loq 2 2 1 Ok
, R e R e el mr
T SR LR S VO A
LN L SO O O T I O A B A
™o ol 2 L L S L B LA O A A X

SISO O G O 5 O O A 35 O O I Y O
% 74 S L S I8 UL I OO O 1
LSS DO " O A A A A 55

Auszug aus den Tonerpartikel-Auszdhlungen des LKA;
Zellen mit * bezeichnen Zellen mit mehr als 4 Partikeln
(vom LKA als ,,systematische Fehler* bezeichnet)

Eine Detailanalyse der vom LKA untersuchten Schriftstiicke zeigt, dass fiir die rdumliche Vertei-
lung der Tonerpartikel ein homogener Poisson-Prozess £ angenommem werden kann. Die folgen-

de Tabelle zeigt die Auszidhlung der ersten 225 Zellen aus der als ,,Kopfzeile* bezeichneten obers-
ten Rasterzeile der zweiten Seite des Testaments, gruppiert in einer 15x15 Matrix (insgesamt ent-
hielt die Kopfzeile 240 Zellen zu je 0,5 mm?® Flicheninhalt; 6 weitere Zellen waren mit * markiert):
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2|(2|0(4|0|2|1|0|1]0j0O|0O]|1]1]0
0{1/0(2|1{0|0|0|O|1T(1|1]0]1][1
3|{1/0(1]0{0|0|0|O|1T(1|2]|1]0(1
111/0(0(2|11{1}1(3|0|2|0|0]|0]|2
0/{0|0Of1|3|1]|1|0|O0|1T|{O0O|1]|3]1]1
110/{0(1(1|/0|0|1|0|2|1]1|0]|2]|0
110|{0(0Of1|0|1]1T(1]|1]0]0|1]0]|1
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Auszug aus der Kopfzeile (als Matrix gruppiert)

Fiir den Dispersionsindex erhilt man hier mit £ =0,6755 den Wert

== 3 =197,34.

Fiir den zweiseitigen Niveau- o -Test ergeben sich folgende Annahmebereiche A(«):

o) 0,10 0,05 0,01
A(a) | [195,89 1 266,38] | [184,44 | 267,34] | [178,51|288,99]

Der Dispersionsindex-Test wiirde also hier zu keinem der drei angegebenen o -Werte ablehnen.

Problematisch ist hierbei allerdings der Fall der Streichung von Beobachtungen grofer als 4; damit
wird die Tonerpartikeldichte je mm” mit dem Wert A =2-£ =1,3511 nimlich zu gering geschitzt,

was auch der Wert des Dispersionsindex zeigt, der eher auf eine ,,zu gleichmifBige* Tonerpartikel-
verteilung hindeutet.

In einer weiteren Analyse kommt das LKA zu dem Ergebnis, dass die von der Unterschrift bedeck-
te Teilmenge B € B° einen Flicheninhalt von m*(B) =55 [mm?] besitzt.

Damit ist es aber extrem unwahrscheinlich, dass sich auf der Unterschrift nach spiterem Ko-
pieren eines Textes nur (maximal) 6 Tonerpartikel befinden, denn es gilt mit obigem Schiit-
zer:

()\m())

A-m*(B)=74,31 mit P({(B)<6)= -A“‘(B)Z =1,35x10**!

Zum Vergleich: es gilt

P(&(B)>40)= Am(3)2< ( ))

=0,9999904436,
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d.h. mit tber 99,999%iger Wahrscheinlichkeit miissten mehr als 40 Tonerpartikel auf der Unter-
schrift zu finden sein!
Andererseits gilt aber auch:

P(&(B)=0)=e " =533%x107,

d.h. es ist praktisch ebenso unmdglich, dass erst kopiert und danach unterschrieben wurde!!

Schlussfolgerung: die vom LKA durchgefiihrten Untersuchungen sind nicht gerichtlich verwertbar:

o entweder wurden ggf. unter der Unterschrift vorhandene Tonerpartikel nicht entdeckt (dann
wire der Angeklagte entlastet),

e oder auf der Unterschrift wurden ggf. vorhandene weitere Tonerpartikel nicht identifiziert (dann
wire der Angeklagte stark belastet).

Im Mittel sollten sich jedenfalls entweder unter oder auf der Unterschrift ca. 74 Tonerpartikel be-
finden.

Hier stellt sich noch die Frage, wie der Parameter A >0 eines homogenen Poisson-Prozesses ge-
eignet geschitzt werden kann, wenn die Datenauszdhlung nach einer modifizierten Proportional-
Statistik mit Hilfe von Zellen B, i =1,---,n gleichen Lebesgue-Malles erfolgt, wobei die Daten
Typ-I-zensiert sind (d.h. nur Zellen beriicksichtigt werden, deren ,,Punktezahl® den Wert K € N
nicht {iberschreitet). Dieses Problem wurde — motiviert durch die oben besprochene kriminologi-
sche Untersuchung — in HURT, LACHOUT AND PFEIFER (2001) behandelt. Wir stellen hier nur kurz
die dort vorgeschlagene Vorgehensweise und die zu Grunde liegende Motivation vor: zunéchst gilt

mit p=X-m*(B,), i=1---,n:

Z ke I
— k=K+1 k' =Hk pu® B
e(1,K):=E(¢(B)I¢(B)>K) = el 1+ i ,i=Ln
o L K'let =S H
k;ul k! k;qk! [6 ;k']

Eine geeignete Schitzung fiir ;¢ (und damit auch fiir A\) erhélt man nun durch (numerisches) Losen
der Gleichung
S+m-e(u,K)
n

1,

wobei S := Z & (B[) die Gesamtzahl der tatsdchlich ausgezihlten ,,Punkte* bezeichnet und m

i:€(B;)<K

die Anzahl der nicht beriicksichtigten Zellen. Hintergrund dieser Methode ist die Beziehung

s= 3 5(31,):25(3,.)— > f(Bl,)%Z::ﬂBi)—m-e(,u,K) mit E i&(BJ]ZI’%M.

i:6(B;)<K i:6(B;)>K i=1

Fii die obige Kopfzeile ergibt das (bei insgesamt 240 Zellen mit 6 Streichungen fiir K =4) den
deutlich grofleren Schitzwert A =1,5822.

34



I. Punktprozess-Modelle

1.6. Weitere Punktprozess-Modelle

Der Binomial-Punktprozess

Waihlt man die Gesamtanzahl der ,,Punkte® eines Poisson-Prozesses als eine konstante Grofie, so
erhdlt man den so genannten Binomial-Punktprozess. Er besitzt die Darstellung

n
= ngk ’
k=1

wobeil wieder X,,---, X, stochastisch unabhingige, identisch verteilte Zufallselemente auf (%,B)

mit Verteilung O sind und » € N fix ist. Der Binomial-Punktprozess kann als bedingter Poisson-
Punktprozess im folgenden Sinne aufgefasst werden: Ist £ ein Poisson-Punktprozess in kanoni-

scher Darstellung mit Paramtern A\ und Q, so gilt P" = P*(s [N =n). Als Intensititsmal erhilt
man

En=n-Q,

und die Randverteilungen des Punktprozesses fiir disjunkte Mengen sind durch Multinomialvertei-
lungen gegeben: Ist {B,- }l,e , mit [ = {1,-~~,m}, m €N eine Familie paarweise disjunkter Mengen
aus B mit UBi =X, so gilt

icl

P[ﬂ{n(Bi):kf}]:[kl,-Tq- k

iel >%m

]HQ"I‘ (B,) firalle k,---,k, € I mit Zkl. =n.

icl icl

Die Zufallsvariablen {n(Bi)}‘el sind aber im Gegensatz zum Poisson-Punktprozess nicht unabhin-

gig, sondern negativ korreliert mit der Varianz-Kovarianzmatrix

J2! (l_p]) —DPiD; —DP\P
V—n _p.zpl P, (1._172) _p.2pm
— PP —PnP pm(l_pm>

Dies kann man mit Hilfe der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion leicht zeigen: sei dazu
D, = Q(Bi) fiir i € I. Dann gilt:

So(tl’”.’tm):E[Htin(Bi)}: Z [k n k ] plklttlﬂ :[Zpltl] fur tl’“"tmzo'
1° s iel

icl Ky ek €1 m il
ke, =n

Es folgt

(1(8)-1(8,) =5 (68,
E\n(B;)n(B)))= 7 7-¢l L, =n(n—1)pp,
T otor, T ’

1oty =1

und somit Kov(n(Bi),n(Bj)):n(n—l)pl.pj —nzpl.pj =-n-p,p, fur alle i,jel, i= jFir
i=jel ergibt sich dagegen Kov(n(Bl.),n(Bj)) = Var(n(Bi)) =np,(1— p,) und damit die obige
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Varianz-Kovarianz-Matrix. Die eindimensionalen Randverteilungen sind damit sémtlich Binomial-
verteilungen mit

n n—k
P(n(B)=k)= [k]Q(B)" (1-0(B))"" fir Be Bund ke I.

Fiir die sphdrische Kontaktverteilung ergibt sich hier noch
P(Ru) > r) = P(n(K(r))=0)=(1-Q(K(r)))" fiir »>0.

Ein Binomial-Punktprozess iiber dem d-dimensionalen Einheitswiirfel ergibt sich in natiirlicher
Weise bei Realisierungen von Copulas (vgl. das Skript zur STOCHASTIK, Satz 31). Man kann sich
diesen Sachverhalt fiir einen einfachen Test auf stochastische Unabhéngigkeit (Nullhypothese) vs.
positive Abhingigkeit (Alternative) oder auch andere Hypothesen iiber eine eventuell zu Grunde
liegende Abhidngigkeit zu Nutze machen. Wir stellen hier als Beispiel den Diagonalband-Test in
zwei Dimensionen vor.

Durchfiihrung: Gegeben seien n Realisierungen aus einer
transformierten oder empirischen Copula. Teststatistik 7}, ist
ose n die Anzahl der Datenpunkte in der Menge D =D, UD,
(Vereinigung der beiden Dreiecke auf der Antidiagonalen).
Die Fliche von D betriigt p =0,7° = 0,49. Bei stochastischer

oo Unabhiéngigkeit folgt 7, einer B(n, p)-Binomialverteilung,
020 Die Nullhypothese der stochastischen Unabhédngigkeit wird zu
0 n, Gunsten der Alternative (positive Abhédngigkeit) mit einer
010 Irrtumswahrscheinlichkeit (1. Art) von o verworfen, wenn
U‘UUD‘DD 0,10 020 030 040 050 0G0 070 08B0 080 1,00 TD S c(l iSt mit maXimalem c(){’ SO dass

[ n L

S pa-p*<a

=0k

Die folgende Graphik zeigt eine Simulation von 100 Punkten aus einer Gumbel-Copula

C,(u,v)= exp(—((— Inu)’ +(—In v)e)m), 0 <u,v <1 mit Parameter 6 = 3.
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Die TestgroBe fiir den Binomialtest betragt hier 7, =7 (rot markierte Punkte) mit c,,,,, = 37, d.h.
die Nullhypothese wird zum Niveau o = 0,01 erwartungsgemif deutlich abgelehnt.
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Poisson-Cluster-Prozesse

Fiir viele naturwissenschaftlich motivierte Fragestellungen bietet es sich an, einen Poisson-
Punktprozess (,,Elternprozess®) als Ausgangspunkt fiir eine Clusterbildung von Punkten um die
Elternpunkte herum zu verwenden (,,Tochterprozesse®). Dabei konnen die Tochterprozesse z.B.
selbst wieder (vom Elternprozess stochastisch unabhéngige) Poisson-Punktprozesse sein. Als (loka-
les) Modell in R? bietet sich beispielhaft etwa folgende Konstruktion an:

£E=

N Nk
g
k=

X +Zy,°
1 i=l1

wobei {N , N, }kGN eine Familie stochastisch unabhingiger, Poisson-verteilter Zufallsvariablen ist
mit nicht-negativen Parametern )\, fiir N (Elternprozess) und A, fiir die {N, }keN (Tochterprozes-

se), unabhingig von den (ebenfalls untereinander unabhéngigen) d-dimensionalen Zufallsvektoren

{x,.Z2, wey- Ferner werde hier angenommen, dass die {x, }keN die Verteilung Q" und die

{Z i } Loy die Verteilung O’ besitzen. Fiir das resultierende IntensititsmaB ergibt sich dann:

Satz 11: Unter den obigen Voraussetzungen gilt

EE(B)=\, -\, - f 0% (B—-2)0%(dz) fiir alle B € B*.

Beweis: Zur Abkiirzung setzen wir Y, := X, + Z,,, k,i € N. Dann gilt

Q' (B):=P(Y, € B)=P(X,+Z,€B)= [ P(X, +z€B)0"(dz)= [ 0" (B~2)0" (dr)
RY R?
fiir alle B € B und k,i € N. Es folgt

E&(B) = iiE[ing%)]-P(N —n)=3"3"A-0"(B)-P(N =n)

n=l k=1 i=l n=l k=1

=0 (BYYn-P(N =n) =2, Ay [ 0 (B 20" (@)

denn die Familie {Y,ﬂ.}ieN ist voraussetzungsgemifl stochastisch unabhingig von N, fiir jedes
k € N. Damit ist der Satz bewiesen. m

Bemerkungen:

» Fiir die mittlere Anzahl aller Tochterpunkte ergibt sich damit E¢ (Rd> =X A

o In vielen Anwendungsfillen ist die Verteilung O° symmetrisch um den Nullpunkt herum, so
dass die Tochterpunkte dann symmetrisch um die Elternpunkte herum verteilt sind.
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Anwendungsbeispiel Thomas-Prozesse:

Das im Folgenden ausfiihrlicher besprochene Anwendungsbeispiel hat seinen Ursprung in einer
biologisch motivierten Fragestellung im Rahmen des Verbundvorhabens Okosystemforschung Nie-
dersdchsisches Wattenmeer, grundlagenorientierter Teil ELAWAT (1989 - 1999).

Auszug aus dem Synthese-Bericht des ICBM vom Miérz 1999 (nach WIRTZ UND NIESEL, modifi-
ziert; vgl auch DITTMANN (1999), Kapitel 4.3.2):

Im Wattsediment findet sich ein groBler Artenreichtum an kleineren Organismen (Meiobenthos).
Diese Organismen sind nicht gleichméBig im Sediment verteilt. In Abhéngigkeit von dufleren Be-
dingungen wie z.B. der KorngroBe des Sediments, der bodennahen Advektion oder von den &kolo-
gischen Anspriichen einer Art kann es auf unterschiedlichen rdumlichen Skalen zu verschiedenen
Verteilungsmustern kommen. Dies gilt beispielsweise fiir den Copepoden Harpacticus obscurus.

Die Charakterisierung der raumlichen Heterogenitit des Meiobenthos ist von Bedeutung. Sie 1403t
Riickschliisse auf 6kologische Eigenschaften der jeweils betrachteten Art zu. Insbesondere rdumli-
che Wechselwirkungen mit anderen Arten oder innerhalb der Population (z.B. Vermehrung) wer-
den tiber die Verteilungsmuster indirekt erkennbar.

Allerdings fiihren Dichteschwankungen in der dkologischen Freilandarbeit zu dem Problem, eine
geeignete MeBstrategie zu finden. Die Probenahmedichte darf aus praktischen Griinden nicht zu
grof sein. Sie sollte aber auch nicht zu gering gewihlt werden, da sich sonst die Verteilungsmuster
nicht charakterisieren lassen. Folglich miissen die Anzahl und Grée von erfafiten Flichen auch
iiber einen minimalen Grenzwert liegen.

Aus der Problematik ergeben sich insgesamt zwei Fragestellungen:

e Liegt den Dichteschwankungen meiobenthischer Organismen ein Muster zugrunde und falls ja,
kann das Muster mit wenigen Gro3en beschrieben werden?

e Welche Probenahmestrategie ist notwendig, um das Muster zu erfassen?

Prinzipiell konnen die beiden Fragestellungen mit statistischen Verfahren bearbeitet werden.
Doch vor allem die anvisierte, 6kologische Interpretation der Verteilungsmuster macht den Einsatz
eines Modells sinnvoll. Denn in dem Modell konnen bereits Hypothesen zur Musterbildung getestet
werden.

Einen solchen hypothesenbasierten Weg beschreiten die in der Okosystemforschung Wattenmeer
eingesetzten stochastischen Verteilungsmodelle des Meiobenthos. Sie leiten sich aus Annahmen zu
der Verteilungsart der betrachteten Arten ab. Das Modell zur Musterbildung des Copepoden Har-
pacticus obscurus (Ruderfullkrebs) beruht beispielsweise darauf, da3 die Copepoden stark von der
makrobenthische Art Lanice conchilega (Baumchenrohrenwurm) gefordert werden. Im Detail ba-
siert das Modell auf folgenden Hypothesen:

e Die Copepoden gruppieren sich um einzelne Individuen des Biumchenrohrenwurms gemif
einer radialsymetrischen Normalverteilung (Tochterprozesse).

e Die Individuen des Baumchenrohrenwurms sind zufallig gleichmiBig verteilt (Elternprozess).
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Lebensraum Watt

Quelle: Nationalparkverwaltung ,,Niedersichsisches Wattenmeer* (1992); Graphik: M. Karl

1: Wattschnecke (Hydrobia ulvae)

2: Pfeffermuschel (Scrobicularia plana)

3: Kotpillenwurm (Heteromastus filiformis)

4: Tellmuschel (Macoma baltica)

5: Schlickkrebs (Corophium volutator)

6: Herzmuschel (Cerastoderma edule)

7: Pierwurm (Arenicola marina)

8: Seeringelwurm (Nereis diversicolor)

9: Baumchen-Rohrenwurm (Lanice conchilega)
10: Sandklaffmuschel (Mya arenaria)

11: Miesmuschel (Mytilus edulis)

12: Gemeine Strandschnecke (Littorina littorea)

Die folgenden Tabellen zeigen die Auszdhlungen der Anzahlen von Harpacticus obscurus an drei
verschiedenen Standorten; die gesamte ausgezihlte Fliche betrigt jeweils 100 cm?® [ = 1 Flichen-
einheit]. p bezeichnet jeweils die durchschnittliche Anzahl Individuen pro Zelle und 7 den jeweili-
gen Dispersionsindex.
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95| 1 310142 165(22| 1 |94 | 68 245|142|326| 52 |293
1 1 1 4 | 2 11182 (111| 97 [153 222(368| 84 | 18 | 67
0O|5)| 8 |81|24 0| 01|24 (13|15 239 25 |1477(213|204
11 1 6 |71(116 31| 1146|122 | 11 18 |570|183|494| 47
115 (116] 2 | 10 210|586 238(119|126(591| 20
Probe 6 Probe 8 Probe 18
w=24,28 w=39,52 uw=215,24
1 =1464,21 1 =1490,13 1 =3377,47

Die sehr groBen Werte der Dispersionsindices deuten auf ein stark geklumptes Punktmuster hin.
Insofern erscheint es naheliegend, fiir die Modellierung einen rdumlichen Cluster-Prozess zu ver-
wenden. In einem ersten Ansatz kann man einen Thomas-Prozess betrachten, bei dem die Tochter-
Prozesse Poisson-Punktprozesse sind, deren Intensititsmalle durch ein Vielfaches A, >0 bivariater
radialsymmetrischer Normalverteilungen gegeben sind (d.h. mit stochastich unabhéngigen Kompo-
nenten). Die folgenden Graphiken zeigen Simulationen solcher Prozesse mit den Parametern
Az =10 fiir den Elternprozess und A\, =50 fiir die Tochterprozesse. Die Standardabweichung fiir

die Normalverteilung betrdgt jeweils 5 [in Pixel-Einheiten], die Auszdhlung erfolgt wie in den obi-

gen drei Beispielen.

intensity of parent process = 10
intensity of daughter process = 50
standard deviation = 5 [Pixelsl

mean value = 17.55

estimate for intensity of parent process
estimate for intensity of daughter process

b

40

index-of -dispersion =

1519.59

9.64
45.53

1c4

J1

16

realized: 11
realized: 39.

Z7

13

20

21

16
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intensity of parent process = 10
intensity of daughter process = 50
standard deviation = 5 [Pixelsl
mean value = 17.71 index—of —-dispersion = 1238.32
estimate for intensity of parent process = 8.21 realized: 9
estimate for intensity of daughter process = 53.94 realized: 49.22

17 0 0} 0 0

S

= 62 0 98 89 0

b,
ks

44 ) 3 9 18

intensity of parent process = 10
intensity of daughter process = 50
standard deviation = 5 [Pixels]
mean value = 19.71 index—of —-disperszion = 1279.26
estimate for intensity of parent process = 9.64 realized: 10
estimate for intensity of daughter process = 51.13 realized: 49.29

o ) 95 15 51

117 2 e © 8

11 0 0} 0 0

. 20 0 1Z 11 49
&

L
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el Fiir die Schitzung des Parameters A\, verwenden wir

eine geeignete Modifikation der Leerzellenstatistik,
- da diese nicht direkt angewendet werden kann, weil
o Zellen, die zwar von Elternpunkten frei sind, mit
Tochterpunkten besetzt sein konnen. Wenn die Pa-
rameter A\, und A, in einem ,,passenden Verhéltnis
-f o | } ’ zur Streuung o der umgebenden Normalverteilung

stehen, bietet sich ein Schwellenwert-Verfahren der
folgenden Art an:

Es sei S >0 der Schwellenwert fiir eine ,,schwach
besetzte Zelle* (vgl. die Graphik links). Mit

Beispiel einer ,,schwach besetzten Zelle*
Ly =#{i|¢(B,) < S}

sei die Anzahl derjenigen Zellen B; bezeichnet, die hochstens S Tochterpunkte enthalten. Dann ist

- n
A, = In
Tomi(B)

n
LS

ein geeigneter Schitzer fiir A, wobel iS die empirische Anzahl ,,schwach besetzter Zellen™ aus

der Stichprobe bezeichnet (vgl. Methode 2 oben). Dabei werden ,,schwach besetzte Zellen* ideell
mit Zellen identifiziert, die urspriinglich frei von ,,Elternpunkten sind. Als heuristisch motivierte
Wahl fiir den Schwellenwert S verwenden wir im Fall der Dimension 2 die Grof3e

S = N ,
3(n—1)

wobei N =&(B) die Gesamtzahl aller Tochterpunkte im Gebiet B = UBI. bezeichnet und /¢ die
i=1

Anzahl der Zellen, die frei von Tocherpunkten sind. Diese Wahl ist dadurch motiviert, dass dieje-

nigen Tochterpunkte fiir Elternpunkte, die nahe an einer Kante einer Zelle liegen, in etwa zur Half-

te in die Zelle streuen, wihrend Tochterpunkte fiir Elternpunkte, die nahe an einer Ecke einer Zelle

liegen, in etwa zu einem Viertel in die Zelle streuen. Ferner ist » — ¢ die Anzahl derjenigen Zellen,

die von Tochterpunkten besetzt sind, so dass im Mittel Tochterpunkte in einer besetzten Zel-

n J—
le liegen. Fiir den Parameter ), bietet sich daran anschlieBend der Schitzer

=z

>>
=

an.

Die Parameterschitzungen in den drei obigen Simulationsstudien wurden auf genau diese Weise
ermittelt. Wie man sieht, werden die urspriinglichen Parameter A\, =10 und A\, =50 relativ gut

identifiziert.
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ot Vergleicht man die simulierten Auszéhlungsergebnisse mit der Probe 6, so sicht
man zwar, dass die Anzahlen in der gleichen GréBenordnung liegen und auch
o die Dispersionsindices vergleichbar hoch sind, allerdings enthilt Probe 6 we-
. sentlich weniger Leerzellen. Es ist daher davon auszugehen, dass neben einer
RuderfuBkrebs geklumpten ,,Ansiedlung* von Copepoden um Lanice-Réhren herum auch noch
ein zufilliges Auftreten von Copepoden ,,im freien Geldnde* anzunehmen ist.
Fiir die Modellierung bedeutet das die Annahme einer stochastisch unabhingigen Uberlagerung
eines Thomas-Prozesses fiir die Réhren-orientierten Copepoden mit einem homogenen Poisson-
Prozess mit Intensitidt A\, >0 fiir die ,,frei wandernden‘ Copepoden.

Lanice-Feld

Fiir die mittlere Anzahl aller Tochterpunkte des modifizierten Gesamtprozesses ergibt sich damit
der Wert

Mo = EE(RY) =M A + ),

tot

Nimmt man an, dass ein Anteil p € [O,l] aller Tochterpunkte den frei wandernden Teil der Ge-

samtpopulation bezeichnet, so erhdlt man die Gleichung

A, =p-A, bzw. AN =(1—p)-A

tot >

So dass der Schétzer fiir den Parameter A\, modifiziert werden muss zu

>

At =(1—p)-2et.
T ( p ) 3,
Das Konzept der ,,schwach besetzten Zelle” kann dabei weitgehend unveréndert bleiben, solange

der Anteil frei wandernder Copepoden nicht zu grof3 wird. Ggf. bietet es sich an, den Schwellen-
wert geeignet anzupassen:
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Ein geeignetes adaptives Verfahren zur Schitzung aller drei Parameter wird in PFEIFER, BAUMER,
ORTLEB, SCHLEIER UND SACH (1996) beschreiben.

Die folgenden drei Graphiken zeigen Simulationen nach dem modifizierten Thomas-Prozess fiir die
drei Proben 6, 8 und 18. Die frei wandernden Copepoden sind mit einem griinen Kreuz drgestellt.

intensity of parent process = 10
intensity of daughter process = 60
intensity of noise process = 31.57
standard deviation = 7 [Pixelsl
mean value = 2Z2.8 index—of -dispersion = 1383.94
estimate for intensity of parent process = 11.15 realized: 9
estimate for intensity of daughter process = 48.53 realized: 59.88
estimate for intensity of noise process = 28.5 per cell: 1.26

1 2 12 0 4

g 43 62 1 o9

Simulation fiir Probe 6

intensity of parent process = 18
intensity of daughter process = 50
intensity of noise process = 47.36
standard deviation = 5 [Pixelsl
mean value = 31.71 index—of —-dispersion = 1351.92
estimate for intensity of parent process = 14.49 realized: 16
estimate for intensity of daughter process = 51.97 realized: 47
estimate for intensity of noise process = 39.65 per cell: 1.89

0] 8 3 153 44

_ 54 2 37 3 118
5 1 1 49 40 1
e »
B i
A pd 1 0 24 B8

Simulation fiir Probe 8
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I. Punktprozess-Modelle

intensity of parent process (max. 100)
intensity of daughter process (max. 250)
proportion p of noise intensity
standard deviation [Pixels]

[ R

mean value = 272.39 index—of —-disperszion

estimate for intensity of parent process
estimate for intensity of daughter process
estimate for intensity of noise process

i

Simulation fiir Probe 18

Punkt-Prozesse mit AbstoBung

Fiir einige naturwissenschaftlich motivierte Fragestellungen ist es sinnvoll, auch Punktprozesse mit
rdumlicher AbstoBung zu betrachten (z.B. Bidume in einem Wald, die wegen ihrer Kronendurch-
messer nicht beliebig nahe beieinander stehen kdnnen). Wir gehen hier nicht auf Details ein, son-
dern verweisen exemplarisch auf D. STOYAN UND H. STOYAN (1992), Kapitel 6 (insbesondere

Strauss- und Gibbs-Prozesse).
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realized: 165.27
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I1. Zufillige abgeschlossene Mengen

Punktprozesse sind hdufig der Ausgangspunkt fiir ,,kompliziertere* rdumliche Strukturen - zufillige
abgeschlossene Mengen - , die z.B. durch geeignete zufillige Uberlagerung abgeschlossener Men-
gen entstehen und die insbesondere ein positives Lebesgue-Mal (Fliache, Volumen) besitzen. Thre
theoretischen Grundlagen sind noch tiefer liegend als die der Punktprozesse. Wir beschrinken uns

hier auf den Fall des d-dimensionalen Euklidischen Raumes (%, B ) = (Rd, Bd) mit d € N.

I1.1. MaBtheoretische Grundlagen

Wir verwenden hier durchgiingig die folgende Notation (vgl. auch das Skript zur STOCHASTIK, Ka-
pitel 1.6):

d
79 .= {Ia,b = _>_<1(ai,bi]§ R? la,beR,i= 1,-~~,d}

0*:={0 CR’ |0 offen}
Fli= {A CR’|4 abgeschlossen}
K= {K CRY|K kompakt}

sowie
F={FeF!|FNK=o} fir KCX
und

& ={F|KeK'}, 3 =0(&).

Sofern keine Konfusion besteht, lassen wir den nach oben gestellten Index d im Folgenden meist
weg, schreiben also Fy :={F € F|FNK =&} statt F := {F cFIIFNK = @} usw.

Lemma 6: Es sei {An }neN eine Mengenfolge mit 4 C X fiir alle n € N.

a) Es gilt ohne weitere Einschrankungen: F = U F, -

neN neN

b) Unter der Voraussetzung 4, | A= ﬂ A4, firein ACX und 4, € K fiir alle n €N gilt auch:

keN
fﬂ 4, = ﬂ ‘/TAn'
neN

neN

Beweis:

a) Esgilt:FefFUA & FﬂUAn¢® & FNA,=o firwenigstensein n€N < FeF,

neN neN

fiir wenigstensein n€N & F € U F, -

neN

b) Nach Voraussetzung ist notwendig 4= @. Es gilt: FEF, & FNA=(|(FN4,)=0 =

neN

FNnd,=o fir alle neN & FeF, fir alle neN @Feﬂ};”, also folgt

neN
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

}h e ﬂ F, . [Dies gilt auch ohne jegliche Voraussetzung an die Folge {An }neN .] Sei nun

neN

umgekehrt F € ﬂ}"AH, also FeF, fir alle ne€N. Nach Voraussetzung haben wir

neN

FNA |FNA= ﬂ (FNA4,)=o auf Grund des Cantor’schen Durschnittssatzes, so dass

keN

folgt und somit ]—h 4 ) ﬂ]—;ﬂ, also F

FeF,=F N

N

neN

wiesen ist. W

= ﬂ F,, womit das Lemma be-

neN neN

Bemerkung: Die Annahme der Kompaktheit der Mengen 4, in Lemma 6 ist wesentlich, wie das
folgende Gegenbeispiel zeigt: Sei 4 € K beliebig. Dann ist Q \ 4= {ql,qz,---} eine unendliche,
abzihlbare Menge. Setze 4, := AU{qn 109, +2,---} fir alle » € N. Diese Mengen sind sédmtlich
nicht kompakt, aber es gilt offensichtlich 4, | A. Seinun F C 4° ein beliebiges abgeschlossenes d-

dimensionales Intervall (ein solches existiert immer). Dann enthdlt die Menge
FNQ'=FnN (Qd \A) unendlich viele Elemente, so dass F N 4, = & fiir alle n€ N gilt. Es folgt

also F € ﬂ F, , nichtaber F'€ F, 4= F,, womit hier der Fall .7-"ﬂ e ﬂ F, vorliegt.

neN neN neN neN

Lemma 7: Es bezeichne G, :={F € F|F CK} fir K C X. Dann gilt G, € § fiiralle K € FUO,
und folgende Mengensysteme sind neben &, ebenfalls Erzeuger von § :

& ={F10€0}
& ={F,|4e F}
& ={F|IeT}

&, =1{G,10€0}
&={G,|Ae F}.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Erzeugereigenschaften von & bis &, :

Zu & :  Sei O € O. Dann existiert eine Folge {Kn }nGN C K kompakter d-dimensionaler Kugeln
mit O = UKn. Also gilt F, = U Fi €8 nach Lemma 6 a). Damit folgt £ C§ und

neN neN

somit auch 0(81) C §. Umgekehrt existiert zu einer beliebigen nicht-leeren kompakten
Menge K € K eine Folge {On }neN C O offener Mengen mit O, | K (denn die offene

Menge K° kann nach obigem von unten monoton durch kompakte Kugeln {Kﬂ} e K

aproximiert werden; setze dann O, = K¢.) Es folgt also F, = ﬂ Fo, € (&) und damit

neN

§=0(&)Co(&)C3, also o(&)=3.
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Zu &,

Zu & :

II. Zufillige abgeschlossene Mengen

Es gilt & C &, und damit § Co(&,). Umgekehrt existiert eine Folge {K, }neN CK mit

d
X=|JK, (zB. kompaktifizierte Standard-Intervalle K, = X[-n,n]). Fiir belicbiges
" =l

neN

AecF folgt dann A= U(AﬂKn) mit kompakten Mengen ANK,, so dass

neN

F, = U]—"AQK” € g folgt,also §=0(&)Co(&)CF und somit §F =0(E,).

neN

d
Zujedem [ = i>:<1(ai,bl.] € &, existiert eine Folge {K,} | CK mit I = JK, (zB. kom-

neN

). Es folgt also F, = U Fy €F und

neN

n—1
a,b,
n

d
paktifizierte Standard-Intervalle K, = >§1

somit (&) C §. Ferner existiert zu jeder offenen Menge O € O eine Folge {/,}  CT
mit O = U I, sodass F, € 0(53) und damit § = 0(51) C 0(83) C g folgt, also insge-

neN

samt auch § =0 (&,).

Wir konnen jetzt zeigen, dass G, € § fiir alle K € FUQO gilt, denn mit einer einfachen Umfor-

mung erhalten wir

Go={FeFIFCK}={FeFIFNK =o}={FeFIFNK = o} =F . €§

unter Beachtung der Tatsache, dass Komplemente offener Mengen abgeschlossen sind und umge-

kehrt.

Damit sind aber auch &, und & Erzeuger von § wegen &, = {QO |0 € (9} = {.7:2 |A e .7:} und
&={G,|4c F}={F,l0c0}. =

Bemerkungen:

e Die Erzeuger & bis &, sind nicht durchschnittstabil, wohl aber &, und &;. Beispielsweise gilt
fiir disjunkte K,,K, € K nur

FNF, ={FeFIFNK, =0 und FNK, =2} C F

ohne Gleichheit. Insbesondere ist F, NF, = F, fir jedes K € K. Denn entweder ist K zu
KK, disjunkt - in diesem Fall gilt KeF, aber K¢gF NF, - oder es gilt
KN(K UK,)=@, 0B.dA. F:=KNK, =2. In diesem Fall gilt F € F,, aber FNK, =0
und somit /¢ F, NF, . & ist also nicht durchschnittstabil (analog argumentiert man fiir &
bis &)).

Andererseits gilt beispielsweise fiir alle 0,,0, € O

Go, NGy, ={F€FIFCO, und FCO,}={FeF|IFCO,NO0,} =G, ,
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

d.h. &, ist durchschnittstabil (analog argumentiert man fiir &;).

e Es lasst sich zeigen, dass auch die Systeme G, und H, := {F eF|FOK } fir K € K (durch-
schnittstabile) Erzeuger von § sind, ebenso H,, fiir O € O und H, fiir 4 € F.

Lemma 8: Es sei {4,} _ eine Mengenfolge mit 4, C X fiiralle n € N.

a) Es gilt ohne weitere Einschrankungen: Qﬂ L= ﬂ g,-

neN

b) Unter der Voraussetzung 4, T 4= U 4, fiir eine Menge 4 C X, wobei die 4, kompakt sind

keN

fir alle n € N gilt auch: gUAn = UQA”.

neN

Beweis: Mit Lemma 6 folgt:

a) gﬂAn:}—c _‘7:041: U};; Zﬂffg:ﬂ%

neN ﬂ A, neN neN neN neN
neN

b Gy, =7 =74, =|NF | =UF =UGg,, weil 471 4°=[4.

=< U 4, P neN neN neN keN
neN

Satz 12: Es bezeichne H, :={F € F|F DK} fiir K € K. Dann gilt H, € 3.

Beweis: Sei K, _><1 I ‘] Tl e K fiiralle ne N und i=(j.»Jj,)EZ". Fir neN setzen wir
=lln’ n
zur Abkiirzung J, := {jEZd|Knj ﬂK:t@}. Es gilt X = U K, furalle n€N und
jez?
Hy = ﬂ ﬂ f}gjm(-

neN jeJ,
Dies sieht man wie folgt:

Fe ﬂn‘f}%ﬂK’ Ggﬂﬂf}%m{

neN jeJ, neN jeJ,
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

Ist F € 'H,, so gilt F O H fiir alle Teilmengen H von K, also ist insbesondere F D K,NK fur
alle neN und jeZ® und somit Fe()()F x bzw. He C()() F - Ist umgekehrt
neN jeJ, neN jeJ,

Fe ﬂ ﬂ }"Knjm(, so ist " abgeschlossen, und es gilt FNK, ;NK = firalle n€N und jeJ,.

neN jeJ,
Angenommen, es gibt einen Punkt x € K\ . Dann existiert eine Folge von Indices { i, }HGN CZ
mit {x} = ﬂ (Knj, ﬂK). Wegen FNK,; NK = furalle n€N existiert ferner eine Folge von

neN

Punkten {x, }

sengeit von F: xe€F% ! Also ist FOK und damit F € H,. Damit ist die Gleichheit
H, = ﬂ ﬂ ]—"Knjﬁ « gezeigt. Die Abzéhlbarkeit der Durchschnittsbildung impliziert aber sofort die

neN jeJ,

Behauptung, weil mit € F alle Mengen F'N K, kompakt sind, also FK,,jﬁK €g gilt. m

mit x, € FNK,;, NKC F.Es folgt also x = limx,,und wegen der Abgeschlos-

neN

Bemerkung: Aus dem letzten Satz bzw. der Bemerkung am Ende von Lemma 7 ergibt sich insbe-
sondere die interessante Schlussfolgerung, dass fiir jede kompakte bzw. allgemeiner abgeschlosse-
ne Menge F € F wegen {F}=G, N'H, auch {F}€F liegt.

Definition 6: Es sei (,.4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Zufallselement =:(€,.4) —
(.7: S ) heiBt zufdllige abgeschlossene Menge (ZAM). Die durch

T.(K)=P(ENK=@)=P(Ec F) =P (%), K€k

—_

auf C definierte Abbildung heiflt das zu = gehorige (oder von = induzierte) Kapazitdtsfunktio-
nal.

Lemma 9: Das Kapazititsfunktional einer ZAM = besitzt folgende Eigenschaften:
a) 0<T.<1mit 7.(2)=0

b) Ist {K,}  CK eine monoton fallende Folge kompakter Mengen mit K, | K € K, so gilt
auch T (K,) | T.(K) fiir n — oco.

¢) Die Abildungen S, seien fiir n € Z" induktiv wie folgt definiert:

Sy(K):=1-T.(K)=P(ENK =2) fir K€K

S, (K;Kl,---,Kn>:: S (K;K],---,Kn_1>—Sn_1 (KUK ; K, K 1)

n’ n—

fir K,K,,---,K, € K, n€N. Dann gilt:

S, (KK, K,)= —TE(K)-I—Zn:TE(KUKi)—ZZTE (KUK, UK, -

1<i<j<n

o (=D)L KUK, [>0
i=l

fir K,K,,---,K, €, neN.
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

Beweis:

a) Trivial
b) Zunichst gilt {ENK,=o}=E" <.7:K> = (F)={ENK =02} wegen Fe | Fi nach
Lemma 1 b). Teil c) folgt induktiv; beachte dazu:
Si (K;K1> = 5y(K) =S, (KUKI) - (I_TE(K))_(I_TE(KUKI)) =-T_(K)+T.(KUK))

usw. H

Bemerkung: Es gilt auch

S, (K;K,,-K,) =P {EﬂK:@}ﬂﬁ{EﬂKi r@}]:l_P
i=1

{Enk =o}u J{EnK =2}
i=1
fiir alle » € N (— Siebformel; vgl. das Skript zur STOCHASTIK, Satz 5).

Satz 13 (Choquet): Ist 7 ein Funktional auf IC, das die Eigenschaften a) bis c¢) von Lemma 9 er-
fiillt, so existiert eine eindeutig bestimmte Verteilung Q auf § mit

T(K)=Q(F,) firalle K € K.

Der Beweis ist sehr aufwéndig; wir verweisen hier auf SCHNEIDER UND WEIL (2000), Abschnitt 2.2.
Das wesentliche Problem besteht hier darin, dass der Erzeuger & ={F|K € K} nicht durch-

schnittstabil, also insbesondere kein Semiring ist, so dass der grofle Malifortsetungssatz ( vgl. das
Skript zur STOCHASTIK, Satz 7) nicht direkt angewendet werden kann.

Lemma 10: Die folgenden Abbildungen sind messbar:

a) U:Rox{x}eF’

b) V:R'sx>{x}eF" firjedes feste i € {1,---,d}.

Beweis:

a) Fir Ke K’ gilt: U*I(]-",f) :{x cRY|U(x) € ]—",f}:{x eR|{x}NK = @}: K € B’. Damit

ist die Behauptung gezeigt, da &, ein Erzeuger von § ist (vgl. das Skript zur STOCHASTIK,
Lemma 10).

b) Fiir K € K' gilt (mit geeigneter Symbol-Interpretation):
VN E) ={xeR e R ={xeR {x}NK =2} =R"'xKxR"cB’ =

1

Bemerkung: Lemma 10 b) impliziert, dass fiir einen d-dimensionalen Zufallsvektor X die Projek-
tion =, ={X,} eine ZAM in R' ist.
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

I1.2. Messbare Operationen mit zufilligen abgeschlossenen Mengen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die iiblichen Mengenoperationen wie Vereinigung, Durch-
schnitt, kartesische Produkte usw. messbare Abbildungen sind, so dass solche Operationen, ange-
wendet auf zufillige abgeschlossene Mengen, auch wieder zufillige abgeschlossene Mengen erge-
ben.

Lemma 11: Die Mengenoperationen ,,Vereinigung“ und ,,Durchschnitt™ auf F sind § -messbar.
Beweis: Die Systeme {QK K € IC} und {HK K € IC} sind Erzeuger von §.
,vereinigung™: Essei V : F xF — F :(F,G)— FUG. Dann gilt

V(G ={(F.G)e FxFIFUG G} ={(F.G)e Fx FIFUGCK}

={(F,G)eFxFIFCKud GCK}=G, xG, €FRXF.
,2Durchschnitt™: Es sei D: F xF — F : (F,G)+— FNG. Dann gilt

D' (Hy)={(F,G)e FxFIFNGE€H }={(F.G)e FXxFIFNG 2K}

={(F,G)eFxFIFOKudGOK}=H, xH, €FRF. W

Ahnlich zeigt man, dass auch endliche Vereinigungen und abziihlbare Durchschnitte auf F mess-
bare Mengenoperationen sind.

Bemerkungen:
e Es ergibt sich fiir Lemma 10 b) sofort folgende Verallgemeinerung: Die Abbildung V' mit

d
ViR sx> {x,x,} = J{x} € F' ist messbar, so dass fiir cinen d-dimensionalen Zufalls-
i-1

vektor X die Menge der Koordinatenwerte {X b X d} eine ZAM ist (ggf. nach Streichung
von Vielfachheiten).

e Endliche (auch zufillige) Vereinigungen und abzéhlbare (auch zufillige) Durchschnitte von
ZAM sind wieder ZAM.

e Diedurch W:F* - F':Fr>F° und R: F*' — F?:F > OF definierten Abbildungen (Ab-
schluss des Komplements von F bzw. Rand von F) sind §‘-F¢-messbar (vgl. SCHNEIDER UND
WEIL (2000), Satz 2.1.4).

Lemma 12: Die Abbildung R:R" — R" sei stetig, fiir n,m € N. Dann ist die Urbildabbildung
U:F" —F":F— R '(F) fir FE€F F"-F"-messbar.
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

Beweis: Es gilt U™ (7 )={FeF"|[R'(F)NK =@} ={F e F"|FNR(K)=0}=F, €5".
da auf Grund der Stetigkeit von R die Menge R(K) kompakt ist. Beachte dabei:
xER'(F)NK & R(x)€F und x€ K = R(x)€F und R(x)€R(K) & R(x)€ FNR(K)
sowie

yEFNR(K) = yeF und y=T(x) firein x€¢K = xcR'(F)NK. m
Bemerkung: Mit = ist dann auch R™'(Z) eine ZAM.

Lemma 13: Die Mengenoperation ,,kartesisches Produkt* fiir abgeschlossene Mengen ist messbar.

Beweis: Wir verwenden die stetigen Projektionsabbildungen U :R"xR"™ — R" :(x,y) x und
V:R'XR" —R":(x,y) > y fiir festes n,m€N. Esist U '(F)=FxR"” und V" '(G)=R"xG
fir F € F" und G € F". Die Aussage folgt nun aus der Beziehung

FxG=U"'(F)nV ' (G) fir FEF" und G& F"

(Komposition der messbaren Operationen ,,Urbild* und ,,Durchschnitt®). Es ist evident, dass die
Aussage auch auf kartesische Produkte mit abzédhlbar vielen Faktoren ausgedehnt werden kann. ®

Bemerkung: mit zwei n- bzw. m-dimensionalen ZAM =, und =, ist also auch =, x =, eine ZAM.
Lemma 14: Die Abbildung S: F/ xR? — R : (F,x) 1,(x) ist §* ® B’ -messbar.

J, i+l

d
Beweis: Sei wieder K, = X
'=ln on

e K firalle n€N und jeZ‘, mit R = | J K, fiir alle

i€z

n € N. Dann gilt
ST ={F.neF xR xeF}=NJ A xK, €3 @B

neN jeZd
Wir zeigen beide Inklusionen separat:

Lost{)e N U7 <K,y

neN jezd

Sei F e ¢ und x € F. Dann existiert eine Folge {j,} . C€Z von Indices mit x € K, fiir al-
le neN. Also gilt xe FNK, =@ und somit (F,x)eF xK, C|JF xK, fir alle

jez?
n € N, womit die Inklusion gezeigt ist.
2. s ()2 N U & <K,
neN jEZd '
Sei (F,x)e ﬂ U F,ij XK. Zu jedem n€N existiert dann ein j, € Z¢ mit x € K, und
neN jeZd

FNK, =. Wihle fur jedes n€N ein x, € FN K, aus. Dann folgt x = lim x,, und wegen

n—0oo

der Abgeschlossenheit von F also x € F', was zu zeigen war. W
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

Fiir das nachfolgende wichtige Ergebnis benotigen wir noch eine Definition und einen Hilfssatz.

Definition 7: Es sei (€2,.4) ein beliebiger Messraum. Ein Mengensystem D C A heiBt Dynkin-
System (liber €2), wenn folgende drei Eigenschaften erfiillt sind:

QeD

AcD = A°c€D

{4, }neN C D paarweise disjunkt = WGEAW eD.

Ist £ CP(2) ein beliebiges Mengensystem, so bezeichnet 6(£) das von &£ erzeugte Dynkin-
System (iiber £2).

Lemma 15: Unter den Voraussetzungen von Definition 7 gilt: Ein Dynkin-System D ist genau
dann eine o -Algebra, wenn D durchschnittstabil ist.

Beweis: Skript zur STOCHASTIK, Satz 1.

Satz 14: Unter den Voraussetzungen von Definition 7 gilt fiir jedes durchschnittstabile Mengensys-
tem £ CP(NQ):

6(&) =0(8),
d.h. das von & erzeugte Dynkin-System stimmt mit der von £ erzeugten o -Algebra iiberein.

Beweis: Offensichtlich gilt 6(£) Co(&), da jede o -Algebra trivialerweise ein Dynkin-System ist.
Nach Lemma 15 bleibt also nur zu zeigen, dass mit £ auch 6(€) durchschnittstabil ist, denn dann
ist 6(£) eine o -Algebra, und aus £ C 6(&) folgt sofort auch o(&£) CH(E), also die umgekehrte
Inklusion. Dazu definieren wir D, = {Q CQONDedE )} fiir beliebiges, aber festes D € 6(E).

D, ist aber selbst auch ein Dynkin-System, denn: trivialerweise gilt 2 € D,, und fiir A € D, folgt
AND e (€) und somit auch D ®(AND)eH(E), also auch A°ND = (D“ ® (AﬂD))C cé(&),
was A° €D, impliziert. Fiir paarweise disjunkte Mengen {An }%N C D, folgt schlieBlich noch

[@ An]ﬂ D= @(An ND)eS(E), also D 4, € D,, womit gezeigt ist, dass D, ein Dynkin-System
|\ — n=1

n=1 n=1
ed(€)

ist. Fir jedes Ec& gilt nun aber wegen der vorausgesetzten Durchschnittstabilitét
FNEe&ECHE) bzw. FeD, fir alle F €& und somit £C D, also auch 4(€) C D, fiir jedes

E e &. Firjedes De6(€) giltalso END e 6(E), was £€C D, und somit auch 6(€) C D, impli-
ziert. Mit anderen Worten: Fiir jedes D € 6(€) und jedes F €6(E)C D, gilt also FNDed(€),
was zu zeigen war. W

Als Folgerung hieraus ergibt sich noch
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

Lemma 16: Es sei (€2,.4) ein beliebiger Messraum und D C A ein Dynkin-System, welches einen
durchschnittstabilen Erzeuger £ von A enthilt. Dann gilt D = A.

Beweis: Nach Satz 14 ist A =0(£) =6(€) CD C A, woraus die Behauptung folgt. ®

Wir kommen jetzt zu dem angekiindigten Resultat beziiglich der Theorie zufdlliger abgeschlossener
Mengen. Wie greifen dafiir hier die am Anfang des Abschnitts eingefiihrte Terminologie wieder
auf.

Satz 15: Es sei 4 ein o -endliches Maf auf der Borel-o -Algebra B¢ und fiir B € B¢ die Abbil-
dung 7, definiert durch:

T,: F' —=R":Ft> uy,(F):=u(FNB) [SpurmaB].

Dann ist 7, §-messbar fiir jedes B € B’.

Beweis: Wir verwenden die Bezeichnung M, = {x eER|(F,x)eM } fiir alle M € §‘ ® B* und
F € §“ (jede dieser Mengen gehort zu B als Bild der Projektion einer ,,Schnittmenge*).

Feg’

.

B € B? ist nachfolgend fest gewihlt.

1. Zunichst sei p endlich (und damit auch ). Betrachte fiir M € §¢ ® B¢ die Abbildung
Sy :F' =R :Fiop,(M,).

Wir zeigen, dass D:= {M €' @B!S, istF d-messbar} ein Dynkin-System {iber F¢ xR’

ist, welches einen durchschnittstabilen Erzeuger von §¢ ® B¢ enthilt und damit nach Lemma
16 mit der o -Algebra ¢ ® B¢ zusammenfillt.

a. Esgilt fir M = F'xR": M, :{xERdKF,x)EM}:Rd fir alle F € F¢ und somit
Sy (F)= iy (M) = pu, (R") fir alle F € F?, dh. S, istin diesem Fall eine konstante
Abbildung (mit den Urbildern @ und F?) und somit F’-messbar. Es gilt also
M =F'xR*eD.

b. Essei M €D. Dann gilt (M") {xeRd|(F,x)€M“}:Rd \ M., so dass

F_

Sy (F) = pug (Rd \MF>:MB(Rd)_:uB(MF)
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

und somit S, . = u(B)—S,, folgt, also S . als Differenz messbarerer Abbildungen wie-

der F¢ -messbar ist, so dass mit M € D auch M €D gilt.

c.  Fiir paarweise disjunkte {M,}_ CD folgt in analoger Weise [@ M n] =@(M,), und
F

= i [,7531 (M, )F] = f:ug (M,),)= ijM” (F) fiir al-

n=1

Somlt SQL (F):MB[[@MH]
&M, n=1

n=1 F

le FEF",dh. S, = ZSM,, ist §¢ -messbar, so dass EBan € D folgt.
n=1 n=

&M,
n=1

Damit ist D ein Dynkin-System, welches den durchschnittstabilen Erzeuger

E= {QXC[QGS‘I, Ce Bd} enthélt. Dies sieht man so: Sei M :=GxC €&, so ist

C, falls Fe )
MF:{XERd|(F,X)€M}:{ . g mit
g, sonst

1,(C), falls FEG

}:]lg(F)~uB(C), also  §,, = puyz(C)-1;, woraus
0, sonst

Sy (F) =ty (MF> = {
M €D folgt. Nach Lemma 16 ist damit die Aussage, dass fiir endliches 1 das Dynkin-System
D= {M e @B |S,, 1st§ d —messbar} mit der o -Algebra § ‘2 B* zusammenfillt, bewie-

sen. Insbesondere ist also in diesem Fall die Abbildung S,, §“-messbar. Wihlt man nun spe-

ziell
M = {(G,x)|x €Ge Bd},

soist M € F’ ® B! mit MF:{xeRd|(F,x)€M}:{xERd|x€F}:F, und es gilt
Sy (F)= iy (M) = py(F)= pu(FNB)=Ty(F) firalle F e F*,

also S,, = T,, womit gezeigt ist, dass 7, F-messbar ist fiir jedes B € B.

. Ist allgemeiner p o -endlich, so auch p,, und es existiert eine monoton wachsende Folge

{B,} _, S B’ von Borel-Mengen mit OBH =R’ und pu(B,)< co. Es folgt

n=I

pp(F) = p(F N B)=supu(FNBNB,)=sup ., (F) furalle FeF?,

neN neN

also T, =supT7, d.h. T, ist als Supremum messbarer Abbildungen auch in diesem Fall -

BNB,?
neN

messbar. Damit ist der Satz bewiesen. R
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

Satz 16 (,,Robbin’s Theorem®): Es sei j ein o -endliches Maf auf B und = eine zufillige abge-
schlossene Menge. Dann gilt:

a) p=(B)=p(ENB)=p,(E) ist eine nicht-negative Zufallsvariable fiir alle B € B*.

b) E[u(B)|=E[n(EnB)|= [ 1. ({x}) p(dx) firalle B e B".

Beweis:
a) Folgt direkt aus Satz 15 (Verkettung messbarer Abbildungen).
b) Mit dem Satz von Fubini ergibt sich:

E[u(ENB)]|= E[11, (E) f f L., (%) i () P(dw) = f 1,(x) f L )0 (@) P(dw) p(d)
_fP ﬂ{x}z@ ,u(a’x)—f . {x} w(dx),

wobei noch zu beachten ist, dass x € Z(w) genau dann gilt, wenn Z(w)N {x} = & ist. Damit
ist der Satz bewiesen. W

Bemerkung: Das Zufallselement i ( -) ist ein zufdlliges Mall im Sinne der Definition 1, Kapitel
1. Allerdings ist hierbei die o -Endlichkeit des Malles p wesentlich:

Gegenbeispiel: Sei g: R’ —[1,00| nicht-meBbar. Definiere ein MaB 4 auf B¢ durch

Zg(x) wenn B endlich
,U/(B)_ xEB
00, sonst.

Dann ist ji- (B) fiir B € B i.a. keine Zufallsvariable: ist etwa P eine Verteilung auf B¢ und wih-
len wir als Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A,P) = (Rd,Bd,P> mit der Abbildung X = id (Identitit)
sowie als zufillige abgeschlossene Menge Z=={X}, so ist . (]Rd) = g(X), also . (Rd) nicht
messbar.

Es gilt allerdings uneingeschrinkt: ji_ ( .) ist ein zufdlliges MaB fiir den Fall y =# (abzihlendes
MaB), auch wenn # auf der o -Algebra B¢ nicht o -endlich ist!

Lemma 17: Es sei F € F¢ mit 0 € F. Dann ist die Skalierungs-Abbildung
p:RY = F:ri>r-F={r-x|xeF}
B'-F¢ -messbar.

Beweis: Es geniigt, die p -Urbilder eines Erzeugers von §¢ zu betrachten (vgl. das Skript zur STO-
CHASTIK, Lemma 10). Wir wéhlen hier speziell den Erzeuger & aus Lemma 7. Es gilt fiir eine be-

liebige Menge A€ F:
z, 0& 4

pl(gA):{rZOVFgA}:{I(F 4), 0e4
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

wobei I(F,A) ein von F und 4 abhingiges abgeschlossenes Intervall ist, so dass p' (g A) B
gilt, also die Messbarkeit gezeigt ist. W

g ; 69,
o] i - 4
e I SN LT
{ »F Y LN
. _ i 44 ;
S (‘ el \ '—\ ,
N \ s ;s
P 2 [
R i = Y
o 3

A

\

Skizze zum Beweis von Lemma 17

Bemerkung: Lemma 17 impliziert, dass das Objekt =:=R-F eine ZAM bildet, wenn R eine
nicht-negative reelle Zufallsvariable ist. Diese Tatsache fiihrt uns spiter zu einer mathematischen
Formulierung eines Minimal-Areals mit Anwendungen in der Biologie und Okologie.

Ist speziell F = K(1) der Einheitskreis in X =R’ so ist also == R-F = K(R) mit dem Kapazi-
tatsfunktional

- ({x}) P(xeE)= P(R > ||x||2> =1-F, (||x||2) fiir alle x € R?,

wobei hier zusitzlich angenommen sei, dass die Verteilungsfunktion F, von R stetig ist. Eine for-

male Anwendung von Satz 16 ergibt dann mit dem o -endlichen Lebesgue-MaB 1 = m® nach Um-
rechnung in Polarkoordinaten

(2] fT {x}) (dx)—ff(l— ( x1+x2))dx1dxz

:Zj:]: 1— drdgp—wf2r l—F (r ))dr Tfﬁ]:(l—FR(\/;»dZ

]: ))dz=m-E(R),

was wegen (=)= mR’ zu erwarten war.
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

Definition 8: Eine d-dimensionale ZAM Z heiBt stationdr, wenn P~ = P=™ gilt fiir alle a € R,

und isotrop, wenn P~ = P”®) gilt fiir alle Drehungsabbildungen D auf R?. Die ZAM Z heiBt be-
wegungsinvariant, wenn sie stationdr und isotrop ist.

Bemerkung: Die Begriffe stationdr und isotrop sind fir ZAM sinnvoll, weil x+> x—a und
x — D7'(x) stetige (sogar bijektive) Abbildungen von R? auf sich sind und damit nach Lemma 12
fir jede ZAM = die durch die entsprechenden Urbilder induzierten Objekte =+ a und D(Z)

ebenfalls zufillige abgeschlossene Mengen sind. Die Stationaritit einer ZAM ist dabei keine einfa-
che Eigenschaft; nicht-triviale Beispiele werden wir erst in einem spéteren Abschnitt kennen ler-
nen.

Lemma 18: Eine d-dimensionale ZAM Z ist genau dann stationir, wenn mit K & K’
T.(K)=T.(K —a) gilt fiir alle a€ R, und isotrop, wenn T_(K)=T.(D"'(K)) gilt fiir alle Dre-

hungsabbildungen D auf R”.
Beweis: klar nach Satz 13, da mit K € K auch K —ac K’ und D '(K)e K¢ gilt. m

Bemerkung: Ein einfaches, anschauliches Beispiel fiir eine stationdre ZAM erhélt man etwa fol-

2
gendermallen: Es sei K C [—%,%] eine beliebige, aber feste kompakte Menge. Ferner bezeichne

Gg:= U U{(n,m)-i—K } die Uberlagerung aller ganzzahlig verschobenen K-Mengen. Dann ist

nezZ mel
2

=:=G—X eine stationdre ZAM, wobei X ein iiber dem Quadrat

b

stetig gleichverteilter

Zufallsvektor sei. (= ist aber, wie man sofort sieht, nicht isotrop.)

Veranschaulichung von ¢

Definition 9: Es sei = eine d-dimensionale stationdre ZAM. Dann heifit die Grofe

m’(2n[o,1]')

p==E
Bedeckungsgrad von =. Die Abbildung
C.:R'—R:h> P({0cEin{neE})

heiBt Kovarianzfunktion von =.
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

Bemerkung: Der Bedeckungsgrad einer ZAM ist ein charakteristischer Parameter; ihm kommt vor
allem in biologischen und 6kologischen Anwendungen eine wesentliche Bedeutung zu.

Zur Beachtung: es gilt C_(h) = P({0€E}n{heZ})=P (]—"" nFe

o N F ) fiiralle 7 € RY.

Lemma 19: Es sei = eine d-dimensionale stationdre ZAM. Dann gilt
p==T-({0})=P(0€E)=C.(0).
Ist die ZAM = zusitzlich isotrop, dann gilt noch

C-(h) = C(k) firalle A,k € R? mit |[h|, =]

d.h. der Ausdruck C_(#) héngt funktional nur von ||h||2 ab; Schreibweise:

C-(h)=c<(|n],) fiiralle h € R,

Beweis: Mit Satz 16 b) folgt unter Ausnutzung von Lemma 18 mit der kompakten Menge

K= {x} fiir eine stationdre ZAM =
w(Enei)|= [ ()= [ (o)) = ({o})m (01)

=T7_({0})=P({0}NE=2)=P(0€E)=C.(0).

p==Em

Ist = zusitzlich isotrop, so gilt fiir jede Drehung D auf R?

C.(h=P({0eE}n{hecE))= P (7 N7

o NPy )= PO (R 0 )

{o} " {n}
=P({0eD@E)}n{heDE)})= P({D*(O) e=in{p (e E}) =C.(D™'(h))

mit der inversen Drehung D~'. Wegen ||h||2 = HD’I(h)H2 fiir alle 7€ R folgt die Behauptung;

beachte dabei: gilt ||h||2 = ||k||2 fiir h,k € R?, so existiert eine Drehung D mit k = D'(h). Damit

i1st das Lemma bewiesen. W

Bemerkung: Im Vorgriff auf das dritte Kapitel ldsst sich ein einfacher Zusammenhang zwischen
der Kovarianzfunktion C. und den Kovarianzen fiir das durch = induzierte (stationdren) Zufalls-

feld {]lE(x)\x € Rd} herstellen: wegen
P{oe=in{nez}) = P{ocE—x}n{heE-x}) = P({xeE}n{x+heE})
fiir alle x,# € R? gilt nimlich

C.(hy=P({0eE}n{heZ}) = E(1=(0)-1=(h)) = E(I-(x)-1(x + h)) fiir alle x,h € RY,
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so dass sich fiir die Kovarianzen des Zufallsfeldes ergibt:
Kov(1.(x),1z(x + h)) = Co(h)— p? fir alle x,h € R?,

was gerade die (schwache) Stationaritit eines Zufallsfeldes beschreibt.

Fiir das in der Bemerkung im Anschluss an Lemma 18 vorgestellte Beispiel erhilt man etwa
p=-=P0€Z)=P0cG—X)=P(XeG)=P(XeK)=m*(K)
sowie
c.(m=r({oe=jn{re=})=P({XegIn{X+heg})

= P({XeK}n{XeG—h})=m*(KN(G—h)

fir alle # € R*. Man beachte, dass in diesem konkreten Fall die Kovarianzfunktion in dem Sinn
periodisch ist, dass fiir alle # € R* mit G—h =G gilt:

Cz(h)=C=(0) = p-.

Statistische Auswertung des Bedeckungsgrades einer stationiren ZAM:

Eine methodisch recht einfache Vorgehensweise besteht darin, vor Ausfiihrung des Experiments
eine feste endliche Punktmenge X, ={x,-,x,} CR‘mit N €N als , Testmenge* auszuwihlen

und als Schitzer fiir p_. den Mittelwert

—iZN:n (x)—i#(fmae)
_Nk:l =\ _N = 0

anzusetzen. Dieser Schitzer ist erwartungstreu wegen
N N
E(p:) Z (= (x,)] Z =P(0€E)=p.

k: k:

und besitzt die Schitzvarianz

Var(p-)= %Var

Ejv:]lz(xk)

z%p;(l—pzﬂiz > [C—(X—X) p~]——p —p2 +N2 Y Culx,—x)).

I<i<j<N I<i<j<N

ZVar 1=(x,) +N— Z Kov(ll (x), 1= (x; ))

1<i<j<N

Ist die ZAM = zusitzlich isotrop, so gilt alternativ

Var(f)E)Z%lﬁ pi+ 22 > C’(fo_xfuz)'

N I<i<j<N
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I1.3. Das Minimal-Areal-Problem der Statistischen Okologie
1. Was ist ein Minimal-Areal ?

Das Problem des , richtigen® Stichprobenumfangs oder der ,,richtigen” Probenfldchengrofe ist seit
jeher ein brisantes Thema in Biologie und Okologie. Hierzu zwei Zitate von Fachleuten:

Optimum size of a plot for vegetation has always intrigued plant ecologists. Qualitative ecologists em-
phasize sampling for recurring plant assemblages and are interested in a plot size on which the species
composition of the community is adequately represented. Such a plot is also referred to as ,,minimal
area*.

The selection of an appropriate plot size for measurement is a subjective decision and is based primar-
ily on the size and spacing of individuals of a species. Some ecologists have tried to reach a plot size
compromise by taking a sufficient number of smaller plots so that the sum of the areas of smaller plots
is equal to, or larger than, the minimal area. Such an objective is achieved either by placing the smaller
plots side by side until the size and shape of the minimal area is attained or by random placement of
the plots in the community to be sampled.

[Aus: CH. D. BONHAM (1989): Measurements for Terrestrial Vegetation, Wiley, N.Y.]

Wie grof3 soll die Aufnahmefldache gewéhlt werden? - Sie soll einerseits moglichst alle vorkommenden
Arten enthalten, andererseits sollte ihre Mindestgrofe nicht zu hoch angesetzt werden, weil man sonst
sehr leicht mit den Forderungen nach Einheitlichkeit und Quasi-Homogenitit der Verteilung in Kon-
flikt gerét.

Man kann versuchen, diese Frage objektiv zu entscheiden, indem man die Probefldche allméhlich ver-
groBert und die Artenzahl gegen die FlachengroBe auftrigt. Wenn man dies im Gelénde tatséchlich
durchfiihrt, so erhélt man eine Art Séttigungskurve, die allerdings entgegen der Erwartung nicht voll-
stindig in eine Waagerechte iibergeht, sondern bei starker Erweiterung des so ermittelten ,,Minimalare-
als* immer noch Anstiegstendenzen erkennen 146t. Die Form der Aufnahmeflache spielt dabei keine
Rolle.

[Nach M. MUHLENBERG (1993): Freilanddkologie. Quelle & Meyer, Heidelberg. ]

Offensichtlich enthalten beide ,,Definitionen* eines Minimal-Areals eine gewisse Art von Willkiir:
fiir Bonham ist seine Bestimmung gar eine subjektive Angelegenheit, das Kriterium ist die ,,Ada-
quanz‘ der Artenreprisentation; fiir Miihlenberg gibt es immerhin eine Art mathematisches Kriteri-
um, nach dem seine Grofle bestimmt werden kann, indem man den Verlauf der Art-Areal-Kurve
zur Entscheidung heranzieht. Beiden gemeinsam scheint jedoch uniibersehbar der ,,dynamische*
Charakter des Minimalareals zu sein: man vergroBert das Probegebiet solange, bis der gewiinschte
Grad an ,,Zufriedenheit™ {iber das Ergebnis erreicht ist. Wir werden spater sehen, da3 genau diese
Idee fiir eine sinnvolle Mathematisierung des Minimal-Areal-Begriffs verwendet werden kann, die
alle wesentlichen Vorstellungen der Substanzwissenschaften dazu in sich tréagt.

2. Flichen-Arten-Beziehungen

Ein bereits seit langerer Zeit bekannter Effekt ist die empirisch immer wieder belegbare Tatsache,
da die in Freilandversuchen ermittelte Anzahl gefundener Arten, in einem doppelt-
logarithmischen Mafstab gegen die Probenflachengofle aufgetragen, den Eindruck einer linearen
Beziehung vermittelt.
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Die linke Graphik stammt aus entsprechenden Unter-
suchungen von Williams (1964) zum Pflanzenvor-
kommen in England; die Probenflichengrofe er-
streckt sich dabei in einer Skala von wenigen hundert
Quadratmetern bis hin zur Gesamtgrofle von Eng-
land.

Wir wollen nun in einem ersten Schritt zeigen, dal3
ein solcher Effekt auch durch ein geeignetes - sogar
recht einfaches - stochastisches Verbreitungsmodell
erklart werden kann. Dazu machen wir folgende ide-
alisierende Annahmen iiber die insgesamt s in der
Ebene vorhandenen Arten:

e Das Verbreitungsmuster jeder Art i wird durch einen rdumlich homogenen Poisson-Prozel} ¢

mit Parameter )\i > () beschrieben.

e Die Verbreitungsmuster der s vorhandenen Arten sind stochastisch unabhéngig.

Definieren wir nun fiir Borel-Mengen 4 € B° die GroBen

Z,(A):= {

0, sonst

I, wenn &(A4)>0

MtZMﬁ%iZML

so gibt Z(A) die Anzahl der in der Menge 4 gefundenen Arten an. Der Erwartungswert dieser Zu-

fallsgroBBe 146t sich auf Grund unserer Annahmen leicht bestimmen zu

lﬂZQﬁﬂzziﬁ—e%ﬁ:mﬂm

i=1

fiir jede Borel-Menge A, € B* mit Lebesgue-MaB m*(4, )= x > 0, unabhingig von der Form der

Menge A,. Die Annahme eines homogenen Poisson-Prozesses im Verbreitungsmodell entspricht
dabei der Quasi-Homogenitéit bei Miihlenberg; daher ist es nicht verwunderlich, daB3 sowohl bei
Miihlenberg als auch in unserem Modell die Form des Aufnahmegebiets 4 keine Rolle spielt. Auf-
grund der Eigenschaften des homogenen Poisson-Prozesses konnen wir dabei sogar anstatt eines

einzigen Gebiets 4, im Sinne von Bonham (abzéhlbar) beliebig viele Teilgebiete 4, € B> mit Le-

Xk

besgue-MaBen m’ (A ( ) =x,>0und ) x, =x verwenden. Die Funktion S heifit in der Okologie
k

Art-Areal- Kurve (engl.: species-area-curve).

10 +

8 1
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Die linke Graphik zeigt die erwartete Anzahl gefun-
dener Arten im Poisson-Modell in Abhédngigkeit von
der FlichengroBe fiir einen in Okosystemen ,,typi-
schen Parametersatz der Form

A==\ =0,1
A =0,15
A =0,3
Ao =27
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Man erkennt hier sehr deutlich sowohl den im unteren Bereich linear erscheinenden Verlauf der
Art-Areal-Kurve als auch den von Miihlenberg in diesem Zusammenhang angedeuteten ,,Sétti-
gungseffekt*.

3. Eine mathematische Definition des Minimal-Areals

Nach den obigen Ausfiihrungen konnen wir jetzt einen Versuch unternehmen, ein Minimal-Areal
mathematisch zu definieren, wobei die Ideen von Bonham und Miihlenberg angemessene Berlick-
sichtigung finden sollen.

Definition 10: Es sei K € K’ eine kompakte, sternformige Menge mit 0 € K und m’(K)=1. Set-
ze, mit den Bezeichnungen von oben,
py =inf{r>01Z(rK)=s}, E; =p.K.

Die zufillige abgeschlossene Menge =, heilit Minimal-Areal vom Typ K (vgl. auch Lemma 17).

Lemma 20: Bezeichnet die GroBe W, =m?(Z,) das (zufillige) Lebesgue-MaB des Minimal-
Areals =, vom Typ K, so gilt fiir die zugehorige Verteilungsfunktion:

N

= H(l — eiA"”‘), x> 0.

i=l1

POV, <x)= P[ﬁ{ZxAx) 1}

Beweis: Folgt sofort aus den Eigenschaften unabhingiger homogener Poisson-Prozesse. W

Die obige Definition reflektiert gut den schon erwihnten
® ,dynamischen® Charakter eines Minimal-Areals: man
vergroflere (oder verkleinere, je nachdem) das Proben-
gebiet K solange, bis erstmalig — bei Erreichen von p, —

alle s vorhandenen Arten erfafit sind. Hierdurch wird
einerseits einer gewissen Art von ,,Minimalitdt“ Rech-
nung getragen, auf der anderen Seite wird aber auch die
grundsitzlich stochastische Natur des Minimal-Areals
deutlich. Die Sternférmigkeit des Gebiets K spielt dabei
aus mathematischer Sicht keine Rolle; sie ist lediglich
deshalb in die Definition mit aufgenommen worden,
Beispiel fiir ein Minimal- weil in der Praxis etwa im Rahmen einer Freilandunter-
Areal mit 4 Arten suchung bereits beprobte Teilgebiete grundsatzlich wei-
terverwendet werden und ein nicht-stern-formiges Ge-
biet bei VergroBerung u.U. ,Locher erzeugt, in denen schon Proben genommen wurden (man
denke etwa an einen echten Kreisring K, der bei VergroBBerung nach auflen ,,wandert*). Die Bedin-
gung 0 € K dient entsprechend lediglich einer Festlegung des aktuellen ,,Standorts* als Null-
punkt innerhalb des Ausgangsgebiets; Kompaktheit bezieht sich hier im wesentlichen auf die rdum-
liche Beschrinktheit des Probengebiets (ansonsten wiirde aus mathematischer Sicht auch die Ab-
geschlossenheit von K gentigen).

Minimal-Areal EK
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Eine elegante Art, Momente der Minimal-Areal-Flache W, zu berechnen, liegt in der Bestimmung

der zugehdrigen momenterzeugenden Funktion 1), .
Satz 17: Fiir das Minimal-Areal =, vom Typ K gilt:

. s B A, e -I-)\, , ,
¢WK = E(e WK)Z ;(_1)k 11<i1<;jk<s >\i1 +-..+)\ik : s mm{)‘l’“")‘s}’

woraus sich fiir die Momente ergibt:

n\ _ - IR 1 .
E(WK)—H!;( Y 1<i1<§<;ik<s()\i1 . A, )n furalle n €1

Beweis: Wir verwenden die fiir alle reellen Zahlen q,,---,a, € R giiltige Beziehung

I—Hl—- Z( n > [la

1<) <ip <. <s j=I

die sich z.B. mit vollstindiger Induktion zeigen ldsst. Fiir das Folgende setzen wir
F(x)=PW,<x)=[](1-e™), x>0
i=1

und bezeichnen mit = F'' die zugehdrige Dichte. Mit dem Satz von Fubini ergibt sich dann fiir
t<min{\,..,\}:

Uy, (0 =E(e")= [ f(nydy =1+ [(e" =1)P*(dy) =1+ [ 1" dx P*(dy)

0

=1+ [ e PX(dy)dx—1+tf [1— F(x)]dx

O<x<y<oo

—1+tf2( DY exp —{i)\ij—t}x dx

0 k=1 1<) <ip <.} <s

1<) <ty <...i;; <s

:1+ZS:(_1)k—l tfexp _{Zk:)‘i, —t}x dx

o

:1+Zsj(—1)k—‘ > d o= S (1) >

1<i) <iy<...iy<s >‘,'1 + + )\ik - k=1 1<i <iy <.y <s

t
+
A At —z]

$ A
S S

1<) <ip <...iy <s )\,-l +ot )\i,( —1
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S

Dabei haben wir im vorletzten Schritt die Beziehung 1=1-]J(1-1)=)_(-D"" > 1
i=1 k=1 1<) <iy <...i <s
verwendet, die sich aus der Hilfsbeziehung oben fiir die Wahl a, =1 fiir i =1,---,s ergibt.

Der Rest folgt aus

E(W;):d—:@bWK(O):n!i:(—l)k’l S ! _ fiir alle n € N.
dt o 1<, <y <oy <s ()‘il 4.+ )\ik >

Der Satz ist damit bewiesen. H

4. Anwendungen in der Okologie

Die folgende Tabelle enthidlt Artenspektren aus Monitoring-Untersuchungen im Niederldndischen
Wattenmeer, die mit einer Probenfliche von 0,43 m? erhoben wurden (drei Standorte B,C,J in den
Monaten 03 (Mirz) und 08 (August)). Die Angaben sind hochgerechnete Anzahlen je m’.

Species BO3 Co03 JO3 B08 co8 JO8
1 Sagartia troglodytes ] a ] a 8 2
2 Hemertini sp. 8 A 6 A 5 2
3 Littorina littorea ] a 8 a ] ]
4 Hydrobia ulvae ] 31 ] ] 11948 ]
5 Hytilus edulis 129 16 a 3224 a 2
6 Cerastoderma edule i2 9 8 56 o4 8
7 Tellina tenuis ] ] 82 ] ] 63
8 Hacoma balthica 108 76 27 108 9L 3z
9 Scrobicularia plana 10 ] ] 5 a a
18 Ensis americanus 1 ] ] L] 18 52
11 Hya arenaria 9 12 ] 27 171 8
12 Harmothoe sarsi 8 8 1 5 2 8
13 Eteone longa 19 13 18 7 24 a8
14 Anaitides mucosa 13 3 8 8 26 g
15 Hereis diversicolor ca L2 8 164 81 ]
16 Hereis virens ] 8.3 ] 8 8 8
17 Hereis longissima 2 a ] a 8 2
18 Hephtys hombergii 4 1 22 2 ] 17
19 Scoloplos armiger 21 148 19 14 i 95
28 Scolepsis foliosa ] 2 ] ] 2 7
21 Marenzelleria viridis 1 1 ] ] ] ]
22 HMagelona papillicornis ] ] Q ] ] 21
23 Tharyx marioni ] ] ] ] a 2
24 Heteromastus filiformis oL o8 ] 279 188 8
2% Arenicola marina L8 L2 7 ha L2 7
26 Lanice conchilega 2 A L 24 ] 21
27 Gammarus locusta 9 8 8 19 8 8
28 Bathyporeia sarsi ] ] 11 ] ] 7
29 Urothoe poseidonis 8 8 1 8 8 8
38 Corophium arenarium ] 2 8 ] ca ]
31 Crangon crangon a 2 3 17 52 21
32 Carcinus maenas 9 a ] 38 18 2
33 fAsterias rubens 8 8 8 8 8 2

E(W,)=E(m’(Z,)) 1,66 3,78 1,55 0,66 0,77 1,29
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

Nimmt man idealisierend an, dal} sich die verschiedenen Arten iiber der Probenfliache ,,rein zufil-
lig* und ohne gegenseitige Beeinflussung verteilen, so kann man das obige Minimal-Areal-Modell
zumindest ndherungsweise zur Anwendung bringen. Die erhobenen Abundanzen kénnen dann als
erwartungstreue Schitzer fiir die benotigten Poisson-Parameter betrachtet werden. Man erhélt da-
mit fiir den Erwartungswert der Minimal-Areal-Fliche die obigen Zahlen (in m?).

Man sieht hier aber, da3 die Erwartungswerte der Minimal-Areal-Fldchen in jedem Fall die ur-
spriingliche ProbenflichengréBe von 0,43 m? weit iibersteigen; das bedeutet, daB} insbesondere die
selteneren Arten bzw. solche mit niedriger Besiedlungsdichte hiufig in der Probenfliache nicht ge-
funden werden, auch wenn sie — in groBrdumigerem Maf3stab — tatsdchlich vorhanden sind. Die
zahlreichen Nullen in der Tabelle sind also nicht unbedingt ein Indikator dafiir, da3 die entspre-
chenden Arten nicht vorhanden wéren — man hat sie u.U. nur einfach nicht entdeckt!

Die folgenden Graphiken zeigen die mit einem Programm berechneten Minimal-Areal-
Auswertungen fiir die 6 Proben aus dem Wattenmeer.

data input file? bO3.txt

number n of species observed: 19 (use Monte-Carlo-Method [Z25000 szimulations])

expected minimal area =ize p: 1.6489 + 0062 [empirical 3—=s-rangel
[in multiples of reference areal
standard deviation =s: 1.6338

[in multiples of reference areal
expected number of species detected: 185.54 for =sampling area p
17.21 for sampling area p-= = .6151

corresponding speciez-area—curve [log-log—=calel number of species

n
15
15
M

Q.01p 0.1p P 2P

area size 1649 1.649 3.298
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

data input file? cO3.txt

number n of speciesz obhserved: 17 (usze Monte-Carlo-Method [25000 zimulations]1)

expected minimal area size p:
Lin multiples of reference areal

standard deviation s:

Lin multiples of reference areal
expected number of species detected:

3.8079 + 0186 [empirical 3-s-rangel
3.0924

16.64 for =zampling area p
14.38 for =zampling area p-= = .7155

corresponding species-area-curve [log-log-=zcalel number of species
—_—— n
= R R [
- I5
I
H E]
L1
— IIE
] 0
g
B
.
B
H—= 5
0.01p 0.1p P Zp .
L L I |
area size .3808 3.808 7.616
data input file? jO3.txt
number n of speciesz obzerved: 15
expected minimal area size p: 1.5555

[in multiples of reference areal

standard deviation s:

[in multiples of reference areal
expected number of species detected:

1.0772

14.57 for =zampling area p
13.18 for =ampling area p-sz = .4783

correspond ing species-area-curve [log-log-=scalel number of species

F 1 M

0.01p
|

0.1p

area size

. 1555

1.555 3.111
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data input file? bhO8.txt

number n of speciesz obzerved: 17 (use Monte-Carlo-Method [25000 zimulations1)

expected minimal area size p: 6634 + 0027 [empirical 3-s-rangel
[in multiples of reference areal
standard deviation =: 4568

[in multiples of reference areal
expected number of species detected: 16.58 for sampling area p
14.9 for zampling area p-= = .Z21Z26

correspond ing species-area-curve [log-log-=scalel number of species

== 5
i I5
4
3
= I
I
i
g
g
.
B
5
/ p—
- p-s .
T | ©.01p a.1p P Zp
[N | [ | | IEI
[ 11 L1 | |
area size D663 .663 1.327

data input file? cB8.txt

number n of speciesz obhserved: 17 (usze Monte-Carlo-Method [25000 zimulations]1)

expected minimal area size p: /806 * 0033 [empirical 3-=s-rangel
Lin multiples of reference areal
standard deviation =: o472

Lin multiples of reference areal
expected number of species detected: 16.56 for zampling area p
15.4 for zampling area p-= = .2334

corresponding species-area-curve [log-log-=zcalel number of species

—_— n
= I6

L ——

7 ;

0.01p 0.1p p Zp
|

L0781

.781

area size
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

data input file? jOB.txt

number n of species observed: 18

expected minimal area size p: 1.3022 + .0E37
Lin multiples of reference areal
standard deviation s: .6156

Lin multiples of reference areal
expected number of species detected: 17.48 for sampling area p

16.2 for sampling area p-s

(u=se Monte-Carlo-Method [Z25000 simulations]1)

[empirical 3—s-rangel

.6B66

corresponding species-area-curve [log-log-scalel

number of species

0.01p

—

area size L1302

North Sea

‘. Scerm S
o b

Ny A &
E;; e A d £ 2
e < \\

— Lauwerssea Q\ \
B Delfzyi T .
( 3 &m

ﬁ// Doliord \ I
S\ a/,_., (._/
[e

Karte des Probengebiets
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

1I. 4. Boole-Modelle

Eine besonders interessante und zugleich verhdltnismaBig einfache Konstruktion stationédrer /
isotroper zufélliger abgeschlossener Mengen erhédlt man durch das Ersetzen der ,,Punkte* eines sta-
tiondren / isotropen Punktprozesses durch geeignete ,,einfache® zufillige abgeschlossene Mengen
(z.B. Kugeln, Wiirfel usw.) Die so entstehenden Boole-Modelle gehen auf Matheron und andere
Autoren gegen Ende der 1960er Jahre zuriick; sie werden oft auch als Keim-Korn-Modelle bezeich-
net. Insbesondere lassen sich damit geeignete Punktprozesse auch mit zufalligen abgeschlossenen
Mengen identifizieren.

Lemma 21: Es sei N eine endliche Zufallsvariable mit Werten in Z*, unabhéingig von {X ) }neN ,

einer Familie stochastisch unabhédngiger d-dimensionaler Zufallsvektoren mit derselben atomlosen
N

Verteilung Q. Dann ist Z:= | J{X,}={X,,---, X} cine zufillige abgeschlossene Menge (mit der
k=1

Konvention ==, falls N =0) mit dem Kapazititsfunktional

TE(K):E[I—(I—Q(K))N —1—¢, (1-Q(K)) firalle K € K,

wobel ¢, die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion der Zufallsvariablen N bezeichne.

Beweis: Sei (Q,A,P) der zu Grunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir jedes feste n € N ist

=, :zO{Xk}:{XI,---,Xn} eine ZAM nach Lemma 10 und Lemma 11, d.h. es gilt
k=1

——
[1]

, EB} €A firalle B € F’, mit

I-T. (K)=P(E,NK=02)= P[Q({Xk}mK) = @] = P[Q{Xk ¢ K}] =(1-0(K))'

fir alle K € K und n€ N (man beachte, dass auf Grund der Atomlosigkeit die X,,---, X, fast
sicher paarweise verschieden sind). die Ferner ist

zem}=J{z, eB}n{N=nlc A
n=0
fiir alle B € ¢, mit

1-T_(K)=P(ENK =2) [U{_ NK = @}O{N—n}] iP(EnﬂKzg)-P(N:n)

n=0

i_oj 1=0(K))" - P(N = n) = E|(1-0(K))"| = ¢, (1- 0(K))

fiir alle K € K, womit alles gezeigt ist. W

Bemerkung: Ist N =n eine konstante Zufallsvariable fiir ein n € N, so gilt offensichtlich

T.(K)=1—(1—0(K))" fiiralle K € K“.
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

Mit Hilfe von Lemma 21 ist es moglich, einen fundamentalen Zusammenhang zwischen Punktpro-
zessen und zufdlligen abgeschlossenen Mengen herzustellen. Wir beginnen mit einer Beschreibung
der Identifikation zwischen Poisson-Punktprozessen und ZAM.

N
Satz 18: Es sei £ = Zs +ein kanonischer Poisson-Punktprozess mit den Parametern A >0 und

n=1
N
atomloser Verteilung O im Sinne von Satz 3. Dann ist Z:= | J{X,} ={X,,--, X} eine zufillige
k=1

abgeschlossene Menge mit dem Kapazitdtsfunktional
T.(K)=1—¢"°" fiiralle K € K’.

N
Ist umgekehrt = = U{X J={X,,--. Xy} eine ZAM gemiB der Konstrukton von Lemma 21 mit
k=1

N
PY =P()), soist £:= ZeX ein kanonischer Poisson-Punktprozess mit den Parametern A >0

n=1

und Q im Sinne von Satz 3.

Beweis: Es geniigt, die Beziehung fiir das Kapazititsfunktional nachzuweisen. Im Fall von
PY =P()) ist aber @, (1) =e""" fiir alle t € R(vgl. das Skript zur STOCHASTIK, Abschnitt IL.5),
womit die Behauptung folgt. m

Eine Erweiterung von Satz 18 auf homogene Poisson-Prozesse gibt das folgende Resultat.

Satz 19: Es sei £ ein homogener Poisson-Punktprozess mit Parameter A >0 im Sinne von Defini-
tion Sund / = { j,IneN } eine Abzihlung der Menge I = Z‘. Dann gibt es Familien {N,, }neN und

{X U} . stochastisch unabhingiger Zufallsvariablen mit den Eigenschaften:
L)

e P =P\ firalle ncN
« PY=U (1,) fiir alle i, j € N mit dem Standard-Intervall 7, =/

Jidit1

€ B (wobei j, +1 durch

koordinatenweise Addition der 1 aus j, hervorgeht)

so dass ¢ die Darstellung

i

£= Zoojzg)‘if

i=1 j=I

oo N;

besitzt (vgl. die Bemerkung im Anschluss an Satz 5). Dann ist = := UU{X y.} eine zufillige abge-
i=1 j=1

schlossene Menge mit dem Kapazititsfunktional

T(K)=1—¢""® firalle K € K°.
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

Beweis: Offenbar ist durch RY =7, ; , eine disjunkte Zerlegung von R* mit m* (1 =1 fiir
=1

J',»J',+1)
alle i € N gegeben, wodurch die Darstellbarkeit von ¢ in der angegebenen Art durch Satz 5 si-
chergestellt ist. Die Aussage folgt nun aus Satz 18, wobei nur gewdhrleistet sein muss, dass jede

oo N,'
Realisierung Z(w) = UU{X p (w)} mit we ) der zufilligen Menge = abgeschlossen bleibt (die

i=1 j=1
Erweiterung der Messbarkeit auf eine abzéhlbare Vereinigungsbildung in Lemma 11 ist dann evi-
dent). Da in jeder Teilmenge 7, ; ., aber nur endlich viele ,,Punkte® realisiert werden, besitzt keine

der Mengen =(w) Héaufungspunkte auBlerhalb von =(w), d.h. alle =(w) sind abgeschlossen.

Nl
Bezgl. des Kapazititsfunktionals argumentiert man so: die Punktprozesse & := 26 +. sind unab-
= ij

héngige Poisson-Punktprozesse mit den Parametern\, =\ und O, :Z/{([l.), so dass die ZAM

N;
= = U{X ;,} ebenfalls unabhingig sind mit den Kapazititsfunktionalen
j=1

I (K)=1—¢ "™ firalle i€ N und K € K".

Ahnlich wie im Beweis von Lemma 21 folgt nun

1-T.(K) = P[O{E[}HK = @] = P[ﬁ{El_ NK = @}] = ﬁe_md(ml") = exp[—Af:md(Km,.)

i=1 i i i=1

= exp[—/\md [K N é]i]] = exp(—)\md (K))
i=l
fiir alle K € K¢, womit Satz 19 bewiesen ist. W

Bemerkungen:

e Da das Lebesgue-MaB m? auf B o -endlich ist, kann Robbin’s Theorem (Satz 16) angewen-
det werden mit dem Ergebnis

E[u(B)|= E[u(EnB)|= fTE({x}) m? (dx) = fo m?(dx) =0 fiir alle B € B
wegen ’ ’

T ({x})=1- exp(—)\md ({x})) =1-1=0 fiiralle x € R".

Der Bedeckungsgrad p- eines homogenen Poisson-Prozesses = in ZAM-Form ist also erwar-

tungsgemiB Null, da (auch abzihlbar unendlich viele) isolierte Punkte des R’ das Lebesgue-
MaB Null besitzen.

e Der in Satz 19 konstruierte homogene Poisson-Prozess = in ZAM-Form ist offensichtlich auch

mit diesem Sprachgebrauch stationdr und isotrop im Sinne von Definition 8. Damit ergibt sich
das vorige Ergebnis auch direkt aus Lemma 19.
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Die Idee eines Boole-Modells besteht nun - vereinfachend ausgedriickt - darin, die ,,Punkte® einer
solchen ZAM geeignet zu ,,vergroflern, indem diese durch Objekte mit positivem Lebesgue-Mal3
ausgetauscht werden, was einen positiven Bedeckungsgrad im Falle der Stationaritit zur Folge hat.

Definition 11 (Boole-Modell): Es sei =, eine abzdihlbare zufillige abgeschlossene Menge und
{En }nGN eine auch von = stochastisch unabhingige Familie von zufilligen beschrdnkten abge-
schlossenen (d.h. zufélligen kompakten) Mengen mit demselben Kapazitétsfunktional 7' =T7_  fir

alle n» € N. Dann heif}t die zufillige abgeschlossene Menge

== U {xn—i—En}

X,€E,

—_—

Boole-Modell mit den Keimen x €=, und den Kornern =, .1Ist insbesondere =, ein Poisson-
Punktprozess in ZAM-Form, so spricht man auch von einem Poisson-Boole-Modell.

Bemerkungen:

o Hiufig wihlt man als Korner d-dimensionale abgeschlossene Kugeln mit Mittelpunkt 0 € R?
oder andere geeignete kompakte Mengen wie abgeschlossene Standard-Intervalle oder abge-
schlossene Ellipsoide, die die 0 € R? als Element enthalten.

e Im einfachen Poisson-Fall des Satzes 18 ldsst sich das Boole-Modell auch so schreiben:

C=

—_
— —
—_—

{x,+5,}

k

Il
—_

Wir wollen uns jetzt mit der Bestimmung des Uberdeckungsgrades eines stationdren Poisson-
Boole-Modells befassen. Dazu bendtigen wir noch zwei Zwischenschritte.

Lemma 22: Die Mengenoperationen ,,Spiegelung” und ,,Minkowski-Addition* auf F“sind F-
messbar.

Beweis: Der iiblichen Konvention folgend, bezeichnen wir fiir F € F¢ mit
S:F>F = {—x|x € F} € F? die an 0 gespiegelte Menge
und fiir F,G € F¢ mit
M:(F,G)» F+G:={f+g|f€F,geG}leF’
die so genannte Minkowski-Summe von F und G. Es gilt:
SR ={FeFIFnKk=o}={FecF'|FNK =g} =F g’ firalle K c K’
(beachte: mit K € K“ ist auch K = {—x |xe K } € K?), d.h. die Spiegelungsabbildung ist messbar.

Fiir den zweiten Teil betrachte die Abbildung R : R** — R**:(x, ) (x,y — x). Diese Abbildung
ist stetig, und fiir die Urbildabbildung gilt:
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

R"(FxG)={(x,y)€R2d|xEF, y€x+G} fiir alle F,G € F?,

woraus nach Lemma 12 und Lemma 10 (Messbarkeit von Projektionen) auch die Messbarkeit der
Minkowski-Addition folgt. W

Lemma 23: Es sei X ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit der Verteilung O und =, eine von X

unabhingige zufillige abgeschlossene Menge. Dann besitzt die zufillige abgeschlossene Menge
=:= X +Z, das Kapazititsfunktional

T.(K) = E|Q(Z, + K| fiiralle K € K.

Beweis: Z ist offenbar ein Boole-Modell mit =, ={X}.Es folgt nach Robbin’s Theorem (Satz
16):

T.(K)=P(ENK =2)=P((X+E,)NK =0)=P(X €, +K)

—fo€_1+KQ(dx) fT {x}Q(dx)—E[QHI—I—K]

firalle Ke K. m

Satz 20: Es sei = ein Poisson-Boole-Modell mit einem Poisson-Punktprozess =, in ZAM-Form

mit den Parametern A >0 und atomloser Verteilung Q. Dann gilt fiir das zugehorige Kapazitits-
funktional:

T.(K)=1— exp(—A-E[Q(él +K)D fiir alle K € K.

Beweis: Analog dem Beweis von Lemma 21 folgt aus Lemma 23, mit der Darstellung

N
= :U{Xk}:
k=0

n

l—TE(K):P(EﬂK:Q):iHP((Xk+Ek)ﬁK:®)-P(N:n)

k=1

Mg

(1 ~E[0(Z + K>D P(N = n) =p, (1 ~E[Q(Z+ K)D - exp(—)\ E[0(E,+ K)D

Il
o

n

firalle Ke K. m

Als Erweiterung von Satz 20 erhalten wir noch:
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Satz 21: Es sei = ein Poisson-Boole-Modell mit einem homogenen Poisson-Prozess =, in ZAM-

Form mit Parameter A > 0. Dann ist = stationdr, und es gilt:
T(K)=1- exp(—)\-E[md (5, + K)]) —1- exp(—)\ E[m? (2, + 12)]) fiir alle K € K°.
Fiir den Bedeckungsgrad p. ergibt sich hieraus noch
p==T.({0})=1—exp(-A-E[m (,)]).

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 19 unter Beachtung der sich entsprechend ergebenden Be-
ziehung

T. (K)=1-exp [—)\E

m ((Z,+K)n 1,.)” fiir i € N,

wobel =, das Teil-Boole-Modell tiber dem Intervall /;, i € N bezeichne. Fiir die weiteren Aussa-

gen beachte man, dass m? (E) =m’(B) fiir alle B € B¢ auf Grund der Spiegelungs-Invarianz des
Lebesgue-Malles gilt.

Bemerkung: Im speziellen Fall, dass die Korner {En }n alle deterministische abgeschlossene

eN

Kugeln K(7) um den Nullpunkt mit Radius » > 0sind, folgt die Formel fiir den Bedeckungsgrad in
Satz 21 auch direkt aus der Uberlegung

1-p. = P(0¢ E) = P({(K(r)) = 0) = exp(-A-m’ (K(r)),

wobei ¢ einen homogenen Poisson-Punktprozess mit Parameter A > 0 bezeichne.

Veranschaulichung fiir d = 2; die roten Punkte reprisentieren &
dargestellt ist der Fall {0 ¢ =2} = {5 (K(r)= O}
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II. Zufillige abgeschlossene Mengen

Die nachfolgenden Graphiken zeigen vier Simulationen von zweidimensionalen homogenen Pois-
son-Boole-Modellen mit Parameter A = 0,25 und zufélligen abgeschlossenen Kreisen als Kornern.
Als Verteilung fiir den Radius R wurde eine Lognormal-Verteilung mit Parametern ;=0 und
0’ =0,1 gewihlt. Die Fenster fiir den zu Grunde liegenden homogenen Poisson-Prozess wurden
auf den Bereich [—10,10]x[—10,10] beschrénkt.

a
1

107

[}
1

[

in

=104

Fiir den Uberdeckungsgrad p. erhilt man hier wegen E (Rz) = ) — 02 = 1,2214... speziell

p==T ({0}) =1- exp(—)\-E[md (51)]) =1—exp

—lE(RZ)wJ —0,6168...
4
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Die nachfolgenden Graphiken zeigen eine Simulation eines dreidimensionalen homogenen Pois-
son-Boole-Modells mit Parameter A = 0,25 und zufilligen abgeschlossenen Kugeln als Kornern
aus vier unterschiedlichen Perspektiven. Als Verteilung fiir den Radius R wurde wieder eine
Lognormal-Verteilung mit Parametern ;=0 und o° = 0,1 gewihlt. Die Fenster fiir den zu Grun-

de liegenden homogenen Poisson-Prozess wurden auf den Bereich [—10,10]x[—10,10]x[—10,10]
beschrankt.

Fiir den Uberdeckungsgrad p. erhilt man hier wegen E (R3) =e 2 =¢" =1,5683... noch

p-=T. ({0}) =1- exp(—)\ : E[md (El)]) =1- exp[—E<R3)§] =0,8064...
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II1. Zufallsfelder (Geostatistik)

Die Entwicklung moderner geostatistischer Methoden geht zurlick auf empirische Studien des siid-
afrikanischen Ingenieurs Danie Gerhardus Krige, der in den 1950er Jahren im Goldbergbau im
Witwatersrand (ein Hohenzug in den Provinzen Gauteng, North West und Mpumalanga [ehemals
Transvaal]) beschéaftigt war. Seine Ideen wurden spéter von Georges Matheron an der franzési-
schen Ecole des Mines in Fontainebleau (in der Nahe von Paris gelegen) aufgegriffen und auf eine
solide mathematische Grundlage gestellt. Geostatistik kann einerseits als Teilgebiet der Linearen
Statistischen Modelle (Regressionsmodelle) aufgefasst werden, andererseits aber auch als Teilge-
biet der Theorie der Zufallsfelder (in der Geostatistik meist mit ,, regionalisierten Variablen assozi-
iert).

ITI.1. Mafitheoretische Grundlagen

Definition 12: Essei D CRfir d € N und Z ={Z(x)|x € D} eine Familie reellwertiger Zufalls-
variablen. Dann heil3t Z ein Zufallsfeld Uber D. Die Elemente Z(x) von Z heif3en regionalisierte
Variable.

Bemerkung: Ein Zufallsfeld kann aus Sicht der klassischen Stochastik aufgefasst werden als eine
Familie von Zufallsvariablen mit einem mehrdimesionalen Index. In der Geostatistik wird aber x
weniger as Index, sondern vielmehr als Geo-Referenz betrachtet, d.h. als ein physischer Ort, an
dem Messungen erhoben werden, die as Realisierungen der Zufallsvariablen Z(x) aufgefasst wer-

den. Daher werden fiir Anwendungen in der Regel zusammenhangende Gebiete D C R? betrachtet.

Realisierung von Zufallsfeldern mit D =[0,1]x[0,1] verschiedener , Rauigkeit*

Ein wesentliches Ziel geostatistischer Analysen ist die Vorhersage eines Wertes des Zufallsfeldes
an Stellen, fur die keine Messwerte vorliegen. Es geht hier also nicht um eine Parameterschatzung,
sondern um eine Prognose der Zufallswerte auf der Basis von gegebenen Beobachtungen. In der
Regel bestehen zwischen zwei Werten Z(x) und Z(y) des Zufalsfeldes fir x =y stochastische
Abhangigkeiten, die Ublicherweise umso grof3er sind, je ndher x und y zusammenliegen. Es treten
manchmal aber auch periodische Zusammenhéange auf. Aus diesem Grund spielt in der Geostatiatik
die Modellierung raumlicher stochastischer Abhangigkeiten eine besonders wichtige Rolle.

Beispiel: Es sei = eine zufdllige abgeschlossene Menge im Sinne von Kapitel [l1. Dann ist
Z={1.(x)[xe D} mit DCR’ ein Zufalsfeld. Zur Veranschaulichung wahlen wir hier
=Z=R-K(1) mit einer (beliebigen) Zufallsvariablen R >0 mit stetiger Verteilungsfunktion und

der d-dimensionalen Einheitskugel K(1) und D := [—11]2. Dann gilt:

! Die siidafrikanische Wahrung Rand wurde nach diesem Hohenzug benannt, weil dort Gold in gréRerer Menge gefun-
den wurde.
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P({z) =10 {z(v) =1})=P({R= x|} {R =]yl })

= P(R=max{[x],.I¥],}) =1 Fe (max{x], Iyl } )
Entsprechend gilt
P <{Z (X) = 1}) =P (R = ||X||2> =1- FR (”X”2>’
SO dass
Kov(Z(x), 2 (y)) = 1= Fy (max{[x], ], }) [ Fa (], ) {2 Fa (Iv1, )

= Fa(xl,)+ Fe(Iv].) — Fe (Il Fa (I3,) — Fe (maxc{l vl
fur x,y € D folgt.
Im speziellen Fall P* =/[0,1] ergibt sich damit z.B. firr die Korrelation

(20, 2(y)) = e ¥ — [l |, — me Ul ¥} i, 4y e .

NI (2 Il (= 1)

U+ Vv—uv—max(u,v)

far (u,v) € (0,1

Graph der Funktion c(u,V)
Juv(@—u)1-v)

Definition 13: Ein Zufallsfeld mit D =R" heif’t stark (oder strikt) stationar von der Ordnung
ne N, wenn

Pz () <2 | =P |z (s + <2}

Das Zufallsfeld heifd allgemeiner stark (oder strikt) stationar, wenn es stationar von jeder Ord-
nung n€ N ist.

fur ale x,,--,x,, he R? und (z,,---z,) €R" gilt.

Das Zufalsfeld heildt schwach stationar von der Ordnung n € N, wenn das n-te absolute Moment
jeder regionalisierten Variablen existiert und

HZ(Xi‘H‘) HZ(Xi>
i=1 i=1
Es heil3t allgemeiner schwach stationar, wenn es schwach stationér von jeder Ordnung n € N ist.
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Lemma 24: Ist ein Zufallsfeld Z von der Ordnung n€ N mit n >1 stark (schwach) stationér, so
auch von jeder kleineren Ordnung m < n.

Beweis: Fur die starke Stationaritét betrachte man den Fall z, — oo fir i =m+1,---,n. Die Aussa-

ge fur die schwache Stationaritét folgt aus der Holder-Ungleichung, vgl. das Skript zur Sro-
CHASTIK, Lemma37d). m

Lemma 25: Ein strikt stationdres Zufallsfeld der Ordnung n € N, bei dem ale regionalisierten Va-
riablen absolute Momente der Ordnung n € N besitzen, ist auch schwach stationdr von der Ord-
nung n, aber nicht notwendig umgekehrt.

Beweis: Die Definition der starken Stationaritét der Ordnung ne N impliziert, dass adle m-
dimensionalen Randverteilungen des Zufallsfeldes identisch sind fir m <n. Daher sind auch alle
Produkt-Momente gleicher Ordnung identisch. Die Umkehrung gilt nicht, wie etwa folgendes Ge-
genbeispiel fur den Fall n =1 zeigt:

Es ssi Z={Z(x)|xcR’} eine Familie stochastisch unabhangiger, normalverteilter (und damit
auch integrierbarer) Zufallsvariablen mit P?® = A/(0,]x|, +1) fir ale x€R’. Dann gilt
E[Z(x)]=p=0 furale xeR", aber esist P*™ = P*0™ firale he R mit h=0. m

Bemerkung: Das Zufallsfeld Z = {Jlg(x) |x € R } ist offensichtlich stark stationér, wenn die zufal-
lige abgeschlossene Menge = stationdr im Sinne der Definition 8 ist.

In der Geostatistik wird tblicherweise (nur) angenommen, dass das Zufallsfeld Z schwach stationér
von zweiter Ordnung ist (sog. kanonische Hypothese). Es gilt dann:

Lemma 26: Unter der kanonischen Hpothese bestehen die Beziehungen
E[Z(x)]=pn=E[Z(0)]
Kov([Z(x),Z(x +h)]= Kov[Z(0),Z (h)]
fir alle x,h € R?. Die daraus resultierende Funktion
C(h) := Kov[Z(0),Z (h)] fur heR*
hei 3t Kovarianzfunktion des Zufallsfeldes Z.

Beweis: Der erste Tell folgt sofort aus Lemma 24 und Definition 13. Der zweite Tell folgt direkt
aus Definition 13 wegen

Kov[Z(x),Z(x+h)]=E[Z(x)-Z(x+h)]— E[Z(x)]-E[Z(x + h)]
= E[Z(0)-Z(h)]|— E[Z(0)]- E[Z(h)] = Kov[Z(0),Z (h)]
firalex,heR’. m

Die kanonische Hypothese bedeutet also, dass die ,,raumliche Variabilitét“ des Zufallsfeldes nicht

von den einzelnen Koordinaten x € R® abhéngt, sondern tiberall gleich ist und nur von der Diffe-
renz der Koordinaten abhangt.
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Definition 14 (positiv semidefinite Funktion): Eine Abbildung g :R? — R heif} positiv semidefi-
nit, wenn gilt:

> > aa;g(x,—x;)>0firdlencN, alea,,a, €R undale x,,--,x, €R’.

i—1 j=1

Lemma 27: Unter der kanonischen Hpothese gilt fur die Kovarianzfunktion C des Zufallsfeldes Z:
a C(0)=Var[Z(x)|>0 firale xeR*

b) C(h)=C(-h) furale heR’, d.h. Cist symmetrisch

c) |C(h)|<C(0) furalle heR", d.h. Cist beschrankt

d) Cist positiv semidefinit.

Beweis:
a) C(0) = Kov[Z(0),Z(0)]=Var[Z(0)] = Kov[Z(x),Z(x)]=Var[Z(x)]> O fur alle x € R*
b) C(h)=Kov([Z(0),Z(h)]=Kov[Z(0—h),Z(h—h)]= Kov[Z(~h),Z(0)]=C(~h), h€ R

c) [C(h)|=|Kov([Z(0),Z(h)]= \p(Z(O),Z(h))\-\/Var[Z(O)]-Var[Z(h)] <Var([Z(0)]=C(0),h € R’
d) Esqilt

n n

aa,C(x,—x;)= ZZaa Kov( (xi—xj),Z(O))

i=1 j=1 i=1 j=1

_ZZaa Kov( ), Z(x, ):Var[ii;aiz(x

i=1 j=1

furalencN, dle a,,---,a, € R und ale x,,-+-,x, € R’.

Damit ist das Lemmabewiesen. m

Definition 15: Gilt unter der kanonischen Hpothese fir ein Zufallsfeld Z fur die Kovarianzfunktion
C(0) >0, so heifdt die durch

p(h) = E ; fur alle h ¢ R®

definierte Funktion p die Korrelationsfunktion des Zufallsfeldes Z.

Bemerkung: Offensichtlich unterscheiden sich unter der kanonischen Hpothese die Kovarianz-
und die Korrelationsfunktion eines Zufallsfeldes nur durch einen positiven Faktor, namlich die Va

rianz C(0) =Var[Z(x)] fur alle x € R". Eine Korrelationsfunktion p kann deshalb auch aufgefasst

werden as eine Kovarianzfunktion C mit Wert C(0) =1. Insbesondere erfillt eine Korrelations-
funktion daher die Bedingungen b), ¢) [mit C(0) =1] und d) aus Lemma 27.

Beispiel: Wir greifen hier das stationdre Boole-Modell mit den deterministischen Kornern aus der
Bemerkung im Anschluss an Satz 21 auf und setzen wieder Z = {i_(x)[x€R’}. Dann ist Z

schwach stationar von zweiter Ordnung, und es gilt (vgl. Definition 9):
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C(h)=C.(h)—pZ=P({0cZ}n{he=})-pZ=aq. -(exp(—kmd (K(N\{n+ K(r)}))—qg)

fir he R? mit
Q- =1-p. = exp(—)\md (K(r))).

Dabei stellt h+ K(r) gerade die Kugel mit Radius r um den Punkt h € R? dar. Dies sieht man wie
folgt: Es bezeichne A:={Z(0) =0}, B:={Z(h)=0}. Esfolgt fur h € R*

P(z(0)=1, Z(h)=1)=P(A°NB°)=1-P(AUB)=1-P(A)—P(B)+ P(ANB)
=(1-P(A))+(1-P(B))+ P(ANB)—1=P(A°)+ P(B°)+ P(ANB) -1
=P(Z(0)=1)+P(Z(h)=1)+1-P(Z(0)=0, Z(h)=0)-1
=2-p.+P(¢(K(U{h+K()})=0)-1

K(nu{h+K(n}))-1

(=xm

=2.p.+ exp( —m’ ({h+ K(I’)}@ K(r)\{h+ K(I’)}]))

—2. p_+exp( Am? ({h+ K(")})) exp( Am’ (K(r)\{h+K(r)}))
(=xm

—Am¢

=2.p.+exp {K(r)}) exp( —m? (K(N\{h+ K(r)}))
=2-p. + (1 po)-exp(—Am® (K(N\{h+ K(n)})) -1
=2 p-+0-exp(—Am’ (K(N\{h+ K(n)})) -1,

SO dass

C(h)=P(Z(0)=1 Z(h)=1)— p =g -exp(—Am" (K(N\{h+ K()})) - (1+2p. + p2)
=0 -exp(—)\md (K(\{h+ K(r)}))— 92 =0 -(exp(—)\md (KM\{h+K(n)}))- qE)
folgt.

Der Ausdruck m” (K(r)\{h+K(r)}) ist im Allgemeinen nicht einfach zu berechnen, fur d =2
gilt aber z.B.:

\/ 2_h? furh<2r

2 furh > 2r

r

D(h,r) == m?(K(N)\{h+ K(n)})= {[” ZarCCOS[Zr}]

mit h = ||h||2 > 0.
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0.167
0.147

257 0129

D(h,2) C(h)furr=1, A=0,5
Definition 16: Ein Zufallsfeld Z = {Z(x) |x € D} heif¥ isotrop, wenn ale regionalisierten Variab-
len quadratisch integrierbar sind und die Kovarianzfunktion dargestellt werden kann as

Kov(Z(x),Z(y)) =& (|x[,.],) firale x,y €D

mit einer geeigneten Funktion ¢ :R* — R. Erfiillt das Zufallsfeld zusétzlich die kanonische Hypo-
these, so heifdt die durch

c(h):=¢(0,h) furalleheR"
definierte Funktion radiale Kovarianzfunktion des Zufallsfeldes. In diesem Fall gilt

C(h) =c(||n],) fur alle he R?,
Entsprechend heif3t dieim Fall C(0) > Odurch

r(h) ::% fir he R

definierte Funktion r die radiale Korrelationsfunktion des Zufallsfeldes.

Bemerkung: Offensichtlich ist das Zufallsfeld Z = {1.(x)|x € D} aus dem Beispiel nach Definiti-

on 12 isotrop, aber nicht (schwach) stationdr. Das zuletzt diskutierte Beispiel im Anschluss an
Lemma 27 ist dagegen stationar und isotrop. Fir solche Zufallsfelder gilt einfacher:

Lemma 28: Unter der kanonischen Hpothese gilt fur die radiale Kovarianzfunktion ¢ eines isotro-
pen Zufallsfeldes Z.:

a c(0)=Var[Z(x)]>0 furale xeR"
b) |c(h)|<c(0) firale heR, d.h.cist beschrénkt
C) c ist positiv semidefinit Uber R*, d.h. esgilt

Zn:iaiajc(hij)zomralleneN, dlea,,a, R undaleh, eR", i,je{l--,n}.

i-1 j=1
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Beweis: Folgt sofort aus Lemma 27 wegen c(h) = C(h) = Kov(Z(x),Z(x+h)) fur ale x,h e R*
mit h = |h],. Fir Teil ¢) beachte man, dass C(x, —x;) =c[x, x|} fir alle x,,x; € R* gilt und

sich die Aussage daher fur h; :Hxi _XJHz ergibt. m

Bemerkung: Fir die radiae Korrlationsfunktion r gelten die Aussagen von Lemma 28 entspre-
chend, mit r(0) =1.

Die positive Semidefinitheit spielt bei der Definition einer Kovarianz- bzw. Korrelationsfunktion
die entscheidende Rolle. Sie kann charakterisiert werden durch den folgenden

Satz 22 (Bochner): Unter der kanonischen Hypothese gilt: Jede stetige Abbildung C mit den Eigen-
schaften @) bis d) aus Lemma 27 ist Kovarianzfunktion eines geeigneten Zufallsfeldes Z, und jede

stetige Korrelationsfunktion p eines Zufalfeldes Z mit o°:=C(0) >0 l&sst sich darstellen as
Fourier-Transformierte

o0 [o.¢]

p(h) = E[cos((X,h))]: E[exp(i(X,h))]:f---fcos[éhjxj]Q(dxl,---,dxd)

fir alle h € RY mit einem geeigneten d-dimensionalen Zufallsvektor X mit Verteilung Q = P*, die

d
symmetrisch zum Nullpunkt ist. Hierbei bezeichnet (x,y)=>"xy; wie lblich das Skalarprodukt
i=1

der Vektoren x,y € R®. Wegen der Symmetrie zum Nullpunkt kann auch nur angenommen we-

den, dass Q auf (R+ )d konzentriert ist. In diesem Fall gilt &quivalent

[o¢]

C(h):aZE[cos(<X,h>)]:azf---jcos[ihixiJQ(dxl,---,dxd) fur alle he R°.

0

Beweis: Der Beweis dieses Satzes benutzt Methoden der Fourier-Analyse und Funktionalanalysis,
vgl. SCHABENBERGER AND GOTWAY (2005), Abschnitt 2.5 oder ABRAHAMSEN (1997), Abschnitt
3.2.2. Wir zeigen hier nur, dass die Fourier-Transformierte die Eigenschaften einer Korrelations-
funktion besitzt. Dazu benutzen wir Tatsache, dass die komplexe Funktion ¢(x) =e* mit zeR

positiv semidefinit ist, d.h.

2
>0
C

n . n ) n .
[ ae ] = [Z a e™ ][ ae”
j k=1

j=1 =1

iiakajc(xk — xj) = [zn:akeixk

k=1 j=1

n .
> e
k=1

gilt fir ale a,,---,a, € C und z,,---,z, € R, wobei fir z=a+bi e C dieZahl Z=a—bicC wie
Ublich die konjugiert-komplexe Zahl zu a bezeichnet. Man beachte dabel, dass fir z =a+ bi,
w=c+dieC gilt:

W-Z=(a—bi)-(c—di)=ac—bd —(ad —bc)i = (a+hbi)-(c+di)=w-z
und speziell ¢(z) =e™ fur zeR.
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Damit erhalten wir

n n

>-> aa exp(i(X,h —h,})

k=1 j=1

iia@p(hk—hi):E

k=1 j=1

n

S S anenfixn) ()

k=1 j=1

n n

:El a ¢ ((X,h)—(X,h;))[>0

k=1 j=1

fur ale a,,---,a, €C und h,,---,h, € RY, woraus die positive Semidefinitheit von C folgt (man
wahle hierfir lediglich a,,--+,a, € R). Die anderen Eigenschaften sind evident wegen

a) E [cos((X,O))] — cos(0) =1 (Normiertheit)
b) E |cos((X, —h))| = E|cos(—(X,h))] = E |cos(({X,h))| fir alle h € R’ (Symmetrie)
) \ E[cos((X, h))] \ <E[1]=1firadle he R’ (Beschranktheit)

Fur den vollsténdigen Beweis siehe z.B. RUDIN (1973), Chapter 11, Exercise14. m

Dieim Satz von Bochner auftretende Verteilung Q wird auch als das zu der Korrelationsfunktion p

gehdrige Spektralmal bezeichnet. Im Fall, dass Q eine Lebesgue-Dichte q besitzt, lasst sich g dar-
stellen als Fourier-Umkehrtransformierte

a(x)=

f exp(—i(x,h))- p(h)m* (dh) = (;)d f cos((x,h))- p(h)m" (dh) fur x € R

R i R

(2n)

Allerdings lassen sich mit dieser Beziehung keine Verteilungen Q ,rekonstruieren®, die keine (Le-
besgue-)Dichte besitzen. Dies zeigt schon fur d =1 das Beispiel der Korrelationsfunktion p(h) =1

fur ale h € R, welche man aus dem Satz von Bochner fir den Fall Q = ¢, erhalt. Hier gilt namlich

1
(2]

Tl!ﬁjcos«x,h)) -p(h)m?(dh) = %zcos(xh)dh — iMm

=0 fur dle xeR.
2 X

Aus dem Satz von Bochner erh@lt man sofort noch die folgende Abschétzung fir das Verhaten von
Korrelationsfunktionen in der Nahe des Nullpunkts:

Lemma 29: Es sei p eine stetige Korrelationsfunktion. Ist die Norm |X], desin der Darstellung
des Satzes von Bochner verwendeten Zufallsvektors X quadratisch interierbar, so gilt

() > 1—Z | E[|X[E] fur ale he e,
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Beweis: Aus der bekannten Ungleichung

2
cosle—x7 furadle xeR

folgt mit den Bezeichnungen aus Satz 26 und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
o(h) = E [cos{(X,hY)| > E [1—%(X,h>2] - 11—%||h||§ ||x||§] 1 e[ e ne . m

Die folgende Tabelle enthdlt einige nach dem Satz von Bochner berechnete stetige Korrelations-
funktionen fir die Dimensionen d =1 und d = 2 (bzw. noch allgemeiner).

i |d Q p,(h)fir h e R®
11 ulo] sinc(h) = sin(h)
1
1 =
2 |H ¢ 1+h?
cos(c-arctan(h))
3 1 F(a,l) a
(1+h?)2
h2
4 |1 N (0,1 exp[—?]
5| 1| C (Cauchy-Verteilung) exp(—|h|)
6 | 1| COS (Cosinus-Verteilung) (1—[n))- 1y y(h)
212 U0’ cos(h, )+ cos(h,)—cos(h, +h,)—1
h, -h,
EDeEQ 1-hh,
81° Heed (1+hf)(1+h3)
h +h] [n;
9 |2 N(0,1) ® N (0,1) exp —172 =exp _TZ
: 14,2 [n;
10 | d &N (0,1 exp —EZhi =exp _TZ
i=1 i—1

Als Cosinus-Verteilung bezeichnen wir dabel das Wahrscheinlichkeitsmald mit der Lebesgue-
Dichte

g(x):l_c—of(x) far x e R.
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Man beachte, dass die Korrelationsfunktionen p, und p, nicht die Ungleichung des Lemma 29
erfullen, weil eine Cauchy- bzw. Cosinus-verteilte Zufallsvariable nicht quadratisch integrierbar ist.

Graphen der Korrrelationsfunktionen p, bis p,

Weltere Beispiele finden sich in SCHABENBERGER AND GOTWAY (2005), Table 4.4.

Offensichtlich hangt nur die Korrelationsfunktion p, allein von |h||, ab. Wir wollen daher jetzt der

Frage nachgehen, wann im Falle eines isotropen Zufallsfelds unter der kanonischen Hypothese die
Korrelationsfunktion p eine Darstellung der Art

p(h) = p(~h) = r([h|},) fir he R *)

flr eine geeignete Funktion r besitzt (die dann mit der radialen Korrelationsfunktion identisch ist).
Hierbei muss zwangslaufig die Dimension Berticksichtigung finden:

Satz 23: Unter der kanonischen Hypothese gilt: Eine stetige Korrelationsfunktion r eines d-
dimensionalen isotropen Zufallfeldes Z mit o* := C(0) > 0 I&sst sich durch (*) darstellen, wenn die
Bedingung

r(h)=E|[B,(h-X)]= [ B,(h-x)Q(dx) furaleheR

0%8

mit einer geeigneten Zufallsvariablen X mit Verteilung Q = P* erfillt ist.
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Hierbel ist
B,(z) = [E]VF[E]JV(Z), z>0
z 2

die so genannte Basis-Funktion der Dimension d und J, die Bessel-Funktion erster Art der Ord-

nung v mit y:%—l.

Zum Beweis dieses Satzes verweisen wir auf SCHABENBERGER AND GOTWAY (2005), Abschnitt
4.3.

Die Bessalfunktionen erster Art sind definiert durch die Potenzreihen

_Zz]k
J,,(Z)—[ ] i [ fir z> 0.

KT (v + Kk +1)

Bemerkung: FUr die ersten drei - fur die Praxis hauptsachlich relevanten - Dimensionen gilt:

B,(z) = cosz

il
B,(2) =30 =>
B( )_ sinz

far z> 0 (vgl. SCHABENBERGER AND GOTWAY (2005), Abschnitt 4.3).

! ,A AL
MY

-1

Verlauf der Basis-Funktionen B, (z) (rot), B,(z) (blau) und B,(z) (braun)

Ferner gilt: (!im Bd(z):e*ZZ fur z>0. Weitere Eigenschaften von Korrelations-/Kovarianz-
funktionen behandelt
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Lemma 30: Unter der kanonischen Hypothese gilt:

a) Ist S:R* =R ene lineare Abbildung, so ist mit jeder Kovarianz-/Korrelationsfunktion C
auch C oS ene Kovarianz-/Korrelationsfunktion.

b) Ist C eine Kovarianzfunktion, so auch b-C fur festes b > 0. In diesem Fal ist b-C(0) die Va
rianz des Zufallsfeldes.

Korrelationsfunktionen fir ne N und sind c;,---,c, >0 mit Zci =1 soist
i=1

¢) Sind p,--,p

n

n
auch > “c,p; eine Korrelationsfunktion.

i=1
d) Sind C,,---,C, Kovarianzfunktionen fir ne N und sind d,,---,d, >0, soist auch Z:dici eine
i=1
Kovarianzfunktion.

e) Sind C,,---,C, Kovarianz-/Korrelationsfunktionen fir n € N, so auch HCi.

i=1

Beweis: Die Eigenschaften @) bis d) folgen direkt aus Lemma 27 und Satz 22. Teil €) ergibt sich

aus Satz 22, wenn man 0.B.d.A. annimmt, dass die zur Darstellung der p, = C(?O) far C,(0) ver-

wendeten Zufallsvektoren X, , k =1,---,n stochastisch unabhangig sind, denn dann ist

=E|exp

H/Jk(h) = H E [exp(i <Xk,h>)] —E

Hexp(i{Xk,h»l =E

exp[zn:i (X,h}]

k=1

.<ZXh>

fur ale he R, womit das Lemmabewiesenist. m

Bemerkung: Aus Teil @) von Lemma 29 ergibt sich spezieller noch:
« Ist C(h) eine Kovarianz-/Korrelationsfunktion, so auch C(a-h) fir festesacR (heR?).

 Ist C(h) eine Kovarianz-/Korrelationsfunktion und | C{1---,d} eine feste Index-Teilmenge,
soist auch C(S, (h)) eine Kovarianz-/Korrelationsfunktion fir h € R®, wobel

0 furiel
h.  sonst.

S, (h)i :{

Die letztere Beziehung bedeutet dabei anschaulich, dass eine Korrel ations-/K ovarianzfunktion auch
bei ,Projektion in einen niedriger dimensionalen Teilraum eine Korrelations-/Kovarianzfunktion
bleibt.

Lemma 30 er6ffnet damit zahlreiche Mdglichkeiten zur Modellierung von Korrelations-/Ko-
varianzfunktionen, die sich spéter fir die Krige-Verfahren als niitzlich erweisen werden.

0
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Beispiel: Wahit man die mehrdimensionen Korrelationsfunktion p, bis p, aus der Tabelle auf S.
87, so sieht man, dass sich die eindimensionalen Versionen p,, p, und p, ergeben, wenn man ent-
weder h, oder h, Null setzt. Im ersten Fall muss dabei der Grenzwert betrachtet werden:

lirm cos(h, )+ cos(h,)—cos(h,+h,) -1 lim cos(h,)—cos(h, +h, )+ cos(h,) -1

h,—0 . h,—0 .
he=0 h,-h, ha=0 h, -,

icos(hl +h,)

Smhl-i-sinO: sinh,
oh,

0
—_— h
+ oh, cos(h,) n h1

hl

h,=0 h,=0

far h; = 0.

Man beachte noch, dass durch den Ubergang von einer Korrelationsfunktion p zu der Korrelations-
funktion p" fir gerade n € N immer nicht-negative Korrelationsfunktionen erreichbar sind.

2 1 2

Graph der produkt-kombinierten Korrelationsfunktion p(h) = % . 11[711](h)
1+h ’

1I1.2. Gauf3’sche Zufallsfelder

Den Gaul? schen Zufallsfeldern kommt in der Theorie der schwach stationdren Zufallsfelder zwel-
ter Ordnung eine besondere Bedeutung zu, well ihre Existenz aus der Vorgabe geeigneter Kovari-
anzfunktionen folgt und sie auch relativ einfach zu simulieren sind.

Definition 17: Ein Zufalsfeld Z={Z(x)|x € D} heift GauR’sches Zufallsfeld, wenn alle seine
endlich-dimensionalen Randverteilungen multivariate Normalverteilungen sind.

Unter der kanonischen Hypothese ist die Existenz Gaul? sche Zufallsfelder durch die Angabe einer
(zulassigen) Kovarianz- oder Korrelationsfunktion gesichert. Eine Darstellung solcher Zufallsfelder
ist mittels des Karhunen-L oéve-Theorems moglich (zum theoretischen Hintergrund der Lebesgue-
Raume vgl. etwas das Skript ANALYTISCHE PRINZIPIEN DER STOCHASTIK, Abschnitt I.1.5):
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Satz 24 (Karhunen-Loéve): Unter der kanonischen Hypothese sei Z:{Z(x)lxe[o,l]d} ein
Gaul¥ sches Zufallsfeld mit Erwartungswert Null und Korrelationsfunktion p. Der Fredholm-
Integral-Operator T, : LZ([O,l]d ,[0,1]d NnB*,m ) — LZ([O,l]d ,[0,1]d NnB° ,md) sei definiert durch

T, f(x)= fp(x—y)-f(y)m“(dy), feLz([o,l]d,[o,l]dﬂl?d,md), xe[0].

o

Ferner sei die Folge {/\k }keN die Folge der (wegen der positiven Semidefinitheit von p) nicht-
negativen, absteigenden Eigenwerte und {ek (x)}keN die Folge der zugehdrigen orthonormalen Ei-
genvektoren des Fredholm-Operators, d.h.

T, (x)=X\e (x) fir ke N
mit
1L, k=m

fur k,me N und xe[O,l]d.
0, k=m

[ e €, (0 m (dx) = {

loaf

Dann gilt:
Z(x)=> A Y, e, (x) fir xe[0,1]",
k=1

D
wobei die Konvergenz im Raum Lz(Qx[O,l]d ,A®([O,1]d ﬂBd), P ®md) zu verstehen ist und =
Gleichheit in Verteilung meint. Hierbei ist {Y,} . eine Folge stochastisch unabhéngiger,
N (0,0°)-verteilter Zufallsvariablen.

Zum Hintergrund dieses Satzes vgl. GELFAND ET AL. (2010), ABSCHNITT 8.4.1.1 oder CHRISTAKOS
(1992), Kapitel 8.11. Man beachte, dass die Voraussetzung 1 = 0 unwesentlich ist, weil man durch

den Ubergang von Z(x) zu Z(x)—p fir ale x e R? stets ein Gaul sches Zufallsfeld mit Erwar-
tungswert Null erhdlt.

Fur praktische Anwendungen wird die obige Reihendarstellung nach endlich vielen Termen abge-
schnitten; vgl. CHRISTAKOS (1992), Kapitel 8.11. Allerdings ist die Bestimmung der Fred-
holm’ schen Eigenwerte und Vektoren im Allgemeinen aufwandig oder nur numerisch moglich.

Bemerkung: Aus der Karhunen-Loéve-Darstellung ergibt sich noch die bekannte Beziehung (Satz
von Mercer):

E[Z(x)-Z(y)]= i)\k e (x)e (y)=c’p(x—y) fur x,yec [0,1]d .

Dies kann man wie folgt einsehen:
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Esgilt
i) = E[20) 2]~ € [SVR Y, ek(x)]-[iﬁ v e,-(y)]
= A NENY, e e () = SO, e, (x)ey ()
for x,ye[0,1]".

Neben der Existenzfrage sind noch vor allem die Pfadeigenschaften Gauld scher Zufallsfelder von
Interesse. Hier gilt speziell:

Satz 25: Ist unter der kanonischen Hypothese die Korrelationsfunktion p stetig und erfillt die Ab-
schéatzung

o

p(h) >1 -
]|

fur ||x||2 <1

fur Konstanten c,e > 0, so existieren Versionen des Zufallsfeldes, die fast sicher stetige Pfade be-
sitzen.

Fur eine ausfuhrlichere Diskussion zu diesem Punkt siehe CHRISTAKOS (1992), ABRAHAMSEN
(1997) oder SCHABENBERGER AND GOTWAY (2005), Abschnitt 2.3. (Vgl. in diesem Zusammenhang
Lemma 29!).

Anforderungen an fast sicher differenzierbare Pfade des Zufallsfeldes sind héher und erfordern in
der Regel entsprechende Differenzierbarkeitseigenschaften der Korrelationsfunktion. In der Theo-

rie wird stattdessen meist die L?-Differenzierbarkeit behandelt.

Definition 18: Unter den kanonischen Hypothese heildt ein Zufallsfeld Z:{Z(x)|xe]Rd} L>-
stetig (auch: stetig im quadratischen Mittel), wenn gilt:

lim(Z(x)—Z(x+ b, = IJLTJE[(Z(X)—Z(erh))Z]:O fiir alle x € R".

Das Zufallsfeld heiflt L*-differenzierbar (auch: differenzierbar im quadratischen Mittel), wenn ein
Zufallsteld Z = {Z (x)[x € R} existiert, so dass

2
i Z(x)—Z(x+h)
ol [nf,

Z(x)—Z(x+h)

=0 fur dle x e R,
[,

—Z(x) —Z(x)

=IlimE
h—0

2
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Satz 26: Unter der kanonischen Hypothese st ein Zufallsfeld Z = {Z (x)|x € R*} genau dann

e |°-stetig, wenn die Korrelationsfunktion p in h =0 gtetigist
e L*-differenzierbar, wenn die Korrelationsfunktion p in h = 0 differenzierbar ist.

Beweis: Die erste Aussage ergibt sich unmittelbar aus der Beziehung
|Z(x) - Z(x+h)|, = E[(Z(x)— Z(x+h))2} =Var[Z(x)— Z(x + h)]
=Var[Z(x)]+Var[Z(x +h)]— 2Kov[Z(x),Z (x + h)]

= 2(C(0)—C(h)) =2C(0)[1— p(h)| = 20*[1— p(h)]
fur ale x,h € R".
Fir den Beweis der zweiten Aussage siehe CHRISTAKOS (1992), Chapter 2, Section 11.4. =

Eine Monte-Carlo-Simulation von Gaul? schen Zufallsfeldern ist auf verschiedene Weisen moglich,
vgl. etwa CHRISTAKOS (1992), Chapter 8. Eine sehr einfache Moglichkeit besteht in der Ausnut-
zung von Definition 17 durch Diskretisierung des Bereichs D, Uber dem das Zufallsfeld simuliert
werden soll. Es geniigt aus den oben dargelegten Grinden, den Fall =0 zu betrachten. Ist nun

X= {Xl,---,xN } C D C R eine fest vorgegebene Menge paarweise verschiedener , Gitterpunkte®,
S0 besitzt der Zufallsvektor Y = (Y,,---,Y,)" == (Z(x,),--~,Z(x,))" nach Voraussetzung eine mul-
tivariate Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und einer Varianz-Kovarianz-Matrix 3, deren
Eintrége durch die paarweisen Kovarianzen o = o p(x; —x;) fir i,j€{1---,N} gegeben sind.
Wegen der nicht-negativen Definitheit von X existiert (mindestens) eine quadratische invertierbare

Matrix A mit der Eigenschaft ¥ = A- A". Diese Matrix A kann zur Simulation vermoge der Trans-
formation

Y =AW

herangezogen werden, wobel W einen N-dimensionalen Zufallsvektor aus unabhangigen, standard-
normalverteilten Komponenten bildet.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, eine solche Matrix A zu bestimmen; im Allgemeinen existieren
sogar mehrere Losungen. Ein Weg besteht in der Spektralzerlegung der Matrix X : vorausset-
zungsgemal} besitzt die Matrix ¥ genau N (ggf. mit Vielfachheiten vorkommende) positive Ei-
genwerte \,---,\y; ferner existiert eine N x N -Matrix T aus orthonormalen Eigenvektoren mit der

Eigenschaft

A 0 0 0
0 O 0
S=TAT"=TAT *mitA=|0 0 ° :
P M, O
0 0 0 A
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Ju 00
0. O
Hier ist A=TA"Y? eine mogliche Wahl, mit A =| 0 0o .

Av1 0

0o 0 - 0 J\

Eine andere Mdglichkeit besteht in der Cholesky-Zerlegung von X; Die gesuchte Matrix A wird
dabei als untere Dreiecksmatrix angenommen:

a, 0o - 0
a a 0
A—| 2 .22
Ayi Ay Ann
Hiermit ergibt sich
2
a; a8, a;ady,
2 2
ayay,; Ay T8y v Ayay; T aydy,
%= [Uij] = AA" = : ' . .
d 2
AyiQy; Ay 8y T aAyAy, Z A
k=1

Diese Gleichung kann rekursiv aufgel 6st werden zu

1 o 0= DB
_ _ 2 _ “k1 _ i=1 H
Ay =40y Qg = Jkk_zaki’ akl_a_' Q= —; , 1<k, j<N.
= 1 i

Durch eine gentigend feine Aufldsung des Bereichs D, tber dem simuliert werden soll, erhdt man
damit ein diskretisiertes Zufallsfeld, dessen Werte man abschlief3end (z.B. fur eine Visualisierung)
durch numerische Methoden interpolieren kann.

Beispiel: Wir betrachten ein isotropes Gaul3-Feld mit der Korrelationsfunktion

_% ,heR? fur a€{1,2} und ¢* =1.

p,(h) = eXlO[

(Diese fuhrt nach Satz 28 fir o =1 zu einem nicht L*-differenzierbaren Zufallsfeld!).
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Als Gitterpunkte wahlen wir x = [%1%] mit n,m € {0,---,9}, d.h. hier: N =100. Zur Verein-

fachung der Rechnung betrachten wir die,, V ektorisierungs’ -Funktion

9:Z*xZ"—7Z":(n,m)~10-n+m
mit der Umkehrung
fi=9g"Z" -Z"xZ" k> K ,k—10- LS .
10 10
Der Zufallsvektor Y ist dann 100-dimensional und besitzt die 100x100-Kovarianzmatrix > mit
den Eintrégen

oy = p f('lgl) , f(io_l)] fir i, j € {1,-+-,100}.
Die Berechnung der Cholesky-Zerlegung und die anschlief3ende Simulation / Visualisierung ge-
schieht am einfachsten mit einem Computeral gebra-System. Die folgenden Graphiken zeigen ver-
schiedene Simulationen mit demselben Zufallsgenerator fir o =1 (links) und o = 2 (rechts). Man
erkennt deutlich die unterschiedliche ,, Rauigkeit* der Simulationen, bedingt durch die héhere bzw.
geringere Glattheit der Korrelationsfunktion.

Simulationen eines Gaul’d schen Zufallsfeldes mit o =1 (links) und a = 2 (rechts)
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Simulationen eines Gaul? schen Zufallsfeldes mit « =1 (links) und o = 2 (rechts), Fortsetzung

Bei der Simulation von Gaul? schen Zufallsfeldern kann es - insbesondere bel regelméfdigen Gitte-
rungen - passieren, dass die Varianz-Kovarianzmatrix > singulér ist. In diesem Fall existiert zwar
noch eine Cholesky-Zerlegung, aber es gibt dann meist Probleme wegen numerischer Instabilitéten.
In diesem Fall kann man sich am einfachsten behelfen mit einem Ubergang von X zu
= 1
+e€
ebenfalls eine (zuldssige) Varianz-Kovarianzmatrix, die aber nicht-singul &r ist.

(X+e¢l) mit der Nx N -Einheitsmatix | und einem geeignetem >0. X" ist dann

Gauld sche Zufallsfelder ermdglichen auf einfache Weise auch Konstruktionen von Zufallsfeldern
mit vorgegebenen (eindimensionalen) Randverteilungen. Bezeichnet F die zugehorige Verteilungs-
funktion und & die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung, so lasst sich dies tber die
Transformation

Z*(x)=F *(®(z(x))) fur xe D
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Mit der Pseudo-Inversen F~* bewerkstelligen, denn ®(Z(x)) ist fir jedes x € D ¢/[0,1]-verteilt.

Es handelt sich hierbei praktisch um die Anwendung einer unendlich-dimensionalen Gauf3-Copula.
Das transformierte Zufallsfeld

z' ={Z'(x)|x€ D}

erfullt unter geeigneten Integrierbarkeitsbedingungen natirlich auch die kanonische Hypothese.
Ein wichtiger Speziafall sind die lognormalen Zufallsfelder, bel denen F die Verteilungsfunktion
einer Lognormalverteilung LN (,u,az) ist. Hier kann einfach die Transformation

Z*(x) =exp(Z(x)) fur xe D

gewahlt werden. Als Parameter fir dieses Feld ergeben sich dann fur alle x e D

0= E[z*(x)] = E[exp(Z(x))] = exp[qu%]

0% =Var|Z*(x)| =Var|exp(Z (x))] = exp(2u + 02)-(exp(02) —1) =p? -(exp(&)—l)
und
p(x) = Kov(Z"(x),Z°(0)) = E[exp(Z(x) + Z(0))]— u* = pu? -(exp(azp(x))—l).

Die nachfolgenden Graphiken zeigen zwei Simulationen auf der Basis des ersten Gaul3 schen Zu-
Z(x)

fallsfeldes des vorigen Beispiels, mit Z*(x) = exp —

] fiir x€[0,1]" (dies entspricht formal der

Situation z =0 und o :%).

Simulation eines lognormalen Zufallsfeldes, links: « =1, rechts. o =2
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I1I. 3. Variogramm und Semivariogramm

Fir geostatistische Analysen wird statt der Kovarianz- oder Korrelationsfunktion in der Regel das
so genannte Variogramm oder Semivariogramm betrachet. Unter der kanonischen Hypothese gilt,
wie schon oben verwendet:

Var[Z(x) —Z(x+h)|=Var|Z(x)]|+Var[Z(x + h)|— 2Kov|Z(x),Z (x + h)]

=2(C(0) — C(h)) = 2C(0)[1— p(h)] = 20°[1— p(h)]

fur alle x,h € R®. Allerdings ist es moglich, dass die Unabhangigkeit von Var[Z(x) —Z(x + h)]

von x € R? auch unter allgemeineren Bedingungen als der kanonischen Hypothese gegeben ist.
Daher bezeichnet man das Vorliegen dieser schwécheren Unabhangigkeitsannahme auch als intrin-
sische Hypothese (vgl. dazu z.B. SCHABENBERGER AND GOTWAY (2005), Abschnitt 2.2 oder ARM-
STRONG (1998), Abschnitt 2.4).

Definition 19: Unter der intrinsischen Hypothese heift die durch
v(h) = 0?[1— p(h)] fir he R
definierte Abbildung das (zu dem Zufallsfeld gehdrige) Semivariogramm. Die Abbildung
2v(h) =Var([Z(x) — Z(x+h)] fur x,heR*

heif3 Variogramm.

In der Literatur werden die Begriffe Variogramm und Semivariogramm manchmal synoym ver-
wendet, vgl. etwa ARMSTRONG (1998), Abschnitt 2.4.
Im Fall der Isotropie hangt das Semivariogramm ~(h) nur von der Lange |h||, ab. Analog zu fri-

heren Bezeichnungen nennen wir dann die Funktion g mit ~(h) =g (||h|| 2) fir h€ R® wieder das
radiale Semivariogramm; es gilt dann unter der intrinsischen Hypothese entsprechend

g(h) :=c?*[1—r(h)] fur h>0.

Es hat sich in der Geostatistik folgender Sprachgebrauch fir radiale Semivariogramme eingebur-
gert:

e Der Grenzwert s = limg(h) heif3 Sill (Schwelle). Unter der kanonischen Hypothese fallt der

Sill mit der Varianz ¢ zusammen. Unter der rein intrinsischen Hypothese kann der Sill den
Wert co annehmen.

e Falls der Sill s mit einem endlichen Wert r erreicht wird, d.h. es gilt g(r) =s, hei3t r Range

(Reichweite). Fur praktische Zwecke wird der (endliche) Wert r, fur den die (endliche) Grolie
0,95x s erreicht wird, als Practical Range (praktische Reichweite) bezeichnet.
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Far nicht-isotrope (anisotrope) Zufallsfelder werden héufig auch Richtungs-(Semi-)Variogramme
betrachtet, also Funktionen der Art

29.(h)=Var[Z(x)—Z(x+h-e)] fir h>0,

wobei e € R’ einen Richtungsvektor (d.h. einen Vektor mit e, =1) bezeichnet. Die Bezeichnun-
gen Sill und Range werden hier analog verwendet.

Die Reichweite gibt aus praktischer Sicht die maximale Distanz im Zufallsfeld an, innerhalb der
essentielle Abhangigkeiten zwischen ,, Standorten* bestehen.

In vielen geostatistischen Anwedungen wird darUber hinaus auch noch der so genannte Nugget-
Effekt® betrachtet. Hierunter versteht man das Phanomen

Ihlmy(h) >0 bzw. Ih'f}}g(h) > 0.

Ein solcher Effekt kann bei L*-stetigen Zufallsfeldern theoretisch nicht auftreten. In der Literatur
wird dieser Effekt in der Regel daher entweder mit einem mikro-skaligen Strukturbruch oder mit
Uberlagerter Messungenauigkeit begrindet; vgl. ARMSTRONG (1998), Abschnitt 3.4, SCHABENBER-
GER AND GOTWAY (2005), Abschnitt 2.3 oder CHRISTAKOS (1992), Kapitel 7. Wir werden hier auf
diesen Effekt nicht ndher eingehen.

Die nachfolgende Tabelle enthdt einige (zuldssige) radiale parametrische Semivariogrammfunktio-
nen g der Dimension d > 2 fiir kanonische isotrope Zufallsfelder mit Varianz o* =1 (hier iden-
tisch mit dem Sill), die in der Praxis haufig verwendet werden. Der Parameter a ist positiv, der je-
weilige Skalenfaktor ¢ so gewahlt, das die praktische Reichweite von g(c-h) gerade a betragt.

Hierbei ist J, die Bessel-Funktion erster Art der Ordnung O, vgl. Satz 23.

k|d Name Skalenfaktor ¢, | g,(h)
h h
1|2 Hole Effect | 2,286 1—exp[——J-J0[—], b>5
a-b a
3
2| <3 | sphérisch 0,811 §-E—E-[E] ,h<a
2a 2l\a
. h
3| >2 | exponentiell | 2,996 1- exp[—g]
h2
41 >2 | Gaul 1,731 1—exp[—¥]

Die nachfolgenden Graphiken zeigen den Verlauf der skalierten Semivariogrammfunktionen
g.(c,-h) fira=3 und b=5.

2 Dieses Phanomen wurde empirisch zuerst in den Goldminen Siidafrikas beobachtet, wo man es auf die kornige Struk-
tur der feinen Goldklumpen (Nuggets) zurtickfihrte.
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= g.(c,h)
0,95 1 ﬁ:—:—__
gs(Csh
0.81
g, (£,h
06
041
021
g,(c,h)
0 2 4 6 8 10 12

Fuar rein intrinsische (nicht kanonische) isotrope Zufallsfelder bildet auch die folgenden Funktio-
nenklassse zulassige radiale Semivariogrammfunktionen (mit unendlichem Sill), fir alle Dimensio-
nendeN, mt0O<a<2undb>0:

Name g(h)
Power Model | b-h?

Fur weitere Klassen zuldssiger Semivariogrammfunktionen vgl. ARMSTRONG (1998), Abschitt 3.12,
SCHABENBERGER AND GOTWAY (2005), Abschnitt 4.3, oder GELFAND ET AL. (2010), S. 23 ff.

Fur die Krige-Pradiktoren werden geeignete Schatzungen der Semivariogrammfunktion benétigt.
Im Fall der Isotropie des Zufallsfeldes wird tblicherweise der Schétzer von Matheron verwendet:

~ 1 2
hy=— =~ Z(x,)-z(x,) firh>0,
§(h) 2_#N(h)<ng€N(h)[ (x)=Z(x))
wobel N(h) die Menge aller verfigbaren Punktepaare (x;,x;)€ R’ bezeichnet mit x,—x; =h
fur |h|, = h. Dieser Schétzer ist erwartungstreu wegen
A 1 2 1
Elg(h)|=——— E(Z X,)—Z(x, ):— Var(Z(x,)—Z(x,
[g( )] 2#N(h)(xI’XJZ)G:N(h) [ ( ) ( ]>] 2.#N(h)(XI’X]Z>€:N(h) ( ( ) ( J>)
1
:§Var(z (0)—Z (h))= g(h)

fur alle h€R®. In der Praxis werden mangels geniigend vieler Daten in der Menge N(h) meist
alle Paare (x;,x;) € R’ zusammengefasst, die sich ,néherungsweise* um den Vektor h e R® un-

terscheiden. Damit erhalt man fir sinnvolle verfiigbare Abstande (lags) |h|, =h eine so genannte
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»Semivariogramm-Wolke", aus der z.B. mittels eines Regressionsverfahrens eine zuldssige Semi-
variogrammfunktion geschétzt wird. Fur Einzelheiten vgl. ARMSTRONG (1998), Kapitel 4, SCHA-
BENBERGER AND GOTWAY (2005), Abschnitt 4.4. oder E. ENGLUND AND A. SPARKS (1991).

Zur Schétzung von anisotropen Semivarogrammfunktionen vgl. GELFAND ET AL. (2010), Chapter 3,
SCHABENBERGER AND GOTWAY (2005), Abschnitt 4.3.7 oder oder E. ENGLUND AND A. SPARKS

(1991).

Die folgenden beiden Graphiken zeigen eine Semivariogramm-Wolke aus dem GEO-EAS-
Programm fur die raumliche Verteilung von Cadmium (siehe E. ENGLUND AND A. SPARKS (1991),
S. 37ff). Hierbel wurde jeweils ein Nugget-Effekt berticksichtigt, die Anpassung erfolgte an zwel

111 Zufallsfelder (Geostatistik)

verschiedene Semivariogrammfunktionen.

Variogram for Cadmium

Parameters

20. File ‘Example.pcf
Pairs 1388
16. 1
Direct.: .88
£ Tol. : 99 .08
B 12, MaxBand : n‘a
Q
p
:? 8. Cadmium Limits
Minimum: .888
4. Maximum: i6.788
Mean : 7.885
B. T . r Var. H 15.273
a. 48 . 8. 128. i160.
Distance
Nugget = 5, Anpassung an sphéarisches Modell, Sill = 16, Range = 80
Variogram for Cadmium
Parameters
28. File :Exanmp le . pcf
Pairs ! 1388
16. 4
Direct.: .B888
£ Tol. : 9@ . ARA
k 12, 4 MaxBand : na
0
p
§ 8. Cadmium Limits
Minimuam: .ABA
a. Max imum: 16.768
Mean : 7.885
a. - - Uar . : 15.273
a. 48 . a808. 1z2a. 1608.
Distance

Nugget = 4,5, Anpassung an exponentielles Modell, Sill = 18, Range = 160
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III. 4. Krige-Pridiktoren

Eine wesentliche Aufgabe der praktischen Geostatistik besteht darin, auf der Basis von (endlich
vielen) Beobachtungen eines Zufallsfelds eine raumlich Vorhersage fur Bereiche zu machen, in
denen keine Beobachtungen vorliegen. Ublicherweise wird dann mit numerischen Methoden auf
der Grundlage der insgesamt vorhandenen ,, Daten” eine Kartierung vorgenommen.

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den statistischen Aspekten dieser Vorhersagen eingehender

befassen. Wir beschrénken uns zur Vereinfachung dabei auf den isotropen Fall unter der kanoni-
schen Hypothese mit = 0.

Aus technischen Griinden nehmen wir ferner an, dass die Abbildung
(Qde,AQZ)Bd ) — <R1,15’1> : (w,x) — Z(w,x)

geeignete Mess- und Integrierbarkeitseigenschaften (bzgl. des Lebesgue-Mal3es) besitzt. Als Vor-
hersage-ZielgrofRe wird haufig ein (zufdliger) raumlicher Mittelwert

Z, = dl
m* (V)

[Z()m* (dy)

fir eine (in der Regel beschrankte) Borel-Menge V € B betrachtet. Fir den (Grenz-)Fall
V ={x,} mit festem x, € R* wird einfacher

Z{XO} = Z(xo)

gesetzt. Typischerweise liegt der Bereich V aul3erhalb der Standorte x, an denen Daten erhoben
werden (kénnen). Bel Vorliegen geeigneter Integrierbarkeitseigenschaften verwenden wir abkir-
zend folgende Bezeichnungen:

¢, =Var(Z,)=E

(2 =) | = B[ Z (@) =) @) [ Z(() =) (0

[ 2()-1)-2(@)— p)m* (dy)m* (dz)

VxV

:%E
m" (V)

| A REACRMERCHRYCD

VxV

[ Kov[Z((v)),Z ((2))|m* (dy)m* (dz) = mda—(v)z [[ p(y—2)m® (dy)m* (dz)

VxV VxV

__ 1
m?(V)?
= mda—(\/)z f f r(ly — ], ) m (dy)m* (dz)

und
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5 (0= Kov[Z() 2, ]= 5| [ (200 =) (Z(0) - ) @)

m°(V ,

o

iy Tllx=yl)me @)

md

1

=——— || Kov|Z((x)),Z((y))|m°(dy) =

fur alle xe R’. ImFall von V = {x,} mit festem x, € R’ vereinfachen sich diese Ausdriicke zu
[o¥ :Var[Z(xo)]:a2

und
G, (x) = O'ZI'(”X —x0||2) fur x e R,

Definition 20: Ein Pradiktor Z, =Y \Z(x,) fur Z, mit x,,---,x, €R%, )\, .\ €R, n€N
i=1

heif3t BLUP (Best Linear Unbiased Predictor), wenn er folgende Eigenschaften erfllt:
A 1 1
E(Z,|=E[z,]=—— [ E[2(()]|m*(dy) =—— [ pm’(dy) =
(Erwartungstreue; Unbiasedness) und

Var[Z\, -Z, } = min! unter alen linearen Pradiktoren (Best)

Lemma 31: Ein Prédiktor Z, =Y AZ(x;) fir Z, mit x,,--,x, €R’, A\ €R, neN ist
i=1
genau dann erwartungstreu, wenn gilt:

Beweis: Esgilt

genau dann, wenn > "\ =1. ®

i=1
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Satz 27: Ein Prédiktor Z, =Y AZ(x;) fur Z, mit x,,---,x, €R?, \,,--,\, €R, n€N ist genau
i=1
dann BLUP, wenn die A,---,\, € R die Abbildung
G(A) := A"M L —2M,) unter der Nebenbedingung M A =1

minimieren, wobei A" = (-, ;) und

Mlzlc(ux. _xiuz)}. o M, =[g, (x,),---. T, (x,)] und M, =]1,---,1] (mit n Komponenten) gilt.

Beweis: Esgilt

n

Z)\iZ<Xi>

i=1

Var[i\, ] =Var =21"MA

und somit
Var|Z, —Z,|=Var|Z, |+Var[Z,]- 2Kov|Z,,Z, |

=AM MA+T, —2> AT (%) =T +A "ML —2M A,

i=1

woraus mit Lemma 31 die Behauptung folgt. =

Satz 28: Ein Pradiktor Z, =Y A\Z(x;) fur Z, mit x,,--,x, €R?, A+,

i=1

dann BLUP, wenn & = (\,---,)\,)" Lésung des Krige-Systems

€R, neN ist genau

n

K-A=¢

tr
2

, wobei 1" =(1,---,1) e R".

. . Ml 1 ~ tr —
ist mit K= r oo A=(Ahv) undC=

Beweis: Es handelt sich hier um ein quadratisches Minimierungsproblem mit einer linearen Neben-
bedingung. Dazu betrachten wir die Lagrange-Funktion

L(X)=L(hv)=G(h)—20(1"A—1)=L"Mh—2M A+ 2v(1"L—1) fir LeR".

Wegen

]: 2.(K-T—7)
und der notwendigen Bedingung fir ein (relatives) Minimum VL(%)=0 folgt, dass % Losung des

linearen Glei chungssystems
K-A=¢
sein muss.
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Da die Funktion "M A nach Voraussetzung positiv-semidefinit in A ist, liegt bei (jeder) Losung
ein (relatives und zugleich absolutes) Minimum der Funktion G unter der Nebenbedingung

ZAi =1 vor. Im Fall der positiven Definitheit von M, ist die (dann eindeutig bestimmte) Ldsung
i=1

gegebendurch A=K 'c. =

Bemerkung: Auf Grund der Beziehung
g(h):=o®—c(h) fir h>0

kann das Krige-System in Satz 28 auch mittels der radialen Semivariogramm-Funktion g dargestellt
werden; es lautet dann

K -A=¢

*tr

. M: 1| — r _ )
mltK*:l ! ,k:(k,u)t und c*:I 12 , wobel

1" 0

M =[o(f )], M (8 0] und 600 = s [yl m @

\
fur x e RY ist.

In den dblichen praktischen Anwendungen wird die radialen Semivariogramm-Funktion g durch
Methoden, wie sieim vorigen Abschnitt beschrieben wurden, geschétzt.

Sofern das betrachtete Zufallsfeld nicht sofort die kanonische Hypothese erfillt, wird meist vorab
eine Trendbereinigung mittels einer linearen Regression (in mehreren Variablen) durchgefthrt und
dann die beschriebene Pradiktoren-Methode flur das (als kanonisch angenommene) Residualfeld
durchgefihrt.

Fur weitere praktische Aspekte von Kriging-Prédiktoren und Krige-Schétzern vgl. etwa ARM-
STRONG (1998), Kapitel 7 und 8.

Man beachte, dass der Krige-Pradiktor eine exakte Interpolation der Werte des Zufallsfelds liefert,
anders als viele numerische Verfahren, die lediglich eine Glattung der Daten vornehmen.

Beispiel: Wir betrachten einen Ausschnitt aus einem Zufallsfeld, fir das an vier Standorten
x,,--+,X, € R? Daten erhoben wurden (vgl. die Graphik auf der folgenden Seite):

X, | (L3)](24]42)](01)
Z(x;)| 1,4 | 1,7 | 08| 09

Als Semivariogrammfunktion wird ein exponentielles Modell g(h) =1— exp[—g] mit a=1 zu

Grunde gelegt (d.h. mit Sill s =0 =1). Ferner sei V = {x,} mit x, = (1,2).
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4 9
X,
3 =
X,
2 ® X;
1
X,
0
0 1 2 3 4
Wir erhalten damit
0 0,7568 0,9576 0,8931 1 0,6321
0,7568 O 0,9408 0,9728 1 0,8230
K"=10,9576 0,9408 O 0,9838 1| und ¢ =10,9502| mit der Losung A=
0,8931 0,9728 0,9838 0 0, 7568
1 1 1 1 0 1

Als Krige-Prédiktor ergibt sich daraus

Z, =i)\i2(xi)=1,2246.

0,3968
0,1736
0,1267|.
0,3028
0,1088

Erwartungsgemal sind hier die Gewichte \, und )\, am grof3ten, da die Punkte x, und x, den kur-
zesten Abstand zum Punkt x, besitzen.
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Verzeichnis der Definitionen, Satze und Lemmata

Definition | Satz | Lemma | Seite Definition | Satz | Lemma | Seite
1 3 8 59
2 4 18 59
1 5 9 59
3 6 19 60
4 6 10 64
5 6 20 64
1 7 17 65
2 7 21 71
3 7 18 72
4 8 19 72
2 8 11 74
3 9 22 74
4 11 23 75
5 13 20 75
6 14 21 76
7 15 12 79
8 15 13 80
5 16 24 81
9 16 25 81
10 21 26 81
11 37 14 82
6 46 27 82
7 47 15 82
8 49 16 84
12 49 28 84
6 50 22 85
9 50 29 86
13 51 23 88
10 51 30 90
11 52 17 91
12 52 24 92
13 53 25 93
14 53 18 93
7 54 26 94
15 54 19 99
14 54 20 104
16 55 31 104
15 55 27 104
16 57 28 105
17 57
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