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EinfUhrung in die Monte Carlo Methoden

Einfuhrung in die Monte Carlo Methoden

Im Rahmen des Moduls ,Monte Carlo Methoden* erhalten Sie Einblicke in die Grundlagen der
stochastischen Simulation verschiedenartiger Risiken, die in Banken und Versicherungsun-
ternehmen eine wesentliche Rolle spielen. Monte Carlo Methoden sind insbesondere ein
zentraler Bestandteil aller so genannten Internen Modelle, die sowohl unter Basel Il als auch
unter Solvency Il zur unternehmensindividuellen Bestimmung von Eigenkapitalanforderun-
gen eingesetzt werden kdonnen. Darlber hinaus lassen sich mit Monte Carlo Methoden auch
potenzielle Auswirkungen strategischer Entscheidungen der Unternehmensleitung oder
Auswirkungen von Risikominderungstechniken mit Hilfe geeigneter simulativer Computer-
programme darstellen.

Im Bankenbereich werden Monte Carlo Methoden unter anderem flr die Quantifizierung ope-
rationeller Risiken im Rahmen des sogenannten ,Advanced Measurement Approach” (AMA)
eingesetzt; vgl. etwa Beekmann und Stemper (2014). Die Autoren fuhren hierzu (auszugs-
weise) aus:

»In der Praxis haben sich aus [den Anforderungen flir den AMA] bisher im Wesentlichen als
Maoglichkeiten zur Quantifizierung [des operationellen Risikos] herauskristallisiert:

— Scorecardansatz,
— Szenariobasierter Ansatz,
— Verlustverteilungsansatz (LDA = Loss Distribution Approach).

... Der Verlustverteilungsansatz ist im Bankenumfeld am weitesten verbreitet und entstammt
der Versicherungswirtschaft. Bei diesem Ansatz werden anhand der Verlustdaten Vertei-
lungsfunktionen fur Zufallsvariablen bestimmt, welche die Anzahl der Verluste sowie deren
Hohe darstellen. Mit diesen Zufallsvariablen kann dann durch die Anwendung der Wahr-
scheinlichkeitstheorie ein Wert flr das operationelle Risiko ermittelt werden. ...

Ziel des Modells ist es, aus den Schaden der Vergangenheit eine aggregierte Gesamtscha-
denshoéhe zu bestimmen, die mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit nicht Gberschritten
wird. Dieser Wert wird als operationeller Value-at-Risk bezeichnet. ...

Die Schwierigkeit besteht nun darin, die aggregierte Verlustverteilung zu ermitteln, wenn die
Zufallsvariablen spezifiziert worden sind. Der Kern des AMA-Modells [ist] eine Monte-Carlo-
Simulation. ...

Nach Bestimmung der Verteilungsfunktionen fliir Schadenanzahl und Schadenhdohe wird die
Monte-Carlo-Simulation durchgefiihrt, wobei Zufallszahlen entsprechend der Verteilungen
generiert werden. Hierfur stehen ausreichende mathematische Methoden zur Verfliigung. Bei
der Monte-Carlo-Simulation wird eine hinreichend groRe Anzahl (mind. 1.000.000) an Sze-
narien simuliert, die jeweils die Gesamtschadensumme eines Jahres angeben. ...”

Fir den Versicherungsbereich flihrt Diers (2011) dazu analog (auszugsweise) aus:

»In Internen Modellen werden in der Regel die Verteilungen der versicherungstechnischen Risiken und
der Kapitalanlagerisiken modelliert bzw. simuliert. Die sonstigen Risiken werden separat bewertet. ...

Monte Carlo Methoden 4



EinfUhrung in die Monte Carlo Methoden

In der Schaden- und Unfallversicherung unterliegen nicht nur die Kapitalanlagerisiken, son-
dern auch die versicherungstechnischen Risiken sehr starken Schwankungen. Diese resul-
tieren aus der hohen Volatilitdt des Gesamtschadenverlaufs — sowohl die Schadenhéhe als
auch die Schadenfrequenz betreffend. So kdnnen beispielsweise Schadenereignisse aus Na-
turgefahren (z. B. Erdbeben, Stiirme, Uberschwemmungen, Hagel) oder GroRschaden (z. B.
durch Feuer) einen erheblichen Schadenaufwand verursachen. Deshalb sollten die Schaden
stochastisch modelliert werden. Wir verstehen hier unter einem Internen Modell ein Simula-
tionsmodell. Analytische Modelle konnen bei Schaden- und Unfallversicherern nicht sinnvoll
eingesetzt werden, da eine Ergebnisverteilung inklusive einer adaquaten Abbildung der
Ruckversicherungsstruktur nur unter sehr einschrankenden und haufig unrealistischen An-
nahmen bestimmt werden kann. ...

Eine zentrale Aufgabe des Internen Modells besteht in der Unterstlitzung einer umfassenden
Riickversicherungssteuerung und des Riickversicherungscontrollings. Hierbei soll eine Uber-
prifung der Rickversicherungsparameter (Prioritat, Haftung, Anzahl der Wiederauffullun-
gen, Jahreslimit, Ereignislimit, etc.) erfolgen und somit eine Effizienzanalyse der aktuellen
oder von alternativen Rickversicherungsstrukturen durchgefihrt werden. ...

Einer der Grundpfeiler der Versicherungswirtschaft ist der »Ausgleich im Kollektiv und in der
Zeit«. Der Diversifikationseffekt kann als quantitative MaRzahl fur die Héhe des Ausgleichs
zwischen modellierten Teilkollektiven verwendet werden. Dieser wird durch die Art und die
Hohe der Abhangigkeiten zwischen den einzelnen Risiken (bzw. modellierten Teilsegmenten)
beeinflusst. Die adaquate Abbildung von Abhangigkeiten ist eine essentielle Anforderung an
ein Internes Modell. In Internen Modellen sollte die Maglichkeit bestehen, zwischen allen
stochastischen GroRen Abhangigkeiten vorzugeben. Dabei sollte man sich nicht nur auf li-
neare Abhangigkeitsstrukturen wie Korrelationen beschranken, sondern bei Bedarf auch
nichtlineare Abhangigkeitsstrukturen verwenden, die z. B. im Tail eine verstarkte Abhangig-
keit postulieren (z. B. Copulas, wie die Gumbel-Copula, ...). ...

Generell sollte in einem Internen Modell die Méglichkeit vorgesehen sein, dynamische, pfad-
abhangige Managementregeln zu implementieren. Dies sind Steuerungsregeln, die auf spe-
zielle Situationen in einzelnen Szenarien reagieren und nicht in allen Simulationen umgesetzt
werden. Sie berlcksichtigen auch gesetzliche und bilanzielle Vorgaben und betreffen oftmals
die Interaktion mehrerer Teilmodelle. ..."

Diese exemplarisch gewahlten Zitate zeigen, dass Monte Carlo Methoden heutzutage ein
unerlassliches Hilfsmittel zur Bewertung von Bank- und Versicherungsrisiken bilden und da-
mit zu fast allen anderen Modulen des Weiterbildungsstudiengangs ,Risikomanagement fur
Finanzdienstleister” enge Beziehungen aufweisen.

Wir beginnen dieses Modul mit der Beschreibung der mathematischen Erzeugung von
~Pseudo-Zufallszahlen®, das sind rekursiv berechnete Zahlen im Intervall (0,1), die zwar eine
innere deterministische Struktur haben, aber zumindest fir den Betrachter als genligend
»gleichmaliig verteilt* und ,zufallig" erscheinen.

Die Kapitel 2 und 3 behandeln dann zwei verschiedene universelle Mdglichkeiten, wie man
allein durch die Verwendung von Standard-Zufallszahlen Zufallszahlen aus einer beliebigen
statistischen Verteilung generieren kann.

Die Erzeugung speziellerer bekannter diskreter und stetiger Verteilungen folgt in den beiden
anschlieRenden Kapiteln 4 und 5.
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EinfUhrung in die Monte Carlo Methoden

Die Erzeugung mehrdimensionaler Verteilungen und mehrdimensionaler stochastischer Ab-
hangigkeiten ist aufwandiger und wird in den Kapiteln 6 und 7 behandelt.

In den letzten drei Kapiteln folgen schlieRlich noch spezielle Anwendungen flir den Finanz-
und Versicherungsmarkt.

Literatur:

— Diers, D. (2011): Modellierung versicherungstechnischer Risiken in Internen Modellen -
Rustzeug flr Strategieentscheidungen des Managements der Zukunft. In: Ch. Benne-
mann, L. Oehlenberg und G. Stahl (Hrsg.): Handbuch Solvency Il. Von der Standardformel
zum Internen Modell, vom Governance-System zu den MaRisk VA. Schaffer-Poeschel-
Verlag, Stuttgart, S. 141 - 161.

— Beekmann, F. und Stemper, P. (2014): Beispiel flir einen Advanced Measurement Ap-
proach zur Quantifizierung des Operationellen Risikos. In: T. Gendrisch, W. Gruber und
R. Hahn (Hrsg.): Handbuch Solvabilitat. Aufsichtliche Kapitalanforderungen an Kreditin-
stitute. 2. Auflage, Schaffer-Poeschel-Verlag, Stuttgart, S. 363 - 378.
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1. Pseudo-Zufallszahlen

Lernergebnisse:

— Kiriterien flr ,,gute” Zufallsgeneratoren kennen und anwenden;
— Zufallszahlen auf Brauchbarkeit statistisch Uberprifen kénnen;

— die Funktion ZUFALLSZAHL() in EXCEL kennen und anwenden.

Praktisch alle computer-orientierten Verfahren zur stochastischen Simulation (Monte Carlo
Verfahren) beruhen auf so genannten Pseudo-Zufallszahlen z , die algorithmisch erzeugt
werden und die die Eigenschaften stochastisch unabhangiger, Gber dem Intervall [0,1] stetig

gleichverteilter Zufallsvariablen (so genannte Standard-Zufallszahlen) imitieren. Ein klassi-
scher Ansatz stammt aus der Zahlentheorie (Algebra): Hier wahlt man

z,==—", u, =a-u modm

n

mit geeigneten natirlichen Zahlen a,m €N und einem von Null verschiedenen Startwert
0 <u, <m. Die Rechenvorschrift u,  ,:=a-u, mod m bedeutet dabei, dass man den zwi-
schen 0 und m—1 liegenden Divisionsrest von a-u, bei Teilung durch m ermittelt. Um zu

vermeiden, dass der Algorithmus die Zahl O erzeugt, wird fir m in der Regel eine Primzahl
oder Primzahlpotenz verwendet; a und m missen dabei teilerfremd sein.

Beispiel 1:
Wahlt man u, =1, soist u, =a" mod m. Firden Fall m =13 erhalt man folgende Ergebnisse:
a n 1 2 3| 4 5 6 718 9 (10 | 11 | 12 | Periodenlange
11 u, 1 1 111 1 1 111 1 1 1 1 1
2| u, 2 4 8|3 61211 ]9 5|10 7 1 12
3| u, 3| 9] 1(3] 9| 1 3|9 1 3| 9| 1 3
4| u, 4| 31219 |10 1 4 13|12 9110 1 6
5| u, 5112 8|1 5112 8|1 5112 8 1 4
6| u, 6|10 819 212 7|3 5 4 |11 1 12
7| u, 7|10 5(9|11 (12| 6|3 8 4 2 1 12
8| u, 8|12 5|1 8|12 51 8|12 5 1 4
9| u, 9| 3| 19| 3| 1 9|3 1 9| 3| 1 3
10| u, (10| 9|12 |3 4 1110|1912 3 4 1 6
11| u, | 11 4 5|3 7112 2|9 810 | 6 1 12
12| u, |12 1112|112 1112|1112 1112 1 2

Monte Carlo Methoden 7



1 Pseudo-Zufallszahlen

Auffallig ist hier:
— Die ,1“ tritt irgendwann in jeder Folge auf.

— Die Periodenlange ist die Anzahl der Elemente der Folge bis zum Erreichen der ,,1* und
ist ein Teiler von m—1.

— Die maximal mogliche Periodenlange ist m — 1.

— Fir die Wahl a =m —1 betragt die Periodenlange immer 2 (wegen

a’> =m* —2m+1=m(m—2)+1, d.h. es bleibt ein Divisionsrest von 1 beim Teilen durch m).

Dies ist die Grundlage eines allgemeinen Satzes der Zahlentheorie, wenn m eine Primzahl ist
(Euler / Fermat / Lagrange).

Konsequenz:

— Zur Vermeidung von zu kurzen Periodenlangen und von lokalen Abhangigkeiten mus-
sen die Parameter dieser Methode sehr sorgfaltig gewahlt werden.

— Wahlt man fiir m eine grole Zweierpotenz m = 2°, muss man in diesem Fall
a =3 mod 8 oder a =5 mod 8 wéahlen, um die maximale Periodenlange von

252 —m /4 zu erreichen.

Leider kdnnen vor allem im Mehrdimensionalen durch solch einfache Verfahren unerwiinschte
Nebeneffekte auftreten (z.B. Konzentration konsekutiver Zufallszahlen auf niedrig-dimensio-
nale Gitter). In modernen A nsatzen werden daher Matrix-Multiplikationen verwendet, um von
Anfang an hoherdimensionale Zufallsvektoren zu erzeugen, oder mehrere rekursive Verfahren,
die durch eine geeignete Schieberegister-Technik miteinander verschnitten werden.

In allen Programmiersprachen und Tabellenkalkulationsprogrammen gibt es auch spezifische
Befehle bzw. Funktionen fir die rechnerische Erzeugung von Standard-Zufallszahlen. In
EXCEL ist das z. B. die Funktion ZUFALLSZAHL(). Leider sind die zu Grunde liegenden Al-
gorithmen oft nicht oder nicht ausreichend dokumentiert, so dass man die Anpassungsgtte
der verwendeten Zufallszahlen an die stetige Gleichverteilung in jedem Fall z. B. mit Hilfe
von Q-Q-Plots Uberprifen sollte. Idealerweise sollten die geplotteten Datenpunkte moéglichst
nahe an der Winkelhalbierenden des Einheitsquadrats liegen.

Die folgenden Graphiken zeigen solche Q-Q-Plots fur 100 bzw. 1000 Standard-Zufallszah-
len, die mit EXCEL erzeugt wurden.

Q-Q-Plot Q-Q-Plot

a o1 02 03 04 05 [if3) [t (k=) [h=) 1 ) o1 02 03 04 05 0g o7 08 0g 1

100 Pseudo-Zufallszahlen 1000 Pseudo-Zufallszahlen
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1 Pseudo-Zufallszahlen
Erwartungsgemalf stabilisiert sich der Q-Q-Plot mit wachsender Zahl der Daten, wenn der
Zufallsgenerator ,gut” ist.

Zur visuellen Uberpriifung der stochastischen Unabhangigkeit kann man zusétzlich konse-
kutive Paare von Pseudo-Zufallszahlen gegeneinander plotten. Im Idealfall sollte sich eine
moglichst gleichmaRige Verteilung dieser Paare im Einheitsquadrat ergeben.

Die folgenden vier Graphiken wurden wieder mit EXCEL erzeugt.

1 1
o loo *

09 - r : 0,9
0,8 .2 [ . 2 5 2o 08
0,7 = 5 0,7 : : v
06 % - 0,6
05 - - 5 3 05
04 r " 04
03 = - - S > 03
0,2 ., 2 - 02
0,1 < ! 1. 01

0 | 0

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

100 Paare von Pseudo-Zufallszahlen

[ - - P 1 — — e
09ttt L et e 09—
o[ etee i o - 3
08 izt v o= 2% 08
':' LA .':.. o
0,7 T - . 0,7
. o e 4 oo o
o b i
06 s R 06 1=
Tee - . et
T L N . “‘". 5
05 [+ . - 05 o
SRR D PO SRR S I S S b R
04 3 . I L IR0 - '..". ©o0 04
NN T R s ' 3
.o || 2 w0 LR ol 5. .
03 ' — - - 03 e - 3 -
, : e 0 T e £ PUCIN LA T T
N i o3 .ot .o lees B K s e S e
02 ol o e |* -3 02 Lo . ARACY o s . .
S e T, B S TP P v e
o olls ol 8 .t . M o| ®e o fe o
01 -l o 2 o ) o1 . 4
N R Ry RO T : R 7.
RS < T I I e
. N T . ISR RIX IBE:
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

1000 Paare von Pseudo-Zufallszahlen

Hier scheinen nach dem optischen Eindruck zu urteilen keine besonderen Auffalligkeiten wie
z. B. abnorme Haufungen oder Leerstellen in Teilbereichen des Einheitsquadrats vorzuliegen,
so dass der Zufallsgenerator akzeptabel ist.

Mit Hilfe von Zufallszahlen kann man auch eine perfekte Kodierung von Nachrichten errei-
chen. Die Idee ist die folgende:

Man ordnet beispielsweise den 26 Buchstaben des Alphabets a,b,c, ... sowie den zehn Ziffern
0,1, ..., 9 auf eine beliebige Weise die 36 Zahlen 0,1, ... ,35 in einer Kodierungs-Tabelle zu.
Den zu verschlisselnden Text der Lange n, der nur aus den 26 Buchstaben bzw. den zehn
Ziffern besteht, Uberflihrt man dann mit Hilfe der Kodierungs-Tabelle in eine Zahlenfolge
X, ++,x,. Zur eigentlichen Kodierung wird ein fester (reproduzierbarer) Standard-Zufallszah-

Monte Carlo Methoden 9



1 Pseudo-Zufallszahlen

lengenerator {zk }keN verwendet, z.B. wie oben beschrieben mit einer groten Primzahl m als

Modul und einem geeigneten Faktor a sowie einem Startwert 0 <u, <m. Die kodierte Folge

Y, Y, erhalt man jetzt mittels der Anweisung
¥, =X, +|36-z,| mod 35, k=1,---,n.

Der Sender der kodierten Botschaft Gbermittelt also die Folge y,,---,y, an den Empfénger,
der sie auf folgende Weise dekodiert (mit Hilfe desselben Standard-Zufallszahlengenerators):

X, ==y, —|36-z,| mod 35, k=1,---,n

(mit Werten x, € {0,1,---,35}). Die Ubertragung in den Klartext erfolgt abschieRend wieder
mit Hilfe der Kodierungs-Tabelle.

Warum das Verfahren ,perfekt” ist, erklart der folgende Sachverhalt:

Ist {xk}keN eine beliebige Folge von Zahlen mit Werten in der Menge {O,l,---,M} mit M e N

und ist {yk}keN die nach der Kodierungsvorschrift
Yy =%, +|(M+1)-z,| mod M, keN

gebildete Folge, so ist {yk}keN eine unabhangige Folge von gleichverteilten Zufallszahlen

Uber der Menge {0,1,---,M}, d.h. sie enthalt keinerlei sinnvolle Information. Die Dekodierung

erfolgt analog zu oben durch
X, =y, —|(M+1)-z,/mod M, k€N

(mit Werten x, € {0,1,---,M}).

Das oben beschriebene Verfahren birgt noch den Nachteil, dass der Empfanger den Zufalls-
generator kennen muss, den der Sender verwendet. Diesen Nachteil kann man wie folgt um-
gehen:

Der Sender kodiert seinen Text nach dem beschriebenen Verfahren. Der Empfanger ver-
schlisselt seinerseits die empfangene kodierte Botschaft mit einem eigenen Zufallsgenerator,
lediglich die Zahl M und die Kodierungs-Tabelle missen gleich bleiben. Der Empfanger
schickt die doppelt verschliisselte Nachricht an den Sender zuriick, der diese mit seinem ei-
genen Zufallsgenerator dekodiert. Dabei bleibt die mit dem Zufallsgenerator des Empfangers
verschlisselte Botschaft Ubrig, die der Sender an den Empfanger zuricksendet. Dieser kann
dann mit seinem eigenen Zufallsgenerator die kodierte Botschaft in den Klartext zurtickiber-
setzen.

Monte Carlo Methoden 10



1 Pseudo-Zufallszahlen

Beispiel:

Die Kodierungs-Tabelle sei gegeben durch die Zuordnung
a—0,b—1,---,z-25 026, 1-27,---,9 < 35.
Botschaft des Senders:
treffenxxxheutexxxabendxxxumxxx18xxxuhr

Der Zufallsgenerator mit der Primzahl m = 45659, dem Faktor a =1113 und dem Startwert
u, = 5555 liefert die Kodierung

x5gh0Opq0znemq22xst7ckae5lelogh7jk76ru5x

Der Empfanger verwendet seinerseits den Zufallsgenerator mit der Primzahl m =97697,
dem Faktor a = 3456 und dem Startwert u, = 9876 und sendet folgendes an den Sender:

Oigemppyyielng7viz4iif0zz801qh1hylOyu4f
Dieser dekodiert die Botschaft mit seinem eigenen Zufallsgenerator zu
w3oc0emvwshtr6jvn36hcszrcshzxxrznbr4ug8
und sendet dies zurtick an den Empfanger, der wie folgt dekodiert:

treffenxxxheutexxxabendxxxumxxx18xxxuhr

Aufgabe zur Lernkontrolle

Jemand schlagt Ihnen folgende Methode zur Erzeugung von Standard-Zufallszahlen vor:

— Wahle eine groRe Primzahl m > 3 als Modul und einen Startwert u, € {2,3,---,m—2}.

— Berechne rekursiv u,,, :==u; modm fir ne Z" ={0,1,2,--}.

u
— Setze z, :=—.
m

— Wie beurteilen Sie die Brauchbarkeit dieses Verfahrens fir die Praxis?

Literatur zur Vertiefung

— Kolonko, M. (2008): Stochastische Simulation. Grundlagen, Algorithmen und Anwendun-
gen. Vieweg+Teubner, Wiesbaden. [Kapitel |, Unterkapitel 2 bis 6]

Monte Carlo Methoden 11



2. Die Inversionsmethode

Lernergebnisse:

— Den Zusammenhang zwischen Verteilungs- und Quantilfunktion kennen und anwenden;
— die Grundlagen der Inversionsmethode verstehen;

— die Inversionsmethode speziell fir diskrete Verteilungen anwenden kdnnen;

— die Inversionsmethode approximativ nach Diskretisierung einer stetigen Verteilung an-
wenden konnen.

Die Inversionsmethode beruht auf folgender allgemeingultiger Beobachtung: bezeichnet
man wie Ublich mit F die Verteilungsfunktion einer reellen (diskreten, stetigen oder gemischt

stetig-diskreten) Zufallsvariablen X und die Quantilfunktion F~' durch ihre (Pseudo-)Inverse

F'(u):= inf{x € R|F(x)> u}, O<u<l,

so gilt:
— U = F(X) ist eine Standard-Zufallszahl, wenn F stetig ist;

— Z:=F'(U) ist — ohne Einschrankung — wie X verteilt, wenn U eine Standard-Zufallszahl
ist.

Die Inversionsmethode ist insbesondere flir die Erzeugung diskreter Verteilungen geeignet.
Sie kann unter anderem in EXCEL leicht implementiert werden.

Eine Veranschaulichung des Verfahrens zeigt die folgende Graphik fir eine diskrete Zufalls-
variable mit den Werten {O,l,---,6}.

1 -F(6) . F(x)
_F(S) —_—
Fa)t ;
U e i
F3)t .
o}
0 ; = | Y % | X
0 1 2 3 4 5 6

Monte Carlo Methoden 12



2 Die Inversionsmethode

In gespiegelter Form geht die Ordinate (senkrechte Achse) in folgende Achse Uber:

0 F(2) U F(5) 1

F(0) F(1) FB3)  F(4) F(6)

Hier wird durch U der diskrete Zufallswert ,4" generiert.
Allgemein gilt:

Fallt die Standard-Zufallszahl U in das Intervall (F(k—1),F(k)] mit F(~1)=0, so wird
Z .=k gesetzt; dann gilt ndmlich

P(Z=k)=P(F(k—1)<U < F(k))=F(k)— F(k—1).

Beispiel 2:

Diskrete Gleichverteilung Gber der Menge {1,2,---,n}: hier ist

F(k):E: k:oy"'rn
n

k. . ) .
< U < — ist. Damit erhalt man einfacher
n n

mit Z =k genau dann, wenn

Z:[n-U} oder Z:[n'UJ—i-l,

wobei

[z] = min {m €Z|z< m} die nach oben aufgerundete

[ZJ = max{m €Z|z> m} die nach unten abgerundete

nachste ganze Zahl zu z ist.

Mit der Inversionsmethode lassen sich darlber hinaus alle stetigen Verteilungen einfach ge-
nerieren, die eine geschlossene Darstellung der (streng monotonen) Verteilungsfunktion F

und ihrer Umkehrfunktion (Quantilfunktion) Q = F ! besitzen. Dazu gehéren u.a. die Expo-

nential-Verteilung, Weibull-Verteilung, Fréchet-Verteilung, Pareto-Verteilung, Logistische
und Loglogistische Verteilung.

Ist die Quantilfunktion Q nicht einfach bestimmbar, kann die Verteilungsfunktion F auch ge-
eignet diskretisiert werden, indem man von der Zufallsvariablen X z.B. durch Auf- oder Ab-

runden zu X, Ubergeht:

Monte Carlo Methoden 13



2 Die Inversionsmethode

X
X = A[‘ oder| X, = A-\ mit einer (kleinen) Schrittweite A > 0.

Dann ist fur eine stetige Verteilungsfunktion F

(kA)—F((k—1)A) fiir X

F
F((k+1A))—F(rA) fiir X, Rez

P(Xj = kA) =

Die Anwendung der Inversionsmethode erfordert dann lediglich die Vorab-Berechnung einer
entsprechend grofken Tabelle mit den diskretisierten Werten der Verteilungsfunktion.

Aufgabe zur Lernkontrolle

In Threm Unternehmen wird angenommen, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines we-
sentlichen Risikos X durch eine Verteilungsdichte der Form

ixz—ixs, 0<x<2
fx(x)=14 32
0, sonst

beschrieben werden kann (monetare Einheit: Mio. €). Zeigen Sie, dass hier die Inversionsme-
thode anwendbar ist, beschreiben Sie den zugehdérigen Algorithmus und erzeugen Sie mit
EXCEL 10.000 Zufallszahlen, die diesem Risiko entsprechen.

Literatur zur Vertiefung

— Kolonko, M. (2008): Stochastische Simulation. Grundlagen, Algorithmen und Anwendun-
gen. Vieweg+Teubner, Wiesbaden. [Kapitel I, Unterkapitel 8]

— Cottin, C., Doéhler, S. (2013): Risikoanalyse. Modellierung, Beurteilung und Management
von Risiken mit Praxisbeispielen. 2. Aufl., Springer Spektrum, Wiesbaden. [Kapitel 7, Un-
terabschnitt 7.1.1]
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3. Die Verwerfungsmethode

Lernergebnisse:

— Verstehen der geometrischen Grundlagen der Verwerfungsmethode in ein und zwei Di-
mensionen;

— erkennen, in welchen Fallen die Verwerfungsmethode sinnvoll angewendet werden
kann;

— sicheres Anwenden der Verwerfungsmethode in der Praxis.

Besitzt die Zufallsvariable X eine durch M > 0 beschrankte Dichte f GUber einem (endlichen)
Intervall [a,b], deren Quantilfunktion nicht leicht bestimmbar ist, so kann die so genannte
Verwerfungsmethode angewendet werden. Dazu werden hilfsweise so lange stochastisch
unabhangige, Uber [a,b] bzw. [O,M] stetig gleichverteilte Zufallszahlen U bzw. V erzeugt, bis

erstmalig die Bedingung

V< fU)

erfullt ist. In diesem Fall setzt man dann

Z=U.

Die benotigten Zufallszahlen erhalt man durch lineare Transformation aus Standard-Zufalls-
zahlen U und V': U=a+(b—a)-U, V=M-V".

Erlauterung (1):

“? IR

[\ -
o [N

/ AN

0 T

Griin: Punktepaare (U,V) mit V < f(U): akzeptieren und Z:=U setzen

Rot: Punktepaare (U,V) mit V > f(U): verwerfen

Monte Carlo Methoden 15



3 Die Verwerfungsmethode

Erlduterung (2):

1.4

1,2

1

0,8

0,6

0,4

0,2

0

Es gilt fur a <z <b, mit der Notation fir bedingte Wahrscheinlichkeiten:

P(U<z V< f(U))

P(Z<z)=P(U<z|V<f(U))= P(V < f(U))

d
griine Fliche /{(b—a)-M} B griine Fliche f flx)dx

- (griine + blaue Fliche)/ {(b—a)-M} ~ griine + blaue Fliche -

‘ =F(z2)
[ fexyax

Anmerkungen:

— Wie die obige Erlauterung zeigt, kann fir die Anwendung der Verwerfungsmethode statt
der Dichte f selbst auch ein beliebiges Vielfaches g=c- f der Dichte mit ¢ >0 verwen-

det werden. Dies ist insbesondere dann von Vorteil, wenn die Dichte eine numerisch
schlecht berechenbare Normierungskonstante enthalt (Beispiel: allgemeine Beta-Vertei-
lungen).

— Die Verwerfungsmethode ist nicht auf eindimensionale Falle beschrankt, sondern kann
in analoger Weise auch mehrdimensional angewendet werden. Sei dazu X ein d-dimen-
sionaler Zufallsvektor mit einem durch M >0 beschrénkten Vielfachen g=c-f der

Dichte Uber [al,bl]x[az,bz]x...x[ad,bd].. Erzeuge dann so lange stochastisch unabhéan-
gige, Uber [ai,bl.] bzw. [O,M] stetig gleichverteilte Zufallszahlen U, i=1,---,d bzw. V,

bis erstmalig die Bedingung

V <g(U) mit U =(U,,---,U,)

I
c

erfullt ist. In diesem Fall setzt man dann | Z:
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3 Die Verwerfungsmethode

Anmerkungen:

— Das Verwerfungsverfahren kommt mit Wahrscheinlichkeit 1 zu einem Ende, d.h. einer
Annahme.

— Die mittlere Erfolgsrate betragt r-100% der erzeugten Zufallspaare (Zufallsvektoren),
mit

1 b by by
r=———0 | g(x)dx bzw. r = ———— g(xy, v, x,)dx, -
M.(ba)[ M. H f f

i=1

— Es gibtauch Verallgemeinerungen der Verwerfungsmethode flr den Fall, dass die Dichte
f auf einem unendlichen Intervall definiert oder unbeschrankt ist.

Beispiel 3:

Die (beschrankten) Dichten der eindimensionalen Standard-Beta-Verteilung B(a,b) sind ge-
geben durch

xu—l(l . x)b—l

fx)= B(ab)

fir 0<x<1 und a,b>1

mit der Normierungskonstanten (Beta-Funktion)

1

B(a,b)::f (- x) T dx =

0

I(a)Tb) _ (a—Dib-1)!
T(a+b)  (a+b-1)!

’

wobei die rechte Gleichung im Fall ganzzahliger Parameter a, b gilt.

Die stetige Gleichverteilung Uber [0,1] ist hierin als Spezialfall fur die Wahl a =b =1 enthal-

ten.

Fir die Anwendung des Verwerfungsverfahrens kann auf die Beta-Funktion als Normie-
rungsfaktor verzichtet werden; es reicht also, die Funktion

g(x)=x""(1—x)"" |fur 0<x<1 und a,b>1 zu betrachten.

Diese Funktion wird maximal an der Stelle x :a——l, falls a4b>2 ist.

at+b-2
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3 Die Verwerfungsmethode

Konkretes Beispiel:

a=3 und b=6: fur das minimale M gilt hier:

1
M= 2’ '755 = 12500 < 0,0152. Ferner ist fg(x)dx :M L
7 823543 5 8! 168
und damit die mittlere Erfolgsrate ca. 39,2%.
empirische und exakte Verteilungsfunktion
1,0
0.9 /—
0.8 /
0.7 /
0.6 /
F(x) 0,5 /
0,4 /
0.3 /
0.2 /
0.1 /
0.0 / ‘ ‘ . . ‘ ‘ ‘ ‘
0,0 0,1 02 03 04 0,5 0.6 07 08 09 1,0

Simulation mit EXCEL; 1000 Zufallspaare; empirische Erfolgsrate: 39,9%

Beispiel 4:

Simulation einer zweidimensionalen Verteilung mit radialer Dichte:

fxy) = %(1—x2—y2) fiir x* + y* <1

0 sonst

im Bereich 0<x,y <1.

Graph der Dichtefunktion f(x,y)

Das Maximum der Dichte wird im Nullpunkt erreicht mit dem Wert M = % < 0,64. Die beste
T

theoretische Erfolgsrate betragt hier 7/8=39,27%.
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3 Die Verwerfungsmethode

Simulation mit 10.000 Zufallstripeln; empirische Erfolgsrate: 39,9%

Aufgabe zur Lernkontrolle

In lhrem Unternehmen wird angenommen, dass die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung zweier Risiken X und Y durch eine Verteilungsdichte der Form

=2

Fron(Xy) = oW@-x), 0<x<2,0<y<l]
(% Y) =

beschrieben werden kann
0, sonst

(monetare Einheit: Mio. €).

Beschreiben Sie, wie hier die einfache Verwerfungsmethode angewandt werden kann, und
erzeugen Sie mit EXCEL 10.000 Zufallszahlenpaare, die diesen Risiken entsprechen.

Wie groR ist hier die beste theoretische Erfolgsrate? Wie groR ist die (theoretische) Korrela-
tion zwischen diesen Risiken? Vergleichen Sie das Ergebnis mit einer auf der Simulation ba-
sierenden Schatzung.

Literatur zur Vertiefung

— Kolonko, M. (2008): Stochastische Simulation. Grundlagen, Algorithmen und Anwendun-
gen. Vieweg+Teubner, Wiesbaden. [Kapitel I, Unterkapitel 9]

— Cottin, C., Dohler, S. (2013): Risikoanalyse. Modellierung, Beurteilung und Management
von Risiken mit Praxisbeispielen. 2. Aufl., Springer Spektrum, Wiesbaden. [Kapitel 7, Un-
terabschnitt 7.1.2]
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4. Simulation diskreter Verteillungen

Lernergebnisse:

— Verschiedene Simulationstechniken fur eindimensionale diskrete Verteilungen kennen
und sicher beherrschen;

— Simulationstechniken flr multivariate diskrete Verteilungen kennen und beherrschen.

Die Inversionsmethode zur Simulation diskreter Verteilungen ist vor allem fur eine Implemen-
tierung in EXCEL hervorragend geeignet (unter Verwendung der Funktion SVERWEIS).

Wir beschrinken uns dabei auf den Fall, dass die Zufallsvariable X nur die Werte

k
0,1,2,...,M annimmt, mit f(k)=P(X =k)und F(k) =P(X <k)=)_ f(i) fiir 0<k <M.

i=0
Konstruktion:

In einem Arbeitsblatt TABELLE werden die folgenden Spalten notiert:

A B C
1 F(R) | k+1 | f(k)
2 0 0 0 fiktive Nullzeile wegen SVERWEIS
3 F(O) |1 f(0)
4 F1) |2 f
M+3 | F(M) | M+1 | f(M)

In einem Arbeitsblatt SIMULATION werden die folgenden Spalten notiert (fir Simulations-
umfang N):

A B
U Z
=ZUFALLSZAHL() | =SVERWEIS(A2;Tabelle!$A$2:Tabelle!$B$ M + 3 ;2)

=ZUFALLSZAHL() | =SVERWEIS(A3;Tabelle!$A$2:Tabelle!$B$ M + 3 ;2)

Al W N =

=ZUFALLSZAHL() | =SVERWEIS(A4;Tabelle!$A$2:Tabelle!$B$ M + 3 ;2)

N+1 | =ZUFALLSZAHL() | =SVERWEIS(A N + 1;Tabelle!$A$2:Tabelle!$B$ M + 3;2)

In der Spalte B ergeben sich dann N simulierte Werte aus der Verteilung von X. Zur Uber-
prifung des Ergebnisses kann z.B. ein Histogramm erstellt werden.
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4 Simulation diskreter Verteilungen

Beispiel 5

100 (TR 7] 14 zovor'o ¥

200 0L 660 [zr] 6 6¥6.86'0 | &€

Lo 6 160 [ oL 6 g L 9 9 GEB009'0 |2t |

Do 1 wa |8 o s 126157'0 |12 |

€10 9 50 [e] 4 Z'o | 02 |

wwun w N”u * | owmmc_“o | Bl

00 £ %20 o 90 8 _menm.o | & |

80°0 LT ] 2 [ £405€C°0 | Ll |

_o_m:.;m_é,_mmm;m_am_ﬁ_:,_%i___wod _m _Movo .m. £ £8e09z 0 kel

ceeede - < z 9 6699L9°0 |5} |

3 [ 3 | a _Cu_mu __uv_ ,_V_I.q 1’0 L NmmmNm“o | 7|

< ¥29291°0 | &L |

TESTEXETT ] M wmmmm%o o

Yostduio @ 510 I €Le¥ZT’0 |O) |

8 ¥11806°0 | 6 |

8 ¥26960 | 8

8 768980 | /|

g0 L 7I9¥Z80 | 9 |

L G0996.'0 | & |

¥ CSGESE'0 | ¥ |

0lo'0 020’0 0110 0zL'o 0.1'0 0£L'0 olL'o 0600 0600 080°0 0400 Yosnaloatyy b £85980°0 | € |

100 £z0'0 210 €clo 951'0 LE1°0 660°0 z60°0 6300 TL00 1200 yostidwia g Sr0S8r0 | €

0l 6 8 A 9 g 14 € c b 0 Z n b
[¢] | N [ N | 7 X [ r [ H 9 | 4 3 [ v

21

Monte Carlo Methoden



4 Simulation diskreter Verteilungen

Anmerkungen:

Ist die Zufallsvariable X unbeschrankt (Beispiele: Poisson-Verteilung, negative Binomialver-
teilung), so sollte die Verteilung bei einem genligend groRen M ab-geschnitten werden, z.B.
so, dass P(X > M) genugend klein ist (in Bezug auf den Simulationsumfang).

Ist die Zufallsvariable X Uber einer anderen, gegitterten Menge M verteilt, etwa
M= {a+kA|k = O,---,M} mit einem A >0, so ist die Zufallsvariable Y = % wieder

uber {O,---,M} verteilt. Y lasst sich also nach der beschriebenen Methode simulieren, durch

die Rick-Transformation X =a+ AY ergeben sich dann simulierte Werte fur X.

Mit der beschriebenen Methode lassen sich durch geeignetes Abzahlen auch mehrdimensi-
onale diskrete Verteilungen simulieren.

Beispiel 6:

Die nachfolgende Tabelle enthalt die gemeinsame Verteilung eines diskreten Zufallsvektors
(X,Y):

P(X=x,Y=y) )
0 50 100 | P(Y=y) | P(Y<Y)
0 0,100 | 0,340 | 0,000 | 0,440 0,440
y | 40 0,454 | 0,100 | 0,001 | 0,555 0,995
50 0,000 | 0,001 | 0,004 | 0,005 1,000
P(X=x) |0,554 0,441 | 0,005
P(X<x) |0,554 0,995 ] 1,000

Die Zufallsvariablen X und Y sind nicht stochastisch unabhangig, ihre Korrelation betragt
p(X,Y)=-0,5536.

Tabellarische Aufbereitung:

Wir zahlen die 9 Eintrage der Verteilungstabelle zeilenweise ab mit der Zuordnung links und
den Wahrscheinlichkeiten rechts:

zx ly F(k) [k+1|f(kR)
10 |0 0 0 0 fiktive Nullzeile wegen SVERWEIS
250 (0 0 1 0
3(100/0 0,1 2 0,1
40 |40 0,44 |3 0,34
550 {40 0,44 |4 0
6(100/40 0,894/5 0,454
70 50 0,994(6 0,1
850 |50 0,995(7 0,001
910050 0,99518 0
0,9969 0,001
1 10 (0,004
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4 Simulation diskreter Verteilungen

Mit Hilfe der Funktion SVERWEIS lassen sich dann aus den simulierten Werten flr Z dieje-
nigen fur X und Y ableiten:

$A$2:$C$10;2)

A C D

1 U X Y

5 =SVERWEIS(B2;Zuordnung! =SVERWEIS(B2;Zuordnung!
$A$2:$C$10;2) $A$2:$C$10;3)
=SVERWEIS(B3;Zuordnung! =SVERWEIS(B3;Zuordnung!

3 $A$2:$C$10;2) $A$2:$C$10;3)
=SVERWEIS(B4;Zuordnung! =SVERWEIS(B4;Zuordnung!

¢ $A$2:$C$10;2) $A$2:$C$10;3)

N+l =SVERWEIS(B N +1;Zuordnung! | =SVERWEIS(B N + 1 ;Zuordnung!

$A$2:$C$10;3)

Monte Carlo Methoden
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4 Simulation diskreter Verteilungen
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4 Simulation diskreter Verteilungen

Beispiel 7:
Simulation einer stetigen Verteilung durch Diskretisierung:

Wir betrachten die Zufallsvariable X mit der Dichte

f() =@+ (a+b+D-x"-(1-2") fir 0<x <1 und a,b>0.

Die zugehorige Verteilungsfunktion lautet

a+1
X

F(x) = -((a—|—b—|—1)—(a—|—l)-xb) fiir 0<x<1 und a,b>0.

Sie ist im Allgemeinen nicht elementar invertierbar, so dass hier die Inversionsmethode zur
Simulation bis auf Spezialfalle meist ausfallt.

Wir wollen im Folgenden fiir die Parameterwahl a=1 und b =2 drei mégliche Simulations-
methoden vergleichen.

Methode 1 (Inversionsverfahren): Hier ist

F(x)=2x*—x"* fiir 0<x<1

mit der Quantilfunktion

Qu)=~1—-+1—u fir 0<u<l.

Methode 2 (Verwerfungsverfahren): Hier ist

flx)=4x-(1-x*) fir 0<x<1

mit einem Maximalwert von g\/g < 1,54 = M und Erfolgsrate 64,9%.

Methode 3 (Diskretisierung): Mit A =0,0005 erhalt man

FkA) = F(RA)— F((k —1)A) fiir k =1,2,--+,2000.
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4 Simulation diskreter Verteilungen

0 0,2 04 06 0.8 1 "o 02 0,4 08 038 10 o 02 04 086 08 1

Methode 1 Methode 2 Methode 3

Anmerkungen:

— Fdar die Binomialverteilung gibt es in EXCEL die spezielle Funktion
BINOMVERT (k; n; p; Wert) mit

k Trefferzahl

n Versuchsumfang

p Trefferwahrscheinlichkeit

Wert | WAHR: Verteilungsfunktion; FALSCH: Zahldichte

— Es gibt entsprechende Funktionen NEGBINOMVERT fir die negative Binomialverteilung
und POISSON fir die Poisson-Verteilung.

Aufgabe zur Lernkontrolle

In Ihnrem Unternehmen wird angenommen, dass die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung fur die Frequenzen N und M zweier Risiken durch folgende Tabelle gegeben ist:

P(N=i, M=) |
0 1 2
0 0,1100]|0,2
j 1 0,0(0,1|0,1
2 0,410,100

Berechnen Sie zunachst tabellarisch die Randverteilungen von N und M sowie die Verteilung
der Summe N + M. Simulieren Sie danach mit EXCEL 10.000 Zufallszahlenpaare, die den
Frequenzen entsprechen. Vergleichen Sie die sich aus der Simulation ergebende Summen-
verteilung mit der theoretischen.

Literatur zur Vertiefung

— Kolonko, M. (2008): Stochastische Simulation. Grundlagen, Algorithmen und Anwendun-
gen. Vieweg+Teubner, Wiesbaden. [Kapitel I, Unterkapitel 8.3 und Kapitel I, Unterkapi-
tel 12.1]

— Cottin, C., Dohler, S. (2013): Risikoanalyse. Modellierung, Beurteilung und Management
von Risiken mit Praxisbeispielen. 2. Aufl., Springer Spektrum, Wiesbaden. [Kapitel 7, Un-
terabschnitt 7.1.4]
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5. Simulation stetiger Verteilungen

Lernergebnisse:
— Wichtige stetige Verteilungen im Uberblick erkennen;
— die Inversionsmethode flr wichtige stetige Verteilungen sicher anwenden kénnen;

— spezielle EXCEL-Funktionen zur Simulation solcher Verteilungen kennen und sicher an-
wenden

Fir eine groflRe Klasse stetiger Verteilungen kann die Inversionsmethode verwendet werden.
Die nachfolgende Tabelle listet einige Verteilungen mit ihren Verteilungsfunktionen und
Quantilfunktionen auf, die in der Praxis haufig verwendet werden.

Name Verteilungsfunktion F(x) |Quantilfunktion Q(u)
11
Exponentialverteilung 1—e™, x>0, A>0 Y n(l1—u)
Logistische Verteil L ln[u]
ogistische Verteilun
9 9 1+e™ 1—u
1 1/
Log-Logistische Verteil — x>0;a>0 [ ]
og-Logistische Verteilung xe 1—u
; 1 1 —cot(m-u)
Cauchy-Verteilung E+—arctan(x)
™
1 1 1/a
Pareto-Verteilung 1—m’ x>0;a>0 [l—uJ -1
Gumbel-Verteilung exp(—e”‘) —In(=In(w))
1
Fréchet-Verteilung exp(—x’“), x>0;a>0 (flnu)l/a
1/«
Weibull-Verteilung 1—exp<—x”), x>0;,a>0 (*11'1(1*”))

Durch Ubergang von der Zufallsvariablen X mit einer der genannten Verteilungen zu
Y=p+0X mit p€R und ¢>0 erhdlt man daraus die Ublichen Lage-Skalen-Familien.

Weitere Transformationen wie Potenz-, Exponential- und Logarithmusfunktion (sofern an-
gebracht) fihren auf weitere stetige Verteilungsfamilien.

In EXCEL stehen dariber hinaus spezielle Funktionen fir die Verteilungs- und Quantilfunk-
tionen der Beta-, Normal- und Lognormalverteilung zur Verfigung.
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5 Simulation stetiger Verteilungen

Standard-Beta-Verteilung:

Verteilungsfunktion F(x) | Quantilfunktion Q(u)

BETAVERT(x;a;b) BETAINV(u;a;b)

Normalverteilung N(u,az):

Verteilungsfunktion F(x) Quantilfunktion Q(u)

NORMVERT (x;1;0;WAHR) | NORMINV (u;1;0)

Lognormalverteilung L’./\/(u,az> :

Verteilungsfunktion F(x) Quantilfunktion Q(u)

LOGNORMVERT (x;;0;WAHR) | LOGINV (u;;0)

Eine weitere wichtige Klasse stetiger Verteilungen, die in der Statistik und bei den multiva-
riaten Verteilungen eine wichtige Rolle spielt, ist die Klasse der so genannten Xf -Verteilun-
gen (mit v € N Freiheitsgraden). Eine solche Verteilung ergibt sich in naturlicher Weise als

Verteilung der Summe S von Quadraten von ¥ stochastisch unabhangigen, jeweils standard-
normalverteilten Zufallsvariablen X,,---, X, :

v

lhre Simulation erfolgt am einfachsten entsprechend dieser Formel oder mit der speziellen
EXCEL-Funktion CHIINV(ZUFALLSZAHL();nu).

Aufgabe zur Lernkontrolle

Die Dichte der so genannten inversen Pareto-Verteilung ZP(a)) mit dem Parameter a >0
ist gegeben durch

a—1

ax
f(X) = W, X > 0.

Uberlegen Sie sich, dass die zugehdrige Verteilungsfunktion gegeben ist durch

@

F(x)=———, x>0,
I+ x)"

und beschreiben Sie zwei verschiedene Methoden, wie Zufallszahlen nach dieser Verteilung
simuliert werden kénnen.
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5 Simulation stetiger Verteilungen

Literatur zur Vertiefung

— Kolonko, M. (2008): Stochastische Simulation. Grundlagen, Algorithmen und Anwendun-
gen. Vieweg+Teubner, Wiesbaden. [Kapitel Il, Unterkapitel 12.2]

— Cottin, C., Dohler, S. (2013): Risikoanalyse. Modellierung, Beurteilung und Management
von Risiken mit Praxisbeispielen. 2. Aufl., Springer Spektrum, Wiesbaden. [Kapitel 2, Un-

terabschnitt 2.2]
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6. Simulation mehrdimensionaler Verteilungen

Lernergebnisse:
— Verschiedene Methoden zur Simulation einer multivariaten Normalverteilung kennen;
— Kenntnis der Cholesky-Zerlegung;

— Simulationen mehrdimensionaler Verteilungen unter Verwendung bedingter Verteilun-
gen beherrschen.

Eine der wichtigsten Klassen mehrdimensionaler Verteilungen stellt die Klasse der multiva-
riaten Normalverteilungen dar. Sie ist Ausgangspunkt vieler Risikomodelle fir Assets, Deri-
vate und Zinstrukturkurven, aber auch Grundlage fur die Beriucksichtigung von Diversifikati-
onseffekten unter Solvency Il.

Eine einfache Methode, eine allgemeine multivariate (nicht-degenerierte) Normalverteilung N (0,X)
mit Erwartungswertvektor 0 und der (positiv-definiten) Varianz-Kovarianz-Matrix Y zu definieren,
stellt die Lineare Algebra bereit:

Ist X:(Xl,---,Xd)T ein (Spalten-)Vektor aus stochastisch unabhangigen, jeweils A(0,1) -
normalverteilten Zufallsvariablen und ist A eine quadratische, invertierbare dxd -Matrix, so
besitzt der Zufallsvektor Y= AX eine multivariate Normalverteilung N(0,3) mit
Y=A-A".

Besitzt umgekehrt der Zufallsvektor Y eine multivariate Normalverteilung N(0,X) mit einer
(positiv-definiten) Varianz-Kovarianzmatrix, so existiert immer eine quadratische, invertier-
bare dxd -Matrix A mit ¥ = A-A", und Y kann stochastisch reprasentiert werden durch
Y = AX mit einem Spaltenvektor X aus stochastisch unabhangigen, jeweils A(0,1)-nor-
malverteilten Zufallsvariablen.

Durch Ubergang von Y zu Y + p erhélt man eine allgemeine multivariate Normalverteilung

N(u,X) mit dem Erwartungswert-Vektor .

Es gibt ein numerisches Verfahren, mit dem man immer eine geeignete Zerlegung ¥ = A- A"
finden kann (sogenannte Cholesky-Zerlegung). Die gesuchte Matrix A wird dabei als untere
Dreiecksmatrix angenommen:

a, 0 - 0
aZl a22 0
A= : .
0
Gy G G

Hieraus ergibt sich
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6 Simulation mehrdimensionaler Verteilungen

a121 apfdy - 110,
a1 a§1 + agz Ay, Ay,
S=o;]=A-AT=| S :
n
T e R ;a:k

Diese Gleichung kann rekursiv aufgel6st werden zu

P
Oy — E :akiaji
=i
2

k1
g .
A =011 Ay = O-kk_zalfi’aklza_kl’ Ay = a 1<j<k<n
=1 11 i

Beispiel:
010 1 11

Wir wahlen B=|0 1 1| und bilden daraus X=B-B"=|1 2 2|.
1 11 1 2 3

Die Cholesky-Zerlegung ergibt

o o

— _ Y21 _ _ Y31 _ 2 _ _

all_l’ a21___1’ a31_a__1’ Ayy =0y =y = 2-1=1,
11

an
a32:0'32*a316121:1’ a33:\j033—a§1—a§2:V3—2=1
a4y
und somit
100
A=|1 1 0O|=B.
111

Dies zeigt, dass es im Allgemeinen mehrere (sogar unendlich viele) Losungen der Matrix-
Gleichung ¥ = A-A" geben kann.

Eine Matrix-Multiplikation ist in EXCEL mit der Matrix-Funktion MMULT mdoglich, ebenso die
Erstellung der Transponierten einer Matrix Uber die Matrix-Funktion MTRANS oder die Folge
markieren — kopieren — Inhalte einfligen — Option Transponieren auswahlen.

Eine weitere Besonderheit bei der Simulation normalverteilter Zufallsvariablen ist durch die
Rotationssymmetrie bivariater normal-verteilter Zufallsvektoren mit stochastisch unabhan-
gigen Komponenten gegeben, die man sich folgendermafen zu Nutze machen kann:

Sind U und V Standard-Zufallsvariablen, so folgt der Zufallsvektor Z = (X,Y) mit

X =+/-2In(U)cos(27V)

Y =-2In(U)sin(27V)
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6 Simulation mehrdimensionaler Verteilungen
einer bivariaten Standard-Normalverteilung mit stochastisch unabhangigen Komponenten
mit Erwartungswert Null und Varianz 1.

Allgemeiner lassen sich ahnlich auch korrelierte normalverteilte Zufallsvariablen direkt dar-
stellen, namlich Gber

X =o0,y—2In(U)cos(27V)
Y =0,4-2In(U)cos(27V + «)

mit p(X,Y)=cos(a) (Box-Muller-Formel) und Erwartungswert Null sowie den Varianzen
Var(X) = 0% und Var(Y)=o,. Fir a = /2 ergibt sich im Prinzip - bis auf das (hier uner-
hebliche) Vorzeichen — die frihere Formel.

Beispiel 8:

Wir zeigen die Wirkung beider Verfahren anhand der Matrix

r 0,74 -0,39 0,39 . 0,5 -0,7
Y=AA = p=———=-0,6227 fiir A=
-0,39 0,53 J0,74-0,53 0,2 0,7
und o = arccos(—0,6227) = 2,243 fir 100 Simulationen.
* i 13‘ :-.: . o .: A‘O:°
* - ‘o.:b. 0.‘ * .\ 0.. . ‘e 4 *
o 3.“3§':"¢' < v, -é‘ jif:, .
S R N s RS o o2
' - - ! .“.O < : .
Cholesky Box-Muller

Eine weitere, in der Praxis verbreitete multivariate Verteilung ist die t-Verteilung, die durch stochas-
tische Variation der Varianz-Kovarianz-Matrix der multivariaten Normalverteilung entsteht.
Genauer gilt:

Ist Z ein Zufallsvektor mit einer N(0,%,)-Verteilung und W eine X’ -verteilte, von Z stochas-
tisch unabhangige Zufallsvariable (mit v > 3 Freiheitsgraden), so folgt der Zufallsvektor
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6 Simulation mehrdimensionaler Verteilungen

X=p+,|—Z
o w

einer multivariaten t(u,u,E)—VerteiIung mit dem Erwartungswertvektor E(X)=p und der

Varianz-Kovarianz-Matrix

Die Korrelationen zwischen den Komponenten bleiben dabei unverandert.

@
@

6
]

=
IS

o
v.

1000 simulierte Zufallspaare

Normalverteilung mit p(Z,,Z,)=0,7 t,-Verteilung mit p(X,,X,)=0,7
Var(Z,) =1 Var(X;)=3

Eine weitere, grundsatzliche Méglichkeit der Simulation multivariater Verteilungen besteht

in der Zerlegung der gemeinsamen Verteilung in die bedingten Randverteilungen. Wir zeigen
dieses Vorgehen hier exemplarisch fir den Fall d = 2.
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6 Simulation mehrdimensionaler Verteilungen

Beispiel 9:

Der Zufallsvektor (X,Y) habe die
gemeinsame Dichte

fo,y)=y-e " fur x,y>0.

Fir die Randdichte von Y und die bedingte
Dichte ergibt sich durch Integration:

f,(y)= e’yfye’y" dx=e”’
0

fi(x]Y = y)—%— ye @, x,y>0.

Die bedingte Verteilung von X unter Y = y ist also eine Expontialverteilung mit Parameter
y>0. Y selbst ist expontialverteilt mit Parameter 1. Man kann also fiir die Simulation beider
Verteilungen (und damit der gemeinsamen Verteilung) die Inversionsmethode anwenden:

Y =-In(U)
In(V)
In(U)

1
X=——-In(V)=
v n(V)

mit unabhangigen Standardzufallszahlen U und V. (Beachte: mit U ist auch 1—U eine Stan-

dardzufallszahl.)
Hier gilt noch:
E(Y)=Var(Y)=1

1 1
EX|]Y =y)=—, Var(X|]Y = y)=—,
y y

E(X)=00 (!)

Y3 £
l.o.
e,
..
e <
L
1 i
.:io.'"- 0 .
Xl |
[ Jefs -I-x:'%‘--v‘ TR | 2 Al PR RPN 8 I
0 5 10 15 20 25 20 35 40 45 50

Simulation von 1000 Zufallspaaren fiir (X,Y) (Ausschnitt)

Monte Carlo Methoden

34



6 Simulation mehrdimensionaler Verteilungen

Aufgabe zur Lernkontrolle

In der Praxis wird oft davon ausgegangen, dass Risiken lognormalverteilt sind (z.B. im Stan-
dard-Modell von Solvency ll). Es sei nun angenommen, dass die Risiken X und Y lognormal-

verteilt sind mit den Parametern 1, und o3 bzw. g, und o,.

Dann sind die Risiken S:=In(X) und T :=In(Y) normalverteilt mit den gleichen Parametern.
Zur Modellierung der Abhangigkeit zwischen X und Y sei weiter angenommen, dass Sund T
gemeinsam bivariat normalverteilt sind mit der Korrelation p(S,T) € (—1,1). Uberlegen Sie
sich zunachst, dass dann die Korrelation zwischen X und Y gegeben ist durch

p(S,T)oyoy _1
p(X,Y) = —=

]

Uberprifen Sie diese Relation empirisch anhand einer Simulation vom Umfang 10.000 fiir

die Wahlen p, =, =0 und o3 =1, 02 =2 sowie p(S,T) € {—%,O,%}.

Hinweis: Fir eine lognormalverteilte Zufallsvariable Z mit den Parametern u, und aé gilt:

E(Z)= euﬁ% und Var(Z) = (E(Z))2 (e”g - 1).

Literatur zur Vertiefung

— Kolonko, M. (2008): Stochastische Simulation. Grundlagen, Algorithmen und Anwendun-
gen. Vieweg+Teubner, Wiesbaden. [Kapitel I, Unterkapitel 12.3]

— Cottin, C., Dohler, S. (2013): Risikoanalyse. Modellierung, Beurteilung und Management
von Risiken mit Praxisbeispielen. 2. Aufl., Springer Spektrum, Wiesbaden. [Kapitel 7, Un-
terabschnitt 7.2]

Monte Carlo Methoden 35



/. Copulas und ihre Simulation

Lernergebnisse:

— Wichtige Copula-Modelle und ihre Klasseneinteilung kennen;

— verschiedene Maoglichkeiten zur Simulation von Copulas kennen und beherrschen;

— die Verwendbarkeit empirischer Copulas fur Simulationsstudien kennen und beherr-

schen.

Eine der wichtigsten Klassen mehrdimensionaler Verteilungen stellt die Klasse der multiva-
riaten Normalverteilungen dar. Sie ist Ausgangspunkt vieler Risikomodelle fir Assets, Deri-
vate und Zinsstrukturkurven, aber auch Grundlage fur die Berlicksichtigung von Diversifika-

tionseffekten unter Solvency Il.

Fir die Beschreibung stochastischer Abhangigkeiten zwischen Einzelrisiken (Zufallsvariab-
len) reichen in den meisten Fallen einfache Korrelationen nicht aus. Die Abhangigkeitsstruk-
tur ist vielmehr gegeben durch die gemeinsame Verteilung aller Risiken.

Dank eines mathematischen Theorems lasst sich das Problem aber trennen in die Randver-
teilungen der Einzelrisiken und einen ,inneren Kern“, den man Copula nennt und der die
stochastische Abhangigkeitsstruktur vollstandig beschreibt.

Eine Copula ist im Prinzip eine mehrdimensionale Verteilungsfunktion, deren Randvertei-

lungsfunktionen zu stetigen Gleichverteilungen Gber dem Intervall [0,1] gehoren.

Oder anders ausgedriickt: besitzt der Zufallsvektor X = (Xl,---,Xd) eine Copula als gemein-

same Verteilungsfunktion, so reprasentieren alle Komponenten jeweils Standard-Zufallszah-

len.

Sklar’s Theorem:

Es sei H eine d-dimensionale Verteilungsfunktion mit Randverteilungsfunktionen F,---,F,.

Dann existiert eine Copula C, so dass

H(x,, -, x;) = C(E(x,),"+,F(x,)) |furalle x,,--,x; €R.

Wenn alle Randverteilungsfunktionen stetig sind, ist die Copula eindeutig bestimmt.

Umgekehrt gilt bei Stetigkeit der Randverteilungsfunktionen:

C(up'”:”d) = H(ﬁfl(ul),-”,Fdfl(”d))

(mit den Quantilfunktionen F',--- F, ).

fir u,,--,u, €[0,1]
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7 Copulas und ihre Simulation

Fréchet-Hoeffding-Schranken:
d

max{Zui +1—d,0} =W (u)<C(uy,...,u;) <M (u):=min{u,...,u; }
i=1

keine Copula fur n>2 stets Copula

Reprasentanten: (U,l—U)oder (l—U,U)
Vorteile des Copula-Ansatzes:
— Die Copula hangt nicht von den Randverteilungen der Einzelrisiken ab.

— Die Copula charakterisiert bei Stetigkeit der Randverteilungen die gemeinsame Abhan-
gigkeitsstruktur der Einzelrisiken eindeutig.

— Die Copulaist invariant gegen alle gleichsinnig monotonen Transformationen der Einzel-
risiken, insbesondere nichtlineare.

— Paarweise Korrelationen zwischen den Einzelrisiken konnen tGber die Copula ausgedrtickt
werden, aber nicht umgekehrt.

Man kann grob drei Typen von Copulas unterscheiden:

1. Copulas, die nurimplizit angegeben, aber explizit stochastisch konstruiert werden kénnen
und damit auch einfach simulierbar sind (dazu gehoren die Gaufk-, t- und allgemeiner die
elliptischen Copulas),

2. Copulas, die explizit angegeben werden kdonnen, aber nur aufwandig stochastisch kon-
struierbar sind (dazu gehoren in der Regel die so genannten Archimedischen Copulas),

3. Copulas, die explizit angegeben werden und explizit stochastisch konstruiert werden koén-
nen (z.B. Bernstein-Copulas, Zerlegung-der-Eins-Copulas).
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7 Copulas und ihre Simulation

Simulation / Anwendung der GauR-Copula:

1. Simuliere flr eine gegebene Korrelationsmatrix X einen Zufallsvektor Z = (Zl,'--,Zd)

aus einer N(O,Z) -Verteilung wie in Kapitel 6, z.B. mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung.

2. Verwende die Transformation U = ((ID(ZI),---,QJ(Zd)). U besitzt die GauR-Copula C =G,

mit Parameter-Matrix Y als gemeinsame Verteilungsfunk-tion. Die Abbildung ® istin
EXCEL gegeben durch die Funktion

NORMVERT( ...; 0; WAHR).

3. Soll ein Zufallsvektor X:(Xl,---,Xd) mit Randverteilungsfunktionen (Fl,---,Fd) und

GauR-Copula C= QE simuliert werden, verwende die Transformation

X = (Flil(Ul)’“"Fdil(Ud»’

Beispiel 10:

Es sollen zwei lognormalverteile Versicherungsrisiken X; und X,
mit den Erwartungswerten E(Xl) =5, E(Xz) =10 und den Varianzen
Var(Xl) =1, Var(Xz) = 2 unter Verwendung von EXCEL mit einer

. 1 0,7
GaulR-Copula mit X =
0,7 1

] 1000 mal simuliert werden.

Berechnung der Parameter (vgl. das Modul Quantitative Methoden, Kapitel 3):
em+012/2 -5 e;/,2+r7§/2 — 10

et (o —1) =25 (e —1) =1, &7 (e 1) =100-(¢” ~1)=2

mit der Losung

o, =/In(26/25)=0,1980 , i, =In(5)—0? /2 =1,5898
o, =4/In(102/100) = 0,1407 , 41, =In(10)— 0?2 /2 =2,2927

18

15

12

Simulation von 1000 Zufallspaaren
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7 Copulas und ihre Simulation

Simulation / Anwendung der t-Copula:

1. Simuliere flr eine gegebene Parametermatrix X und den Freiheitsgrad v einen Zufalls-
vektor Z = (Zl,---,Zd) aus einer t(y,O,Z) -Verteilung wie in Kapitel 6.

Verwende die Transformation U = (GV(ZI),'--,GU (Zd)) mit der Verteilungsfunktion G,
der univariaten ¢ -Verteilung mit v Freiheitsgraden.
U besitzt dann die t ~Copula C =7 ,. mit den Parametern v und ¥ als gemeinsame

Verteilungsfunktion. Die Abbildung G, (x) ist in EXCEL nicht direkt gegeben, sondern
muss komplizierter berechnet werden durch die Vorschrift

WENN(x > 0;1-TVERT(x;nu;1); TVERT(-x;nu;1))

2. Soll ein Zufallsvektor X:(Xl,---,Xd) mit Randverteilungsfunktionen (Fl,---,Fd) und

t-Copula C =7, simuliert werden, verwende die Transformation

X=(F'(U,),,F ' (U,)).

Beispiel 10 (Fortsetzung):

. o . . I 0,7
Wie zuvor, aber mit einer t -Copula mit 3 Freiheitsgraden und ¥ = lo 2 1|
18
15 - =
s ‘.. -'q:.‘-:'.:'ff.
CELEIALLY T - X
12 R A
o
9 3 >uAd i
.:.':.,, 3
6
3
0
0 2 4 6 8 10 12
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7 Copulas und ihre Simulation

Direkter Vergleich:

18 18
15 15 -
12 = 12

&
9 i 532 9

CUE P .

1] .
6 6
3 3
0 0

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Gauf3-Copula t-Copula

Empirische Copula:
Gegeben: d-dimensionale Stichprobe
X, = (xn,---,xdl),... , X, = (xlk,---,xdk) vom Umfang k (aus einer stetigen Verteilung).

Transformiere die Stichprobe auf die absoluten Rangvektoren R, = (Rh.,---,Rdi) mit

Ry, ,R; €{l,--,k}; setze r, :(rli,---,rdi):%HRi fir i=1,---,k (relative Range).

Verwende r,,---,1, als Stichprobe aus der zu Grunde liegenden Copula.

Beispiel 11: Originaldaten

Monte Carlo Methoden

Nr. | X Y

1 10,468 | 0,966 3

2 199512679 4
3 |0,866 | 0,897 o

4 |6,731 | 2,249 .
5 | 1,421 0,956

6 |2040] 1,141 !

7 | 2,967 | 1,707 P

8 |1,200 | 1,008 || ~ 15

9 | 0,426 | 1,065 *

10 | 1,946 | 1,162 L o2

11 | 0,676 | 0,918 R I

12 | 1,184 | 1,336 >

13 | 0,960 | 0,933 05

14 | 1,972 | 1,077

15 | 1,549 | 1,041 ;

16 | 0,819 | 0,899 0 1 2 3 4 5 B 7 8 g 10 1
17 | 0,063 | 0,710 X

18 | 1,280 | 1,118

19 | 0,824 | 0,894

20 | 0,227 | 0,837

40



7 Copulas und ihre Simulation

Beispiel 11: Rangtransformation (1)

Nr. Rx R/ rx rY 1.0

1 4| 90,1905 | 0,4286 ’ .
2 20 | 20 | 0,9524 | 0,9524 0.9 .
3 8| 40,3810 | 0,1905 08 .

4 19 | 19 | 0,9048 | 0,9048 »

5 13| 80,6190 | 0,3810 07 . "

6 17 | 15| 0,8095 | 0,7143 06 .

7 18 | 18 | 0,8571 | 0,8571 .

8 | 11| 10| 0,5238 | 0,4762 0.5 - *

9 3| 12 10,1429 | 0,5714 04 o

10 | 15| 16 | 0,7143 | 0,7619 ’ . *

11 5| 60,2381 |0,2857 0.3 -

12 | 10| 17 | 0,4762 | 0,8095 02 *

13| 9| 70,4286 | 0,3333 ’ .

14 | 16 | 13| 0,7619 | 0,6190 0.1

15 | 14 | 11 | 0,6667 | 0,5238 *

16 | 6| 50,2857 | 0,2381 0.0

17 1 10,0476 | 0,0476 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
18 | 12| 14 | 0,5714 | 0,6667

19 7| 30,3333 |0,1429

20 2| 20,0952 | 0,0952
Beispiel 11: Rangtransformation (2)

Nr. Rx R/ Iy Iy 1.0

1 4| 90,1905 | 0,4286 o

-

3 8| 40,3810 | 0,1905 0.8 .

4 19 | 19 | 0,9048 | 0,9048 °

5 | 13| 806190 | 0,3810 | | 07 » i

6 17 | 15 | 0,8095 | 0,7143 0.6 .

7 18 | 18 | 0,8571 | 0,8571 .

8 11| 10 | 0,5238 | 0,4762 05 -

9 3| 12 10,1429 | 0,5714 04 . _

10 | 15| 16 | 0,7143 | 0,7619 .

11 5| 60,2381 |0,2857 0.3 -

12 | 10 | 17 | 0,4762 | 0,8095 02 |

13 9| 704286 |0,3333 ’ .

14 | 16 | 13| 0,7619 | 0,6190 0.1

15 | 14 | 11 | 0,6667 | 0,5238 o

16 | 6| 5]0.2857 02381 |2°

17 o0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
18 | 12| 14 | 0,5714 | 0,6667

19 7| 30,3333 |0,1429

20 2| 20,0952 | 0,0952
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7 Copulas und ihre Simulation

Diskussion:

— Bei der Transformationsmethode geht die Schat-
zung der Randverteilungen explizit in die Schat-
zung der Copula ein;

— Methode ist sensibel bzgl. Modellfehlern in
den Randverteilungen; aber: ,echte” Stichprobe
der Copula.

— Bei der empirischen Copula geht die Schatzung
der Randverteilungen nicht explizit in die Schat-
zung der Copula ein;

— Methode ist unsensibel bzgl. Modellfehlern in

1,0
09
08
07
06
05
04
03
02
0.1

0.0

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

den Randverteilungen; aber: nur ,Pseudo-Stichprobe“
der Copula (tendenziell zu gleichmaf3ig, keine Punkthaufungen).

— Bei sehr grolken Stichprobenumfangen nahern sich beide Methoden einander an.

Gauf-Copula

empirische Copula

1.0

0.9

0.8

0.7

05 1 fe o Jeg T S L T

04 1° RET Lia Vil S 9

04 05 06 07 08 09 10

Vergleich ,echte” gegen empirische Copula bei 1000 Simulationen
(GauR-Copula mit p =0,8)

Simulation von Randverteilungsfunktionen F,,---,F, mit empirischer Copula:

Hintergrund:

Sind U,,---,U, stochastisch unabhédngige Standard-Zufallszahlen und bezeichnet U , die

r-groRte unter ihnen fiir r =1,...,k (so genannte r-te Ordnungsstatistik), so folgt U, einer

Beta-Verteilung B(r,k+1—71).

Idee:

1. Wahle zuféllig (diskret gleichverteilt mit Wahrscheinlichkeit 1/ k) eine der absoluten

Rangkombination R; = (Rh.,---,Rdi) gemals der empirischen Copula.

2. Erzeuge d stochastisch unabhangige Ordnungsstatistiken Vy ,,---,V; , und setze

X] = F171 (VRl.‘:k)’”"Xd = F‘;l (VRdi:k).
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7 Copulas und ihre Simulation

Anwendung auf Beispiel 11:

Schatzung der Randverteilungen mit Q-Q-Plot:

Q-Q-Plot Lognormal-Verteilung

Log Daten

Quantile

Q-Q-Plot Fréchet-Verteilung

Log Daten

Quantile

Risiko X (Lognormalverteilung)

1w=0,0954 o =1,1909

Simulation vom Umfang 10.000:

Risiko Y (Fréchet-Verteilung)

uw=-0,0437 0=0,2857

1,0
09
08
07
0.6
05
04
0.3
0.2
0.1

0.0
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

00 01 02 03 04 05 06 07 08 05 10

simulierte Copula

empirische Copula

simulierte Risikopaare nach vorgegebener Verteilung
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7 Copulas und ihre Simulation

Anmerkung:

Die zuletzt vorgestellte Methode kann auch mit einer ,kinstlichen* empirischen Copula mit
einer beliebigen d-dimensionalen Gitterung mit der Gitterkonstanten k verwendet werden.
Die Matrix M der absoluten ,Rangvektoren” besteht hier entsprechend spaltenweise aus Per-

mutationen der Zahlen {1,2,---,k}.

Beispiel 12:

Wir wahlen die gleichen Randverteilungen wie in Beispiel 11, aber mit der folgenden Matrix M:

Il
g A~ W N =
g BN W -

Simulation vom Umfang 10.000:
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7 Copulas und ihre Simulation

Aufgabe zur Lernkontrolle

In lhrem Unternehmen sind zwei Risiken X und Y bekannt, die als lognormalverteilt ange-
nommen werden mit den Parametern p, und o3 bzw. u, und o.. Der mathematische Ex-
perte lhrer Abteilung hat flir die Copula C, die die Abhangigkeit zwischen X und Y beschreibt,
in guter Naherung die Funktion C(u,v) = uv(l—(l—u) 1- v)), 0 <u,v<1 gefunden.

Zeigen Sie, dass Zufallszahlen-Paare (U,V), die diese Copula als Verteilungsfunktion besit-
zen, mit Hilfe der einfachen Verwerfungsmethode erzeugt werden konnen. Wie grofs ist hier-
bei die beste theoretische Erfolgsrate? Ist hier auch die Methode der bedingten Verteilungen
fur die Simulation anwendbar? Erzeugen Sie mit einem effizienten Verfahren 10.000 Zufalls-
zahlen-Paare (U,V).

Literatur zur Vertiefung

— Cottin, C., Dohler, S. (2013): Risikoanalyse. Modellierung, Beurteilung und Management
von Risiken mit Praxisbeispielen. 2. Aufl., Springer Spektrum, Wiesbaden. [Kapitel 5, Un-
terabschnitt 5.3 und Kapitel 7, Unterabschnitt 7.2]

— Mai, J.-F. und Scherer, M. (2012): Simulating Copulas. Stochastic Models, Sampling Al-
gorithms, and Applications. Imperial College Press, London.

— Cottin,C., Pfeifer, D. (2014): From Bernstein polynomials to Bernstein copulas. Journal of
Applied Functional Analysis, 277 - 288.

— Pfeifer, D., Tsatedem, H.A., Mandle, A., Girschig, C. (2016): New copulas based on gen-
eral partitions-of-unity and their applications to risk management. Dependence Modeling,
123 - 140.

— Pfeifer, D., Mandle, A., Ragulina, O. (2017): New copulas based on general partitions-of-
unity and their applications to risk management (part Il). Dependence Modeling, 246 —
255.

— Pfeifer, D., Mandle, A., Ragulina, O. (2019): New copulas based on general partitions-of-
unity (part lll) — the continuous case. Dependence Modeling, 181 — 201.
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8. Simulationen fur Marktmodelle

Lernergebnisse:
— Die Brown’sche Bewegung und ihre Varianten kennen;

— verschiedene Simulationsmethoden fir die Brown’sche Bewegung kennen und beherr-
schen;

— Stochastische Differenzialgleichungen verstehen und die Simulation ihrer Losungen be-
herrschen;

— konkrete Anwendungen stochastischer Differenzialgleichungen in der modernen Finanz-
mathematik kennen und simulativ |6sen kdnnen.

Bei der Modellierung von Marktmodellen mit verschiedenen Assetklassen (fest- und variabel
verzinsliche Wertpapiere, Unternehmensanleihen, Zinsswaps, CDO’s, ABS, Aktien, Derivate
usw.) spielt in jingerer Zeit die Stochastische Analysis eine immer groéfliere Rolle. Die zu
Grunde liegende Theorie ist sehr komplex und grindet sich wesentlich auf Eigenschaften der
in der Physik und Biologie bekannten Brown’schen Bewegung (auch Wiener-Prozess ge-
nannt, nach dem Mathematiker Norbert Wiener).

Die Standard-Brown’sche Bewegung/der Standard-Wiener-Prozess ist eine mit stetiger Zeit
indizierte Familie von Zufallsvariablen {Xc}m und durch folgende Eigenschaften charakteri-

siert:
1. {Xt}po hat stochastisch unabhangige Zuwachse th —X[H fur aufsteigende Zeitpunkte

0<t, <t <t, <---<t,.

2. {Xt}po hat stationare Zuwachse, d.h. die Verteilung von X, — X fir 0 <s<t hangt nur

von t—s ab.

3. {Xt}po hat GauR’sche Zuwachse, d.h. die Verteilung von X, — X fiir 0 <s <t isteine
N(0,t —s)- Verteilung.

4. {Xt}:zo hat stetige Pfade.

5. Der Prozess startet im Nullpunkt.

Dabei gilt: die Bedingungen 3 und 4 sind dquivalent, d.h. eine von beiden kann ersatzlos
gestrichen werden!

Die Standard-Brown’sche Bewegung/der Standard-Wiener-Prozess {Xt}po besitzt fol-

gende, sich hieraus ergebende Eigenschaften:
— Jedes X, ist N(0,t)-normalverteilt fur t > 0.

— Jeder Pfad von {Xt}po ist nirgends differenzierbar und von unbeschrankter Variation in

jedem endlichen Intervall.
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8 Simulationen fur Marktmodelle

— Fur jede aufsteigende Folge {tk}::] positiver Zeitpunkte ist der Zufallsvektor
(th,th,---,X

tVl

) multivariat N(O,E)—normalverteilt mit

— oy :min{ti,tj}, 1<i,j<neN.

— Mit {Xt}po ist auch der Prozess {LX } ein Standard-Wiener-Prozess fir jedes
t>0

\/E ct

¢ >0 (fraktale Selbstahnlichkeit).

Paley-Wiener-Konstruktion (1934) des Standard-Wiener-Prozesses im Zeitintervall [O,T]
mit T >0 beliebig:

. n
/—OOSIHJ
Xt:%tJr frTZ - Y, 0<t<T,
n=1

wobei {Yn}nEN eine unabhangige Folge standard-normalverteilter Zufallsvariablen ist.

:i A Mf\ - A
iy ol B NAWA
05 S W NNATAYY v

N Y AN AN ALY YA NN /]
o‘o r UVK" T ’\-\‘. / VX\_,H ‘ V\,’Uv v W\ M P’J
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Diskretisierte EXCEL-Simulationen der Paley-Wiener-Konstruktion fir T =1 mit 1.000 Summanden und Zeit-
schrittweite 0,005

Alternative approximative Simulation:

— Diskretisierung der Zeit: wahle gleichmaRige Schrittweite A = I >0
n

k
— Setze fiir k=1,2,---,n X,, =) Y, mit stochastisch unabhangigen, ' (0,A)- verteilten
i=1

Zufallsvariablen (d.h. ¢ =VA 1)

— Plotte die Paare (0,0) und (kA,XkA) fur k=1,2,---,n.
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8 Simulationen fur Marktmodelle
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Diskretisierte EXCEL-Simulationen des Standard-Wiener-Prozesses fir T =1 mit Zeitschrittweite A =0,001

Ein(e) allgemeine Brown’sche Bewegung/allgemeiner Wiener-Prozess {Bt}po entsteht aus

dem Standard-Prozess {Xt}po durch lineare Transformation:

B,=B,+0X,+ut, t>0 | (6 >0, ueR)

mit beliebigem Anfangswert B, € R. Im allgemeinen Sprachgebrauch heif3t

o der Diffusionskoeffizient oder (vor allem in finanzmathematischen Anwendungen) die
Volatilitat und

1 die Drift.

{Bt}tzo besitzt analoge Eigenschaften Wie{Xt} :

>0 "
— Jedes B, ist N'(B, + ut,o’t)- verteilt fiir ¢ > 0.

— Jeder Pfad von {Bt}po ist nirgends differenzierbar und von unbeschrankter Variation in

jedem endlichen Intervall.

— Fuir jede aufsteigende Folge positiver Zeitpunkte ist der Zufallsvektor (Btl,Bt2 -+, B, )

multivariat N(H,E)—normalverteilt mit g = (B0 +t 0, By —|—tn,u)T und

2 . . .
o, =0 mm{ti,tj}, 1<i,5<neN.
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8 Simulationen fur Marktmodelle

Die (Standard-)Brown’sche Bewegung {Bt}po ist auch Grundlage zahlreicher stochastischer

Differenzialgleichungen, die (rein) formal so aussehen:

dX, = pu(t,X,)dt + o (t, X, )dB,

mit geeigneten (in der Regel stetigen) Funktionen u,o : R* - R (0>0) und bekanntem An-
fangswert X, € R. Es handelt sich hier eigentlich um eine (It6-)Integralgleichung der Art

X, :{u(s,Xs)ds—kL[U(s,Xs)st.

Wir gehen hier aber nicht genauer auf die zu Grunde liegende Theorie ein.

Méglichkeit der Simulation einer L6sung der Differenzialgleichung:

Dazu zunéachst eine heuristische Erklarung des ,Differenzial“-Terms dB, :

Fur stetige Funktionen ¢ und X, gilt approximativ:

t+h

U(S’XS>st %U(t'xt)'<Bt+h _Bt> = U(t’Xt)‘\/E'Z

fur kleine h > 0, wobei Z eine standard-normalverteilte ZufallsgroRe ist (weil B, —B, jage-

rade N'(0,h)- verteilt ist mit Standardabweichung \/E)

Dieser Ansatz erklart heuristisch folgende Vorgehensweise:

— Zerlege das Zeitintervall [O,T] in n aquidistante Teilintervalle mit den Stitzpunkten

t, = kA mit A = I, k =0,---n und konstruiere rekursiv
n

X, —X, :A-,u(tk,th)—i—\/Z.a(tk,th)ZkH, k=01-,n—1

t

mit stochastisch unabhangigen standard-normalverteilten Zufallsvariablen Z,,---,Z

n*

— Plotte wie oben die Paare (O,XO) (Anfangswert) und (kA,XkA) fir k=1,2,---,n.
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8 Simulationen fur Marktmodelle

Eine spezielle stochastische Differenzialgleichung ist

dX, = X, dt+0X, dB,

mit Konstanten p € R, o > 0. Die Lé6sung mit dem It6-Integral lautet hier, abweichend von
der Intuition:

X, =X, -exp , t>0.

2
U_%]t+UBt

Dieser stochastische Prozess heilRt wegen des Exponentialterms sinngemaf geometrische
Brown’sche Bewegung (— Black-Scholes-Modell fir Aktienkurse).

Short Rate Modelle:

Stochastische Differenzialgleichungen werden u.a. dazu verwendet, so genannte Short Rate
Modelle zu behandeln, in denen die kurzfristige Veranderung des Zinssatzes am Markt be-
trachtet wird. Gesucht wird dabei ein geeigneter stochastischer Prozess r(t), 0<t<T, der
die Entwicklung eines Bankguthabens von einer monetaren Einheit beschreibt nach der For-
mel

K, :exp[fr(u)du] fur 0<t<T.

0

Populare Short Rate-Modelle mit geeigneten Parametern sind:

Das Vasiéek-Modell:

dr(t) = a[b—r(t)|dt + odB,

Das Cox-Ingersoll-Ross-Modell:

dr(t) = a[b—r(t)|dt + o\/r(t) dB,

Das Black-Karasinski-Modell:

dInr(t) = a[b—Inr(t)|dt + odB,

Das Black-Karasinski-Modell ist ein exponentielles Vasi¢ek-Modell, d.h. der Prozess
X, =Inr(t) gentgt einem gewdhnlichen Vasi¢ek-Modell.
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8 Simulationen fur Marktmodelle

Es wurde im Solvency lI-Standardmodell von GDV / Bafin (Dezember 2005) vorgeschlagen
mit den Parametern a =0,20 b=-3,02 ¢=0,19.

6,00%
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0,00% “rrreeT T T T T T T e T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Simulation der Zinsstrukturkurve nach Black-Karasinski tiber 10 Jahre mit ¢ =0,20 b=-3,02 ¢=0,19 und
dem Anfangszins 3%

Aufgabe zur Lernkontrolle

Beschreiben Sie eine geeignete Methode zur simulativen Losung der stochastischen Diffe-
renzialgleichung dX, = X, dt +tdB, mit der Anfangsbedingung X, =0. Erzeugen Sie mit

EXCEL verschiedene Pfade der Losung im Zeitbereich [0,1] mit A =0,001.

Literatur zur Vertiefung

— Cottin, C., Doéhler, S. (2013): Risikoanalyse. Modellierung, Beurteilung und Management
von Risiken mit Praxisbeispielen. 2. Aufl., Springer Spektrum, Wiesbaden. [Kapitel 2, Un-
terabschnitt 2.4 und Kapitel 7, Unterabschnitt 7.5]
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9. Risikoabschatzungen mit
Monte Carlo Methoden

Lernergebnisse:

— Die Bedeutung von Monte Carlo Methoden zur Bestimmung von Risikomalfien in zusam-
mengesetzten Portfolios mit stochastischen Abhangigkeiten erkennen;

— Methoden zur simulativen Bestimmung von Risikomaflien kennen und sicher beherr-
schen.

Eine explizite Berechnung von Risikomafen wie dem Value at Risk oder dem Expected Short-
fall ist fUr konkrete Portfolios mit einer Vielzahl von untereinander abhangigen Risiken prak-
tisch kaum maoglich. Man greift deshalb in diesem Bereich gerne zu Monte Carlo Methoden,
um Risikomale auf der Grundlage von Simulationen statistisch zu schatzen. Der Hintergrund
dieses Ansatzes liegt in dem folgenden anschaulichen Theorem begriindet:

Sind X, -+, X, stochastisch unabhangige Zufallsvariablen mit derselben Verteilungsfunktion

F, so ist die k(u;n)-gréRte Ordnungsstatistik X, mit k(u;n) = [u-n] (Aufrunden) ein ge-

u;n)n
eigneter Schatzer fiir das Quantil Q(u)=F '(u) fir 0 <u <1. Genauer gilt: die Folge der

Ordnungsstatistiken {Xk(u;n)m} ., konvergiert (stochastisch) gegen Q(u)=F '(u).

ne

Diesen Sachverhalt kann man sich folgendermafen zu Nutze machen, um den Value at Risk
VaRa(X) eines (z.B. aggregierten) Risikos X, das man gut simulieren kann, statistisch zu
schatzen:

— Simuliere das Risiko X hinreichend oft (n mal).

— Bestimme (z.B. durch Sortieren) den k(1 —a;n) = [(l—a)-n} groRkten Wert aus der Simu-

lation.

Dieser Wert ist ein guter Schatzer fiur VaRO(X), ebenso wie jeder andere Stichproben-
Quantilschatzer.

Will man den Expected Shortfall ES_(X) dieses Risiko (im Falle einer stetigen Verteilungs-
funktion F) mit derselben Simulation schatzen, so bilde man das arithmetische Mittel aller
restlichen Werte aus der Simulation oberhalb des geschatzten VaR (X).

Beispiel 13:

In einem Portfolio befinden sich zwei lognormalverteilte Risiken X und Y mit den Parametern
iy =1, 0, =0,2 und p, =0,8, o, =0,6. Ferner wird angenommen, dass die stochasti-
sche Abhangigkeit beider Risiken durch eine GauR-Copula mit p = 0,6 beschrieben werden
kann. Wie groR sind der VaR (S) und der ES_(S) zum Risikoniveau a = 0,005 (Solvency II-
Standard) fiir das aggregierte Risiko S = X +Y? Liegt hier ein Diversifikationseffekt vor?
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9 Risikoabschatzungen mit Monte-Carlo-Methoden

Lésung fir 20.000 Simulationen der Einzelrisiken: R(1—a;n)=19.900 und
VaR, (X) = exp(uy +2,5758 -0, ) = 4,5502

ES, (X)=200-exp

2
iy +"7X]-(1 —0(2,5758 — ) = 4,8557
VaR (Y) = exp(u, +2,5758-0,)=10,4385

2
ES, (Y) = 200- exp{,uy +%] (1-9(2,5758—0,)) = 12,8358

Simulation mit EXCEL:

VaR_(X)=4,5303; ES,_(X)=4,8944
VaR_(Y)=10,0784; ES_(Y)=12,8417
VaR_(S)=13,9140; ES_(S)=16,7602

Empirisch lasst sich hier also auch fur den Value at Risk auf einen leichten Diversifikationseffekt
schlieRen.

Anmerkungen:

— Die statistisch erforderliche Mindestanzahl von Simulationen hangt stark von der Form
der Risiko-Verteilung ab; bei einer Tendenz zu hohen Werten sollte der Simulationsum-
fang entsprechend groR sein.

— Jeder Simulationslauf sollte mit einer Sensitivitatsstudie gekoppelt werden.
— Bei Internen Modellen sind Simulationsumfange von 100.000 bis zu mehreren Millionen

durchaus Ublich.

Aufgabe zur Lernkontrolle

In der Aufgabe zu Kapitel 7 seien die Parameter p, =1und o =1 bzw. p, =0 und o, =2
gegeben. Es soll simulativ der Value at Risk zum Risikoniveau o =1% fir das Summenrisiko
S=X+Y mit der dort betrachteten Abhingigkeitsstruktur ermittelt werden. Kénnen Sie
hierflir — zumindest empirisch — einen Diversifikationseffekt konstatieren?

Literatur zur Vertiefung

— Cottin, C., Dohler, S. (2013): Risikoanalyse. Modellierung, Beurteilung und Management
von Risiken mit Praxisbeispielen. 2. Aufl., Springer Spektrum, Wiesbaden. [Kapitel 6, Un-
terabschnitt 6.2 und Kapitel 7, Unterabschnitt 7.6.2]
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10. Grundlagen interner Modelle

Lernergebnisse:

— Die Bedeutung Interner Modelle fiir die neuen aufsichtsrechtlichen Ansatze unter Sol-
vency Il kennen;

— die Zusammenhange zwischen Internen Modellen und Monte Carlo Methoden einordnen
konnen.

Neuerungen der zuklnftigen aufsichtsrechtlichen Ausgestaltung des europaischen Sol-
vency-Ill-Prozesses:

— Prinzipienbasiertheit statt der bisherigen starren Regelbasiertheit

— Moglichkeit des Einsatzes eigener aktuarieller Modelle zum unternehmensspezifischen
Abgleich der in der Saule | verankerten quantitativen Solvenzkapitalberechnungen

— Moglichkeit einer Beantragung auf Zulassung geeigneter interner oder partiell interner
Modelle zur wertorientierten Steuerung

Beispielhaft sind fir Versicherungsunternehmen hier als besonders wichtige Anwendungs-
gebiete zu nennen:

— einerisikogerechte Tarifierung aller Versicherungsprodukte unter Einschluss der relevan-
ten Kostenanteile

— die Ausgestaltung einer effizienten und preislich optimierten Rickversicherungsstruktur
— eine risikogerechte Spatschadenrickstellung und -bewertung

— der Aufbau eines ganzheitlichen Risikomanagementsystems

— eine angemessene Risikokapitalallokation

— ein effizientes Asset-Liability-Management
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10 Grundlagen interner Modelle
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Fiur die Bewertung einzelner Risiken sowie von aggregierten Risiken in einem Internen Mo-
dell werden fast immer Monte-Carlo-Methoden herangezogen, weil eine explizite Berech-

nung der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen praktisch unmaoglich ist.

Literatur zur Vertiefung

— Diers, D. (2007): Interne Unternehmensmodelle in der Schaden- und Unfallversicherung.
Entwicklung eines stochastischen internen Modells fir die wert- und risikoorientierte Un-

ternehmenssteuerung im Rahmen von Solvency Il. ifa-Verlag, Ulm.

— Cottin, C., Dohler, S. (2013): Risikoanalyse. Modellierung, Beurteilung und Management

von Risiken mit Praxisbeispielen. 2. Aufl., Springer Spektrum, Wiesbaden. [Kapitel 1]

— Cadoni, P. (Ed.) (2014): Internal Models and Solvency Il. From Regulation to Implemen-

tation. RISK Books, London.
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11. Losungshinweise zu den Aufgaben

Zu Kapitel 1:

Die Methode ist im Allgemeinen unbrauchbar, da es immer Falle gibt, in denen die Folge
{un}n€Z+ irgendwann den Wert 1 annimmt und dann dort ,hangenbleibt” oder sehr kurze

Periodenlangen hat. Beispiele:

m=17:

u 24 15 4 16 1 i 1 i 1 i 1 1 i 1 i 1 i 1 i 1 i

u 13 21 34 9 7 12 33 16 34 9 7 12 23 16 34 9 7 12 33 16 13

u 115 3 9 7 1) 33 16 34 © 7 12 33 16 34 © 7 1) 33 16 34 ©

m=101:
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

10
" 91 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

10
n 10 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
n 95 36 84 87 95 36 84 87 95 36 84 87 95 36 84 87 95 36 84 87 95
n B 25 19 58 31 52 78 24 71 92 81 97 16 54 88 68 79 80 37 56 B
n 7 49 78 24 71 92 81 97 16 54 88 68 79 80 37 56 5 25 19 58 49
9 81 97 16 54 88 68 79 80 37 56 5 25 19 58 31 52 78 24 71 9

m=1009:

u 337 561 922 506 759 951 337 561 922 506 759 951 337 561 922 506 759

u 63 942 453 382 628 874 63 942 453 382 628 874 63 942 453 382 628

u 142 993 256 960 383 384 142 993 256 960 383 384 142 993 256 960 383

Der erste Fall tritt insbesondere dann ein, wenn m =a” +1 istund u, =m—a gewahlt wird,
weil dann u =ul=m’—-2am+a=amodm sowie u,=u’ =a’=m—1modm und
w =(m—1)° =m’ —2m+1modm = 1modm

ausfallt.
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11 Lésungshinweise zu den Aufgaben

Zu Kapitel 2:

x3 6

Durch Integration erhdlt man die Verteilungsfunktion F(x) = Z—g—‘} fur 0 <x <2 mit der

Quantilfunktion Q(u) = 23/1 —+1—u (nur diese Lésung der Gleichung F(x) = u ist monoton

wachsend). Durch X :=23/1—+/1—U mit einer Standardzufallszahl U erhalt man also eine
Simulation des Risikos X mit der vorliegenden Verteilung. EXCEL-Anweisung:

[A1] =2*(1-WURZEL(1-ZUFALLSZAHL()))*(1/3)

Quantil-Quantil-Plot

sortierte Daten

0 05 1 15 2
theorstische Quantile

Q-Q-Plot fir 10.000 simulierte Risiken X
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11 Lésungshinweise zu den Aufgaben

Zu Kapitel 3:

2 o

Graph der Dichte f(x,y)
Die Dichte f ist nach oben beschrankt und symmetrisch. Daher liefert die Maximumstelle

der Funktion g(z) == f(z,z) = %zz —%z“ auch das Maximum der gegebenen Funktion.

Aus der Lésung von 0= g'(z) = %z(l—zz) kommt nur z=1 in Frage mit

g)=f1Q,1)= % =: M. (Der Maximalwert von f wird erreicht auf dem Hyperbelbogen

1 .. . . ) 1 5
y =— fur 1 <x <2). Die optimale Erfolgsrate betrdgt also r = — === 0,555...
X 2M 9
1
0.8
05
}
04
02
. ‘
0 0.2 04 0.6 08 1 12 14 15 18 2
X

10.000 mit EXCEL simulierte Zufallszahlenpaare
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11 Lésungshinweise zu den Aufgaben

Die theoretische Korrelation lasst sich folgendermalRen berechnen:

B0 = [ [xfepdsdy =S, )= [ [y sy,

EXY) = [ [y fx,y)dxdy = %, Kov(XY) = E(XY)— E(X)E(Y) = —%,

0

E(x°)= [ [ foopasdy =22, 5(v)= [ [ fe pedy = 2L

50’
) 2 6 2 2_ 3
Var(X)=E(X*) - (EX)) = g Var()=E (v*)—(EW) = 50’
Kov(X,Y) 1
vy KXY 1 5 1666...
Korr(X.Y) Var(X)Var(Y)

Empirisch ergibt sich mit den simulierten Daten der obigen Graphik der Vergleichswert
—0,1642...

Zu Kapitel 4:
Verteilungstabelle, vervollstandigt mit den Randverteilungen:
P(N=1i, M=) i
=1, M= :
P 1o 11 T2 [ pm=)
0 0,10,0]0,2 0,3
il 0,00,1]0,1 0,2
2 0,4/10,1|0,0 0,5
P(N =) 0510,2]0,3

Verteilung der Summe N+ M :

k 0 1 2 3 4

P(N+M=k)|01]00|0,2+0,140,4=0,7 | 0,1+0,1=0,2 | 0,0

Simulation:

Vorbereitung mit EXCEL:

AlB]JC

1 F] i
2| ol o] o
301 o] 2
4 {03 1] 1
5 04| 1] 2
6 |05 2| 0
7 (09| 2] 1
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11 Lésungshinweise zu den Aufgaben

EXCEL-Anweisung: [N]=SVERWEIS([Z];5AS$2:5CS$7;2)
[M]=SVERWEIS([Z];$SAS$2:5CS7;3)

Summenverteilung

0.8
07
0.6
0.8
0.4
0.2

0.2
pal I
o I ]

W empirisch
Otheoretisch

Zu Kapitel b:

Die Verteilungsfunktion erhalt man durch Integration, z.B. mit der Substitutionsregel z = l
y

(mit dy = —%dz): Fur x >0 ergibt sich

z
oay" e 1 |°C x®
F X)= —d = — = ,
( ) [(1+y)r:+1 y f n+1(1+1/z)(l+1 Y (Z_l_l)(wrl (Z+1)rx e (1+x)n

1/

oo fur O<u<l, dh.

wie angegeben. Die zugehorige Quantilfunktion lautet Q(u) = 1 U

diese Verteilung kann mittels der Inversionsmethode simuliert werden. Sie kann auch mittels
der Diskretisierungsmethode simuliert werden.

Zu Kapitel 6:

Fur die Kovarianz zwischen X und Y gilt zunachst
Kov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(e%"" ) - E(X)E(Y).

Nach Voraussetzung sind S und T bivariat normalverteilt, also ist S+ T ebenfalls normalver-
teilt mit den Parametern E(S+T) =y, + i, und Var(S+T) = o> + 0, +2p(S,T)o,0,. Damit
folgt nach Hinweis

1 1
E(e") = exp[ux + 1y +5(0§ +oy +2p(8,T)ayoy, )] E(X) = exp| uy +ch§],

E(Y)=-exp

Ly +%a§] und somit E(X)E(Y) = exp[ux + py +%(0')2< + o, )]

Monte Carlo Methoden 60



11 Lésungshinweise zu den Aufgaben

Fur die Kovarianz erhalt man also den Term Kov(X,Y) = E(X)E(Y)(e”(s’T)”X”Y —1), woraus mit

dem zweiten Teil des Hinweises fur die Korrelation der angegebene Ausdruck

2(X,Y) = Kov(X,Y) _ E(X)E(y)(ems,r)axay 71) ) (ep(s,mxay 71)
C WVarXyvar(y)  gx )E(Y)\/(e”i -1)(e -1 \/(e (e )
folgt.

Eine Simulation fiir (S,T) kann z.B. mit Hilfe der Box-Muller-Methode wie folgt durchgefihrt
werden:

S =-2In(U)cos(27V)

mit a = arccos(p(S,T)),
T =+-2In(U)cos(27V + «)

wobei U und V stochastisch unabhangige Standard-Zufallszahlen sind.

Die folgenden Graphiken zeigen jeweils Ausschnitte aus 10.000 simulierten Zufallspaaren
(S,T) und (X,Y), zusammen mit den theoretischen und aus der Simulation geschatzten
Korrelationen.

100

o(S,T)=—0,5 o(X,Y) = —0,15299723
5(S,T) = —0,49542375 H(X,Y) = —0,15305905
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11 Lésungshinweise zu den Aufgaben

5 X

p(S,T)=0 p(X,Y)=0
(S, T)=0,00812465 p(X,Y)=0,00834959

p(S,T)=0,75 p(X,Y) = 0,569902
5(S,T) = 0,7551609 H(X,Y)=0,63597631
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11 Lésungshinweise zu den Aufgaben

Zu Kapitel 7:
Die Dichte c der Copula C lasst sich durch partielles Ableiten gewinnen:
2

P
W)= 5o

Clu,v)=2(u+v—-2u),0<u,v<1.

Die Copula-Dichte ist daher nach oben durch den Wert ¢(0,1) = ¢(1,0) =2 = M beschrankt.

u

Graph der Copula-Dichte c(u,v)

Damit ist die Verwerfungsmethode zur Simulation prinzipiell geeignet. Die Erfolgsrate be-

tragt dabei aber nur r = ﬁ = % =0,5. Effizienter ist hier die Methode der bedingten Vertei-

lungen. Sei dazu (U,V) ein Zufallsvektor mit der gegebenen Copula C als Verteilungsfunk-

tion, d.h. mit der gemeinsamen Dichte f ., (u,v)=c(u,v),0<u,v<1. Wegen
1 1

fc(u,v)du:fc(u,v)dv:l stimmt dann c(u,v) mit der bedingten Dichte f,(u|V =v)
0 0

Uberein. Es folgt

E,(ulV=v)= z‘fU(WW =v)dw = ]‘c(w,v)dw = %C(u,v) =u*(1—2v)+ 2uv.

0

Die bedingte Quantilfunktion Q(u,v):=Q,(u|V =v) erhalt man durch Auflésen der Glei-
chung F,(W|V =v)=u, 0 <u <1 nach w mit dem einzig zuldssigen Ergebnis

u

Qu,v)=Q,(ulV=v)= ,0<u<l (0O<v<]).

B v—l—\/u(l—Zv)—i—v2
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11 Lésungshinweise zu den Aufgaben

oo

Graph der (bedingten) Quantilfunktion Q(u,v)

Eine Simulation von (U,V) kann dann wie folgt durchgefiihrt werden: Es bezeichne (S,T)
einen Zufallsvektor aus stochastisch unabhangigen Standardzufallszahlen. Dann st

(Q(S,T),T) eine Darstellung von (U,V). Die folgenden Graphiken zeigen je 10.000 Simula-

tionen nach der Verwerfungsmethode bzw. der Methode der bedingten Verteilungen.

Verwerfungsmethode Methode der bedingten Verteilungen
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11 Lésungshinweise zu den Aufgaben

Zu Kapitel 8:

Heuristische Vorgehensweise: konstruiere rekursiv fir n =1000

X, —X =AX +VA-t,-Z,, k=01-n-1

e
mit stochastisch unabhangigen standard-normalverteilten Zufallszahlen Z,,---,Z und dem
Anfangswert X, =0, mit ¢, =E far k=0,1,---,n—1. Die folgenden Graphiken zeigen vier
n

simulierte Pfade der Losung.
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11 Lésungshinweise zu den Aufgaben

Zu Kapitel 9:

Es bezeichne Q, die Quantilfunktion zu einem Risiko Z. Im konkreten Fall lognormalverteilter
Risiken kann die jeweilige Quantilfunktion in EXCEL dargestellt werden Uber die Anweisung
loginv.

Zur Simulation kann die Darstellung X =Q, ((Q(S,T),T)), Y=Q, (T) mit der bedingten

Quantilfunktion aus der Aufgabe zu Kapitel 7 herangezogen werden.

Der Value at Risk eines lognormalverteilten Risikos Z mit den Parametern p, und U§ ist ge-
geben durch VaR (Z) = exp(,u‘Z +0,07'(1— a)) mit der Verteilungsfunktion ® der Standard-

normalverteilung. Hier erhalt man speziell VaR (X)=27,836... und VaR (Y)=26,841...
Aus Simulationen vom Umfang 10.000 ergeben sich regelmalig Schatzwerte fir
VaR (X +7Y) von etwa 40, so dass — zumindest empirisch — ein Diversifikationseffekt nach-
weisbar ist.
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