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1. Vorbemerkung

Spétestens seit der Verleihung des Nobelpreises fiir Okonomie im Jahr 1997 an Myron Scholes und
Robert Merton ist die zusammen mit Fischer Black seit dem Anfang der 70er Jahre entwickelte
Theorie der mathematischen Bewertung von Finanzderivaten in aller Munde; hiervon zeugen auch
die mehr als drei Dutzend alein seit 1996 erschienenen Monographien und Handbiicher zu diesem
Thema (fir eine Auswahl vgl. [4], [6] bis [9], [11], [16] bis [19], [22], [25], [26]; s.a. [31], [36],
[39] bis [47], [49] bis [53], [55] bis [59], [65] bis [72], [74], [75]; vor 1996 vgl. [10] und [36] bis
[38]). Allein im Jahr 2002 erschienen davon Uber ein Dutzend neu! Die Bedeutung von derivativen
Finanzinstrumenten beschrénkt sich dabei inzwischen nicht nur auf den Finanzmarkt, sondern er-
langt vermehrt auch Bedeutung auf dem Versicherungs- (vgl. [24]), speziell dem Riickversiche-
rungsmarkt (Stichwort: Alternativer Risiko-Transfer, ART; vgl. [6], [54]), dem Zinsmarkt (vgl.
[27], [28], [32], [33], [37], [38], [41], [60Q], [62], [64], [65], [76]) und dem WEetter- und Energie-
markt (vgl. [5], [13], [15], [21]).

Der borsenmalige Handel mit Derivativen lasst sich historisch bis ins frihe 17. Jahrhundert zu-
rickverfolgen (Warenterminkontrakte beim Tulpenhandel in Holland, Reishandel in Japan); Fi-
nanzderivative (Aktienoptionen) wurden bereits Anfang des 19. Jahrhunderts an der London Stock
Exchange gehandelt. Der Beginn des modernen Handels mit Derivativen geht einher mit der Grin-
dung des Chicago Board of Trade (CBOT) im Jahr 1848, zundchst hauptsachlich fur diverse Wa-
rentermingeschéfte, spater auch fir Aktienoptionen. Borsen fur den reinen Finanzderivative-Handel
- speziell Wahrungsgeschéfte — existieren alerdings erst seit 1972 [Grindung des International
Money Market (IMM) als Unterabteilung des seit 1919 existierenden Chicago Mercantile Exchan-
ge (CME), Chicago Board Options Exchange (CBOE) seit 1973]. Zeitgleich erschien die erste
bahnbrechende Arbeit von Fischer Black und Myron Scholes mit dem Titel The pricing of options
and corporate liabilities in dem damals relativ unbedeutenden Journal of Political Economy, nach-
dem mehrere der filhrenden Fachzeitschriften im Bereich der Okonomie die Publikation abgelehnt
hatten, was moglicherweise dem mathematisch anspruchsvollen, aber 6konomisch schwer direkt
zuganglichen Inhalt zuzuschreiben war. Erst im Jahr 1979 wurde von J.C. Cox, A. Ross und M.
Rubinstein ein aternativer Ansatz publiziert, der auf kombinatorischen Argumenten beruhte und
vor allem sehr gut dazu geeignet war, den 6konomisch einfach zu fassenden Begriff der Arbitrage-
freiheit eines Marktes in verstandlicher Form zu mathematisieren. Der Durchbruch wurde schlief3-
lich mit Arbeiten von J.M. Harrison, D.M. Kreps und S.R. Pliska Anfang der 80er Jahre erzielt, in
denen die Martingaltheorie und die Methoden der Stochastischen Analysis zusammen mit Metho-
den der Funktionalanalysis als fundamentale Bausteine in die Preistheorie von Derivativen einge-
fahrt wurden, die heute als Standard gelten und die Grundlage aller modernen Publikationen zu
diesem Thema bilden.

Dieser Text orientiert sich im Wesentlichen an dem zeitdiskreten Modell von Cox, Ross und Ru-
binstein, wobel zunédchst die Erlauterung der eher dkonomischen Aspekte (Arbitrage, Hebelwir-
kung, Kombinationen von Optionsgeschéften) im Vordergrund steht. Die Darstellung folgt in Tei-
len den Monographien von BINGHAM UND KIESEL [8], ETHERIDGE [11], LAMBERTON UND LAPEYRE
[17] und STEINER UND UHLIR [25]; vgl. auch KREMER [17]. Eine elementare Einfluhrung in das Ge-
biet, insbesondere unter markttechnischen Aspekten, gibt REUTERS [23]; Anregungen speziell fur
die Schule findet man in ADELMEYER [1], ADELMEYER UND WARMUTH [2] und PreIFER [20].



2. Optionen und Arbitrage

Unter dem Sammelbegriff Derivativ versteht man einen Finanzkontrakt zwischen einem oder meh-
reren Beteiligten, der vom zukiinftigen Wert eines Wirtschaftsguts abgeleitet ist. Spezielle Derivati-
ve sind:

e Forwards und Futures
e Optionen
e Swaps.

Bei einem Forward verpflichtet sich der Verkéufer eines bestimmten Wirtschaftsguts gegentiber
dem Kaufer zur Lieferung einer festgelegten Menge zu einem festgelegten Zeitpunkt. Der Ver-
kaufspreis kann dabei im vorhinein oder erst zum Zeitpunkt der Lieferung festgelegt werden. Sol-
che Vertrége kdnnen unmittelbar zwischen juristischen Personen abgeschlossen werden, sind i.a.
nicht standardisiert und muissen auch nicht notwendig an Borsen gehandelt werden. Im Gegensatz
dazu ist ein Future ein standardisierter, borsenmal3ig gehandelter Forward, der durch ein sog. Clea-
ring House als Vermittler zwischen Verkaufer und Kaufer abgewickelt wird; Handelskonditionen
(z.B. Preise) werden verdffentlicht.

Unter einer Option versteht man das Recht, eine bestimmte Menge eines bestimmten Wirtschafts-
guts zu einem im voraus festgesetzten Preis (engl. Exercise Price) zu kaufen (Call-Option) oder zu
verkaufen (Put-Option). Darf das Recht innerhalb einer bestimmten Frist ausgelibt werden, spricht
man von einer Amerikanischen Option; ist die Austibung des Rechts auf einen bestimmten Zeit-
punkt beschrankt, spricht man von einer Europaischen Option.

Die Ausiibung der Option hangt i.a. davon ab, wie sich der Preis des Wirtschaftsguts z.B. an der
Borse entwickelt; im Fall einer Call-Option wird man diese verniinftigerweise etwa nur dann aus-
Uben, wenn der Borsenpreis des Wirtschaftsguts tiber dem vereinbarten Kaufpreis liegt, so dass
sich durch die entstehende Preisdifferenz ein Vorteil fir den Inhaber der Option ergibt. Liegt der
Borsenpreis dagegen unter dem vereinbarten Kaufpreis, wird man die Option sinnvollerweise nicht
ausiiben, da man das betreffende Wirtschaftsgut in diesem Fall billiger direkt an der Borse erwer-
ben kann. Daneben gibt es eine Reihe weiterer Options-Typen, die als Exotische Optionen bezeich-
net werden, bei denen die Auslibung des Rechts vom Verlauf der Handel spreise abhangt.

Unter einem Swap versteht man einen Vertrag, bel dem der simultane Kauf und Verkauf &hnlicher
Wirtschaftsguter oder Forderungen von gleichem Finanzvolumen zu einem festgelegten Zeitpunkt
vereinbart wird. Gangige Swaps sind Zins-Swaps, die sich auf zukinftige Zahlungen (z.B. Kredit-
vergabe / Schuldenaufnahme) zwischen den Beteiligten — i.a. mit unterschiedlichen Zinssatzen -
beziehen; Wahrungs-Swaps bezeichnen Swaps, bei denen unterschiedliche Wahrungen zu zukinf-
tigen Zeitpunkten gewechselt werden.

In diesem Text werden wir ausschlief3dlich Optionen vom Européischen Typ behandeln; in den Bei-
spielen beziehen wir uns dabei meist auf Aktienmérkte. Gebiihren oder andere Transaktionskosten
werden hier aus Vereinfachungsgriinden nicht betrachtet.

Die folgenden Bezeichnungen sind wesentlich:

T: Laufzeit; Verfalltag (engl. Time)
X : Ausilibungspreis, Basispreis (engl. eXercise Price)
S,: Preisdes Wirtschaftsguts (Kurswert) zur Zeit t €[0,T] (engl. Stock Price [bei Aktien])

i : (risikoloser) Zinssatz (engl. Interest Rate)



Wie schon oben erlautert, hangt die sinnvolle Austibung des mit dem Erwerb der Option verbunde-
nen Rechts zur Zeit T von dem Verhaltnis des Kurswerts zur Zeit T zum Auslbungspreis X ab:

Call-Option: St > X Option ausiiben

S <X: Option nicht auslben
Put-Option: S; < X: Option ausiiben

St >X: Option nicht ausiben

Das wesentliche Ziel besteht nun darin, den "richtigen” Preis C, der Call-Option bzw. R, der Put-

Option zur Zeit 0, aso zum Zeitpunkt des Erwerbs bzw. Verkaufs des entsprechenden Rechts, zu
bestimmen. Dazu betrachten wir zunéchst den Preis (Wert) der Option zum Verfalltag T. Da zu
diesem Zeitpunkt der Kurswert des Wirtschaftsguts bekannt ist und aus dem Erwerb der Option
keine Vorteile zur Zeit T abgeleitet werden sollen, ergibt sich fir die entsprechenden Preise (Werte)
C; bzw. By :

Cr =max{S; — X;0}=(S; —X)" (Positivteil)
P =max{X —S;;0}=(X —S;)"

Ist beispielsweise im Fall der Call-Option auf eine Aktie S; > X, so kann der Inhaber der Option
vom Stillhalter (d.h. dem Verkéufer der Option) die Lieferung einer Aktie zum Preis X verlangen
und diese zeitgleich an der Borse zum hoéheren Preis S; > X verkaufen; sein Gewinn betragt somit

gerade S; — X = C;, also den Wert der Option zur Zeit T.

Aus obigem ergibt sich unmittelbar noch die folgende Beziehung zwischen Call- und Put-Preis.

C; — B =S; — X (Put-Call - Parity - Relation)

Im folgenden betrachten wir zunéchst das sog. Zwei-Stufen-Ein-Perioden-Modell, d.h. wir gehen
davon aus, dass der anfangliche Kurswert S, der Aktie bis zum Verfalltag T entweder auf den Wert

S{ > S, steigt oder auf den Wert Sy < S, falt, wobei wir noch S; < X < S voraussetzen wol-
len. Die Wahrscheinlichkeit eines Kursanstiegs sei p € (0,2);
entsprechend ist 1— p die Wahrscheinlichkeit fir einen
Kursverfall. Das folgende Beispiel ist dem Artikel von Eber-
lein [11] entnommen. Hier betragt der Anfangskurs der Aktie
€ 100, mit Wahrscheinlichkeit 0.4 steigt er auf den Wert
€ 130 bzw. féllt mit Wahrscheinlichkeit 0.6 auf den Wert
€ 80. Der Austibungspreis betrage € 110, der Zinssatz fur die
5, 7=80 betrachtete Periode betrage 5%. Welchen Preis C, sollte der

Kéaufer einer entsprechenden Call-Option bezahlen?

S,*=130

S,=100

1-p=0.6

Betrachten wir zunéchst die moglichen Werte C{ und C; der Call-Option zum Verfalltag. Diese
konnen as Werte der Zufallsvariablen C; aufgefald werden. Im Beispiel gilt offenbar

C{ =130-110= 20 und C; =0. Wenn man diese Werte auf den Zeitpunkt O beziehen maochte,
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muss man sie allerdings noch diskontieren, d.h. mit dem sog. Diskontfaktor v=1/(1+1) multipli-

zieren; man erhdlt also v-C; = 20/1.05=19,05 (€) und v-C; =0 (€). Man kann nun die obige
Situation als ein Spiel auffassen, in dem der Kéufer der Option gegen den "Markt" spielt. Der Opti-
onspreis entspricht dann dem Einsatz fir ein "faires’ Spiel. Es gibt hier alerdings (mindestens)
zwel Moglichkeiten, "Fairness' zu definieren:

1. Variante eines fairen Spiels: Der Kaufer sollte im Durchschnitt weder Gewinn noch Verlust er-
zielen, wenn er ausschliefdlich mit Optionen handelt; demnach ist der Erwartungswert

Co=E(v-C;)=p-v-Cff =0.4x19,05=7,62

der "richtige” Optionspreis. Die Betonung bel dieser Betrachtungsweise liegt dabel auf dem Wort
ausschliellich; tatséchlich lasst sich ndmlich leicht zeigen, dass ein geschickter Kaufer, der nicht
nur mit Optionen, sondern auch mit Aktien (und Geld) handelt, mit dem obigen Options-Preis in
jedem Fall einen Gewinn erzielen kann, unabhangig davon, in welche Richtung sich der Aktienkurs
entwickelt! Die folgende Tabelle zeigt, wie dies hier zu bewerkstelligen ist:

t=0 t=T
Aktion K ontobewegung S >X S; <X
Leerverkauf 2 Aktien +200,00 —260,00 -160,00
Kauf 5 Call-Optionen -38,10 +100,00 0,00
Kredit vergeben -161,90 +170,00 +170,00
Saldo 0,00 +10,00 +10,00

Erlauterung: Bel einem sog. Leerverkauf zum Zeitpunkt O leiht sich der Veréulierer z.B. von einer
Bank Aktien gegen die Hinterlegung einer Sicherheit mit der Vereinbarung, entsprechend viele
Aktien dieses Typs zu dem spéteren Zeitpunkt T zurtickgeben; der Verkauf erfolgt aso zum Zeit-
punkt 0, zu dem dann gultigen Preis [hier: € 100]. Unser hypothetischer Options-Ké&ufer erzielt also
zum Zeitpunkt O eine Einnahme von € 200 fur zwel leerverkaufte Aktien, von denen er erst zum
Zeitpunkt T selbst zwei auf dem Markt erwirbt, um sie dann vereinbarungsgemald der Bank zuriick-
zugeben. (In der Praxis fallen fur solche Leerverk&ufe Gebihren an, die wir in unserem Modell
alerdings nicht berticksichtigen wollen.) Je nach Kursentwicklung wird sein Konto also zur Zeit T
mit einem Betrag von € 260 [steigender Kurs] bzw. € 160 [fallender Kurs] belastet. Da die funf im
Gegenzug erworbenen Call-Optionen aber nur € 38,10 kosten, hat er zur Zeit 0 ein Guthaben von €
161,90, welches er zu einem Zinssatz von 5% ausleiht und zum Zeitpunkt T einschliefdich Zinsen
im Gesamtwert von € 170 zurlckerhdt. Zum Zeitpunkt O ist sein Konto also mit Wert 0 ausgegli-
chen.

Die beiden rechten Spalten der Tabelle zeigen die Kontoentwicklung zum Zeitpunkt T. Im Fall ei-
ner Kurssteigerung wird unser Kéufer sinngeméald das Kaufrecht aus den funf erworbenen Call-
Optionen ausiiben; d.h. er erwirbt 5 Aktien zum vereinbarten Auslbungspreis von € 110 und ver-
kauft sie sofort an der Borse zum aktuellen Kurs von € 130, woraus ein Netto-Gewinn von
€ 5x20=100 resultiert. Im Fall eines sinkenden Kurses sind die Optionen naturlich wertlos.

Offensichtlich kann unser Options-K&ufer unabhangig von der tatséchlichen Kursentwicklung also
in jedem Fall einen Netto-Gewinn von € 10 realisieren! Man spricht in einem solchen Fall auch von
einer sog. Arbitrage-Mdglichkeit, d.h. der Mdglichkeit, ohne eigenen finanziellen Aufwand mit
positiver Wahrscheinlichkeit ein positives Ergebnis zu erzielen.
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2.Variante eines fairen Spiels: Der Kaufer sollte im Durchschnitt weder Gewinn noch Verlust erzie-

len, wenn er mit Optionen, Aktien und Geld handelt. Dazu betrachten wir zunéchst eine Situation
mit einem hoheren Optionspreis als dem oben angegebenen, etwa C, =12. Die folgende Tabelle

zeigt, dass auch dann eine sichere Arbitrage-M6glichkeit existiert:

t=0 t=T
Aktion K ontobewegung S{>X Sy <X
Kauf 2 Aktien —200,00 +260,00 +160,00
Verkauf 5 Call-Optionen +60,00 -100,00 0,00
Kredit aufnehmen +140,00 -147,00 —147,00
Saldo 0,00 +13,00 +13,00

Um solche Arbitrage-Méglichkeiten auszuschlief3en, wollen wir nun einen allgemeineren Ansatz
betrachten. Aus Grinden, die spéter deutlicher werden, setzen wir dazu noch voraus, dass

S{ >rS, gilt, d.h. es muss theoretisch mdglich sein, am Aktienmarkt eine hthere Rendite al's auf
dem Geldmarkt — mit dem "risikolosen" Zinsi —zu erzielen.

t=0 t=T
Aktion K ontobewegung S{ > X S; <X
Leerverkauf n Aktien +n S, —nS; —nS;
Kauf m Call-Optionen —mGCy m(ST+ - X) 0,00
Kredit vergeben —(nSg—mCy) r(nSo—mGCy) r(nSo—mCy)
Saldo 0,00 0,00 0,00

Dabel ist r=1+1 der Zinsfaktor fur die betrachtete Periode T. Aus den beiden rechten Spalten
ergibt sich nun die Gleichung

4w$+m@$—xkym$y

so dass das Verhdltnis h=n/m (sog. Hedge Ratio, vgl. Abschnitt 3) eindeutig bestimmt ist zu

und als Losung fur den Call-Preis zur Zeit O folgt

b Si=X

_ &G -C

ST —S; S-S

Co=h(So—vSr).




Dasselbe Resultat hdtte man — aus Symmetriegriinden — tbrigens auch erhalten, wenn in der letzten
Tabelle mit Aktienkauf / Optionsverkauf / Kreditaufnahme statt Aktien(leer)verkauf / Optionskauf /
Kreditaufnahme gerechnet worden waére.

Im obigen Beispiel ergibt sich demnach h = (130 — 110)/(130 — 80) = 20/50 = 0.4 und

Cy = 0.4x(100 — 80/1.05) =9,52. Die Hedge Ratio gibt dabei gerade das "richtige" Verhaltnis
von gehandelten Aktien zu Optionen an, hier also ein Verhédltnisvon 0.4 = 2:5.

Es bleibt noch zu zeigen, dass mit dem so ermittelten Call-Preis auch durch andere Aktien / Opti-

onskombinationen keine Arbitrage erzielt werden kann. Dazu betrachten wir den Fall, dass die bei-

den Saldi zur Zeit t =T nicht-negativ sind, was zu dem folgenden Ungleichungssystem fihrt:
-nS; +m(8{f —X)+r(n80—mC0)2O

—nS; +r(nSy—mCqy)>0 bzw.

m(S{f—X —rCO)zn(Si—rSo)

erogn(rSO—S{):nr(So—vST‘): nrhCOI

Durch weitere Umformung erh@lt man:
S =X —rCo=8{ =X —h(rSy—S; ) =h(S{ =S |—h(rsy—Sr |=h(sy —rs,)

und damit nach Kirzen die Ungleichungskette mh <n <mh, also mh =n und damit das urspriing-
liche Gleichungssystem, in dem alle Saldi Null betragen. Man beachte dabel, dass hierfir die obige
Voraussetzung S; >r S, wesentlichist!

I nteressanterweise hangt der Call-Preis C, nach der letzten Formel gar nicht mehr von der Wahr-
scheinlichkeit p eines Kursanstiegs ab! Trotzdem kann man diesen Call-Preis immer noch als Er-
wartungswert interpretieren, wenn man die "richtige” Wahrscheinlichkeit p* fir einen Kursanstieg
entsprechend bestimmt, d.h. man betrachtet die Gleichung

Co= h(So—vST‘): pvC{
mit

X So—VvSt  rSy—S¢
p = h =
vC{ S{ —S¢
as Losung. Nach der Voraussetzung S; >r S, ist dabel p* <1, nach der Voraussetzung Sy < S,
ferner auch p* >0, d.h. p* ist damit tatséchlich eine Wahrscheinlichkeit. Man beachte, dass fur
die letzte Ungleichung auch noch die schwéachere Bedingung S; < r S, ausgereicht hétte.
Ist umgekehrt rS; ¢ (ST‘ St ) so bestehen immer ,einfache® Arbitragemoglichkeiten: bel

rSo <S; kaufe man etwa Aktien auf Kredit (dann verliert man zur Zeit T nichts bei fallendem



Kurs, redlisiert aber bei steigenden Kurs einen positiven Gewinn in Héhe von S; —r S, je Aktie),
bei rS,>S; verkaufe man etwa Aktien leer (dann verliert man zur Zeit T nichts bei steigendem
Kurs, realisiert aber bei fallendem Kurs einen positiven Gewinn in Hohe von r Sy —S; je Aktie).

Die Voraussetzung Sy <rS, < S; ist aso nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig fur die
Existenz eines arbitragefreien Call-Preises in unserem Modell.

Im obigen Beispiel ergibt sich p* = (105 - 80)/(130 - 80) = 25/50=0.5, d.h. wirde die
Wahrscheinlichkeit fur einen Kursanstieg gerade 0.5 betragen, ware C, nach der obigen allgemei-
nen Formel genau der Erwartungswert nach "Variante 1".

Diese Betrachtungsweise ist charakteristisch fur die gesamte Stochastische Finanzmathematik, d.h.
es kommt bei der Bewertung von Derivativen (Optionen) nicht auf die tatsachlichen Wahrschein-
lichkeiten p von Kursveranderungen, sondern allein auf die rechnerisch aquivalenten Wahrschein-

lichkeiten p*an, unter denen die Optionspreise nach dem Erwartungswert-Prinzip Arbitrage-
Maoglichkeiten ausschlielRen.

Entsprechende Uberlegungen lassen sich natiirlich auch fur Put-Optionen anstellen. Die folgende
Tabelle zeigt die analoge Rechnung gleich im allgemeinen Rahmen (wieder unter der V orausset-

zung Sy <rSy<S{):

t=0 t=T
Aktion K ontobewegung S§ > X S; <X
Kauf n Aktien —NS, +nS{ +nSy
Kauf m Put-Optionen -mP, 0,00 m(X _ ST—)
Kredit aufnehmen NSo+mky —r(nSo+mPpy) —r(nSe+mFy)
Saldo 0,00 0,00 0,00

mit der modifizierten Hedge Ratio
heo N _ X-St B —PR

= =1-h
m  S;-—S;

Sy —Sr

far Put-Optionen und dem Put-Preis
Py =h"(vS{ —So).

Im obigen Beispiel erhdlt man also h* = 0.6 und P, = 0.6x (130/1.05—100) = 14, 29.

Auch hier lasst sich mit einer analogen Rechnung wie oben leicht zeigen, dass fUr den so ermittel-
ten Put-Preis auch durch andere Kombinationen von Aktien und Optionen keine Arbitragemdglich-
keit ergibt.




Far die Put-Call-Parity-Relation zur Zeit O ergibt sich hieraus nebenbei noch die Beziehung
Co— Py =Sy —VX, die zusammen mit der anfénglichen Put-Call-Parity-Relation auch geschrieben
werden kann als

C—R=8-v""TX, te{0T}.

Diese Formel ist auch in allgemeineren Modellen der Optionspreis-Theorie gultig [d.h. auch fir
andere Werte von t im Bereich (0,T) ]; alerdings kénnen wir den Nachweis daftr an dieser Stelle

nicht fuhren.

3. Hedging

In der betriebswirtschaftlichen Praxis werden derivative Finanzinstrumente in der Regel weniger zu
spekulativen, sondern haufiger zu werterhaltenden Zwecken eingesetzt. Man spricht dann auch von
einem Hedging des zugrundeliegenden Portfolios (engl. to hedge (against s.th.): (sich gegen etwas)
absichern). Das folgende Beispiel zeigt, wie man einen Bestand von Aktien mit Hilfe von Call-
Optionen nicht nur gegen Kursschwankungen absichern, sondern zugleich auch den Wert wie bel
Verzinsung mit dem risikolosen Zinssatz i steigern kann. Zugrunde liegt hierbei wieder die Aus-
gangssituation des Abschnitts 2, insbesondere der arbitragefreie Call-Preis C,,. Eswird dabei ange-

nommen, dass man zur Zeit 0 im Besitz von 40 Aktien zum Kurswert € 100,- je Aktieist.

t=0 t=T
Aktion Konto S{ > X S; <X
Besitz 40 Aktien +4000,00 +5200,00 +3200,00
Verkauf 100 Call-Optionen +952,38 —2000,00 0,00
Kredit vergeben —952,38 +1000,00 +1000,00
Saldo +4000,00 +4200,00 +4200,00

Die Anzahl der verkauften Call-Optionen richtet sich dabei wie zuvor nach der Hedge Ratio, hier
also 40:100 = 2:5 = h. Im Unterschied zu friher wird der Anfangssaldo dabei aber nicht zu Null
gemacht, sondern entspricht dem anfanglichen Wert der gehaltenen Aktien. Dies bedeutet, dass
lediglich der durch den Verkauf der Call-Optionen erzielte Gewinn auf dem Kapitalmarkt zum risi-
kolosen Zinssatz i angelegt wird. Das obige Rechenbeispiel zeigt, dass sowohl im Fall des Kursan-
stiegs als auch in der Situation eines Kursverfals der resultierende Saldo um 5% Uber dem An-
fangssaldo liegt, der Portfoliowert also insgesamt entsprechend dem risikolosen Zins angestiegen
ist. Die nachfolgende allgemeine Rechnung zeigt, dass dies grundsétzlich so ist, wenn das Verhalt-
nisn : m von gehaltenen Aktien zu verkauften Call-Optionen der Hedge Ratio h entspricht.

Ahnlich wie in Abschnitt 2 143t sich dabei zeigen, dass dies zugleich die optimale Mischung von

Aktien zu Optionen ist, d.h. durch keine andere Stlickzahl-Kombination lasst sich ein gleichméaldig
besserer Saldo — unabhangig von der Kursentwicklung — erzielen.
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t=0 t=T
Aktion Konto S{ > X Sy <X
Besitz n Aktien +n S, +nS{ +nSy
Verkauf m Call-Optionen +mC, ~m(s; - X 0,00
Kredit vergeben -mGC, +rmC, +rmC,
Saldo +nS, +rns, +rnsS,

Wir missen die zum Zeitpunkt t = T angegebenen resultierenden Saldi noch durch Rechnung nach-
prifen. Wir benutzen dazu die friher hergeleiteten Formeln

Sf—-X Cf-Ct
h: et
S-S  S{-S¢

und  Co=h(S;—vSy).

Damit erhalten wir im Falle eines Kursanstiegs
NS —m(Sf — X )+rmCo=n8{ —n(S{ —Sr )+ mh(rs;— Sy
=nS; —n(S; =7 )+n(rs,— Sy | =mS,
sowie
NSy +rmCqy = NSy +mh(rSy— Sy | =nS; +n(rS;— Sy ) =ms,
in der Situation eines Kursverfalls, wie behauptet.

Naturlich ist ein Hedging analog auch mit Put-Optionen mdglich. Die folgende Tabelle zeigt, wie
in diesem Fall vorzugehen ist:

t=0 t=T
Aktion Konto S{ > X S; <X
Besitz n Aktien +n S, +nS; +nS;
Kauf m Put-Optionen ~mP, 0,00 m(X —Sr)
Kredit aufnehmen +mFy —rmk, —rmk,
Saldo +nS, +rns, +rnsS,
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Hierbei ist fir das Verhdltnis n : m natirlich entsprechend die Hedge Ratio h* =1—h fir Put-
Optionen anzuwenden. Mit den Formeln

e X =S¢
S§ -5t

_B R und
S;—S;

Ry=h"(vS{ —S)

erhalten wir fir die resultierenden Saldi im Falle eines Kursanstiegs analog
nS; —rmPy=nS; —mh* (ST+ - rSO): ns; —n(ST+ - rSO): ms,
sowie

nS{+m(X—S{)—rmPO:nST*+n(ST+—S{)—mh(ST+—rSO)

:nST‘+n<ST+—ST‘)—n(ST+—rSO):rnSO

in der Situation eines Kursverfalls.

+ _ —
Bemerkung: Man kann zeigen, dass die Hedge-Ratio-Formeln h :% fur Call-Optionen
T 9T
+ _ —
bzw. h* :I;—PT_ fir Put-Optionen auch dann richtig bleiben, wenn der Ausiibungspreis X
T — T

nicht zwischen S; und S liegt.

4. Die Hebelwirkung von Optionen

In diesem Abschnitt wollen wir — bei gleichem Kapitaleinsatz — die Auswirkungen reiner Options-
geschéfte gegenuiber reinen Aktiengeschéften betrachten. Die Zahlen gehandelter Aktien n und ge-
handelter Optionen m seien also so gewahlt, dass der Kapitalaufwand K = nS; = mC, stets
gleich hoch ist. (Die Anzahlen n und m haben hier also eine andere Bedeutung als in den vorange-
gangenen Abschnitten.)

t=0 t=T
Aktion K ontobewegung 7> X S; <X
Kauf n Aktien —NS, +nS; +nS;
Kredit aufnehmen +nS, —rnS, —rns,
Saldo 0,00 n(Si —rSo) —n(rso—Sr )

reines Aktiengeschéaft
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t=0 t=T
Aktion K ontobewegung S{>X Sy <X
Kauf m Call-Optionen —mC, m(ST+ — X) 0,00
Kredit aufnehmen +mC —rmGC, —rmGC,
Sado 0,00 m(ST*—x —rco) —rmGC
reines Optionsgeschéft

Setzt man die oben hergeleitete Optionspreis-Formel Cy =h (So —VvS; ) in die Ergebnisse der un-
teren Zeile der letzten Tabelle ein, so ergibt sich:

—rmCO:—rmh<SO—vST):—mh(rSO—ST):—mThxn<rSO—ST)

m(S = X ~rCo)=m(s; — X —h[rso—s;]):mThxn(s¢—rso),

d.h. die Saldi aus reinem Aktiengeschaft und reinem Optionsgeschéaft unterscheiden sich aufgrund

der Beziehung nS, = mC,, aso m_3 genau um den Faktor

n Gy
g St g
n rSo—St

Dies bedeutet:

e Bea gleichem Kapitaleinsatz sind Gewinne bzw. Verluste aus einem reinen Optionsgeschaft
gegentber einem reinen Aktiengeschaft um den Faktor 7 > 1 grofier.

e Bea gleichem Kapitaleinsatz werden im Fall positiver Gewinne bei einem reinen Optionsge-
schaft mehr Aktien bewegt als bei einem reinen Aktiengeschéft, und zwar genau m/n=r/h
mal so viele.

e DieRendite R} aus einem Optionsgeschéft ist im Fall positiver Gewinne entsprechend gréRer

asdie Rendite R} bei einem reinen Aktiengeschaft (Hebelwirkung oder Leverage-Effekt). Die
Renditen lassen sich dabei darstellen als:

+ - + + Q-
Rg = St X =Co ST =X 4 ﬁ—l (Optionsgeschéft)
+ +
Ry = St =SSt —1<RJ (Aktiengeschéft).
So So
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Fur die Negativ-Renditen im Fall von Verlusten folgt entsprechend:

Ry = O;CO =1 (Optionsgeschaft; Totalverlust)
0
Ry = St =SSt g Ro (Aktiengeschéft).
S S
0 0

Im Anfangsbeispiel gilt etwa

80 80
T 1.9 40
T 10580 25
T4, 130-80 210 .
h 130-110 20
re 130711010 2010v_20r10 11,0
10v 10v 10 10

gr 130100 30

100 100
R; — —1— —100%
R 801000 o

100 100

Legt man im Modell wieder die aquivalenten Wahrscheinlichkeiten p* statt p zugrunde, so ergibt

sich auRerdem noch fir den Gewinn bzw. Verlust G bei Handel mit n Aktien bzw. m Cal-
Optionen:

E*(G)=n|p" (S —1So)—(L-p")(rSo—Sr )| =n|p*(S¢ ~Sr )+ S/ ~rS|=0,

d.h. unter p* ist der Aktien- bzw. Optionshandel bezliglich des Gewinns im Mittel ausgeglichen,

was noch einmal die Motivation flr die Variante 2 des fairen Spiels aus einer anderen Sicht unter-
streicht.

Die Hebelwirkung von Optionsgeschéften l&sst sich besonders gut veranschaulichen, wenn man
derivative Finanzinstrumente zu Spekulationszwecken einsetzt, d.h. wenn man davon ausgeht, dass

der Aktienkurs zur Zeit T nicht nur den Endstand S;” oder Sy annehmen, sondern einen beliebi-

gen, nicht-negativen Wert erreichen kann.
Die folgende Graphik zeigt fur diesen Fall die Hebelwirkung von Optionsgeschéften fir die im
obigen Beispiel genannten Konditionen.
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20000
16000
160004
140004
12000
10000
8000
6000
40004
20004

-2000
-4000
6000
-50004
-100004

Gewinn / Verlust aus Optionen (dicke Linie) und aus Aktien (diinne Linie) als Funktion des
Kurswerts S;; C, =9,52, X =110, K =10000, i =5%; n =100, m=1050

Die Gleichungen der beiden Geraden fur die Gewinne G, aus Aktien und G, aus Optionen im
Bereich S; > X =110 sind in diessm Modell gegeben durch

Ga = N(Sy —rSy)=100S; —10500

G = m[(sT —Xx)" - rco} —1050(S; —110)—10500 =10508; —126000;

die zugehtrigen Steigungen betragen also n=100 [fur das Aktiengeschadft] bzw. m=nr/h
=1050 [fur das Optionsgeschéft]. Der Break-Even-Point Sy ergibt sich in diesem Modell zu

5y =X _ Txh:121,58,

d.h. das Optionsgeschéft "lohnt" sich erst dann, wenn der Aktienkurs zur Zeit T lber den Wert
Sg =121,58 steigt. Die Gewinnzone wird dabei beim Aktiengeschéft bereits beim Kurs von

St =r Sy =105 erreicht, beim Optionsgeschaft dagegen erst beim Kursvon S; = X +r Cy =120.

Fir Kurswerte unter dem Austibungspreis spricht man auch davon, die Call-Option sai "aus dem
Geld" (engl.: out of the money), fir Kurswerte Gber dem Ausilibungspreis nennt man die Call-
Option "im Geld" (engl.: in the money); sind Kurswert und Ausibungspreis identisch, heif die
Call-Option "am Geld" (engl.: at the money).

Ein Diagramm der obigen Art, in welchem Gewinne und Verluste eines Porfolios in Abhangigkeit
vom aktuellen Kurs der Aktie dargestellt werden, heildt auch Pay-off-Diagramm.
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5. Kombinationen von Optionsgeschaften

In diesem Abschnitt wollen wir den "spekulativen” Aspekt von Optionsgeschéften ein wenig weiter
vertiefen, indem wir die Auswirkungen bestimmter Kombinationen, die in der Praxis haufig anzu-
treffen sind, untersuchen, wie z.B. gleichzeitiger Kauf und Verkauf gewisser Optionen. Ausgangs-
punkt unserer Rechnungen ist dabei wieder das obige Beispiel von Eberlein, d.h. bel der Berech-
nung der Optionspreise gehen wir von der Annahme aus, dass die zukinftigen Kurse nur zwei Wer-
te annehmen konnen; wir untersuchen allerdings die Auswirkungen der getétigten Geschéfte fir
eine wesentlich grof3ere Bandbreite moglicher zukunftiger Kurse.

Ein erster wichtiger Typ von Kombinationsgesch&ften ist der sog. "Spread”; darunter verstent man
den gleichzeitigen Kauf und Verkauf je einer Option desselben Typs zu unterschiedlichen Aus-
Ubungspreisen. Die Auswirkungen dieser Handels-Strategie bestehen im wesentlichen in einer Re-
duzierung des Verlustrisikos bei gleichem Kapitaleinsatz, allerdings werden die Gewinn-Chancen
damit ebenfalls geringer. Die folgenden beiden Pay-off-Diagramme zeigen die Gewinne bzw. Ver-
luste aus einem sog. Bull-Call-Spread und einem sog. Bear-Call-Spread als Funktion des Kurs-
werts zur Zeit T; im ersten Fall ist der Austibungspreis X, der gekauften Option niedriger als der

Austibungspreis X, der verkauften Option, im zweiten Fall ist es gerade umgekehrt. Mit Cy; und
Cy, seien dabei die zugehorigen Call-Preise bezeichnet, die sich aus dem oben hergeleiten Ansatz
[Arbitragefreiheit] ergeben.

Bull Call Spread Bear Call Spread
301 o0
201 10]
B0 90 100 120 30 140 150
101 0 ! ! t !

-30

0 , T " T T T 3 -10
g0 a0 o M 120 30 140 180
-107 -20

X, =100 X,=120; Cy; =14,28 Cy, = 4,76 X, =120 X,=100; Cy = 4,76 Cy, =14,28

In beiden Féllen betragen die absoluten Kosten |Cy, —Co,| = 9,52, d.h. die hier betrachteten Kom-

binationsgeschéfte sind genau so teuer wie ein Optionsgeschéaft mit nur einer gekauften Call-Option
zum Austibungspreisvon X =110; alerdings sind Verlust und Gewinn in beiden Féallen begrenzt

durch den Wert 10. Das Risiko bei dieser Art von Optionsgeschéft ist also relativ gering, alerdings
sind hier auch die Gewinnmoglichkeiten entsprechend niedrig. Die Entscheidung fir einen Bull-
oder Bear-Call-Spread hangt dabel entscheidend von der Erwartung an die zukinftige Kursent-
wicklung ab: geht man eher von steigenden Kursen aus, wird man sich sinnvollerweise fir einen
Bull-Call-Spread entscheiden, im umgekehrten Fall fiir einen Bear-Call-Spread. Ahnliche Darstel-
lungen ergeben sich, wenn man mit Put-Optionen arbeitet.
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Eine besonders geschickte Kombination von Optionsgeschéften besteht in dem Butterfly-Call-
Spread, bei dem zwei Call-Optionen zu unterschiedlichen Ausiibungspreisen X; < X, gekauft und
zwei weitere Call-Optionen zu einem dazwischenliegenden Ausiibungspreis X; mit X; < X5 < X,
verkauft werden. Theoretisch ist es damit mdglich, einen sicheren [nicht-negativen] Gewinn zu
erzielen! Das folgende Pay-off-Diagramm zeigt wieder den Verlauf des Gewinns in Abhangigkeit
vom Kurswert.

Butterfly Call Spread

90 1 110 0 30 140

-204

-301

401

X, =100 X, =120 X;=110; Cy; =14,28 Cy, = 4,76 Cpz = 9,52

Wie man sieht, erzielt der Butterfly-Call-Spread einen sicheren positiven Gewinn fur Kurse im Be-
reich von X; =100 bis X, =120, ohne einen Verlust fur alle Ubrigen Kurswerte zu realisieren!

Die ist Ubrigens kein Widerspruch zur oben geforderten Arbitragefreiheit, weil sich diese nur auf
die moglichen zukinftigen Kurse von 80 bzw. 130 bezieht, und man aus der Graphik bzw. der zu-
gehdrigen Rechnung deutlich erkennt, dass fur diese Kurse tatsachlich auch kein Gewinn realisier-
bar ist. [In der "wirklichen" Praxis scheitert dieses verlockende Geschéft allerdings an der Tatsache,
dass erstensi.a. Optionspreise nicht exakt nach unserer Theorie berechnet werden, und zweitens fir
solche Geschéfte Ublicherweise Transaktionskosten in Form von Gebiihren oder Provisionen anfal-
len.]

Ein dnlicher Effekt lasst sich durch den gleichzeitigen Kauf bzw. Verkauf einer Call- und einer
Put-Option zum selben Austibungspreis X erzielen (sog. Straddle). Im ersten Fall (Long Straddle)
erzielt man einen positiven Gewinn, wenn der Kurswert zur Zeit T stdrker vom Auslbungspreis
abweicht, im anderen Fall (Short Straddle), wenn der Kurswert nahe beim Auslibungspreis liegt.
Auch hier bestimmt also die Erwartung an die zukinftigen Kursschwankungen das Anlegerverhal-
ten.
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Long Straddle Short Straddle
304

201
207

: /\
104
/ 8 /@p//{ 1180\@ 13N 140 150
o wu\\% 11'0/”27/ Y RRRTY \
S -104
-10 \/

-207
201

-30+

Im betrachteten Beispiel liegt die Verlust- bzw. Gewinnzone im Bereich [85,135], mit maximalem
Verlust / Gewinn von Cy + Ry = 23,80 fur einen Kursvon S; = X =110.

Eine "Verflachung" der Spitzen erreicht man zusétzlich noch dadurch, dass die Call- und Put-
Option zu unterschiedlichen Ausiibungspreisen ge- bzw. verkauft werden (sog. Strangle). Im fol-
genden Beispiel betragt der Austibungspreis fur die Call-Option X; =100 und fir die Put-Option
X, =120. Man beachte, dass die Verlust- / Gewinnzone hier unverandert ist, wogegen der maxi-
male Verlust / Gewinn nur noch 15,00 betrégt, alerdings mit héheren absoluten Preisen von
Co1 + Py, =33,33.

Long Strangle Short Strangle
20

301
10
201
80 /80 10p7 7N 120 13\ 140 150
u B0 NgDAdt. 11p7 20 137 140 1an -]
-0
-304

-204

X, =100 X,=120; C, =14,28 P,, =19,04

Gelegentlich sind auch unsymmetrische Auszahlungen von Interesse. Dies kann man durch unter-
schiedliche Anzahlen ge- bzw. verkaufter Optionen realisieren (sog. Strip bzw. Strap). Die folgen-
den Diagramme zeigen den Gewinnverlauf fur die Long-Position im Fall von einer Call- und zwel
Put-Optionen (Strip) bzw. einer Put- und zwei Call-Optionen (Strap).
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Strip Strap
60

404
40+

204
204

EE 100 11 20
E\ 0
201

20

40

o

SN
V

X, =110, C,=9,52 P, =14,28

6. Ein allgemeines Derivate-Modell

Die Ausfuhrungen in den vorangehenden Abschnitten lassen sich wesentlich in einem einzigen
Ansatz mit "abstrakten" Derivaten vereinheitlichen. Darunter wollen wir hier eine (zunéchst belie-
bige) Funktion D des Aktienkurses (zur Zeit T) verstehen, mit den Bezeichnungen

Dy =D(S;) und Dy =D(S;).

Mit D, sei entsprechend der (Abitrage-freie) Preis zur Zeit O bezeichnet. Insbesondere Kombina-

tionen von Optionen wie Futures, Spreads, Straddles usw. kénnen mit diesem Ansatz als ein ein-
heitliches Derivat behandelt werden.

Die entsprechenden Uberlegungen zur Arbitrage-freien Preisfindung kénnen wir wieder im ge-
wohnten Rahmen mit einer Tabelle durchfiihren. Der Einfachheit halber formulieren wir das Akti-
engeschéft dabel formal als Kaufgeschéaft, wobei sowohl n als auch m beliebig (also positiv wie
negativ) gewahlt werden kdnnen; (Leer-)Verkaufe sind also in diesem Ansatz mit enthalten.

Wir stellen zunéchst die Gleichungen fur die Null-Saldi auf.

t=0 t=T
Aktion K ontobewegung Kursanstieg Kursabfall
Kauf n Aktien —N Sy nS; nSy
Verkauf m Derivate +m Dy —m Dy —m Dy
Kredit vergeben (nSqg—mDy) —r(nSy—mDy) —r(nSy;—mDy)
Saldo 0,00 0,00 0,00
Wir erhalten also
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nS;—mD; =nS; —mD; und damit n(S; —S;)=m(D; —D;),
woraus sich wie friher die (Derivat-spezifische) Hedge Ratio

S s
T T

ergibt. Aus der mittleren bzw, rechten Spalte erhalten wir nach Einsetzen weiter
NSt —mDy =r(nS;—mDy) bzw. vhySt —vDy =hySy — Dy,
also
Do = hpSo — (Vg S7™ =Dy | =vD{" +hg (So — V87 ).

Zum Nachweis, ob bzw. dass hierdurch ein Arbitrage-freier Preis D, fir das Derivat gegeben ist,
ersetzen wir in der Tabelle die Anzahl n der Aktien durch die Anzahl n4+6 mit 6 > 0 unter Beibe-

haltung der Menge m= hi (Eine andere Mengenaufteilung kann wegen des Null-Saldos in der
D

ersten Spalte immer durch Kiirzen bzw. Erweitern der Zahlen in dieser Spalte auf diesen Ansatz
reduziert werden.)

Wir erhalten damit folgende neue Tabelle:

t=0 t=T
Aktion K ontobewegung Kursanstieg Kursabfall
Kauf n+6 Aktien —(n=£6)S, (n£68)S{ (n£8)Sy
Verkauf m Derivate +m Dy —m Dy —mDy
Kredit vergeben (n+£8)Sg—mDy) | —r((n£68)Sg—mDy) | —r((n+£68)S;—mDy)
Saldo 0,00 +65( S 1S, +6( Sy —rS)

Eine Arbitrage-Moglichkeit ist hier genau dann ausgeschlossen, wenn die Differenzen S; —rS,
und S; —rS, unterschiedliches Vorzeichen besitzen, also wegen der nach Konvention sinnvollen
Annahme S; <'S,” genau dann, wenn

Sy <rSy< Sy

20



gilt, eine Bedingung, die uns auch schon friher begegnet ist. Fur die dquivalente Wahr-
scheinlichkeit p*, mit der der Arbitrage-freie Derivate-Preis D, aternativ als Erwartungswert-
Preis ausgedriickt werden kann, also als

D, =V[p'Dy +(1- p*)D; |=vD; + p'v(Dy —Dx),

erhat man entsprechend durch Vergleich mit dem obigen Ausdruck

o' = rhy SO+— VST, _ rS+0 — ST, ,
D —-D; S-S

also denselben, nur von der Aktienkursentwicklung abhangigen Ausdruck wie friher, géanzlich un-
abhangig vom Typ des Derivats! (Wegen der obigen Bedingung S; <rS, < S, dilt hier nattrlich
stetsp” € (0,1), d.h. der Erwartungswert-Preis existiert unter dieser Bedingung immer.)

Durch Spezialisierung erhélt man aus dem obigen Ansatz natlrlich sofort die bekannten Bewer-
tungsformeln u.a. fur Call, Put und Future zuriick (mit einem geeigneten Austbungspreis X zwi-

schen S; und S;):

D/ —D;
Derivat D | D; D; o =—-—T | Dy=VD; +h, (S, —vS;)
S, —S;
S —X )
Call-Option | S, — X 0 T = Mean (So —VSy )
S;—S;
. ) X —S-
Put-Option 0 X —S; “s5o ST; hey. (SO —VS; )
Future SF—X | S, =X 1 S, —VvX

Man beachte, dass im Gegensatz zur friheren Notation die Hedge Ratio h,, fir die Put-Option

hier negativ ist, was die unterschiedlichen Kauf-/Verkaufstrategien fir Call- und Put-Optionen be-
ricksichtigt.

Kombinationen von Derivaten DJ[i], i=1,---,m mit Gewichten «fi], i=1---,m lassen sich jetzt
in natdrlicher Weise als ein einziges Derivat vermdge

D :Zm:a[i] DJi]

auffassen, mit den entsprechenden Grof3en
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D = alil D/ il, D; = afil Oy il

Da die Arbitrage-freien Preise durch die vom Derivate-Typ unabhéngigen aquivalenten Wahr-

scheinlichkeiten p* = rsf;si ausgedrickt werden koénnen, folgt hieraus, dass der Arbitrage-freie

T Y7

Preis des neuen "abstrakten” Derivats D dargestellt werden kann als

D, =VD; + p'v(Df — Dy )= va:a[i] D;[i]+ p'v Zm:a[i] D/ [i] —Zm:a[i] D; [i]

_ Zm:oz[i][VD[i]T + pv(Dfil; - Dfil; )| = Zm:a[i]po[i],

d.h. as entsprechend gewichtete Summe der einzelnen Arbitrage-freien Preise! Dies zeigt, dass
Arbitrage-Situationen auch nicht durch geschicktes Kombinieren von Optionen erreicht werden
konnen, wenn jede einzelne Option mit dem "richtigen”, d.h. Arbitrage-freien Preis bewertet wird.
Dies gilt Ubrigens auch fur Kombinationen mit Aktien, da in unserem allgemeineren Ansatz die
Aktien selbst auch "Derivate" darstellen, namlich mit der Funktion D(S;) =S, und den "Arbitra-

ge-freien” Preisen

VS, + pV(S; —S; ) =vS; L

(e Te v(Sf =S )=S,,

wie erwartet. Die (Arbitrage-freien) Preise fur Spreads, Straddles usw. ergeben sich entsprechend
einfach durch gewichtete Summation der (Arbitrage-freien) Preise der einzelnen Bestandteile. Fir
den obigen Butterfly-Call-Spread D mit den Konditionen

X, =100 X, =120 X;=110; Cy; =14,28 Cy, = 4,76 Cpz = 9,52

ergibt sich deshalb auch der (Arbitrage-freie) Preis D, =C,, +C,, —2C, = 0, weil hier nach Kon-
struktion D; =D; =0 ist.

Ahnliche Uberlegungen lassen sich natiirlich auch fiir den Bereich des Hedgens von Portfolios mit
"abstrakten" Derivaten anstellen.

7. Das Cox-Ross-Rubinstein-Modell

In diesem Abschnitt wollen wir eine einfache Verallgemeinerung des obigen Modells auf mehrere
Handel sperioden betrachten. Dazu nehmen wir an, dass sich die Kurse Sy, St,S,r,...S,; Uber n

Perioden stets nur prozentual verandern, d.h. wir betrachten konstante Kursanderungsraten
st St

—-1>0, k =T _-1<0,
0 0

k*:
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wobel wieder Aufwartsbewegungen des Kurses durch "+" (mit Wahrscheinlichkeit p) und Ab-
wartshewegungen durch "—" (mit Wahrscheinlichkeit 1— p) gekennzeichnet seien. Beispielsweise

entsteht der Kurswert S = S,7" durch eine Aufwarts- und eine Abwértsbewegung des Kurses,

der Kurswert Sg"~ =Sz " =Sx " durch zwei Aufwérts- und eine Abwartsbewegung usw. Eine
Aufwartshewegung entspricht dabei der Multiplikation des aktuellen Kurswertes mit dem Faktor
(1+ k+)>l eine Abwartsbewegung einer Multiplikation mit dem Faktor (1+ k*)<1. Die fol-

gende Graphik verdeutlicht das Modell fur den Fall n=3.

.

.
/ p

Nimmt man an, dass die Auf- und Abwértsbewegungen der Kurse stochastisch unabhéngig vonein-
ander sind und bezeichnet N die Anzahl aler Aufwéartsbewegungen innerhalb der n Perioden (d.h.
n—N ist die Anzahl aller Abwartsbewegungen), so ist N binomialverteilt, und es ergibt sich sofort

Syr = (@W+k )V @+k )" Ns,
mit

P(N = k) :[E] (L= p)"*, k=0,..n.

Die aguivalente Wahrscheinlichkeit p*, unter der das (stufenweise) Erwartungswertprinzip Arbi-
trage-M6glichkeiten ausschliefdt, nimmt hier folgende einfache Form an:
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Ir So—(1+k_)50 -k
(1+Kk")Sg—(1+k7 )8y k" —k

Dabel sei von nun an vereinbart, dass sich der Zins i [und damit auch der Diskontfaktor v] stets auf
eine Periode der Lange 1 bezieht; mit

T
. . 1 1
i=A+i) -1 o= =|—] =V
ri= @)=L ov 1+ir [1+i]
erhdlt man dann den Zins bzw. Diskontfaktor fir eine Periode der Lange T. Einzige Nebenbedin-
gung ist dabei sinngemé&R, dass i; < k™ gilt, d.h. esist wieder theoretisch maglich, innerhalb einer
Periode am Aktienmarkt eine héhere Rendite als am Geldmarkt — mit dem risikolosen Zins iy - zu
erzielen [man beachte, dass definitionsgemald k~ < 0 gilt].

Wieim Fall des Ein-Perioden-Modells sind hier die moglichen Werte einer Call-Option zur Zeit nT
bekannt; es gilt analog

Cor = (Sur —X) "

Es liegt nahe (und das kann auch theoretisch bewiesen werden), dass der "richtige” — d.h. Arbitra-
gemaglichkeiten ausschlief3ende — Optionspreis zur Zeit O wieder nach Diskontierung durch das

Erwartungswertprinzip mit der &quivalenten Wahrscheinlichkeit p* gegeben ist:
Co=E"(V'Cyr | =V E|(Sur — X)*|
TN N +y] —\n-j *
—VvTTy i (1— p*) [so(1+k Yk )i —x
j=0
Eine rechentechnische Vereinfachung dieses Ausdrucks erhdt man aufgrund der Tatsache, dass
hier nicht alle Summanden positiv sind; es brauchen lediglich digjenigen Summanden berticksich-

tigt zu werden, fur die der eckige Klammerausdruck nicht verschwindet. Damit ergibt sich ab-
schlief3end: :

C.=S (N « *\N— ] nT (N sl #\N—
0=S80)_| ;| 4" (A=a)" VXD || T AP
j=a

j=a

mit
X
n S (1+k‘)”] k™
0 * + 1\ T % * IT -
a—= y — 1+k Vv y - I
N g =(1+k" VT p", p =
1+k™
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wobei [x|:=min{neZ|n>x} die Aufrundung der reellen Zahl x auf die ganze Zahl [x| bedeutet.
Man beachte dabei, dass q* aufgrund unserer Annahmen ebenfalls eine "Wahrscheinlichkeit" ist
wegen
o —k” < IT+1§l'
k" —k™ " kT +1

die Abbildung x+— % ist namlich in x monoton wachsend fur 0<a <b mit Grenzwert 1 fur
X

X — 0OQ.

Der oben angegebene Ausdruck ist die von Cox, Ross und Rubinstein angegebene Optionspreis-
formel fir das diskrete Mehrperioden-Modell. In Anlehnung an den Sprachgebrauch im stetigen

Fall wollen wir dabei die GroRen k= als diskrete (Aufwérts- / Abwérts -)Volatilitaten bezeichnen.

Die folgenden Graphiken zeigen fir das Anfangsbeispiel von Eberlein die Abhangigkeit des Call-
Optionspreises C, von den Parametern Zins, Volatilitét, Austibungspreis und Anfangskurs fir

n=1bzw. n=4.

Optionspreis als Funktion des Zinses z Optionspreis als Funktion des Zinses z
12 201
194
114
181
104
171
g 16
T T T T T T T 15_ T T T T T T T
002 004 005 008 01 012 014 002 004 008 008 01 012 014
z z
Optionspreis als Funktion der Yolatilitat k = k+= k- Optionspreis als Funktion der Yolatilitat k = k+= k-
404
707
607
304
507
20 407
307
104 204
104
a 02 04 , 06 08 02 04 , 0B 08
n=1 n=4
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Optionspreis als Funktion des Ausibungspreises x
804

B0

40+

20+

U0"ADGDE0100 140 180 220 2RO 300

Optionspreis als Funktion des Ausibungspreises x
804

50

404

204

07406080100 140 180 220 260 300

n=1

n=4

Optionspreis als Funktion des Anfangskurses s

1807
1604
1404
1204
100
504
604
404
204

U207 6080100 140 (180 220 260 300

Optionspreis als Funktion des Anfangskurses s

180
1604
1404
1207
1004
80
60
404
204

D20 6080100 140 (160 220 260 300

n=1

n=4

Die folgende Tabelle zeigt die Abhangigkeit des Call-Preises fir das anfangliche Beispiel von der
Anzahl n der Perioden, fur T =1:

n

1 2 3

4

5 10 20

100

Co

9,52 13,37 20,00

22,55

28,39 44,30 66,23

99,27

Der Anstieg des Call-Preises C, mit wachsendem n erklért sich hier aus den hohen Gewinn-
Moglichkeiten bei sténdig steigenden Kursen; der maximale Kurswert betrégt in diesem Fall
S =100x1.3" =1378,58 fir z.B. n=10.

Ein etwas anderes Bild ergibt sich dagegen, wenn man die gesamte Periodenlange nT =1 konstant
halt, d.h. kiirzere Subperioden der Lange T,, =T /n betrachtet; allerdings muss man dann die Vola-
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tilitdten k™ entsprechend anpassen, um eine vergleichbare Volatilitit — bezogen auf eine Zeitspan-

+
nevon 1— zu erhalten. Wahit man z.B. k3 = kT so erhdlt man (fur T, =1/n) folgende Tabelle:
n
n 1 2 3 4 5 10 20 100 1000
Co 9,52 7,76 8,47 7,62 8,27 7,88 7,79 7,82 7,78

Die Call-Preise scheinen hier um einen festen Wert herum zu schwanken. Die folgende Graphik

zeigt dies deutlicher:

95| Cp

8.5

7.5

20

R

a0

Im folgenden Abschnitt wollen wir abschlief3end noch zeigen, dass unter den obigen Bedingungen
tatsachlich ein Grenzwert von C{ fir n — oo existiert, der als asymptotischer Call-Preis in einem
geeigneten zeitstetigen Modell angesehen werden kann.
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8. Die Formel von Black und Scholes

Far grofRe Werte von n wird die obige Bewertungsformel von Cox, Ross und Rubinstein schnell
unibersichtlich. Es liegt daher nahe, in diesem Fall die bekannte Normal-Approximation fur die
Binomialverteilung zu verwenden (siehe z.B. GANSSLER UND STUTE [14]). Zu diesem Zweck und
zur klareren Darstellung des Grenziibergangs wollen wir in diesem Abschnitt alle relevanten Gro-
3en mit dem Index n versehen. Die folgende Tabelle gibt zusammenfassend noch einmal eine ent-
sprechende Ubersicht.

Grofe Bedeutung
T T
n
+
kE k=~
Jn
X
n —\N
N So(@+k,) ]
n +
In 14k,
1+k,
. b —k,
pn %
kn _kn
q; (14K Vo
n
Co SOZ[J] Ja-gn)™T - ”T“XZ[] - poy™
j:an

Die Bewertungsformel von Cox, Ross und Rubinstein lésst sich dann vereinfacht wie folgt ange-
ben:

Co=S,P(U, >a,)-v™"XP(V,>a,),
wobei U, und V, binomialverteilte Zufallsvariablen sind mit
PYr = B(n,q:) und P = B(n, p;‘).
Sei nun wie Ublich

P(x) = ifefzz’zdz, xeR



die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung N (0,1). Wir benutzen nun die bekannte

Ungleichung von Berry-Esséen bzw. ihre auf van Beek zurtickgehende Verscharfung (vgl. GANSS
LER UND STUTE [14], Satz 4.2.10 und Korollar 4.2.15) fir den Speziafall von Binomialverteilun-
gen:

Sind W,,---,W, stochastisch unabhéngige, jeweils wie W B(, p) — verteilte Zufallsvariablen mit

0O<p<lundistZ=> W, sogilt

i=1

gleichmaldig fur alle x € R,

P(Z <x)¢[ P

B \/np(l— p)

was u.a. ausder fur B(L, p) — vertellten Zufallsvariablen W (mit 0 < p < 1) guiltigen Beziehung

1
: Jnp(1-p)

EW —p[’ = p°A— p)+ (1 p)*p = p@— p)(p*+(@A— p)*) < p(— p)

folgt. Damit lasst sich der Call-Preis C wie folgt abschatzen:

_ * o * S nTn X
an nqn + VnT" X (I) . an npn 0 v

(g s R AN s

Eine sinnvolle Approximation ist also mdglich, wenn die Ausdriicke p, und g, fir n — oo gegen

Cl—S,@|—

Grenzwerte p bzw. g, €(0,1) streben. Fur die nachfolgenden Uberlegungen wollen wir deshalb
die Volatilitdten k* in folgender Form darstellen:

ki =0 T, k, =—0c T, mitTn:I,
n

+ —

dh.esits 6" =—=>0, 0~ = _k > 0, fr die entsprechend obigen V oraussetzungen gelte

N

= @) -1k =0T, o<

damit die Bedingungen p; <1und 1+k_ >0 erhalten bleiben; die Abbildung t — [(1+i) —1]/~/t
ist fir ale i >0 im Bereich t > 0 ndmlich streng monoton wachsend, und es gilt

o n ST/ 4\ i D (i@ a) T
r!Lr!lcT((1+l) 1)_r!Lr!|CT(e 1)_In(1+|)_.| :

29



Esfolgt dann:

o I\/'|T+J . \/j[(l“)m_l]“’

— = Mp —
o 4o o 4o o 4o

ot —i'r ‘/

Dabei haben wir wesentlich von der bekannten Ungleichung

und

VT/n\/—F

Gebrauch gemacht. Mit den obigen Beziehungen folgt nun bereits

fim py = limg; = ———— = p, =0,
. . oo
(g — ;)= -2 T

i (p; — ) =

o 4o

limn (q; — )= too f,

Fur das weitere V orgehen bendtigen wir noch folgende Beziehungen:

a o

i —n:—: *
r!LrE n O'+ _|_O'_ pas
X oo T
In|— |+
a, — NPy S 2

lim= =

n—00 \/ﬁ (O'Jr-|-0'7)\/-|T .

Dies kann man wie folgt zeigen: Es sel

i Tinto

o +o

p; <n (g —p;) <o NTp;.

F(x)=— g(x)-:_ln(l_ax): 1 0<x<—=
. In[l+a+x]’ . In[1+a+x] L In(1+a+x) 1 o
1-07Xx 1-07x N |n(1_0—x)
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Eine Taylor-Entwicklung der Funktionen f und g um den Nullpunkt (nach stetiger Ergénzung) er-

gibt
1 lo" -0
f(x)= += X+0(x?
) o' +0 20" +0 ( >
o 1 oo 2
X) = — X+0O(Xx).
9() ot +o 20" +o ( )
Ersetzen wir hier jeweilsx durch ~/T /n, so folgt
Iimﬁ—limg /I — = p.
S (B n| o 4+o %
+ —
. In[?] - - In[;(]JrJ ;T
. a —np . 0 * 0
lim———= = lim fl—|+vnigl—|-ps.tl=
Y N S N [g Vo | P [|" (o o VT
X
In|—
[SO] 1 oo

(U+ +07)ﬁ+§0+ +o

wie behauptet.

Hiermit lassen sich jetzt folgende asymptotische Aussagen treffen:

|n[50]+ i*—0+a_]T
fim]—— 2 | X 2 ) g
IS B
. a —nq’ : o' +o .
liml-— 2" g 4 imnZ 22 (g —p:
n—oo nq: (l— q:) 2 n—oo [O,+O_— ( )

+ -
S’°]+[i*+02" ]T
—d

In
:d2+VU+07\/?: [X\/ " ,\/-T =4y,

woraus schliefdich die Formel von Black und Scholes folgt:
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CE = 5,(d,)—v' X®(d,)
o

+
|n[§(]+[| + 20 }T |n[s>‘(o]+[i*_020 ]T
=S5,0 —V'XP
\/F\/? a*afx/?
T 2 T 2
|n[rxso]+‘72-|- In[rxso]—UZT
=S5,0 —V'X®
oT oNT

mit o =+o o~ (Volatilitat). Fir eine Abschatzung der Konvergenzgeschwindigkeit in diesem
Ausdruck benétigt man noch folgende, aus dem Mittelwertsatz der Analysis resultierende Unglei-
chung:

|[P(x) — <I>(y)|<|x—y|sup|<1> (z)|_|)j/;_|<04|x—y| X,y €R.

<

Damit erhélt man insgesamt

N as 1 1 ‘ a —nq;

Cl—-CZ|<S,- + n " +d

T e (ay) Vor| g (L)
+V' X L T } &M g

fur alle n e N, mit einer Konvergenzordnung von O[ ] Fur das anfangliche Beispiel erhdlt man

e

sogar noch etwas genauer

gi, neN.

Jn

C®=7,77 mit

co-ce

Interessanterweise hangt der asymptotische Call-Preis C5° nur Uber die Volatilitdt o =o' o,
also dem geometrischen Mittel der Auf- und Abwartsvolatilitéten, ab. Im Anfangsbeispiel ergibt
sich somit derselbe asymptotische Call-Preis z.B. auch fir die Volatilitdten o™ = 0.6, o~ = 0.1.
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Fir die nachfolgenden Uberlegungen wollen wir nun eine geeignete Zeitachsentransformation be-
trachten, indem wir im Modell von Cox, Ross und Rubinstein fir T =1 mit den angepassten Sub-

perioden der Lange 1/n und den Volatilititen k* =k*//n den Zeitpunkten k/n fir k e N den
(zufélligen) Kurswert S,, der sich unter Verwendung der aquivalenten Wahrscheinlichkeiten p;
ergibt, zuordnen. Wir betrachten also etwa den stochastischen Prozess {Sm |t> 0}, der mit dem

hier betrachteten Grenziibergang in einen zeitstetigen stochastischen Prozess Ubergeht, die soge-
nannte geometrische Brown’sche Bewegung {S~t [t> O}, die dargestellt werden kann vermége

S, =S, exp , t>0,

2 2
oW, +[In(l+i) —%]t] =r'S, exp[aWt —%t

wobei {Wt |t20} einen Standard-Wiener-Prozess bezeichne (siehe z.B. ETHERIDGE [11] oder

LAMBERTON UND LAPEYRE [18]); hierauf kommen wir noch einmal in Abschnitt 14 zurlick. Insbe-
sondere sind also die endlich-dimensionalen Randverteilungen des Prozesses {W, |t >0} normal,

und es gilt

E(W,)=0, Var(W,)=t, Kov(W,,W,)=sAt=min(s,t), s,t>0.

Anders ausgedriickt, ist der logarithmierte (relative) Kursprozess {In(ét/ SO)|t20} selbst ein
Wiener-Prozess:

2 2

In(ét /SO):th +[|n(1+i)—% t=oW, +[i* —% t, t>0,

d.h.: die Zufallsvariablen S, /S, bzw. S, sind samtlich log-normalverteilt. Hierbei ist natiirlich
§O = S,. Aufgrund der statistischen Eigenschaften der log-Normalverteilung ergibt sich noch:
E(S,)=S,exp

2 2
[In(l-l—i)—%]t—i—%t = (1+i)'S,=r'S,, t>0.

»Im Mittel* verhdlt sich also der Aktienkurs —in dem hier betrachteten Modell mit den aquivalen-
ten Wahrscheinlichkeiten — wie ein risikoloses Wertpapier mit dem Zinsii.

Die Normalitdt der Randverteilungen des logarithmierten Kursprozesses lasst sich wieder im Rah-
men des Zentralen Grenzwertsatzes leicht zeigen: es gilt nach obigem

s 1+0+\F 1
In[ﬂ]: In| — 1 Ny Hnt]ln[l—a\ﬁ].
1 n
1—0\/7
n
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Setzen wir im Modell von Cox, Ross und Rubinstein noch

N, —kp,

N =
kpy (1- p;)

, keN,

so folgt ahnlich wie oben

IlmP(N <x) d(x), XER, t>0,

oo\ MM

g
leichter Umformung erhalt man fir t >0 noch

d.h. die Verteilung von N ist schwach konvergent gegen die Standard-Normalverteilung. Nach

[nt]In

\/[nt] Prog (1— pﬁn}) = \NtPg (1— p;) +0().

Nach Ausmultiplizieren aller Faktoren und geeignetem Zusammenfassen sieht man, dass die Fol-

gen der Verteilungen von In|—

S t . 0-2 .
und ot Ny + In(1+|)—7 t beziiglich der schwachen Kon-

0
vergenz quivalent sind, d.h. denselben (schwachen) Grenzwert besitzen. Jt Nf;ﬂ ist aber nach obi-

gem asymptotisch normalverteilt, mit Erwartungswert O und Varianz t, woraus sich nun die obigen
Aussagen ergeben.



Die folgenden beiden Graphiken zeigen zwei Simulationen des Grenzprozesses {S~t [0<t< 1} far
das anféngliche diskrete Beispiel mit S, =100, X =110, i =0.05, ¢ =0.3, ¢~ =0.2. Hier gilt

danndso p.=—2 —2_04 o=o'o —-—6—02449....
o +o 5 10
[ A [ A, W <
vm’vm'%rj \\.M i M bl WWAWAWMW \MVJ(WI Sy

30

60

40

20

Bemerkung: Eine weitere asymptotische Bewertungsformel fir Optionen erhélt man, wenn man
im Cox-Ross-Rubinstein-Modell mit n Perioden der Lange T, =T /n annimmt, dass fir die Volati-

litéten folgendes asymptotische Verhalten vorliegt:

k+

n

=o', k = ~% tir geeignete Zahlen o > 0.

n
Dies bedeutet anschaulich, dass im Wesentlichen nur sprunghafte Kursanderungen nach oben vor-
kommen. Die aquivalenten Wahrscheinlichkeiten p; besitzen hier das asymptotische Verhalten

LT it A= timne ;=7 wobei wieder i* = In(L+ i) bezeichne, sowie
n 9 n—oo o
Q.:%(1+g+)p: mit M5=|imn'q;:(1+a+>ﬁ%.
n—oo o

Fur den unteren Summationsindex a, in der Preisformel fur européische Call-Optionen mit Aus-
Ubungspreis X gilt dann asymptotisch

Aoty

In(1+a+>—ln[1—0_]

Q

n
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X.e
S0

In(l+a+>

In

sofern ¢ 7.. Der asymptotische Call-Preis C;° ist in diesem Modell gegeben durch

0 ,uk T \ s )\k a—1 ,uk . \ a—1 )\k
as __ —p ~ - DA - LA —a R
CE =S.e Zkl ViXe > : So[l e kz_%k!] v X[l e > k']'

k=a ™-: k=a ™

Diesem Modell liegt die Poisson-Approximation der Binomial-Verteilung zu Grunde; der resultie-
rende logarithmierte Grenzprozess fur die Aktienkurse ist entsprechend ein so genannter Poisson-
Prozess.

9. Stochastische Marktmodelle

In diesem Kapitel wollen wir die vorher anhand einer ganz bestimmten Situation entwickelten Er-
gebnisse — namlich fur den Handel mit Aktien und Optionen — erheblich erweitern. Insbesondere
wird hier in einem wesentlich allgemeineren Rahmen der Bewel's geftihrt werden, dass fur die arbi-
tragefreie Bewertung von Call-Optionen im Cox-Ross-Rubinstein-Modell die &guivalente Wahr-
scheinlichkeit p* aus dem Einperioden-Modell zu verwenden ist.

Wir legen fiir den Rest unserer Uberlegungen folgendes stochastische Modell zugrunde:

Gegeben sind neben dem risikolosen Zins i mit Diskontfaktor v = f =
[

1
o
e ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmodell (€2, P) mit Filtration

{0} =FR CEC-CF CR(Q)

(aufsteigende Folge von o -Algebren) mit

P(A)>0 furdleAc %, A=o

e eineFamilie S =(S;,S,,--,S; ) von d +1-dimensionalen Zufallsvariablen tber 2 (Preisvekto-
ren) mit

S, =(S,[01,S,[4,-,S,[d]), n=0,---,T
und S_[0]:=r", sodass S [k] JF,-messbar ist fiir k=0,---,d
e eineHandelsstrategie ¢ = (¢, -, ¢ ) mit
&0 = (6,[01,6,[1,-, 4, [d]), n=0,--,T

S0 dass
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oolk] Fy-messbar und
furn=2---,T und k=0,---,d
¢, [K] F,_,-messbar

(Vorhersagbarkeit).

Der Wert des Portfolios zur Zeit n ist dann gegeben durch das Skalarprodukt
d
V,(9) =< 6,,S, >=>_ ,[KIS,[K],
k=0

der diskontierte Wert durch
V,(9)=V"V,(9)=<9,,S, >

mit S, =(Lv"S,[1],---,v"S,[d]).

Interpretation: Die Grundmenge 2 fasst alle Zustande zusammen, die das — diskrete — Marktge-
schehen prinzipiell beeinflussen konnen; die o-Algebren F, beschreiben die zur Zeit n e {L---,T}

verfligbare "Information”. Zur Zeit O liegt keine Information vor; daher ist hier F; die triviale o-
Algebra {@,Q}. Zum Zeitpunkt T liegt die groftmogliche Information vor; daher ist hier 7 die

maximale o-Algebra. Die zu dazwischenliegenden Zeitpunkten n vorhandene Information hangt

mit dem Kauf- und Verkaufverhalten sowie von der Preisentwicklung bis zu diesem Zeitpunkt zu-
sammen; daher ist die Information monoton in n. Gehandelt werden zu jedem Zeitpunkt n insge-
samt maximal d € N Finanzgiter, wobei vereinbarungsgemald die Komponente [0] dem rein mo-
netdren Teil (Kredit, "risikolose" Geldanlage) entspreche. Das Finanzgut k wird zum Zeitpunkt n
mit dem Preis S [k] gehandelt bzw. bewertet (z.B. Kurs einer Aktie zur Zeit n). Die Bedingungen
So[0]=1 und S [0] =r" besagen hier nur, dass "1" die monetére Einheit ist, die zur Zeit n durch

Zinseszinsen auf den Wert r" anwéchst.

Als Konvention sei dabei vereinbart, dass der Vektor ¢, fir n >0 die Menge der zur Zeit n gehal-
tenen Finanzgiter bezeichne; d.h. Umschichtungen im Portfolio, die zum Zeitpunkt n>0 zum
Bestand ¢, fuhren, geschehen grundsétzlich zum Zeitpunkt n—1. ¢, gibt dabei den Anfangsbe-
stand im Portfolio an. Fur spekulative Zwecke wird in der Regel ¢, =0 sein (vgl. S. 6), beim Hed-
ging eines Portfolios enthélt ¢, die entsprechenden anfanglichen Bestdnde der vorhandenen Fi-

nanzguter (z.B. Aktien; vgl. S. 10). Die vorausgesetzte Vorhersagbarkeit der Handelstrategien be-
deutet in diesem Zusammenhang, dass Kauf- und Verkaufentscheidungen zur Zeit n—1 (die ja
dann zum Bestand ¢, fuhren) nur von der bisher verfligbaren Information bis einschliefdlich n—1
abhangen durfen (und nicht etwa bis zur Zeit n, da dies ggf. die Kenntnis zukinftiger Preise impli-
zieren wurde). Aus maldtheoretischer Sicht bedeutet diese Bedingung im wesentlichen, dass die
Handel sstrategie eine Funktion der bis zur Zeit n —1 beobachteten Preise und Kauf- und Verkaufs-
aktionen ist; insofern ist die Handelsstrategie also "vorhersagbar”. Die Strategien ¢, und ¢, sind

dabei voraussetzungsgemal? konstant (als , -messbare Abbildungen).
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Eine genauere Beschreibung der Struktur endlich-diskreter Wahrscheinlichkeitsrdume wird im fol-
genden vorgenommen.

Definition 1: Es sei () eine endliche, nicht-leere Menge und F eine o-Algebra tber €2. Dann hell3t
dasfur jedes w € ) eindeutig bestimmte Ereignis

A, ={FlweFeF}
das durch w induzierte Atom der o-Algebra F.

Man beachte hierbei, dass bei der Durchschnittsbildung nur endlich viele Ereignisse aus F zur An-
wendung kommen, der Durchschnitt also wieder ein Ereignis ist. Atome sind also beziglich Inklu-
sion gerade die nicht-trivialen (d.h. von & verschiedenen) minimalen Elemente der o-Algebra;
insbesondere gilt:

A=A furdle ne A, wel.

Esist namlich ne A NA, furale ne€ A,, woraus wegen der Minimalitdt der Atome die Behaup-
tung folgt. Die folgende Eigenschaft ist eine unmittel bare Konsequenz hieraus:

wneld, n=zw = A=A, oder ANA =0.

Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass paarweise voneinander verschiedene Atome auch paarweise
digunkt sind.

Satz 1: Es sei (2 eine endliche, nicht-leere Menge und F eine o-Algebratiber Q. A :={A,---,A,}

sei die Menge der paarweise verschiedenen (und damit digunkten) induzierten Atome von F, mit
m e N. Dann gilt:

fz{UM'Q{l“"m}}’

i€l

d.h. eine Menge F C Q) ist genau dann Element von F, wenn sie als (digunkte) Vereinigung von
Atomen darstellbar ist, wobei

#F)=2"

gilt, d.h. die M&chtigkeit einer endlichen o-Algebraist stets eine Zweierpotenz.
Ist ferner Z : (2 — R eine Abbildung, so gilt:

Z ist F-messbar < 3 oy, 0 ERMItZ =) "1,
i=1
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d.h. Z ist F-messbar genau dann, wenn Z auf den Atomen der o-Algebra konstant (und damit eine
Elementarfunktion) ist. Dabei bezeichne 1, wie tblich die Indikatorfunktion der Menge A.

Ist ferner Q eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf F, so lasst sich Q zu einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung Q° auf 93(€2) fortsetzen vermoge

O ()3

w

fur wel.

Beweis: Esist fur F ¢ F

F-UfelcUnacr

weF weF

aufgrund der Inklusions-Minimalitét von Atomen, also ist F Vereinigung 0.B.d.A. paarweise ver-
schiedener und damit digunkter Atome. Umgekehrt liegen alle Atome in F, so auch ihre endlichen

Vereinigungen. Sei nun Z F-messbar. Da €2 endlich ist, kann Z ebenfalls hochstens endlich viele
verschiedene Werte W ={Z (w)|w €2} annehmen. Die in  liegenden Urbilder Z*({w}) lassen

sich fur jedes weW nach dem oben gesagten als digunkte Vereinigung von Atomen darstellen,
wobei noch Z* (W)= gilt. Daraus resultiert die angegebene Darstellbarkeit von Z al's Elemen-

tarfunktion. Umgekehrt ist jede Elementarfunktion Z aus F-Mengen trivialerwei se F-messbar.

Man beachte schliefflich, dass der fur Q“ angegebene Ausdruck wegen we A, also #(A )>1
wohldefiniert ist mit

Q”({«w})=0 und Q“B(Aw)ng“i ({n})= 2((::')).#(AVJ):Q(AW,) fir alle weQ,

d.h. Q und Q° stimmen auf F Uberein.

Die in unserem Grundmodell getroffenen Voraussetzungen besagen also, dass sich die induzierten

Atome beim Ubergang von F, auf ., beziiglich Inklusion "verkleinern" und damit die zugehori-

gen o-Algebren entsprechend "verfeinern”. Dabel kann nach dem letzten Teil von Satz 1 sogar
0.B.d.A. angenommen werden, dass fur die finale o-Algebra gilt: F = ‘B(Q) mit einer Fortset-
zung P“ von P auf P3(€2) mit

P?({w})>0 furale weQ.

Diese Annahme werden wir spéter aus technischen Grinden treffen. Die urspriingliche Forderung
P(A)>0 furaleAe %, A= o bedeutet dabei keine wesentliche Einschrankung an das Modell.
Dazu betrachten wir im allgemeinen Fall (d.h. ohne diese Forderung) die "grofte" Nullmenge
N=J {A‘P(A)zo},diewegen #(F ) <oo selbstin F liegt mit P(N)=0. Insbesondere ist

AcF;
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N (digunkte) Vereinigung von Atomen A. Bezeichnen wir mit | = {i e{],-~-,m}|Ai - N}, S0

gilt N= U A, d.h. 1 ist die Menge der Indices derjenigen Atome, aus denen N zusammenge-

iely
setzt ist. (Im Fall von N = & ist trividlerweise auch 1, = ). Die kleinere Menge Q“ :=Q\N lei-

stet nun das Gewiinschte, wobei die auf Q° eingeschrankte o-Algebra £ analog zu oben darge-
stellt werden kann as

E° :{UA“ g{l’”"m}\IN}gﬁ'
icl
Die Atome der o-Algebra %~ bestehen also gerade aus den "restlichen" Atomen von %, die nicht

zur Darstellung von N bendtigt werden. Fir die Einschrankung P“ von P auf %, die definiert ist
durch

P°(A):=P(ANQ") firdle Ac 7,
gilt entsprechend

P°(A)=P(ANQ")=P(A) firdle Ac 7.

Alle "wesentlichen" Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten bleiben also in dem reduzierten Modell
erhalten; es werden lediglich nicht-leere Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit Null entfernt.

Im Anfangsbeispiel gilt nunetwa T =1, ¢ =(¢,,¢,), S=(S,,S,) mit:

$[01=0  [0]=161,90 S[0]=1  S[0]=105
P[U=0 ¢[l]=-2 und S, [1] =100 S,[1] =80+50I,
6[2=0 ¢[2]=5 So[21=7.62 5,2 =(S,[1]-110)" = 20I,,

wobei 1, eine B(1, p)-binomialverteilte Zufallsgrofe mit p=0.4 bezeichne. Dabei bezieht sich die
Komponente [1] auf den Aktien-, die Komponente [2] auf den Derivate-Markt.
Fur die o-Algebra F, bedeutet die Messbarkeit von |, dabel, dass die Beziehung
7 2{o A A, mitA=1({1})
gelten muss.

Fur die Werte V, (¢) und V, (¢) ergibt sich entsprechend:

Vo () =< ¢y, So >=0=< ¢4, S, >=161,90-1— 2.100+5.7,62
V,(¢)=< ¢,,S, >=161,90-1,05— 2-(80+501,) + 5- 201, = 170—160 = 10,
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in Ubereinstimmung mit der Tabelle auf S. 6. Hierbei ist zu beachten, dass die linke Spalte ,, Kon-
tobewegung” gerade die entgegengesetzten Vorzeichen enthat, wenn man die Bewertung des Port-
folios nach obigem Muster vornimmit:

t=0 t=T
Aktion Bewertung S{ > X S <X
Leerverkauf 2 Aktien —200,00 —260,00 —160,00
Kauf 5 Call-Optionen +38,10 +100,00 0,00
Geld +161,90 +170,00 +170,00
Saldo 0,00 +10,00 +10,00

Das nachfolgende Rechenbeispiel zur Arbitragefreiheit zeigt den Vortell des hier gewéhlten Model -
lierungsansatzes. Dazu kirzen wir in der obigen Notation wie folgt ab:

¢1[0] =X, (/51[1] =Y ¢1[2] =17,

d.h. x représentiert die eingesetzte Geldmenge, y die Anzahl der gehandelten Aktien und z die An-
zahl der gehandelten Optionen. Wahlen wir die Zahlen des urspringlichen Beispiels von Eberlein
mit dem arbitragefreien Optionspreis C, =9,52=10v und Uberlegen uns eine "optimale" Kom-
bination der genannten Finanzguiter, so ergeben sich folgende (Un-)Gleichungen:

X+ 100y + 10vz=0 (Anfangswert Null)
1,05x +(80+501,)y +201,z >0  (Endwert nicht-negativ).

Lost man die erste Gleichung nach x auf und setzt das Ergebnis in die zweite Ungleichung ein, so
erhdt man nach Ausklammern:

25(21, —1)y +10(21, —1)z > 0.

Setzt man abwechselnd fur 1, die méglichen Werte O und 1 ein, so ergeben sich fur 21, —1 entspre-

chend die Werte —1 und 1, d.h. die letzte Ungleichung geht nach weiterem Kirzen tber in die
Gleichung

Sy+2z=0,

was bedeutet, dass die urspringliche zweite Ungleichung (Endwert nicht-negativ) faktisch eine
Gleichung ist (Endwert Null), und damit gerade die Arbitragefreiheit widerspiegelt. Zugleich erhalt
man hier die zur Hedge Ratio analoge Beziehung z = —g y, d.h. die Anzahl ge-/verkaufter Optio-

nen und ver-/gekaufter Aktien muss wie bekannt im Verhaltnis 2:5 stehen.
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10. Selbstfinanzierende Handelsstrategien

In diesem Abschnitt wollen wir einen fir die gesamte Theorie derivativer Finanzinstrumente fun-
damentalen Finanzierbarkeitsbegriff ausfuhrlicher diskutieren.

Definition 2: Eine Handelsstrategie ¢ heif3t selbstfinanzierend, wenn gilt:
<¢H’Sn >=< ¢n+1lsn > fur n :O,---,T _1

Anschaulich bedeutet dies, dass zum Zeitpunkt n—1 Umschichtungen des Portfolios nur so erfol-
gen durfen, dass sich sein aktueller Wert nicht verandert; insbesondere sind externe Zufihrung
oder Abfuhrung von Finanzgutern (z.B. Schenkungen oder Spenden) nicht erlaubt.

Die obige Strategie aus dem Anfangsbeispiel ist beispielsweise selbstfinanzierend, da hier wegen
¢, = 0 beabsichtigterweise 0=< ¢,,S, >=<¢,,S, > qilt.

Das folgende Resultat gibt verschiedene Charakterisierungen von Selbstfinanzierbarkeit.

Satz 2: Aquivalent sind:

1. ¢ist selbstfinanzierend
2. V”H(qb)_vn <¢) =< ¢n+1’Sn+1_Sn >, n=0,--,T-1
3. Vot (0) =V, (¢) =<y, =S, > n=0,-T 1

4. V,(0)=V,(¢)+> <¢;,AS, > n=0,-T mit AS,=S,—S, ,, j=1--T
j=1
5. V,(¢)=V,(¢)+> <,,AS;> n=0,--,T mit AS, =S, -, ,
j=1
=VJSJ-—VHSH, j:L...,T_
Beweis: Wir fihren einige Ringschl Uisse:

1 = 2: Fur selbstfinanzierendes ¢ gilt:

Vn+l <¢) _Vn (¢> =< ¢n+l’ Sn+1 >—< ¢n 1 Sn >
=< ¢n+l’sn+l_sn >+< ¢n+l’sn >—< ¢n’sn >
=< ¢n+l'sn+l_sn >, n=0,-,T-1

wie behauptet.

2 = 4: Esqgilt
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:Z<¢Jlsj _ijl >:Zl<¢J,ASJ >, n:o’...’T’
j=

j=1
woraus die Behauptung folgt.

4 = 1: Esfolgt durch Summation
V.1 (¢) =V, (6) =< ,.1,S0a— S, > N=0,---,T =1,
aso
< Por S >=< Pn1:S01 > Vo1 (0)+V, (0) =< ¢,,S, >
far n=0,---, T =1, d.h. ¢ ist selbstfinanzierend.

Analog lasst sich 1 = 3 = 5 = 1 zeigen, wenn tiberall V, (¢) und S, durch V, (¢) und S, er-
setzt werden.

Das folgende Ergebnis zeigt, dass die Annahme der Selbstfinanzierbarkeit keine wesentliche Ein-
schrankung fur Handel sstrategien bedeutet.

Satz 3: Essel V, eine F,-messbare (d.h. hier: konstante) Zufallsvariable. Dann kann in jeder Han-
delsstrategie ¢ die Teilstrategie ¢[0] =(¢,[0],--,¢;[0]) in eindeutiger Weise so gewahlt werden,
dass ¢ selbstfinanzierend ist mit V,(¢)=V,.

Beweis: Wegen AS,[0]=0 ist
~ d ~
6, =<¢;,AS; >=>",[KIAS,[K]
k=1
unabhangig von ¢,[0] furalle j=1,---,T. Mit
d ~
Pn :Z¢n[k]sn[k]! n=0,--T
k=1
folgt:
o[0=Vy+> 6,—p,, n=0,---,T
j=1
definiert tber ¢° = (¢, ) mit ¢ = (4:[01,¢,[4],+,¢,[d]), n=0,--,T die gewiinschte

L dsung:
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¢" ist selbstfinanzierend: fur n=0,---, T gilt:

Vo (07) =< 61,5, >= 6101+ p, =Vo + 3.8, =Vo + 3. < 6,,AS, >

j=1 =1

=Vo+ > <61 AS; > =V, (¢7)+ > < ¢ AS, >,
=1 j=1

wobei die Gleichung V, =V, (¢") aus dem Fall n=0 (wegen V,(¢")=V,(¢")) resultiert. (Man

beachte, dass < ¢;,AS; >=<¢7,AS, > gilt wegen AS [0]=0.) Nach Satz 2, Teil 5 ist also ¢’
sel bstfinanzierend.

¢'[0] ist vorhersagbar: fur n=1,---, T gilt:
¢:[O]:V0+j2i;6j — P, :V0+:§;6]— +6,—p,
:VO+:Z;< ¢, AS; > —kzd;gbn[k] S, k],
und diesist nach Voraussetzung ¥, , -messbar.

¢,[0] ist eindeutig: jede selbstfinanzierende Handelsstrategie ¢ mit V, =V, (¢) impliziert (nach
Satz 2, Teil 5):

V,(6)=<¢,.S, >=,[01+>_ ¢,[K]S,[K]

:v0(¢)+znj< ¢;,AS, >:vo+znjzdj¢j[k]A§j[k],

j=1 k=1

also

G0l =Vy+> 6, —p,.
=1

Der Satz ist damit vollstandig bewiesen.



11. Martingale und Arbitrage

In diesem Abschnitt wollen wir den fir die Optionsbewertung zentralen Begriff des Martingals
naher untersuchen, der auch generell in der Stochastik eine bedeutende Rolle spielt. Es wird sich
spater zeigen, dass die Arbitragefreiheit des Marktes mit diesem Begriff eng gekoppelt ist. Dabel
werden wir voribergehend die betrachteten Filtrationen etwas allgemeiner fassen, d.h. die Randbe-

dingungen 7, = {2,Q} und F = P(2) werden hier fallengelassen.

Eine wesentliche Begriffshbildung ist hier die des (bedingten) Erwartungswerts einer reellen Zu-
fallsvariablen Z auf (€2, F) mit einer gegebenen o-Algebra F Uber Q. Z ist also insbesondere eine

JF-messbare Abbildung auf €2. Nach den Ausfuhrungen in Abschnitt 8 kénnen wir 0.B.d.A. die ur-
sprungliche Wahrscheinlichkeitsverteilung P as auf ganz ‘B(Q) definiert ansehen; ggf. ist P auf
PB(£2) geeignet fortzusetzen. Es gilt dann in jedem Falle

E(Z)= [zdP=)"Z(w)P({w})=) 2P(z =2),

weN €2

wobei Z ={Z (w)|weQ} die Wertemenge der Zufallsvariablen Z bezeichne; der obige Ausdruck
ist dabei invariant gegentiber der ggf. gewahlten Fortsetzung von P auf (2).

Sei nun G C F eine Teil-o-Algebra von F tber Q2. Unter dem bedingten Erwartungswert E(Z|G)
versteht man dann die folgende, G-messbare Zufallsvariable:

E(z|g)=S E<Z'18">1
(2] )-—;W 3
wobei {B,,---,B,} die Menge der (paarweise disjunkten) Atome von G bezeichne. E(Z|G) ist also
E(Z1,)

konstant auf den Atomen von G mit den Werten , ]=1,---,5. Nach unserer generellen

P(B;)
Voraussetzung ist dabei P(B;)>0 fir j=1:-,s, dh. E(Z|G) ist wohldefiniert. Die angenom-
menen Werte von E(Z|G) kénnen noch wie folgt interpretiert werden: fiir B€ G mit P(B)> 0 ist
Z(w)

- 2k lelp o) 52l - o2 UANE) gy,

P(B) <& P(B) ‘% P(B) @ P

B)

P(ANB)
P(B)

entspricht also gerade dem Erwartungswert von Z beziiglich der elementaren bedingten

B).

mit der elementaren bedingten Wahrscheinlichkeit P(A|B)= fir A€ G. Der Ausdruck

E<Z'18>
P(B)
Verteilung P -
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Die folgenden Eigenschaften des bedingten Erwartungswerts kdnnen unmittelbar aus der obigen
Definition abgeleitet werden:

E(Z‘{@,Q}): E(Z) bzw. algemeiner:
E(Z|G)=E(Z) fdlsZ und G stochastisch unabhéngig
(d.h. Z und 1, stochastisch unabhangig fir alle B € G)

E(Z|B(0))=
E(E(2]9))=E(2)
E(z|G)=2 fallsZ G—messbar

E(E(2]9)|7)=E(z|7) fdlsg2 T
E(YZ|G)=Y E(Z]|G) fur ale G—messbaren Zufallsvariablen Y bzw. allgemeiner
E(f(Y.2)|g)=E(f(y.2) |g)\ fir alle G — messbaren Zufallsvariablen Y

mit (Borel-)messbarem f.

Definition 3: Es sl {@,Q} CF CF C---CF CP(Q) eine Filtration. Eine (endliche) Familie
{X,}, 0. von Zufalsvariablen auf (€, P) heif

o der Filtration {7}

e vorhersagbar, wenn sie der Filtration {F,}
n=1--.T:

e einMartingal, wenn sieder Filtration {7} | adaptiertist mit

adaptiert, wenn X 7, -messbar ist fir n=0,---,T;
adaptiert und X, F ,-messbar ist fur

—0,-,T

n=0,--T

E(X,.|7)=X, fur n=0,--,T -1,

e ein Vektor-Martingal, wenn X, =(X,[0],--, X [d])eR"** fir n=0,---, T und {X[i]} , .
fur jedes i =0,---,d ein Martinga ist.

Ist beispielsweise {Y,}  _ eineder Filtration {F,}  _ adaptierte Familie von Zufallsvariablen
auf (,P) mit E(Y,,,|7,)=0 fur n=0,--,T —1 und definiert man

Xn::z_n;Yi, n=0,

soist {X,},_, , €nMartinga wegen

E (Xl )= E(X, Y, )= E(X,|7) 4 (Y, )= X, fir =0, -1
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Dieser Fall liegt z.B. vor fir eine unabhéngige Familie {Y,} ~ mit E(Y,)=0 und
Fo=0(Ye,Y,) (=dievon {Y,}_ erzeugte o-Algebra) firalen.

Unter einem Martingal wird in der Reiterel ein Teil
des Zaumzeugs des Pferdes (engl.: harness) verstan-
den. Es handelt sich dabei um den Hilfszlgel (P), der
das unkontrollierte Hochwerfen des Kopfes verhindern
soll.

Der Begriff wurde friher zur Bezeichnung eines Spiel-
systems verwendet, bei dem der Einsatz nach einem
Verlust jeweils verdoppelt wird (z.B. beim Roulette).
In der modernen Stochastik beschreibt ein Martingal
ein Modell einesfairen Spiels. Der Begriff wurde 1939
von J. Ville eingefiihrt. In dem Text Etude Critique de
la Notion de Collectif diskutiert er von Mises's These,
dass ein erfolgreiches Spielsystem bei Zufalsfolgen
unmadglich sei; so nennt er ein Martingal "un jeu
équitable."

e, ‘.‘ = .
Harness of a horse: A, Crown: B, Checkplece: C, Front; D, Blinds; E, Nose-
band; F. Bit; G, Curb; H, Checkrein; 1. Throatlatch; J. Rein; K. Collar; . . . .
L, Hame: M. Hame link; N. Hame strap; O. Pole strap; P, Martingale; Die Graphik links stammt aus dem American College
Q. Trace tug;: R, Trace; S, Saddle; T. Terret: U, Bellyband; V. Crupper; P
W, Breeching; X, Hip strap; Y, Traccbearer Dictionary, Random House, N.Y. 1969.

Satz 4: {M,} . sei ein Martingal und {H,} eine beziiglich der Filtration {£} , |

vorhersagbare Familie. Ferner s&s AM, =M, —M,_ ,, n=1..-,T. Dannist auch die durch

—0,--T

H,M,, n=0

X, = n
" Xp+ D) _HAM,, n=1--T
i=1
definierte Familie ein Martingal beziiglich der Filtration {#} _ (die sog. durch {H }

induzierte Martingal-Transformationvon {M } ).

Beweis:

o {X,} ,. . istadaptiert
e Esqgiltfir n=0,---,T —1:

E(Xpn =X A)=E(Hp M, =M)|7)
= Hn+lE<Mn+l_Mn|‘7:r'1>: Hn+1'(Mn_Mn):O’
aso

E(X,4|%)=E(X,|%)=X, n=0,--T -1
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Satz 5: Eine der Filtration {7} _ adaptierte Familie {M }

wenn fir jede vorhersagbare Familie {H,}  _ gilt:

o, It genau dann ein Martingal,

.
E[Z HnAMn]:O.
n=1
Beweis:

=: Wahlefir {X,}  _ diedurch {H } induzierte Martingal-Transformation. Dann ist

E[ZT:HnAMn]: E(X: —X,)= E(E<XT _X0|'7:T71>): E (X7 1= Xo)=E(X,—X,)=0.

N . 0, n=m+1 . . _—
<. Fur m=0,---,T -1 wéhle H, = mit einer beliebigen, aber festen F -
1,, n=m+1

messbaren Menge A. Dannist {H,} _ vorhersagbar mit

E(1A.(|v|m+1—|v|m)):E[iHnAMn}:o,
n=1
aso
[ EM,,|7)dP = [LE(M, .| )dP= [E(M,,1,|7,)dP

=E(E(M,,L|%))= E(MmHlA):fAMm dP
nach Voraussetzung, d.h. wegen der Beliebigkeit von A:
E(MalF ) =M,

was gerade der Martingal eigenschaft entspricht.

Die Sétze 4 und 5 lassen sich sofort auch auf Vektor-Martingale Ubertragen. Dazu wird das reelle
Produkt (zweier Zahlen) durch das Skalarprodukt (zweier Vektoren) ersetzt. Der A-Operator ist

entsprechend komponentenweise anzuwenden, gleiches gilt fur den Begriff der Adaptiertheit und
Vorhersagbarkeit.



Satz 6: {M,} sei ein Vektor-Martingal und {H, }_ eine beziiglich der Filtration

{# ).+ Vvorhersaghare Familie von Zufallsvektoren. Dann ist auch die durch

n=0,--T =0, T

<Hg,M,>, n=0

X, = n
" Xp+ ) <H,AM;> n=1--T

i=1
definierte Familie ein Martingal beziglich der Filtration {#,} .
Beweis:

o {X,} ,. . istadaptiert
e Esqgiltfir n=0,---,T —1:

d
E(XM— xn|7-"n): E(< H, M, ,—M, >|;fn): E> H . lil(M, [i1—M,[i])|7
i=0

= > Ho i (M, [ =M, 11| ) = > H,fil- (M [i]- M, [i) =0,
also : B
E (X, )= E(X, %) =X, n=0,-T -1

Satz 7: Eine der Filtration {7}  _ adaptierte Familie von Zufallsvektoren {M,} = _ ist ge-

nau dann ein Vektor-Martingal, wenn fur jede vorhersagbare Familie von Zufallsvektoren
{H.} ., gilt:

ET:< H,,AM, >

n=1

E =0.

Beweis:

= Esist

ET:< H,,AM, >

n=1

E

:iiE(Hn[i]AMn[i])z d E[i Hn[i]AMn[i]]: 0

n=1 i=0 i n=0
nach Satz 5 bei komponentenweiser Anwendung.

«: Fir festes j€{0,---,d} wahle {H [j]},_, . asbeliebigevorhersagbare Familie; setze weiter
H,[i]:=0 fiur i€{0,---,d}, i= j. Dannist {H }_
vektoren. Aus

_o..; €ne vorhersagbare Familie von Zufalls-
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E

= E[ZT:Hn[J']AMn[J']]ZO

ZTj< H.,AM_ >
n=1

folgt nach Satz 5, dass die Familie {Mn[j]}j ein Martingal ist; da j beliebig war, ist aso

{M,}, .., €nVektor-Martingal.

=0,--T

Fur das folgende seien nun wieder die Voraussetzungen vom Anfang dieses Kapitels gliltig.

Definition 4: Eine Handelsstrategie ¢ heildt zuldssig, wenn sie selbstfinanzierend ist und
V,(¢)>0 giltfir n=0,---,T. Eine Handelsstrategie ¢ heif’ Arbitrage-Strategie, wenn sie zulassig
ist mit V, (¢)=0 und P(V; (¢)>0)> 0. Ein Markt heif}t arbitragefrei, wenn es keine Handelsstra-
tegie ¢ gibt, die Arbitrage-Strategie ist.

Man beachte, dass nach den getroffenen Annahmen, insbesondere der Zulassigkeit und der Bedin-
gung P(A)>0 furale Ac %, die Arbitrage-Bedingung P(V; (¢)>0)>0 &quivalent ist zu

V; (gb) = 0.

In unserem Anfangsbeispiel ist die Strategie ¢ erwartungsgemal3 eine Arbitrage-Strategie, da sie
offensichtlich zul&ssig ist mit V, (¢) =10> 0.

Im weiteren benotigen wir noch folgende Bezeichnungen:

e Der konvexe Kegel der schwach positiven Zufallsvariablen Z auf (Q P) werde mit I" bezeich-

net (d.h. es gelte Z (w) >0 firalle weQ und Z(n)>0 fur mindestens ein n €, d.h. Z ist

nicht-negativ, aber nicht konstant Null).
e Fir n=0,--,T seien die kumulativen Gewinne mit G, (¢), die diskontierten kumulativen

Gewinne mit G, (¢) bezeichnet:
Gy (6) =V, (6)~Vo(0) =D < 6,08, >,

6, (6)=V, (6)-Vo(6) = 32< 6,08, > fir n=0,--.T.

=1

Man beachte, dass beide Ausdriicke unabhangig von ¢, sind. Ferner werde mit H die Menge
der Handelsstrategien ¢ bezeichnet.

Fir die nachfolgenden Uberlegungen ist es sinnvoll, Zufallsvariablen X auf (£2,P) wegen der End-
lichkeit von Q — etwa Q= {w,,"--,w, } mit #(Q)=a N — as Elemente des Funktionenraumes

R? bzw. hierzu isomorph des euklidischen Raumes R aufzufassen, indem wir die Abbildung X
mit dem Vektor (X (w,), -, X (w,)) identifizieren. Wir konnen dann leicht von dem folgenden, in

der konvexen Analysis und linearen Optimierung bekannten Satz Gebrauch machen:
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Satz 8: Es sai K eine nicht-leere, kompakte, konvexe Teilmenge des R® und V CR" ein linearer
Tellraum mit KNV = 2. Dann existiert ein z € R* mit

|z| = inf{|x—y||| xeK,yeV}=6(K,V)>0
<z,y>=0furdle yeV
<z,x> > |z]|* > O furale xeK.

Dabei bezeichne wie tiblich ||x| = /E x? die euklidische Norm des Vektors x € R“.
i=1

Beweis: Sel zunachst W = {0},Wobei 0 den Nullvektor bezeichne, und F eine beliebige, nicht-
leere, abgeschlossene Teilmengedes R mit FN W=, d.h. 0¢ F. Dann existiert ein f € F mit

If]=6(F. W)=inf {||x—y||| xeF, yew}:inf {||x||| X e F}>o.

Ist namlich g € F beliebig, aber fest gewahit und e :=||g|>0 (wegen 0¢ F), so gilt offenbar
auch

§(F.w)=inf{|x|| xe F}=inf{|x|| xe FNK_(0)},

wobel K_(0):= {x eR"
bezeichne. Auf der nunmehr kompakten, nicht-leeren Menge F NK_(0)> g besitzt die stetige Ab-

X[ < 5} die abgeschlossene Kugel um den Nullpunkt mit Radius ¢ > 0

bildung x — ||x|| aber ein Minimum, das etwa in f € FNK_(0)C F angenommen wird. Wegen
f = 0 nach Voraussetzung ist dann

[f|=6(F.wW)=inf{|x|| xeF}>0,
wie behauptet.

Sei nun zusétzlich F konvex. Fir 0 <t <1 gehoren dann mit f auch alle Punkte f +t(u— f) mit
ue F ebenfallszu F, mit

[+t fu—ff +2t<fu—f> = Hf+t(u—f)”22||f||2 vt€ (0,
s tu-f[f+2<fu—f>>0vte(0]

s <fu>><ff>=|f>0
nach V oraussetzung folgt also

<fu>> ||f||2>0 firale ueF.
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Damit ist der Satz in der speziellen Situation V=W ={0} und K =F (fir sogar nur abgeschlos-
sene) konvexe Mengen F mit z= f bewiesen, da hier trivialerweise

<z,y> = 0 furdle yeVy

gilt.

Sei nun V ein beliebiger, von{O}verschiedener Teilraum und K konvex und kompakt, mit
KNV =g@. Wir betrachten dann die Menge L:=K -V ={x—y| xeK, yeV}. Diese st abge-
schlossen und konvex, mit

5(L,{0})=6(K,V)>0,

also insbesondere LN {0} = . Ersetzt man nun in der obigen Argumentation F durch L, so folgt
die Existenz eines Vektors z € L mit

<ILX=BY> = <I,X>—-03<z,y> > ||z||2> 0

wegen x—pgyel furale xeK, yeV, g€R. Da g3 beiebig grof3 gewahlt werden kann, folgt
nun direkt <z,y> = 0 fur ale yeV sowie <z,x> > [z|* > 0 furale x €K, wie behaup-
tet. Der Satz ist damit vollsténdig bewiesen.

Satz 8 ist in der Literatur auch as eine Version des Satzes von der trennenden Hyperebene be-
kannnt:

Der Vektor z ist namlich orthogonal zu V (we-

gen <z,y> = 0 fir dle yeV), wobei ||

den Abstand von K zur Hyperebene (dem Teil-

H raum) ) angibt; verschiebt man nun die Hyper-

" ebene V pardlel in Richtung z, d.h. betrachtet

man die affine Hyperebene H =nz+V mit

0<n <1, so"trennt" diese gerade die Menge K
und den Teilraum V.

Die andere Bedingung < z,x > > 0 besagt hier anschaulich, dass die Winkel zwischen z und den

vom Fuf3punkt des Vektors z in die Menge K flhrenden Vektoren x stets strikt zwischen —% und
s liegen
5 :

Die Bedeutung des Satzes 8 zeigt sich nun bei der Charakterisierung der Arbitragefreiheit eines
Marktes.
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Satz 9: Notwendig fur die Arbitragefreiheit eines Marktes ist folgende Bedingung:

G, ()¢ T firjedes ¢ € H.

Beweis durch Widerspruch: Der Markt sei arbitragefrei mit G, (¢)e D' fir ¢ € H. Da G, (¢) un-

abhéngig von ¢, ist, kann nach Satz 3 ¢ as selbstfinanzierend angenommen werden mit
Vo(¢)=0. Wegen G, (¢)=V,(¢)—V,(¢)=V,(¢) kann nicht G,(¢)>0 gelten fir ale
n=0,-,T (sonst Widerspruch zur Arbitragefreiheit wegen v'V; (¢)=V; (¢)=G, (¢) €T, aso
P(V; (¢)>0)>0). Wahle

m:=max {k € {0+, T ~1}| P(G, (¢) < 0) > 0}.
Definiere die Handel sstrategie +» durch

1, “¢,, n>m

= mit ={G_(¢)<o0!.
Gl i A= (6, 0)<0)
Dannist A, F, -messbar und ¢» vorhersagbar (da ¢ vorhersagbar). Damit folgt fur n=0,---,T :
G, (V)= <, AS;>= " <1, ¢,,AS;>=1, > <¢,,AS, >,
j=1 j=m+1 j=m+1

also

6. (4) = 1, (G, (¢)—G,(¢)), n>m )

0, n<m

da auf A, G,(¢) negativ ist und fir n>m gilt: G,(¢)>0. Insbesondere ist damit auch
G, ()>0 auf A, : Widerspruch zur Arbitragefreiheit! Die Annahme von G, (¢)€el ist also
falsch, der Satz damit bewiesen.

Wir wollen uns im folgenden Uberlegen, was die Aussage des Satzes 9 fir unser anfangliches Bei-
spiel von Eberlein konkret bedeutet. Wir legen dazu wieder die Notation von S. 41 zugrunde, d.h.

al0]=x, ¢l =y, ¢[2] =z,
mit reellen Zahlen x, y, z. Wie erhalten dann mit zunéachst nicht spezifiziertem Optionspreis C,
G, (¢) =< ¢, AS, >=y(80v—100-+50vl, )+ (20vI, — C,).

Das (stochastische) Modell beinhaltet lediglich eine einzelne binomialverteilte Zufalsvariable 1;
es gentigt daher, fiir  eine zweielementige Menge anzusetzen: Q = {w,,w,} mit
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1 (
1 (

Fir diesen Fall konnen wir also o = 2 wahlen; in vektorigller Schreibweise konnen wir demnach
die GréRe G, (¢) identifizieren mit

w,)=0
w,)=1.

G, (¢)=y

80v—100} ZI —C,

, V,zeR.
130v—100Jr 20v—CJ y

Der lineare (Teil-)Raum, in dem die "Vektoren" Gl(qb) liegen, wird also aufgespannt durch die

80v—100 —C -
Vektoren und l 0 } Die Bedingung G; (¢)¢ " lésst sich also dann und nur

130v—100 20v—C,

dann realisieren, wenn diese beiden Vektoren linear abhangig sind (anderenfalls spannen sie ganz
R? auf), d.h. wenn gilt

(80v—100) —C,

v — 4 -
50v (32v — 40+ C,) detl(lsov_loo) (2ov—C,)

‘:o, adso C,=40—32v=10v=09,52..

in Ubereinstimmung mit unserer friiheren Berechnung des (eindeutig bestimmten) arbitragefreien
Cadll-Preises C,,.

Wir kommen jetzt zum sogenannten Fundamentalsatz der Optionspreis-Theorie:

Satz 10: Ein Markt ist arbitragefrei genau dann, wenn es ein zu P aquivalentes Mal3 P* gibt (d.h.
mit denselben Nullmengen wie P), unter dem die diskontierten Preise (§O§T) ein Vektor-

Martingal bilden. P* heil3t dann ein zu P &quivalentes MartingalmaR.

Beweis:

< Fur eine selbstfinanzierende Handel sstrategie ¢ gilt nach Satz 2, Teil 5:
Vi (¢) =V (¢)+Z< ¢i’A§i >
i=1

[mit Vi, (6) =V, (¢)], dh. (Vo(¢),+V; (¢)) ist als Martingal-Transformation der Preise ebenfalls
ein Martingal unter P* nach Satz 6; also gilt

£V, (6)) = E* (Vo 6).
Dabei bezeichne E* den Erwartungswert beziiglich P*. Fiir ¢ zulassig mit V, (¢) = 0 folgt somit
E" (Vi (¢))=0 mit V; (¢) >0,
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aso V; (¢)=0 (einzige Nullmenge unter P und P* ist @). Damit ist der Markt aber arbitragefrei.

= K::{Z el

> Z(w)= 1} ist eine kompakte, konvexe Teilmenge von I' mit K N V=g nach

wef)
Satz 9, wobei V:={G; (¢)|¢ € H} sei; diesist &in linearer Teilraum von R” bzw. R* im Sinne

der oben angesprochenen Identifikation. Nach sinngemél3er Anwendung von Satz 8 existiert dann
ein A € R mit den Eigenschaften

D Aw)Z(w)=> A (w)>0 furdle ZeK
wef we)

> AMw)G; (¢rw)=0 fur ale ¢ € H.

weN

Wahlen wir in der oberen Ungleichung fur beliebiges, aber festes weQ speziell

Z,(n)= L= fur n €, soist offenbar Z_ € K mit
w 0’ niw w

AMw)=2_Am)Z. (n)>0

ne
Mit dem Ansatz

Aw)

P ({w}) = ZM")

nesl

>0, weld

ist ferner ein zu P &quivalentesMass P* gefunden mit

) D A@)G (diw)
=E'(G; (¢)) === =0

2 A(w)

wel

E*

g
> < ¢,,AS, >
=1

fur alle ¢ € H. Nach Satz 7 ist dso (S,,-+-,S; ) €in Vektor-Martingal.
Damit ist der Satz vollstandig bewiesen.

Das im Anschluss an Satz 9 behandelte konkrete Beispiel 18sst sich nunmehr wie folgt erganzen:

Der eindimensionale lineare Teilraum V), der von den "Vektoren" Gl(¢) erzeugt wird, wenn der

80v—100
arbitragefreie Call-Preis C, =10v zugrundegelegt wird, besitzt den Basisvektor
130v—100
80-105| |-1
nach Multiplikation mit L als skalarem Faktor: 1 = =:b. Da der zur Bestim-
25 25|130—105 1
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mung des aquivalenten Martingalmal3es P* bendtigte "Vektor" A\ nach Satz 8 bzw. 10 orthogonal
zu Y und damit zu b ist, aso

<A b>=X(w)b +A(w,)b, = -A(w,)+ A(w,)=0

gilt, folgt A(w;)=A(w,) und somit P* ({w,})=P" ({w,}) :%, was sich inhaltlich mit der schon

friher gefundenen &quivalenten Wahrscheinlichkeit p*=P* ({w;})=1-p" =1-P" ({w,}) :%
deckt.

Es bietet sich nunmehr an, die Bedeutung von Satz 10 fir das allgemeinere Modell von Cox, Ross
und Rubinstein genauer zu studieren. Dazu betrachten wir zunéchst das Zwei-Stufen-Ein-Perioden-
Modell vom Anfang, das sich mit der friiheren Notation und den Annahmen auf S. 5 (vgl. auch S.
38) folgendermalien darstellen |&sst:

S[0]=1 SJ[0]=r
=S, SIU=S; +(S -5 ),
Sol21=C, S[2=(S—X)" =(S; =X )1,

wobei 1, wieder eine B(, p) -binomialverteilte Zufallsgrofe bezeichnet. Wollen wir nun Arbitra-

gefreiheit nach Satz 10 erreichen, missen wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P* so finden,
dass die diskontierten Preise ein Vektor-Martingal unter P* bilden. Fur das obige einfache Modell
ist diese Bedingung offensichtlich wegen F, = {@,Q} aquivalent zu

VE* (S,[K]) = S,[k] bzw. E*(S,[k])=rS,[k], k=0,12,

wobei die Bedingung fir k =0 (auch voraussetzungsgemald) stets erfillt ist. Wahlen wir analog zu
oben wieder die Bezeichnung p* = P* (I1 = 1), so liefern die beiden unteren Gleichungen jetzt

S;+p(Sf —Sr ) =E(S)[1]) =rS,[1] =S,
p(S7 —X)=E"(S[2)=rs[A =rC,,
woraus sich sofort die beiden (bekannten) Ldsungen

S =X
S; —S;

. rSg—S;

= und C
Sy —S; °

(Sy—vs; )

ergeben.
Wir betrachten nun die entsprechende Zwei-Perioden-Erweiterung des Anfangsbeispiels von Eber-

lein im Sinne von Cox, Ross und Rubinstein, die formal wie folgt beschrieben werden kann (mit
r=1+i=105):

56



SO[O] =1 S1[0] =r 32[0] =r?
S,[1=100 S,[1]=80+501, S,[1]=64-+40l,+40l,+25I,1,
So[21=C,  S[2] :C1<I1) S,[2] =591,1,,

wobei |, und I, zwei stochastisch unabhéangige, je wieder B(1, p) -binomialverteilte Zufallsgrofien

bezeichnen. Als o-Algebra F wahlen wir dabei zweckmalligerweise die von |, erzeugte o-
Algebra, also

A :g(|1):{®,A, A°,Q} mit A= |fl({1}>'

Die Schlusskurse S,[1] zur Zeit 2T sind aso gegeben durch die Werte {64,104,169}, die fur die
Falle I,=1,=0, I,=(1-1,)=0 bzw. I,=(1-1,)=0, und I, =1,=1 realisert werden; ent-
sprechend fur die Optionswerte S,[2]. Man beachte dabei, dass im Gegensatz zum Ein-Perioden-
Fall der Preis C,(1,) der Option zur Zeit T hier nicht durch 201, gegeben ist, da der Auslibungs-

zeitpunkt der Option der spatere Zeitpunkt 2T ist. Fir eine Anwendung von Satz 10 benétigen wir

noch folgende Ausdricke:
E(S,[] %)= E(S,[1])=80+50p
E(S,[2]]| %) =E(S,[2])=E[C,(l,)]
E(S,[1]] %)= 64+40p +(40+25p) |,
E(S,[2]]| A)=59pl..

Die diskontierten Preise bilden also genau dann ein Vektor-Martingal, wenn

100r = rS,[1] = E(S,[1]| %) = E(S,[1]) =80+ 50p
r(80+501,)=rS[1] = E(S,[1]| /) =64+ 40p+(40+ 25p) |,
rC, =rS,[2] = E(S,[2]]| %) = E[C,(1,)]
rC,(1,)=rS,[2] = E(S,[2]| /) =59pl,

gilt; diesist genau dann der Fall, wenn
D= p*:% (zeile1), C,(1,)=59pl, (Zeile4) und C, =VE[C, (1,)]=59?p>=13,37 (Zele3)

ist. (Man beachte, dass Zeile 2 mit diesen Losungen konsistent ist.) Nach Satz 10 ist der Markt also
unter demselben p* wie im Ein-Perioden-Modell arbitragefrei, mit einem zugehdrigen Options-
preisvon C, =13,37. Im Gegensatz zum Ein-Perioden-Modell ist aber der Optionspreis zur Zeit 1
abhangig von der vorherigen Kursentwicklung, d.h. es ist C, =0, wenn der Kurs féalt, und
C, =59vp = 28,09, wenn der Kurs steigt.
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Wir wollen nun einige (zulassige) Handelsstrategien ¢ genauer untersuchen. Betrachten wir dazu

zunéchst die einfache Strategie, bei Leerverkauf von n Aktien m Call-Optionen zum Preis von
C, =13,37 zum Zeitpunkt O zu erwerben und diese Positionen bis zum Zeitpunkt 2T zu halten,

also zum Zeitpunkt T keine Umschichtungen im Portfolio vorzunehmen (sog. , Buy-and-Hold"-
Strategie). Wir erhalten dann folgende Tabelle, bel der esin der Rechnung wieder nur auf das Ver-
haltnis von n zu m ankommt:

t=0 t=2T
Aktion Bewertung S, =169 S,, =104 S, =64
Leerverkauf n Aktien —100n —169n —104n —64n
Kauf m Call-Optionen +mC, +59m 0 0
Geld 100n—mCq [ +r2(100n—mC,q) | +r?(100n—mCo) | +r?(100n—mCy)
Sado 0,00| —58, 75n +- 44, 25m 6,25n—14,75m | 46,25n—14,75m

Diefir das Vorliegen einer Arbitrage-M 6glichkeit notwendigen Bedingungen

—58,75n+44,25m >0
6,25n — 14,75m >0
46,25n — 14,75m >0

sind aber aguivalent zu der Bedingung EmZanax{S—gm,S—gm}, die jedoch nur fir
235 25 185

m=n=0 erfulltist und somit in alen drei Kurssituationen zu einem Saldo von Null fihrt. Damit
ist eine Arbitrage-Moglichkeit zwar ausgeschlossen, jedes nicht-triviale Portfolio (d.h. mit von Null
verschiedenen Kontobewegungen) fuhrt aber in wenigstens einer der drei Situationen zu einem
echten Verlust. Insbesondere bedeutet dies auch, dass ein Hedging mit der obigen Strategie nicht
mehr moglich ist, wie die folgende Tabelle, die sich direkt aus der obigen ergibt, zeigt:

t=0 =2T
Aktion Bewertung S,y =169 S,y =104 S,; =64
Besitz n Aktien +100n +169n +104n +64n
Verkauf m Call-Optionen -mGC, —59m 0 0
Geld +mGC, +r’mC, +r’mC, +r’mC,
Saldo +100n | 169n—44,25m | 104n+-14,75m 64n +14,75m
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mit den fUr ein Hedging anal ogen Bedingungen

169n — 44,25m >110, 25n
104n + 14,75m > 110, 25n
46,25n + 14,75m > 110, 25n,

die wieder auf %m >n Z%m und damit bei n> 0 zu einer nicht erflllbaren Bedingung an m

fuhren. Aufgrund der Tatsache, dass der Optionspreis Cl(ll) fur 1, =0 (anfangliche Kursabwarts-
bewegung) zur Zeit T den Wert Null annimmt, ist ein Hedging sogar fir keine (zulassige) Handels-
strategie ¢ mdglich, jedenfalls nicht fur Call-Optionen mit einem Austibungspreis oberhalb von

104. Bei einem beispielhaften Ausiibungspreisvon X =100 —der mit p= p” :% analog zu obi-

:ZV2

ger Rechnung zu Cl(ll):v[2+6—29 Il] und C, =VE|[C,(1,)] —17,46 fihrt — 4sst sich aber

eine geeignete Hedging-Strategie ¢ finden, ndmlich die folgende:

1925 185 2
4l0=0  a0=22n 0= [T—sell]v "
gl=n  ¢[l]= n ¢ll= n

100rn
@2=0 a2=-=2= A= (-10+9I)n

mit den Eigenschaften:

1925 100rn ~Ev2

V() =<,,S, >=< ¢1’50>=EV” -1+n-100— =100n

1925 100 (. 69
Vi(¢)=<y,8,>==_=vn-r+n-(80+50l,) - v[2+7 |1]
1925 200
= n+80n ———n+50nl, —50nl, =105n =r-100n
69 69 ! !
- (’52’51>:[1%5—36'1]“”+(80+50|1)n+(—1o+9|1)nv[2+%|1]

_ n{[%s—Zo]v+80+[[—36+18—345+%1]v+50} |l}

V,(¢)=<¢,S,>= [%S—SGIl]vznrz + (644401, + 401, + 251 1, )n+---

+(41,+41,+611,1,)(—10+91,)n
= [%SJFM]n +[(—36+40—40+36) 1, + (40— 40) 1, + (25— 610+ 36+ 549) I, |n
=L, 2 100n.

59



Man beachte, dass die Komponenten ¢, [k] explizit nur von 1, und nicht von I, abhéngen, also in

der Tat F, — messbar sind. Insbesondereist ¢ zul&ssig und selbstfinanzierend.

Diese Handelsstrategie ¢ kann konkret wie folgt realisiert werden:

Verkauf von E—Zn =1,5217n Call-Optionen zum Preisvon je 77,7\/2 =17,4603 €.

Guthaben (Geld): %vn =26,5700n €.

Bewertungs-Saldo: 100n €.

I, =1 (Kursaufwartsbewegung) :
. 12 . . .13
(Rick-)Kauf von = n=0,5217n Call-Optionen zum Preisvon je ?v: 34,7619 €.

Neuer Bestand: —n Call-Optionen.

1925 438

Neues Guthaben (Geld): [ —
69 23

v] n=9,7619n €.

Neuer Bewertungs-Saldo: 105n €.

I, = 0 (Kursabwaértsbewegung) :

Verkauf von 1215 n=28,4783n Call-Optionen zum Preisvon je 2v=1,9048 €.

Neuer Bestand: —10n Call-Optionen.

Neues Guthaben (Geld): [%jt%v]n:M,OMGn €.

Neuer Bewertungs-Saldo: 105n €.

Far Optionen mit anfanglichen Austibungspreisen X oberhalb von 104 183t sich noch eine dhnliche
Hedging-Strategie konstruieren, wenn man zur Zeit t =T samtliche Call-Optionen zum aktuellen
Preis zurtickkauft (dies nennt man ,, Glattstellen” der Optionsposition) und stattdessen Optionen mit
einem geeigneten, niedrigeren Ausiibungspreis neu verkauft. Formal enthalt das Portfolio dann aber
vier Bestandteile: Aktien, zwei unterschiedliche Optionstypen sowie die Geldposition.

Eine erhebliche technische Vereinfachung ergibt sich, wenn man in dem Binomialbaum des Cox-
Ross-Rubinstein-Modells rekursiv von , hinten* nach ,vorne* rechnet. Dazu mittelt man jeweilsin
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jedem , Knoten* die diskontierten Optionswerte aus den beiden rechts benachbarten Verzweigun-
gen mit der &quivalenten Wahrscheinlichkeit p* und berechnet aus diesen Angaben die jeweilige

Hedge Ratio. Dieses Verfahren ist rechnerisch gleichwertig zu der oben hergeleiteten Verfahrens-
weise; hierauf kommen wir spéter noch einmal im Detail zuriick. Fir das obige Beispiel ergibt sich

mit p* :% (oberer Wert: Aktienkurs, unterer Wert: Optionspreis):

(69 + 4)v/2 = 73v/2 169,00
69,00
(73vi2 + 2v) vI2 = TIV/4 < 123’32 Hedge Ratio h = (69 — 4)/(169 — 104) = 1
100,00 \ 104,00
— 17,46 4,00
it Hedge Ratio h = (4 — 0)/(104 — 64) = 1/10
x [1,90
64,00
0,00
(4+0)/2=2v

Hedge Ratio h = (73 — 4)v/2/(130 — 80) = 69v/100 = 69/105 = 23/35

Die obigen Rechnungen haben gezeigt, dass fur das urspringliche Options-Bewertungsproblem
offensichtlich nur die Martingal-Eigenschaft der diskontierten Aktienkurse eine zentrale Rolle

spielt, welche im wesentlichen durch die Eigenschaft p = p* charakterisiert ist. Dass dies alge-
meiner im Cox-Ross-Rubinstein-Modell immer der Fall ist, zeigt der folgende

Satz 11: Betrachtet werde das n-Perioden-Cox-Ross-Rubinstein-Modell aus Kapitel 6, d.h. gegeben
sind der Grundraum © = {0,1}" mit dem Produktmaf3 ® B(L p) und Abbildungen 1,,---,1, auf Q
i=1

mit 1, : (w, -, w,)— w,, k=1---,n. Dann sind I,---,1, unabhangige, je B(, p)— verteilte Zu-
fallsvariablen, und die Aktienkurse lassen sich darstellen vermoge

S =(L+k ) (1+k ) Sy, k=111,

k

wobei N, ::z:Ii fur k=1,---,n bezeichne. Ferner sei  =o(l,,---,1,) fir k=1,---,n. Diedis-
i=1

kontierten Aktienkurse seien mit

Z,=Vv'S,., k=0,---,n

bezeichnet. Dann gilt: Die Folge {Z, }, , . ist genau dann ein Martingal beziiglich der Filtration
{FAtco. oo Wenn p=p" ist, mit
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o - rSO—(1+k’)S0 _ i -k .
(1+Kk7)rs,—(1+k7)S, k' =k

Beweis: Zunachstist 7, =o (1,1, )=0(Zy,++,Z,) fir k=1,---,n—1. Fir diesek gilt dann:

E<Zk+1|-7:k): E<Zk+1|zo""’zk)

— VTE VkTSkT (1+ k+)lku (1+ k7)141“1

so,---,v”sm}

=Vv'V'SE

14k )" (1+ k)““]

= VTS [p(1+k ")+ (1 p)(1+k )| =vTS =2,

genau dann, wenn
v’ [ p(1+ k+)+(1— p)(l+ k‘)} =1

bzw.

Der auf S. 24 diskutierte Ansatz zur Bewertung von Optionen stellt sich also im nachhinein als
richtig heraus; vgl. hierzu auch den spéteren Satz 14.

12. Markt-Vollstandigkeit

Im letzten Abschnitt stellte sich die (nicht-triviale) Frage nach der Bewertung von Optionen zu
Zwischenzeitpunkten, wenn ein Mehr-Perioden-Modell fur die Betrachtung zugrunde gelegt wird.
Fur das Cox-Ross-Rubinstein-Modell konnte diese Frage Uber die Martingal-Eigenschaft der dis-
kontierten Aktienpreise gel0st werden. Wie man im allgemeinen Fall vorgehen kann, soll in diesem
Abschnitt ausfuhrlicher diskutiert werden. Dabei wollen wir — vor allem im Hinblick auf den nach-

folgenden Satz 13 — ab jetzt voraussetzen, dass fur die finale o — Algebra 7 = () gilt, was wir

nach Satz 1 ohne weiteres annehmen kénnen, da das Wahrscheinlichkeitsmald P gegebenenfalls auf
ganz B (€2) fortsetzbar ist.

Definition 5: Unter einem Claim [zum Zeitpunkt T] versteht man eine (% —messbare) Abbildung
H >0[z.B. den Wert einer Option am Verfalltag T]. Ein Claim heif3t absicherbar, wenn es eine
zulassige Handelsstrategie ¢ gibt mit V; (¢)=H. Ein Markt heif}t vollstandig, wenn jeder Claim
absicherbar ist.

Beispielsweise ist H = r'"V, ein Claim, wenn das Anfangsportfolio V, nicht-negativ ist. Absicher-
barkeit dieses Claims bedeutet also gerade, dass es fur das Portfolio ein perfektes Hedging gibt, d.h.
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die Wertentwicklung des Portfolios zum Ende der Laufzeit T der risikolosen Verzinsung des An-
fangswertes des Portfolios entspricht.

Satz 12: In einem arbitragefreien Markt ist ein Clam H bereits dann absicherbar, wenn es eine
selbstfinanzierende Handelsstrategie ¢ gibt mit V; (¢)=H.

Beweis: Sei ¢ selbstfinanzierend mit V; (¢)=H. Unter dem nach Satz 10 existierenden, zu P
squivalenten Martingdma? P* ist dann nach Satz 6 (VO(¢),~~,\7T (gb)) as Martingal-
Transformation ebenfalls P* —Martingal, so dass

gilt. Wegen V; (¢)=Vv'H >0 ist also auch
V, (¢)=r"V,(¢)=V""E'(H|%)>0, n=0,T,

also ¢ zulassig.

Satz 13: Ein arbitragefreier Markt ist vollstandig genau dann, wenn es ein zu P aquivalentes, ein-
deutig bestimmtes Martingalmaf? P* gibt, unter dem <§O§T) ein Vektor-Martingal ist.

Beweis:

=: Sa H ein absicherbarer Clam. Dann gibt es eine selbstfinanzierende Strategie ¢ mit
H =V, (¢). Esfolgt

VIH =V, (¢):v0(¢)+§:< ¢, AS, >.
j=1

Sind P, und P, zu P aquivalente Martingalmale mit der geforderten Eigenschaft, gilt nach Satz 6
und der Erwartungswertkonstanz von Martingalen

E <\7T (¢)> =E (VO (925)) =Vo(¢), i1=12
[wegen 7, ={2,Q}], dso

E,(VH)=E,(V'H).

DaH beliebig war und voraussetzungsgemal? 7 = P(Q) gilt, folgt P, = P,.

< Annahme: der Markt sei arbitragefrei [mit: P* zu P &quivalentes Martingalmal3] und unvoll-
sténdig; H >0 sai ein nicht absicherbarer Claim. Ferner sei dhnlich wie in Satz 10
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W={V, (¢)|¢ € H}={Vo+G; (¢)]¢ GH,VOGR}z{VOJrZqusn,Aén >|¢ EH,VOGR}QRQ

mit Konstanten V, € R aufgrund der 5, — Messbarkeit von ¢,. Fir Zufallsvariablen X,Y auf (€2, P)
betrachteten wir jetzt das (gewichtete) Skalarprodukt

< XY ==E7(X-Y) =) X (w) (w)P ({w}), X,Y R

weN

Da H voraussetzungsgemal? nicht absicherbar ist, d.h. v'H ¢ W qgilt, folgt die Existenz eines
X+ =0, X" eW" (bezgl. des Skalarprodukts < -, - ). Definiere P** auf % =93(€2) durch

1+ P ({w}), we

SO .
neQ

Dannist P** <{w}> > % P ({w}) >0 fur alle we Q und

5P () =P (ot = S5 (=1

wegen 1€ W, also < X, 1= E*(Xl):o, d.h. P* ist ein zu P* aquivaentes Wahrscheinlich-

~ T ~
keitsmaBauf 7 =P (Q) mit P™ = P*. Mit G, (¢) = > < ¢,,AS, >€ W folgt nun

n=1

< X".G(¢) ~
2max|X " (n)|

ne

—E*(Gr(¢))=E" (G, (¢)) + =E'(G;(9))=

S a5 -
n=1

nach Satz 7. Also ist (S,,-+,S; | Vektor-Martingal auch unter P** nach Satz 7. Damit existieren
also mindestens zwel verschiedene zu P aquivalente Martingalmal3e, womit der Satz bewiesen ist.

Der Beweis des Satzes 13 zeigt also insbesondere, dass im Falle der Unvollstandigkeit auch alle
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

P** —

we

12 e () e miesmac(x ()

zu P* &quivalent sind mit der Eigenschaft, dass (§O§T) Vektor-Martingal auch unter P** ist



In einem arbitragefreien und vollsténdigen Markt kann also jeder Claim H zum Zeitpunkt O eindeu-
tig bewertet werden durch

Vo (¢)=E"(V; (¢))=E" (V' H),

wobei P* das zu P &quivalente, eindeutig bestimmte Martingalmald3 und ¢ eine geeignete selbstfi-

nanzierende Handelsstrategie ist. Allgemeiner kann der Wert des Claims zu jedem Zeitpunkt n ein-
deutig bewertet werden durch

V,(¢)=V""E"(H|%)>0, n=0,,T.

Hieraus folgt auch unmittelbar die bereits friher vorgestellte, allgemeine Put-Call-Parity-Relation,
denn fir den Call-Preis zur Zeit n erhalten wir unter der Annahme, dass eine einzelne Handel spe-
riode die Lange 1 besitzt und T ganzzahlig ist, aus der letzten Beziehung sofort

n

C, =V " [C| A=V B (S - X)) n=00T
und darauswegen P, =C, —S; + X :

P, =V "E*[R|£]=C,—r"E° V'S | £ |+V "X =C, S, +V "X,

also
C,—PR=S-Vv"'X, t=0,T,

da ja die diskontierten Aktienpreise unter P* en Martinga bilden, also insbesondere
E*[VTST |]—"n]:v”8n, n=0,---,T ist. Die Formel am Ende von Kapitel 2 ergibt sich, wenn man die

Handelsperiode T in n Subperioden der Lange T /n unterteilt und te{o%% (n _nl)T ,TJl

waéhlt.

Wir wollen die letzten Ergebnisse noch einmal an der allgemeinen Situation des anfanglich be-
trachteten Zwei-Stufen-Ein-Perioden-Modells veranschaulichen (zur Vermeidung von Verwechs-
lungen werde hier der Anfangskurs der Aktiemit S, bezeichnet):

P - h(Sos —VSy
Bezeichnet wieder wie oben h— )S die Hedge Ratio, so folgt mit ¢, = (Son—vSr) ,
B 0
T T
—hvS;
¢1: h T]-
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Vo <¢> =< 9250'80 >=< (/51,30 >= h(SOA —VST_) >0
Vi(6)=<,,8; >=—rhvS; +h[S; +(S; -8/ )1,

=h(S; —S7) 1, =(S; = X)1,=(8,[1]- X)" =H,

dh. der Cdl ist as Clam absicherbar durch einen anfanglichen Geldbestand von
C, =h(S,, —VS; ) sowie Verkauf von gerade h Aktienanteilen, was die Bedeutung des anféngli-

chen Call-Preises C, noch einmal aus anderer Sicht erklart. Fir das konkrete Anfangsbeispiel von
Eberlein ergibt sich in Ubereinstimmung mit den Ausfulhrungen in Kapitel 2 noch

[952] | [-30,48  Vo(¢) =<6y, S, >=<¢,,S, >=—30,48+40=9,52
Lot 1040 V(p)=<¢,S, >=—32+0,4-(80+50l,) = 20I, = H.

Der algemeine Fall eines Claims H mit den Werten H;” und H, im Fall eines steigenden bzw.

fallenden Aktienkurses in der Situation des obigen Beispiels lasst sich genau so behandeln: die
Martingal-Eigenschaft der diskontierten Aktien-Kurse fuihrt zu dem Gleichungssystem

A0 + 1S, =H"

¢1[0] r-+ ¢1[1] S; =H"
mit der Losung

+ y- e+ _ pH+te-
A1(S; —S; )=H" —H" baw. o[ =0~ und g[o] =y 0 St
S; —S; S; —S;

was die vorige LOsung als Spezidfall H" =C; =S, — X, H™ =0 enthlt.

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir noch die Vollstandigkeit des Cox-Ross-Rubinstein-
Modells zeigen.

Satz 14: Unter den Voraussetzungen von Satz 11 gilt: das Cox-Ross-Rubinstein-Modell ist markt-
vollstandig.

Beweis: Wir kdnnen aufgrund der speziellen Gestalt desin Satz 11 spezifizierten Wahrscheinlich-
keitsraumes wieder von der dortigen Darstellung fur den Aktienkurs-Verlauf ausgehen, wobei jetzt
allerdings die Unabhangigkeit und identische Verteilung der Zufallsvariablen 1,,---,1, (zunéchst)

fallengelassen werden muss. Die Martingal-Eigenschaft impliziert nun analog zum Beweis von
Satz 11 fur k=0,---,n—-1

E<Zk+1|ﬁ)zzk o E((1+k+)|k+1 (:I__Fk_)lqk+l

%)
— E((1+ k) (1+(1- Ik+1)k*)|}“k): rT
& E(Lk (kT =k )l |R) =1

T1-k~
& P(|k+1:1|~7:k>: E<Ik+1|‘7:k>:rk+T
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Dabei haben wir wegen der {0,1} — Wertigkeit von I,,, von den Gleichungen

(LK) =141,k und (Lrk ) =1 (1 1)k

Gebrauch gemacht.

Wir wollen jetzt zeigen, dass die Bedingung

rm—1—k-

P(Ik+l:1|‘7:k>: E(|k+1|ﬁ>: K =p furk=0,---,n-1

aquivalent ist zur Unabhangigkeit der Zufallsvariablen 1,,---,1,, mit P(l,,,=1)=p" fur
k=0,---,n—1.

= Dadie 0 — Algebra F, auch von den Zufalsvariablen 1,,---,1, erzeugt wird, reicht es, die (e-
lementaren) bedingten Wahrscheinlichkeiten P(I,, =1, =i,,--,1, =i) fur ale Werte

iy, i, €{0,1} zu betrachten. Es ergibt sich fir diese Werte:

P(Ik+1:1’|1:il’”"|k:ik) *

P(l, =21, =i, 1, =i )= -
(k+l |1 L k Ik) P<|1:i1""’|k:ik) P
& Pl =Ll =i, 1, =i)=pP(l,=i, 1, =i)
sowie
P<Ik+1207|1:i1""’|k:ik)
P(I, ,=0|lL =i,---,1, =i )= - - =1-p°
< k-+1 | 1= K |k> P(|1:|11"'1|k:|k> p
& P(l,=01 =i, 1, =i)=1-p")P(l, =i, 1, =i),
also die stochastische Unabhangigkeit von I, ,, und I ,---, 1, bzw.
P(Il"”JkH) _ P(Il'm'lk) ® B(l, p*)
Induktiv erh@lt man hieraus
(i) _ plleadas) A\ pliety2) " Ve .
plh) — p ®B(Lp’)=P ®B(Lp')@B(Lp)==@B(Lp),

dso die (vollstdndige) stochastische Unabhangigkeit von 1,,---,1
k=0,---,n—1

mit P(l,,=1)=p" fur

n?'

<« Ausder Unabhangigkeit von I,,---, 1 folgt sofort
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P(|k+1:l'|1:i1""’|k :ik)
P(Ilzil,---,lk :ik)
_Plea=YP(h=b) PO =h) oy gy
- . . - K+1 — - y
P(l,=i)P(l,=i) *
unabhangig von der Wahl der i,,--,i, € {0,1}, also auch

P(Ik+1:1||1:i1"“’|k :ik):

P(l,,=1%)=p" firk=0,--,n—1.

Insgesamt ergibt sich, dass das aquivalente Martingalmal3 eindeutig bestimmt und im Rahmen des
vorgegebenen Modells gegeben ist durch

P = éB(l p°).

k=1

Das anfangs vorgeschlagene V orgehen zur Bewertung von Call-Optionen im Cox-Ross-Rubinstein-
Modell ist damit also im nachhinein endguiltig abgesichert. Insbesondere erklart sich jetzt auch das
bereits friher angesprochene rekursive Verfahren von Optionspreisen im Cox-Ross-Rubinstein-
Modell, daz.B. fur die Call-Optionsbewertung nach obigem gilt:

C = VT—nE* [CT |fr-]] :VT—nE*

n

(8= X) || =V |(8, Yo = X) |

—VE (Y, - X) |

T —1.
mit Y, = [] (1+ k+)Ii (1+ k‘)l " was stochastisch unabhéngig von S, ist. Dies ist formal der-

i=n+1
selbe Ausdruck wie fir ein T —n — Perioden-Modell mit dem Anfangskurs S, statt S;, d.h. die

Entwicklung der Bewertungen von Derivaten "rechts' von einem Knoten des Baums zu einem be-
liebigen positiven Zeitpunkt erfolgt prinzipiell genau so wie zum Zeitpunkt Null. Insbesondere
folgt hieraus, dass wie im Ein-Perioden-Modell die Optionspreise an den jeweiligen Knoten aus
dem sich "rechts' anschlief3enden Ein-Perioden-Teilbaum berechnet werden kdnnen, was somit
auch das rekursive Verfahren nachtréglich vollstandig rechtfertigt.

13. Unvollstandige Markte

In diesem Abschnitt wollen wir eine geringfigige Modifikation des Cox-Ross-Rubinstein-Modells
vorstellen, die unvollsténdig ist und damit die Problematik der Preisfindung von Optionen noch
einmal aus anderer Sicht beleuchtet. In der Notation folgen wir dabel im wesentlichen Kapitel 6.

Das klassische Cox-Ross-Rubinstein-Modell ist gekennzeichnet durch die Tatsache, dass entweder
genau eine Aufwarts- oder genau eine Abwartsbewegung des Aktienkurses zu jedem Handel szeit-
punkt mit festen relativen Anderungsraten maglich ist. Durch die hieraus resultierende multiplika-
tive Struktur des Modells konnte relativ einfach die Martingal-Eigenschaft des diskontierten Preis-
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prozesses sowie die Eindeutigkeit des aquivalenten Martingalmal3es hergeleitet werden; vgl. Satz
11. In unserem modifizierten Modell wollen wir nun die multiplikative Struktur beibehalten; aller-
dings erlauben wir mehr Moglichkeiten fur die Kursbewegung zu jedem Handelszeitpunkt, wo-
durch zwar die Martingal-Eigenschaft des diskontierten Preisprozesses erhalten bleibt, nicht jedoch
die Eindeutigkeit des aquivalenten Martingal mal3es.

Dazu betrachten wir stochastisch unabhangige, je B(1, p,) bzw. B(1, p,)— verteilte Zufallsvaria-

k K
blen I+, 1, und J;,---,J, mit 0< p,, p, <lund N, :==> 1, M, =>J,. Fur die Grundmenge
i=1 i=1
wahlen wir dabei analog zu Satz 11 Q={{0,1}x{0,1}}" und als I, bzw. J, wieder die entspre-
chenden Projektionen. Der Aktienkursverlauf sel in Analogie modelliert durch

0’...’n.

Sy =S (1K) (L+k )™, K

Der Unterschied zum klassischen Modell besteht also darin, dass dort die mit der Anzahl N, der
Aufwartsbewegungen bis zur Zeit k korrelierte Grofe k — N, der Abwartsbewegungen durch die
von N, unabhéngige Grofse M, ersetzt wird.

Bezeichnen wir wieder wie in Satz 11 mit Z, :=Vv""S,., k=0,---,n die diskontierten Aktienkurse
und mit £ =1, 1,,J5,---,3,), k=0,---,n in Analogie die (natlrliche) Filtration, so erhalten
wir folgendes Resultat:

Satz 15: In dem modifizierten Cox-Ross-Rubinstein-Modell ist die Folge {Z,},_, = der diskon-

tierten Aktienkurse genau dann ein Martingal beziiglich der Filtration {7}, , wenn gilt
(1+k"p, )(1+k p,)=r".

Beweis: Wieim Beweis zu Satz 14 ergibt sich fir k =0,---,n—1:

E(Zk+1|‘7:k): E<Zk+1||1""’ |k1‘]11"'1‘Jk>

=V'E\VS, (14 k*)'k”(1+k*>J“ Ly by dyes d,

VWS, E [(1+ ) 1+ k)Jk“}

=VvIVTS,, [(1+ K" p, )(1+Kk p, )] =S, =27,
genau dann, wenn

(1+ kK*p, )(1+ k’pj): rf
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gilt. Man beachte dabei, dass hier wegen der {0,1} —Wertigkeit und der Unabhangigkeit der I,
und J, wieder die Vereinfachung

E [(1+ ko) (1 k)J“} = E|(L4+K 1 )1k 3y )| = (14K py ) (14K py)

maoglichist.

Offensichtlich ist das modifizierte Cox-Ross-Rubinstein-Modell damit nicht vollstandig, da die
Lésungen p, und p; der Gleichung (1+ k*p, )(1+ K™ p, ) =r' verschiedene aquivalente Martin-

galmalie P* zulassen, wobei beispielsweise noch die Darstellung

pj: iT_k+p|*

N i~k
k™ (1+k*p;) m k%<p'<m'n{lk+T(1+k)]

gilt. Als einzige Einschrénkung ergibt sich hier wieder wie zuvor die Bedingung i, <k, d.h. am

Aktienmarkt kann je nach Kursverlauf eine hohere Rendite erzielt werden als bei der risikolosen
Geldanlage.

Wir wollen dieses Ergebnis jetzt auf das Anfangsbeispiel von Eberlein anwenden, wobei wir die
frihere Notation zugrundelegen. Esist dann

S,[0]=1 S[0]=r
S,[1=100 S,[1 =100+ 30l,—20J, —6l.J,
S[21=C,  S[2]=(S,[1-110)" =201, (1-J,).

Mit

., 30p,-5 1 |
Pp=ar o m< P <1
6p,+20 6
erh@t man hier die aquivalenten Wahrscheinlichkeiten, unter denen die diskontierten Aktienkurse
(So[1,vS,[1]) ein Martingal bilden. Der gesamte Preisprozess (S,,vS,) bildet somit ein Vektor-
Martingal, wenn

Co=C,(p; ) =VE" (S,[1]-110)" =VvE" (201, (1-J,))"

L1

_ * _ . mit =<p, <1

:20vp,*<1— D}‘):ZSO 240p, IO.*V=5000 4800p, o g
10+ 3p, 210+ 63p,

ist. Die folgende Graphik zeigt den Verlauf von C, ( pl*) im angegebenen Definitionsbereich:
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Co(py)

[N)
h

Das Maximum von Co(p,*) wird dabei fur p,*:—%+§\/2_1:0.4854 erreicht (mit Wert

37000 _ 8000 \21=5.3872), das Infimum fiir p; | 1 (mit Grenzwert 10,_20_ 0.7326).
63 63 13 273

Allerdings erhdt man auf diese Weise nicht alle dquivalenten Martingalmal3e, da man hierfir ana-
log zum Beweis von Satz 14 wieder samtliche (zuléssigen) gemeinsamen Verteilungen von

(1y,--,1,,35,---,3,) betrachten musste. Beispielsweise ergibt sich hier asymptotisch das "klassi-
sche" Cox-Ross-Rubinstein-Modell fur die korrelierten Zufallsvariablen J, =1—1,, k=1---,n.

Man kann aber z.B. die Menge der aquiva enten Martingalmal3e im Ein-Perioden-Modell direkt aus
dem (Un-)Gle chungssystem

130p; +104p; +100p; +80p; = E* (S, ) =rS, =105
Py + P, + Py +p, =1
Py P32y P3P, >0

berechnen und mit der so gefundenen Lsung dann den Call-Preis Uber die Beziehung
C, =20p;v

festsetzen. Wahlt man hier etwa p; und p, als freie Parameter, so erhélt man aus dem obigen Sy-
stem das (Un-)gleichungssystem

. 5 5 , 6

P; = Z_Epl_EPZ
_ 1,31
P, = 2 2p1 5p2

mit den beiden Nebenbedingungen
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25
25p1*+12p;<? (1)

c und p;, p,>0.
15p, + 2p;>§ (1)

In der nachfolgenden Grafik entspricht dies dem grau markierten offenen Dreieck oberhalb der
durch (I1) und unterhalb der durch (1) beschriebenen Halbréume im ersten Quadranten. Zusétzlich

eingezeichnet ist hier als Stiick eines Hyperbelbogens die Menge der Paare ( P, P, ) , die dem aqui-
valenten Martingalmal3 des Modells aus Satz 15 entsprechen. Die zugehdrige Gleichung lautet

30p;? +54p; p; +24p;* —5p; —25p; = 0.

Man erhélt sie aus dem parametrischen Ansatz

p*:t25—24t
YU Bt+20

fir =<t<l,
. . 30t-5 6
P =6+ 20

30t —

> gibsituiert und p; = p; (1 p;) und

wenn man auf der vorigen Seite p; =t und p; =
6t +20

P, = P/ p; beachtet.

0.6

0.44

0.24

i

7y
Die Menge der Arbitrage-freien Call-Preise ist damit in dem allgemeineren Modell gegeben durch

0,7326 = ;L_—gv <C, <10v=19,5238.
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Die untere Preisgrenze ist also identisch mit derjenigen aus dem vorher betrachteten, restrikitveren
modifizierten Cox-Ross-Rubinstein-Modell, die obere mit derjenigen aus dem Anfangsbeispiel
(einfaches Cox-Ross-Rubinstein-Modell).

Allerdings gibt es in einem Markt, der lediglich aus Aktien (mit einer Kursentwicklung mit einpe-
riodischer Vierfachverzweigung wie im obigen allgemeinen Modell) und Call-Optionen zum Aus-
Ubungspreis X =110 besteht, aul3er der trivialen Handelsstrategie ¢ = 0 keine weitere Arbitrage-

frele Handel sstrategie. Dies kann man wie folgt sehen: bezeichnen wir wieder wie friher
¢1[0] =X, ¢1[1] =Y, ¢1[2] =1,

so ergibt sich aus dem Ansatz

< ¢, S, >= Xx+100y+Cyz=0=<¢,,S,> (Anfangswert Null)
<@,5,>=rx+S8;y +C;z>0 (Endwert nicht-negativ)

durch Subtraktion des r—fachen der ersten von der zweiten Zeile sowie Einsetzten der vier mogli-
chen Werte {80,100,104,130} fir S, und der zugehdrigen Werte C, =(S; —110)" das Unglei-
chungssystem

—25y —rC,z>0 (1)
—5y —rC,z>0 (IlI)
-y —rC,z>0 (I)

25y +(20—rC,)z>0 (IV)

und daraus durch weitere Umformungen (Addition von (1) und (1V), Addition des 25-fachen von

(mn zu (1v))

(20— 2rC,)z>0
(20—26rC,)z>0.

Wegen %v<c0 <10v ergibt sich nun die eindeutige L6sung z =0, also auch y=x=0, was zu

zeigen war.

Entsprechend lasst sich z.B. eine Call-Option mit Ausibungspreis X =90 in diesem Markt nicht
absichern. Eine L6sung der zugehdrigen Gleichung

V,(¢) =< ¢,,S, >=rx+S,y+C; (110) 2= H = C, (90)

bzw. nach Einsetzen der vier verschiedenen Werte fur S, eine Losung der Gleichungen

rx-+ 80y =0
rx+100y =10
rx-+104y =14

rx 4130y + 20z = 40
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existiert nicht. Hierbei bezeichne C,(X) den Wert einer Call-Option am Verfaltag zum Aus-

Ubungspreis X. Allerdings lasst sich der Markt durch Hinzunahme von bereits einer weiteren Call-
Option mit einem geeigneten anderen Auslbungspreis vervollstéandigen, etwa mit X =100. Bel
"richtiger" Wahl der Preise C,;, =av>0 und Cj, =bv>0 existiert namlich ein eindeutig be-

stimmtes Martingalmal3 P* im Sinne von Satz 10. Zur Abkirzung nummerieren wir die Elemente
der Produktmenge Q= {0,1} x{0,1} auf die folgende Art und Weise:

w, =(10) w, =(L1) w,=(0,0) w,=(01) sodal3
S;(w)=130 S, (w,)=104 S;(w,)=100 S (w,)=80.

Ferner setzen wir
p; =P ({w}), i=1-,4.
Das Gleichungssystem zur Bestimmung von P* lautet nun:

p,  +p, +pst+  p,=1
80p; +100p; +104p; +130p; =105

20p, =a
30p;  +4p; =b
mit der eindeutigen "L 6sung”
p, = 2
! 20
2 8 4
13 B 5
40 10 4
4 20 4

Hier ist nur noch sicherzustellen, dass ale "Losungswerte” fir die p” im Intervall (0,1) liegen.
Diesfuhrt auf die folgenden Ungleichungen:

§<b<§+4, 1—3a+§<b<1—3a+§, O0<a<?20, 5<b<25.
2 2 12 6 12 6

In der folgenden Grafik ist der entsprechende Bereich als graues Dreieck (ohne Rand) dargestellt:
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25

204

o
o

10 15 20

Offensichtlich liegt das Paar (a,b)=(5,8) in dieser Losungsmenge. Fir die Call-Preise
C,(110) =5v=4,7619 und C,(100) =8v =7,6190 erhadt man damit als "das" aquvalente Martin-
galmal3

p*—l—o p*—i Py = B IO*—E

Y400 77 40" P 40" Tt 40

Dieser Markt ist also vollsténdig. Die fragliche Call-Option mit Austibungspreis X =90 l&sst sich
hier mit der folgenden Handelsstrategie ¢ absichern (Komponenten: [0] = Geld, [1] = Aktig, [2] =
Call-Option zum Ausiibungspreis 110, [3] = Call-Option zum Austibungspreis 100):

¢,[0] =50—36v  ¢,[0] = —40v

B[4 =0 &[] =1/2
[2]=0 #[2]=0
B[3]=0 ¢[3]=1/2
mit
V, =<y, S, >=50—36v=—40v+100/2+8v/2=<¢,S, >
V,=<¢,S, >=—-40+S,; /24 C,(100)/ 2= C, (90)
wegen
—40+S; (w,)/2+C, (100;w,)/ 2= —40+65+15=40=C, (90; w,)
—40+S; (w,)/2+C,; (100;w,)/2=—-40+52+2 =14=C, (0;w,)

— 40+,
—40+S,

o~ o~~~ —

)

)
ws)/ 2+C; (100;w,)/ 2= —40450+0 =10=C, (90;w)
w, )/ 2+4C; (100;w,)/ 2= —40+40+0 =0 =C,(90,w,).
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Der Wert der fraglichen Call-Option zur Zeit Null betrégt also nach dieser Rechnung

C0(90):50—36v:3—;v:15, 7142. Dasselbe Ergebnis erhdlt man auch direkt Gber das agui-

valente Martingalmal3 vermoge

40 2

Co(90) = VE" (C; (90)) = VE’
0(90) (C; (90)) 20 20

(S, —90)"

Das Problem der Eindeutigkeit von Optionspreisen ist damit aber selbst in vollstandigen Mérkten
nicht abschlief3end gel6st. Das letzte Beispiel zeigt, dass das aquivalente Martingalmald zwar ein-
deutig bestimmt ist, wenn die Call-Preise C,(110) =av und C,(100) = bv festliegen; jedoch lassen

sich in der Regel verschiedene solcher Paare (a,b) angeben. Jedes zulé&ssige Paar (a,b) fuhrt dabei

im Allgemeinen zu einem anderen — dann allerdings eindeutig bestimmten — aquivalenten Martin-
galmaR. Beispielsweise erhélt man fiir die ebenfalls mdgliche Wahl (a,b)=(6,10) das aquivalente

Martingalmal3

5

.. 6 . 5 . 4 .
pl_zo’ IC’2_20’ Ps = 20’ p“_zo

mit den zugehorigen Optionspreisen

C,(110) = 6v, C,(100) =10v, C,(90) = 3—25v,

die von den ersteren offenkundig verschieden sind.

Wir wollen uns abschlief3end noch mit einer anderen Erweiterung des Cox-Ross-Rubinstein-
Modells beschéftigen, die mit dem obigen Modellierungsansatz verwandt ist, und zwar der (unab-
héngigen) Kopplung von solchen Modellen. Dazu betrachten wir wieder wie oben stochastisch un-

abhangige, je B(Lp,) bzw. B(L p,)—vertelte Zufalsvariablen 1,,---,1, und J,,---,J, mit

Kk K

0<p,,p, <1 und N, ::Zli, Mk::ZJi. Fur die Grundmenge wahlen wir wie zuvor
i=1 i=1

Q={{01}x{0,1}}" und s I, bzw. J, die entsprechenden Projektionen. Im Unterschied zu vor-

her modellieren wir jetzt aber zwei Aktienkursverlaufe durch

Ny M, k—

Sl = (L4 K[ )™ (LKD) So[l, S[2) = (1+k[2" )™ (14+K[2] )" S,l2], k=0,--,1,

wobei die Indizes [i] fur i =1,2 das entsprechende CRR-Teillmodell bezeichnen und S[i] die An-
fangskurse, k[i]* die entsprechenden (ggf. unterschiedlichen) Auf-/Abwaértsvolatilitaten bezeich-
nen. FUr beide Teilmodelle seien die Bedingungen i < k[i]™ erfullt.
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Bezeichnen wir wieder wie in Satz 11 mit Z, :=Vv*"S,., k=0,---,n die diskontierten Aktienkurse
(Vektoren!) und mit F = (1,---,1,,3,,--+,J,), k=0,---,n in Analogie die (nattirliche) Filtration,
so erhalten wir folgendes Resultat:

Satz 16: In dem unabhéngig gekoppelten Cox-Ross-Rubinstein-Modell ist die Folge {Zk}

der diskontierten Aktienkurse genau dann ein Vektor-Martingal beziiglich der Filtration
{A ., Wenngilt

k=0,--,n

_ bk __ koKl
T o PP T P

Beweis: Wieim Beweis zu Satz 11 ergibt sich fur k =0,---,n—1:
E(Zeu[U|%)=E(Zal0]Zor 2 Z ) = E(Z a1 0 1 Jie0 3y )

=V E VS [O(L+ K ) (LK) Ik,Jl,---,Jk]

— VIS IE (1K) (L kg )|
=S [ p (LK )+ (1 p) (LKL )| = V'S, 1] = Z,[1]
genau dann, wenn

p(1+KY")+ (1 p)(L+KY")=r" baw. p, =—k[i1]f —k[lﬂl]‘ =P

gilt. Fur E(Z,,[2]|%, ) rechnet man vollig analog.

Auch das gekoppelte Cox-Ross-Rubinstein-Modell ist nicht vollstandig, da die obigen Lésungen
p, und p; zwar eindeutig sind und damit im Fall der vollsténdigen Unabhangigkeit fir den Vek-

tor-Prozess der Aktienkurse stets das agivalente Martingalmald P* = B @ P, ermdglichen, wobei
P" und P; die jeweiligen aquivalenten Martingalmalde der einzelnen CRR-Modelle sind, aber i.

Allg. trotzdem verschiedene aquivalente Martingalmal’e P* zulassen. Dies sieht man schon im
Einperioden-Fall, wenn man setzt

p; =P, =i,J,=j) miti,je{01}.
Die zentrale Bedingung in Satz 16 bleibt namlich gultig, solange

p|* = Py + Py

. *)
P; = Por + Py
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gilt. Wéhlen wir der Einfachheit halber etwa zwei gleichartige CRR-Modelle wie im Anfangsbei-

spiel, soist p; = p; Z%, und wir knnen o = p,, as freien Parameter wahlen, so dass
1 i 1 * %
Poo = Py = &, p01:p1025—04 mlt0<a<§ ( )

alle gemeinsamen Verteilungen von |, und J, beschreibt, fir die p; = p; :% ist. Damit bleibt

(Z4,Z,) €in Vektor-Martingal auch unter diesen Verteilungen, wie man dem Beweis von Satz 16

sofort entnehmen kann. Allerdings sind die Aktienkursentwicklungen hier i. Allg. voneinander ab-
héngig; so gilt in dem hier betrachteten Beispiel etwa

Cov(S;[4,5,[2]) = E(S; [1-S;[2]) — E (S, [1) E (S, [2]) = 25000 — 625 bzw.

=4a-1

Cov(S;[1,5,[2]) 2500 — 625
S.[4,S,[2])= =

fur die Korrelation p(S;[1,S;[2]), die offenbar alle Werte im offenen Intervall (—1,1) annehmen
kann.

Satz 16 bleibt damit — wie der obige Beweis zeigt — offensichtlich auch in dem algemeineren Fall
gliltig, wo zwar die Paare (1,,J, ) fur k =1,---,n stochastisch unabhéngig sind, aber die Zufallsva-

riablen 1, und J, untereinander abhangig sein konnen, jedenfalls solange die obige Bedingung

(*) erfullt bleibt. Dies fuhrt allerdings zu keinerlei Komplikationen, solange in dem gekoppelten
Markt nur Derivate betrachtet werden, die sich auf genau einen Aktientyp beziehen. Sowohl deren
Preisfindung als auch ihre positiven Eigenschaften in Bezug auf Hedging bleiben vollsténdig und
unverandert erhalten. Probleme ergeben sich nur dann, wenn Kombi-Optionen betrachtet werden,
die sich auf mehrere Aktien beziehen. So kénnte man etwa in dem zuletzt betrachteten Beispiel

eine Call-Option C® betrachten, die nur dann zur Auslibung gelangt, wenn beide Aktienkurse den
Auslbungspreis X Uberschreiten, verbunden mit dem Recht, in diesem Fall auch jeweils eine von
beiden Aktientypen glnstiger erwerben zu kénnen. Der Wert dieser Option zum Verfalltag betragt

hier bei X =110 gerade C? =401,J,, und der Arbitrage-freie Preis ergdbe sich mit jedem der
durch (**) beschriebenen aquivalenten Martingal mal3e zu

Cy =V'E"(CP)=40v'E"(I,J,) =40V p, = 40v'

mit einem Preisintervall von (O, 20VT>:(0, 19.05). Betrachtet man dagegen die Kombi-Option

C®, die zur Ausilibung kommt, wenn mindestens einer der Aktienkurse den Auslibungspreis X
Uberschreitet, mit dem Recht, von jedem X Uberschreitenden Aktientyp eine Aktie erwerben zu
konnen, so ergibt sich hier C;” =20I,(1—J,)+20J,(1—1,)+401,J, = 20, + 20J,, aso die ge-
wohnliche Kombination zweier gewdhnlicher Call-Optionen (jede einzelne bezogen auf "ihren"
Aktientyp) , mit einem eindeutigen Arbitrage-freien Preis von

Cy =V'E"(Cf)=20v"E" (I, +J,) = 20v" =19.05.
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Die folgende Rechnung zeigt, dass mit dem ersten Optionstyp in der Regel kein Hedging mdglich
ist, wohl aber mit dem zweiten. Dazu nehmen wir an, dass ein Anfangsbestand von je n Aktien bei-
den Typs vorhanden ist, mit n> O:

t=0 t=T

Aktion Wert | S; =(80,80) | S; =(80,130) S, =(130,80) S, =(130,130)
n Aktien Typ[1] | +100n +80n +80n +130n +130n
n Aktien Typ[2] | +100n +80n +130n +80n +130n
Verkauf m mal C®  —mCg 0 0 0 —40m
Geld +mCy +40am +40am +40am +40am
Saldo +200n | 160n 4- 40aem | 210n + 40am | 210n + 40am | 260n — 40(1— a)m

Fir ein perfektes Hedging missten hier die folgenden Ungleichungen gelten:

160n +40cm > 210n

210n + 40am > 210n bzw. in <m<
viTe 41— )

260n —40(1— a)m > 210n

n,

was nur im — nicht zugelassenen — Fall « :% eine Losung ergabe. Fir den anderen Optionstyp

ergibt sich dagegen:
t=0 t=T

Aktion Wert |S; =(80,80) | S; =(80,130) | S, =(130,80) | S, =(130,130)
n Aktien Typ[1] | +100n +80n +80n +130n +130n
n Aktien Typ[2] | +100n +80n +130n +80n +130n
Verkauf m mal C* | —mCqy 0 —20m —20m —40m
Geld +mCg +20m +20m +20m 4+20m
Saldo +200n | 160n+ 20m 210n 210n 260n — 20m

mit einem konstanten Saldo von 210n fur t =T bei der Wahl m :gn.
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14. Das Black-Scholes-Modell

In diesem Teil vertiefen wir der Vollstindigkeit halber kurz den schon in Abschnitt 8 betrachteten
Grenzfall des Cox-Ross-Rubinstein-Modells, das so genannte Black-Scholes-Modell fur Aktienkur-
se, d.h. den Stochastischen Prozess

S, =S,exp(ut+oW,), t>0

mit Drift p€R, Volatilitdit >0 und Anfangskurs S, >0, wobei {Wt}t>o einen Standard-

Wiener-Prozess bezeichne (fiir die stochastischen Grundlagen vgl. das Skript zur STOCHASTIK, Ka-
pitel IV). Ferner bezeichne ¥ > 0 die risikolose Zinsrate, d.h. es gelte

B, =e"B,, t>0
fiir die zeitliche Entwicklung eines Bankkontos mit Anfangsbestand B > 0. (In der friiheren Ter-

minologie bedeutet das: ¥ =Inr.) Wir kldren zunédchst die Frage, wann der entsprechend diskon-
tierte Aktienkursprozess

S,=e™S, t>0
ein Martingal bildet. Hierbei legen wir die natiirliche Filtration {.7’-"t It > 0} zu Grunde, die durch
F=c(W0<s<t)

gegeben ist.

Satz 17. Im Black-Scholes-Modell bildet der diskontierte Aktienkursprozess genau dann ein Mar-
tingal beziiglich der natiirlichen Filtration, wenn

7
K 2

gilt.

Beweis: Da der Prozess {S, },_, und damit auch {S~t }t>0 ein Markov-Prozess ist, geniigt es, die zur

Martingal-Bedingung dquivalente Bedingung

E(S,|%)=E(SS,) =S, fast sicher fiir alle 0 <s <t

zu Uberpriifen bzw. dquivalent dazu
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E[exp((1— )t + oW, ) | exp (e — F)s+ oW, )]
= E[exp((1n— ) (s 4 (t=8))+ o (W, + W, =W,)))l exp (1t — F)s + oW, )
= exp((u—F)(t —9)) E|exp((1 — F)s + oW, )exp(a (W, —W,))|exp((1 — F)s + oW, )

=S,

oz(t—s)]

= exp((1u—F)(t—9)) S,E[exp(a(W, —W,)) |= exp((1 —F)(t —9))S, exp[ :

=S, fast sicher,

was genau dann gilt, wenn fiir alle 0 < s <t

2

2 —
exp((u— F)(t—s))exp[y] =1, also u— f—i—% =0 ist,

was gerade der Aussage des Satzes entspricht. Dabei wurde benutzt, dass der Zuwachs W, =W, von
W, und damit auch von §5 = exp((,u —f)s —i—aWs) unabhéngig und normalverteilt ist mit Erwar-

tungswert Null und Varianz t —s.

Die nachfolgenden Uberlegungen stellen sicher, dass ein beliebiges Black-Scholes-Modell (also
mit beliebiger Drift ©€R und Volatilitdit ¢ >0) allein durch einen Malwechsel auf dem zu

Grunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum stets in ein Black-Scholes-Modell transferiert werden
kann, fiir das der diskontierte Aktienkursprozess ein Martingal ist.

Satz 18. Es sei (Q,A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine auf (2 definierte reellwertige

Zufallsvariable. Ferner sei Q ein WahrscheinlichkeitsmaB auf der Borel’schen o-Algebra B, wel-
ches dieselben Nullmengen wie die Verteilung von X, P*, besitze (und damit zu P* #quivalent

ist). Dann gibt es ein WahrscheinlichkeitsmaB8 Q auf .A, so dass X unter Q die Verteilung Q* = Q
besitzt.

Beweis: Nach dem Satz von Radon-Nikodym (vgl. das Skript zur STOCHASTIK, Satz 21) existiert
eine Dichte h >0 von Q beziiglich P*, d.h. es gilt

Q(B):fhdpx = f hoX dP fiir jede Borel-Menge B € B,
B

X1(B)

wobei die zweite Gleichung aus dem Transformationssatz fiir MaBle (vgl. das Skript zur STOCHA-
STIK, Satz 22) folgt. Definiert man nun das Mal} Q vermoge
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Q(A)::fhonP fiir alle A€ A,
A

so ist die gewlinschte Wahrscheinlichkeitsverteilung gefunden: es folgt nimlich nach obigem gera-
de

Q*(B)=Q(X'(®))= [ hoxdP= [hdP*=Q(B) firalle BEB.

X~1(B) B
Damit ist der Satz bewiesen.
Folgerung 1: Ist unter den Voraussetzungen von Satz 18 die Zufallsvariable Y :=aX +b gegeben

mit a >0, b€ R, und besitzt X eine auf R positive Dichte, so existiert eine Wahrscheinlichkeits-

verteilung Q auf A, unter der X verteilt ist wie Y.

Beweis: Die Verteilungsfunktion von Y ist gegeben durch

FY(z)zP(Ygz):P(aXergz):P[X gz—_b]zFX fiir alle € R,

a

also besitzt Y die auf R ebenfalls positive Dichte

f,()=1ft, [Lb] fiir alle Z € R,
a a

d.h. P* und P besitzen dieselben Nullmengen, die identisch sind mit den Nullmengen des Lebes-
gue-Males.

Die obige Folgerung 1 kann insbesondere auf normalverteilte Zufallsvariablen angewendet werden
und lautet dann spezieller:

Folgerung 2: Ist (Q,A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine auf €2 definierte reellwertige

normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert € R und Varianz o° >0, so existiert eine

Wahrscheinlichkeitsverteilung Q auf A, unter der X normalverteilt ist mit Erwartungswert v € R

und Varianz 7° > 0 fiir jedes solche vorgegebene Paar (y, 7'2) cRxR".

Beweis: Wenn wir die Zufallsvariable Y := Z(X — ,u)+y definieren, so ist Y normalverteilt mit
o

Erwartungswert

E(Y)= E[i(x —,u)—i—u]zlE(X —p)t+v=v
g g
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und Varianz
2

(X —,u)+1/]:T—2Var(X):
o

T 2

2
T 2
—3'0' =T .

Var(Y)=Var

o

Q

Die Aussage folgt nun aus Folgerung 1.

Wir wollen jetzt den angekiindigten Sachverhalt, dass ein beliebiges Black-Scholes-Modell allein
durch einen Maflwechsel auf dem zu Grunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum in ein Black-
Scholes-Modell transferiert werden kann, fiir das der diskontierte Aktienkursprozess ein Martingal
ist, beweisen. Dazu gehen wir von der klassischen Paley-Wiener-Konstruktion des Wiener-

Prozeses {Wt }0<t<T auf einem Zeitintervall [O,T] aus, die lediglich eine unabhingige Folge stan-

dard-normalverteilter Zufallsvariablen {Yn}nez+ benutzt (modifiziert nach BREIMAN [77], Proposi-
tion 12.24 oder ITO UND MCKEAN [78], S. 21, Problem 3):

— sin[nﬂ]
Wt:Y"t—i- 2TZ Ty, o<t<T.

JT T “~ n "

Als Ausgangsraum konnen wir dabei einen Produktraum [ XOQH, XA, & P, |zu Grunde legen, bei
n= n=0 =0

dem jede Zufallsvariable Y, auf (Q,,.4,,P,) definiert ist und P," = A/(0,1) fiir alle n€Z" gilt.
Wir wenden jetzt Folgerung 2 auf die Zufallsvariable Y, an: Demnach existiert ein Wahrschein-

lichkeitskeitsmaB3 Q, auf A;, unter dem die Zufallsvariable Y, normalverteilt ist mit Erwartungs-

2 o0
wert ﬂ[? o %] und Varianz 1. Unter dem Maf} Q :=Q, x & P, ist dann der originére diskon-
g n=1

tierte Aktienkursprozess {§t }O<t<T ein Martingal, denn unter Q, ist Y, verteilt wie die Zufallsva-

2 00
riable Y, + ﬂ[l’ — = %] unter P, womit unter P:= P, x®P, der Prozess {S,} ooty
o n=1 st=
JT [ 02] nmt
Yo+ —|F—p—— — _ sin ]
2 o)
S, =S,exp|(p—Mt+o g t+ ZTZ T Y

=
3
i
>

2

o
=S ex —t+|F—u——It+o t+
0 €Xp|(p—T) [ % 2] \/?

2

= S, exp —%t+awt ,0<t<T
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ein Martingal ist nach Satz 17 und dabei dieselbe Verteilungsstruktur besitzt wie der origindre dis-

kontierte Aktienkursprozess {S~t }O«T unter Q =Q, x X P,. Damit ist Q das (sogar eindeutig be-
sSts n=1

stimmte) dquivalente Martingalmal3 fiir {S~t }O«T, und wie im diskreten Fall des Cox-Ross-

Rubinstein-Modells lassen sich die arbitragefreien Preise eines Derivats, das zum Falligkeitszeit-
punkt T die Auszahlung D;(s)= D(s) bei gegebenem Aktienkurs S, =S realisiert, zu jedem

Zeitpunkt t €[0,T| darstellen als

D,(s)=e""E"(D(S;)[S,=s)=e""E|D

S-exp{[l’—%z](T—t)}exp{UﬂZ}

(vgl. ETHERIDGE [11], Proposition 5.2.1), wobei Z eine standard-normalverteilte Zufallsvariable
bezeichnet und E* wieder den Erwartungswert beziiglich des dquivalenten Martingalmales Q be-
zeichnet. Die zweite Gleichung ergibt sich dabei so: bezeichnet {St* }qu den undiskontierten mo-

difizierten Prozess, gegeben durch
S :=e"S, 0<t<T,

so ist nach obigem, dhnlich wie im Beweis zu Satz 1,

|

](H—(T —t))+ o (W, + W, —W,)) ]

E*(D(S;)|S, =s)=E(D(S;)IS; =s5)

=E|D

2
S, exp[[l’—%]T +oW; ||| S,exp

2
—U—tJrcht = s]
2

=E|D

N|QN

S, exp [r’—

=E|D

5-exp r—%z]m —1))+ 0 (W, —WJ)] J

—EID , 0<t<T,

S-exp F—%z](T —t)}exp{a\/T —t Z}

denn W; —W, ist normalverteilt mit Erwartungswert Null und Varianz T —t. Die Abbildung
D,(s)ist zugleich Losung der folgenden partiellen Differenzialgleichung (so genannte Black-
Scholes-Gleichung):

0 0 1 0?
—D.(s)+fs—D,(s)+—0°s*—=D.(s)—fD.(s) =0
ot (S) + 95 ( )+2U 55 (S) .(S)
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mit der Endbedingung D, (S) = D(s), der Auszahlung (dem Wert) des Derivats zum Filligkeits-
zeitpunkt fiir gegebenen Aktienkurs S; =s (vgl. ETHERIDGE [11], Proposition 5.2.3). Dies sieht

man etwa so: das urspriingliche allgemeine Black-Scholes-Modell erfiillt die stochastische Diffe-
renzialgleichung

ds, =

2
u+%]st dt+ oS, dW,,

also das P*-Martingal-modifzierte Modell die Gleichung
dS, =TS, dt+ oS, dw,,

so dass die Abbildung F(t,s):=E (D(ST* )|S, = S) nach der Feynman-Kac-Darstellung (vgl. ETHE-
RIDGE [11], KAPITEL 4.8) die Gleichung
0

_ 0 1 ,,0°
—Ft,s)+is—F(t,s)+—0"s"—F(t,5)=0 *
ot (t,s)+ s (,)+20 e (t,s) *)

mit der Endbedingung F(T,s)= E(D(S}‘)|S}‘ = S) = D(s) erfiillt. Wegen D,(s)=e ""VF(t,s)
bzw. F(t,s) =e""""D,(s) ergibt sich also mit

0 (9

—F(t,5)=—e" "D (s)=—fte" " VD, (s)+ e’ v 0 —D,(s

o (t,s)= t (S) = .(S) " .(S)
und

0 0 82 0?

—F(t,s)=e"""—D,(s), =5 F(t,s)=e" """ —D,(s

55 (t,s) 55 (), (t,s) 552 .(S)

aus (*) die Gleichung

F F 0 r 0 0’
—ite" " VD,(s) +e" "V —D,(s)+ Fse" " —D,(s + o’s’e" TV —D,(s) =
((S) ot ((S) 55 .(S) 7 557 () =

woraus durch Ausklammern des Terms e"" " die Black-Scholes-Gleichung folgt. Bemerkenswert
hieran ist also, dass jeder arbitragefreie Derivate-Preis Losung ein und derselben partielle Diffe-
renzialgleichung ist, die Losungen sich dabei nur nach der jeweiligen Endbedingung D, (S) = D(S)

unterscheiden!

Eine anschauliche heuristische Erklarung fiir (*) ergibt wie folgt: Sei

V() f(s):= E( f (s -exp(Ft+ th)>) fiir s,t >0 und ,,geeignete” reelle Funktionen f.
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Dann bildet die Familie {V Mt> 0} eine Halbgruppe von Operatoren mit dem infinitsimalen Er-

zeuger

2
g

s2
f"(s
> (s)

Af (s) :13551%[V(t)f — f](s)="Fs- f'(s)+

(vergl. das Skript ANALYTISCHE PRINZIPIEN DER STOCHASTIK, Kapitel II.3). Setzt man nun
G(t,s):=V (t) f(s), so erhdlt man die Gleichung

0 d 0 o’s® 9’
—G(t,5) =—V (@) f(s)= AV (1) f(s) = Fs—G(t,s) + ——G(1,5).
at() Olt()() () f(s) 85()+2852()

Die Modifikation F(t,s):=V (T —t)f(s) flihrt entsprechend zu

2F(t s):iV(T —t)f(s)=—AV(T —t)f(s):—FsiF(t s)—lazsza—zF(t S)
ot dt gs 2 os*
bzw.
0 G 1 ,,0°
—F(,s)+fs—F(t,s)+—0s"—F(t,5) =0,
ot G9)+ 0s ( )+20 0s’ (5)

was (*) entspricht. Man beachte, dass im obigen speziellen Fall wegen der Homogenitdt des Mar-
kov-Prozesses

F(t,s):=E(D(S))|S; =s)=E(D(S;_)[S; =s)=V(T —t)D(s)

gilt.

Zum Abschluf} leiten wir mit dem obigen Kalkiil noch einmal die Preisformel fiir eine européische
Call-Option C,(s) her (vgl. Abschnitt 8 und ETHERIDGE [11], Example 5.2.2)). Hier ist speziell

D(s) = (s— X)", wobei wir mit X wieder den Ausiibungspreis bezeichnen. Mit

X o’
ln[s]—[r—z](T —t)

A=
O'\/T —t

gilt dann
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+

C(s)=e"TVE"((S; — X)'[S,=s)=e"TE

o0
CF(T— t)f
A

[S-exp{[?—%az](T —t)}exp{U\/T——tZ}]—

X|p(z)dz

[s exp<|[r——0 ](T—t)}exp{a\/'l'——tz}]_

:%z[exp ——o*(T—t)+ovT — tz—zz—z} dz—e "TOX (1-®(A))
:%j[exp Z—oNT — ) H dz—e "TUX . D(—A)
T A
N ln[s]+[r—02](T 1)
S _a-r(T-) X 2
B J | freoel

ot e BT

a\/T —t

2
1n[; +[|’—02](T—t)
:s~q>(—A+m/T—t)—e—f”-”xqs

o T —t
T-t 2 T-t 2
1n{rxs]+"2(T—t) 1 [rxs]—‘;(T—t)
ZS'® —VTitXQ s OSIST’
oJT —t o T —t

wobei ¢ die Dichte der Standard-Normalverteilung und & die entsprechende Verteilungsfunktion

bezeichnet.

Fiir t =0 ist dies identisch mit der Formel auf S. 32, die durch den Grenziibergang aus dem Cox-
Ross-Rubinstein-Modell gewonnen wurde. Man beachte, dass in diesem Fall s =S zu setzen ist.

Fiir vertiefende, weitergehende Ausfithrungen sei auf die Monographie von APPLEBAUM [3] ver-
wiesen.
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