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Vorbemerkung

M oderne stochastische Methoden und Theorien kommen ohne Hilfsmittel aus der Analysis, speziell
der Funktionalanalysis, nicht aus. Hierzu zahlt insbesondere der Bereich der Stochastischen Pro-
zesse, die u.a. fur die Modellierung von Finanzmérkten (z.B. der geometrischen Brown’ schen Be-
wegung im Black-Scholes-Modell) in stetiger Zeit das wesentliche Hilfsmittel bilden (vgl. etwa
[11], [14], [17], [19], [20] und [28]). Aber auch in der Versicherungsmathematik, insbesondere in
der Risiko- und Ruintheorie, spielen Stochastische Prozesse eine wichtige Rolle, so z.B. beim klas-
sischen Risikoprozess, der auf dem Poisson-Prozess beruht, oder bei den Phasentyp-V erteilungen,
die sich aus zeitstetigen Markoff-Prozessen mit diskretem Zustandraum ableiten. Der vorliegende
Text soll deshab helfen, das Verstandnis Stochastischer Prozesse und der Stochastischen Analysis
durch eine systematische Behandlung ihrer funktionalanalytischen Grundlagen und Prinzipien zu
erleichtern.

Der Text orientiert sich dabei stark an einer Sichtweise auf die Funktionalanalysis, die ich wéhrend
meiner 16-jahrigen Zeit an der RWTH Aachen bel meinem akademischen Lehrer Paul-Leo Butzer
kennen und schétzen gelernt habe. Gut verstandliche Monographien zur Vertiefung dieses Stoffs
sind die Blcher von BACHMAN / NARICI (2000) [1], RoyDEN (1988) [25], TAYLOR (1963) [29] und
WERNER [30]; vgl. aber auch die Monographien [5], [9], [18], [26], [27] und [31].

I Grundlagen der Funktionalanalysis

In der Funktionalanalysis vereinen sich in sehr fruchtbarer Weise Aspekte der , klassischen* Analy-
sis fur Funktionen reeller Veranderlicher mit solchen der Linearen Algebra. Insbesondere sind hau-
fig—in der Regel unendlich-dimensionale — Vektorraume geeigneter Funktionen (z.B. stetiger oder
differenzierbarer Funktionen) Gegenstand des Interesses. Durch den Begriff der Metrik oder Norm
lassen sich in solchen algebraischen Strukturen topologische Eigenschaften und damit auch interes-
sante Konvergenzbegriffe einfihren. Solche Konvergenzen kommen z.B. in der Stochastischen
Finanzmathematik schon beim Ubergang vom zeitdiskreten Cox-Ross-Rubinstein- zum Black-
Scholes-Modell vor (vgl. das Skript DISKRETE STOCHASTISCHE FINANZMATHEMATIK, Kapitel 8).
Weil Funktionen in der Funktionalanalysis eine so bedeutsame Rolle spielen, bezeichnen wir im
Folgenden die zu Grunde liegenden Mengen mit dem Buchstaben X und ihre Elemente mit den
Buchstaben f,g,h,...

I. 1. Metrische Raume

Definition 1 (metrischer Raum). Fir eine nicht-leere Menge A’ sal eine Abbildung p: A xX — R
gegeben mit den Eigenschaften

po(f,g)>0firale f,geXx
p(f,g)=0<« f=gfiurdle f,geX
p(f,9)=p(g,f) firale f,ge X [Symmetrig]
p(f,h)<p(f,g9)+p(g,h) furdle f,g,he X [Dreiecksungleichung]



Dann heift p eine Metrik oder Abstandsfunktion auf X', p(f,g) heil3 Abstand zwischen f und
g € X und dasPaar (X,p) heiflt metrischer Raum.

Bemerkung: Aus der Dreiecksungleichung ergibt sich sofort auch noch die folgende aquivalente
Ungleichung:

|p(f.h)—p(g,h)|<p(f,g) firale f,g,heX

sowie die sog. Vierecksungleichung

lp(f,,9,)— p(f,.9,)| < p(f, f,)+p(9,.9,) furadle f, f, 9,0, €X.

Beispiel 1. Die folgenden Strukturen bilden metrische Raume:
a) X =R" mit der Metrik p, gegeben durch
p(f.0)=[f—gl| f,gex
(euklidischer Abstand in R")

b) X =R" mit der Metrik p, gegeben durch

p(f’g)::’,-z::(fi_gi)z’ f :(fv"" fd)’ g:(gl'”"gd>€‘)(

(euklidischer Abstand inR® mit d € N)

c) X =R" mitder Metrik p, gegeben durch

p(f,0) = max{l fi—g |}’ f :(fl""’ fd)’ g:(gl""’gd)EX

1<i<d

d) X:E:{f cR"

Z| fl< oo} mit der Metrik p, gegeben durch

p(f1g)::§:| fi—gl f :{fi}ieN1 g:{gi}ieN ex

i=1

[dieser metrische Raum wird z.B. bei der diskreten Fourier-Transformation verwendet, vgl. das
Skript RISIKOTHEORIE, Kapitel 11.3]

e X:ﬁ:{few

> i< oo} mit der Metrik p, gegeben durch

i=1



p(f,9) = /i(fi—gi)z, f={f} . 9={g}_ €Xx

fy X =C[a,b]={f:[a,b] - R|f stetig} mit a<b, a,b € R mit der Metrik p, gegeben durch
p(f.9)=max{| f(x)—g(x)[}, f.gex

g) X=C[a,b]={f:[a,b] > R|f stetig} mit der Metrik p, gegeben durch

p(f.9)= [11(0-g()ldx, f.gex

[im Riemann’ schen oder Lebesgue’ schen Sinn, vgl. das Skript STOCHASTIK, Kapitel 1.7]

Beispiel 2. Es sei (£2,.4) ein Messraum. Dann lassen sich auf verschiedene Weise Metriken auf
dem Raum X' der WahrscheinlichkeitsmaRe tiber A definieren®:

a p(P,Q)=sup|P(A)—Q(A)|, P,Q € X [Totalvariation]

b) p(P,Q)::\/f(\/TP—\/E)ZdM, P,Q € X [Hellinger-Distanz],

wobei 1 ein beliebiges o -endliches dominierendes Mal3 fur P und Q und f, bzw. f, die zu-
gehorigen Dichten beziiglich 1 seien.? p(P,Q) ist dabei unabhangig von der speziellen Wahl
sowohl des dominierenden Mal3es als auch der zugehoérigen 1 -Dichten.

¢ p(P.Q):= XiQIZ{EQX—Y|)‘£(X):P,£(Y):Q}, P,Q € X' [Wasserstein-Distanz],

wobei Z die Menge aler Zufallsvariablen auf einem (prinzipiell beliebigen, aber geniigend
" grofden", festen) Messraum mit Werten in © und £(X), £(Y) die Verteilungen von X und Y

bezeichnen.®

! Aus Griinden der Konvention schreiben wir hier fir die Elemente von X' nicht f,g, ... , sondern wie in der Stochastik
tblich P,Q, ...

2 Ein MaRR 1 heift ein Mal » dominierend, wenn jede ;. -Nullmenge auch eine v -Nullmenge ist. Nach dem Satz von
Radon und Nikodym (vgl. das Skript STOCHASTIK, Satz 21) existiert dann eine Dichte f von v beziglich . Bei-
spielsweise kann immer = P +Q asgemeinsam dominierendes Mal3 fur P und Q gewéhlt werden.

% Das Symbol £(X) fir die Verteilung der Zufallsvariablen X ist vor allem in der englischsprachigen Literatur ge-
brauchlich ("Law of X"). Wir benutzen es hier, weil das Symbol P bereits fir die Bezeichnung eines Elements von X
vergeben ist.



Definition 2 (topologische Eigenschaften). In einem metrischen Raum (X, p) heifdt
K (f)={geX|p(f,g)<r}, feXx, r>0

offene Kugel mit Mittelpunkt f und Radiusr. Die Menge
K (f)y={geX|p(f,g)<r}, feXx,r>0

hei 3t abgeschlossene Kugel4 mit Mittel punkt f und Radiusr.

Ein Element f einer Tellmenge AC X' heil3 innerer Punkt von A, wenn eine reelle Zahl r > 0 der-
art existiert, dass K, (f) C A gilt. Die Menge aler inneren Punkte von A heif3t Inneres von A und
wird mit dem Symbol A° bezeichnet.

Eine Teilmenge AC X' heildt offen, fallsjeder Punkt von A ein innerer Punkt von A ist.

Eine offene Umgebung U (f) eines Punktes f € X' ist eine offene Menge, die f as inneren Punkt
enthalt.

Ein Element f einer Teilmenge AC X heil3t Haufungspunkt von A, wenn jede offene Umgebung
U (f) mindestens einen Punkt g € A mit g = f enthdt. Die Menge der Haufungspunkte von A
wird mit dem Symbol A* bezeichnet.

Eine Tellmenge AC X hellt abgeschlossen, falls die Menge A ale ihre Haufungspunkte enthélt,

d.h. wenn A" C A gilt. Die Menge A:= AUA" heil}t abgeschlossene Hiille von A, A= A\ A°
heil3t Rand von A.

Satz 1 (topologische Eigenschaften). Essei (X, p) ein metrischer Raum. Dann gilt:

a) Ist ACX offen, soist das Komplement A° abgeschlossen; ist umgekehrt AC X abgeschlos-
sen, so ist das Komplement A° offen.

b) Ist {A1 [ie I} mit einer nicht-leeren Indexmenge | eine Familie von Teilmengen von X, so
gilt: Sind alle A offen, so auch | JA; sind alle A abgeschlossen, so auch (1) A. Ist | zusétz-

icl iel
lich endlich, so gilt auch: Sind alle A offen, so auch ﬂA; sind ale A abgeschlossen, so auch
icl
UA.
iel
¢) Jede abgeschlossene Kugel K, (f) mit f € X, r>0 ist eine abgeschlossene Menge, ebenso

jede abgeschlossene Hillle A fir jede Tellmenge AC X. Das Innere A° jeder Teilmenge
AC X ist eine offene Menge.

* Dies ist zu unterscheiden von der abgeschlossenen Hiille K (f); i. Allg. gilt nur Kr(f) 2 K., (f), obwohl beide

Mengen abgeschlossen sind. Die nachfolgende Bemerkung zeigt, dass diese Mengen tatséchlich unterschiedlich sein
konnen.
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Beweis:

a)

b)

Sei ACX offen und f ein Haufungspunkt von A°. Wir nehmen zunéchst an, dass f € A gilt.
Dannist f innerer Punkt von A, also existiert ein r >0 mit U(f) =K, (f)C A: Widerspruch
zur Voraussetzung, dass f ein Haufungspunkt von A° ist, denn U(f) enthalt keinen Punkt
g € A°! Damitist notwendig f ¢ A, aso f € A°. Alsoist A® abgeschlossen.

Sei nun AC X abgeschlossen und f € A°. Wir zeigen, dass f ein innerer Punkt von A° ist.
Wegen f € A® ist jedenfalls f kein Haufungspunkt von A, da A abgeschlossen ist. Also gibt es
eine offene Umgebung U (f), die keinen Punkt g € A mit g = f enthadt. Wegen f € A® ist
damit U(f)N A= und somit U (f)C A°. Nach Definition der Umgebung ist also f eininne-
rer Punkt von A°.

Seien zunachst ale A offenund f GUA; wir zeigen, dass f eininnerer Punkt von UA ist.
Nach Definition der Vereinigung exi;;ert en jelmit feA QUA; asoist f eirllelinnerer
Punkt von A;, sodassein r >0 existiert mit K (f)C A, QUA. :Ilso ist f auch ein innerer
Punkt von | J A. :

Seien nun aI\IGIIe A abgeschlossen. Dann sind die A° sémtlich offen, also auch UAC. Folglichist

icl

nach Teil &) des Satzes die Menge [ A = [U A°] abgeschlossen.
iel iel

Im Fall einer endlichen Indexmenge | argumentiert man fir den ersten Teil der Aussage folgen-
dermal3en: ist f eﬂA, so existieren reelle Zahlen r, >0, il mit K (f)C A furaleiel.

Dann ist aber r = nililn{ri}>0 mit K, (f)CK, (f)CA,asoauch K (f)C[]A,dh. A ist

offen. Der zweite Teil ergibt sich analog oben durch Komplementbildung.

Es sei g ein Haufungspunkt der abgeschlossenen Kugel K (f). Dann existiert eine Folge
{f.} . SK.(f) mit f €U (9):=K,,(g), aso p(fn,g)<% fur alle nc N. Mit der Drei-
ecksungleichung folgt nun

P(f,g)ép(fn,g)—kp(fn,f)<r+% furale ne N

und somit p(f,g)<r, also g€ K (f). Alsoist K, (f) abgeschlossen.

Sei nun g ein Haufungspunkt der abgeschlossenen Hillle A= AU A" einer Teilmenge AC X.
Die Aussage ist trivial, wenn schon g Haufungspunkt von A oder g € A ist. Sei also g ¢ A und

g Haufungspunkt von A"\ A. Dann gibt es dhnlich dem Beweis zu Teil c) eine Folge

{9,},., € A" von Haufungspunkten von A mit g, = g und ,o(gn,g)<1 fur alle n e N. Jedes
c n



g, ist Haufungspunkt von A, also gibt esein f € A, f =g mit f €U (g,)=K,,(9,), dh.
p(f..9,) <1 fur ale n e N. Mit der Dreiecksungleichung folgt nun
n
2 ..
p(fn’g) Sp(fn’gn)+p(gn’g) <H far ale n eN.
Sei nun U (g) ene beliebige Umgebung von g. Dann enthélt U (g) als offene Menge eine ge-
eignete Kugel K_(g) CU(g) mit e>0und f, € K_(g) fur n>g. Jede Umgebung von g ent-
g

halt also einen von g verschiedenen Punkt aus A, womit g auch Haufungspunkt von A ist und
somit zu A" C A gehort. Damit ist aber A abgeschlossen.

Fur das letzte Resultat benutzen wird das Hilfsergebnis, dass jeder Punkt g € K (f) fir ein
f €eX und r>0 innerer Punkt von K, (f) ist. Sei dazu s::%{r—p(f,g)}>0. Dann ist

namlich K (g) C K, (f) wegen

o0 1) < p(9)+ (9, 1) <2 {r—p(T,9)}+(F,9) < Z{r+p(f @)} <.

Sei nun f € A°. Dann gibt esein r >0 mit K (f)C A. Nach vorigem existiert aber zu jedem
geK,.(f) eins>0mit K (9) CK,(f)C A, dh.jedes g K, (f) istauchinnerer Punkt von
A, so dass damit K (f)C A°® gilt, was den Beweis abschlieft. n

Bemerkung: Auf die Endlichkeit der Indexmenge | in Teil b) von Satz 1 kann nicht verzichtet wer-
den, weil ansonsten inf {r} =0 sein kann. Beispiel: im metrischen Raum aus Beispiel 1 &) sind

1

etwa die Mengen A = [—%,14—? ,i€l =N samtlich offen, aber das abgeschlossene Intervall

(A =[0.1] ist nicht offen.

iel

Wenn wir in Beispiel 1, Teil & den metrischen Raum (X, p)=(Z,p) mit der euklidischen Metrik
wahlen, so gilt offenbar

K,(f)=K, (f)y={f) firale f €X' und 0<r <1, aber K,(f)={f—1f,f+1.

Dies zeigt, dass hier K (f)c K (f) mit K (f)= K (f) istfurale f € X, wasdie Aussagein der
Ful3note zu Definition 2 bestétigt.



Definition 3 (Grenzwert und Cauchy-Folge). Es sei (X,p) ein metrischer Raum. Eine Folge
{fn}neN von Elementen aus X heifét konvergent in X' gegen einen Grenzpunkt f € X', wenn zu
jedem £ >0 ein N € N derart existiert, dass gilt:

p(f,, f)<e furallen>N.

Man schreibt dann auch: f = p-lim f, oder kurznur f =Ilim f,.

n—oo n—oo

Eine Folge {fn}neN in X heifldt Cauchy-Folge (oder Fundamentalfolge) in X', wenn zu jedem
e¢>0en NeN exigtiert mit:

p(f,, f,)<e furalenm>N.

Satz 2 (Eigenschaften von Folgen). Es sei (X,p) ein metrischer Raum, AC X und {f }  eine
Folge von Elementen aus X. Dann gilt:

a) Die Konvergenz von {fn}nGN gegen f € X ist quivalent zu der Aussage: zu jeder offenen
Umgebung U (f) existiertein N € N derart, dass gilt:

f.eU(f) furalen>N.

b) Der Grenzwert f =lim f_ istim Falle der Existenz eindeutig bestimmit.

n—oo

c) Ein Punkt f € X ist genau dann Haufungspunkt von A, wenn gilt: es existiert eine Folge
{f,},., von paarweise verschiedenen Punkten aus A mit f = lim f .

nN—oo

d) A ist genau dann abgeschlossen, wenn jeder Grenzpunkt f € X' einer Folge {fn }neN CA zuA

gehort.
e) Jedein X' konvergente Folge {f,} _ isteine Cauchy-Folge.

f) Ist {f,} ., in & konvergentgegen f € X und {g,} . eineweitere Folgevon Punktenin X
mit Grenzwert g € X, so gilt:

lim p(f,,9,) = p(f,Q).

@) Sind{f,} und{g,} . Cauchy-Folgenin X, soist {p(f,.g,)},, Cauchy-Folgein R".

Beweis:

a) Esist klar, dass die angegebene Bedingung die Konvergenz von {f} _ gegen f c X impli-
ziert, weil man U (f):=K_(f) wahlen kann. Sei nun umgekehrt {f }  gegen feX kon-
vergent und U (f) eine beliebige offene Umgebung von f. Dann ist f innerer Punkt von
U(f),dh. esexistiert ein >0 mit f € K (f) CU(f). Wegen der Konvergenz von {f }
gegen f existiert alsoein N € N derart, dass f, e K_(f) CU(f) fur ale n> N gilt, was zu
zeigen war.



b)

d)

f)

Q)

Seien f,g € X mit der Eigenschaft: zu jedem ¢ > 0 existiert ein N € N derart, dass
p(f,, f)<e und p(f,,g)<e furalen>N.
Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich dann:
p(f,9)<p(f,,9)+p(f,, f)<2e furadles>0, aso p(f,g)=0 und damit f =g.

Sei zundchst f € X ein Haufungspunkt von A. Wir definieren eine streng monoton fallende
Folge {,} ,, und die gewlinschte Folge {f,}  inA rekursiv wiefolgt: fir ¢ wahlen wir ei-

ne beliebige positive reelle Zahl. Dann existiert nach Definition des Haufungspunkts in der of-
fenen Umgebung K_(f) ein von f verschiedenes Element f, € A. Sind nun ¢,,---,¢, und

f,,--, f, € A fur n€ N bereits kongtruiert, sowahle ¢, ——mm{ek, f. f)}. Nach Defini-

1<k<n

tion des Haufungspunkts existiert dann in der offenen Umgebung KEM(f) einvon f verschie-

denes Element f _, € A Diesesist nach Wahl von ¢, ., auch von allen friheren f,---, f € A

n+1

verschieden. Die Folge { f,} _ konvergiert nunin A gegen f, wie gewiinscht.
Ist umgekehrt {f } = einederartige Folgein A mit Grenzwert f € A, soist f Haufungspunkt

von A, weil nach Definition der Konvergenz in jeder Umgebung K_(f) mit beliebigem ¢ >0
unendlich viele, paarweise (und damit auch von f ) verschiedene Folgenglieder liegen.

Sei zunéchst A abgeschlossen und f Grenzpunkt von {f } . Fals {f }  eine Teilfolge

{fkn }neN aus paarweise verschiedenen Elementen enthdlt, so ist f auch Haufungspunkt von A

und gehdrt daher wegen der Abgeschlossenheit von A zu A. Falls keine solche Tellfolge exi-
stiert, folgt f, = f fir gentigend grof®e n> N €N, so dass auch hier f € A folgt. Fur die

Umkehrung nehmen wir an, dass g ein Haufungspunkt von A ist. Nach Teil ¢) dieses Satzes exi-
stiert damit eine Folge { f, } . von (paarweise verschiedenen) Punkten aus A mit Grenzwert g.

Nach Voraussetzung gehdrt aber g zu A, also ist A abgeschlossen.

Diesfolgt mit der Dreiecksungleichung aus
p(f, f.)<p(f,f)+p(f,, f)<2e furdlen,m>N.
Nach zweimaliger Anwendung der Dreiecksungleichung erhalt man:

p(f..9,) <p(f,,9) +p(9,,9) < p(f,9)+ p(f,, f)+p(9,,9) und
p(f:g)fl)(fn’g)‘f‘l)(fn! f)Sp(fn’gn)+p(gn’g)+p(fn' f)!

WOoraus
p(f.9) <limp(f,,9,)+1imp(g,,9)+lim p(f,, )
= limp(f,,9,) <p(f,g)+limp(f,, f)+limp(g, 9) = p(f,0)

und damit Gleichheit folgt.

Diesfolgt ausden fur alle n,m € N gultigen Ungleichung
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‘p<fn'gn)_p(fm’gm)‘g‘p<fn’gn)_p(fn’gm>‘+‘p(fn’gm>_p<fm’gm>‘
<p(f fn)+p(9000)

nach weiterer Anwendung der Vierecksungleichung. |

Definition 4 (Vollstandigkeit). Ein metrischer Raum (X', p) heift vollstandig, wenn jede Cauchy-
Folge {f,} , in X gegeneinElement f € X konvergiert.

Beispiel 3. Die metrischen Raume aus Beispidl 1, Teile @) bisf) sind samtlich vollstandig. Der me-
trische Raum aus Beispidl 1, Teil g) ist dagegen nicht vollstandig:

Wahle etwa X =C[0,2] und die Funktionenfolge {f,}  definiert durch f,(x):=min{x",1},

x€[0,2], neN. Dannist {f }  Cauchy-Folge, denn esist
1 1

————|—=0fir n,m— o0,
n+1 m+1

X" —x"|dx =

o(f,, fm):]’| 00— fm(x)IdXZ]

aber es liegt keine Konvergenz gegen ein Element f € X inder Metrik p vor, damit f = Ly >

war

1
n+1
X

n+1

=———=0firn—o00
n+1

j| f.(x)— f(x)|dx:j1‘xn dx =

0

gilt; jedoch ist f kein Element von X' und damit dieser metrische Raum (X,p) nicht vollsténdig.

Fir den Rest dieses Abschnitts wollen wir noch die Stetigkeit von Abbildungen zwischen metri-
schen Raumen betrachten.

Definition 5 (Stetigkeit). Es sdien (X,p,) und (,p,) metrische Réume. Eine Abbildung

T:X — Y heifk stetig im Punkt f € X', wenn zu jeder (offenen) Umgebung V von Tf ®in )
eine (offene) Umgebung ¢/ von f in X existiert mit T(U) C V. T heild stetig auf X', wenn T ste-
tiginjedem Punkt f € X ist.

Lemma 1 (Aquivalenzen zur Stetigkeit 1). Unter den Voraussetzungen von Definition 5 sind fol-
gende Aussagen aquivalent zur Stetigkeitvon T in f e X':

a) Fir jede Umgebung V von Tf enthdlt T-*(V) eineUmgebung &/ von f in X.
b) Zujedem ¢ > 0 existiert ein 6 > 0 mit der Eigenschaft:

pr(f.9)<6 = p,(Tf,Tg)<e furale geX.

c) FirjedeFolge {f,} . in X mit Iimpx(fn, f)=0gilt limp,, (Tf,,Tf)=0.

® Hier bezeichnet 11, wie tblich die Indikatorfunktion zur Menge A.
® Wir benutzen hier abkiirzend die Schreibweise Tf statt T (f).
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Beweis:

a) Folgt ausder Aquivalenz T(U)CV < UCT (V).

b) Sei T stetigin f. Wahle V=K _(Tf;Y) in V. Dann existiert eine Umgebung ¢/ von f in X
mit T (/) C V. Nach Definition der Umgebung existiert dann ein § >0 mit K, (f;X)C U, so
dass T (K,(f;X))CT(U)CV ist, woraus die Beziehung " p, (f,g) <6 = p, (Tf,Tg)<e

fur dle g e X" folgt. Sei umgekehrt diese Beziehung vorausgesetzt und )V eine Umgebung
von Tf in ). Dann existiert ein ¢ >0 S0, dass K_ (Tf;y)gv ist. Nach Voraussetzung exi-

stiert also ein 6>0 mit "p,(f,g)<é = p, (Tf,Tg)<e fur dle geX". Mit der Wahl
U =K, (f;X) erhdlt man nun die gewiinschte Umgebung ¢/ von f in X mit T (&) C V.

c) Folgt unmittelbar aus Teil b). [ |

Satz 3 (Aquivalenzen zur Stetigkeit 11). Es seien (X,p,) und (,p,) metrische Raume und
T:X — ) eineAbbildung. Folgende Aussagen sind aguivalent:

a) Tiststetigauf X.

b) Fir jede offene Menge BC Y ist T *(B) offenin X.

) Fir jede abgeschlossene Menge C C ) ist T *(C) abgeschlossenin X.
d) Esist T(A)CT(A) fir alle Teilmengen AC X.

Beweis: Wir fhren einen Ringschluss:

a) = b): Sei BC Y offen. Falls T *(B) = @ gilt, ist die Aussage trivial. Anderenfalls existiert ein
f € X mit Tf € B. DaB offen ist, kann als Umgebung V von Tf B selbst gewéhlt werden. T ist
nun insbesondere stetig in f, also existiert eine Umgebung & von f mit T(U) CV bzw. aquivalent
UCT (V)T (B), waszu zeigen war.

b) = c): Folgt durch Ubergang zu Mengenkomplementen mit Satz 1, Teil a).
c) = d): Die Menge B::T*(T(A)) ist abgeschlossen, mit AC B wegen T(A) CT(A). Esfolgt
AC B (daB abgeschlossenist) und somit T (A) CT(B) CT(A), was zu zeigen war.

d) = a): Wir zeigen zunéchst, dass aus Teil d) dieses Satzes der Teil ¢) aus Lemma 1 folgt. Sei
dezu {f,} . eine Folge in & mit nILr!]opX(fn,f):O fur ein fecX. Mit der Wahl
A={f |neN} (aufgefasst als Menge!) ergibt sich A=AU{f} sowie T(A)={Tf, |[neN}.
Nach Voraussetzung gilt nun T(A)={Tf [ne N}U{Tf} CT(A), so dass entweder schon
Tf €T(A) gilt oder Tf ein Haufungspunkt von T(A)={Tf [neN} ist, aso in jedem Fall
rl]iﬁ;py (Tf,,Tf)=0 folgt. Da {f,} . mit Grenzwert f beliebig war, folgt die Stetigkeit von T in
jedem Punkt f € X', aso a). [ |

12



Bemerkung: Ist (X, p) ein metrischer Raum, so ist die Metrik p: X'x X — R aufgrund der Vier-
ecksungleichung selbst auch eine stetige Abbildung, d.h. esist

!Lr?cp( fn,gn):p(!m f,. lim gn) fur alle konvergenten Folgen {f,} . {g,} , in &,

dennmit f:=Ilimf , g:=Ilimg, giltja

n—oo

0<|p(f,,9,) —p(f,9) < p(f,, F)+p(g,,9) — O fiir n — oo,

I. 1.1. Vervollstandigung metrischer Raume

In diesem Abschnitt wollen wir al's Hauptresultat zeigen, dass jeder (ggf. unvollsténdige) metrische
Raum in geeigneter Weise vervollstandigt werden kann.

Definition 6 (Isometrie). Es seien (X,p, ) und (y,py) metrische Raume. Eine bijektive Abbil-
dung T : X — Y heilét isometrisch, wenn gilt:

p.(f,9)=p,(TF,Tg) firdle f,geX.
T heif3t dann auich Isometrie (zwischen den metrischen Raumen (X, p, ) und (Y, p, ). Zwei metri-

sche Raume heil3en entsprechend isometrisch, falls eine | sometrie zwischen ihnen existiert.

Bemerkung: Mit T ist natiirlich auch die Umkehrabbildung T ' eine Isometrie (zwischen den me-
trischen Raumen (,p,,) und (X, p,)).

Definition 7 (Homéomorphismus). Es seien (X, p,.) und (Y, p, ) metrische Raume. Eine bijektive

Abbildung T: X — ) heilt Homéomorphismus, wenn sowohl T as auch T™' stetig sind. Die
Raume (X, p, ) und (y,py) heiRen entsprechend homdomorph, falls ein Homéomorphismus zwi-
schen ihnen existiert.

Bemerkung: Trivialerweise ist jede | sometrie ein Homdomorphismus, nicht jedoch umgekehrt.
Definition 8 (Dichtheit). Essei (X, p) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge AC X' heif}t dicht in
X, wenn A= X gilt.

Bemerkung: Aquivalent dazu ist: zu jedem >0 und jedem f cX exigtiert eéin g<c A mit

p(f,9)<e.

Definition 9 (Vervollstandigung). Essei (X, p) ein metrischer Raum. Ein metrischer Raum (2?5)

hei 3t Vervollstandigung von (X, p), wenn folgendes gilt:

a) (X,p) istisometrisch zu (37,/3), wobei Y dichtin X ist;
b) (X,5) istvollstandig.
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Satz 4 (Vervollstandigungssatz ). Jeder (unvollstandige) metrische Raum (X, p) besitzt (minde-
stens) eine Vervollstandigung (2\?,&). st (z}?,g) eine weitere Vervollstandigung von (X, p), so

sind (X, 5) und (gc,g) isometrisch, d.h. "die" Vervollstandigung ist eindeutig bis auf Isometrie.

Beweis: Sei X' die Menge aller Cauchy-Folgen f={f,} . in X. Wir definieren eine Aquiva-
lenzrelation auf X' x X' vermoge

f~g:© limp(f,g,)=0.

Fir f € X bezeichne f die zugehdrige Aquivalenzklasse. Sei nun X' die Menge aller so gebildeten
Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen. Wir definieren eine Metrik 5 auf X vermége

p(f.4)= limp(f,,g,) furalef,ge.

Dieser Ausdruck ist wohldefiniert, da nach Satz 2, Teil g) mit f und g ebenfalls {p(f,,9,)}
Cauchy-Folge (in R") ist und jede Cauchy-Folge wegen der Vollstandigkeit von R dort auch

neN

konvergiert. Ferner ist [;(f ,g) unabhéngig vom gewahlten Reprasentanten der jeweiligen Aquiva-

lenzklasse, denn fir f, =f,, §, =4, folgt limp(f,,,9,,)=limp(f,, g, ) wegen

‘p(fln’gln)_p(on'an) Sp(fln’ f2n)+p(gln’92n)_>o fur n—oo

nach der Vierecksungleichung. Die Eigenschaften einer Metrik lassen sich leicht durch direktes
Nachrechnen zeigen. Die urspriingliche Menge X' l&sst sich nunmehr isometrisch in X' einbetten,
indem jedem f € X zunéchst die konstante (Cauchy-)Folge f* mit f ' :=f fir ale ne N und

dariiber die Aquivalenzklasse f° zugeordnet wird. f° besteht damit aus alen Folgen, die gegen f
konvergieren. Insbesondere gilt

p(f.a)=p(f,g) furale f,gex.

Wir zeigen zunéchst, dass die Menge Y={f| f € X'} dichtin X ist. Séi dazu e>0 und Ge X
vorgegeben. Fir die Reprasentanten-Cauchy-Folge g existiert alsoein N € N mit

p(9,.9,)<e furalenm>N.

Mit der Setzung f, = §; mit g, ={g,,9,,9,,--} furale ne N erhdlt man nun eine Folge {fn}

neN

in Y mit §=p-limf_, denn esist
ﬁ(fn,g):ntim p(fun8n) = lim p(g,.9,) <c furalen>N.

Es bleibt zu zeigen, dass in (2?,5) alle Cauchy-Folgen konvergieren. Sei dazu {g, }, , €ine belie-
bige Cauchy-Folge in X. Zu >0 existiert also ein N € N mit 5(g,,d,,)<e fir ale n,m> N.
Zu jedem §, existiert ferner wegen der Dichtheit von Y in X ein f, ={f,f, f,,--}€Y mit

14



ﬁ(@n,fn)<% fir alle ne N. Den gewiinschten Grenzwert h von {g,} . erhdt man nun durch
die Setzung
h,=f, firaleneN.

Zunéchstist h={f }  Cauchy-Folgein X, dennesgilt

ot 80) = A(Fu ) < (78, + 7(80:80)+ (80 Fu) < S +e b <3

fur dle n,m>M = max{N,E}. Alsoist h € X. Esist aber auch h Grenzwert von {g,} ., denn
S
esqilt
- - T
p(8,,h)<p(f,q,)+a(f . h)<=+1limp(f , f )<4e

1
S
Teil des Satzes bewiesen ist. Zum Beweis des zweiten Teils betrachten wir zwei Vervollstandigun-

gen (2?5) und ({(g) von (X, p), mit denzu X' isometrischen dichten Teilmengen Y bzw. Y

furalen>M = max{N, } Also ist ()?,5) eine Vervollstandigung von (X, p), womit der erste

sowie das Abbildungsdiagramm

wobei hier X die Menge der Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen in X' und entsprechend )3
und 3? die Mengen der Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen in ) bzw. in Y bezeichnen. Die
Abbildungen T, und T, seien folgendermal3en definiert: sind I, und 1, die Isometrien zwischen

(X,p) und (52,,5) bzw. zwischen (X, p) und (Jj,,g), SO sei
Tf=1f firi=12 undalle fex.
Mit ~ sei wie oben der Ubergang zu Aquivalenzklassen bezeichnet. T, und T, sind dann Isometrien
zwischen X und 3 bzw. zwischen X und Y beziiglich der Metriken 5 und p, definiert durch
p(TF.T8)=p(Tf,1,8) = p(f.g) firale f,ge X.

Dabei ist wie oben die rechte Seite unabhangig vom speziellen Reprasentanten der Aquivalenzklas-
se. Die Abbildungen S, und S, seien ferner definiert durch

s,(R):=p-limh, furalehey sowie S, (K):=p-limk, firale k€ Y.

n—oo ~ N—o0
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Diese Abbildungen sind wohldefiniert, da X und X vollstandig und die jeweiligen rechten Seiten
wieder unabhangig von der speziellen Wahl der Reprasentanten sind. Wir wollen zeigen, dass S,

und S, Isometrien sind. Dann existiert namlich auch eine Isometrie Z zwischen ({(;3) und()?,[))
im Sinne des obigen Diagramms, womit der Satz bewiesen ware. Die Abbildungen S, und S, sind

jedenfalls surjektiv, da wegen der jeweiligen Dichtheitseigenschaften jedes Element aus X' bzw.
aus X Grenzwert einer geeigneten Cauchy-Folgein ) bzw. in Y igt. Sie sind auch injektiv (und

damit bijektiv), denn zwel Cauchy-Folgen besitzen genau dann denselben Grenzwert, wenn sie
aquivalent sind. Ferner ist (vgl. die Bemerkung auf S. 11 unten)

5(Ru.h;) = lim (., ) = 5(limhy,, limh,, ) for dle A, b, € 3 sowie
p (AR, )= Iimp(hln,hzn):g(lim‘hln, lim h2n) fur alle A, h, € .

n—oo ~

Damit sind also die Abbildungen S, und S, Isometrien und daher auch Z =S, oT,oT, *0S,* bzw.,
Zt=S,0T,0T, *0S*, wiezuzeigen war. |

Beispiel 4 (Vervollstandigungen metrischer Raume).
a) Wahlen wir in Beispiel 1, Teil a) als Grundmenge X =Q, so ist (Q,p) mit der euklidischen

Metrik nicht vollstandig, weil etwa die Folge f mit f = [l+£] , eN zwar eine Cauchy-
n

Folge in Q ist, aber dort nicht bezliglich der Metrik p konvergiert. Eine geeignete Vervoll-

standigung ist hier offensichtlich der metrische Raum (R,p) mit dem Grenzwert lim f =e

[Euler’ sche Zahl].

b) Wéhlen wir in Beispiel 1, Teil f) als Grundmenge X' die Menge aler Polynome P|a,b| tber

dem Intervall [a,b], soist (P[a,b],p) mit der Supremumsmetrik nicht vollstandig, weil etwa

die Folge f mit f (x):= [1+%] , neN; xela,b] zwar eine Cauchy-Folgein P[a,b] ist, aber
dort nicht beztglich der Metrik p konvergiert. Eine Vervollstandigung ist hier der metrische
Raum (C|a,b],p) mit dem (nicht-polynomialen) Grenzwert lim f, (x)=e*, x €[a,b] [Expo-

nentialfunktion]. Ein konstruktiver Beweis fur diese Aussage (WeierstralR’scher Approximati-
onssatz) kann mit Hilfe der so genannten Bernstein-Polynome B, f € P[a,b] fir jedes

f € C[a,b] gefiihrt werden, denn es gilt:

limB, f(x) = ! Zn:[lr(]]f[a+(b—a)%](x—a)k(b—x)”k:f(x)

n—oc (b — a)” k=0

gleichméRig in x €[a,b] fir ale f € C[a,b]. (Dies folgt brigens aus dem Gesetz der grofen
Zahlen fur Binomialverteilungen.)
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c) Eine Vervollstdndigung des metrischen Raumes aus Beipiel 1, Tell g) ist gegeben durch den
metrischen Raum der beziiglich des Lebesgue-MalResm* (iber [a, b] integrierbaren Funktionen’,

mit derselben formalen Definition der Metrik p. Diesfolgt aus dem Satz von Lusin (vgl. BAUER
(1992), Satz 26.7, ELSTRODT (1996), Satz 1.18 und Korollar 1.19 in Kapitel VIII, oder RUDIN
(1987), Satz 2.24). Danach gibt es zu jeder Lebesgue-messbaren Funktion f auf [a,b] und zu

jedem >0 eine Lebesgue-messbare Menge A C(a,b] mit m'(A )<e sowie eine stetige
Funktion f eCla,b] mit f(x)=f.(x) fur ale xe A° (man sagt auch, f sei "fast stetig"
[nicht zu verwechseln mit: "fast Uberall stetig"]). Insbesondere folgt

b
p(f, )= [1109=£.00 Im*(dx) = [T (0~ f.(x) [m*(dx)
a A
< [ 1100 Im*(dx) +e- sup {|1.00}
& xela,
mit Iiglf| f (x) [m*(dx) = 0 nach dem Lebesgue schen Satz von der majorisierten Konvergenz
A

(vgl. das Skript STOCHASTIK, Satz 19), da | f |-1, far |0 m'-fast Uberall punktweise gegen
Null konvergiert und durch | f | mgjorisiert ist.

I. 1.2. Kategorien von Mengen, Kompaktheit, Separabilitat

Definition 10 (Durchmesser). Es sei (X,p) ein metrischer Raum und AC X' nicht-leer. Die (gof.
unendliche) Zahl

6(A) = sup p(f,Q)

f,geA

heif3t Durchmesser von A. Ist §(A) endlich, so heifdt A beschrankt.

Satz 5 (Cantor’ scher Durchschnittssatz). Ein metrischer Raum (X,p) ist genau dann vollstandig,
wenn fir jede monoton fallende Folge {Aq}neN nicht-leerer abgeschlossener Mengen in X mit

limé(A,)=0 gilt:

n—oo

o0

ﬂA] = .

n=1

In diesem Fall gilt genauer: ﬂ A =& besteht aus genau einem Punkt.

n=1

7 Genauer gesagt, der Raums der Aquivalenzklassen von fast (iberall gleichen integrierbaren Funktionen. Anderenfalls
ergibt sich bei p lediglich eine so genannte Pseudo-Metrik, bei der nur f =g = p(f,g)=0 furale f,ge X
gilt. Hierauf kommen wir in Abschnitt 1.1.5 noch einmal genauer zurick.
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Beweis: "=": Fir ne N wahle f € A. Wegen der Antitonie der Mengenfolge ist dann auch
f, €A, furalem>n, woraus p(f,, f )<6(A,) folgt fir m>n. Damit ist {fn}neN aber Cauchy-

n' 'm

Folgein X, also existiert ein Grenzwert f € X mit limp(f,, f)=0. Wir zeigen, dass f € A, gilt

fir alle neN; dannist auch f €(")A, und damit (| A, = @. Sei dazu neN fest gewahit. Die
n=1 n=1

Folge {f,., },_, liegt nach obigem ganzin A mit ;!Ln;p(f““’ f)=0. Nach Satz 2, Teil d) ist also

aufgrund der Abgeschlossenheit f € A, was zu zeigen war.

ﬂ A, = & besteht darliber hinaus aus genau einem Punkt, denn wenn wir annehmen, dass ein wei-
n=1

terer, von f verschiedener Punkt g in ﬂA] liegt, erhalten wir einen Widerspruch, weil aus f =g

n=1
ﬁAq > p(f,g) >0 und zugleich 6[ﬁA1
n=1

n=1

folgt: & <6§(A,) furalemeN mit limé(A)=0.

n—oo

"<": Sel {f,} , Cauchy-Folge in X. Wir konstruieren rekursiv eine monoton fallende Folge
{A,}_, nicht-leerer abgeschlossener Mengen in X' mit lim§(A )= 0, deren Durchschnitt gerade

—00

den Grenzwert von {f, } _ as(einziges) Element enthélt, womit die Aussage gezeigt ist. Zunéchst

nt 'n.

existiert ein n, € N mit p(f f )<% fur n>n,. Wahle die abgeschlossene Kugel A = Kl(fnl).

ny g

Ist der Index n, fur k € N bereits konstruiert, so existiert ein n,,, > n, mit p(f f ><W far

n>n,,. Wahle die abgeschlossene Kugel A ;==K , ( fnkﬂ). Die so konstruierte Folge {A, }

neN

ist monoton fallend mit limé&(A, )= lim 1 =0, so dass nach Voraussetzung nA] = ist. Sel

n-1 "~
n ) n

nun f €(")A,. Dann gilt also kIim‘,o(fnk, f):O, d.h. die Cauchy-Folge {f,} . enthdlt die kon-

n=1

vergente Teilfolge {fkn} .- Damit ist aber {f,},., selbst konvergent gegen f, denn zu jedem

e>0 existieren N,M ¢ N mit p(fn, nk)<g far n,n, >N und p(f,fnk)<g fir n, >M, 0
dass man fur n>N und n, >max{N,M} erhélt: p(fn,f>§p(fn, nk)+p(f’fnk)<26' Also ist

X vollstandig. [ |

Definition 11 (nirgends dicht). Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X,p) heif3 nirgends

dichtin X, falls (A) =@ gilt.

18



Bemerkung: Aquivalent hierzu ist:

a) (K)c =X
b) Jede abgeschlossene Kugel enthdlt eine weitere abgeschlossene Kugel, die frei von Punkten von
Aist.

Ein typisches Beispiel hierfir ist A=N im metrischen Raum (X, ) aus Beispiel 1, Teil a).

Definition 12 (von erster und zweiter Kategorie). Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes
(X,p) heif3 von der ersten Kategorie (oder mager), wenn A darstellbar ist as abzéhlbar unendli-

che Vereinigung nirgends dichter Mengen. Eine Menge, die nicht von erster Kategorie ist, heifdt
von zweiter Kategorie.

Satz 6 (Baire'scher Kategoriensatz). Jeder vollstandige metrische Raum (X, p) ist von zweiter
Kategorie.

Beweis: Wir fuhren einen Widerspruchsbeweis, indem wir annehmen, dass (X , p) von erster Kate-
gorieist, d.h. esgibt eine Darstellung

X =[JA mit nirgends dichten Mengen A C X

i=1
Wir konstruieren rekursiv eine Folge {f,} _, deren Grenzwert f nicht in X liegt. Dazu wéhlen

wir zunéchst 0<ry; <2 und f, € X' beliebig. Weil A nirgends dicht ist, gibt esein O<r, <1 und
einen Punkt f, € X mit

K, (f,)SK, (f,) und K _(f)nA =2.

Sindnun f,,---, f firein ne N bereits konstruiert, so gibt esein 0<r, , <%1 und einen Punkt
n

f . €¢X mit

n+1

Krnﬂ ( f”+1) < Krn ( fn) und Krnﬂ ( fn+1> N A1+1 = .
Die Mengenfolge {Izrn (f, )}neN ist nun offensichtlich monoton fallend mit

0<6(Krn(fn))<2rn <§ furale neN,

S0 dass sich aus dem Cantor’ schen Durchschnittssatz 5 die Existenz eines Punktes f €K, (f,)
n=1

ergibt mit A N(K, (f,)SANK, (f)=o fur dle keN. Damit ist aber f ¢ A fir ale
n=1

k € N und somit auch f ¢ UAk = X': Widerspruch! Alsoist (X, p) von zweiter Kategorie. ~ ®

k=1
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Definition 13 (Kompaktheit). Essei (X,p) ein metrischer Raumund AC X.

a) (X, p) hei 3t abzahlbar kompakt, falls jede unendliche Teilmenge von X mindestens einen Hau-
fungspunkt in X" besitzt. A heild abzahlbar kompakt, falls jede unendliche Teilmenge von A
mindestens einen Haufungspunkt in A besitzt.

b) A heild folgenkompakt, wenn jede Folgein A einein A konvergente Teilfolge besitzt.

c) A hei}t (Heine-Borel-)kompakt, falls jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiber-
deckung besitzt.

d) A heil3 totalbeschrankt (oder auch prakompakt), falls zu jedem ¢ > 0 eine endliche Teilmenge
F. C A existiert mit AC| J{K.(f)|f €F.}.

Die folgenden Sétze, die wir hier nur ohne Beweis vorstellen (vgl. u.a BACHMAN / NARICI (2000),
Chapter 5, DUGUNDJ (1966), Chapters I X und X1 oder RoYDEN (1988), Chapter 9), gibt eine Uber-
sicht Uber die verschiedenen Beziehungen zwischen diesen Kompaktheitsbegriffen in metrischen
Raumen.

Satz 7 (Zusammenhang zwischen Kompaktheitsbegriffen I). Es sei (X,p) ein metrischer Raum
und AC X. Dann gelten folgende Aquivalenzen:

a) (

b) (X.p)

c) (X,p) ist kompakt

d) (X,p) istvollstandig und totalbeschrankt.

X, p) ist abzahlbar kompakt
ist folgenkompakt

Die Aquivalenz der Aussagen a) bis c) gilt sinngeméf auch fir die Teilmenge A. Ist (X, p) zusétz-
lich vollstandig, so sind in diesem Fall @) bis c) auch dguivalent zu

€) A ist abgeschlossen und total beschrankt.

Bemerkung: Eine totalbeschréanke Menge ist stets auch beschrankt; im metrischen Raum (X,p)
aus Beispid 1, Teil b) ist jede beschrankte Menge umgekehrt auch total beschrankt.

Satz 8 (Zusammenhang zwischen Kompaktheitsbegriffen 11). Es seien (X, p,) und (Y, p,) metri-
sche Rdumeund AC X. Dann gilt:

a) st A kompakt, so auch abgeschlossen und beschréankt, im Allgemeinen jedoch nicht umgekehrt.
b) Ist A kompakt, so auch jede abgeschlossene Teilmenge von A.
) IstT:X— ) stetigund A kompakt (in X), soist T(A) kompakt (in )).

d) Istin der Situation c) speziell (y,py) der metrische Raum aus Beispiel 1, Teil @), so nimmt T
auf A Maximum und Minimum an, wenn A kompakt ist.
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Definition 14 (Separabilitét). Ein metrischer Raum (X, p) heifdt separabel, wenn X’ eine abzahlba-
re Teilmenge A enthélt, die dicht in X'ist, d.h. fir diegilt: A= X.

Lemma 2. Jeder kompakte metrische Raum (X, p) ist separabel.

Beweis: Als kompakter metrischer Raum ist nach Satz 7 (X, p) insbesondere totalbeschrénkt. Zu
jedem ne N existiert also eine endliche Teilmenge F, C X mit X =| J{K,,(f)| f €F,}. Dann

ist A::UFn eine abzéhlbare Menge, diein X' dicht ist. Sei dazu f € A beliebig. f ist dann ein
n=1

Haufungspunkt von A, weil zu jedem ne N nach obigem ein f, € F, existiert mit p(f,, f)<i.
n

Also gilt A= X. |

Beispiel 5. Die metrischen Raume aus Beispiel 1 sind samtlich separabel. Fur die Teile a) bisc) ist
namlich Q bzw. Q° eine abzéhlbare dichte Teilmenge. Fiir die Teile d) und €) kann man die Men-

ge A={f eQ"|f,=0furalebisauf endiichvidei} wahlen. Fir die Teile f) und g) kann man

als Teilmenge A die Menge aller Polynome auf [a,b] mit rationalen Koeffizienten wahlen. Dage-
genisti. Allg. der metrische Raum aus Beispiel 2, Teil a) nicht separabel. Dies trifft beispielsweise
schon auf den Fall (€2, 4)= (Rl,Bl) zu. Zum Nachweis der Nicht-Separabilitét reicht es namlich,

eine Uberabzéhlbare Teilmenge A von X' anzugeben mit der Eigenschaft
p(f,g)>e>0flrale f,ge Amitf =g und eingeeignetes ¢ > 0.

Hier leistet beispielsweise die Menge A= {5X |x e ]R} aler Einpunkt-Verteilungen das Gewinsch-
te: esist ndmlich

e,(B)—¢,(B)||BeB'} >

e ({x})—¢, ({x})‘ =1 fir x=y.

Fir abzdhlbare Grundmengen Q ist — mit A = B(2) — dagegen (X,p) stets separabel, well in
diesem Fall (X,p) isometrisch ist zu einem Teilraum des metrischen Raums aus Beispiel 1, Teil d)
aufgrund der Beziehung (vgl. auch die Bemerkung zu dem spéteren Lemma 6)

o(P,Q) = %Z‘P({w})—Q({w})‘ fur dle P,Q € X.

wes

p(sx,sy):sup{

l. 1.3. Lineare metrische Raume

In diesem Abschnitt betrachten wir speziellere metrische Raume, némlich solche, deren Punktmen-
ge X einen Vektorraum Uber einem der Korper K =R oder K = C hildet. Dazu sind an die Me-

trik p weitere Anforderungen zu stellen, damit eine sinnvolle Beziehung zur linearen Struktur von
X erreicht wird. Mit 0 werde im Folgenden der Nullvektor des jeweiligen Vektorraums bezeichnet,
mit O wie Ublich die Null im jeweiligen Korper .
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Definition 15 (Linearer metrischer Raum). Ein metrischer Raum (X,p) heild linearer metrischer
Raum, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

a) ist ein Vektorraum Uber dem Korper K.
b) Esgilt p(f,g)=p(f —g,0) fuiradle f,geX.

c) Ist {f,}  eneFolge in X mit Grenzwert f € X und {«,} . eineFolge in K mit Grenz-

wert o € K, soist af € X' Grenzwert der Folge {o, f,} . in X.

Lemma 3. Es sei (X,p) ein linearer metrischer Raum. Die Bedingung c) aus Definition 15 ist
dann aquivalent zu folgenden drei Aussagen:

Fur jede Folge {f,} . in X undjedeFolge {a,} . in Kgilt:

eN

a limf =0 = limaf =0 firdleacK

n—oo n—oo

b) lima,=0 = lima,f=0flrdle feX

n—oo n—oo

¢) limf =0 und lima,=0= limg,f, =0.

n—oo nN—oo n—oo

Beweis: "=": Wahle fir Teil a) die Folge mit o, =« fur dle ne N mit f =0 und fir Teil b)
dieFolgemit f, = f firalene N mit o =0. Teil ¢) ist der Spezialfall mit f =0 und ao=0.

"<" st {f,} , eineFolge in X mit Grenzwert f € X und {«,} . €ineFolge in K mit
Grenzwert o € K, so gilt:

o f—af =(a,—a)(f,— )+ (o, —a)f + a(f,—f) — 0 mit n—oc. [
—0nach Tell ) —0nachTeilb) —O0nach Teil @)

Lemma 4. In eéinem linearen metrischen Raum gelten folgende Eigenschaften:

a p(f+hg+h)=p(f,g)=p(—f,—g)firdle f,g,heXx
b) Ist {f,} , eneFolge in X mit Grenzwert f € X’ und {g,} , eineFolge in X mit Grenz-
wert g € X, soist f +gec X Grenzwert der Folge {f, +g,}, _, in X.

Beweis:

a) Esist p(f+h,g+h)=p((f+h)—(g+h),0)=p(f—g,0)=p(f,g) fur dle f,g,hexX.
Waéhlt man speziell h=—-f —g, so ergibt sich aufgrund der Symmetrie hieraus noch
p(f+hg+h)=p(—g,—f)=p(—f,—g) firale f,geX.

b) Mit der Dreiecksungleichung und Teil a) oben gilt:
p(fo+ 90 f+9)<p(fi+9. f+9)+o(f,+9,f+9)=p(9,,9)+p(f, ),

woraus die Behauptung folgt. [ |

22



Bemerkung: In einem linearen metrischen Raum (X,p) ist die Operation (Abbildung)

T:KxX—X:(a, f) af der skalaren Multiplikation stetig auf dem Produktraum K x X' be-
zlglich der Metrik

Py (0 1),(8,9)) = pc (. B) + p(f,9) firdle o, BeK, f,ge X,
wobei p, dieeuklidische Metrik aus Beispiel 1, Teil &) bezeichne, d.h. es gilt
o (@, B)=la—p| furdle o, 8 € K.

Es gilt dann namlich: ist {(a,, f,)}  eineFolgein Kx X' mit p, . -Grenzwert (a, f) in KxX,
so gilt @, > a inK und f,— f in X, d.h. auch T(a,, f,)=qa,f, 2 af =T(a, ) in KxX,
nach Definition 15 c).

Entsprechend zeigt man, dass die Operation (Abbildung) S: XxX — X:(f,g)> f+g der
(vektoriellen) Addition stetig auf dem Produktraum X' x X' ist bezlglich der Metrik

P (F091):(£2,9,)) = p (£, £,) +p(9,,0,) fir alle f,, f,,9,,0, € X.

In der Funktionalanalysis spielen im Gegensatz zur "klassischen" Linearen Algebra vor allem un-
endlich-dimensionale Raume eine wichtige Rolle. Deshalb sind Begriffe wie "lineare Unabhangig-
keit" und "Basis" hier etwas algemeiner zu fassen.

Definition 16 (lineare Unabhangigkeit; Basis). In einem linearen metrischen Raum (X, p) heifRen
endlich viele Elemente f,,---, f, € X' linear unabhangig, wenn gilt:

Zn:aifi =0 = o; =0 furaleie{1---,n}.
i=1

Anderenfalls heiRen f,---, f, linear abhangig. Eine Teilmenge AC X" heifdt linear unabhangig,
wenn jede endliche Teillmenge von A linear unabhéangig ist. (X,p) heif3t n-dimensional (mit
neN), wenn X eine linear unabhangige Teilmenge AC X aus n Elementen enthélt und jede
n+1-elementige Teilmenge von X linear abhangig ist. (X,p) heif3 unendlich-dimensional, wenn
X nicht endlich-dimensional ist. Eine Teilmenge AC X heil3t Hamel-Basis von X, wenn A linear
unabhangig ist und X’ aufspannt, d.h. wenn gilt

a, o, €K, fL feA neN=X.

span(A) = {Z": o f;

Man sagt ferner, X besitze eine abzahlbare Basis A:{fn |neN}, wenn eszu jedem f € X eine
Familie {a, |n €N} C K gibt derart, dass

00 n
f= Zan f,= p-r!LrI]OZak f,
n=1 k=1
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gilt. Eine solche Basis heif3t Schauder-Basis, wenn die Koeffizienten {«, [n€ N} C K fr die Dar-
stellung von f stets eindeutig bestimmt sind. Eine Teilmenge AC X' hell ferner fundamental in
X, wenn gilt:

span(A) = X.

Bemerkung: Die "Konstruktion” einer Hamel-Basis ist oft nur mit dem Auswahlaxiom (vgl. das
Skript STOCHASTIK, Abschnitt 1.1.) oder &quivalenten Axiomen, z.B. dem Zorn’schen Lemma,
moglich. Hamel-Basen entsprechen namlich auch maximal linear-unabhangigen Teilmengen A von

X, aso solchen linear-unabhangigen Teilmengen A, fur die gilt: ist BC X mit B D A linear unab-
héngig, so ist B= A. Es gibt stets linear unabhangige Teilmengen AC X’; z.B. sind alle einele-
mentigen Teilmengen A={f} mit 0= f € X' linear unabhéangig. Da die Potenzmenge P(X)
durch die Enthaltenseins-Relation " C" geordnet ist und jede Kette in (3(X),C) die obere Schran-
ke X €B(X) besitzt, &8sst sich also nach dem Zorn'schen Lemma jede linear unabhéngige Teil-
menge zu einer Hamel-Basis a's maximales Element in (P(X),C) vervollstandigen (siehe auch
TAYLOR (1963), Abschnitt 1.72).

Beipielsweise kann R als Vektorraum tUber Q aufgefasst werden. Dann ist etwa die Menge
A:{l V2, In(5), w} linear unabhangig und kann mit dem Zorn’schen Lemma zu einer Hamel-
Basis vervollstéandigt werden.

Beispiel 6. Die Raume in Beispidl 1, Teile a) bis c) sind ein- bzw. d-dimensional. Die Rédume in
Beispiel 1, Teile d) bis g) sind unendlich-dimensional. Die R&ume in Beispiel 1, Teile d) und €)
besitzen Schauder-Basen; sie sind gegeben durch

k =
A={f,|neN} mit fnk:{(l) ) : fir alle n,k € .
) =

Far g = {gn}neN € X sind die entsprechenden Koeffizienten ndmlich genau durch o, = g, fur ale

n € N gegeben. Die Raume in Beispiel 1, Teilef) und g) besitzen die Monome als Fundamental sy-
stem, d.h. die Abbildungen der Form x - x", x €[a,b] mit ne Z* = NU{0}.

Bemerkung: Die Rédume in Beispiel 2 sind keine linearen metrischen R&ume, well die Menge der
Wahrscheinlichkeitsmalie auf einer o-Algebra keinen Vektorraum bilden. Man kann aber z.B. den

dort in Teil @) angegebenen metrischen Raum zu einem linearen metrischen Raum erganzen. Dazu
bendtigt man allerdings den Begriff des signierten Mal3es, das in der folgenden Definition behan-
delt wird.
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Definition 17 (signiertes Maf). Es sei (£2,.4) ein Messraum. Unter einem signierten MaR versteht

man eine Abbildung v : A — R :=RU{—00,00} mit den folgenden Eigenschaften:

a) v nimmt hdchstens einen der Werte —oo, 00 an.

b) v(2)=0 (Normiertheit).
c) u{éph =Y v(A)) fir jede Folge {A}  C.A paarweise disunkter messbarer Mengen,
n=1 n—1

wobei die Reihe auf der rechten Seite entweder absolut (gegen einen endlichen Wert) konver-
giert oder bestimmt (gegen —oo oder oc) divergiert (o-Additivitét).

Das Tripel (€2,.A,v) heif}t auch signierter MaRraum.

Bemerkung: Der Begriff des signierten Mal3es umfasst den des tblichen Mal3begriffs, d.h. jedes
signierte Mal3 mit der Eigenschaft

v(A)>0 furale Ac A
ist ein Mal3. Sind ferner p, und p, Mal3e im Ublichen Sinne, die nicht zugleich den Wert oo an-

nehmen, so ist v = p, —p, €n signiertes Mal3. Mit v ist zugleich auch av fur jedes a € R en
signiertes Mal3, insbesondere also auch —v.

Definition 18 (positive Menge). In einem signierten Maldraum (Q,A,u) heil eine Menge Ac A
positiv (beztglich v), wenn gilt:

v(B)>0 furaleBe A, BCA.
Entsprechend heil3t eine Menge A € A negativ (beziiglich v), wenn gilt:

v(B) <0 furdle Be A, BCA

Eine sowohl positive wie negative Menge A€ A (fir die dann notwendig v(A)=0 gilt) heif}t
(v-) Nullmenge.

Lemma 5. In eéinem signierten Malraum (Q,A,u) gilt:

a) Jede Teilmenge einer positiven (negativen, (v-) Null-)Menge ist selbst auch positiv (negativ,
(v-) Nullmenge).

b) Ist Ac A positiv, soist die Abbildung .1 A — R U{oc}: B> v(ANB) ein Mak.

c) Die abzéhlbare Vereinigung von positiven (negativen, (v-) Null-)Mengen ist selbst auch positiv
(negativ, (r-) Nullmenge).
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Beweis:

a) Folgt unmittelbar aus der Definition positiver (negativer, (v-) Null-)Mengen.

b) Offensichtlich ist mit v auch ;1 o-additiv. Die Nicht-Negativitat von p folgt aus Teil a) des
Lemmas.

C) Se zunéchst {Aj}neN C A ene Folge positiver messbarer Mengen und A::UA]. Fur jede
n=1

n-1
messbare Teilmenge B C A definiere B, = BﬂAH\UA, neN. Dann ist jedes B, messbare
i=1
Teilmenge von A, und somit positiv. Wegen B:éBn ist also v(B)=> v(B,)>0, womit
n=1 n=1

die Behauptung fir positive Mengen gezeigt ist. FUr negative Mengen argumentiert man vollig
analog. Ist {AJ»neN C A eine Folge von Nullmengen, so ist jedes A, sowohl positiv wie nega-

tiv, dh. A= UA1 ist nach vorigem auch positiv wie negativ und damit Nullmenge, was zu
n=1
zeigen war. [ |

Bemerkung: Der Begriff der "Nullmenge" darf nicht mit dem Begriff einer "Menge vom Mal3
Null" verwechselt werden. Wahlen wir beispielsweise Q= {1,2,3} und A := (), so wird durch

v({w})=2-w, weQ en signiertes MaB definiert vermoge v(A) = v({w}), AcP(Q). Fir

weA
die Menge B = {1,3} gilt dann zwar v(B) =0, aber esist v({1})=—1 v({3})=1 und damit B
eine Menge vom Mal3 Null, aber keine Nullmenge im Sinne der Definition.

Satz 9 (positive Teilmengen). Essei (€2,.4,v) ein signierter Malraum und A€ A eine Menge mit
0<v(A) < oo. Dann exidtiert eine positive Menge B € .4 mit BC A und v(B) > v(A) > 0.

Beweis: Wir fihren den Beweis konstruktiv. Dazu definieren wir

S(B,e)={CcA|CCBAY(C)<—¢} furdle Be A und £>0.°

Wir konstruieren nun rekursiv natlrliche Zahlen k,k,,--- sowie paarweise disunkte Mengen
AL A, C A mitjewells negativem Mal3 wie folgt:

Wenn die Menge A schon positiv ist, sind wir mit dem Beweis fertig (wahle B = A). Anderenfalls
gibtesein £ >0 mit S(A ¢)=@. Wahledann

k, = min{k € N‘ S

A%] = @} und eineMenge A C A mit v(A)< _ki'
1

Wenn nun die Menge A\ A positiv ist, so sind wir mit dem Bewels fertig, denn wir kdnnen dann

B := A\ A wahlen. B hat némlich auch positives Mal3, weil A= A & B ist und somit

® Falls keine Mengen C C B mit der Eigenschaft v(C) < —¢ existieren, ist natirlich S(B,e) = @.
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0<v(A)=v(B)+v(A)<v(B)
<0
ist. Anderenfalls wird der Prozess folgendermallen fortgesetzt: sind fir ein ne N die Zahlen

k,,---,k. und die — paarweise disunkten — Mengen A,---,A C A mit V(A)<—k1 for i=21---,n

bereits konstruiert, so ist entweder schon A\ A positiv, und wir sind mit dem Beweis fertig, da
i=1

B:=A\ é A gewahlt werden kann, weil B aufgrund von A=B&® GnS A und daraus folgend
i=1 i=1

0<v(A) :y(B)+iw<y(B)—i%<u(B)

20 i=1 N

<00

positives Mal3 hat. Anderenfalls gibt eswieder ein € > 0 mit S[A\éA,e]z@. Waéhle dann
i=1

:c@} und eine Menge A, ,, C A\ET%A mit V<A1+l><—i.
i=1

i NA L
kn+1._m|n{keN‘S[A\@A,k K

n+1
Wenn das Verfahren nach endlich vielen Schritten endet, sind wir mit dem Beweis fertig. Anderen-

falls setzen wir B::A\éA, woraus A= B@éA und somit
i=1 i=1

0< I/(A):V(B)+iV(A)<V(B)—i1.<I/(B)

i=1 ?’O_' i=1 k|

<00

folgt, also Zi< oo ist und demnach k, — oo strebt fir n — oco. Jedenfallsist v(B) > v(A) > 0.

i=1 N
Sei nun >0 gegeben. Wegen der Divergenz von {kn }HGN kénnen wir n so grof3 wahlen, dass

kil«-: wird. Sei ferner C C B eine beliebige messbare Teilmenge von B. Nach Wahl von Kk

n

ist das Mengensystem S[A\éAi,kil] leer, d.h. wegen CgB:A\éAgA\éA muss
i=1 i=1 i=1

n

u(C)z—kil>—e sein. Da <> 0 beliebig war, folgt dso v(C) > 0, d.h. B enthdlt nur messba-

re Tellmengen mit nicht-negativem Mal3. Damit ist aber B eine positive Teilmenge positiven Ma
Resvon A (mit v(B) > v(A)), und der Satz somit bewiesen. [

Satz 10 (Hahn'scher Zerlegungssatz). In einem signierten Mal3raum (Q,A,u) existieren stets eine

positive Menge A und eine negative Menge B mit ANB=2 und A® B =) Fir diese Mengen
gilt ferner:

v(A)=supr(C) sowie v(B)= inf v(D).
CeA DeA

27



Beweis: O.B.d.A. konnen wir annehmen, dass v < oo ist (sonst Ubergang zum signierten MalR
—v). Séi P :={CeA|C istpositiv} und X:=sup{v(C)|CeP}>0 (wegen € P,). Es exi-

stiert also eine Folge positiver Mengen {A } _ C P, mit A=limv(A)). Dannist A:==[_ A eine
oo neN

mogliche Wahl fur die gesuchte positive Menge, denn nach Lemma 5, Teil ¢) ist erstens A positiv
und somit A >v(A). Die Mengen C, = A\ A, ne N erfllen damit as Teilmengen der positiven

Menge A die Beziehung v(C,)>0 mit v(A)=v(A,)+v(C,)>v(A,) fir dle neN, so dass
auch V(A)Z!LTCVM“):/\ und somit schlieflich A = v(A) < co folgt. Es bleibt zweitens zu zei-
gen, dass die Menge B:= A° negativ ist. Sei dazu D C B eine beliebige messhare positive Teil-
menge von B. Dannist DN A= und folglich

A>v(AUD)=v(A)+v(D)=A+v(D),

also v(D) =0. Also enthélt B keine positiven Teilmengen positiven Mal3es und damit nach Satz 9

auch keine (sonstigen) Teilmengen positiven Mal3es, so dass B in der Tat eine negative Menge ist.
womit der Satz bewiesen ist.

Zum Nachweis der beiden weiteren angegebenen Beziehungen reicht es, die erste nachzuweisen
(die andere folgt dann z.B. durch den Ubergang von v zu —v). Fals v(A) =0 ist, haben alle

messbaren Teilmengen von €2 nicht-positives Mal3 (d.h. Q ist dann negativ), so dass die Aussage
wegen v (@) =0 trivid ist. Anderenfalls existiert bei v < oo nach Satz 9 zu jeder messbaren Men-

ge D mit (D) > 0 eine positive Menge E mit 0< (D) <v(E) <v(A) = sup{u(C) |C e P} nach
obigem. Wenn es dagegen eine messbare Menge C mit »(C) = oo gibt, ist die Beziehung ebenfalls
trivialerweise erfillt, womit alles gezeigt ist. [ |

Bemerkung: Die Zerlegung im Hahn'schen Satz ist im Allgemeinen nicht eindeutig, well die v -
Nullmengen as Teilmengen sowohl der Menge A als auch der Menge B zugeordnet werden kon-
nen. Allerdings besteht Eindeutigkeit, wenn man die Zerlegung in der Sprache der Mal3e formuliert.

Definition 19 (Singularitét von Maf3en). Zwei Mal3e p, und i, in einem Messraum (QA) heil3en
(zueinander) orthogonal oder singular (in Zeichen: p, L 1,), wenn eine Zerlegung 2 =A@ B in
messbare Mengen existiert mit ., (A) = u,(B) =0.

Satz 11 (Jordan-Zerlegung). In einem signierten Mal3raum (Q,A,u) existieren stets zwel eindeutig
bestimmte singulare MalRe v und v~ auf A mit v=v" —v".
Beweis: Essal ()= A@® B eine Hahn-Zerlegung im Sinne von Satz 9. Dann leisten die Mal3e

v =v(+NA) und v :=-v(«NB)

das Gewtinschte, wobel die Eindeutigkeit daraus resultiert, dass die Hahn-Zerlegung bis auf die
Zuordnung von v -Nullmengen eindeutig ist. [ |

Definition 20 (Totalvariation). In der nach Satz 11 in einem signierten Malraum (Q,A,y) beste-

hende Jordan-Zerlegung heildt v der Positivteil und v~ der Negativteil von ». Das durch
lv|=v"+v auf A definierte Mal3 heif}t die Totalvariation von v.
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Ahnlich wie fir MalRe Iasst sich auch fur signierte MalRe v eine Integrationstheorie entwickeln. Es
ist nahe liegend, ein solches Integral fir messbare Abbildungen f durch

ffduszdu*—ffdzf

zu definieren, sofern die rechte Seite eindeutig bestimmt ist.

Definition 21 (v -Integral). Essei (€2,.4,v) ein signierter Malraum und  f :(Q,A)—>(R1,Bl) eine
messbare Abbildung, mit der Borel’schen o-Algebra B*. f heil® v -integrierbar, wenn f inte-
grierbar ist beziiglich der MaRe »* und v~ und nicht zugleich f fdut :f f v~ € {—o0,00}
gilt. Indiesem Fall ist das v -Integral von f definiert durch

ffdl/::ffdy+—ffdy_.

f heifdt eigentlich v -integrierbar, wenn sowohl f f dv* dsauch f f dv~ endlich sind. Die

Menge der eigentlich v -integrierbaren Abbildungen wird mit L*(€2,.4,v) oder kirzer mit L' (v)
bezeichnet.

Lemma 6. Das v -Integral fur ein signiertesMal3 v besitzt folgende Eigenschaften:
a) EineAbbildung f ist genau dann v -integrierbar, wenn |f| v -integrierbar ist.
b) Esgilt| [ fdv|< []f]d[v] fir alle v-integrierbaren Abbildungen f.

) Esist andy — (A firale Ac A.

Beweis:

a) Folgt ausder Darstellung

ffdu:ffdy*—ffdzf:ff*dy*—ff*dzﬁ—ff*dzfjtff*dy*

mitffdy* oderffdu* endlich, sowie

f|f|dyzf|f|dl/+—f|f|dl/_:ff+du++ff_dy+—ff+dy_—ff_dy_.

b) Nach der vorigen Beziehung ist

‘ffdy‘gff+dl/++fffdlﬁ—f—ff*dyf+ff7dyfzf|f|d||y||.

) Esigt fllAdV:f]lAdy+—fllAdu‘:y+(A)—y‘(A):y(A) fir dle Ac A. m

Wir kommen nun zu der angekiindigten Erweiterung des in Beispiel 2, Teil a) angegebenen metri-
schen Raums zu einem linearen metrischen Raum.
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Lemma 7. Essei (2,.4) ein Messraum und 91 die Menge der endlichen signierten Ma3e auf A.

Dann ist (‘Jt,pT) ein linearer metrischer Raum Uber dem Korper R mit der Totalvariation als Me-
trik, gegeben durch

pr (v, v) = &Jp|u(E) —U(E)| far dle v,v e M.
EcA

Beweis: Aufgrund der Endlichkeitsannahme ist mit v,v € 9t auch av+ Gv e N fir adle o, €R,
also 91 ein Vektorraum tber R. Die Eigenschaften einer Metrik fur p, ergeben sich aus unmittel-
bar aus den Eigenschaften der euklidischen Metrik. [ |

Bemerkung: Das Supremum in der Definition der Totavariation wird auch angenommen. Fir das
signierte Mal3 7:=v — v existieren ja nach Satz 10 eine positive Menge A und eine dazu disunkte
negative Menge B mit 7(A) =sup7(C) >0 und 7(B) = g)l’e'li‘T(D) <0, dsoist

CeA

pr (v,0) = SUp|V(E) —U(E)| = Sup|7'(E)| = max {T(A),—T(B)}.
EcA EcA

Im Fall v(Q)=v(), asor(2) =0 wie in Beispiel 2, Teil a) reduziert sich dies wegen B = A°
noch auf

pr (v,v) = sup|v(E) —v(E)| = sup|(E)| = 7(A).
EcA EcA

Betrachtet man spezieller den metrischen Raum X der Wahrscheinlichkeitsmal3e P Gber A, die
eine Dichte f, bezlglich eines (festen) Maf3es 1 auf A besitzen, so ergibt sich noch

pT(P,Q):%f‘fP— fo|dp firale P,QeX.

Eine geeignete positive Menge fur das signierte Ma3 ~=P —Q ist hier ndmlich gegeben durch
A={f,>f,}eA mit

2.0 = (8= [ (1, o) 16~ = (&) == [ (1, ) [ 16, 1

A A A°

aso
2pT(P,Q):f‘fP—fQ‘d;H—f‘fP—fQ‘dp:f‘fp—fQ‘du,
A A° Q
woraus die angegebene Beziehung folgt.

Hieraus ergibt sich u.A. auch die (im diskreten stets giiltige) Darstellung

p(P.Q) =5 [P () -Q({w})

we

in Beispiel 5, wenn man als ., das abzahlende Mal3 auf (2) wahlt.
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In der Literatur wird neben der Totalvariation p; (v,v) = max {r(A),—7(B)} = max{|r(A)|.|7(B)|}
héufig noch die durch

ps (v, v)=7(A)—T7(B)= |7'(A)| +|T(B)| = ”V — v” Q), viveM
definierte Metrik betrachtet. Wegen
oo (020) < 5 (0) < 21 (1), VU EN

sind diese Metriken aber aquivalent, d.h. Konvergenz in der einen impliziert Konvergenz in der
anderen Metrik und umgekehrt. [Beide Metriken erzeugen dann auch dieselbe Topologie, d.h. das-
selbe System offener Mengen; vgl. auch die spéatere Bemerkung am Ende von Abschnitt 1.2.1.]

l. 1.4. Banach- und Hilbert-Raume

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit dem fundamentalen Begriff der Norm, der fur alles Wei-
tere wesentlich sein wird.

Definition 22 (normierter Vektorraum). Ein Vektorraum X’ Uber dem Koérper K heifdt normiert,

wenn eine Abbildung

: X — R (genannt "Norm") existiert mit den Eigenschaften:

a | f||>0firale fex

b) [f|=0<« f=0firale fex

o | f+g|<|f|+]olfurale f,gex

d) |af[=lal|f]firdleacK und fex.

Lemma 8. Sei X' ein normierter Vektorraum Uber dem Korper K. Dann wird durch

p(f.g)=|f-g|, f.gex

(X,p) zu einem linearen metrischen Raum.

Beweis: Nach a) ist trivialerweise p(f,g) >0 fir dle f,ge X, mit p(f,g)=0 < f =g fir
dle f,geX nach b). Femerist p(f,g)=|f—g|=|(D-(g-f)|=]-1]g-f]|=n(gf)
fur alle f,g € X nach d). Die Dreiecksungleichung ergibt sich unmittelbar aus c), d.h. p ist eine
Metrik. Ferner gilt p(f,g)=|| f —g||=|(f —9)—0|=p(f —g,0) fir ale f,geX. Ist schlieft-
lich {f,} . eineFolge in X mit Grenzwert f € X und {«,} . eineFolge in K mit Grenzwert

aecK, soist af € X Grenzwert der Folge {a, f,}  in X'wegen

p(o, f af):”anfn—af”:

n'n?’

a,(f,= F)=(a=a,) f] o] [f, = f +la—ay] | f] —0

—0 —0

mit n — oo, dadiekonvergente Folge {, } . beschrénkt ist. ]
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Definition 23 (linearer normierter Raum, Banach-Raum). Ein normierter Vektorraum X Uber dem
Korper K mit der in Lemma 8 definierten Metrik heifdt linearer normierter Raum und wird mit
(] +])) bezeichnet. Ein vollstandiger linearer normierter Raum (X, + ) heif}t Banach-Raum.

Bemerkung: Definitionsgemald ist jeder lineare normierte Raum auch ein linearer metrischer
Raum, aber nicht notwendig umgekehrt. Dazu ist namlich eine weitere Bedingung (Homogenitéts-
bedingung) notwendig.

Lemma 9. Ein linearer metrischer Raum ist genau dann ein linearer normierter Raum, wenn fr die
Metrik p die folgende Homogenitétsbedingung gilt:

p(af,O):|a|p(f,0) furale f e X und a € K.

Beweis: Esist nur zu zeigen, dass unter der Homogenitatsbedingung der lineare metrische Raum
(X,p) zu einem linearen normierten Raum ()(, ) wird. Dieswird aber durch die Definition

|f]:=p(f,0) firale f ex

geleistet:

a) Trividerweiseist || f | >0 furale f € x.

b) Esgilt | f|=0 < p(f,0) & f=0furale f cX.

0) Esgilt | f+g=p(f+9.0)=p(f,—9) <p(f,0)+p(~9,0)=p(f,0)+p(9.0) = || f [+] g
farale f,ge X.

d) Esist|af |=p(af,0)=|a|p(f,0)=la|| | firdleacK und f €. n

Beispiel 7. Die (vollstandigen) linearen metrischen Raume aus Beispiel 1, Teile @) bisf) sind samt-
lich Banach-Raume, weil die zugehdrigen Metriken alle die Homogenitétsbedingung aus Lemma 9
erflllen. Der lineare metrische Raum aus Beispiel 1, Teil g) ist dagegen nur normiert (da nicht voll-

sténdig nach Beispiel 3). Der lineare metrischer Raum (‘ﬁ,pT) aus Lemma 7 sowie der Raum
(m, ps) (vgl. die daran anschlief3ende Bemerkung) Bemerkung sind ebenfalls normiert, da die To-
talvariation p, wie auch die Metrik p, offensichtlich die Homogenitétsbedingung erfillt.

Lemma 10 (Vervollstdndigungssatz I1). Jeder (unvollstandige) lineare normierte Raum (X, )

besitzt (mindestens) eine Vervollstdndigung. Die Vervollsténdigung ist eindeutig bis auf Kongru-
enz, d.h. bis auf eine lineare Isometrie.

Beweis: Nach Satz 4 besitzt (X,

gung. Die dort im Beweis benutzte Metrik auf den Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen erfiillt
aber offensichtlich die Homogenitétsbedingung aus Lemma 8, so dass die dort konstruierte Ver-
vollstandigung ein linearer normierter Raum ist. Da ferner die Grenzwertbildung linear ist, sind die
im Beweis verwendeten Isometrien selbst auch linear, womit das Lemma gezeigt ist. Fur Einzelhel-

) jedenfalls als linearer metrischer Raum eine Vervollsténdi-
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ten verweisen wir auf BACHMAN / NARICI (2000), Abschnitt 8.3 oder TAYLOR (1963), Abschnitt
3.13. u

Definition 24 (Pra-Hilbert-Raum). Ein Vektorraum X Uber K heifét Pra-Hilbert-Raum, wenn auf
X xX eine sesquilineare Abbildung () mit Werten in K definiert ist (Skalarprodukt, inneres

Produkt)® mit der Eigenschaft
(f,f)>0 furdlefex mit (f,f)=0« f=0.

Bemerkung: In einem Pré&-Hilbert-Raum gilt trivialerweise noch:

(f,ag)=(ag,f)=a-(g,f)=a(f,g) furale f,geX, acK
sowie
(f,0)=(0,f)=0 firalle f € .

Lemma 11 (Ungleichungen von Schwarz und Minkowski). In einem Pré-Hilbert-Raum X gilt:

(1.0)<\[T.1)-[0.0) sowie

JF+a.f+a) < |(f, +\/gg

fur alle f,g € X mit Gleichheit in der oberen Ungleichung genau dann, wenn f und g linear ab-
héngig sind.

f, _
Beweis: Die Aussageist fur g =0 trivial; fir g =0 setze o= —%. Dann gilt:
g.9

0<(f+ag,f+ag)=(f,f)+a(g, f)+a(f.g)+aa(g,9)
ey (fig) o (9.f) (f.9)(a.1)
_<f’f) (g’g)<' ) (Q’g)“’g)_i_(g’g) ’ M
55y (f9)
~(1.0)- (@)
also
(1.1)(9.9)=(f.9)(g. T)=(F.0)(T.q)=[(F.0)
°D.h. esgilt:

(f,9)= (g, f) furalef,g e X [konjugiert-komplexe Zahl]
(af,g)=a(f,g) furdlef,ge X, aeK
(f +g,h)=(f,h)+(g,h) furalef,g,he .
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mit Gleichheit genau dann, wenn (f +ag,f +ag):0, aso f+ag=0 ist und damit f und g
linear abhangig sind. Die beweist die erste Ungleichung. Die zweite Ungleichung ergibt sich aus™

(f.0)+(g. F)=(f,0)+(f,0)<2(f.9) <2(f,)-(0.0)

und damit

(f+g,f+g)=(f,f)+(f,9)+(g9,f)+(g9,9)

<(f.6)+2(1, 1) [0,9) +(0.0)=({(T. 1) +|(8.0))

furadle f,geX. [ ]

Lemma 12. Essa X ein Pr&Hilbert-Raum. Dann wird durch

[f]|=(f ) furdle f ex

eine Norm auf X’ definiert, unter der (X,

) ein linearer normierter Raum wird.

Beweis: Essind nur die beiden letzten Eigenschaften aus Definition 22 nachzuwei sen:

a |f+g]|=y(f+g.f+a)<J(f.f)+(g.9)=]f]+|g] ist nach Lemma 10 fir ale
f,ge X erflllt;

b) |af | =(af,af)=aa(f,f)=laf|f|" furdle acK und feX ist nach Vorausset-
zung (Sesquilinearitét) erfllt. |

Definition 25 (Hilbert-Raum). Ein vollstandiger Pr&-Hilbert-Raum heif3t Hilbert-Raum.

Bemerkung: Jeder Hilbert-Raum ist also ein Banach-Raum, aber nicht notwendig umgekehrt. Die
Abbildung ( «, ) ist dartiber hinaus stetig auf X' x X.

Satz 12 (P. Jordan / J. von Neumann). Ein Banach-Raum (X :
Skalarprodukt (+,+) mit der Eigenschaft (f, f)=| f| fur alle f € X' versehen, wenn die Paralle-

logramm-Identitat gilt:

[t o 11 —of =2{]1[f +[ol} tarale f.g<

) lasst sich genau dann mit einem

Das Skalarprodukt ist dabel eindeutig bestimmt.

©Fir z = x+1iy ist [X| =|R(2)| <X+ ¥ =]z].



Beweis:

"=": Fir f,geX erhdlt man durch Ausrechnen:

[f+o +]f —gf =(f+9.f +9)+(f—g,f—g)
=(f.f)+(9.f)+(f.9)+(g.9)+(f. f)—(9.)—(f.9)+(9.9)

=2{(f,1)+(g,0)} =2{| [ +]oI}.
"«<": Definiere (+,+) durch

1 ..
e+ ol 1t —of) fir k — &
f,0)= . for f, X.
o Yt o o) -t o i o) fk=C
4 4

Wir zeigen jetzt nur exemplarisch fur den Fall K =R, dass hierdurch tatséchlich ein Skalarprodukt
definiert wird. Fir f,g,he X dilt zunéchst:

[+ 9-+hf =2]f +1f +2Jof | ~g-+hf =2 sovie
[+ 9-+hF =2lg '+ 2|1 + g+ =,

Damit ergibt sich auch sofort

b 1
It -+g-bF =22+t | +lg+bF +[of ~3{11 g+ ] +a-+1F).

=
Ersetzt man hier h durch —h, erh@lt man analog

1
It +g=hf =]t =h £ +lg =l + ol (It —g =l +]- +g-n[)

1
= | =H L o=l +ol ~ S (1= + bl +]t —g-+hf).
Esfolgt

1
(f+a.h)=Z(If + g+l |t +-g=hf)=Z(f +hl +lg+hf* |t —bf ~g—h[")

1
4
=(f,h)+(g,h).

Induktiv folgt hieraus auch
(nf,g)=((n—-1f,g)+(f,g)=---=n(f,g) furaleneN
und wegen (f,g)=(—f,g) sowie (0,g)= 0 nach Definition sogar

(nf,g)=n(f,g) furaleneZz".
Fur az%é@ mit ne N, meZ" ergibt sich somit
1 1 m
(af,g)zﬁ(naf,g):ﬁ(mf,g):ﬁ(f,g):a(f,g).
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Fir « € R existiert allgemeiner eine Folge {a,, } _ CQ mit lima, =«, sodass

n—oo

1 1
(af.g)=7{laf +of ot —gff)=lim > (lay f +0f ~foyt —gI]

=lim(a,f,g)=1im{a,(f,g)}=a(f,g)

folgt. Damit ist (aus Symmetriegriinden) die Bilinearitét von (.« ) gezeigt.

Wegen (f, f)=|f[|’ >0 fir f € X mit Gleichheit genau dann, wenn || f[* =0 < f =0, ist der
Satz also (fur den reellen Fall) insgesamt gezeigt. [ |

Beispiel 8. Der in Beispiel 1, Teil e) angegebene metrische Raum ist ein Hilbert-Raum mit dem
Skalarprodukt™

(f,g)::fjfng_n fur f,g €2,
n=1

< \/in anJ )
n=1 n=1

wohldefiniert ist. Der Raum C|a,b] mit dem Skalarprodukt*?

was wegen

< oo fur f,ge/?

gZ

PN
n=1

(f,g)::ff(x)ﬁdx, f,geCla,b]

ist dagegen nur ein Pré&-Hilbert-Raum, da der Raum nicht vollsténdig ist. Die Vervollstéandigung zu
einem Hilbert-Raum ist der bezliglich des Lebesgue-Malles m" Uber [a,b] absolut quadratisch in-

tegrierbaren Funktionen™, mit derselben formalen Definition der Norm, gegeben durch

b
[f]= [ 1 dm’

(vgl. auch die entsprechende Bemerkung in Beispiel 4).

" Hier sind auch C -wertige Folgen zugelassen.

' Hier sind auch C -wertige stetige Funktionen zugel assen.
13 Genauer gesagt, der Raums der Aquivalenzklassen von fast iiberall gleichen quadratisch integrierbaren Funktionen.
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Definition 26 (Orthogonalitét). In einem Pra-Hilbert-Raum X heif3en zwel Vektoren f und g ortho-
gonal, wenn gilt:

(f.g)=0,
inZeichen: f 1 g. Fureine Teilmenge AC X heildt
At={gex|vfeA:(f,g)=0}={gex|VfcA:flg}

das orthogonale Komplement von Ain X..

Bemerkung: Wegen (f,g)=(g, f) fir f,ge X ist die Relation " L" symmetrisch. Ist ferner X
ein Hilbert-Raum und A abgeschlossen, so auch A",

Ein wichtiges Resultat bezliglich Orthogonalitét im Hilbert-Raum gibt der nachfolgende Satz, den
wir hier nur ohne Bewels zitieren (vgl. RUDIN (1987), Theorem 4.11).

Satz 13 (Projektionssatz). Es sei ) ein abgeschlossener Tellraum eines Hilbert-Raumes X. Dann
gilt:
a) Jedes f € X besitzt eine eindeutige Zerlegung der Form

f =Tf +Sf mit Tf € und Sf € Y*.

Ferner gilt:
[T — f|=min{jg— f]lg €} und |sf — f|=min{Jg— f[lg ey},
d.h. Tf und Sf sind digjenigen Punkteaus ) bzw. )", diedem Punkt f am nachsten liegen.

b) Die Abbildungen T und S sind linear.
o) Esgilt: |[f| =|Tf[" +||sf|" furalle f € .x.

Die Abbildungen T und S heiRRen (die) orthogonale(n) Projektionen von X auf ) bzw. V*.

Satz 14 (Trennungssatz): Es sei C eine nicht-leere, kompakte, konvexe™ Teilmenge in einem reel-
len™ Hilbert-Raum X'und V C X’ ein abgeschlossener linearer Teilraum mit C NV = @. Dann exi-

stiert ein f € V* mit

|f]| = inf{Jg—h|| g€C, heV}=dist(C,V)>0
und
(f.g)>|f|? > 0 furale geC.

" D.h. mit zwei Punkten f,g € C istauch tf +(1—t)g € C firale t €[0,1].
5D h. liber dem Kérper K = R.
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Beweis: Sei zunachst W = {0}, wobei 0 wieder den Nullvektor bezeichne [diese Menge ist ein
abgeschlossener Tellraum von A], und F eine beliebige, nicht-leere, konvexe, abgeschlossene Teil-
mengevon X mit FNW=g, d.h. 0¢ F. Dann existiert ein f € F mit

|f]|=dist(F,W)=inf{|g—h|| g€ F,heWw}=inf{|g|| g F}>0.
Es gibt namlich eine Folge {g,} _, € F mit 1Lm||gn||: dist(F,W)=:A. Nach der Paralelogramm-
|dentitét gilt nun
19+ 0ol +19, = 9l = 2{0.] + [0} b2w.

2

2 2 2 1
Jo.~6ul" = 2{jof +19uIF} 4310, 0.)

<2{lg, I +]g, |} —44* furdle nmen,

weil wegen der Konvexitat von F jeder Punkt %(gn +0,) zu F gehort, also H%(gn +0, )= A

erfullt. Nach Voraussetzung gilt also

0< lim [g, - g,|" =<2{

n,m—oo

lim|g, [*+ limg,,|*} - 447 =0,

n—oo m—oo

womit {g,} . CF eine Cauchy-Folge ist und deshalb in X' mit Grenzwert f konvergiert. Da F
abgeschlossen ist, gehort aber f zu F. Wegen f =0 nach Voraussetzung ist dann

|f||=dist(F,W)=inf{|g|| g € F}>o,

wie behauptet. Da F konvex ist, gehdren fir 0<t <1 dann mit f auch alle Punkte f +t(u— f) mit
uecF ebenfalszuF, mit

[+ £+ 2(fu= 1) = [+t 2[ £ e (o

s tu—f[ +2(f,u—f) >0 vte(0]

& (fu) = (1.6) = |1 >0
nach Voraussetzung folgt also

(f,u) > |f[" >0 furale ueF.
Damit ist der Satz in der speziellen Situation V= ={0} und C =F (fur sogar nur abgeschlos-
sene) konvexe Mengen F bewiesen, da hier trivialerweise
(f,g) =0 flrale geV, dso f eV

gilt.
Sel nun V ein beliebiger, von {O} verschiedener abgeschlossener Teilraum und C kompakt. Wir be-

trachten dann die Menge L:=C—V={g—h| geC, heV}. Diese ist abgeschlossen und kon-
vex, mit
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dist(L,{0})=dist(C,V)>0,

also insbesondere LN {O} = o. [Dies zeigen wir zum Ende des Beweises separat.] Ersetzt man nun
in der obigen Argumentation F durch L, so folgt die Existenz eines Vektors f € L mit

(f.g—ph) = (f.9)-A(f.h) = [f["> 0

wegen f—pggel furadle geC, heV, geR. Da ( beliebig gewahlt werden kann, folgt nun
direkt (f,h)= 0 furaleheV sowie (f,g)> |f|? > O furale g C, wiebehauptet,

Es bleibt noch zu zeigen, dass L=C -V ={g—h| geC, he V} abgeschlossen und konvex ist.
Sei dazu f € X Héufungspunkt von L. Dann gibt eseineFolge {f,} ~CL mit f =lim f . Jedes

ne n—oo

f, besitzt dabei eine Darstellung der Form f =g, —h, mit g, €C, h, € V. Da C as kompakte
Menge insbesondere folgenkompakt ist, gibt esein g € C und eine gegen g konvergente Teilfolge

{9, },.,- Esfolgt f=limf =lim(g, —h, )=g-limh,, dh. dieFolge {h,} _ CV besitzt

eine in X konvergente Teilfolge {hnk }keN mit kIim h, =g—f. DaV abgeschlossen ist, ist also
kIim h, =9g—f€V undsomit feC—-V=L, dh. L ist abgeschlossen. L ist aber auch konvex,

dennfur g,,9,€C, h,h, €V istauch

t(gl—hl)—i—(l—t)(gz—h2):{tgl-l-(l—t)gz}—{thl+(1—t)h2}eC—V fur 0<t<1.

eC, daC konvex €V, daV Teilraum

Der Satz ist damit vollstandig bewiesen. [ |

Bemerkung: Der obige Trennungssatz ist das zentrale Beweismittel fir den so genannten Funda-
mentalsatz der Optionspreistheorie in der Stochastischen Finanzmathematik; vgl. das Skript Sto-
CHASTISCHE FINANZMATHEMATIK |, Satz 8.

Auf die Voraussetzung der Konvexitét kann im ersten Beweisteil fur Satz 13 Ubrigens nicht ver-
1+1, k=n
= n

zichtet werden, wie das Beispiel 1, Teil €) fir die Menge F ={f }  mit f

neN

0, k=n
fur n,k € N zeigt. Hier ist F abgeschlossen mit

dist(F,W)=inf {|g| | g e F} =1

aber esgibt kein f € F mit | f|=1.
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I.15. ¢/P- und L"-Raume
In diesem Abschnitt sollen die fundamentalen Lebesgue-Raume, die schon in Beispiel 1, Teile d)

und €) sowie in Beispiel 4, Teil c) behandelt wurden, genauer diskutiert werden. Insbesondere der
fir p =2 resultierende Hilbert-Raum ist fur die stochastische Finanzmathematik von besonderem
Interesse, weil sich das spéter zu erklérende Stochastische Integral as Grenzwert in einem solchem
Raum herausstellt.

Fur das Folgende setzen wir einen Maldraum (Q,A,u) als gegeben voraus und bezeichnen fir
1< p<oo mit

If], = {f|f|pdu}ﬂp fiir alle A-messbaren Abildungen f auf €.
Fir p = oo definieren wir speziell
I ::eﬁssup|f|::inf{M 20|u{weQ||f(w)|>M}:O},

das so genannte essentielle Supremum der Abbildung |f|.

Definition 27 (Lebesgue-Raume). Fir 1< p < oo sind die Lebesgue-Raume definiert durch

LP (9, A, )= { F:2— R f ist A-messbar und |||, < oo}
sowie
(A p)={FITel’(@A4pn),

wobei f die zu f gehorende Aquivalenzklasse beziiglich der Aquivalenzrelation ~, definiert
durch

f~g & f=g p-fast Uberal firale.4-messbaren Abbildungenf,g auf €,

bezeichne. Ferner bezeichne

H\fmp =||f||, fir 1< p<oo undalle f €2 (2,4, p).

Bemerkung: die Aquivalenzrelation ~ ist vertraglich mit der Vektorraumstruktur von
L* (2,4, ), d.h. esgilt

af +g=af+§ furale f,geL”(QA4, 1) und a €R.

Ferner ist m f mp unabhangig von der Wah! des Représentanten von f, d.h.esgilt

171 =liall, furae g < .
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Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass (Sp (A, 1),

p) ein Banach-Raum ist fir alle 1< p <oo. Um

dabei Triviafélle auszuschliefRen, wollen wir fir das Folgende stets annehmen, dass das Mal3 1

nicht das NullmaB ist, weil sonst der Raum (£° (€2, 4, ),
messbaren Abbildungen fast Gberall gleich der Nullabbildung wéren.

p) trivial ware, dain diesem Fall ale

Wir bendtigen dazu einige vorbereitende Hilfsresultate.

Lemma 13. Essaien o, 3 > 0. Dann gilt

@ <ax+p(1-x) fir 0<x<1,

mit Gleichheit genau dann, wenn o = S.

Beweis: O.B.d.A. kdnnen wir «a,3 >0 annehmen (sonst ist die linke Seite Null und die Unglei-
chung trivialerweise erfiillt). Durch Logarithmieren ergibt sich

xIna +(1-x)Ing <In(ax+B(1-x)), 0<x <1,
) da der natirliche Logarithmus (streng) konkav ist (in der
2] Zeichnung rot dargestellt) und damit vollstandig oberhalb
der Sekante verlauft (in der Zeichnung grin dargestelit;
hier: a=1/2, 3=29). Durch Anwendung der Exponential-
funktion auf diese Ungleichung ergibt sich das gewlinschte
°5 Ergebnis.

’ e o o S \1 Die Gleichheit wird hier nur erreicht, wenn die rote und
grune Kurve zusammenfallen, d.h. wenn die linke Seite von
A X unabhéangig wird, also (nur) fur o= (. [

Lemma 14 (Holder-Ungleichung |). Esseien pundq e (L oo) so gewdhlt, dass i+£:1 gilt (so
P q

genannte konjugierte Indizes). Dann gilt:

f-gel’(QA4,pu) mit | f -g||1§||f||p-||g||qfijr ale f eLP(Q,A4,1) und g€ L% (Q,A4, ).

Beweis: Seien zunichst f und g so gewahlt, dass ||f||p :||g||q =1 ist. Mit Lemma 13 folgt dann

mit der Wahl a:=|f ()", B:=|g(w)|", x:= ,1—x:1:

S |-

|f (w)- g(w)| < x| f(w)]" +@—x)|g(w)|" firr dle w e,

so dass nach Integration resultiert:

41



[1t-gldpn<x[15] du+a-x [o| dpu=x| ], +@-x]g], =1.

Die Holder-Ungleichung ist trivialerweise erfullt, wenn ||f|| =0 oder|g|, = 0 ist. Fur die folgen-

de Rechnung kénnen wir also 0.B.dA. | f ||p >0und ||g||q >0 annehmen. Dann haben wir aber

" ff” = —” gg” =1, und durch Einsetzen das das vorige Ergebnis erhalten wir
P p q q
f. _
J o <o -, = 110 <]l Il
171, gl
wie gewlnscht. .

Lemma 15 (Holder-Ungleichung I1). Essei p=1 und q = co. Dann gilt ebenfalls

f-gel’(QA4,pu) mitf -g||1§||f||p-||g||qfijr ale f eLP(Q,A4,1) und g €L (Q,A4, ).

Beweis: Esist |f(w)-g(w)| <|f(w)|-esssup|g| fir s -fast alle w €, woraus die Ungleichung so-
fort folgt. [ |
Lemma 16 (Minkowki-Ungleichung). Fur 1< p <oco gilt:

frgel? (A p) mit|f+g] <|f] +[gf, forale f,geL? (A p).

Beweis: Die Aussage ist klar fir p=oco (Dreiecksungleichung) bzw. fir |f +g||p:0. Fir

p<oo sei nun g€ (L00) sogewshlt, dass %4—&:1 ist. Fur den Fall || f +g|| >0 argumentiert

man so: wegen |f +g|p§2p(|f|p+|g|p) ist mit f,gel’(QA4,pn) auch f+gel’(QA4,u).
Ferner gilt

f|f+g|pdu§f|f+g|”’]1f|dﬂ+f|f+9|H|9|d“ fur f,gel”(Q,A4,p).

Eine zweimalige Anwendung der Holder-Ungleichung liefert, fir f,g e L’ (Q,A,u), unter Beach-
tung der Beziehung p=q(p—1),

JIt ol Atldus<]], 1t +of

R ALRA VR Y LT

, mit
q

Jr+o

4 vol® ) ={[|f +olrdu} <[+, dso

|f+g; < {|| fl, +||g||p}||f + g||§’q und damit nach Division
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Definition 28 (Pseudometrik, Halbnorm). Erfullt die Abbildung p: X' xX — R in Definition 1
nur die schwéachere Bedingung

|f+9, <|f], +]9], , waszuzeigen war. n

f=9g = p(f,g)=0Tflrale f,gei,

So heildt p Pseudometrik. Erfillt die Abbildung : X — K aus Definition 22 nicht die Bedingung
b), sondern nur die — aus der aus Bedingung d) ableitbare — schwéchere Bedingung

f=0= |f]=0

so heif}t

Halbnorm (vgl. hierzu auch die spétere Definition 33).

Bemerkung: Die Abbildung

; auf L°(Q,A,p) ist fir 1< p<oo lediglich eine Halbnorm,

weil aus || f ||p =0 nur f =0 p-fast tberall folgt. Entsprechend ist die Abbildung p, =

p
nur eine Pseudometrik. Dies folgt sofort aus der Definition dieser Grof3en sowie aus der Minkows-
ki-Ungleichung (— " Pseudo" -Dreiecksungleichung). Durch Ubergang zu den Aquivalenzklassen

beztiglich der obigen Relation ~, also durch Ubergang von L°(Q,A,u) zu £°(,A,p), ergibt
sich aber ein "echter" linearer normierter bzw. metrischer Raum. Weil die (exakte) Gleichheit in
diesen Fallen aber lediglich durch den sehr @hnlichen Begriff der " u-fast Uberall-Gleichheit" ersetzt

wird, kann man in alen praktischen Anwendungsfélen mit den pseudometrischen bzw. halbnor-
mierten Raumen L (Q,A,u) rechnen. Entsprechend sind die vorher eingefiihrten Begriffe wie

"Haufungspunkt", "Cauchy-Folge", "Vollstandigkeit”, "Hilbert-Raum" usw. in der Pseudometrik
bzw. Halbnorm zu interpretieren. Wir werden deshalb — dem allgmeinen Gebrauch folgend — im

Folgenden mit den "Réumen” L° (2,4, u) statt £°(Q,A, 1) weiterarbeiten. Wir fassen das Gesag-
te wie folgt zusammen:

Lemma 17. Die Raume £° (2,4, 1) [bzw. L°(€2,.A, 1) mit der obigen Interpretation der Pseudo-
metrik bzw. Halbnorm] sind fir alle 1< p < oo lineare normierte bzw. lineare metrische Raume.

Satz 15 (Satz von Riesz-Fischer; Vollstandigkeit der Lebesgue-Raume). Die Raume £° (§2,A, 1)
[bzw. LP (2,4, )] sind fir alle 1< p <oco vollstandig, also Banach-Raume.

Beweis: Wir nehmen zunéchst 1< p <oo an. Sei nun {f }  eine beliebige Cauchy-Folge in
L” (Q,A, 1). Dann existiert eine Teilfolge {fnk }keN mit der Eigenschaft

<ik fur ale k e N.
2

My Ny

Setze

K o0
gk :Z fni+1_ fni fur ale kGN und g:Z

i=1 i=1

f, —f

M1 n|
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Auf Grund der Minkowski-Ungleichung erhalten wir

k k
lod, <> ). — fa SZ%glfUrallekeN_
i=1 i=1

Eine Anwendung des Lemmas von Fatou (siehe Skript STOCHASTIK, Lemma 22) auf die Folge
{gk"}keN ergibt dann auch

Joll, <2.

Insbesondereist aso g p-fast Gberall endlich, so dass die Reihe

kl(

fn = fn + fn - fn

k 1 - i+1 i )

fur k — oo p-fast Uberall gegen eine messbare Abbildung f konvergiert. Wir wollen zeigen, dass f
der gewlinschte Grenzwert der urspriinglichen Cauchy-Folgeist. Sei dazu < > 0. Dann exigtiert ein
N €N, so dass ||f, - fm||p <e ist fir ale n,m>N. Fir m>N zeigt eine erneute Anwendung

vom Lemmavon Fatou

pd,ugsp,

[1f =1, dp<limint [

aso f—f, eL’(QA,p) furadlem>N und damitauch f =(f —f )+ f €L’(QA,p). Damit
haben wir aber zugleich auch || f, — f||p — 0 fur n— oo gezeigt, sodassinder Tat f = lim f,_ ist.

n—oo

fo — fu

Fir p = oo argumentieren wir so: Sei {f,}  einebeliebige Cauchy-Folgein L™ (2, A, u). Nach

Definition des essentiellen Supremums gibt es dann p-Nullmengen A und B, mit

| £, 00| < | fi ]l furale xe Al und |f,(x)—f (x)|<|f,—f,|. firalexeB;

n,m?

fur ale k,n,meN. Sei E:=|JA Ul J|JB,, Dannist auch E eine u-Nullmenge, und auf E°
k=1

n=1lm=1

konvergiert die Folge { f, }neN punktweise und gleichméaliig gegen eine beschrénkte Funktion f mit
0.B.d.A. f(x)=0 fur x € E. Dieses f ist damit der gesuchte Grenzwert. [ |

Als Nebenresultat des vorangegangenen Bewelises erhaten wir noch folgende, auch fur sich allein
interessante Aussage.

Satz 16. Jede Cauchy-Folge in £° (€2, A, ;1) [bzw. LP (2,4, 1)] mit 1< p<oo besitzt eine p-fast
Uberall punktweise konvergente Teilfolge.

Bemerkung: Wie bereits in Beispiel 4, Teil c) angedeutet, sind die Raume £°(Q,A,p) [bzw.
LP(2,A,1)] mit 1<p<oo separabel fur den Fall Q=[a,b] mit der Spur-o-Algebra
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QnBt :{Ael’a’l |AC [a,b]} und dem auf [a,b] eingeschrénkten Lebesgue-Maf3, denn Cla,b] ist
hier eine dichte Tellmenge (vgl. WERNER (2004), Korollar 1.2.1.). Dagegen ist £* (Q,A,u) [bzw.
L*(Q,A,p)] Uber diesem Malraum nicht separabel, denn das Funktionensystem

F={1, la<t<blCL* (2 A,u) ist beispielsweise Uberabzahibar mit | f —g| =1 fur ale
f,geF, f =g (vg. Beispiel 5).

Satz 17. Der Raum £ (Q, A, 1) [bzw. L?(, A, 11)] ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt

(f,g)::ffgd,u furalle f,g € L2(,A,u)

mit der Einschrankung, dass hier nur gilt:

(f,£)>0 furale f e (A1) mit (f,f)=0 & f=0 p-fast iiberall.

Beweis: Folgt sofort aus den Additivitats-Eigenschaften des p-Integrals und der Tatsache, dass fur
fel*(QA,p) gilt:

(f,f):ffzom:o o f2=0 pfastiberdl < f=0 yu-fast tberall. n

Bemerkung: Fiir den speziellen Messraum (2,4, 1) = ([a,b],[a,b]nB*,m*) mit reellen Zahlen
a<b und dem (auf [a,b]NB* eingeschrankten) Lebesgue-MaR3 m* schreiben wir fiir 1< p <oo
statt £°(Q,.4,u) bzw. L°(Q,A4,u) kirzer auch £°[a,b] bzw. L°[a,b], analog fir den Fall
(A, 1) =(R", B",m") auch £ (R) bzw. L°(R).

Fir den speziellen Messraum (9, A, ;1) = (N, B(N),#) mit dem abzahlenden Mal? # schreiben wir

statt LP(€2,.4, 1) kiirzer auch ¢°. Dieser Sonderfall ist strukturell etwas einfacher als der allgemei-
ne Fall, weil hier die leere Menge die einzige Nullmenge ist, wie das folgende Resultat zeigt.

Satz 18. Fir 1< p < oo ist der Raum (ep,

p/m fl° firl<p<oo
||f||p: ;| | felr

?le,lgﬂ f|}  firp=oc,

p) mit

ein Banach-Raum und fiir 1< p <oo auch separabel. Fiir p=oo ist (¢*,]+|_) nicht separabel.

Fir p=2ist (62,

,) €n Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt

(f,g):i‘:fngn fur f,ge /2.

n=1
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Beweis: Es gilt offensichtlich f =g #fast Uberall genau dann, wenn f =g (Uberal) fir
f,gect® gilt, weil #A)=0 < A=0o id fir ale ACN. Damit ist der Ubergang zu Aquiva-
lenzklassen fast Uberall gleicher Elemente unnétig. Ferner ist hier

1. :esssup|f|:inf{M 20|#{n€N||fn|>M}:O}:ijg{|fn|}

fur sogar beliebige Folgen f ={f,} _ €R". Nach Satz 15 ist also (ep,

p) fur 1< p<oo en

Banach-Raum. Fir 1< p < oo ist der Raum auch separabel, denn die Mengen

A ={feQ"|¥k>n:f,=0}C¢’, neN

sind sémtlich abzahlbar und damit auch A::UA1 C/P. A ist aber dicht in ¢°,wie man folgen-
n=1
dermal3en sieht: Sei ¢ >0 gegeben und f € ¢° beliebig. Dann existiert wegen der Dichtheit von Q

in R eine Folge rationaler Zahlen {g,} . mit |fn—gn|<pL fur dle neN. Wegen

\/E

I, :2%:|1‘n|p < oo exidtiert ferner ein N € N mit f:|1‘n|p < eP. Damit ergibt sich insgesamt fuir
n=1 n=N
g, furn<N

B die Abschétzung
O furn>N

dieFolge he A, C A mit h, :z{

00 N-1 o0
”f _h”Z :Z“n _hn|p :Z“n _gn|p +Z|fn|p <2,
n=1 n=1 n=N
d.h. zu f e(® exisiert ein Element he A mit | f —h||p < 2e, was zu zeigen war. Der Raum
e~
gilt: |f —g|_=sup{|f,—g,[}=1 fur ale f,geB mit f=g (vgl. Beispiel 5). Die Hilbert-
neN

OO) ist dagegen nicht separabel, weil etwa fiir die liberabzahlbare Menge B := {O,l}N C e~

Raum-Eigenschaft folgt aus Satz 17 unter Beachtung der Tatsache, dass hier fir alle f € ¢? gilt:

(F.)=Sf2=0 & f=0.

n=1

Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. [ |

l. 2. Lineare Operatoren

In der gesamten Mathematik spielen vor alem "lineare" Abbildungen zwischen geeigneten Struktu-
ren eine zentrale Rolle. Dies trifft in besonderem Mal3e auf lineare metrische bzw. normierte Rau-
me zu, bei denen zur "Linearitat" in naturlicher Weise auch die Eigenschaft der "Stetigkeit” hinzu-
kommt. Lineare Operatoren spielen daher auch bei der Charakterisierung gewisser linearer metri-
scher bzw. normierter Rdume eine wesentliche Rolle.

Definition 29 (linearer Operator). Esseien (X, p,.) und (), p,, ) lineare metrische Raume tiber dem
Korper K und T : X — ) eine Abbildung, genannt Operator. T heil3t
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e additiv, wenngilt: T(f +9)=Tf +Tg furadle f,g e X;
e homogen, wenn gilt: T(af)=aTf firale f € X und a € K;
e linear, wenn T additiv und homogen ist.

Die Abbildung T mit Tf =0€ Y fir dle f € X heild Nulloperator und wird ebenfalls mit 0 be-
zeichnet. Ist speziell X C ), so heilét die Abbildung T mit Tf = f fur ale f € X' Identitatsopera-
tor und wird mit | bezeichnet. Die Menge

N ={feXx|Tf =0}
heil3t Kern von T (Nullraum), die Menge
B={Tf | f e X}
heif3t Bild von T.

Lemma 18 (Eigenschaften eines linearen Operators). Es seien (X, p, ) und (y,py) lineare metri-
sche Raume tber dem Kérper K und T : X — ) ein linearer Operator. Dann gilt:

a) Der Kernvon T ist ein linearer (metrischer) Teilraum von (X, p, ), dasBild von T ist ein linea-

rer (metrischer) Teilraum von (Y, p,, ).
b) Esgiltfurale f,geX: Tf =Tg & f-ge N
c) Tistinjektiv genau dann, wenn N = {0} gilt und surjektiv genau dann, wenn B =Y gilt.

Beweis: elementar, durch Nachprifen der Eigenschaften eines Vektorraums unter Ausnutzung der
Linearitét von T (wiein der Linearen Algebra tiblich). [ |

Beispiel 9. Essei (X,p,)=(),py )= (" mit 1< p <oco. Dannist die Abbildung T mit

T({ fn}neN):z{an}neN furale f ={f} €¢"

ein linearer Operator (so genannter Shift-Operator). Der Kern ist hier gegeben durch die Menge
N={fex|tf=0}={{f,} e’ |vk>2:f, =0}.

T ist damit nicht injektiv, jedoch —wie man leicht sieht — surjektiv. Dagegen ist der (lineare) Shift-
Operator S mit

s({ fn}neN):: {o.f,},, furdle f ={f} e¢°

injektiv, aber nicht surjektiv.

Als Besonderheit ist hier festzuhalten, dass gilt: |[Tf ||p §||f||p fur ale f €¢” mit Gleichheit genau

dann, wenn f, =0 ist, und | Sf ||p :||f||p firale f € ¢® (d.h.S ist insbesondere eine |sometrie).

Derartige Ungleichungen fuhren insbesondere bei linearen normierten Raumen auf den sehr wich-
tigen Begriff der Norm eines Operators, der im folgenden Abschnitt genauer behandelt wird.
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I. 2.1. Die Norm eines Operators

Definition 30 (Norm eines Operators). Es seien (X|| . ||X) und (y|| . ||y) lineare normierte Raume

Uber dem Korper K und T: X — ) ein linearer Operator. T heil3t beschrankt, wenn es eine uni-
verselereelle Zahl M > 0 gibt mit der Eigenschaft:

[Tf]l, <M|f], furale f ex.
Das Infimum aller solcher Zahlen M > Oheifdt Norm von T und wird mit |T|| bezeichnet, d.h. es
gilt
[T]:=inf {M>0|V fcx: ], <m|f],}.
Bemerkung: Nach der obigen Definition ergibt sich also stets folgende Ungleichung:

e[, <|T|| | f], firale f ex.

Lemma 19. Es seien (X|| ||X) und (y|| . ||y) nicht-triviale!® lineare normierte Raume tber dem

Korper K und T : X — ) en beschrénkter linearer Operator. Dann gilt:

|| f,
T = p [Tf[|, = IITfII IITfII
o, ) = ocl 1| HX o1 HX

Beweis: Die erste Gleichung folgt sofort aus der Definition der Operatornorm, weil trivialerweise
die Beziehung 0=|0],, = [T (0)],, <M |0, =M O fiir alle reellen M >0 besteht. Ferner gilt auf-

grund der Homogenitéat von T und der Homogenitét der Norm fir jedes f ¢ X mit f =0:

Tf
I, (1
Tl el T

woraus die zweite Gleichheit folgt. Die dritte Gleichheit folgt aus den Ungleichungen

mit =1,

||Tf || ||Tf || =|T|| und |Tf || <ITIIf], <|T| fur dle f € x mit 0<||f], <1.

o< H HX If HX

Die vierte Gleichheit ergibt sich aus folgender Uberlegung: ist {f } = eine Folge in X mit
|f.], =1 und lim|Tf, || = sup ||Tf|| =|T|| und wahlen wir eine Folge {a,} . C(0,1) mit

n—oo

eN —
|2

lima, =1, soist 0<|e, f,|, <1 und

n—oo

18 D.h. auRer dem Nullvektor enhalten X und )V mindestes ein weiteres (und damit je unendlich viele) Elemente.
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Tl= lim[Tf [ = lim [T (o f
7] = lim][T#, |, .,

n—oo nN—oo cy
n

)

T T
[ it
N——
=1
< sp [l < sp [T1], <[],

Todilya U odif

=1im|T (a,f,)

n—oo

Yy

womit alles gezeigt ist. u

Beispiel 10 (Fortsetzung von Beispiel 9). Fur die beiden linearen Operatoren T und S gilt jewells:
IT|=|S||=1. Diesist nur fiir T nicht-trivial und kann wie folgt eingesehen werden: aufgrund der

Ungleichung [[Tf|| <|f|| fur ale fe¢® ist jedenfals |T|<1. Sei nun g:=(0,,0,0,---)e ¢”,
dann ist ||g||p =1und Tg=(10,0,---)€ ¢* mit ||Tg||p =1, asofolgt

1>|T|= | fsuel||Tf ||p > ||Tg||p =1 und damit |T||=1.
p

Bemerkung: das vorangehende Beispiel zeigt, wie man auch allgemein eine Gleichheit der Form
[T|=M nachweisen kann: man zeige zuerst die Glltigkeit von |Tf[ <M |f|, fur ale fexX

und dann |Tg|, =M |g|, [oder auch |Tg|, >M|g], ] fiir ein spezielles g € .

Satz 19 (Stetigkeit). Es seien (2\,’|| . ||X) und (y|| . ||y) nicht-triviale lineare normierte Raume Uber
dem Korper K und T : X — Y einlinearer Operator.
a) Folgende Aussagen sind aquivalent:

1) Tiststetigineinem (beliebigen) Punkt f € X.

i) T ist gleichmaBig stetig auf X, d.h. es gilt: zu jedem >0 gibt esein 6 >0 mit der Ei-
genschaft:

|t —g|, <& = |Tf —Tg|, <e firale f,gex.

i) T ist beschrankt.

b) T ist beschrénkt genau dann, wenn T beschrankte Mengen in X" auf beschrankte Mengen in )
abbildet. In diesem Fall ist auch das Bild kompakter Mengen in X unter T kompakt in ).
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Beweis: Fur den Teil a) fuhren wir folgenden Ringschluss:
i) = iii): Sa T stetig ein einem Punkt f € X. Dann gibt esein § > 0 mit der Eigenschaft:

la., =]If —(f —9)], <& =T (f—(f —g))Hy:||Tg||y<1fUralle gex.

Sei nun he X beliebig, mit h=0. Setze a:=———>0 und g:=ah, soist |g|, :%<6 und

somit [Th],, = =[T, <~ = §||h||x, woraus folgt, dass T beschrénkt ist mit |T| < %

iii) = ii): Sel € >0 gegeben; wéhle 6 .=—. Danngiltfurale f,ge X':

[t —gf, <& =|tf —Tglly =Tt =a)l, <[Tlit —gf <=,

d.h. T ist gleichméal3ig stetig.
i) = i): trivial.
Zum Beweisvon Teil b) sei zundchst T beschrénkt und AC X eine beschrankte Menge. Dann gilt:

§(T(A))=sup{|[Tf —Tg||, | f.g € Al =sup{[T(f —g)|, | f.g € A}
<[Tlsupfl f — gl I f.g€ A} =|T] 5(A) <o,
d.h. T(A) ist beschrankt.
Fir die Umkehrung betrachten wir die beschrénkte Menge A:={f € X[ f|, =1} C K,(0). Nach
Voraussetzung ist dann T (A) = {Tf eX|fe A} ebenfalls beschrénkt, d.h. esist

6(T(A)):sup{||Tf ~Tg|,1f.g¢€ A}<oo.
Fur die spezielle Wahl g =—1f erhdt man somit

‘M firadle f € A

28UI0{||Tf |, 1fe A} <6(A) und somit |[Tf |, < 6(;‘)

Sei nun g € X beliebigmit g=0 und f = g Dannist f € A, und esfolgt

[Tl =gl [T]l, <M ||9||X, dlso [T <M <co.

Die letzte Aussage folgt aus der gleichméalligen Stetigkeit beschrénkter linearer Operatoren (man
denke etwa an den Begriff der Folgen-Kompaktheit). [ |
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Satz 20 (Beschrénktheit der Umkehrabbildung). Es seien (] «],) und (3,]+|,) nicht-trividle

lineare normierte Raume Uber dem Korper K und T: X — ) ein linearer Operator. Die Umkehr-
abbildung T*:T (X)— X existiert und ist stetig auf T (X’) genau dann, wenn eine reelle Zahl
m> 0 existiert mit der Eigenschaft:

Tf], >m||f], firale fex.

Beweis: "<": Tistinjektiv, weil gilt:
Tf =0 = |Tf|,=0= |f|,=0=f =0,

also ist der Nullraum A = {0} trivial. Damit existiert T~* auf T (') alslineare Abbildung und ist
dort beschrankt (und damit nach Satz 18 stetig) wegen

B 1 e 1

[T )], =[], =<—[Tf],, dh.esis [T <<
"=": Aufgrund der Stetigkeit und damit Beschrénktheit von T ™" auf T (X) existiert ein M >0
mit
[T g, <M|g], firale geT(x).

Damit folgt

_ 1 N
[ 1] =T ()], =<MmTel, ., dso [re], =T, furale f < x.

Mit der Wahl m:=ﬁ>0 ist der Satz bewiesen. ]

Beispiel 11. Wir betrachten die Abbildung T :¢* — ¢*:f — f. Diese Abbildung ist beschrankt
bzw. stetig wegen

]l =sup{|fi|IneN}< D1 =],

mit |[T|| <1. Die spezielleWahl f =(1,0,0,0,--)€ ¢* zeigt ferner |Tf|_=1=| f|,, also gilt sogar
[T|=1. Die Umkehrabbildung T *:¢* — ¢*:f — f ist dagegen nicht stetig bzw. nicht be-
schrankt, weil die dafir notwendige Bedingung in Satz 20 nicht erflllt ist. Dies sieht man an den

Folgen 1, ==={L11,-,1,0,0,0,+| € £~ mit [Tf,|_ === 2], fur ne .
n mal
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Lemma 20. Es seien (X[« |, ) und (y,

me Uber dem Koérper K und T: X — ) ein beschréankter [bzw. stetiger] linearer Operator. Dann
kann T zu einem beschrankten [bzw. stetigen] linearen Operator T : X — ) fortgesetzt werden mit

y) nicht-triviale unvollstéandige lineare normierte Rau-

T|,=T und HfH:||T|| wobel X und Y jeweilige Vervollstandigungen der gegebenen Raume
seien.

Beweis: Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass die Mengen X und ) selbst schon dichte Tell-
mengen in X und Y sind. Dann ist eine Fortsetzung von T nur fir Haufungspunkte f € X, die
nicht selbst schon Element von X sind, notwendig. Wir definieren Tf := limTf_ fir Folgen

n—oo

{f,}, Sxmit f:=lim f . Diese Festiegung ist unabhangig von der speziellen Wahl der Folge

n—oo

und ergibt jeweils ein Element Tf € ). Esbleibt nur zu zeigen, dass H'I:H =T gilt. Dafiir reicht es,

fiir Haufungspunkte f e X', die nicht selbst schon Element von X’ sind, die Ungleichung
el <t

nachzuweisen. Wegen der Stetigkeit der Norm gilt aber

HTf lim|[Tf, |, <|[T[ lim

‘37 n—oo n—oo

[0l =[] ]

womit alles gezeigt ist. (FUr einen Alternativbeweis siehe Taylor (1963), Theorem 3.13-A.) [ |

Beispiel 12.

a) Wir betrachten die Raume X' =) =Cla,b] mit der Supremumsnorm Es sei

x :[a,b]x[a,b] — R stetig und der Operator T : X — ) definiert durch

TF(X) = f f(u)x(x,u)du fur f eX.

a

Dannist T linear und beschrankt wegen

f f (U)x(x,u)du

b
Tl = sup <Ifle 2 [ hxewian

b
d.h. esist |T|< sup f|X(x,u)|du. Es gilt hier aber sogar Gleichheit, denn die Abbildung
a<x<b A
b
fo|X(x,u)|du ist stetig auf [a,b] und nimmt daher in einem Punkt x, € [a,b] ihr Maximum
an. Wenn wir nun zunéchst die (ggf. unstetige) Funktion g auf [a,b] definieren durch

1, X(XO’U)ZO
-1 x(X,,u) <0,

ofu)=|
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b)

S0 ist sup |g(u)[<1 und fg(u)x(x u)du—f|x(x u)|du = sup f|X(X u)|du. Die Abbil-

a<u<b
dung g ist aber Element von L'[a,b] und l&sst SICh daher in der - Norm durch stetige Funktio-
nen g, mit |g,[. <1 approximieren, mit

[ 9xCwdu— [ g, (x0u)dul < [[g@) =g, W)]|xC,w)]du

<|lg—gas sup [x(X,u)| — O fiir n — oo,
a<u<b

S0 dass

Ilmfg (u)x (X, u)du—fg(u)x(x ,u)du = sup f|X(X u)|du

a<x<h

resultiert, was |T| = sup f|x(x,u)|du impliziert.
a<x<b
- T a

Ist speziell x(x,u)=h(x—u) mit einer Funktion heCla—h,b—a], so spricht man bei der

Operation
b

TF (X) ::ff(u)x(x,u)du:ff(u)h(x—u)du fir f eX

a

auch von der Faltung von f und h, in Zeichen: Tf = f «xh. Hier ist dann
b b X—a

T|= = h(x— = h :

l= e f [x(xu)ldu= sup f h(x—u)|du= sup fb Ih(v)| dv

Wahlen wir beispielsweise a=0, b=1 und h(v) =1-v? —1<v<], soist

f 2+3x 3%’ v
|h(v)|dv = =——"——" mit Maximum bei x, :5 und Wert || = f|h(v)|dv_

-1/2

11
12°

Esse X =C'[a,b] :{f eClab]|f'e C[a,b]} der Raum der auf [a,b] stetig differenzierba-
ren Funktionen mit Norm ¢ und Y wie unter &). Dann ist der Ableitungs-Operator
T:X—=Y:f— f'linear, aber nicht beschrankt (also nicht stetig). Dies zeigen die Funktionen
f,(x):=x", mit Tf (x) =nx"", x€[0,1], ne N. Hier ist

£l =1, aber [TF,|, =n=n]f,]|, firalleneN.

* |l ausstatten, definiert durch

[ e =[] +[1 1 foralle f eCabl,
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[Tt =11 N <[l +[ ) =11l fur alle £ CHab], dso [T <1

Bemerkung. Mit Hilfe von Satz 20 kann auch gezeigt werden, dass zwei lineare normierte R&ume
(A.]+],) und (y||||y) derselben endlichen Dimension d € N &quivalent sind. Dazu brauchen

wir nur zu zeigen, dass dies auf den Spezialfall (X[ «], ) =(R?,[+|,) mit K =R und der Norm
d
] =37t fir dle f e Re
i=1

zutrifft. Wir betrachten nun eine Basis {g,,"--,9, } €Y sowie den linearen Operator T: R® — Y
mit

d
Tf =) fig, fur f=(f, -, f)eR".

i=1
Insbesondere gilt also Te, =g, fir den k-ten Einheitsvektor e, in RY, fir k=1,--,d. (T be-
schreibt also den Ubergang von der Standard-Basisin R* zu einer Basis des Zielraums ), ist damit

also bijektiv.) Mit M = max{||gl||y ,---,||gd||y}e(0,oo) folgt nun
d d
T, <D lallgill, <MD Jes]= M| f|, furale f € R und somit [T||<M.
i=1 i=1

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass T ™" stetig bzw. beschrankt ist. Dazu nutzen wir aus, dass
der Rand der abgeschlossenen Einheitskugel 9K, (0) ={f e R"||f| =1}in (R?,|-],) (als abge-

schlossene und beschrénkte Menge) kompakt ist. Die Abbildung S : R® — R mit
St =|Tf|, fur f eR"
ist aber stetig auf R® wegen
st —sh|=|[Tf ||, —[Th|,| <|Tf —Th|,, <M||f —h], furalle f,heR".
Damit nimmt |Tf ||y auf der kompakten Menge 9K, (0) ein (endliches) Minimum an, welches we-
gen 0 ¢ 0K, (0) einen positiven Wert m > 0 hat. Wieim Bewels zu Lemma 19 folgt nun

m= i

fnf_1||Tf ||y = OJ\\?\E <1||Tf ||y , und somit auch |[Tf ||y >m| f ||1 furale f € X.
1 -1

Alsoist T~ beschrankt, und esfolgt
| ], <[], <M 1], faralte 1 e,

womit alles gezeigt ist.



I. 2.2. Der Raum der beschrankten linearen Operatoren

In diesem Abschnitt betrachten wir etwas genauer die Struktur beschrankter linearer Operatoren
zwischen nicht-trivialen linearen normierten Réumen (X[ +||,,) und (y|| . ||y) tiber dem Korper K.

Die Menge dieser Operatoren bildet offensichtlich auch einen Vektorraum tber K, wobei die Addi-
tion und skalare Multiplikation wie bei Funktionern tblich erklart ist. Im Folgenden wird die Men-

ge dieser Operatoren mit dem Symbol £[X, )] bezeichnet.

Satz 21. Sind (X|| . ||X> und (y|| . ||y) nicht-triviale lineare normierte Raume tiber dem Kérper K,

soist dieMenge £[X, Y] der beschrankten linearen Operatoren ebenfalls ein nicht-trivialer linearer
normierter Raum unter der (Operator-)Norm*’

[T|= sup [Tf|, furaleT e g[x,Y).

o<t <

Ist dariiber hinaus (y|| . ||y) vollstandig, so auch £[X, ).

Beweis: Wir weisen zuerst die Eigenschaften einer Norm nach. Offensichtlich ist |T|>0 fur alle
T € £[x, Y] mit Gleichheit genau dann, wenn |Tf | =0 ist fur dle f € X' (nach Definition 30),
d.h. genau dann, wenn T =0 ist. Die Dreiecksungleichung ergibt sich so: fir S,T € S[X,y] ist

[s+Tl= sup [sf+Tf], < sup (Isf], +[Tf],)< sup [sf],+ sup [TF], =[S]+[T]|

o]t <t o]t <1 0|t <t o]t <1

Die letzte Eigenschaft folgt aus

[oT|= sup [aTt], = sup |af|TF],=o| sup [TF],=|af[T| furaleT e £[x,¥], ackK.
ol o], =t o], =1

Sei nun (y||||y) vollstandig und {T,} . Cauchy-Folge in £[X,¥]. Dannist auch {T f}

Cauchy-Folgein X fir jedes f € X wegen

i _ka||y <|f[l, |7, —T| furalemkeN, fex.

Mit der Festlegung
Tf :=I1imT f forale f e X

m—oo

wird nun ein Element T € £[X,))| definiert mit T = lim T, in £[X,)]. Dies zeigen wir in fol-

m—oo

genden Einzelschritten:

Y Hier kann jede der nach Lemma 17 &quiva enten Definitionen der Operatornorm verwendet werden.
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Tistlinear: Selen o, €K, f,ge X, meN. Dannist

[T (af +59)—aTf —5Tg|, =T (af +89) —T,(af +59) +aT, f —6T,9+aTf —5Tg|,
<[ (af +89)~T,(af +59)|, +al|T, f ~Tf, +|8[T,9 ~Tg], —0firn—cc,

—0 —0 —0

dsogilt T(af + 5g) = oTf + 4Tg.

T ist beschrénkt: Seien m,k € N. Damn gilt |[T, [T |<[T, —T.], dh. {JT.[},_, ist Cauchy-

Folgein R und damit konvergent, also insbesondere beschrankt, etwa durch 0 < M < oco. Esfolgt,
furale f e X mit f =0 und me N:

H<T _Tm) f Hy

It

+M

e, <IT=To) £, 1T fll, <|(T=Ta) £+l < 1.
=y

—0

also |[Tf ||y <M||f|, undsomit |T|<M < occ.

T ist Grenzwert: Zu € > 0 gibt esnach Voraussetzung ein N € N mit
IT, —T | <e furallenk>N.

Esfolgt
Tt =T, <[ f =Tt +ITE =T, £, < =Tl ], +TE =T, <e f], +[TE =T, £,

—0 fir m—oo

far n,k > N, f € X und somit

Tf —ka||y§5||f||X furalek >N, f € X bzw. |T—T,[|<e furale k >N,

woraus lim|T —T,|=0 folgt. Der Satz ist damit bewiesen. u

k—o00

Definition 31 (Konvergenzarten). Es seien (X|| . ||X) und (y|| ||y) nicht-triviae lineare normierte
Réume Uber dem Korper K. Eine Folge {T,, } _ C £[X,)| beschréankter linearer Operatoren heift
gleichmaRige Cauchy-Folge, wenn gilt:

lim T, —T]=0.

m,k—o0
Sie heif} gleichmaBig konvergent gegen T € £[X, Y], wenn gilt:

lim|T, —T|=0.

m—oo

DieFolge {T,} . C£[X,)] heil¥ starke Cauchy-Folge, wenn gilt:

me

lim T f T f,=0furale f .

m,k—o0

Sie heifdt stark konvergent gegen T € £[X, Y], wenn gilt:

lim T, f —Tf||, =0 furale f € x.

m—oo
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Lemma 21. Unter den V oraussetzungen von Definition 31 gilt:

a) Eine Folge {T,} . C£[X,)] ist genau dann gleichm&Rige Cauchy-Folge bzw. gleichméRig
konvergent gegen T € £[X, )], wenn gilt: {T f} _ ist Cauchy-Folgein ) bzw. konvergent
in) gleichmaRigin f € K, (0) furein r> 0.

b) "Gleichmafdigkeit" impliziert "Starkheit”, aber nicht notwendig umgekehrt.

Beweis:
a "=":Sd fcK(0) furen r>0. Dannfolgt
Mo f =T f], <7 =Tl f]l, <r|T, —T.| furale m kN, unabhéngig von f.

Dies zeigt die Behauptung fur eine gleichméllige Cauchy-Folge; analog bei gleichmaiger
Konvergenz (ersetze T, durchT).

r

""" Seifir feXA, f =0 und r>0 dieZahl a::”f”
X

>0 gewdhlt. Dannist of € K (0),
und esfolgt
1 1
IT, f —ka||y :E”Tm(af)—Tk(af)”y :F”Tm(af)_Tk (ozf)”y I,
aso

T, T < T (@) =Ty )], — 0 fur mk — oo,

Dies zeigt die Behauptung fur eine in f € K (0) gleichmaRige Cauchy-Folge; analog bei in
f € K (0) gleichméRiger Konvergenz (ersetze T, durch T).

b) Folgt aus der Ungleichung
||Tmf—ka||y§||Tm—Tk||||f||X bzw. ||Tmf—Tf||y§||Tm—T||||f||X fur mkeN, feX. nm

Beispiel 13. Die Umkehrung in Lemma 21 Teil b) gilt nicht, wie man an folgendem Beispiel sieht:
Wir betrachten den Raum ¢* und darauf die linearen beschrankten Operatoren T : ¢* — ¢ mit

T,f:=(0,0,,0,f ., f ) fur f € und neN.

n+1?

Offenbar ist [T, f[, => || <[ f|, fur f €¢ und neN und somit |T,|<1. Die spezielle Folge
k>n

zeigt aber [T f

fz[o,o,---,o,lo,o,---

n mal

1:”1?”1 und somit |T,|=1 fur ale neN. Es gilt aber

wegen der absoluten Konvergenz der Reihe: lim|T, f|, =lim> | f |=0 fir alle f € ¢* und somit
n—oo n—oo k>n

T, — 0 im starken Sinne, aber nicht im gleichmé&igen Sinne.
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Definition 32 (Algebra). Ein Vektorraum X Uber dem Korper K heif3t Algebra lber K, wenn eine
Abbildung o: X x X — X (Produkt) gegeben ist mit den folgenden distributiven Eigenschaften:

a fo(g+h)=fog+foh furale f,g,heX

b) (f+g)oh=foh+goh furdle f,g,heX

C) a(fog>:afog:foag furale f,ge X, aeK
d) (fog)oh=fo(goh) furale f,g,heX.

Existiert ferner ein Element ec X mit eof = foe=f furale f € X', so heifdt e das (eindeutig
bestimmte) Einselement von X. Eine Algebra heif% kommutativ, wenn gilt:

e fog=gof firdle f,geX.
X heifd normierte Algebra Uber K, wenn zusétzlich gilt:

0 [tool, <|f],lol, foralle f,gex

Ist X' vollstandig (also ein Banach-Raum), so heif3t X" auch Banach-Algebra.

Lemma 22 (Operator-Algebra). Es sei (X :
durch

X) en linearer normierter Raum Uber K. Dann wird

(ToS)f =T(S(f)) furdle f € X, S,T € £[X,A]
eine Abbildung o: £[X, X|x £[X,X| — £[X,X] definiert, unter der £, X| zu einer normierten
Algebrawird. Ist X ein Banach-Raum, soist £[X,X] eine Banach-Algebra.

Beweis: Die Eigenschaften a) bis d) aus Definition 32 ergeben sich unmittelbar aus der Linearitét
der Operatoren. Das Einselement ist hier der Identitdtsoperator (vgl. Definition 29). Die Eigen-
schaft ) ergibt sich aus

[Tos|=_ sup [T(S(O), = sup {[Tlistl,j< sup {ITIISIIf]. }=ITlls]

o], o], o], =

fur alle S, T € £[X,X]. Nach Satz 21 ist £[X,X] vollstandig, wenn X vollstandig ist. Damit ist
das Lemma bewiesen. [

Beispiel 14 (Fortsetzung von Beispiel 13). Die Teilmenge T = span{Tn Ine Z*} C 2[61,61] mit
T, =1 ist eine Banach-Algebramit dem in Lemma 22 eingefhrten Produkt. Hier gilt insbesondere

T 0T, =T om =TnoT, firdlenmez’,

und damit ist ¥ kommutativ wegen

[En:aiﬂ]o Xmiﬁﬁj :iiaiﬁj-ﬂ oT, :iiﬂiai-ﬂ ol =
i—1 j=1

i=1 j=1 =1 i=1

2;6]1-]
=

58



far ale o;,3; €K, i=L---,n, j=1---,;m;n,meN. Allerdings ist die grolere Banach-Algebra
2[61,61] nicht kommutativ, denn bezeichnet wieder T den (ersten) Shift-Operator aus Beispiel 9
und S=T, €%, sogiltfurale f €¢*:

f :(fl, f,, f3,---);>(f2, f,, f4,---)%(0, f,, f4,---), aber

f :(fl, f,, f3,...) s (O, f,, f31...> T (f2’ f,, f4,...>’

sodasshier ToS=SoT gilt.

I. 2.3. Folgen von beschrankten linearen Operatoren

In diesem Abschnitt soll die zuvor begonnene Diskussion von Konvergenzbeziehungen bei Opera-
toren vertieft fortgesetzt werden.

Satz 22 ("Uniform-Boundedness-Theorem"). Es sei (X,
und (y,

beschrénkter linearer Operatoren. It dann fir jedes f € A’ dieFolge {|T, f|,}  punktweiseiny

X) ein nicht-trivialer Banach-Raum

y) ein linearer normierter Raum Gber dem Kérper K, {T, }meN C £[X,)Y] eine Folge

beschrénkt, dann ist auch die Folge {|T,,|} . der Operatornormen beschrénkt.

Beweis: Fir m,k € N seai

X, ::{f eX||T 1|, gm}:kal(Km(O)).

m

Dann sind alle Mengen X, abgeschlossen in X, da jeder Operator T, als beschrankter Operator
auch stetig ist. Setze

X, =X = {f € X|VkeN: [T f], <ml.

k=1

Nach Satz 1, Teil b) sind die Mengen X, ebenfalls abgeschlossen mit

X

m*

s

X =

1

3
Il

Als Banach-Raum ist X von zweiter Kategorie nach Satz 6, also nicht abzahlbare Vereinigung
nirgends dichter Mengen. Also gibt esein m, € N, so dass X, nicht nirgends dicht ist, d.h. esist

X, ° = 2. Damit enthdlt X~ eine offene und damit als weitere Teilmenge auch abgeschlossene
Kugel Kr(f)QXmo fir ein f € X, und ein r>0. Fur beliebige g€ X mit g=0 und keN

folgt dann mit « ::L> 0:
loll.
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T, (ag — )

ek, ()

1 g
o), =21 g, <12

2m .
+||ka||y]< 9], und somit [T, | <
y

m " :
0 beschrankt, waszu zeigenwar. ®

Alsoist die Folge {||Tm ||}meN r

Lemma 23. Seien (X||||X> und (y||||y) nicht-triviale Banach-Réume und {T, } _ C £[X,)]
eine starke Cauchy-Folge beschrankter linearer Operatoren. Dann existiert ein M >0, so dass
[T <M istfiralle k eN, und {T,} _ iststark konvergent gegenein T € £[X, Y] mit |[T|| < M.

Beweis: Fir beliebige f €X' gilt [[T, [, [T f|, |<|T,f ~T,f], —0 mit n,m— oo, also ist
{||Tk f, }keN reelle Cauchy-Folge und somit beschréankt. Nach Satz 22 existiert also ein M > 0 mit

[T <M furalle ke N. Day vollstandig ist, het die Folge {|T, f|,}  einen Grenzwert in ¥;

durch
Tf = I1imT_f furale f e X

m—oo

wird also wiein Satz 21 ein beschrénkter linearer Operator T € £[X, Y] mit [T|<M definiert. m

Satz 23 (Banach-Steinhaus). Es seien (&,]+],) und (¥,]+],, ] nicht-triviale Banach-Réume und

{T.} . € L£[X, Y] eine Folge beschrénkter linearer Operatoren mit den Eigenschaften

a) esexistietein M >0 mit [T,[|<M firalekeN
b) {Tm }meN ist starke Cauchy-Folge auf einer Fundamentalmenge AC X..

Dann ist {T,}  stark konvergent auf ganz X gegen einen linearen beschrénkten Operator

T e &[x, Y] mit [T||<M.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass {T,} = stark konvergent auf span(A) ist. Seien dazu
oy, €Kund f,---, f € X fur neN. Dann gilt:

womit diese erste Behauptung bewiesen ist. Die Aussage des Satzes folgt jetzt unter Beachtung von
span(A) =X s0: Sl € >0 und f € X' beliebig. Dann existiert ein h € span(A) mit |f —h|[, <e
undein N € N mit [T ,h—T.h||, <e fur m,n>N. Damit erh&lt man aber

<Z|a|” (To =T)(f)], — 0 mit n,m — oo,
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[T f =T |, <[t =Toh|, +[Th=Teh|, +|Th =T £,
<A I+HIT I} =, +ITah=Teh], < {2M + 1}
fur mk >N, dsoist {T,} . starke Cauchy-Folge auf ganz X. Die Konvergenzaussage ergibt

sich jetzt aus Lemma 23. [ |

Wir konnen jetzt die wesentlichen Ergebnisse dieses Abschnitts folgendermal3en zusammenfassen:

Satz 24. Es seien (X,

,) und (y, ’

eine Folge beschrankter linearer Operatoren. Notwendig und hinreichend dafir, dass {Tm} eine

meN

) nicht-triviale Banach-Réume und {T,} . C £[X,))]

starke Cauchy-Folge [bzw. stark konvergent] auf ganz X’ ist, sind die folgenden beiden Bedingun-
gen:

a) esexistiertein M >0 mit [T |<M firalek e N
b) {Tm }meN ist starke Cauchy-Folge [bzw. stark konvergent] auf einer Fundamentalmenge AC X.

Beispiel 15 (Fortsetzung von Beispiel 14). Wir wollen mit Satz 24 zeigen, dass die Operatoren
{T.}..,, aus Beispiel 14 stark gegen 0 konvergieren. Dazu (berlegen wir uns zunéchst, dass die

k=n
Menge der Einheitsvektoren A:={e |[n€ N} mit e = {;’ " fur n,k € N eine Fundamen-
) =
taimenge in ¢* bildet. Es ist namlich span(A):{fe€1|3neN:fk:OfUrallek2n} mit
span(A) = ¢, denn zu jedem £ >0 und f € ¢* existiertein NeN mit > |f,|<e. Wahle he &*

k=N+1

f., K<N . . . .
oo \ fur k € N. Dannist h € span(A) mit | —h|, <. Alsoist A fundamental in

mit h, ::{

0, k>
. Wegen [T [ =1 fur alle k € N ist Voraussetzung &) von Satz 24 erfiillt. Ferner ist T, (e,)=0
fur m> k; aso ist auch Voraussetzung b) in Satz 24 erfullt. Damit konvergiert {Tm }mGN stark ge-

gen 0 auf A und damit also auch auf ganz .
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l. 3. Lineare Funktionale

In diesem Abschnitt befassen wir uns genauer mit linearen Operatoren, die Werte in R annehmen.

Solche Operatoren heil3en lineare Funktionale und spielen eine wichtige Rolle u.a. fur die Charak-
terisierung von Banach-Raumen.

Definition 33 (sublineares Funktional). Es sei X' ein reeller Vektorraum und p: X — R eine Abbil-
dung. p heil3t
a) sublineares Funktional, wenn gilt:
1) p(f+9)<p(f)+p(g) firdlef,geXx [Sub-Additivitét]
2) plaf)=ap(f) furdlef € X, a >0 [positive Homogenitét]
b) Halbnorm, wenn statt 2.) in Teil @) gilt:

3) p(af)=l|o|p(f) furdlef e X, aeR.
Bemerkung: Offensichtlich sind alle Normen und Halbnormen auch sublineare Funktionale. Fer-
ner folgt aus der Definition eines sublinearen Funktional s sofort auch

p(0)=0 [furdieWahl «=0in2)] sowie
—p(—f) < p(f) furalef e x [furdieWahlf =—gin1)].

Definition 34 (lineares Funktional). Es sai (X,
(y’ y):(K’

X) ein linearer normierter Raum Gber K und

) . Dann heif}t ein linearer Operator T : X — ) lineares Funktional auf .

Bemerkung: Ublicherweise — und erst aus weiter unten ersichtlichen Griinden — werden lineare
Funktionale mit einem Stern gekennzeichnet, alsoin der Form f*,g",--- geschrieben.

Da (K,
lineare Funktionale angewendet werden, insbesondere Definition 30 und Satz 20. So gilt etwa fir
ein lineares Funktional f* auf -

Lemma 24. In einem Hilbert-Raum (X,

) ein Banach-Raum®® ist, kénnen alle Definitionen und Sétze tiber lineare Operatoren auf

f*

I#].=2

te(f).

) mit Skalarprodukt ( +, ) wird durch jedes Element

g € X ein beschranktes lineares Funktional g* mit ||g”| =], definiert vermoge

g"(f)=(f,g) furale f e X.

Beweis: Die Linearitdt des Funktionals folgt aus der Sesquilinearitét des Skalarprodukts. Mit der
Schwarz’ schen Ungleichung (Lemma 11) folgt ferner

'8 Zur Erinnerung: fir K = C ist [a+bi|" = (a+bi)-(a+bi)=a’ +b".
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* J—

o'(1)= 0 [(1.)< s 1], -Iol |=lol.

g

If].=

HfH1

Fur g = 0 erhélt man mit der speziellen Wahl f = g auch noch

f,o)= all,
(1.91= 51~ lol,

Die obige Darsfellung linearer Funktionale auf Hilbert-Raumen ist damit gerade die Motivation fir
die allgemeine -Schreibweise.

Definition 35 (Duaraum). Der Raum E[X,R] aler beschréankten linearen Funktionale auf einem

linearen normierten Raum (X||||X) mit Werten in (R,

+|) heit der zu X duale (konjugierte)

Raum und wird mit X bezeichnet.

Lemma 25. Der zu einem linearen normierten Raum (

X) duale Raum (X*,

+ (vgl. die Bemerkung im Anschluss an Definition 34) ist vollstandig, also ein

. X*) mit der

Banach-Raum.

Beweis: Unmittelbar klar nach Satz 21. [

I. 3.1. Fortsetzung linearer Funktionale

In diesem Abschnitt behandeln wir einige der wichtigsten Sétze in Bezug auf lineare Funktionale,
die bekannt sind als die Satze von Hahn und Banach.

Satz 25 (Hahn-Banach-Fortsetzungssatz |; Banach 1929). Es sei p ein sublineares Funktional auf
einem reellen Vektorraum X’; ferner sei AC A" ein linearer Teilraum von X'und f* ein (reelles)

lineares Funktional auf A mit der Eigenschaft

f*(f)<p(f) faradle f € A
Dann existiert ein lineares Funktional F* auf ganz X' (Fortsetzung von f*) mit den Eigenschaften

F'(f)=f"(f) furale f € A und F*(f) < p(f) furale f € X.

Beweis: O.B.d.A. konnen wir A= X annehmen. Wir konstruieren zunéchst eine Fortsetzung mit
den gewiinschten Eigenschaften auf den linearen Teilraum B = span(AU{g}) fur ein festes Ele-

ment g € A°. Jedes Element h e B ist dann eindeutig darstellbar als h= f +«g mit geeigneten
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feA acR, denaus f+ag="f+ag mt f,f €A a,aeR folgt f—f:(&—a)g und

damit a =& und f = f [sonst ware namlich g =

~

a—«

(f — f) € A: Widerspruch!].
Far f,, f, € A erhalten wir zunachst

B (f)=f(f)=f"(fi—f,)<p(fi—f)=p(fi+9-f,—g)<p(fi+g)+p(-f,—9)
aso
_f*<f2)_p<_f2_g)§_f*<f1>+ p(f1+g)
und somit
mi:?UFj{—f*(fz)—p(—fz—g)}gM ::iflrlfA{_f*(fl)‘i‘ p(f1+g)}'
Eine der gewunschten Fortsetzungen F von f* auf B kann jetzt mit jedem ¢ e[m,M] wie folgt
erreicht werden:
F(f+ag)=f(f)+a-¢ furdle f e A, acR.
Nach Wahl von ¢ gilt namlich:

—f(f)—p(—f—g)<é<—f"(f)+p(f+g) bzw. .
—p(—f—g)<f (f)+&<p(f+g) furdlef e A *)

dsoist F Fortsetzung von f* auf B (setze o =0) und linear wegen der Linearitét von f* auf A.

Es bleibt zu zeigen, dass F"(h) < p(h) gilt fir ale he B. Sei dazu h= f +ag mit =0 (sonst

ist die Aussage trivial). Wir unterscheiden zwel Félle:

a>0: Hierist

(*)

F(h) = F(f +ag):aFl*[éf+g]:a[f*[éf]+§ <a p[éf +g]: p(f +ag) = p(h).

a < 0: Hierist

1 *)
F(h)=F(f +ag)=aFf‘[—f +g]=a <-—ap 1 f —g]z p(f +ag) = p(h).
[0 [0

f*[if]+§
(8]

Damit ist alles bewiesen, sofern schon B =X ist.

Fur den Fall, dass X endlich-dimensional ist, bricht dieses Verfahren nach endlich vielen Schritten
ab, denn man kann bei B == X eine geeignete Fortsetzung F, auf C:=span(BuU{k}) finden fur
k € B® usw. Fir unendlich-dimensionale Vektorraume X’ 18sst sich dagegen i. Allg. eine vollstan-
dige Fotsetzung auf ganz X’ nur mit dem Zorn’ schen Lemma erreichen, und zwar auf folgende Wei-
se: Bezeichnet G die Menge aler linearen Funktionale F*, die f* mit den genannten Bedingun-
gen auf eine Menge D(F") fortsetzen, so ist wegen f* €& mit D(f)=A die Menge & nicht-
leer. Wir fUhren auf S eine partielle Ordnung < ein vermoge
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F'<F, < D(F;)2D(F’) und F;

D(Fl*) - Fl*.
Mit Hilfe dieser Festlegung lasst sich zeigen, dass G sogar induktiv geordnet ist, d.h. jede total ge-

ordnete Teillmenge {Fi* lie I}von G besitzt eine obere Schranke. Diese ist von der Form G* der-

art, dass D(G*)=|JD(F") und G*(f)=F;(f) fiir f € D(F;)<D(G"). Nach dem Zorn'schen
icl

Lemma besitzt (S,<) damit ein maximales Element H*, dessen Definitionsbereich D(H*)

nachweisbar ganz X ist, und das der gewunschten Fortsetzung entspricht. Fir Details dieses Be-

weisschritts vgl. etwa BACHMAN / NARICI (2000), Theorem 11.1. |

Satz 26 (Hahn-Banach-Fortsetzungssatz I1; Hahn 1927). Es sei A linearer Teilraum eines linearen
normierten Raums (X|| . ||X> und f* € A" ein beschranktes lineares Funktional auf A mit der Norm

f*

o =sp{[ (0| Feaff], =1},

Dann existiert ein beschrénktes lineares Funktional F* € X* mit

Fe(f)=f"(f) furale feAund |[F| =], .
Beweis: Diedurch p(f):=|f*| |f|, fir f € X definierte Abbildung ist sublinear mit

F) <[ (0| <| ][], = p(f) furale f e A
Nach Satz 25 existiert nun eine Fortsetzung F* von f* auf X’ mit
Fr(f)y<p(f)=|f| [f], firale fex
und damit wegen —F*(f)=F"(—f) < p(—f) = p(f) auch
F ()< p(f)=| | [f[, furale f € undsomit
”

f* F*

<
S

=] (0)]|f e A, =1} < upf

F*(f)erX,”f”X:l}:

A X¥’

aso HFHX :Hf*HN , Was zu zeigen war. [

Die folgenden Sdtze behandeln einige unmittelbare Konsequenzen aus den Hahn-Banach-
Fortsetzungssatzen.
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Satz 27. Es sei (X||||X) ein linearer normierter Raum und 0= f, € X. Dann exigtiert ein be-

schréanktes lineares Funktional F* € X* mit HFHX =1und F*(fy)=|f,-

Beweis: Die Menge A:=span{f,}={af,|a € R} ist ein linearer Teilraum von X. Definiere ein
beschrénktes lineares Funktional f* € X durch

f*(afy)=caff), furaleacR.
Dannist

f*

= (0] £ € A, =1} =sp{jaf] il o B o £, =1} =1

so dass sich die gewiinschte Fortsetzung nach Satz 26 sofort ergibt. [ |

Lemma 26. Es sai (X,

X) ein linearer normierter Raum.

a) Ist X' nicht-trivial, so auch A™.
b) Gilt f*(f,)=0 fur ale beschrénkten linearen Funktionale f*e X" fir ein f, € X, so ist
f,=0.

Beweis: Tell a) folgt sofort aus Satz 27, Teil b) ebenso, weil fir f;=0 nach Satz 27 ein be-
schrénktes lineares Funktional F* e A" mit |[F*| =1 und F*(f))=|f,], >0 existieren wirde:
Widerspruch! [ |

Satz 28. Essei (X,
Element f, € A° einen positiven Abstand zu A, d.h. gilt

X) en linearer normierter Raumund AC X ein linearer Tellraum. Hat en

ri=dist({f},A)=inf | f [, >0,

so existiert ein beschranktes lineares Funktional F* € X mit den Eigenschaften:

a F(f)=0flrale f € A

b) F*(fo):l;
1

Beweis: Sei B:=span{AU{f,}}={f +af,|f € A acR}. Definiere f* auf B vermoge

f (f+af,)=a furdle f €A acR.

Dann ist f* en lineares Funktional auf B mit f*(f)=0 fur ale f €A (fir «=0) und
f*(f,)=1. Ferner gilt:
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£+ N zsupﬂosz € AaeR, ||f -l—afO”X zl}zsup{|a|‘f €A a=0, |a|

Tiay,
[0

x
1 1

-9 oll} skl - o|| Cinflg—f], 1
geA

=supilal|g € Aa=0, |o|=

Die gewlinschte Fortsetzung ergibt sich jetzt wieder nach Satz 26. [ |

Bemerkung. Der Dualraum eines endlich-dimensionalen linearen normierten Raums ist ebenfalls
endlich-dimensional, und beide Dimensionen sind gleich. Ist der Dualraum eines linearen normier-
ten Raums endlich-dimensional, so auch der urspriingliche linearen normierten Raum, und beide
Dimensionen sind gleich [vgl. TAYLOR (1963), Section 1.61]. Ferner sind sdmtliche linearen Funk-

tionale auf einem endlich-dimensionalen linearen normierten Raum (X, X) beschrénkt [vgl.

BAcCHMAN / NARICI (2000), Theorem 11.5]. Dies folgt aus der Beobachtung, dass sich bei gegebe-
ner Basis B={g,,---,9,} von X jedesElement f € X’ schreiben |&sst als

f => o0, mitgeeigneten ay,---,a, ER.

i=1

n

Fur ein beliebiges lineares Funktional f* auf A gilt dann
fr (f)_Zaf ) mit

“(9))+| 7 (an)

Beispiel 12. Wegen der Aquivalenz aller Normen in endlich-dimensionalen linearen normierten
Raumen folgt damit die Behauptung.

(o) <[ fl-Mm for fex

mit M = max{

}und der Norm | f|, wie in der Bemerkung im Anschluss an

Satz 29. Es sei (X,
auch X separabel.

X) ein linearer normierter Raum und der Dualraum X separabel. Dann ist

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es eine Menge {g;‘ |k € N} in X*, diedichtin X ist. O.B.d.A.

kann ||g, . >0 fur alle ke N angenommen werden (der Nullvektor kann entfallen). Setze
f, =g furalle k €N. Dannist {f, |k N} dicht in der Menge
o]l
S::{fk*eX* I, = }
Wegen 1= \>_ Die Menge

H l.=
span{ f, |k e N} ist aber dicht in X, d.h. es gilt A:=span{f, |k € N} =X. Anderenfalls gébe es

wegen der Abgeschlossenheit von A ein f, € A° mit r:=dist({f,}, A)> 0. Nach Satz 28 gabe es

67



1

dann ein lineares Funktional F* € X" mit F*(f)=0 furale f e A; F*(fy)=1, ‘F* . = Das
r

lineare Funktional g":=r-F* hat dann die Eigenschaft

9’|, =1 dh esist g €S, mit
9" (f,)=r>0und g"(f)=0 furale f € A Damit ergabe sich aber

1
5=

[t~ g)(f)|<|

fo—g fe —g7||,. furallekeN

[, =]
Tk
X 1?6

im Widerspruch zur Dichtheit von {fk* |k € N} in 8! Alsoist A=A und damit X" separabel, da
mit span{ f, |k € N} auch die abzshlbare Menge

A {zai fi

icl

I CNendlich, Viel:a, €Q

dichtin Xist. m

Die Sétze von Hahn-Banach haben neben den oben angedeuteten Anwendungen in der Funktional -
analysis auch eine zentrale Bedeutung in der Maldtheorie. Der folgende Satz 30, den wir hier ohne
Bewels nur zitieren [vgl. ROYDEN (1988), Chapter 10, Section 3, Proposition 5 oder BACHMAN /
NARICI (2000), Chapter 11, Appendix, insbesondere Theorem A.2], zeigt diesim Besonderen auf.

Definition 36 (Halbgruppe von Operatoren). Es sei X’ ein Vektorraum und & eine Familie von line-
aren Operatoren von X nach X. & heil3 Halbgruppe, wenn folgende Eigenschaften erfillt sind:

a led
b) SoT e® furale S, T €®.

Die Halbgruppe & heil3t abelsch, wenn zusétzlich noch gilt:
c) SoT=ToS furale S, T €.

Beispiel 16 (Fortsetzung von Beispiel 9; vgl. auch Beispiele 13 und 14). Es sei wieder (X,p, )= (P
mit 1< p <oo. Dann bilden die Shift-Operatoren T, mit

T({f}o)={foi},, furale f ={f} e’ undkez’
offensichtlich eine abelsche Halbgruppe &={T, |keZ"} mit T,=1 und T, 0T, =T, fir
k,meZ", ebenso die Shift-Operatoren $) = {Sk |k € Z*} mit

S, ({fn}neN):z{O,---,O, fn} firale f ={f} €¢’ undkez’
neN

k-mal

mit S;=1und S, oS, =S,,,, fur k,meZ".

k+m
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Satz 30 (Hahn-Banach-Fortsetzungssatz 111). Es sei p ein sublineares Funktional auf einem reellen
Vektorraum X’; ferner sei & eine abelsche Halbgruppe von Operatoren auf X, AC X’ ein linearer

Teilraumvon Xund f* ein (reelles) lineares Funktional auf A. Es gelten die Eigenschaften
a) p(MH)<p(f)fardle feX undTe®
b) T(f)eAfuradlef A

¢ f'(TF)=f"(f) furadlef cAund T €&
d) f(f)<p(f) furale f € A

Dann exigtiert ein lineares Funktional F* auf ganz X’ (Fortsetzung von f*) mit den Eigenschaften
e F'(f)y=f"(f) furale f €A

f) F(f)<p(f)foradle fex

g F(Mf)=F(f)furadlef cX und T €.

Die beiden folgenden Ergebnisse, die wir auch nur ohne Bewels zitieren, beruhen auf Satz 30 [vgl.
RoYDEN (1988), Chapter 10, Section 3, Problems 20 und 21 oder BACHMAN / NARICI (2000), Chap-
ter 11, Appendix].

Lemma 27 (Banach-Limes). Auf dem Banach-Raum ¢> der beschrénkten Zahlenfolgen kann ein
beschréanktes lineares Funktional F* =: Lim definiert werden mit folgenden Eigenschaften:

a) liminf f < F*({fn}neN)glimsup f, fur alleFolgen {f } €/,

n—oo

) F({f.},..)<F ({9.},). falls f, <g, furale neN, furale {f,}  .{g,},, €
0 F({f.}.0)=F({f..},,) furaleFolgen {f,}  €¢* undalekeN.

Jedes solche (i. Allg. nicht eindeutige) Funktional F* heif Banach-Limes der Folge {f,} € (~.

Bemerkung: Die Idees des Beweises beruht auf einer Fortsetzung des dblichen "Limes' as be-
schranktem linearem Funktional f* auf dem Teilraum ¢ C /> der konvergenten Zahlenfolgen auf

ganz (>, wobe die in Satz 30 betrachtete Halbgruppe hier konkret die (erste) Shift-Halbgruppe
aus Beispiel 16 ist. Beziehung &) besagt ja gerade, dass F*({f,}, )= f"({f,} )= limf, for

nN—oo

{fn}neN € c ist. Die Beziehung ¢) von Lemma 27 spiegelt dabel die Vorstellung wider, dass ein

veralgemeinerter Grenzwert-Begriff nicht von den ersten endlich-vielen Gliedern der Folge ab-
hangen sollte; Beziehung b) beschreibt die (winschenswerte) Monotonie-Eigenschaft des Banach-
Limes.
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Lemma 28 (Trandationsinvariante additive Fortsetzung des Lebesgue-Mal3es). Auf der Menge
B ::{Ac R | A b&echrénkt} (mit d € N) kann ein endlich-additiver Inhalt ;" definiert wer-

den™® mit folgenden Eigenschaften:

a) p'(T(A)=p’(A) furadle AcB* mit T,(f):=f +t furale f,teR’;

b) u(B)=m"(B) fir ale beschréankten Borel-Mengen B € B¢, wobei m® das Lebesgue-Mal3
auf der Borel’ schen o-Algebra B¢ bezeichne.

Bemerkung: Die Idee des Beweises beruht auf einer Fortsetzung F* =: (B)f- du® des Lebesgue-

Integrals f « dm® als beschréanktem linearem Funktional f* auf dem Teilraum

&"(Rd,Bd)::{f ‘R? — R | f Borel-messbar, beschrankt und f

. . d
A =0firenAcB }

von £(R*, B¢, m") mit der Eigenschaft (B) f 1,du’ = p*(A) fur AeB®. Diein Satz 30 beno-
tigte Halbgruppe ist hier die obige Halbgruppe {Tt |t e ]R} mit T, = 1.

Esist jedoch zu bemerken, dass sowohl in Lemma 27 as auch in Lemma 28 das Zorn’ sche Lemma
eine wesentliche Anwendung findet, die dort beschriebenen Fortsetzungen also nicht-konstruktiv
sind.

I. 3.2. Darstellungsséatze fur beschrankte lineare Funktionale

In diesem Abschnitt wollen wir insbesondere die Dualréume der allgemeinen Lebesgue-Raume aus
Abschnitt 1.1.5 und die Duardume von Raumen stetiger Funktionen auf geeigneten Mengen genau-
er untersuchen. Dazu bendtigen wir vorab einige Hilfsresultate.

Lemma 29. Es sai 1< p<oo und q der zu p konjugierte Index, also entweder q:Ll far

l<p<ooc oder q=oo fur p=1oder q=1 fir p=oc. Ferner se (Q,A,u) ein Malraum mit
nicht-triviallem Maf? ;1. Dann gilt: jedes g € L* (2, A, 1) induziert ein beschranktes lineares Funkti-
onal g*auf LP(€,.A4, ) vermoge

o'(f)= [ fgdu furale f €L*(Q,A4,p) mit g <g],

und Gleichheit fir p >1 (ohne weitere Einschrankung) oder p =1, wenn zugleich i o-endlich ist.

¥D.h, u" erfillt folgende Eigenschaften: x° >0 mit x° (@) =0, und n (A® B) = p’ (A) + 1 (B) fir alle paar-
weise disiunkten Mengen A,B € ‘B (endliche Additivitét).
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Beweis: Die definierte Abbildung ist offensichtlich linear, mit f-g e L'(Q,.4,4) und

o' (D] =|[ fadu|< [Ifelds =] fal, <[], |l firalle f eL*(2A,n)

gemaR den Holder-Ungleichungen (Lemmata 14 und 15), woraus zunéchst Hg” < ||g||q folgt. Zum
Nachweis der Gleichheit betrachten wir zundchst den Fall 1< p < oo sowie die Abbildung

f:=sgn(g)-|g|"" € L" (2, A, 1)

|CI/P +q/p

wegen |f|" =|g|'. Damitist f-g=|g||g =l|g[", dso
o'():= [ fgdu= [o'du=]al; =lol; lol, =lol;" lol, =11, lol,.

= ||g||q gezeigt ist. Fir p = oo argumentiert man vollig analog mit der Wahl

=|g|

womit

g*
f:=sgn(g) € L™ (A, ) mit | f| =1 fir u({g=0})>0

und g*(f):= [ fgdu= [oJdu=g],=|f].[lo,- Sei schlieBlich p=1 und y zunéchst endlich.
Fur e>0sei A ::{g >|g].. —5} und f :=1,. Dannist

0'(N)=[fgdu=[adu=(lo| —<)u(A)=(lo] —<)Itl.
A

aso Hg”z”g” —e fir jedes e >0 und damit ||g*|=||g||_. Ist x o-endlich, so existiert eine dis-

junkte Zerlegung =D E; mit abzahlbarer Indexmenge | und 0< x(E;) < oo fir alleiel. We
i€l
gen O<p(A)=> u(ANE) exisiert ein kelmit u(ANE,)>0. Insbesondere ist also
iel

A NE, =2 und Teilmengevon A. Mit f =1

ang, fOlgt nUNwie zuvor:

o'():= [fgdu= [ gdu>(|g| —c|u(AnE)=(lg] —=]|fl,.

A NEy

also auch hier schiielich [g°[| =/ g . Damit ist das Lemma bewiesen. n

Unser Ziel wird es sein, zu zeigen, dass unter der Voraussetzung 1< p <oo der Duaraum
£°(Q,A, 1) in geeigneter Weise mit ganz £' (€2, A, 1) identifiziert werden kann. Diese Aussage
ist als einer der Riesz’schen Darstellungssatze bekannt. [Fir p=1 und p = oo gelten andere bzw.
nicht so allgemeine Aussagen.]

Lemma 30 ("Littlewood's second principle"). Es sel 1< p<oo und f € L?(,.4,x). Dann gibt
es zu jedem ¢ > 0 eine Elementarfunktion®™ ¢ € L (,.4, ), die auRerhalb einer Menge von end-
lichem Mal3 verschwindet und fir die || f —<p||p <e it

2 D.h. eine messbare Funktion, die nur endlich viele Werte annimmit.
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Beweis: [siehe auch TAYLOR (1963), Lemmata 7.3-B, 7.3-C und 7.3-D] Fir ne N setzen wir
Ah::“fpb%}efl. Wegen

A)< [1£7]du< [|£e)du=]f]} <o furaleneN
Ay

haben alle Mengen A, endliches MaR, mit u(A,)<n||f| fur ale neN. Setze f,:=f-1, fur
alle n e N. Dann gilt

[ =10 = [|f]dp mit A::r!Lr!loAf:ﬂA\?:[UAn] ={/f|=0},
A n=1 n=1
aso
limlf =5, = [17ldn=0

sodass f=Ilimf, in L°(Q,.A4,u). Fir jedes 5>0 existiert also (zunéchst) ein g € L? (2,4, 1),

n—oo

das auBerhalb einer Menge B von endlichem MaR3 verschwindet und fir das || f — g||p <e ist. Fir
solche g definieren wir weiter B, :={|g|>n} sowie g, =g 1 +n-sgn(g)-1, fir neN. Es

folgt
p (Bn)gflgl”duéflgldeoO,

d.h. esgilt lim p( ) 0. Damnerhaltman mit der Minkowski-Ungleichung (Lemma 16)

nN—oo

Jlo—a"du=[lo-g.] du< [ (ol +]a.))" du<2" [lo]"dp
B, B

n Bﬂ
so dass g =limg, in L°(Q,.A, ). Fir jedes ¢ >0 existiert also sogar ein (Uiberall) beschranktes
hel’(Q,A,u), das aulerhalb einer Menge B von endlichem Mal3 verschwindet, und fir das
||f—h||p<25 ist. Fir solche h mit |h/<M <oco definieren wir weiter a,:=—M sowie
a0+2k—M fur k=1,---,n mit den Intervallen C,:=[a,,a] und C, :=(a_,,a,] sowie die
messbare Abbildung h, ::Z:ak g, (h)-1;. Dannist h, eine Elementarfunktion mit der Eigen-

k=1

scheft sup|h(w) —h, ()] < <_'V' Esfolgt

[Ih=n]"dp= f|h h,|" dp <[ ] 1(B),

sodass h=Ilimh, in L° (Q,A,u). Fur jedes £ > 0 existiert also insgesamt eine Elementarfunktion

n—oo

pel”(Q,A,pu), die auBerhalb einer Menge von endlichem Mal? verschwindet und fir die
| f —¢|, <3e ist. Damit ist die Aussage bewiesen. u
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Lemma 31. Es sei 1< p<oco und q der zugehdrige konjugierte Index. Ferner sei (2,4, ) ein
Maf3raum mit endlichem MaB .. Dann gilt: ist g € L'(€2,.4, 1) und M < oo mit der Eigenschaft

U gwdu‘ <M ||g0||p fir alle Elementarfunktionen ¢,

soist g €L (A, p).

Beweis: Auf Grund der Endlichkeit von ;. ist jedenfalls ||g0||p = f|gp|p du < oo fir jede Elementar-
funktion . Sei nun zunachst p>1 und {¢,} . €ine monoton wachsende Folge nicht-negativer

Elementarfunktionen mit sup(, =|g|". Setze ferner ¢, :=¢"sgng fir ale neN. Dann sind

neN

auch ale ¢, Elementarfunktionen mit

||90n||p Z{an du}l/p furalle neN.

Wegen
© g :C1/p|g| >C—1/pc1/q :Cl/p+l/q :C
folgt

and,uéfsongduSM”cpn”p:M-{f{nd,u}l/p, dso {f{ndu}quM bzw. ¢, dp<M®
fur alle n e N. Wegen
flglqduzfggfcnduglvlq

nach dem Satz von der monotonen Konvergenz (vgl. das Skript STOCHASTIK, Satz 18) folgt also
geLl(A,u), wie behauptet. Sei schlieflich p=1. Fir neN sai A ={g|>n} und
¢, =1, -sgng. Dann sind wieder ale ¢, Elementarfunktionen mit

Esfolgt

n-u(A)< [loldn=[g,adu< Mg, =M-u(A) firalene N
A

und somit (A )=0 fir n>M, also|g|| <M +1, also g € L™ (Q,.4, 1), wie behauptet. |

Lemma 32. Essel 1< p<oo und (Q,.4,u) ein Malraum sowie {E,}  C.A eine Folge paar-

weise disjunkter messbarer Mengen. Sind dann f, € L? (2,4, 1) mit fn|Ec =0 undist f ::f: f,
" n=1
sogilt f €L?(€,.4,x) genau dann, wenn i” fn||g < oo ist. In diesem Fall ist die Reihe i f in
n=1

n=1
-1,
n=1

L”(Q,A, 1) konvergent, d.h. esgilt lim

m—oo

—0 mit [ =31} <o

p
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Beweis: Diesfolgt sofort aus der Beziehung
ST =3 117 au=3 18] au=3[1[;
n= En n= En n=

unter Verwendung des Satzes von der majorisierten Konvergenz (vgl. das Skript STOCHASTIK, Satz
19). [ |

Satz 31 (Riesz' scher Darstellungssatz 1). Essal 1< p <oo und q der zu p konjugierte Index. Fer-
ner sei (€,.4,4) ein Malraum mit nicht-trivialem o-endlichem Maf? . Dann gilt: zu jedem be-

schrénkten linearen Funktional §° € £°(©,A, 1) existiert genau ein § € £1(, A, 1) ** mit

g'(f)= [ fgdu furalle f e £ (2,4, ) mit g’

=g,
Damit existiert also ein isometrischer Isomorphismus zwischen £°(Q,.4, 1) und £'(Q,4, ). In

diesem Sinn kann der Dualraum £° (Q,A, x1)" mit £ (Q,.A, ;1) identifiziert werden.

Beweis: In Lemma 29 wurde bereits gezeigt, dass jedes g € L* (2,4, 1) ein § € £(Q, A, 1) indu-
ziert mit der obigen Eigenschaft. Es bleibt zu zeigen, dass sich auf diese Weise alle beschrénkten
linearen Funktionale ergeben. Dazu nehmen wir zundchst wieder an, dass das Mal3 1 endlich ist.

Dann sind ale beschrénkten messbaren Abbildungen Elemente von L°(Q,A,x). Sei nun
§ €L (A, p) bzw. g" € LP(Q,A, 1) . Wir setzen

v(A)=g"(1,) furale Ac A.

Ist {En }neN C A eine Folge paarweise digunkter messbarer Mengen, setze
f ::ni;sgn(g*@lEn ))']len :ni;sgn(u(En))-]lEn.

Nach Lemma32istdann f € L”(Q,A, 1) mit
DIZEN
S (E,)=g" (1) = v(E) mit E= DE,

n=1

=g'(f)<|g

|f||p<oo und

Also ist v ein endliches signiertes Mal3 mit der aus seiner Definition folgenden Eigenschaft, dass
sowohl der Positivteil v as auch der Negativteil v- von p dominiert werden. Dies folgt aus der
Beobachtung, dass fur jede p-Nullmenge NeA 1, =0 p-fast tberall ist und somit auch
v(N)=g"(1ly)=g"(0)=0 gilt. Ist insbesondere A" eine der mdglichen positiven Tragermengen
fur v" nach dem Hahn'schen Zerlegungssatz (Satz 10), so zeigt dies, dass speziell jede p-

2 Die Klassen f und g usw. beziehen sich auf die friher behandelte Aquivalenzrelation der p-fast-tiberall-
Gleichheit, siehe Abschnitt 1.1.5.
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Nullmenge N =(N mA*)@(N ﬂ(A*)C) auch v* -Nullmenge ist, also x« v* dominiert; analog fiir

v_. Nach dem Satz von Radon-Nikodym (vgl. das Skript STOCHASTIK, Satz 21) existieren also
nicht-negative messbare Abbildungen g* und g~ derart, dass

u+(A):fg+du und u‘(A):fg‘du und damit V(A):y+(A)—V‘(A):f(g+—g‘)du

A

furale Ac A. Setze g:=g" —g~. Danngilt also

V(A):fgd,u fiir dle Ac A.
A

Wegen der Endlichkeit von v ist also insbesondere g u-integrierbar. Fir jede Elementarfunktion ¢
folgt nun aus der Linearitét von g”

0°(0) = [ apdu mit|g"@)|=| [ 9 du| <ol

Nach Lemmaist also g € L* (€, A, 11). Definiere hiermit das beschrénkte lineare Funktional
G*(f)::f fgdpu forale f e LP(,A,u).

Dannist auch G* —g* ein beschranktes lineares Funktional, das auf dem Teilraum der Elementar-
funktionen verschwindet. Dieser ist aber nach Lemma 30 dicht in L"(Q,A,x), d.h. es folgt

G —g =0 auf ganz L"(Q,A, ). Also ist das urspriingliche beschrankte lineare Funktional g*

von der gewtinschten Form. Ist h* ein weiteres solches Funktional, d.h. gilt
g*(f):ffgduszhdu:h*(f) furale f e L”(Q,A,p)

mit he L' (Q,A, ), soist offensichtlich g* —h* das Nullfunktional auf L”(€2,.4,4), d.h. es gilt

g* _h*

Male 1 zeigt.

— 0 und damit g* =h* p-fast Uberall. Also ist §* =h*, was die Aussage fir endliche

Sei nun . o-endlich. Dann existiert eine monoton wachsende Mengenfolge {2, } _ mit Q= UQn
n=1
und 4(€2,)<oo fir ale neN. Fir ein f eL”(,A,1) mit f|, =0 liefert das obige Resultat

nun fir jedes ne N ein g, € L*(Q,.4, 1) mit g,|,, =0 und

g'(f)= [ fg,dp mit g, <

g*

Wegen der Monotonie der Mengenfolge {Qn}neN und der fast Uberall eindeutigen Bestimmtheit der
g, konnenwir O.B.d.A. annehmen, dass 9n+1| = g, ist. Definiere nun die Abbildung g durch

Q,

0(w) =3 0,() 1y, () fir weq
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Nach Konstruktion ist diese Abbildung wohldefiniert mit |g|=sup|g,|. Nach dem schon benutzen
neN

Satz von der monotonen Konvergenz folgt

1l = tim o e

Fur beliebiges f € L"(Q,.4, 1) setzen wir f = f-1, fir ale neN. Dann konvergiert {f }
punktweise gegen f. Wegen g€ L' (2,4, ) ist aber |fg|e L'(2,A4, 1) mit |fg|<|fg| fur ale

neN. Nach dem ebenfalls schon benutzen Satz von der majorisierten Konvergenz ergibt sich
demnach schliefdlich

und somit g € LY (€, A, ).

g*

neN

ffgdu:Iimffngd,u:IimffngnduzIimg*(fn):g*(f),

womit der Satz fur den o-endlichen Fall bewiesen ist.

Fir den allgemeinen Fall (und p >1) kann man noch so argumentieren: wir nennen eine messbare
Menge A€ A von o-endlichem Mal}, wenn eine digunkte Zerlegung von A:@A1 in messbare

n=1
Mengen A, mit (A, )<oco existiert. Fur jede solche Menge A existiert nach obigem ein y-fast
tiberall eindeutiges g, € L*(€,.4, ) mit g,|, =0 und
g*(f):fngd,u furale f e L”(€,A,4) mit f|,. =0.

Fern gilt gB|A =g, p-fast Uberall fur messbare Mengen A und B mit AC B. Fir Mengen Ac A
von o-endlichem MaR setze \(A) ::f|gA|qdu. Dann gilt auch A\(A) < A\(B) <|g*| fur ACB.

Wéhle nun eine Folge {A, } | von Mengen von o-endlichem Ma3 mit s = lim A(A, ), wobei s das

n—oo

Supremum aller Werte von A(A) fir Mengen A von o-endlichem Mal3 bezeichne. Dann ist auch
H:=[JA €A eine Menge von o-endlichem Ma, mit A(H) =s. Wir setzen jetzt g:=g,, -1i,.

n=1

Dann ist g € L(Q,A4, ). Ist nun E eine beliebige messhare Menge von o-endlichem MaR mit
EDH, soist g¢|, =9, p-fast tiberall mit

ME) = [1ge["du<A(H) = [ou|"ds,
adso g. =0 p-fast Uberall auf E\H. Damit ist aber g. =g p-fast Uberall auf E. Flr beliebiges
f eLP(QA,u) istnunaber C:={f zo}:0{|f|>%} eine Menge von o-endlichem MaR, also
auch E=CUH. Alsogilt -

9'(f)= [ fgcdp= [ fgdpu, mit|g"

= ||g||q wie zuvor.

Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. [
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Bemerkung: Satz 31 besagt nicht, dass beschrénkte lineare Funktionale auf L°(€2,.4,4) aus-
schlieRlich durch Elemente aus g € L*(£,.4, 1) beschrieben werden kdnnen. Zumindest in der Si-

tuation eines nicht o-endlichen Mal3es ;. kénnen auch Elemente anderer Banach-Réume dazu ver-

wendet werden; sie liefern allerdings keine anderen Funktionale. Wir verdeutlichen dies an folgen-
dem

=0
Beispiel 17. Essei Q=7Z", A=(Q) und ,u({w}):{l' w> fir weQ. Dann ist p nicht
oo, W
o-endlich, und es gilt f €L (Q,A,u) genau dann, wenn f(w)=0 fir alle we N, mitf(0) € R.

Die beschréankten linearen Funktionale fir 1< p < oo sind hier trivialerweise genau von der Form

g’ (f)=a-f(0) mit a R, fir feL?(Q,.A,u), mit

=lal-

g*
Andererseits gilt aber auch
g*(f):ffgdu fir feL”(Q,A4,p)

mit beliebigen, lediglich messbaren, endlichen (aber nicht notwendig wesentlich beschrénkten)
Abbildungen g:2— R mit g(0) = «, etwamit g(w)=w fir w € N. Solche g liegen ganz offen-
sichtlich in keinem L?(€2,.4, ) fur eine beliebige Wahl von 1< g <oo. Ein moglicher Banach-

Raum, dem solche g angehdren konnen, ist beispielsweise der gewichtete /7 -Raum mit

EizhghngNEJ%ﬁP<w}mHWMMZEy%QP
mit einer geeigneten Folge a € ¢, fir die o, = 0 firalle ne N ist; etwa o, =n"’ mit 3> 3.
Dieses Beispiel zeigt zugleich auch, warum die o-Endlichkeit im Fall p =1 eine wesentliche Rolle
spielt, denn in der obigen Situation sind alle g € L™ (Q,A,u) geeignet, vermoge

9'(f):= [ fgdu=f(0)g(0) fur f €L® (A, p)

ein beschréanktes lineares Funktional auf L'(£,.A, ) zu definieren, mit

g'|=[9(0| <||g]. . Of-

fensichtlich gibt es hier sogar unendlich viele solcher Wahlen mit

g*

=190 =lof <[g],. = suplg ()]

Eine ausfiihrlichere Diskussion tiber den Dualraum £ (2,4, )" bzw. L*(€,.A, )" findet man in
RoOYDEN (1988), Chapter 11, Section 7.

Der Dualraum £ (£, A, ) ist dagegen wesentlich von £'(€,A, ) verschieden; vgl. ROYDEN

(1988), Chapter 11, Section 7, Problem 46 oder HEWITT / STROMBERG (1965), S. 354ff. Dies ist
auch aus Lemma 27 ersichtlich, denn der dort definierte Banach-Limesist i. Allg. nicht in Integral-
form ausdriickbar.
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Der nachfolgende Satz enthélt als Umkehrung von Lemma 24 ein zu Satz 31 analoges Ergebnis fr
Hilbert-Raume.

Satz 32 (Duaraume von Hilbert-Réaumen; Satz von Riesz-Fréchet). Es sei (X,

,) €n Hilbert-
Raum mit Skalarprodukt (+,+). Dann giIt' zu jedem beschréankten linearen Funktional ¢g* € X*

und

g'(f)=(f,g) furale f e X,

d.h. jeder Hilbert-Raum ist vermdge einer konjugiert-linearen Abbildung isometrisch isomorph zu
seinem Dualraum.
Beweis: Fir g*=0 ergibt sich trividlerweise g=0. Fir g"=0 betrachten wir den Kern
N = (g*)fl({o}) = X. Dieser ist ein abgeschlossener Teilraum von X, also existiert nach Satz 14
ein nicht-triviales Element hc N'* (wéhle als kompakte und konvexe Menge etwa C = {c} mit
c¢N) Esfolgt g*(f)-h—g’(h)-f €N fir jedes feXx (wegen g°(g'(f)-h—g'(h)-f)=
9°(f)-g"(h)—g"(h)-9"(f) =0) und somit

9" (f)-(h,h)—g*(h)-(f,h)=0 fir jedes f € X,
So dass

g°(f)=

g(h)(fh) [f 90 pl—(t,g) furale f e x

(h.) A

g"(h)

Inl

folgt mit g = -h € X. Die Eindeutigkeit ergibt sich so: ist z € X ein weiteres Element mit

9" (f)=(f,z) furadle f e X,

soist (f,g—z)=0 furale f € X und somit nachLemma26, Teilb) g—z=0,ads0 g=z. m

Der Rest dieses Abschnitts ist dem Studium des Dualraums von C[a,b] bzw. allgemeinerer Rdume

stetiger Funktionen auf geeigneten metrischen Raumen gewidmet. Zur Vorbereitung wollen wir
den Themenkreis der Riemann-Stieltjes- und Lebesgue-Stieltjes-Integrale etwas genauer beleuch-
ten. Diese Vertiefung ist insbesondere auch fur die Einfuhrung des stochastischen Integrals von
Bedeutung. Wir folgen zunachst im Wesentlichen HEWITT / STROMBERG (1965), CHAPTER I 11.

78



Definition 37 (Riemann-Stieltjes-Integral 1). Es sei [a,b]CR ein kompaktes Intervall und
f :[a,b] > R eine beliebige sowie g:[a,b]— R eine schwach monoton wachsende Funktion. Un-
ter einer Zerlegung von [a,b] verstehen wir eine angeordnete Menge A, ={t,,---,t,} mit
a=t, <t <---<t =h. Die Menge aler solchen Zerlegungen werde mit D[a,b]| bezeichnet. Fir
jede Zerlegung A, € D[a,b] sei ferner

U(f,g,4,)=>inf {fIt_, <x<t}-(g9(t)—g(t_,)) und
i=1
O(f,g,A,)=> sup{f(NIt_, <x<t}-(g(t)-g(t))
i=1
[Diese Grofien heifen auch untere und obere Darboux-Summen.] Falls fir jedes >0 ein
A, €D[a,b] existiert mit

O(f,9,4,)-U(f,g,4,)<e

so heif3 f Riemann-Stieltjes-integrierbar bezuglich g.

Satz 33 (Riemann-Stieltjes-Integral 1). Unter den Voraussetzungen von Definition 37 sei f Rie-
mann-Stieltjes-integrierbar beziglich g. Dann gilt:

inf {O0(f,0.A,)}= sup {U(f,0.A,)}.

Ae@ab Ae@ab

Diese Zahl heif3t dann das Riemann-Stieltjes-Integral von f beziglich g, in Zeichen:

b

[ (g (0.

a

Beweis: Durch Verfeinerung der Zerlegungen sind die unteren Darboux-Summen monoton wach-
send und die oberen monoton fallend. Es gilt also jedenfalls

o= inf {O(f.9,A,)}> sup {U(f,9.A))}=

Aq e@ab AqneDlab]
Wérenun o >u, sogabeeszu ¢ <o—u eineweitere Zerlegung A, e@[a,b] mit

O(f,9.A,)-U(f,9,A,)<e: Widerspruch!

Damit ist der Satz bewiesen. [ ]

Bemerkung: Man nennt in diesem Zusammenhang die Funktion f gelegentlich auch den
Integranden und die Funktion g den Integrator.
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Satz 34 (Riemann-Stieltjes-Integral [1). Unter den Voraussetzungen von Definition 37 gelte
f €C[a,b]. Dannist f Riemann-Stieltjes-integrierbar bezliglich g.

Beweis: Da [a,b] kompakt ist, ist f dort sogar gleichm&Rig stetig. Zu € > 0 existiert also ein 6 >0
mit der Eigenschaft:

Ix—y|<é = [F0)—f(y)|<n= fur ale x,y €[a,b].
[0

19
() —a(a)+1

Wahle nun eine Zerlegung A, € D[a,b] mit t, —t,_, <& sowie Punkte x;,y, €[t,_,,t;] mit
f(x)=max{fO)It_, <x<t}, f(y,)=min{f ()t <x<t} furi=21---,n
(dies geht, daf auf Kompakta seine Extremwerte annimmt). Also ist

0< f(x)—f(y)<n furi=1.-n,

und esfolgt

0(f,9,4,)-U(f,9,A,)= _ (f)=f(v)-(9(t)—a(ty))
1-32(0(6)-0(t )= n-(a(0) — (@) <.
Womit der Satz bewiesen ist. : [ ]

A

Definition 38 (Totalvariation einer Funktion). Es sei [a,b]C R ein kompaktes Intervall und
g:[a,b]— R eine Funktion. Dann heif mit der Notation von Definition 37

Vab(g) = sup {Zn:‘g <ti ) -9 <til)‘} = ]1 |dg (X)|

Azedlab] iy

Totalvariation von g Uber dem Intervall [a,b]. Gilt hier V.(g) <oo, so nennt man g von be-
schrénkter Variation auf dem Intervall [a,b]. Entsprechend heifRen

>

V(9) = sup {i(g(ti)—g(ti_l)Y} bzw. V,'(g)" = sup {

A,eDlab] |5 A,ed[ab] | =1

(g(n)—g(ti_l))}

positive bzw. negative Variation von g Uber dem Intervall [a,b]. Eine Funktion g beschrankter

Variation heif3t normalisiert, wenn g(a) =0 gilt und g auf dem offenen (!) Intervall (a,b) rechts-
seitig stetig ist.

Wir listen im Folgenden einige wichtige Eigenschaften der Total- bzw. positiven bzw. negativen
Variation von Funktionen (ohne Bewels) auf, die groftenteils unmittelbar einsichtig sind. Fir De-
tails verweisen wir auf ELSTRODT (1996), Kapitel VII, 81, Aufgabe 1.10 sowie TAYLOR (1963), S.
195ff und BACHMAN / NARICI (2000), Chapter 13.
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Lemma 33 (Eigenschaften der Variation einer Funktion). Unter den V oraussetzungen von Definiti-
on 38 gilt:

a)

b)

d)

f)

9)

h)

Ist g monoton auf [a,b], so folgt V. (g)=|g(b)—g(a)|. Ist g monoton wachsend, so gilt
V>(9)" =g(b)—g(a) und V'(g) =0; ist g monoton fallend, so gilt V°(g)" =0 und
V,(9)” = g(a)—g(b).
Die Abbildungen V,*(g), V,*(9)" und V.*(g)" sind as Funktion von x jeweils monoton wach-
sendin x €[a,b] mit
V(9) <V (9)” <9(x) <V, (9)" <V, (g) furale xe(a,b].
Jede Funktion g von beschréankter Variation auf dem Intervall [a,b] l&sst sich darstellen al's Dif-
ferenz zweier monoton wachsender Funktionen. Genauer gilt:
9(x) = g(a)+V.,(9)" =V, (g) furale xe[a,b].

Jede Funktion g von beschrankter Variation auf dem Intervall [a, b] kann durch die Festlegung

0, X=a

g(x) = Ilijmg(u)—g(a), a<x<b

g(b)—g(a), x=D

normalisiert werden, mit V.” (g)gvab(g). Fur stetige Funktionen f € C[a,b] gilt dabei:

b

[ 100dge) = [ () dg().

a

Jede Funktion g von beschrankter Variation auf dem Intervall [a,b] besitzt hochstens abzahlbar
viele Unstetigkeitsstellen.

b
Ist g auf [a,b] differenzierbar, so gilt V°(g) = f |9°(x)|dx.

Die Menge BV [a,b] aler Funktionen von beschrankter Variation auf dem Intervall [a,b] bildet
einen Banach-Raum unter der Norm

lal,, =|9(@)|+V2(9).

Die Menge NBV [a,b] aller normalisierter Funktionen von beschrénkter Variation auf dem In-

tervall [a,b] bildet einen Banach-Raum unter der Norm

[9lliey = V2 (9).
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Beispiel 18: die folgende Graphik zeigt den Verlauf von —V.*(g), —V.*(g)~, V.*(g9)" und V.*(g)
fir die Funktion g(x) =sin(wx) im Intervall [a,b]=[0,6].

0] Legende:

~V(g): griin

0 e P — o V. (9) :geb
x g(x): rot
V) (g)": blau
. V) (g):  magenta

Definition 39 (Riemann-Stieltjes-Integral 11). Es sei [a,b]CR ein kompaktes Intervall und
f [a,b] — R eine beliebige sowie g :[a,b] — R eine Funktion von beschrankter Variation. Dann
ist das Riemann-Stieltjes-Integral von f bezuglich g definiert durch

b

[ 100dg(0) = [ F00dV (@) — [ F(9dV(9)

a

sofern beide Integrale auf der rechten Seite fur sich alein as Riemann-Stieltjes-Integrale existie-
ren.

Lemma 34 (Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals). Unter den Voraussetzungen von Defi-
nition 39 gilt:

a) Exidtiert das Riemann-Stieltjes-Integral von f beziglich g, so gilt auch

b b b

[ 100dg0)=[ £(0d 9,00 [ f(0d g,(0

a a a

fur jede Wahl monoton wachsender reeller Funktionen g,,g, auf [a,b] mit g=9,—0,.

b) Ist f €Cla,b], soexistiert das Riemann-Stieltjes-Integral von f beziiglich g.

c) lst g auf [a,b] differenzierbar und exitiert das Riemann-Stieltjes-Integral von f bezlglich g,

so gilt
b

[ 1edg00=[ F(0-g'(x)dx.

a

d) Exidtiert das Riemann-Stieltjes-Integral von f bezlglich g, so gilt

b

JRICSLTEY

a

< [1£ 9L |dg 0= [1f (0] av;(9).
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e) Sind f,geC [a,b], so gilt die Regel von der partiellen Integration:

[ 1(0dg00=F0g(f, ~ [ g(x)df (x).

a a

f) Sind g,,9, von beschrénkter Variation auf [a,b] und 3,3, € R, soist auch g:= 03,0, + 5,9,
von beschrankter Variation auf [a,b]. Sind ferner f,, f, Riemann-Stieltjes-integrierbar bzgl.
g, und g,, so auch bzgl. g, und esgilt: f :=a,f, +a,f, ist Riemann-Stieltjes-integrierbar bzgl.
0,,9, und g fur alle oy, 0, € R, mit

J 100dg(0 =3 "ais, [ fi(0dg; (x),

d.h. das Riemann-Stieltjes-Integral ist linear im Integranden wie im Integrator.

Wir wollen jetzt einen fundamentalen Zusammenhang zwischen normalisierten Funktionen be-
schrénkter Variation auf [a,b] und signierten MalZen mit Tréager [a,b] untersuchen. Dazu betrach-

ten wir zunéchst Riemann-Stieltjes-Integrale mit speziellen Integranden, namlich Indikatorfunktio-
nen Uber Teilintervallen.

Lemma 35. Unter den Voraussetzungen von Definition 39 gilt fir jede normalisierte Funktion g
beschrénkter Variation und jede Indikatorfunktion f =1, , mita<c<d <b:

b

[ 100dg(x) =g(d) - 9(c).

a

Beweis: Sei zunéchst f =1, mit a<c<d<b, g monoton wachsend und auf dem Intervall

(a,b) rechtsseitig stetig sowie A, €D|a,b] eine Zerlegung, fiir die die Punkte ¢, c+h mit

O<h<d-c undd Telpunkte der Zerlegung sind (dies kann ggf. durch Verfeinerung der Zerle-
gung immer erreicht werden). Dann gilt:

U(F,9.8,)= 3N {£ 00l <x<t}-(g(t)—g(t.) = g(d) — glc+h) und

O(f,9,4,)=>_sup{f (It s <x<t}-(9(t)—9(t 1)) < 9(d) — g (c)
i=1
Wegen der rechtsseitigen Stetigkeit von g folgt somit
g(d)—g(c) EAHLQT[a,b]{W f,9.4,)} zAnféﬁ,b}{U (f.9.4,)}

> sup (g(d)—g(c+h))=g(d)—g(c)

O<h<d-c

b
und daher f f (x)dg(x) =g(d) —g(c), wie behauptet. Ist algemeiner g nicht monoton, so existie-

ren aber jeweils monoton wachsende (und rechtsseitig stetige) Funktionen g* und g~ mit
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g=9g —g (z.B.diepositive und negative Variation von g), so dass nach Lemma 34, Teil a) auch
hier folgt:

[ 1e0dg00= [ 100dg™ (90— [ F()dg™ () =(9"(d)— 97 (©)) (97 (d) ~ g (¢))

=g(d)—g(c).

Damit ist das Lemma bewiesen. [

Bemerkung. Auf Grund der Definition der Normalisiertheit von g ergeben sich Besonderheiten fir
Indikatorfunktionen des Typs f = o) mit a <d <b. Wegen Lemma 34, Tell a) existiert aber der

rechtsseitige Grenzwert g(a+) =1li lrng(x). Mit einer Argumentation wie im Beweis von Lemma

35 erhalt man damit

b

[ 140 dg () =g(d) - g (a+).

a

Analog lasst sich zeigen, dass

]Il{a} (x)dg(x) =g(a+)—9g(a)
gilt, man also allgemeiner auch noch

Lbfn[a,d}(x) dg(x) =g(d) — g(a)

erhélt. Ist ferner (c,d]C R ein beliebiges Intervall, so kann fir f =1, das Riemann-Stieltjes-
Integral offensichtlich entsprechend allgemein definiert werden durch

[ 10000900 = [ 14000, 00 dIE) = [ 10 (I dI ().

Dadurch wird aber auf dem Semi-Ring &' der Standard-Intervalle (vgl. Skript STOCHASTIK, Defini-
tion 14) durch

V(E) = f]lE(x)dg(x) fir ale E e &

eine (zunéchst) endlich-additive Mengenfunktion im Sinne der Definition 17 eines signierten Ma-
l3es erklart. Wir wollen im nachsten Schritt zeigen, dass diese Mengenfunktion sogar o-additiv auf

E" ist, so dass sie zu einem signierten Mal’ auf die Borel’sche o -Algebra B fortgesetzt werden
kann.



Satz 35. Es sei g € NBV [a,b] eine normalisierte Funktion beschrankter Variation. Dann existiert

genau ein (endliches) signiertes MalR v auf der Borel’ schen o -Algebra B mit
b
V(E) = f}lE(x)dg(x) fir ale E € £,

Insbesondere sind damit alle messbaren Teilmengen von [a,b]C v -Nullmengen. Bezeichnet speziell
g"=V,(g)" die positive und g :=V.(g)" die negative Variation von g, so sind auch
9",9” €NBV|[a,b], und esgilt

v (E) ::fllE(x)dg*(x), v (E) ::fllE(x)dg’(x) fir ale E € £,

wobei v und v~ den Positiv- und Negativteil von v gemal dem Zerlegungs-Satz 11 von Jordan
bezeichnen. Fur jede bzgl. g Riemann-Stieltjes-integrierbare Funktion f gilt darlber hinaus:

b

ff(x)dg(x):ff_du

a

fir jede messbare Fortsetzung f von f auf ganz R, d.h. jede messbare Funktion mit der Eigen-
schaft f_[ab] =f.

Beweis: Die Funktionen g© und g~ sind auf dem offenen Intervall (a,b) nach Konstruktion

schwach monoton wachsend und rechtsseitig stetig mit g*(a)=g (a)=0, liegen aso in
NBV [a,b]. Wir nehmen zun&chst g~ (b) > 0 an und definieren

0, Xx<a
+
F (X)) = g*gl):g a<x<b
1 X>h.

Dann ist F* jeweils Verteilungsfunktion eines (eindeutig bestimmten) Wahrscheinlichkeitsmalies
P* auf der Borel’ schen o-Algebra B*. Die Mal3e v* ergeben sich hieraus durch die Festlegung

v= = g*(b)- P*.
Esist dann nédmlich v :=v" —v~ ein signiertes Mal3 mit der Eigenschaft
v(E)=g"(b)-P*(E)—g (b)-P (E)=(g"(d)—g*(c))— (9 (d)— 9 (c))

= 9(d)-9(c) = [1()dg(x)

fur alle E=(c,d]C (a,b]. Fur den allgemeinen Fall betrachtet man bei entsprechender Argumenta-
tion wie in der vorangehenden Bemerkung die Schnitte (c,d]N[a,b]. Die Mae »* und v~ sind
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auf Grund der Eigenschaften der positiven und negativen Variation von g auf3erdem orthogonal,
bilden also genau die behauptete Jordan-Zerlegung. Fir den Fall, dass g (b)=0 und / oder

g~ (b) = 0 gilt, erhdlt man natirrlich die Triviafale v =0 und/ oder v~ =0.

Aus der Definition des Riemann-Stieltjes-Integrals folgt ferner, dass jede bzgl. g Riemann-Stieltjes-
integrierbare Funktion f auch messbar ist. Insbesondereist fir jede Zerlegung A, € D[a,b]

f = Z_;inf {FOOlt <x<t}a, ,+f@) 1y,

eine Elementarfunktion, die mit Verfeinerung der Zerlegung v -fast Uberall monoton gegen f kon-
vergiert, woraus der Rest der Aussage des Satzes folgt. [ |

Wir kommen jetzt zu dem angekiindigten Darstellungssatz fur die beschrénkten linearen Funktiona
leauf Cla,b].

Satz 36 (Riesz' scher Darstellungssatz I1). Es bezeichne sIt[a,b] die Menge der endlichen signierten
Male v auf der Borel’ schen o-Algebra B* mit der Eigenschaft v* ([a,b]c) =0. Dann gilt:

a) Jedes endliche signierte Ma3 € 9[a,b] definiert ein beschréanktes lineares Funktional f* auf
C|a,b] vermbge

f°(f):= [ fdv furale f €C[a,b] mit |

=([a.b]).

wobei || die Totalvariation von  im Sinne von Definition 20 bezeichne.
b) Ist umgekehrt f* ein beschranktes lineares Funktional auf Cla,b], so existiert ein eindeutig
bestimmtes endliches signiertes Maf3 v € 91[a,b] mit

f°(f):= [ fdv furdle f €C[a,b].

Damit existiert also ein isometrischer Isomorphismus zwischen C[a,b]" und 91[a,b]. In diesem

Sinn kann der Dualraum C[a,b]* mit 91[a,b] identifiziert werden.

Beweis:

a) DieLinearitét desIntegralsimpliziert die des Funktionals, mit

(0] =|[ tav]< [It]dl] <[] f =]t ] Iv(ab) furale f <Clab).

woraus zunachst ‘ fr

<|||([a,b]) folgt. Sind nun v* :=v(+NA) und v =-v(-NB) die

Positiv- und Negativteile von » nach den Zerlegungssétzen von Hahn und Jordan (vgl. den

Bewels zu Satz 11) mit geeigneten Auswahlen fir die zugehdrigen digunkten positiven bzw.
negativen Mengen A, B (die unter den getroffenen Annahmen so gewahlt werden kénnen, dass

A,B Cla,b] ist), sofolgt mit f =1, —1, sofort
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b)

‘f f dl/‘:‘f(]lA—]lB)dV‘:‘V+(A)+V7(B)‘:”V”([a,b]).
Mit Hilfe des schon in Beispiel 4, Teil c) verwendeten Satzes von Lusin &8sst sich aber (sogar
allgemeiner alsin Beispiel 4) zu jedem ¢ > 0 eine messhare Menge A C[a,b] mit ||v[|(A )<e
sowie eine stetige Funktion f € C[a,b] mit 1,(x)—15(x) = f(x)= f.(x) fir alle xe A° fin-
den; esfolgt damit

()= [ fa]=| [ (1. = f)av]< [1f.~ fldl] <{If | +2} [n, d] <

Dabei kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass | f ||, =1 ist, da mit f_ auch die Funktion
f.:=max{min{f 1} —1} stetigist und auf A° mit f Gbereinstimmt (dort ist ja | f| durch 1
beschréankt). Damit folgt

()] £ dv]| 22 =[] | (ab]) - 2=,

fé'

C+1}.

also letztlich || =[v]|(a,b]), wie behauptet.

Wir betrachten den Banach-Raum B|a,b] der beschrankten Funktionen auf [a,b], ausgestattet
mit der Ublichen Supremumsnorm

|, = sup {|f(x)|} firalle f €B[a,b].
a<x<b

Dann ist C[a,b| ein Unterraum von B[a,b], so dass sich nach dem Hahn-Banach-
Fortsetzungssatz 11 (Satz 26) das beschrankte lineare Funktional f* auf C[a,b] Zu einem be-

schrankten linearen Funktional F* auf B[a,b] mit gleicher Norm fortsetzen lasst. Wir betrach-
ten jetzt die Funktion

g(x):= F <]l[a'x})’ =8 for x€[a,b].
0=F'(0), x=a

Dieseist von beschrankter Variation mit
V(@) =l <[]
wie man auf folgende Welse sehen kann:

Ist A, € D[a,b] eine Zerlegung und setzt man

h=s1,, +Zn:si L o Mits; = sgn{g(tj)— g(tH)}, j=1---,n,
i=2

soist he B[a,b] mit ||, <1 und

Fr(h)=s,F" (]l[a,tl]) +i§n;5i|:* (“(tH,ti]> =2 s(9(t)-9(t,)= En:\g (t)-g(t)< H t

i=1 i=1

—

Cla,b]"
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wegen

*

F Il <[Fl L =]
Ba.b] Bla,b]

Damit folgt aber nach Supremumsbildung gerade V" (g) =||g|

Clab]

. Mit A, €D[a,b]

Cla.b]

definiere nun fur f € C[a,b]

f = y f(t o)

n
i=1

(62 ]

Da f auf dem Kompaktum [a,b] sogar gleichmaRig stetig ist, konvergiert nun die Folge
{f.}.., in B[a,b] gegen f, wenn die Zerlegungen feiner werden, so dass dann auch

AR

‘< Ilm(
n—oo

n—oo

resultiert. Esfolgt daher

b

() =F(f)=limF"( _I|me (te)(9(t)—9(t)) = ff(x)dg(x)

n—oo
a

Nach Lemma 33, Teil d) und Satz 35 existiert also ein eindeutig bestimmtes endliches signiertes
Mal3 v € s)ft[a,b] mit

f*(f):ff(x)dg(x):ff(x)dg(x):ffdu fralle f €Cl[a,b],

a

wie behauptet. |

Bemerkung. Der vorangehende Beweis zeigt sogar genauer, dass V,’(9) =|g|., :‘ fr ist,

Clab[*

und dass wegen Lemma 33, Teil d) auch V"(g) =V, (g)ZHQHNBV =

e gilt. Damit ergibt

sich eine Alternative zum Argument mit dem Satz von Lusin. Es existiert also nicht nur ein isomet-
rischer Isomorphismus zwischen C[a,b] und 91[a,b], sondern auch zwischen C[a,b] und

NBV[a,b]. In diesem Sinn kann der Dualraum Cl[a,b] auch mit NBV[a,b] bzw. 9t[a,b] mit
NBV[a,b] identifiziert werden.

Der Riesz' sche Darstellungssatz gilt in allgemeinerer Form auch fir Banch-Raume stetiger Funkti-
onen auf gewissen lokalkompakten Hausdorff-Raumen, vgl. ELSTRODT (1996), Kapitel VII, § 2,
Satz 2.26 oder ROYDEN (1988), Chapter 13, Section 5, Theorem 25; siehe auch TAYLOR (1963), 8
7.7. Die Beweistechnik erfordert allerdings einen Aufwand, den wir hier nicht leisten konnen. Eine

einfachere Verallgemeinerung ist dabei die Erweiterung ins Mehrdimensionale. Ist etwa X C R®
eine kompakte Menge mit d € N, so ist entsprechend der Dualraum C(X)" isometrisch isomorph

zur Menge 91(X) der signierten MalRe v auf der Borel’ schen o-Algebra B¢ mit der Eigenschaft
v (XC) =0.
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I. 3.3. Zweite konjugierte und reflexive Rdume

In den bisherigen Uberlegungen haben wir bei dem Dualraum X* eines linearen normierten Rau-
mes (X|| ||X> das lineare Funktional f* € X" festgehalten und die Elemente f € X' variiert. Man

kann aber auch umgekehrt ein Element f € X festhalten und die linearen Funktionale f* e X~
variieren. So erhdlt man in nattrlicher Weise durch die Elemente des urspriinglichen Raumes linea-
re Funktionale auf dem Dualraum (X|||| X*). Diese Betrachtungsweise fiihrt zum Begriff des

zweiten konjugierten Raumes.

Definition 40 (zweiter konjugierter Raum). Es sei <X||||X) ein linearer normierter Raum und

<X||||X) der zugehdrige Dualraum. Dann heildt X = (X) der (zu X) zweite konjugierte
Raum oder Bidualraum.

Lemma 36. Durch jedes f € X wird ein beschrénktes lineares Funktional f* auf (X||||X)

definiert vermoge
o (£7) = £5(F) mit || <|f], forale fexr,

d.h.esqilt ™ eX™ furale f* € X" und somit X C xX™.

Beweis: Die Linearitdt von f* ist klar. Die Beschranktheit folgt aus der Ungleichung
£ () =|F (D)< ], IF], furale fex und f*ea. m

Definition 41 (kanonische Abbildung). Die durch Lemma 36 induzierte Abbildung
J: X - X" f— " heil} die kanonische Abbildung zwischen Xund A™".

Lemma 37. Die kanonische Abbildung J zwischen einem nicht-trivialen linearen normierten Raum
und seinem Bidualraum ist linear, isometrisch und injektiv.

Beweis: Fir alle o, €K, f,geX und f* € X" gilt:
Jaf+89)(f7)=(af+89)" ()=t (af +8g)=af (f)+531"(q)

=af”(£)+89" (f)=(af"+89")(f)=(ad(F)+83(9))( ),

dh. J ist linear. Nach Lemma 36 gilt ferner [ Jf | = | <[ f|, fur ale f €, dh. Jist be
schrankt mit |J <1. Sei nun f,€X, f,=0. Dann existiert nach Satz 27 ein F*€Xx" mit
|F°|, =1 und F*(f,)=]/f|, sodass

” fonx = F*(fo) fo (F) SH fOHHFHX :H fo**HSH f0||x’ also ” fonx :H fo**H:”‘]fon
1

ist (und damit |J| =1 folgt). Alsoist J isometrisch. Die Injektivitét folgt aus Lemma 26. |
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Definition 42 (Reflexivitét). Es sei <X||||X) ein linearer normierter Raum und (X*,

X*) der
,) heitt

zugehorige Dualraum sowie J die kanonische Abbildung zwischen X und X™*. (X,
reflexiv, wenn J surjektiv ist, also X** = J (XX) gilt.

Bemerkung: Bel einem reflexiven Raum kann also der Bidualraum mit dem urspriinglichen Raum
identifiziert werden. Nicht vollsténdige lineare normierte Raume kdnnen dabel nicht reflexiv sein,
weil nach Lemma 25 ein Bidualraum (als Dualraum des Duaraums) stets vollstandig ist.

Beipiele reflexiver R&ume sind:

e dieLebesgue-Raume £°(Q,A, 1) mit 1< p<oo

e jeder endlich-dimensionale lineare normierte Raum
e jeder Hilbert-Raum (vgl. Satz 32).

Den nachfolgenden Satz zitieren wir der Vollsténdigkeit halber nur ohne Bewels, vgl. WERNER
(2004), Satz 111.3.4 und Korollar 111.3.5).

Satz 37. Es sai (X,

X) ein linearer normierter Raum. Dann gilt:

a) Ist Xreflexiv und A ein abgeschlossener Tellraum von X, so ist auch A reflexiv.
b) Ist X vollstandig (also ein Banach-Raum), so ist X’ genau dann reflexiv, wenn X reflexiv ist.
c) Ist Xreflexiv, soist X’ genau dann separabel, wenn X separabel ist.

Bemerkung: Ein Konsequenz des vorigen Satzes, Tell c) ist, dass die Raume ¢ nicht reflexiv sind
und i. Allg. auch nicht die Lebesgue-Raume £° (2, A, 1) fiir p € {Loo}. [Diese sind aber reflexiv,

falls sie endlich-dimensional sind, was jedoch von der genauen Gestalt der Grundmenge €2, der o-
Algebra A bzw. dem Mal3 .« abhéngt.] Ebenso ist C|a,b] nicht reflexiv.
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I. 3.4. Schwache und schwach- x -Konvergenz

In diesem Abschnitt wollen wir kurz einige topologische Aspekte von Dua- und Bidualrdumen
ansprechen, die das Konzept der Norm-Topologie abschwéchen und auch in der Stochastik (z.B.
bei Grenzwertsétzen von Verteilungen oder fir Stochastische Prozesse, vgl. POLLARD (1984)) von
Bedeutung sind.

Definition 43 (schwache Konvergenz). Es sei (X,

X) ein linearer normierter Raum. Eine Folge
{f.},., & heift schwach konvergent gegen f €X', wenn {f*(fn)}neN (in R) gegen f*(f)

konvergiert fur alle f* e X"; Schreibweise: f,—— f oder f =w-lim f .

n—oo

Bemerkung. Zur besseren begrifflichen Abgrenzung wird die tbliche Konvergenz in einem linea
rer normierter Raum auch als starke Konvergenz bezeichnet.

Lemma 38. Es sai (X,

X) ein linearer normierter Raum. Dann gilt:

a) Der schwache Grenzwert einer Folge {fn }neN CX igt eindeutig bestimmt und linear auf der

Menge der Folgen aus X.

b) Jede stark konvergente Folge {f,} _ C X' ist auch schwach konvergent.

Beweis: Der erste Tell folgt aus Lemma 26 und der Linearitdt von f* € X", der zweite unmittelbar
aus der Ungleichung

£ (f)— (O <] £, 1.~ fll,
farale f* e ™. n

Dass die Umkehrung in Lemma 38, Tell b) i. Allg. nicht gilt, zeigt das folgende

Beispiel 19. Wir betrachten den Banach-Raum X' = /° mit 1< p < oco. Ferner sei q = Ll der zu

p konjugierte Index. Nach dem Riesz’' schen Darstellungssatz | (Satz 31) kann jedes beschrankte
lineare Funktional g* € X dargestellt werden als

g’ (f)=>_f.0,
n=1
mit einem geeigneten g € ¢°. Bezeichnen nun e, mit dhnlich wie in Beispiel 15 wieder die kano-
nischen Einheitsvektorenin /°, so gilt
9" (e )=f, =0 firk—oo,keN

d.h. die Folge {e, }, ,, ist schwach gegen 0 konvergent. Sieist aber wegen |e, ||p =1firalekeN
nicht stark gegen 0 konvergent.
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Definition 44 (schwach- x -Konvergenz). Es sel (X ,

X) ein linearer normierter Raum. Eine Fol-
ge {fn"}neN C X* heiflt schwach-x-konvergent gegen f* e X, wenn {fn*(f)}neN (in R) gegen
f*(f) konvergiert fir dle f € X'; Schreibweise: f*—*— f*oder f*=w'-lim f".

n—oo

Bemerkung. In dem Duaraum (X*,

X*) existieren also (mindestens) drei verschiedene Arten

von Konvergenz: stark, schwach und schwach- . Diese sind in der Regel auch voneinander ver-
schiedenen, wie weiter unten gezeigt werden wird.

Lemma 39. Es sai (X,

X) ein linearer normierter Raum. Dann gilt:

a) Der schwach-« -Grenzwert einer Folge { .’} , C&* ist eindeutig bestimmt und linear auf der

ne

Menge der Folgen aus X™.

b) Jede(in X*) schwach konvergente Folge {fn*}neN C X" ist auch schwach- = konvergent.

Beweis: Teil @) ergibt sichso: sind f*,g" € X* mit f*—*— f* und f*—*—g*, sofolgt
f(f)—g°(f)|<

d.h. esist f*(f)—g*(f)‘zo far ale f € X und damit f*=g". Die Linearitdt des schwach- x
Grenzwerts folgt aus der Linearitét der Funktionale. Teil b) ergibt sich aus Lemma 36. [ |

fr(f)—f7(F)|+

£y (f)—g"(f)|— 0 mit n— oo furale f € X,

Dass die Umkehrung in Lemma 39, Tell b) i. Allg. nicht gilt, zeigt das folgende

Beispiel 20. Wir betrachten den Banach-Raum c, der reellen Nullfolgen, ausgestattet mit der ¢ -
Norm. Es l&sst sich zeigen, dass der Dualraum ¢, isometrisch isomorph zu ¢* ist, dessen Dual-
raum nach dem Riesz’ schen Darstellungssatz | aber isometrisch isomorph zu ¢ =c, ist. (Damit
ist insbesondere ¢, nicht reflexiv.) Zu jedem linearen Funktional g* €c,” existiert also ein g € /*
mit
g'(f)=>f.g, furale f cc,
n=1

Wir betrachten nun in ¢* wieder die kanonischen Einheitsvektoren e, fur k € N, aufgefasst im
obigen Sinne a's beschréankte lineare Funktionale e; auf c,. Dann konvergiert die Folge {e;‘}

keN
schwach-* gegen 0 wegen

e ()= e, f, = f, —0 mit n— oo firale f ec,
n=1
Die Folge st aber nicht schwach konvergent, weil fir h=(111,--)€ (> gilt:

h*(e;) = f\:eknhn —h, =1 mit Grenzwert 1= 0.
n=1
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Bemerkung. In einem reflexiven linearen normierten Raum sind natirlich auf Grund der Definition
von Reflexivitét die schwache und schwach- x -Konvergenz aquivalent.

Definition 45 (schwach- x -Folgenkompaktheit). Eine Tellmenge AC X* im Duaraum eines linea
ren normierten Raumes (X, X) heil3t schwach- « -folgenkompakt, wenn jede Folgein A enein

A schwach- x -konvergente Teilfolge besitzt.

Satz 38 (Alaoglu). Der lineare normierte Raum (X, I ||X) sei separabel. Dann ist die abgeschlos-
f*

sene Einheitskugel K (0) :{f* c X
kompakt.

- gl} im Dualraum X™ von X schwach-x-folgen-

Beweis: Es sei {f'} CK;(0) eine Folge durch 1 beschrénkter linearer Funktionale und
A={f,IneN}C X eine abzzhlbare, in X dichte Teilmenge. Die reelle Folge {f, (f,)} ist
fo (f)] <[

{f.(f.)} . Entsprechend enthét die reelle Folge { ., (f,)}  einekonvergente Teilfolge, etwa

wegen

| T, = f.], beschrénkt, enthélt also einein R konvergent Teilfolge, etwa

{fn(f.)} - Auf diese Weise erhalt man rekursiv ein System {f, (f,)}  von konvergenten
Tellfolgen. Wir betrachten jetzt die Diagonalfolge {fn’;}neN C K;(0), fur die nach Konstruktion alle
Folgen {f, (f)}  fir jedes f €A konvergieren. Wir zeigen nur noch, dess {f,} in A"
schwach- « -konvergent ist mit einem Grenzwert f* € K;(0). Sei dazu ¢ >0 vorgegeben sowie

f € X beliebig. Dann gibt es wegen der Dichtheit von Ain Xein k e N mit || f — f,| . <e. Ferner
giltfurale n,meN:

fn?(f)_fr:m(f)‘g fn?(f)_fn?<fk>‘+ fnt1<fk)_fr:m<fk> fr:m(fk>_fnfm(f)‘
S{ fon ‘i“ fom }”f _fk||X+ fn?<fk)_fnjm(fk)‘§2€+ fntl(fk>_fr:m(fk)"

Da {fn*n(fk)}neN fur alle ke N konvergiert, ist diese Folge auch Cauchy-Folge, so dass

_|_

o ()= fom (f,)| < ist fir gentigend groRe n,m, etwa n,m>N. Also ist auch {f; (f)}

neN

Cauchy-Folge und somit konvergent gegen eine reelle Zahl f*(f). f* ist damit klarerweise ein

lineares Funktional mit ‘ f*| <1 nach dem Satz von Banach-Steinhaus (Satz 23). [ |

Bemerkung: In der Literatur wird in der Regel der Begriff der schwach- x -Kompaktheit verwendet,
der bei separablen Rdumen zu dem der schwach- x -Folgenkompaktheit aquivalent ist. I. Allg. sind
diese Begriffe jedoch verschieden. Die schwach- x -Kompaktheit erfordert ein geeignetes System
offener Mengen; dazu muss zunéchst die schwach-x*-Topologie als Topologie der punktweisen
Konvergenz eingefihrt werden [vgl. BACHMAN / NARICI (2000), Section 19.7 oder WERNER (2004),
Kapitel VIII]. Der Satz von Alaoglu gilt dann auch allgemeiner fur nicht-separable Rdume in dem
Sinne, dass die schwach- « -Einheitskugel stets schwach- « - kompakt ist (vgl. etwa RoyDEN (1988),
Chapter 10, Section 7, Theorem 17). Allerdings gilt der Satz nicht mehr allgemein mit der
schwach- x -Folgenkompaktheit, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 21. Wir betrachten den (nicht separablen) Raum X = /> und seinen Dualraum X~ (der
"groRer” ist als ¢*). Nach Lemma 29 wird jedenfalls durch jedes g € ¢* ein beschréanktes lineares

Funktional g* auf X = /> definiert vermoge

g (f)=>g,f, furale f € X =/¢> mit
n=1

o[, = ol
Die Folge {g;}neN C K;(0) der durch die kanonischen Einheitsvektoren aus ¢* induzierten be-

schrénkten linearen Funktionale mit

0:(f)=S e f, = f, furdle f cx = mit|g;

k=1

=[e.], =12

X

(vgl. die Beispiele 15 und 20) besitzt aber keine schwach- x -konvergente Teilfolge. Denn sei
{n.}_, SN beliebig vorgegeben, so betrachte die Indexmenge M := {n, |k € N} sowie das spe-

: - L meM .
zielleElement f e X =/~ mit f = fur me N. Dann gilt:
0, mgM

g, (f)="1,_=1g; (f)=f,  =0firdlekeN,

d.h. die Folge {gr*]k (f )} . ist oszillierend und damit nicht konvergent.

ke

Der Satz von Alaoglu hat eine Reihe von Anwendungen in der Optimierungstheorie, weil die abge-
schlossene Einheitskugel eines linearen normierten Raumes nur im endlich-dimensionalen Fall
kompakt ist, man aber gern mit dem Annehmen von Extremwerten stetiger Abbildungen auf Kom-
pakta argumentiert. Man kann die Stetigkeit hier zu einer schwach- x -Stetigkeit abschwéachen und
erhalt dann das analoge Ergebnis, dass schwach-* -stetige Abbildungen auf schwach- x -kompakten
Mengen ihre Extremwerte annehmen. Fir weitere anwendungsrelevante Details siehe etwa LUEN-
BERGER (1968).

I. 4. Abgeschlossene Operatoren
In diesem Abschnitt geht es um wichtige Zusammenhange zwischen der Beschranktheit (Stetigkeit)
von linearen Operatoren auf Teilrdaumen linearer normierter R&ume und deren Abgeschlossenheit

bzw. der Abgeschlossenheit dieser Teilrdume. Diese Zusammenhénge sind insbesondere in der
nachfolgenden Hal bgruppentheorie von Interesse.

Definition 46 (abgeschlossener Operator). ES seien (X,

X) und (y,
Raume und D C X ein linearer Tellraum. Ein linearer Operator T : D — Y helild abgeschlossen,
wenn fir alle f € X, g€ und jede Folge {f,}  inD mit f ——f (dh.|f —f|, —0)
und Tf, ——g (d.h. |Tf, —g||, —0) folgt: f €D und Tf =g.

y> lineare normierte
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Lemma 40. Es seien (X,

.) und (¥,
a Ist T € £[x,Y] ein beschrénkter linearer Operator, so ist T abgeschlossen.

y) lineare normierte Rdume. Dann gilt:

b) Ist DC X einabgeschlossener linearer Teilraumund T € £[D, )|, soist T abgeschl ossen.

Beweis: Teil @) folgt sofort aus der zur Beschrénktheit aquivalenten Stetigkeit von T, da der starke
Grenzwert einer Folge eindeutig bestimmt ist. Teil b) ergibt sich analog, weil aus f,—— f fur

jedeFolge {f,}  inDsofort f €D auf Grund der Abgeschlossenheit von D folgt. |

Bemerkung: es gibt abgeschlossene lineare Operatoren, die nicht stetig sind, wie Beispiel 12, Teil
b) fur den Teilraum D =C'[a,b]={f €Cl[a,b]| f'cC[a,b]} CC[a,b]=X der auf [a,b] stetig

differenzierbaren Funktionen mit Norm | +||. zeigt. Denn sei {f } inD mit f —— f und

Tf,—— g, so bedeutet dies, dass {f,}  gleichmaRiggegenf und {f '}  gleichmaBiggegeng

strebt. In diesem Fall dirfen Limes und Ableitung vertauscht werden, so dass f stetig differenzier-
bar (und damit in D) ist mit lim f,'= g, also der Ableitungsoperator tatsachlich abgeschlossen ist.

n—oo

Definition 47 (Graph eines Operators). Es seien (X,

,) und (y,

meund D C X ein linearer Tellraum sowie T: D — ) ein (nicht notwendig linearer) Operator.
Dann heifdt die Menge

y) lineare normierte Rau-

G, ={(f,Tf)|f eD}CAxY
Graphvon T.

Bemerkung: Ist T linear, so ist offensichtlich G, ein linearer Teilraum von X x ).

Lemma 41. Es seien (X,

,) und (y,

Teilraum sowie T: D — Y ein linearer Operator. Dann gilt: T ist genau dann abgeschl ossen, wenn
der Graph von T abgeschlossenist.

y) lineare normierte Raume und D C X ein linearer

Beweis: Wir kdnnen X’ x ) mit der folgenden (oder einer anderen &guivalenten) Norm versehen:
ICF 9oy = F]l +llo], flrale(f,g)exxV.
"=":sd {(f,Tf,)}  eneFolgein G; und (f,g)eXxY mit (f,Tf,)——(f,g). Dannfolgt

nach Definition der obigen Norm D> f, —— f und Tf,——g. Da T abgeschlossen ist, folgt
feD und Tf =g, dso (f,g) €G,. Damitist G, abgeschlossen.

"«<":se {f}  FolgeinD mit f ——f und Tf, ——g. Dann folgt nach Definition der

(fn’Tfn>_(f’g)
Abgeschlossenheit von G, . Alsoist f €D und Tf =g und somit T abgeschlossen.

obigen Norm |

=|f,— f|, +[Tf, — 9], — 0, sodass (f,g)€G; wegen der

%Y
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Lemma 42. Es seien (X,

,) und (y,
Tellraum. T: D — )Y se ein abgeschlossener linearer Operator. Dann gilt: existiert der inverse
Operator T, soist auch T* abgeschlossen.

y) lineare normierte Raume und D C X ein linearer

Beweis: DieLinearitdt von T impliziert, dass T(D) einlinearer Teillraumvon ) ist. Ferner gilt:

G, ={(f,7f)| f €D} ={(T '0,0)lg T (D)},
und dies ist abgeschlossen nach Lemma 41. Alsoist auch
G, .={(9.Tg)lgeT(D)}
abgeschlossen (Vertauschung der Komponenten) und damit nach Lemma 41 auch der Operator
T "

Lemma 43. Es sei (X,

nersei DC X einlinearer Teilraumund T: D — ) ein abgeschlossener und beschrankter linea-
rer Operator. Dannist D abgeschlossen.

X) ein linearer normierter Raum und (y,

y) ein Banach-Raum. Fer-

Beweis: Essei {f,}  eneFolgein D und feX mit f —— f. Dannist aber {Tf }  eine

neN

Cauchy-Folgein ) wegen
7, =Tl <[~ fall, <ITI0E — £, +1 0~ £],) firalenmen.

Da Y voraussetzungsgemal3 vollsténdig ist, existiert also ein g€ ) mit Tf, ——g. Die Abge-
schlossenheit von T impliziert nun f € D (mit Tf = g) und damit auch die Abgeschlossenheit
von D. [ ]

Satz 39 (von der Beschranktheit der Umkehrtransformation). Es sai (X, |+||,) €in Banach-Raum

und (y, ||||y> en linearer normierter Raum. Ferner sei DC X ein linearer Teilraum und

T: D— ) en abgeschlossener und beschrankter linearer Operator mit der Eigenschaft, dass
T(D) von zweiter Kategoriein ) ist. Dann gilt:

a) T(D)=Y, d.h. Tist surjektiv.
b) Es exigtiert eine reelle Zahl m>0 derart, dass gilt: zu jedem g€ ) existiert ein f € X mit
Tf =g und ||, <mlg,.

c) Existiert der inverse Operator T, soist T beschrankt.

Beweis: Wir folgen der Beweisidee fir den Teil a) des Satzes in BACHMAN / NARIcCI (2000), Theo-
rem 16.5 oder TAYLOR (1963), Theorem 4.2-G. Ein wesentliches Zwischenergebnis ist hier, dass
es ein universelles § >0 gibt derart, dass zu jedem von 0 verschiedenen g€) en he X mit
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4ol ,
0

Ih|, <2 und g=T exigtiert. Damit kann Teil b) gezeigt werden, denn mit der Wahl

4
von f:@h ergibt sich

4 8
I, = 2100, Jol, <ol

Damit ist Teil b) gezeigt, mit m:? Fir g =0 kann direkt f =0 gewahlt werden, so dass die

Ungleichung ||f|, <m|g|, hier trivialerweise richtig ist. Teil c) folgt hieraus ebenfalls unmittel-
bar, da dieselbe Ungleichung nun

o], = 1] furalle f e x

impliziert, dlso T " stetig ist nach Satz 20.

Es bleibt also nur noch Teil a) des Satzes bzw. das oben erwahnte Zwischenergebnis zu zeigen. Wir
zerlegen den Bewelsin 6 Schritte:

1. Schritt:
Fir r >0 saien

s, =K, ={fex||f]|,<r}, D,=DnS,.

Dannist D=| JD,, aso T(D)=|JT(D,). Da T(D) von zweiter Kategorie ist, gibt es also ein
n=1

n=1

n, €N, so dass T(D, ) nicht nirgends dicht ist, also das Innere des Abschlusses T(D, ) =@ ist.

Demnach existiert ein h, € T (D, ) und ein §, >0 mit

K, (h):={g eV llg—l, <&} <T(D, )
2. Schritt:

Mit K%(ho)gT(DnO) gilt auch K, [niho CT(D,) (vgl. das "scaling-down"-Argument in

0

BAcHMAN / NARiCI (2000), S. 273). Mit ¢, ::26—0
n

0

K, (h,)CT(D,) und somit auch ein f, € D, mit h =Tf,. (dieses 61:25—0 ist zugleich das obige
1 nO

folgt also: es gibt ein h €T (D,) mit

"universelle" 4.)

3. Schritt:

Esgilt T(D,)—h, CT(D,): Zunichstist D,— f, = {f — f,| f € D,} C D,, dafiralle f €D, gilt:
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[t =t <[l +1l, <1+1=2,

dso f—f €S,. Andererseits gilt auch D,— f,CD—f, =D, aso D,—f,CDNS,=D,. Damit
ergibt sich:

T(D1>_h1:T(D1)_h1:T(D1>_Tf1:T<D1_ f1>gT(D2>'
4. Schritt:

Es gilt K, (0)CT(D,): Fir geK,(0) ist namlich wegen |g], =|[(g+h, —hlu < 6, jedenfalls

g+h €K, (h)CT(D,) nach Schritt 2 und somit auch g eT( ) — hICT( ,) nach Schritt 3.
5. Schritt:
Esgilt K,,,(0) ST (D,) CT(D): Ausdem 4. Schritt erh&lt man zunachst

K, 5 (0 CT (D, ) firalek €N

(wieder mit dem "scaling-down"-Argument in BACHMAN / NARICI (2000), S. 273). FUr gegebenes
g € K,,,(0) konstruieren wir nun induktiv eine Folge {v, },  mit

for ale k e N.

Kk
V€D, und Hg—ZT(vj)

k+l
= 2

Yy
Das erste Folgenglied erhalten wir so: Wegen g €K, ,(0)CT(D,) existiert ein weT(D,) mit

||g—w||y<%, weil T(D,) in T( ,) dicht liegt. Demnach gibt esein z€ D, mit w=Tz. Wahle

Vv, = Z.
) ) ) m 1) .
Seien nun v,---,v, konstruiert mit v_ € D,y und Hg—ZT(vj) < 2m1+1 fuor 1<m<keN.
j=1 y
Dann ist inshesondere
k
g_Z;T<VJ‘) éllzk“(o) CT( 12 )
]j=
k
also gibt es analog wie zuvor ein weT (D1/2k> mit [g—>_T (vj)—w < 2‘12 Demnach gibt es
j:]- y

enzeDb

L Mt w=Tz. Wahlev,,, =z

Mit Hilfe dieser Folge argumentieren wir so weiter: Setze s, ::Z:vk fur adle ne N. Dann liegen

k=1

ales, €D mit s, gzn:”vk”X gi%< 2 firdleneN, dh.esists,e DNS, =D, firale
k=1 k=1

neN. Fernerist {s,} . Cauchy-Folgein X, weil gilt:
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Is2 = Sull < Z||vk||X Z Z firdle n,meN, m>n.

k— 1 k— 1 n—. 1
k=n+1 k= n+12 k= n+12 2

Da X alsBanach-Raum vollstandig ist, existiert also ein f € X' mit lim|s, — f|, =0 und

n—oo

[l <lim(If =s.], +ls. ]l ) <2

d.h.esist f € D, mit

n

9> T(v))

j=1

< lim ol =0.

lim|g —Ts,|, =lim lim 3
Y

n—oo

Also haben wir die Beziehungen s, —— f und Ts, —— g, woraus nach Voraussetzung der Ab-
geschlossenheit von T folgt: f €D (trivial) und Tf =g. Wegen f €D, und g € K, ,(0) folgt

damit die obige Aussage K, ,(0) €T (D,) CT(D).
6. Schritt:

Esgilt T(D)=)Y: Nach dem 5. Schritt giltfir g€ ), g =0

o,
g €K,,,(0) CT( )
4ol
Also existiertein f e D, mit g=T ” ” , womit g € T(D) folgt. Wegen T (0) =0 ergibt sich
somit T(D) =), wie gewinscht.
Der Bewels des Satzes ist damit vollstandig erbracht. [ |
Lemma 44. Esseien (X, | |, ) und ( y) Banach-Réumeund T: X — ) ein linearer Opera-

tor. Dann gilt:

a) Ist T beschrankt und existiert der inverse Operator T+ (auf ganz ))),soist T beschrankt.
b) Ist T abgeschlossen und injektiv, soist T beschrankt.

Beweis:

a) Nach Voraussetzung ist T surjektiv,also T (X) =Y von zweiter Kategorie. Die Aussage folgt

damit aus Lemma 40, Teil @) und Satz 39, Teil ¢).
b) Nach Voraussetzung existiert T* zumindest auf dem linearen Teilraum T (X)C Y. Nach

Lemma 42 it T ' aso (dort) abgeschlossen. Es ist jedenfals voraussetzungsgemaf
THT(X))=X von zweiter Kategorie, also kann Satz 39, Teil c) auf die Situation

T*:T(X)— X angewendet werden, worauswegen T = (T *1)71 die Behauptung folgt. u
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Satz 40 (Satz vom abgeschlossenen Graphen; Closed Graph Theorem). Es seien (X, |+ X) und

(y, E ||y) Banach-Réume und T: X — ) ein abgeschlossener linearer Operator. Dann ist T be-

schrankt.

Beweis: Unter der im Beweis zu Lemma 41 definierten Norm wird X x ) zu einem Banach-Raum.
Nach Lemma4l ist der Graph G; abgeschlossen, also ebenfalls ein Banach-(Teil-)Raum. Definiere

S:G —X:(f,Tf)—> f. Dannist S linear und beschrankt wegen

Isl= s [s(rT0)= o il <1

(176, = [l Tl =2

Wegen S(G;)=X ist S surjektiv. S ist aber auch injektiv (und damit bijektiv), weil aus
f =S(f,Tf)=0 folgt: f =0 und damit auch Tf =0, also (f,Tf)=0 (in G;). Damit existiert
St X -G, fi>(f,Tf). NachLemma44, Teil @) istalso S beschrénkt, d.h. es gilt:

el <Ivef, + 1], =[CF.7)

o =[s7 ], <|s(Ifl, furate fex,
d.h. T ist beschrankt mit [T]| <[s7|. n

Die Ergebnisse dieses Abschnitts kdnnen nun folgendermal3en zusammengefasst werden:

Satz 41. Esseien (X, ||, ) und (¥,
nersei T: D— )Y einlinearer Operator. Es bezeichne

y) Banach-Raume und D C X ein linearer Tellraum. Fer-

T ist abgeschlossen
D ist abgeschlossen
T ist beschrankt.
Dann gilt: ausje zwel dieser Eigenschaften folgt die dritte.

Beweis:

Aus|1|und| 2| folgt | 3 |: Satz 40 (da bei Abgeschlossenheit auch D ein Banach-Raum ist mit

gleicher Norm wie X")

Aus|1l|und| 3|folgt| 2 |: Lemma43

Aus| 2 |und| 3| folgt|1|: Lemmado0, Teil b). [ |
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II Halbgruppen von Operatoren

Die Theorie der Halbgruppen linearer Operatoren ist eng verkniipft mit Fragestellungen der Physik,
die insbesondere auch stochastische Aspekte beriihren, wie das Problem der Wiarmeleitung in fes-
ten Korpern, das allgemeiner der physikalischen Diffusionstheorie zuzurechnen ist. Dieses Problem
hat schon Albert Einstein 1905 durch partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung beschrie-
ben; es hat einen unmittelbaren Zusammenhang zur Brown’schen Bewegung bzw. dem Wiener-
Prozess und damit auch zur modernen Stochastischen Finanzmathematik, was u.a. erklirt, warum
in Banken in diesem Bereich heutzutage verstiarkt Physiker titig sind.

Eine systematische Mathematisierung des Gebiets erfolgte etwa ab 1930, vor allem durch Einar
Hille, Ralph Phillips und Késaku Yosida; es nimmt heute innerhalb der Funktionalanalysis durch-
aus einen eigenstandigen Raum ein (vgl. etwa die Monographien von BUTZER / BERENS (1967) oder
GOLDSTEIN (1985)).

Fiir das Folgende wollen wir stets annehmen, dass (X ,

. || X) ein reeller oder komplexer Banach-

Raum ist. Die folgende Definition ist im Zusammenhang mit Definition 36 zu sehen.

Definition 47 (Halbgruppe von Operatoren). Eine Familie ¥ = {T ®))t> 0} C £[X,X] beschrank-
ter linearer Operatoren heilit (Operator-)Halbgruppe, wenn gilt:

a) T(s)oeT(t)=T(s+1t) firalle s,t>0
b) T(0)=1

Die Operator-Halbgruppe ¥ heiBt von der Klasse (C,), wenn zusitzlich gilt:

c) T(t)f——f beit]0, firalle f € X
(d.h. die Abbildung 7'(¢) f ist fiir jedes f € X stark stetig in ¢ = 0).

Lemma 485. Fiir eine Operator-Halbgruppe der Klasse (CO) bestehen folgende Eigenschaften:

a) Die Operator-Normen ||T (t)|| sind in jedem endlichen Teilintervall von R* beschrinkt.
b) Die Abbildung T7'(¢)f ist fiir jedes f € X stark stetig in jedem Punkt ¢ =¢, € (0,00).
c) Esgilt

.1 . |1
y=int o = tim [l of € -ox.c0)
d) Zujedem w > w, existiert ein M (w)>1 mit

|IT(0)]| < M (w)e fiiralle 1> 0.

Beweis:

a) Wir zeigen zunidchst:

3t,>0, M >1: |[T(1)|<M firalles€]0,z,).
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b)

Anderenfalls gibe es eine Folge {7, }neN CR" mits, |0 und HT (tn)H >n fur alle » € N. Nach

dem Uniform-Boundedness-Theorem (Satz 22) wire dann mit 7,:=7(z,), n€N die Folge
{I,.f

Fiir ein beliebiges >0 existiert nun eine Darstellung /1 =mt,+7 mit me€Z" und 7€(0,¢,),

X} . fiir wenigstens ein f € X unbeschridnkt im Widerspruch zu Definition 47, Teil c).

so dass folgt:

freol=Jrme <l <) ] < v <aes = e

fiir n = In M

- Hieraus folgt die Aussage.
0

Es sei >0 beliebig. Dann gilt fiir alle f € X':
[+ f =T f|= [T -1 f| < [r@][T)=1) 1] = 0 fir s Lo,
d.h. die Halbgruppe ist in ¢ (stark) rechtsseitig stetig. Ferner gilt fiir 0 < s <1:
|7 —s)f ~T0).f] = |7~ 9)o(T()=1) £ < [T )] |(T() = 1) 1] — 0 fir s L0,

d.h. die Halbgruppe ist in ¢ auch (stark) linksseitig stetig und damit insgesamt (stark) stetig.
Fiir 1> 0 sei p(f):=In|T(¢)|. Nach dem Beweis zu Teil a) oben folgt dann

—00< p() <In(Me")=nt+InM <oo firalle £>0 mit

—m§&§n+m—M<oo fir alle ¢ > 0.

t t
Damit erhilt man zunéchst

w, = inf Em ||T(t)||} €[—00,00).

>0

Aus der Halbgruppeneigenschaft Teil a), Definition 47 ergibt sich ferner

p(s+1t)=1In ||T(s +t)|| < ln(

T[T @)= p(s)+ p@) fiir alle 5,z 0.

Sei nun zunichst w, > —o00. Zu jedem >0 existiert dann definitionsgemél ein 7. >0 mit

()

———%<w, +¢. Zu beliebigem ¢ >0 existiert dann wie im Beweis zu Teil a) wieder eine Dar-
4

&€

stellung ¢ =m¢. +7 mit m€Z* und 7€[0,2.), so dass

p(t)=p(mt.+7)<mp(t.)+ p(7)
folgt. Mit der obigen ersten Abschétzung ergibt sich ferner
p(7)=I|T()|<nr+InM.

e <1 folgt nun:
t

Wegen
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d)

w, < PO )+ p(r) mi, p(t)

< < +
t t t L t ‘. t
t. +InM
§w0+5+w—>wo+s fiir t — oo,
so dass
p( ) ,
, <limsup——=<w, +¢ fiiralle e >0

—00

und damit die Behauptung resultiert. Im Fall w, = —oo argumentiert man analog so: Zu jedem
pliy)

N >0 existiert ein ¢, >0 mit < —N. Mit einer analogen Darstellung ¢ =m¢, +7 mit

Z‘N
meZ" und 7€[0,t,) ergibt sich dann

p(t) _mp(ty)+p(r) _mu, p(ty)

t = t N t t t

nt. +1InM
t

<—-N+ — —N firt— oo,

also auch hier tle E ln”T(t)”} = —00=W,.

p()

Zu w>w, gibtesnach Teil ¢) ein 7, >0 mit —= <w fiiralle t >¢, so dass

||T(t)|| ="Ml = 02O < o fiir alle ¢ > t,
resultiert. Fiir ¢ € [0, tw] existiert nach Teil a) ein M >1 mit ||T (t)|| < M. Insgesamt ergibt sich:

IT@)| < M(w)e” fiiralle £>0

M, w>0
mit M (w) = ~  Damit ist das Lemma bewiesen. u
Me ™", w<O.

Beispiel 22 (Translations-Halbgruppe). Wir bezeichnen mit UCB(R)* den Banach-Raum der auf
R gleichmafBig stetigen beschriankten Funktionen mit der {iblichen Supremums-Norm

[/llcs = sup{| /o)l |x € R} fiir f € UCB(R).

Die durch

T(O)f(x):= f(x+1), xER, t>0 fiir £ € UCB(R)

definierte Halbgruppe der Klasse (C,) heift Halbgruppe der Linkstranslationen. Hier gilt fiir alle

t >0 die Gleichheit |T(¢)f]

Dies entspricht der Situation w, =0 in Lemma 45.

=|f]., fiiralle £ €UCB(R) und somit |T(¢)| =1 fiir alle #> 0.

UCB

 Die Abkiirzung steht fiir "uniformly continuous and bounded".
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Beispiel 23. Es sei (X,

X) ein beliebiger Banach-Raum und A\ € R fest gewihlt. Fiir die durch

T()f=e"-f,t>0 fir fcX

definierte Halbgruppe der Klasse (C,) gilt offensichtlich: |T(r)f]|,=¢"|f], und somit
||T (t)”: e fir alle ¢>0. Hier ist also w, =\. Zum Nachweis der (C,)-Eigenschaft beachte:

. . M .
tim|7(0)f — f],, ={timle" ~ [}, =0 fir f € x.
Beispiel 24. Wir betrachten den Banach-Raum X =R’ mit der ¢'(2)-Norm. Dann wird fiir feste
A € R durch

e/lt _’_e)\t e/lt _e)\t

e/lt _e)\t e/lt +€)\t

1

T(t)f:E ﬂ

2

J,

2

ekX

, t>0 firalle f=

eine Halbgruppe der Klasse (C0> definiert. Dies folgt aus der leicht nachpriifbaren Beziehung

e,us _l_e/\s eps _e)\s e,u(s+t) +e/\(s+t) e/J,(SJr[) _e)\(ert)

e,us _e/\s eps +e)\s

e/J,I +e)\t e/J,I _e)\t

) e/J,I _e)\t e/J,I +e)\t -

eﬂ(s+t) _e)\(s+t) e/J,(SJr[) +e)\(s+t)

fir s,t>0 sowie

] 1 e;Lt _}_e/\t e;Lt _e)\t 1 O
lim— = =L
110 2 e;Lt _e/\t e;Lt +€/\t O 1
Hier gilt
i) 7], < %{ e +e"|+]e" — e[} £, fir >0 und f €,

wobei Gleichheit bei geeigneter Wahl der Vorzeichen von f, und f, erreicht werden kann. Die

. . If,. .
(CO)-Elgenschaft folgt aus lhrOn”T(t)f—f”1 gg{l}fp‘em 4 e _2‘+1}f§l‘eM oM }”fnl —0, fEX.

Hieraus ergibt sich

Jut

||T(t)||:<le ’ iiu fiir >0 und somit woz{
>

At
e,

py A<
A A

7
=max{f, Aj.
" {2}

Beispiel 25. Es sei UCB(]R*) der Banach-Raum der auf R* gleichmiBig stetigen beschriankten
Funktionen (mit der gleichen Norm wie UCB(R)). Wir betrachten den Teilraum

X= {erCB(R*)

£(x) =0 fiir alle x > 1}

und hier die Translations-Halbgruppe wie in Beispiel 22:
T f(x)=f(x+1), x>0, t>0 fir feX.

Im Gegensatz zu vorher ist jetzt aber 7'(¢) f =0 fir f € X und ¢ >1, also gilt w, =—oc.
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I1. 1. Der infinitesimale Erzeuger

In diesem Abschnitt soll ndher untersucht werden, ob und in welchem Sinn fiir gewisse f € X
.1 i : :
"der" Grenzwert Af = llf%l;(T (1) —I) f existiert. Man gelangt damit zum Begriff des infinitesima-

len Erzeugers A einer Halbgruppe, der 1. Allg. nur auf einem Teilraum D C A definiert und dort
auch i. Allg. nur abgeschlossen und nicht beschréankt ist. Allerdings spielt er fiir die Charakterisie-
rung von Halbgruppen eine fundamentale Rolle, gerade auch im Zusammenhang mit Markoft-
Prozessen (wie dem Wiener-Prozess), und hat damit z.B. Auswirkungen auf das Berechnen von
Optionspreisen in zeitstetigen Finanzmarktmodellen.

Ein wesentliches Hilfsmittel zur Behandlung des infinitesimalen Erzeugers sind gewisse verallge-
meinerte Differentiations- und Integrationstechniken, die deshalb zuerst im Einzelnen ausfiihrlicher
behandelt werden.

I1. 1.1. Abstrakte Differentiation und Integration

In diesem Abschnitt werden wir kurz die Begriffe der starken und schwachen Stetigkeit, Differen-
zierbarkeit und Integrierbarkeit von Abbildungen mit Werten in Banach-Rdumen behandeln. Die
Darstellung orientiert sich an dem Appendix, Teil II in BUTZER / BEHRENS (1967).

Definition 48 (starke / schwache Stetigkeit). Es sei £ CR ein (ggf. unendliches) Intervall,
(X , X) ein Banach-Raumund f: £ — X eine Abbildung. /" heil3t

a) stark stetigin t, € E, wenn gilt:

SO-1 1), =0

lim
t—t,

b) schwach stetig in t, € E, wenn gilt:

FFO) =1 (£ (t))|=0 firalle £,

lim
t—t,

Ist (3/,

y) ein weiterer Banach-Raumund 7: E — £ [X , y], so heilit 7
c) gleichmdpig stetig in t, € E, wenn gilt:

mHT(z) —T(4,)|=0;

d) stark stetig in t, € E, wenn gilt:

ng”m) f=T(t) ny =0 fiiralle f € X;

e) schwach stetig in t, € E, wenn gilt:

r(Tos)-1(T() f)\ =0 firalle f€X und f*€)".

lim
t*?to
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Definition 49 (starke / schwache Differenzierbarkeit). Es sei £ CR ein (ggf. unendliches) Inter-
vall, (X X) ein Banach-Raum und f: £ — X eine Abbildung. / heil3t

a) stark differenzierbar in t, € E, wenn ein g, € X existiert mit

%im f +h } gO =

9

g, heiBt dann auch starke Ableitung von fim Punkt t;, in Zeichen: g, =

_f(to>;

b) schwach differenzierbarin t, € E, wenn ein g, € X’ existiert mit

lim l{f* (f(t+)=f (£ ()} =1 (g0)

h—0 h

=0 furalle /" € A”;

g, heiBt dann auch schwache Ableitung von fim Punkt t,, in Zeichen: g, = %jl £(1).

Ist (y y> ein weiterer Banach-Raumund 7' : £ — S[X ,y], so heilit 7
c) gleichmdfig differenzierbar in t, € E, wenn ein G, € S[X ,y] existiert mit
lhlm ()} =Gy =0;
G, heiflt dann auch gleichmdfSige Ableitung von T im Punkt t,, in Zeichen: G, = l:: T(¢ ( ) #

d) stark differenzierbar in t, € E, wenn gilt:

lim

t—t,

{T to+h)— _o fiir alle f € X;

G, heiBt dann auch starke Ableitung von T im Punkt t,, in Zeichen: G, = de T(t,);

e) schwach differenzierbar in t, € E, wenn gilt:

lim|—

t—t,

f {7t +h)=T(t,)} f]- (G ‘ 0 firalle f€X und f* €)'

G, heiBt dann auch schwache Ableitung von T im Punkt t,, in Zeichen: G, = ‘Zld ()

Bemerkung: Sofern keine Missverstindnisse entstehen (konnen), wird die starke (schwache) Ab-

leitung auch nur mit % f(t,) bezeichnet.

* Die Symbole u, s und w stehen hier fiir uniform(ly), strong(ly) und weak(ly).
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Bemerkung: Beim Begriff der Stetigkeit bzw. der Differenzierbarkeit gilt jeweils, dass die gleich-
méBige die starke und diese die schwache Eigenschaft impliziert; jedoch gilt i. Allg. nicht die Um-
kehrung. Beispielsweise impliziert (mit der Notation von Definition 48) die starke Stetigkeit die
schwache wegen

£@) -1 (£ () <)

r

lim ILmH S@O—=f(t)|, =0 firalle /" € X",
Beispiel 26. Wir betrachten fiir 1 < p <oco den Raum X := L’ [—1,1]* mit
g(x;t) =1, (x), xe[-L1],2€(0,1).
Dann definiert mit £ :=(0,1) die Abbildung
fimg(an=1,,
eine Abbildung von E nach X. Diese Abbildung ist fiir 1 < p < oo stark und damit auch schwach
stetig in ¢, := 0, denn es gilt:

=lim?"? = 0.
P t—0

tim 70— £ (0)], =lim -1,

Fiir p = oo ist diese Abbildung dagegen nicht stark stetig wegen

lro- 7o), =[-1,,

=1 fiiralle 7 €(0,1).

Sie ist aber auch nicht schwach stetig; der entsprechende Nachweis ist jedoch nicht-trivial, denn es
gilt z.B. fiiralle A€ L' [— 1, 1]" C"AX" (vgl. Abschnitt 1.3.2)

1 t
lim f gy () () d| < lim f |h(x)| dx = 0.
—1 0

Fiir einen exakten Beweis ist der Dualraum X genau zu bestimmen. Dieser ist aber isometrisch
isomorph zu einem gewissen Banach-Raum signierter Inhalte (engl.: charges) liber [— 1,1] (siche

etwa TAYLOR (1963), Abschnitt 7.8). Beispielsweise existiert im iiblichen Sinne ein Inhalt v {iber
[— 1, 1] mit der Eigenschaft

v([~1,0)=0, v((0,5])=1 und v((b,1])=0 fiir alle b < (0,1].

Dieser ist offensichtlich nicht o-additiv wegen @ = ﬂ[O,l] mit 1/(@) =0, aber lim 1/[[0,—
n

-1
n—o00 n

n=I
Hier gilt nun

1

[1,dv=v((0.6)=1 firalle £ €(0,1),>
—1

also

%> Genauer miisste hier der Banach-Raum £ [— 1, l] betrachtet werden; vgl. dazu die Diskussion in Abschnitt I.1.5.
%6 Zur Definition eines (Lebesgue-)Integrals bzgl. eines signierten Inhalts vgl. TAYLOR (1963), Abschnitte 7.8 und 7.9.
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()= ()=

fiir das beschriankte lineare Funktional
1
= [hav, her*[-11]

Damit ist aber die Abbildung f'(¢) nicht schwach stetig fiir p = oc.

Definiert man als weiteres Beispiel oben

glxt)=|x—1, xe[-11], 1€(0,1)
und wieder mit £:=(0,1) die Abbildung
Jit=g(es0),

so ist diese Abbildung fiir 1 < p < oo stark und damit auch schwach differenzierbar in 7, := 0 mit

sd )
g, = Ef(()) = 2.11[071] —1 (fast tiberall),

Hz(x;h)}

—h

denn es gilt:
Mim 27 h
h—0 p + 1

—li

h—0

=0.

}ll{f (0)} - &),

lim
h—0

Fiir p = oo ist diese Abbildung dagegen nicht stark differenzierbar wegen

lim (”h)u _2.
h—0 h

= hm{ess sup

h=0 1 _p<x<0

l{f f(0)}— &

Mit dhnlichen Argumenten wie oben kann man auch hier zeigen, dass f(¢#) nicht schwach im Null-

punkt differenzierbar ist, wobei allerdings wieder eine Integration nach signierten Inhalten notwen-
dig ist.

Der aus der klassischen Analysis bekannte Sachverhalt, dass Differenzierbarkeit die Stetigkeit imp-
liziert, gilt mit den allgemeineren Begriffen auch hier.

Lemma 46. Unter den Voraussetzungen von Definition 49 gilt: Ist die Abbildung f(¢) in t, € E
stark (schwach) differenzierbar, so ist f(¢#) dort auch stark (schwach) stetig.

Beweis: Die starke Stetigkeit folgt aus der Ungleichung

}ijp”f(t)—f(t ., —hm‘ { [f (8 +1)— f(zo)]—g0}+h.go =0;
° x
analog argumentiert man bei schwacher Stetigkeit. u
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Lemma 47. Unter den Voraussetzungen von Definition 49 gilt: Ist die Abbildung f(¢) in jedem
Punkt 7€ E stark bzw. schwach differenzierbar mit Vde f =0, so existiert ein g€ X mit
t

f(t)=g firallet€ E.

Beweis: Nach Definition der schwachen Ableitung ist fiir jedes beschrinkte lineare Funktional
f* e X" die Funktion f~ ( /(+)) im iiblichen Sinne differenzierbar mit

% r(fo)=r [%{ f(t)] = /(0)=0 firalle ¢ € E.

Also ist die Abbildung f*(f(+)) auf E konstant. Fiir festes #, € E ist somit [ (f(t))=f"(f (4,))
fir alle t € E bzw.

f*(f(t))—f*(f(to)):f*(f(t)—f(to)):o firalle rte E

und somit f(t)— f(¢,)=0 bzw. f(t)= f(t,)=g firalle € E nach Lemma 26. ]

Definition 50 (abstraktes Riemann- Integral). Gegeben seien die Voraussetzungen von Definition
49, wobei zusitzlich £ = [a b] mit reellen a < b ein kompaktes Intervall und f'(¢) stark (schwach)

stetig auf £ sei. Fiir jede Zerlegung A, € D[a,b| und Zwischenpunkte & €[t ,,t,], i=1---,n sei

ferner

S(AAEYA) = r (e

Die GroBe 6, :=max {t,—t,_, |1<i<n} bezeichne die Feinheit der Zerlegung A, € D|a,b|. Exis-

tiert dann
11mS(f{£}"l,A)_hme (t—1,,)

unabhingig von der Wahl der Zwischenpunkte im starken (schwachen) Sinn in &, so heil3t f stark
(schwach) Riemann-Stieltjes-integrierbar, und der obige Grenzwert wird mit

s] f@)dt bzw. w] f@t)dt

bezeichnet.

Bemerkung: Sofern keine Missverstindnisse entstehen (konnen), wird das starke (schwache) Rie-

b
mann-Integral auch nur mit f f(t)dt bezeichnet.
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Lemma 48 (Eigenschaften des abstrakten Integrals). Es sei £ = [a,b] C R ein kompaktes Intervall,

®

a)
b)

d)

g)

X) ein Banach-Raum und f, 1, f, : E — X seien Abbildungen. Dann gilt:

Ist f'stark (schwach) stetig, so ist f'auch stark (schwach) Riemann-integrierbar.
Das starke (schwache) Riemann-Integral ist linear, d.h. sind f,, f, stark (schwach) Riemann-

integrierbar, so auch ¢, f, +«, f, furalle o;,c, € R mit

falfl(t)-l—ozzfz(t)dt:falfl(t)dt-i-fozz]g(t)dt.

Ist f stark (schwach) Riemann-integrierbar {iber [a,b], so auch tiber jedem kompakten Teilin-

tervall von [a,b]. Insbesondere gilt:

]‘f(t)dt:]f(t)dt—i—]‘f(t)dt fiir alle ce(a,b).

Ist f'stark Riemann-integrierbar iiber [a, b] , so auch || f()

,, (im tiblichen Sinne), und es gilt

] f@t)dt

< [Ir®l, di < @-aymax| /@),

Ist f'stark (schwach) Riemann-integrierbar tliber [a,b], so auch f~ ( f (-)) fir alle /"€ X" (im

iblichen Sinne), und es gilt

s []f(t) di

b
= [ (f@)ar firalle f* X"
Ist f'stark (schwach) stetig, so ist die durch
F)= [ f(s)ds, a<t<b

definierte Abbildung F': E — X stark (schwach) differenzierbar mit

%F(t) = f(t) firalle a <¢<b.

Besitzt f eine stark stetige Ableitung auf [a,b], so gilt

[ Fiyds =10~ (@), a<i<b.
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h) Ist {,(+)} , eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen auf [a,b] mit

L= 10||=0,

lim sup
00 g<i<b
so gilt

]f(t)dt = S-}iglo]fn(t)dt.

1) Ist DC X ein linearer Teilraum, (y,

y) ein weiterer Banach-Raum, 7:D — ) ein be-

schrinkter linearer Operator und f stark stetig mit Werten in D, so ist die Abbildung
(Tf)6)=T(f(t)) fir t € E stark stetig mit

]H@W:T

jf@m

j) Ist DCX ein linearer Teilraum, (y,

y) ein weiterer Banach-Raum, 7:D — ) ein abge-

schlossener linearer Operator und f stark stetig mit Werten in D, so ist die Abbildung
TH)=T ( f (t)) fiir € E Riemann-integrierbar mit

]Wmm:T]j@w

Beweisskizze:

a) Fiir jedes beschriinkte lineare Funktional f* € X ist die Abbildung f*(f(¢)) definitionsge-

mail stetig in ¢ € E, also dort auch Riemann-integrierbar. Daraus folgt die Existenz des schwa-
chen Riemann-Integrals flir schwach stetiges f wegen

r{strer A= (S riertm) S (k)

fir alle Zerlegungen A, € D[a,b] und Zwischenpunkte & €[t ,z], i=1---,n, mit dem
b
Grenzwert f f*(f(2))dt auf der rechten Seite fiir §, — 0 und der (hier nicht im Detail ge-

zeigten) Tatsache, dass es ein eindeutig bestimmtes / € X' gibt mit

= [ r(ro)a

so dass diesem Fall /=w f f(t)dt ist. Fiir die starke Riemann-Integrierbarkeit muss man

a

noch zusétzlich zeigen, dass die Summen S ( f, {f} }::1 ,An) stark gegen / konvergieren.

b) Folgt unmittelbar aus der Definition des Riemann-Integrals, ebenso Teil ¢).
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d) Folgt aus der Ungleichung

Is(r ity ], <€, =) < maxrol, (e~ = ¢-amaxl o,
b
mit }1?02“ f H t,—t,_ f || f (t)|| , dt (man beachte, dass wegen der Kompaktheit von

[a,b] die stetige Funktion |

*)||, dort ihre Extremwerte annimmt).

e) Folgt aus dem unter Teil a) angedeuteten Beweis.

f) Istf'schwach stetig, so gilt fiir a <t <b, a—t<h<b—t:

[ tjfhf(s)ds

d.h. es ist F auf (a,b) schwach differenzierbar (und damit schwach stetig) mit

t+h

ff £(9))ds — £ (£ () fiir h— 0,

VijF(t) — f(¢) firalle a <t <b.

Fiir die Randpunkte @ und b argumentiert man analog.

Ist f'stark stetig, so gilt fiir a <t <b, O<h<b—t:

t+h

jﬂﬂ@.ﬂmuw

t+h

ljkﬂ@ f(©)d

t+h

Lfﬂﬂ%—fm

X

< max ||/ (s)— f (1), — 0 fir k —0,

t<s<t+h

analog flir negative /; d.h. es ist F' auf (a,b) stark differenzierbar (und damit stark stetig) mit
sd .
EF(I) = f(¢) firalle a <t <b.

Fiir die Randpunkte ¢ und b argumentiert man analog.

g) Nach Teil e) gilt fiir alle beschrinkten linearen Funktionale f* € ™

f{ff@ﬁh

= [ (s = [ (1)ds = 1 (£0) -1 (@)
=/ (/)= f(@), a<i<b,

so dass die Behauptung wieder aus Lemma 26 folgt.

h) Folgt aus der Ungleichung

< [lro-10l.

]fmm—]ﬂmm
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1) Folgt aus der Beziechung

T

] f@)dt

_ ;I%T(S( R ,An)) - }"iE%S(Tf, &y ,An) - ]Tf(t) dt,

da mit fauch Tf stark stetig ist wegen

||Tf(t)—Tf(s)||y <|7|-|f @ = f ()|, fiir s,z €[a,b].
j) Esgilt

g’ig%S( rAey ,An) - s] f(H)de und

iy (s{/f6 o) =By .46 )= [ 70

b b
also, da T abgeschlossen ist, sf f()dte D und fo(t) dt=T

] f@ar

Das folgende Lemma ist eine Ergénzung der obigen Aussagen fiir Operator-wertige Abbildungen
und kann analog bewiesen werden, weswegen wir hier auf einen detaillierten Beweis verzichten.

Lemma 49. Sind (X ,

X) und (y, -||y) Banach-Ridume und ist T:E—>£[X,y] stark stetig,
b

dann existiert das Riemann-Integral f T(t)dt im Sinne der gleichméfBigen Konvergenz, und es gilt

a

b

f= f (T(t)) f dt.

a

]T(t) dt

Ferner existiert die Abbildung
t
F(?) ;:fT(s)ds, a<t<b
punktweise im Sinne der gleichméBigen Konvergenz, und ist gleichméBig differenzierbar mit

d d |
0 :E[T(s)ds —T(t), a<t<b.
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I1. 1.2. Potenzen des infinitesimalen Erzeugers

Fiir das Folgende wollen wir wieder grundsitzlich annehmen, dass < = {T @))t> 0} C L&, X

eine Operator-Halbgruppe der Klasse (C, ) ist.

Definition 51 (infinitesimaler Erzeuger). Der inifinitesimale Erzeuger A einer Operator-Halbgruppe
der Klasse (C,) ist definiert durch

.1
Af = s-lﬁ}}Z[T(h)—I]f
fiir alle f € X, fir die dieser Grenzwert existiert. Die Menge dieser f € X wird mit D(A) be-

zeichnet (Definitionsbereich von A).

Aus Vereinfachungsgriinden wollen wir im Folgenden die Abkiirzung

A, = %[T(h) —1I] fiiralle >0

verwenden.

Lemma 50 (Eigenschaften des infinitesimalen Erzeugers). Der infinitesimale Erzeuger 4 und sein
Definitionsbereich D(A) besitzen folgende Eigenschaften:

a) D(A) ist ein linearer Teilraum von &, und 4 ist ein linearer Operator auf D(A).
b) Esist T'(¢) f € D(A) firalle f € D(A) und ¢ >0, mit

%T(t) [ =A(T(@t)f)=T(t)(Af) firalle f €D(A) und ¢>0.
c) Esgilt
Tt f —f = f T(s)Af ds fiir alle ¢ > 0.

d) D(A) istdichtin X und 4 ist abgeschlossen.

Beweis:
a) Dies folgt unmittelbar aus der Definition von 4.

b) Aus der Halbgruppeneigenschaft folgt sofort
T(0)(4,/)= T(f)[%{T(h)f —f}] — T+ 0 f ~T0f)=4,(70))

firalle f € X und # >0, 2> 0. Damit ergibt sich
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d)

T(1)(Af) = T(t)(s-lg})q 4, f) =s-ImT(0) (4, )= s-lim 4, (T(¢) /) fir f € D(4) und 1>0.

Fiir den linksseitigen Grenzwert argumentiert man so: Fir f€ X, 0 <h <t ist

%(T(t—h)—T(t)) f=-T(t—h) {%(T(h)—l) f},

also fiir '€ D(A), 0 <h <t nach mehrmaliger Anwendung der Dreiecks-Ungleichung

|7 =) (4,1) TN, <|TO|-|4.f = Af], +|T @ —m)—T@|-| 4,/ — Af], +--
_|_H<T(t—h)—T(t))(Af)Hx

mit l%l”Ahf — Af”X =0 nach Definition von 4, und l}%l”(T(t —h) —T(t))(Af)HX nach Lemma
45, Teil b), woraus schliellich auch

lgngT(t —h)(4,[)=T@)Af)|, =0

folgt. Somit ist 7'(¢) f € D(A) mit %T(z‘)f = A(T(t)f) =T()(Af) fir alle f € D(A) und

¢t >0, nach dem obigen Beweisgang.

Fir f € D(A),t>0 und f* € X" ist nach Teil b) die Abbildung ¢+ f~ (T O f ) differenzier-
bar mit

t

f*(T(t)f—f)Zf*(T(f)f—T(O)f)Zf*(T(t)f)—f*(T(O)f)Zf%f*(T(S)f)dS

=f ,

I%T(s)fds

0

S P [P
—{f[dST()f]d —f

[ 1Gs)af)ds

so dass mit Lemma 26 die Behauptung folgt.

Fir feX, t,h>0 gilt:

4,

]T(s)fds

:[Ah (T(s)f)ds:%[T(s—kh)fds—%{T(s)fds

t+h t+h
1 1

%{T(s)fds—ZIT(s)fds:%[T(s)fds—zzT(s)fds

ST f—TO)f fir 4]0,

so dass also

4 =T f-T0O)f

]T(S)fds

folgt mit f T(s)f ds € D(A). Also ist auch % f T(s) f ds € D(A) fiir alle ¢ >0, mit
0 0
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s-tlﬁ)m% [ T(s)fds =T(0)f = .

Folglich ist fiir beliebiges f € X auch f € D(A4), also X = D(A) und somit D(A) dicht in &X.
Die Abgeschlossenheit von 4 ergibt sich nun noch so: Ist { f, }neN eine Folge in D(A4) mit star-

kem Grenzwert f € X und starkem Grenzwert g € X’ fiir die Folge {Afn }neN , so gilt flir jedes
t>0:

T(@0)f -/ =s-lm{T()/, —fn}:s-lime(s)(Afn)ds:fT(s)gds

wegen

<t¢-max ||T(s)||-||Afn —g”X — 0 fiir n — oo.

0<s<t

[1)(4f, ~ g)ds

X

Damit ist aber

Af =s-lim (T f - f} = s-lim- [roza=T0z=s

also f € D(A) und Af =g, d.h. 4 ist abgeschlossen. u

Die Nacheinander-Ausfithrung des infinitesimalen Erzeugers A fiihrt damit in natiirlicher Weise auf
hohere Potenzen von 4, wie die nachfolgende Definition zeigt.

Definition 52 (hohere Potenzen von A). Fir r € Z" = {0, 1, 2,---} werden die (hoheren) Potenzen

des infinitesimalen Erzeugers A einer Operator-Halbgruppe der Klasse (CO) folgendermaflen rekur-

siv definiert:

A":=1 und A'f:=A(47"f) fir r€N, feD(4) mit

D(4):= {fe X|fen(a™) A A”‘feD(A)}.
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Satz 42 (Eigenschaften der Potenzen des Erzeugers). Die Potenzen A" des infinitesimalen Erzeu-

gers A und die zugehdrigen Definitionsbereiche D (A’) besitzen folgende Eigenschaften:

a) D(A") ist ein linearer Teilraum von &, und A" ist ein linearer Operator auf D(A’) fiir alle
reN
b) Fiirjedes r€ N ist () f € D(A4") fiiralle f € D(4") und ¢ >0, mit
r—1 tk
_ — r—1 >
Tt f — > k'A f= l)'f(t $)'T(s)4' f ds firalle f€D(4") und >0,
Ferner gilt fiir jedes » € N und alle 7> 0:
h
f fT s, b s, A f ds,--ds, firalle f€D(4").
0
C) D(A’) ist dicht in X’ fiir jedes » € N, ebenso ﬂD(A"), und 4" ist abgeschlossen.
reN
d) D (A’) ist ein Banach-Raum unter der Norm
[y =34, sivatie s e ()
Beweis:
a) Dies folgt unmittelbar aus der Definition von A4".
b) Die erste Aussage ergibt sich mittels vollstindiger Induktion aus Lemma 50, Teil b). Fiir den

weiteren Teil benutzen wir folgenden, aus der "klassischen" Analysis wohlbekannten Satz von
Taylor: Ist g eine auf [O,t] definierte und dort  -mal geeignet differenzierbare Funktion, so gilt

r—1 4k

gm—Ej;<Wm+ i)

jﬁ sY '8 (s)ds.

Man kann dies ebenfalls mit vollstindiger Induktion zeigen, wobei man im Induktionsschritt
mit partieller Integration argumentiert: es ist ndmlich

t

vim]b—w“ywww:—

(t—s)

f@ 5" (s)ds

r r t r
=7fa—wg”%@m+jgkm
7'.0 r.

Eine Anwendung beschridnkter linearer Funktionale zeigt dann, dass hier wie im Beweisteil c)
von Lemma 50 gilt:
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rltk

SO =2 (A1) + g _1), f (t—sY £ () (4 f))ds
_ i’kA f+ f(r—s)’ 'T(s)(4' f) ds
o k! (r —1)'

und sich somit wieder mit Lemma 26 die Aussage ergibt. Fiir die zweite Beziehung ist nur zu

zeigen:
h h

(T =1) f= [ [T(s+:+s,)4 fds-ds, firalle fD(4").

0 0

Auch hier folgt das Ergebnis mit vollstindiger Induktion: Fiir » =1 ist dies die Aussage aus
Lemma 50, Teil ¢). Im Induktionsschritt rechnet man so:

(T —1)"" f=(T(h)—1)(T(h)—1) f =(T(h)—1)o [f fT(sl+---+s,,)A’fds]---dsr

:jT<S,~+1 A ]...]T(sl+---—1—sr)A’fds1---dS,, ds, .,
0 0 0

:]' ]...jT(sr+l) oT (s, ++s,)A" fds,---ds, |ds,,
0 0 0
h
f.
0

0
”fT(Sl+”'+Sr+Sr+1)Ar+1de1'”dSr ds,
0

Der einzig nicht-triviale Teil ist hier die Aussage bzgl. des Durchschnitts ﬂ D(A’ ) Dazu be-

reN

trachten wir die Menge C, (R*) derjenigen reellwertigen Funktionen auf R, die stetige Ab-
leitungen aller Ordnungen besitzen und auBlerhalb eines kompakten Intervalls [a,b] CR mit

a> 0 verschwinden. Mit ¢ ist auch "’ Element von Cgy (R*) fiir alle » € N, und die durch
s> ()T (s)f fiir jedes f € X definierte Abbildung ist stark stetig. Wir definieren

Xy = { [e)1(s) 1 ds

p€Co (RY), feXl.

Man beachte, dass hierbei f ©(s)T (s) f ds wohldefiniert ist, weil das Integral in Abhingigkeit

von der Wahl fiir ¢ auf einen kompakten Integrationsbereich beschrinkt werden kann. Offen-

sichtlich ist &, ein linearer Teilraum von X. Wir werden jetzt zeigen, dass X, C D(A’) ist

fiir jedes » € N, und dass X, dicht in & ist, womit die Aussage gezeigt ist. Dazu weisen wir
zundchst die Gultigkeit von

4| [e)1(s)f ds| =

—jgp'(s)T(s) fds firpeCp(R") und feX (%)
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d)

nach. Fir 2> 0 ist ndmlich, mit der Abkiirzung g = f w($)T(s)f ds und der kanonischen
0

Fortsetzung von ¢ auf ganz R mit ¢(s) =0, s <0:

g = [T+ =T) fds = [{eG—h—p©)}T6)f ds

Pls = 1) = o(s) woraus ()
p )

mit dem im Tréger von ¢ gleichmiBigen Lines —¢'(s)= 1/%1

folgt. Eine mehrfache Anwendung von (x) zeigt schlielich

A

[e)r(s)1 ds

= (=1) f ()T (s)f ds fir o€ Coy (R) und f € X, fiiralle r €N,
0

woraus X, C D(A’) fiir alle » € N und somit auch X, C ﬂ D(A’) folgt. Angenommen, X,

reN

sei nicht dicht in X. Dann existiert ein f, € X mit dist({fo},é\’m) = inf {”f0 - f||X} > 0. Nach

S €Xo0

Satz 28 existiert dann aber ein beschrénktes lineares Funktional F* € X" mit F* =0 auf &,
und F*(f,)=1. Dies impliziert

F*

[e)res)fds

- f P(S)F" (T(s)/)ds =0 firalle g € Cgy (R") und f € X.
0
Nun ist aber die Abbildung s+> F*(T(s)f,) stetig auf R" mit lif(I)IF* (T() fy)=F (fy)=1.
Also existiert ein § >0 mit der Eigenschaft F*(T(s) f;) > 1 fiir 0<s < 4. Ferner existiert ein
2
nicht-negatives ¢, € Cy; (R*) mit der Eigenschaft ¢, (s)>1 fiir %g s < ? und ¢, (s) =0 fiir

s gg oder s > 7?:5 Damit ist aber

00 76/8 36/4
F f 0 ()T () f, ds | = f 0y ($)F" (T(s) fo)dszé f gob.(s)dS:%>0: Widerspruch!
0 6/8 6/4

Also ist X, und damit auch ﬂ D(A") tatsdchlich dicht in X'

reN

Wie im Beweis von Lemma 50, Teil d) ergibt sich auch hier, dass 4" abgeschlossen ist fiir je-
des r&€N. Sei nun zundchst »=1. Nach Lemma 41 ist dann mit 4 auch der Graph

G,={(f.4f)| f € D(4)} abgeschlossen in X' x X, mit der Norm

[r. ), =1 +l4fl, fir 1 € D,
Damit folgt, dass D(A4) mit dieser Norm ein Banach-Raum ist. Die allgemeinere Aussage er-
gibt sich induktiv durch Betrachtung des Teil-Graphen G, = {(AH f,Af )| fe D(A”l)} mit
der Norm
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[arar)], = sl bl =l ol o, =
=Islteslacrl =], o ren(e)
Damit ist der Satz vollstindig bewiesen. u

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch kurz die infinitesimalen Erzeuger und ihre Po-
tenzen der in den Beispielen 22 bis 24 vorgestellten Halbgruppen untersuchen.

Beispiel 27 (Fortsetzung von Beispiel 22). Hier gilt offensichtlich:

lim 4, £(x) = lim 2D =S o e fir xR,
710 710 h
mit
D(A4)={f €UCB(R)| /'€ UCB(R)}
(man beachte, dass die Konvergenz hier nicht nur punktweise, sondern gleichméBig sein muss). Fiir

die hoheren Potenzen ergibt sich entsprechend

A'f=f" mit D(4")={f €UCBR)|f” €UCB(R)}, reN.

Beispiel 28 (Fortsetzung von Beispiel 23). Hier gilt offensichtlich:

Ah _1

. . e
s-lim 4, f = lim
710 710

f =M= 4f,
mit D(A) = X. Fiir die hdheren Potenzen ergibt sich analog

Af=Nf mit D(4)=X, reN.

. L . 1le" +e" e —e"
Beispiel 29 (Fortsetzung von Beispiel 24). Hier gilt, mit B, :== — ¢ e e e

ut Mt ut )\t’t>0:
2le" —e" e e

e”t—l_l_e”—l e‘”—l_e”—l

lim?(8,~1)=lim| ! ! -

2 hl0 e/l,t _1 e/\t _1 ep,t _1 e)\t _1 2

LA =X
L= p+A

Damit erhilt man fiir den infinitesimalen Erzeuger und seine Potenzen:

Af=Bf, mitD(4)=X, reN.
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Die Potenzen der Matrix B konnen in diesem Fall explizit angegeben werden; es gilt ndmlich:

p=1
2

,Ur +>\r ,u/r _)\1
,Ur _)\r ,u/r +)\1

fir r e N.

Dies kann z.B. durch vollstandige Induktion leicht verifiziert werden.

I1.2. Darstellungssiitze fiir Operatorhalbgruppen

In diesem Abschnitt werden wir unterschiedliche Reprisentationen von Operator-Halbgruppen stu-
dieren, die sich wesentlich danach unterscheiden, ob der infinitesimale Erzeuger 4 beschriankt (d.h.
stetig) ist oder lediglich abgeschlossen. Erstaunlicherweise ergibt sich im letzteren Fall ein interes-
santer Zusammenhang zum Gesetz der Gro3en Zahlen aus der Stochastik.

I1. 2.1. Analytische Darstellungsséitze

Wir beginnen mit dem Fall, dass der infinitesimale Erzeuger 4 beschrinkt ist. Dann besitzt die O-
peratorhalbgruppe eine eindeutige Darstellung als Exponentialfunktion.

Satz 43 (Darstellungssatz fiir beschrinkte Erzeuger). Es sei 4 € S[X , X ] ein beschrinkter linearer
Operator. Dann wird durch
00 tk .
T(t):=e" ;;;#,
eine Halbgruppe ¥ der Klasse (CO) definiert, deren infinitesimaler Erzeuger gerade A4 ist, mit
D(A)= X. Ferner gilt dann

7)< e, t>o0.

Ist umgekehrt ¥ = {T ®|t> O}Q L[X,X] eine Halbgruppe der Klasse (CO) mit beschrinktem

infinitesimalem Erzeuger A4, so ist notwendig D(A4) = X, und die Halbgruppe besitzt die oben ge-
gebene eindeutige Darstellung.

oo 4k

Beweis: Wir zeigen fiir den ersten Teil zunéchst, dass die Reihe Z%Ak fiir jedes ¢ > 0 stark kon-
k=0 "¢

vergiert. Fiir festes 1 >0, f € X und beliebige n,m € N mit n <m gilt ndmlich:

EZH E 22 g;k‘

k=0

k
=l Z;—IIAII"H0 fiir 7,m — oo,

k=n+1
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d.h. die Partialsummenfolge {Zk—A f } ist starke Cauchy-Folge in X und damit die Reihe
neN

k=0

oo 4k
E%Ak fiir jedes ¢ >0 nach Lemma 23 stark konvergent. Ahnlich folgt
k=0 -

o0

HOESSY IIAII e, 10,

k70

Wir weisen jetzt zunichst die eigentliche Halbgruppen-Eigenschaft nach. Dazu seien die be-
schrinkten linearen Operatoren S, (¢) definiert durch

S (t):= Z;A" t>0, neN.

k=0

Ahnlich wie in der "klassischen" Analysis beim Produkt von Polynomen ergibt sich jetzt fiir die
Hintereinanderausfiihrung zweier solcher Operatoren fiir nm e N, n<m:

n+m
S,(0)e8S,(s)=> ¢, A, 1,5 >0, mit

nik i k—i
t s
¢ = — k=0, n+m

. . b
i=0v(k—m) ! 'k —1)!

(mit der iiblichen Konvention aV b =max{a,b}, aA\b=min{a,b} fir a,b€R). Speziell ergibt

sich noch

k i k—i k i k—i k k ) ) k
t S 1 X t S _i [ ]tzskz :M’ k:O,"',l’l.

Cc, = — _ | — =
T =) S =i k& k!
Hieraus erhilt man wie oben:
T(t)oT(s)=s-lmS, (1), (s) = chA" E(S“) =T(s+1), t,s >0,
k=0

mit 7(0) = 4’ = 1. Die Halbgruppe ist ferner von der Klasse (C,) wegen

_||f|| Z ||A|| =[] (¢"=1) =0 mit ] 0 firalle /€.

fros -l =55

Ferner gilt fir alle f € A
1 L SV
s-lgg{;(e —I)—A}f—s-l}lrglt-[;?fl fl=
wegen

o]

tk—Z
,; k!

<A <o

00 tk—Z

Damit ist zugleich 4 der infinitesimale Erzeuger der Halbgruppe, mit D(4) = &X.

Fiir den zweiten Teil sei 4 der beschrinkte infinitesimale Erzeuger. Dann wird durch
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St)=T(t)oe™, t>0
eine weitere Halbgruppe der Klasse (CO) erzeugt (man beachte hierbei, dass die Operatoren 7'(¢)

00 k
und e = Z(— 1) %Ak auf Grund von Lemma 50, Teil b) kommutieren!). Hier gilt nun:
k=0 .

(T —1)(e ™ —1)=(T()e ™ —1)=(T())—1)— (e —1I) fiir alle £ >0, folglich

%(T(t)e“ ~1)= {(T(t) —I)%(e“ —I)}+%(T(t) —I)—i—%(e”’ —1) fiir alle >0, also

s-ltigl%(T(t)e’A ~1)f = s-1tilr§%(T(z) ~1)f —i—s-ltilrgl%(em —1)f = Af — Af =0 firalle f € D(A).

Damit ist der Erzeuger der Halbgruppe & = {S(t) |t > O} aber der (beschriankte) Null-Operator auf
dem Banach-Raum D(A4), so dass nach dem ersten Teil folgt:
SO f=TM)e™f=1f = f undsomit T(¢)f =e" f fiiralle f € D(A).

Nach Lemma 50, Teil d) ist aber D(A4) dicht in X. Zu jedem f € X existiert also eine Folge
{f, }neN in D(A) mit starkem Grenzwert f. Somit folgt

T@t)f =s-limT(t)f, =s-lime" f, =" f fiiralle ¢ >0, also T(t)=e" fiiralle ¢ >0,

n—oo

wie behauptet. Damit ist der Satz vollstindig bewiesen. u

Bemerkung: Der vorangegangene Beweis zeigt, dass bei beschrinktem Erzeuger die die Halb-
gruppe Ez{em |120} darstellende Potenzreihe sogar gleichmédBig konvergiert, und die Halb-

gruppe auch gleichméaBig differenzierbar ist, d.h. es gilt

%(T (t)— I) = %(e”' — I) — A gleichmiBig fiir # | 0 (in der Operator-Norm),

vgl. Definition 31.

"Der" infinitesimale Erzeuger einer beliebigen Halbgruppe der Klasse (CO) ist stets eindeutig be-

stimmt, nicht nur in dem speziellen Fall des Satzes 43 (vgl. Remark 2.14 in GOLDSTEIN (1985) oder
WERNER (2004), Korollar VII.4.8).

Ferner gilt allgemeiner: sind % :{ﬂ(t)|t20} fir i=1,---,n kommutierende Operator-

Halbgruppen der Klasse (CO) auf demselben Banach-Raum X mit den infinitesimalen Erzeugern

A, i=1,---n, soistauch T = {HTi(t) |t > O} eine Operator-Halbgruppe der Klasse (CO), wobei
i=1

hier II die Hintereinanderausfithrung der Operatoren bezeichne. Diese Halbgruppe besitzt den
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infinitesimalen Erzeuger 4 = Z A mit D(A4)= ﬂD (4). Fiir den Fall der Beschrinktheit der
i=l1 i=1
Erzeuger entspricht dies der klassischen Rechenregel fiir die Exponentialfunktion, ndmlich

n

ﬁe’A' = exp{ZtA,}, t>0.
i=l1 i

i=1

Beispiel 30 (Fortsetzung von Beispiel 29). Der hier gegebene infinitesimale Erzeuger ist offensicht-
lich darstellbar als Summe zweier beschriankter linearer Operatoren, in Matrix-Form gegeben durch

11 — 11 o1 —1
B=E und B, —2 , mit B =L und B, —A fir k €N.
211 1 2 |- 1 211 1 21—-1 1
Die hierdurch einzeln erzeugten Halbgruppen sind (in Matrix-Form):
x fk e 1 111 1l e —1
etB]:Zt_Blk:I‘f’l[ZM][ _ e —1 ]:let—i— et
k=0 k' 2 k=1 k' 1 1 2 1 1 2 e'u —1 e# +1
oo 4k 00 k 1 =1 Ao 1 —1 At 1 — At 1
oS g L3 [ ]:He 1[ ]:l Al e
= k! 215 k! )1 1 2 -1 1] 2|—-e"+1 " +1
fiir # > 0, mit der Produkt-Darstellung
BBy _ 1 e+l e 1| 41 —e¥+1| 1" +e e e i £ 0
4 eut _1 eut _|_1 _e/\t € 1 e/\t +1 2 e/lt . e)\t e/zt + e)\t -

wie erwartet.

Beispiel 31 (Erginzung zu Beispiel 28). Ist T ={T(r)|7 >0} eine Halbgruppe der Klasse (C,) mit
infinitesimalem Erzeuger 4, so ist offensichtlich auch die Halbgruppe %, = {eA’T ®|t> 0} von der
Klasse (C,) fiir beliebiges A € R, mit dem infinitesimalem Erzeuger 4, = A+ 4 wegen

1o x 1 1 1o x
;(e T(t)—I)f:{(T(t)—I);(e 1—1)}f+;(T(t)—1)f+;(e I-1)f — Af +)f

fir /0 und f € D(A4), mit D(AA):D(A). Wihlt man speziell A <—w mit der Konstanten
M (w) aus Lemma 45, Teil d), so erhédlt man noch die Abschétzung

le" 7)< M(w) fiiralle ¢ >0.

Halbgruppen mit dieser Eigenschaft heilen gleichmdfig beschrdnkt (engl.: equi-bounded); im Fall
M (w)=1 heiBen sie auch Kontraktions-Halbgruppe.

Wir kommen nun zu einem der ersten wichtigen nicht-trivialen Darstellungssétze fiir Operator-
Halbgruppen, der auch als "Hille’s First Exponential Formula" bekannt ist. Dazu benétigen wir den
Begriff des Stetigkeitsmoduls.
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Definition 53 (Stetigkeitsmodul). Ist T={T(s)|¢>0} eine Halbgruppe der Klasse (C,) und
L >0, so heiflt fiir 6 >0 und f € X die Grofe

w,(f36) = sup{H(T(t) —T®))f] [[t=s| <6, 0<s,0< L}

der rektifizierte Stetigkeitsmodul (der Halbgruppe) fiir /' € A im Intervall [O,L].

Satz 44 (Hille’s erste Exponentialformel, E. Hille (1942)). Es sei ¥ = {T @®)]t> 0} eine Halbgrup-
pe der Klasse (C,). Dann gilt:

T(t)f:s-ligqexp(tAh)f fiir alle f € X,

wobei der Grenzwert gleichmiBig bzgl. ¢ in jedem kompakten Teilintervall von R" existiert. Ist
ferner L >1 vorgegeben, so gibt es eine — nur von L und dem charakteristischen Exponenten w,

der Halbgruppe®’ abhiingige — universelle Konstante K derart, dass genauer gilt:

|7 f —exp(ea,) £, <w, (f:1"°)+1"K]|f], firalle t€[0,L—1] und f € X,

fiir gentigend kleine 4 > 0.

Beweis: Wir folgen im Wesentlichen dem Beweisgang des fast gleich lautenden Theorems 1.1.2 in
BUTZER / BEHRENS (1967), werden aber schon hier das spéter noch ausfiihrlicher diskutierte proba-
bilistische Beweisargument einsetzen.

Dazu betrachten wir eine mit dem Parameter A >0 Poisson-verteilte Zufallsvariable X, (wobei
fiir den Entartungsfall A =0 definitionsgemdll X, =0 gelte). Dann gilt fiir Erwartungswert und

Varianz von X, :

E(X,)=A, Var(X,)=\ fir A>0.

Ferner gilt jedes £ >0, 2#>0 und f € X mit A :z%:
T(t)f —exp(t4,) f =T()f —e  exp(A\T(h)) f = eAi%[T(t) ~T(h)| f

o0

~ A
—e AZ—'[T(r)—r(kh)] 1.
k=0 k.
Es werde nun ein w > max {wO,O} beliebig gewihlt. Nach Lemma 45, Teil d) existiert dann ein
M =M (w)>1 mit
|IT(s)| < M e fiiralle s >0,

so dass gilt:
|T(kh)| < M e = M7* fiir alle k € Z*, mit 7=e*".

7 Vgl. Lemma 45.
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Sei nun L >1 zunidchst fest gewéhlt sowie s >0 derart, dass hgmin{lln<1+x/z),l} ist.
w

Dies ist fiir geniigend kleine Werte von 4 stets moglich, da asymptotisch lln (1 +vVh ) R~ ﬁ fiir
w w

h |0 gilt. Dann ist insbesondere 7 —1=¢“" —1< min {1,\/Z } Setzt man & := 4"*, erhilt man noch

e —1

die Abschiatzung A(7—1)=t¢ <t-e“. Ferner sei die Indexmenge J gegeben durch

J = {k ez’ ‘ |k—)\| <h?? } Dann gilt, unter Anwendung der Tschebyscheff-Ungleichung bzw.

des Verschiebungssatzes von Steiner, fiir jedes f € X und ¢ € [O,L — 1] :

|7 f —exp(t4,) 1], = ‘ e i% [T(t)—T (kR f| <e™ i%”[m) —T(kh)| f],

= S alirw—ran) ], |l e Yo -Tam)]
keJ . keJ !

e N e N e A
<w, (£:0)e ) T HTO) A e 275+ e 2T TG

keJ ke - keJ

2/3 - )\ k
<w, (f:O)H|TO| |, P X, =N >822 )+ M| 1], e (D)
kgJ

k!

< O ITOLI -1 Var () ML P, ~A > )

< (0 IO, o M- (X, )

<w, (£ +|TO||f], -t 1"+ M|, h {Var (X, )+ X (r—1)*}
<w, (OO, on" +M|f] -0 a7+ 2% =1y}

<w, (f38)+h | f] AML =1 + ML exp((L—e” )}
(AR,

mit K =M (L—1)e*"" + ML’ exp((L — l)e”). Dabei ist zu beachten, dass k €J genau dann gilt,
wenn |kh - t| <K' <1 ist, was wegen t < L —1 seinerseits kh <t-+1<L fiir k €J impliziert. Im

vorletzten Schritt wurde ferner von der Ungleichung

2
B3 ()\T+)\2(T—1)2>§h4/3 (2)\+/\2h):h4/3 Zt;t Shm(t—i—l)z Shl/aLz

Gebrauch gemacht. Damit ist die zweite Aussage des Satzes bewiesen, aus der die erste unmittelbar
folgt. [ ]

Bemerkung: Der Bereich fiir 4, in dem die im Satz angegebene Ungleichung giiltig ist, kann nach
dem obigen Beweisgang explizit angegeben werden, indem man die Gleichung wh =1In (1—1—\/% )

nach /2 mit der (unter den gegebenen Voraussetzungen) eindeutigen Losung, etwa & = A, auflost.

Die Ungleichung gilt dann im Intervall 4 € [0, hw] Fiir (etwa durch M >1) gleichmiBig beschrank-
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te bzw. Kontraktions-Halbgruppen zeigt der obige Beweis, dass die Abschédtzung in Satz 44 noch
vereinfacht werden kann zu

|7 f —exp(t4,) f], <w, (f:")+20"M||f],, firalle t€[0,L—1], h>0 und f € X.

Eine besonders wichtige Anwendung dieses Satzes ergibt sich fiir den Fall der Translations-
Halbgruppe aus Beispiel 22.

Satz 45. Es sei X =UCB(R) der Banach-Raum der auf R definierten, gleichméBig stetigen und
beschriankten Funktionen. Dann gilt die verallgemeinerte Taylor-Formel:

k

flx+n)= %;%@’; f(x) fiirjedes f€X und x€R,

gleichmiBig bzgl. ¢ in jedem kompakten Teilintervall von R*. Dabei ist

5, f(x)= f(”h]z_f(x) fir xR und /> 0.

Beweis: Mit der Halbgruppe der Linkstranslationen (Beispiel 22) ergibt sich mit Satz 44 fiir jedes
fex:

_ o R YA _
fx+0D=T@{)f(x)= s-%l exp(t4,) f(x) = 1}%1255,1 f(x) fiirjedes x€R und >0,
da

4 feo=L (”h}z_f () _ 5 £(x) ist fiir jedes x € R und />0,

FA: f gilt. Die GleichmiBigkeitsaussage folgt aus dem zweiten Teil von
0 .

Satz 44. [ |

und exp(tAh) f=

oo 4k
k=

Bemerkung: Satz 45 ist deswegen bemerkenswert, weil hier eine approximative Reihenentwick-
lung ohne jegliche Differenzierbarkeitsvoraussetzungen moglich ist. Fiir die iterierten Differenzen
gilt dabei noch folgende, aus dem binomischen Lehrsatz folgende Darstellung:

k [k
5,ff(x):hikz(—1)"-’[i]f(x+ih) firalle x€R, k€N und /> 0.
i=0
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I1. 2.2. Stochastische Darstellungssiitze

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass Satz 44 auf sehr elegante Art und Weise erweitert wer-
den kann, indem das im dortigen Beweis verwendete probabilistische Argument entsprechend ver-
allgemeinert wird. Die Darstellung folgt hier im Wesentlichen der Original-Arbeit von PFEIFER
(1984).

Ein wichtiges Werkzeug sind dabei "Erwartungswerte" Banach-Raum- bzw. Operator-wertiger
Abbildungen. Allerdings treten hier Messbarkeitsprobleme auf, weil diese Abbildungen in der Re-
gel nicht separabel-wertig sind.

Fiir das Folgende betrachten wir verschiedene Borel’sche o-Algebren: zum einen die von den offe-
nen Mengen in X erzeugte o-Algebra %(X ), zum anderen die von den offenen Mengen der Ba-

nach-Algebra £[X, X] erzeugte o-Algebra ‘B[ X, X].

Lemma 51. Es sei T = {T ®)|t> O} eine Halbgruppe der Klasse (Co). Ist die Halbgruppe in einem

geniigend kleinen Intervall [0, 6] mit 6 >0 injektiv und existiert ein #, >0 mit der Eigenschaft

liml inf HT )—T (to )H > 0, so ist die Operator-wertige Abbildung ¢+ 7'(¢) nicht ‘B[ X, X']-messbar.
tlt,

Beweis: Nach Voraussetzung existiert ein ¢ >0 mit inf HT ®—-T (tO)H > ¢, so dass mit der Ab-

ty<t<ty+06
schitzung aus Lemma 45, Teil d) fiir ein w > w, folgt:
c

M(w)

O.B.d.A. konnen wir ¢ <t, annehmen, so dass die letzte Ungleichung auch

inf 7()—7(s,)|> e =" > 0.

s<t<s+6

IT(t)—T(s)|>c" fiir 5,2 €]0,6]

impliziert. Sei nun N C [0,6] eine nicht-Borel’sche Menge (eine solche kann mit Hilfe des Aus-

wahlaxioms konstruiert werden; vgl. das Skript STOCHASTIK, Satz 15). Dann besteht die Menge
T(N)= {T (t)|teN } aus iiberabzihlbar vielen, paarweise separierten Punkten, d.h. T(N) ist ab-

geschlossen in £[X,X] (aber nicht separabel) und gehort daher zu B[X,X]. Das Urbild dieser
Menge, N=T"" (T (N )), ist aber nach Wahl nicht-messbar, womit das Lemma bewiesen ist. u
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Beispiel 32. Eine Halbgruppe, auf die die Voraussetzungen von Lemma 51 zutrifft, ist die Halb-
gruppe der Linkstranslationen aus Beispiel 22. hier gilt ndmlich:

IT(t)—T(s)|=2 fiiralle s, >0, s=1.

Fiir jedes € > 0 gibt es ndmlich eine schwach monoton wachsende Funktion f. € UCB(R) mit der
- 15 <-—¢ . . . . . .
Eigenschaft: f (x) :{ ) r= Jede solche Funktion besitzt offensichtlich die Eigenschaft

I

. . t_S .
es®) =]1. Fir s=¢f mitO.B.dA. s<fund 0<e <T ist nun

[r@f. =T (s)f.

UCB(R) =su£|f(x+t)—f(x+s)|2|f(x0 +0) = f(x,+9) =2

fir die Wahl x, == —H_TS, weil dann

f(xo+t)=f[t_TS]=f(6)=1 und f(xo—i—s):f[—t_TS]:f(—s):—l

gilt. Andererseits ist ||T ®H-—-T (s)|| < ||T (t)|| +||T (S)” =2, womit alles gezeigt ist. Ferner ist die Ab-
bildung ¢+ T'(¢) trivialerweise injektiv.

Fiir die Bildung von "Erwartungswerten" fiir Abbildungen der Art 7(X) mit Zufallsvariablen X,

die Werte in R* annehmen, bendtigen wir allerdings noch weitere Integralbegriffe, die iiber das in
Abschnitt II.1.1 definierte Riemann-Integral hinausgehen. Wir beginnen mit dem so genannten
Bochner-Integral (eingefiihrt 1932 von Salomon Bochner, polnischer Mathematiker, 1899 — 1982).

Definition 54. Es sei (Q,A,,u) ein Mafiraum und (X ,

¢ :Q)— X heilit Elementarfunktion, wenn sie in der Form

. || X) ein Banach-Raum. Eine Abbildung

o(w)= Z&i]l/‘ii (w), wefd
i=1

mit oy,---,a, € X und n €N darstellbar ist. Sie heiBt stark messbar, wenn es eine Folge {¢, }HGN

von Elementarfunktionen gibt mit ¢ =s-lim ¢, . Das Bochner-Integral einer Elementarfunktion ¢

n—oo

ist definiert als
Bfgod,u = Zu(Ai)a[.
i=1

Eine stark messbare Abbildung ¢ heilit Bochner-integrierbar, wenn es eine Folge {gpn }%N von

Elementarfunktionen gibt mit

Q=s- 1Lm ¢, p-fastiiberall und lim f ||90 — Py

n—oo

dpu=0.%
X

?® Genauer sind hier die punktweisen Normen gemeint, d.h. Integrale der Form f ||cp(w) -, (w)” w(ldw).
X
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In diesem Fall existiert der Grenzwert s-lim B | ¢, dp in X und wird mit B f wdp bezeichnet

n—oo

(Bochner-Integral von ¢ bzgl. ).

Bemerkung: Das Bochner-Integral dhnelt in seinem Aufbau dem Lebesgue-Integral; es verfiigt
auch iiber analoge Eigenschaften. Fiir weitergehende Details, die wir hier nicht behandeln, sei auf
MIKUSINSKI (1978) verwiesen.

Lemma 52. Unter den Voraussetzungen von Definition 54 gilt:

a) Ist ¢ stark messbar, so ist ||g0|| , messbar im ublichen Sinne.

b) Fiir Elementarfunktionen ¢ gilt: HB f gpdu” < f ||gp|| LA
X

c¢) Sind ¢,,¢, Elementarfunktionen und 3,3, € R, so ist ¢ = B¢, + 3,p, ebenfalls eine Elemen-
tarfunktion, und es gilt

BfSOd,u:ﬁl'Bf@] du+ﬁ2'Bf902dﬂ-

d) Das Bochner-Integral ist eindeutig bestimmit.

Beweis:

a) Folgt aus der Darstellung

(K(0)={we|pw)|<r}= UUﬂinQ|||g0n(w)”<r——}

keN meN n>m

fiir » >0 und ¢ =s-1lim ¢, mit Elementarfunktionen {gon }neN

b) Trivial wegen Hchpdu H :Hiu(/li)ai
x i=1

<>l = [l an
M=

c) Folgt unmittelbar aus der Definition des Bochner-Integrals.

Die Wohldefiniertheit des Bochner-Integrals fiir Elementarfunktionen folgt wie beim Lebesgue-
Integral, vgl. das Skript STOCHASTIK, Lemma 18. Ist nun ¢ =s-1lim ¢, mit Elementarfunktio-

nen {gpn }neN Bochner-integrierbar, so gilt

o fotns e

fiir n,m — oo, d.h. {B f @, d u} ist Cauchy-Folge in X und damit stark konvergent. Ist
neN

dpu—0

o=l dn< [lo=al dn+t [lo—eal,

{% }neN eine weitere Folge von Elementarfunktionen mit ¢ =s-1lim ¢ , so folgt dhnlich

Hstondu—Bf%duHX§f||90—90n x

d.h. die Grenzwerte s-lim B | ¢, dyp und s-lim B f Y, dp stimmen iiberein. u

n—0oo
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Bemerkung: Ahnlich wie beim Lebesgue-Integral wird als Konvention definiert:

Bfgodu::Bf]lAwd,u.
A

Satz 46 (Bochner 1932). Es sei (Q,A,u) ein Maflraum und (X ,

X) ein Banach-Raum. Eine

stark messbare Abbildung ¢ ist genau dann Bochner-integrierbar, wenn ||go(o) , im gewdhnlichen

Sinne integrierbar ist. Ferner gilt: Ist {%} ., eine Folge von Elementarfunktionen mit

ne

p=s-limp p-fastiiberall und lim f ”80 —¥,

n—oQ n—oQ

XduzO,

so gilt auch

Jlel, = 1tim dp.

n—oo

@ull,

Beweis:

"=": Folgt aus ||g0||X < ||g0—<pn Lt , furalle €N, wenn p=s-limy, ist.

n—oo

P

"<«<": Fir stark messbares ¢ existiert eine Folge von Elementarfunktionen mit ¢ =s-lim¢p,

w-f.i. , also gilt auch ||g0||X = lim|

n—oQo

®,|, w-f.0. Definiere

@, (w), falls
0, sonst.

o] ., <2l

Dann sind auch alle ¢, Elementarfunktionen mit ¢ =s-lim, p-fii. und

le—,

Mit dem Satz von Lebesgue von der majorisierten Konvergenz folgt nun:

lim [ o=, dn= [ lim|o—u,

n—oo

L < 3||<,0||X w-fa. fiuralle neN.

Ldp=0.
Nach Definition 54 ist also ¢ Bochner-integrierbar. [ |

Lemma 53. Fiir eine Bochner-integrierbare Abbildung ¢ gilt: HB f wd uH < f ||<p|| L.
X

Beweis: Nach Definition ist ¢ =s-lim ¢, starker Grenzwert von Elementarfunktionen, woraus

|8 [ vdn cdn= [l dn

nach Satz 46. |

folgt:
< lim

X n—00

P

= limHBf% du

X n—00
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Lemma 54. Ist g eine nicht-negative Lebesgue-integrierbare Abbildung und ¢ stark messbar mit
(o)
||¢n(-)|| » <gund p=s-lim¢, p-fi.,sosindalle ¢, und ¢ Bochner-integrierbar. Ferner gilt:

» <g p-fi., soist ¢ Bochner-integrierbar. Sind ferner {¢n} und v stark messbar mit

neN

lim [ -,

n—oQ

Ldu=0 impliziert Bfwdu =s- lim Bf nwm

Beweis: Im ersten Teil ist ||<,0(-)

, messbar und daher im gewdhnlichen Sinne integrierbar; die

Aussage folgt dann unmittelbar aus dem Satz 46 von Bochner. Im zweiten Teil setze
1

g, ::g—5||w—w,,

Skript STOCHASTIK, Lemma 22) gilt aber auch

Jgdn<imint [ g,du= [ gdn—timsup [, dn

. > 0; dann ist f g, dn< f gdu < oo. Nach dem Lemma von Fatou (vgl. das

Wegen f gdp < oo folgt hieraus limsup f ||¢ — ||, dp =0 und damit die Behauptung. u

AbschlieBend wollen wir noch einen Zusammenhang zwischen der starken Messbarkeit und der
Messbarkeit beziiglich der Borel’schen o-Algebra %(X ) aufzeigen. Wir formulieren die Ergebnis-

se hier ohne Beweis, fiir Details sei auf MIKUSINSKI (1978) und KELLEY / SRINIVASAN (1988) ver-
wiesen.

Lemma 55. Ist (y,

. ||y) ein weiterer Banach-Raum und 7 € S[X ,y] ein beschriankter linearer

Operator, dann ist fiir eine X -wertige Bochner-integrierbare Abbildung ¢ die ) -wertige Abbil-
dung T¢ ebenfalls Bochner-integrierbar mit

Bngodu:T(Bfgodu).

Beweis: Zu ¢ existiert eine Folge {%} von Elementarfunktionen mit ¢ =s-limy, . Damit

neN n—o00

folgt aber T =s-1lim Ty, wegen

ITo—To,|, <|T|-l¢ =], =0 n-fi,

d.h. T¢ ist stark messbar. Aus der Linearitit von T ergibt sich ferner B f To, dp=T (B f @, d u)
und damit nach Grenziibergang die Behauptung. |
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Lemma 56. Ist der MafBraum (Q,A,,u) vollstiandig® und o-endlich, dann sind folgende Aussagen
fiir eine Abbildung ¢ :Q) — X 4quivalent:

a) Es gibt eine p-Nullmenge N CX derart, dass ¢:Q\N — X 9B(X)-messbar ist und
@(Q\N ) eine abzdhlbare und in X' dichte Teilmenge enthélt (d.h. in diesem Sinn ist ¢ p -f.ii.

separabel-wertig).

b) Es existiert eine p-Nullmenge N C X und eine Folge {gpn }%N von Elementarfunktionen mit

p(w)=s-limg, (w) firalle weQ\N.

Insbesondere ist die Abbildung ¢ genau dann stark messbar im Sinne von Definition 54, wenn sie

9B (X)-messbar ist und s -f.ii. separabel-wertig.

Wir wollen jetzt die Grundlagen fiir die angekiindigten stochastischen Darstellungssitze mit Hilfe
des Bochner-Integrals prazisieren.

Lemma 57. Es sei X eine nicht-negative Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(,A,P) und T ={T(¢)|7> 0} eine Halbgruppe der Klasse (C,). Ferner existiere die momenter-

zeugende Funktion v, (t) = E (e’X ) fiir £ €[0,7]

mit einem geeigneten 1 > w,, dem charakteristi-

schen Exponenten der Halbgruppe nach Lemma 45. Dann existiert fiir jedes f € X das Bochner-
Integral (Erwartungswert)

E[T(X)f]:=B f T(X)f dP,

mit

|ElrCx0Of]], < [Ireo s, dp <M, @)1,

Beweis: Die Abbildung wi—>T (X (w)) f st stark messbar fiir jedes f € X nach Lemma 56, da
T(t)f int >0 stark stetig (und damit %(X ) -messbar) ist und X im iiblichen Sinne messbar. We-
gen HT (X(w)) f HX <M(me™ | f], und der vorausgesetzten Existenz der momenterzeugenden

Funktion von X ist also M (n)e"*

Integrierbarkeit von 7(X)f zusammen mit der angegebenen Abschitzung aus Lemma 53 und 54
folgt. [ |

| f || , cine integrierbare Majorante, so dass die Bochner-

¥ D.h. alle Teilmengen von z-Nullmengen gehéren zu A.

3% Auf Grund der Nichtnegativitit von X ist dies dquivalent damit, dass die momenterzeugende Funktion dann auch fiir
alle reellen ¢ <7 existiert.
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Bemerkung: Ohne die Anwendung auf ein Element f € X ist die Abbildung wi—> T (X (w))
1. Allg. nicht stark messbar, wie Lemma 51 zeigt, da die Abbildung ¢+ 7'(¢) i. Allg. nicht separa-
bel-wertig ist. Daher kann auch auf diesem Weg i. Allg. kein "Erwartungswert" E [T (X )] definiert

werden. Hierzu ist ein weiterer Integral-Begriff notig, ndmlich der des Pettis-Integrals.

Definition 55 (Pettis-Integral, B.J. Pettis 1938). Es sei (,.4, 1) ein MaBraum und (X ,

X) ein
Banach-Raum. Eine Abbildung ¢:€2— X heilit schwach messbar, wenn f"(p) messbar ist fiir

alle beschrankten linearen Funktionale f* € X”*. ¢ heiBt Pettis-integrierbar, wenn ¢ schwach
messbar ist und ein Element J € X’ existiert mit

7= [ £ @)du firalle £ e

In diesem Fall heil3t J das Pettis-Integral von ¢ beziiglich p, in Zeichen: J = P f wdp.

Lemma 58. Das Pettis-Integral besitzt u.a. folgende Eigenschaften:

a) Sind ¢,,p, Pettis-integrierbar und 3,3, €R, so ist ¢ =By +B,p, ebenfalls Pettis-
integrierbar, und es gilt

PfSOd:u:ﬁl'Pfsoldu+ﬁ2.Pf902d:u'

b) Das Pettis-Integral ist im Falle der Existenz eindeutig bestimmt.

c) Ist ¢ Bochner-integrierbar, so auch Pettis-integrierbar, und es gilt

Bfgpd,u:Pfgodu.
Beweis:

a) Folgt aus der Linearitit von f* firalle f* € A™.
b) Folgt aus Lemma 26.

¢) Sei zundchst ¢ = Zai I, eine Elementarfunktion. Dann ist

i=1
P[odu=> p(4)a,=B [ pdp,
i=1
da /()= Z 1 (Oéi )]l 4, furalle /" € X" eine Elementarfunktion im iblichen Sinne und da-
i=1

mit messbar, also ¢ schwach messbar ist mit

(s o)~ r[SSuta)a|=SSuta) o) f 7 oran
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Ist nun ¢ Bochner-integrierbar, so gibt es eine Folge {gon }neN von Elementarfunktionen mit

p=s-limp und B | pdp=s-limB f ¢, d . Damit existiert aber fiir jedes f* € A" auch der
Grenzwert

tim /(B [ ¢, du)=1im [ 1" (¢,)du=1"(B [ ¢du),

n—oo

dh. es gilt Bfgpdu:Pfgod,u. n

Das Pettis-Integral ist im Unterschied zum Bochner-Integral nicht "konstruktiv"; seine Bestimmung
héngt wesentlich von der Struktur des Dualraums X ab. Dies kann z.B. bei Banach-Algebren wie
S[X ,y] und deren Dualrdumen zu Problemen fiihren. Man kann diesen Integralbegriff aber ab-

schwéchen, wenn man sich auf einen geeigneten Teilraum des Dualraums zuriickzieht, der noch die
Eindeutigkeit im Fall der Existenz (Lemma 58, Teil b)) garantiert. Dies fithrt zum Begriff des mo-
difizierten Pettis-Integrals.

Definition 56 (modifiziertes Pettis-Integral). Es sei (Q,A, u) ein Maliraum, (X,
(11,
bar, wenn f~ (S ()(f )) messbar ist fiir alle beschriankten linearen Funktionale ™ € )" und alle

feX. S heillt modifiziert Pettis-integrierbar, wenn S modifiziert schwach messbar ist und ein
Element J € S[X ,y] existiert mit

X) und

) seien Banach-Réume. Eine Abbildung S:Q— £[X, Y] heiBt modifizert schwach mess-

f*(J(f)):ff*(S(.)(f))duzff*(S(w)(f))u(a’w) firalle /"€ Y und feX.
In diesem Fall heiit J das modifizierte Pettis-Integral von S beziiglich p, in Zeichen:
J=P f Sdp.

Lemma 59. Das modifizierte Pettis-Integral besitzt u.a. folgende Eigenschaften:

a) Ist S modifiziert Pettis-integrierbar, so ist S(¢)(f):{2— ) Pettis-integrierbar fiir alle f € X.
In diesem Falle ist

(P ['sau)in=P[se)f)dn.

b) Ist S Pettis-integrierbar im tiblichen Sinn oder Bochner-integreirbar, dann auch modifiziert Pet-
tis-integrierbar, und beide Integrale sind gleich.

c) Sind S,,S, Pettis-integrierbar und 3,5, € R, so ist S=p3S + 5,5, ebenfalls Pettis-
integrierbar, und es gilt

P [Sdu=p-P [Sdp+8,-P [ dp

d) Das modifizierte Pettis-Integral ist im Falle der Existenz eindeutig bestimmt.
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Beweis:

a) Es sei S modifiziert Pettis-integrierbar. Dann existiert ein J € £[X, )] mit

FIWD)= [ £SO dn= [ £ (SN u(dw) firalle £ €Y und f€X.

Damit ist aber nach Definition des Pettis-Integrals fiir jedes (feste) f € X
J) =P [ SCNdp.

b) Die erste Aussage folgt aus der Beobachtung, dass fiir jedes T €£[X,Y]| durch
F(T)=f" (T (f )) fir alle f€)" und f€X ein beschrinktes lineares Funktional
F* e 2[X,)] definiert wird mit | f

wegen Lemma 58, Teil c).

F*

g

f || .- Die zweite Aussage folgt aus der ersten

c) Folgt aus der Linearitdt von f~ fiir alle /€ )" und der Linearitit von S,,S, und S.
d) Nach Lemma 26 gilt fiir jedes T € £[X,Y]: ist f*(T(f))=0 firalle /" €Y  und f€X, so
ist 7= 0. Hieraus folgt die Behauptung. u

Lemma 60. Es sei (2,4, ;1) ein MaBraum, (X , X) und (y, ’
sei eine Abbildung S :Q—>£[X ,y] derart gegeben, dass S(e)(f) stark messbar sei fiir jedes
feX, und dass ||S(-)

difiziert Pettis-integrierbar, und es gilt

) seien Banach-Riume. Ferner

durch eine p -integrierbare Funktion g >0 dominiert sei. Dann ist S mo-

[ fsan< fean

Beweis: Wegen [S(+)(/)||, <[SC||/], <g|/], fir jedes fe€X ist nach Satz 46 S(+)(/)

Bochner-integrierbar und damit nach Lemma 58, Teil c¢) auch Pettis-integrierbar fiir alle f € X,
mit

P [ seynan|=| [ sconan|<|s, [dn
Die Abbildung J: X —Y: [ > P f S(+)(f)du definiert damit einen beschrinken linearen Opera-
tor J € £[X, Y] mit
< [ gdp.
Ferner gilt fiiralle f* €Y und f € X
£ IO =1 [ S Ndu)= [ 1 (S0 dn
d.h. S(+) ist modifiziert Pettis-integrierbar mit

J:P*deu und ||J||:‘P*f5d,uH§fgdu,
wie behauptet. u
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Satz 47. Es sei X eine nicht-negative Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.A,P)
und T = {T ®|t> 0} eine Halbgruppe der Klasse (CO). Ferner existiere die momenterzeugende

Funktion 9, (t)=E <e’X ) fir £=mn mit einem geeigneten 7> w,, dem charakteristischen Expo-

nenten der Halbgruppe nach Lemma 45. Dann existiert fiir 7(X) das modifizierte Pettis-Integral
(Erwartungswert)

E[T(X)]=P f T(X)dP,

mit
|IE[TO]| <My (n) und  E[T(X)|f=E[T(X)f] firalle f€X.

Beweis: Nach Voraussetzung ist T (X (-)) f messbar und P-f.s. separabelwertig fiir jedes f € X,
also nach Lemma 56 stark messbar fiir jedes f € X (vgl. den Beweis zu Lemma 57). Die Aussage

ergibt sich jetzt mit Lemma 60, mit der dominierenden Funktion g = M (n)e"". u

Das zentrale Ergebnis dieses Abschnittes ist

Satz 48. Es seien X und Y nicht-negative, stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (£,.A, P) und € = {T'(r)|¢ > 0} eine Halbgruppe der Klasse (C,). Ferner

existiere die momenterzeugende Funktion v, (1) = E (e’X ) fiir =7 mit einem geeigneten 1 > w,,

dem charakteristischen Exponenten der Halbgruppe nach Lemma 45. Dann sind 7(X), 7(Y) und
T(X)oT(Y) modifizierte Pettis-integrierbar, und es gilt die "Produkt-Formel"

E[T(X)oT(Y)|=E[T(X)]cE[T(Y)].

Beweis: Wegen ¢, (1) =E (e’(X o )) =1, (1), (¢) existiert auch die momenterzeugende Funktion
von X +Y fir £ =7, womit nach Satz 47 E[T(X)oT(Y)] = E[T(X-i— Y)] als Pettis-Integral exis-
tiert. Ferner wird fiir festes f* € X™ durch

W (hy:= £ (E[T(O)|h)= f* (E[T(X)A])=E[f*(T(X)h)|, he X
Ein beschrinktes lineares Funktional 42" € X definiert mit

h*

<|

r

E[T(X)]| < My ()

r

Es folgt nun, fiir f € X und " €A™ :

T (E[TQOJE[T()] f)=h (E[T(V)] f)=E[h* (T(Y)f)|= E, [EY [/ (T(X)eT(¥) f)H
= B, |5 [ (tx 4+ 0 f)]|= [ [ £7(TCct p)f) PO (i, dv)
=E[f (T(X + V) f)|=E[f (T(X)TX)f)|= 1 (E[T(X)eT(Y)]f)
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unter Anwendung des Satzes von Fubini, woraus mit Lemma 26 die behauptete Gleichheit
E[T(X)oT(Y)] = E[T(X)]OE[T(Y)] folgt. Mit den Symbolen E, und E, wurde dabei die Integ-
ration bzgl. X bzw. Y bezeichnet. u

Satz 49. Es sei N eine nicht-negative ganzzahlige und Y eine nicht-negative Zufallsvariable auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4, P) und € ={T(¢)|¢ > 0} eine Halbgruppe der Klasse (C,).

Ferner existiere ein 1 >w,, so dass die momenterzeugende Funktion v, () =FE (e’Y ) sowie die
Komposition ¢, (¢, (¢)) fiir t=17 existiere, wobei ¢, (s)=E (SY ) die wahrscheinlichkeitserzeu-
gende Funktion von N bezeichne. Ist dann {Yk } .y cine stochastisch unabhéngige Folge von Zu-
N
fallsvariablen, die wie Y verteilt und auch von N unabhingig sind, und bezeichnet X := ZY,{, SO

k=1
ist 7(X) modifiziert Pettis-integrierbar, und es gilt

E[T(X)]|= g, (E[T(Y)))= kf;P(N ={E[TM)}',

mit der iiblichen Konvention {E [T Y )]}0 =L

Beweis: Zunichst ist ¢, (¢,(r)) die momenterzeugende Funktion von X mit ¢, (¢, (1)) < co;

damit existiert nach Satz 47 der Operator E[T(X)] in £[X,X]. Ferner gilt nach Satz 48 fiir alle
keN:

H{E[T(Y)]}" H —|E

T[zk:x,
i=1

<MY, (=M {em}
Pt
was wegen M (1) >1 auch noch fiir £ =0 gilt. Damit erhalten wir

> POV =R ET | < MY POV =B {0} = Mg, (4, () < o0,

was impliziert, dass P(N =k){E|T(Y ¢ eine Cauchy-Folge ist wegen
p y-Folg g
k=0

neN

n+m

Z:P(N ={E[Tm)}'

n+m

< ';i_jP(N =Rl | < v re =0 o) ~o

fiir n,m — oo und damit in £[X,X] gegen

kfIP(N = {E[TO)} =, (E[T(V)))

konvergiert. Fiir f € X und f* € X folgt also
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F(E[TO)f)=E[f (TX)f)]= ZP(N K)E|f

(>

S PV =k)f'|E

T3y

=/ [i P(N = k){E[T(Y)]}kf] = 1" (ex (E[TO]) £),

_ kf;p(zv — k) ({E[T(Y)]}k f)

woraus noch die Beziehung
E[T(X)|=¢, (E[T(MV)])= ZP(N {E T(Y)}

folgt. Damit ist der Satz bewiesen. u

Um nun den zentralen Darstellungssatz fiir Operatorhalbgruppen formulieren zu kénnen, bendtigen
wir noch eine etwas allgemeinere Version des Gesetzes der grolen Zahlen.

Lemma 61. Es sei {N (T)|17> 0} eine Familie nicht-negativer ganzzahliger Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.A,P) derart, dass lN (1) fiir 7 — oo stochastisch gegen eine
T

reelle Zahl ( >0 konvergiere. Ist dann {Yk }keN eine stochastisch unabhéngige Folge von Zufalls-

variablen, die wie eine nicht-negative Zufallsvariable Y mit E(Y)=y >0 verteilt und auch von
N(T)
der Familie {N(7)|7>0} unabhingig sind, und bezeichnet X(7):=) Y, fiir jedes 7>0, so
k=1
gilt:
1 1 N(7)
—X(r)=— E Y, — ¢y stochastisch fiir 7 — oo.
T T =1

Beweis: Es bezeichne A, :={N(7)>(r}, B, :={N(7)<(r} fiir 7> 0. Dann gilt

XM=Y Y+, Y. Y,—1, > Y firaler>0.
1<k<(r (T<k<N(T) ’ N(1)<k<(r
Nach dem (starken) Gesetz der gro3en Zahlen gilt fiir den ersten Summanden, falls { > 0:

— Z Y, = C— Z Y, — ¢y P-fs. fir 7— o0

T 1<k<¢r T 1<k<(r
(und damit auch stochastisch). Diese Konvergenzaussage ist aber trivialerweise auch fiir ( =0

giiltig. Fiir den zweiten Term wéhle € >0 und 0< 9 < % Dann gilt, wieder mit dem starken
8
Gesetz der gro3en Zahlen:

1 1 €+ 1 (T

— = +V)——— Y —C—> Y, = ([(+Dy—(y=Vy<e P-fs.fir 71— o0
T C‘r<k;+19)‘r (C + 19) Z ¢ T ; ¢

(und damit auch stochastisch). Damit ergibt sich:
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PnAl > Y, >e|=P

" T k=N ()

ATﬂ{l > Yk>5}

T (r<k<N(r)

=P +P

{gT<N(T)§(¢+q9)T}m{1 >y, >€}

T (r<k<n(r)

{(C+19)T<N(T)}ﬁ[l Z Y, >€}

T ¢r<k<N(r)

lZ:Yk>5

T (r<k<(c+9)r

<P

+P[1N(T)><+I9]—>O+0:0 fiir 7 — oo
T

Nach dem Vorigen und der ersten Voraussetzung des Lemmas. Fiir den dritten Summanden argu-
mentiert man analog. Damit gilt insgesamt:

1 1 1 1 .
—X(1)=— Z Yo+1, — Z Y -1, — Z Y, — (v stochastisch fiir 7 — oo,
T T ' '

1<k<(r T (r<k<N(r) " T N(ry<k<cr
womit das Lemma bewiesen ist. [ |
Lemma 62. Es sei {Z ()| 7> O} eine Familie nicht-negativer ganzzahliger Zufallsvariablen auf

einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4,P), die fiir 7— oo stochastisch gegen eine reelle Zahl

£>0 konvergiere, und T = {T ®|t> O} eine Halbgruppe der Klasse (CO). Ferner existiere ein

n>w,,  so dass fir die momenterzeugenden  Funktionen der  Ausdruck
s(n,7,) = sup{zﬁzm(n)} < oo fiirein 7, >0 ist. Dann gilt:
T>Tg

E[T(Z()|f——=T)/f fir 7— oo, firalle f€X.
D70 gy gilt unter Verwendung der Holder-
o

Ungleichung (Lemma 14) und der Eigenschaften des Bochner-Integrals fiir € € (0,1) und f € X

Beweis: Wihle ein 7, € (w,,n) und setze §:=

|E[T(zm)]r=T©11], =|E[T(2)-T©) 1], <E|[T(z)-T©)] /],
= [|r(zem)-r©) 1|, ap
_ f{ o] [7(2(r)-T(©)] f], P+ f{
< Sy gy 20 [lr©=7@) ], ap 1l
[r©)-rel,+I71. J;

rzm)-1@)]s],

|Z(m)—¢>

Z(T)—SZS}{ T(Z()|+|r©)|}dP

< sup
K7ﬂ<€

T(z(m))|aP+P(|Z(1)—¢ = e)|T ||/,

2(r)—¢><}
{[Irze) )" i
<weu (f36) + 111 P2 =€ 2 )M ()| {12 (0} +

<wen (£36) 171, P2 =€ = €)M (ng) {5} + e,

<we, (f38) |11, P(Z2(r)—¢[>¢)
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also
lim HE[T(Z(T))] £=T() fHX <wey, (f3¢) firalle e€(0,1) und f€X

und somit

lim HE[T(Z(T))] F=T() fHX =0 firalle f€X,

T—00

womit das Lemma bewiesen ist. |

Satz 50 (Stochastischer Darstellungssatz fiir Operatorhalbgruppen). Es sei T = {T @)t> O} eine
Halbgruppe der Klasse (C,) und {N(7)|7 >0} eine Familie nicht-negativer ganzzahliger Zufalls-

variablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P) derart, dass lN(T) fir 7 — o0 sto-
T

chastisch gegen eine reelle Zahl ( >0 konvergiere. Ferner sei {Yk }keN eine stochastisch unabhin-
gige Folge von Zufallsvariablen, die wie eine nicht-negative Zufallsvariable ¥ mit E(Y)=~v>0
verteilt und auch von der Familie {N ()|1> 0} unabhiéngig sind. Existiert dann ein 7> w,, so

dass fiir die jeweiligen erzeugenden Funktionen der Ausdruck

s(n,7,) = sup{go,vm (ww(n))} < oo fiirein 7, >0 ist, so gilt:
>

A

Beweis: Folgt unmittelbar aus Satz 49, Lemma 61 und Lemma 62. u

f;)T(g)f fiir T — 00, fur alle fe.)(, mit é':gfy

PN

Satz 50 erlaubt eine Vielzahl von Darstellungssitzen, die praktisch alle in der Halbgruppentheorie
bekannten Ergebnisse umfassen; vgl. PFEIFER (1984), BUTZER / BERENS (1967) oder GOLDSTEIN
(1985)). Wir zeigen hier nur exemplarisch, wie Hille’s erste Exponentialformel (Satz 44) leicht aus
Satz 50 gewonnen werden kann. Dazu betrachten wir einen homogenen Poisson-Prozess

{N (r)|T> 0} mit Parameter £ > 0 (fiir Details sieche z.B. das Skript STOCHASTIK, Kapitel IV), fiir

den die Voraussetzung von Satz 50 mit ¢ = ¢ erfiillt ist, sowie die konstante Zufallsvariable ¥ =1.
Da fiir jedes 7> 0 die Zufallsvariable N(7) eine Poisson-Verteilung mit Parameter 7& besitzt,
folgt

s01,70) = 5up{ oy, (. ()} = sup{exp (7€ (v, () —1))} = sup{exp(7¢ (e ~ 1))}

T>Tg T>Tg

< sup{exp(&yel”)} = exp(fne”“’) <o

T>T)
mit beliebigem 7, > 0. Es folgt nun

T(©f =s-limgy,

T—00 T—00

E[T[%”]f — 5- lim exp[fT

)

fiir 7 — oo und fiir alle f € X, was gerade der Aussage des Satzes 44 entspricht.

]f =s-limexp(&4,,,) f,
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I1. 3. Spezielle Halbgruppen

In der Stochastik spielen Halbgruppen von Operatoren eine wichtige Rolle, insbesondere bei den so
genannten (homogenen) Markoff-Prozessen. Darauf gehen wir in Abschnitt II. 3.3. noch einmal
gesondert ein. Vor allem in der Stochastischen Finanzmathematik, wo der Wienerprozess eine fun-
damentale Rolle fiir die Beschreibung von Aktienkursen und die Bestimmung von Preisen fiir De-
rivate in stetiger Zeit spielt, werden Methoden der Halbgruppentheorie — neben der Stochastischen
Integration — verstdrkt eingesetzt. Fiir weitere Darstellungen in Bezug auf Markoff-Ketten und
-Prozesse siche auch CINLAR (1975), KARLIN / TAYLOR (1981), Ross (1996) oder APPLEBAUM
(2004).

I1. 3.1. Die Poisson’sche Faltungshalbgruppe

Als Vorstufe zu den Halbgruppen, die bei Markoff-Prozessen wichtig sind, wollen wir zunéchst
zwei Typen so genannter Faltungs-Halbgruppen studieren; in diesem Abschnitt betrifft dies insbe-
sondere Zufallsvariablen mit diskretem Zustandsraum. Dazu bezeichnen wir hier leicht abweichend

g

31

mit ¢' den Banach-Raum aller Folgen f € RZ mit || f ||1 = i < 00.

n=0

Definition 57 (Faltung). Fiir f,g € /' ist die Faltung f * g als Folge definiert durch

(f xg)k) = Zf(j)g(k—j) ZZf(k—j)g(j), keZ".

Lemma 63. Der Banach-Raum /' ist abgeschlossen gegeniiber der Faltungsbildung, d.h. es gilt

frgc/t firalle f,gc /'
mit

|7+l Il lel» 78 €2
Ferner ist die Faltungsoperation kommutativ und assoziativ.

Beweis: Es ist fir k€ Z"

|(f *g)(k)|:=

>_T(Dgle=p| <3 || |gtk =)

und somit

Sl ) < SN etk — = S Gtk — =SSN etk )

k=0 j=0 0<j<k

=51 Sleh - D=3l =lel 317 = 1 el

fiir alle f,g € ¢'. Die Kommutativitiit ist unmittelbar einsichtig, die Assoziativitit folgt so:

3! D.h. wir beginnen hier die Indizierung der Folgen mit 0 statt mit 1.
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(f*g)*h(k):Z(f*g)(J)h(k )= ZZf(l)g(J—l)h(k J= ZZf(l)g(J—l)h(k J)
:ZZf(l)g(J—l)h(k = ZZf(l)g(J)h(k J—i= Zf(l) (g*h)(k—i)
= f*(gxh)(k)

firalle f,g,hel', kcZ". [ |

Durch die Faltung mit einem (festen) Element f € ¢' wird also ein linearer beschriinkter Operator

T, ¢ S[EI,ZI] definiert vermoge

T,g=fxg, g€/ mit HTfH:

denn nach Lemma 63 gilt jedenfalls HT f” < || f

.» und fiir die spezielle Wahl g = (1,0,0,0,...) € ('

ergibt sich noch wegen 7,g = fxg= f: HngH1 = ”f”] :

In der Stochastik spielt die Faltung eine wesentliche Rolle bei Summen unabhingiger Zufallsvari-
ablen, wie das folgende Ergebnis zeigt.

Lemma 64 (Summen unabhéngiger Zufallsvariablen). Es seien X und Y stochastisch unabhéngige
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4, P) mit Werten in Z*. Dann sind die

Folgen f, :={P(X =k)} und f, :={P(Y =k)} ,. Elemente von (' mit ||/, | =]f] =1
und es gilt

kez*
fX+Y = fX * fY'
Beweis: Es gilt

fM(k):P(XJrY:k):ijP(X:i, Y:k—i)zzk:P(X:i) P(Y =k—1i)

:fo(i) fy(k_i):fx *fy(k)

fiiralle k€ Z". [
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Lemma 65 (Poisson-Verteilungen). Sind unter den Voraussetzungen von Lemma 64 die Zufallsva-
riablen X und Y Poisson-verteilt mit P* =P(\), P’ =P(x) mit A, pu>0,* so ist auch X +7Y

Poisson-verteilt mit P*™" = P(\+ p).
Beweis: Wir verwenden wahrscheinlichkeitserzeugende Funktionen, d.h.

00 o) k
0, ()= E(tX) => " P(X=k)= eAZ% =V teR.
k=0 k=0 .

Dann gilt
Doy (t)= E<tX+Y) _ E<IX>E<IY) — D =) e(Am)(H), tER,

woraus durch Reihenentwicklung die Behauptung folgt. u

Fiir das Folgende verwenden wir der Einfachheit halber die abkiirzende Schreibweise

p, = f, fir eine Poisson-verteilte Zufallsvariable mit P* = P()\), A > 0.

Satz 51 (Poisson’sche Faltungshalbgruppe). Fiir jedes A > 0 wird durch
T/\(t)f = p)\[ *fa t Z O

auf dem Banach-Raum /' eine Operator-Halbgruppe der Klasse (CO) definiert. Diese besitzt den

beschriankten infinitesimalen Erzeuger
A=XB-1)
mit dem Shift-Operator B, definiert durch®

f—1), keN

fir fer'.
0, k—o N/

Bf (k) = 1
Diese Halbgruppe wird auch als Poisson sche Faltungshalbgruppe bezeichnet.

Beweis: Nach Lemmata 63 und 65 gilt zunichst
T+ =P * = (P #P )5 S = 0o kb * [ =y (0 + /)= T[T f], 120, fel.
Dies ist die Halbgruppen-Eigenschaft. Ferner ist

T(0)f =p,xf=¢,xf=f firalle fe/.

Die Stetigkeitseigenschaft ergibt sich z.B. so: es ist

2 Fiir A = 0 entspricht die Poisson-Verteilung definitionsgemiB der Einpunktverteilung g, im Nullpunkt. Wir werden

zur Vereinfachung hier und im Folgenden die Einpunktverteilungen im Punkt k£ € Z™ mit dem k-ten Einheitsvektor
(0,-++,0,1,0,---) € ¢' identifizieren.
3 Dies ist gerade der (zweite) Shift-Operator S aus Beispiel 9.

144



o0 f - 1], = ize v (”) f() 70| =1 —e*”)lf(O)|+f:Ze v W) jf() NG
g(l—e”)If(o>|+(1—e”)f?lf(k)l+i e W) _’ U )‘

VAN

(=)l 3

=0
<(1—e™)| 1], + )3
<(1=e)Irl + oy % 1], < (1 —e )1,

= (k+1-

Yo I >‘

e (Ar) ] f( )‘

Jj=

fiir alle >0 und f € /', woraus s-ligl”ﬂ (t)f—f”1 =0 folgt.
t

Eine einfachere Argumentation, die zugleich den Rest der Aussage beweist, ist folgende: die Ope-
ratoren —Alund AB sind beschrinkt, also erzeugen sie jeweils eine Halbgruppe der Klasse (CO),

nimlich U,(t)=e ™ =e™ und V,(t)=¢e" fiir t>0. Dann ist aber auch das Produkt
W, (t):=U,(t)oV,(t)y=e Ve fiir t>0 eine solche Halbgruppe, da U,(t) und V,(¢) fiir alle
t > 0 kommutieren. Es ist leicht zu sehen, dass gilt:

W, (l)f — e—/\te)\zB i -\t ()\t) i —\t ()‘t) f)
)

_[z - A

k=0

]*f p*f

fiir >0 und f € /', so dass in der Tat W, (¢) =T, (¢) fiir alle t >0 gilt, diese beiden Halbgruppen
wegen der Eindeutigkeit des Erzeugers also identisch sind. Damit ist der Satz bewiesen. |

Die Faltungsoperation auf ¢' kann auch durch eine Matrixoperation beschrieben werden. Wihlen
wir namlich fiir f € ¢' die (unendlich-dimensionale) quadratische Matrix

SO SO f2) fO)
0 SO SO f©2)
I,= 0 0 f0O) fQ)
0 0 0 f(0)

und fassen wir die Folgen g € /' als (unendlich-dimensionale) Zeilenvektoren auf, so gilt in die-
sem Sinne auch:

frg=gxf=g 1, =f-1, firalle f,ge/.
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Die Poisson’sche Faltungshalbgruppe kann daher auch dargestellt werden als
T f=/10, =1, t>0, fel

-

e Aed Z—e?
2

mit 1T, = 0 e Ae™

0 e

Die (auch nicht-ganzzahligen) Potenzen II| besitzen dabei die Darstellung

oo Lk
[T, =@ = —'Qf fiir £ >0
k=0 v+
mit der so genannten Fundamentalmatrix™*
-2 A 0 0
0O A2 X 0

0,=/0 0 -\ A
0 0 0 -\

Die Poisson’sche Faltungshalbgruppe spielt eine wichtige Rolle u.a. bei der Approximation von
Summen unabhéngiger, aber ggf. unterschiedlich binomialverteilter Zufallsvariablen durch Pois-
son-verteilte Zufallsvariablen. So kann im Sinne der Faltung die Binomialverteilung B(1, p) mit

dem Faltungs-Operator I+ p4 mit dem infinitesimalen Erzeuger 4 aus Satz 51 (fiir A =1) identi-
fiziert werden. Sind nun X,---,.X, stochastisch unabhéingige Zufallsvariablen mit P* = B(1, p,)

mit p,,---,p, € (0,1), so kann die Verteilung von ZX , mit dem Faltungs-Operator H(I + pl.A)

i=1 i=l

identifiziert werden, der seinerseits durch den Faltungs-Operator exp{[z pi]A} approximiert
i=1

werden kann. Eine Abschiitzung des entsprechenden Abstands in der /' -Norm fiihrt dann im Sinne

von Beispiel 2 Teil a) zu einer Abschitzung des Totalvariationsabstands zwischen den involvierten

Verteilungen, die z.B. in der Personenversicherungsmathematik (einjdhrige Wahrscheinlichkeits-

verteilung fiir die Anzahl der Versicherungsfille bei altersgemischten Kollektiven) eine wichtige

Anwendung findet.

3* Die wird in Abschnitt II. 3.3 im Rahmen der Markoff-Prozesse deutlicher, wo H; die Rolle der #-Schritt-

Ubergangsmatrix fiir den homogenen Poisson-Prozess spielt.
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I1. 3.2. Die Brown’sche Faltungshalbgruppe

In diesem Abschnitt behandeln wir eine Faltungs-Halbgruppe, die im Zusammenhang mit stetig

verteilten Zufallsvariablen steht und daher auch einen anderen Banach-Raum als ¢' bendtigt. Wir
arbeiten hier mit dem schon bekannten Raum UCB(R) der gleichmiBig stetigen und beschrinkten

Funktionen auf R, es sind aber auch andere Ridume denkbar (vgl. BUTZER / BERENS (1967) oder
GOLDSTEIN (1985)).

Definition 58 (Faltung II). Fir /€ L' (R,B,m)* und g € UCB(R) oder g€ L'(R,B,m) ist die
Faltung f x g als Funktion definiert durch

(f *xg)(x) 2=ff(y)g(x—y)m(dy) fir x e R.

Lemma 66. Die Faltung im Sinne von Definition 58 besitzt folgende Eigenschaften:

UCB(R) UCB(R)

. 1
f*gE{Ll(]R,B,m) firalle f € L' (R,B,m) und g€ I (R,B,m)

mit
|/ #&lyes <I7 1 lglycs - /€L (R.B.m), g €UCBR) bzw.

|7+l <171, s

o f.geLl (R,B,m).

Ferner ist die Faltungsoperation assoziativ in folgendem Sinn:

UCB(R)

(fxg)xh= f*(gxh) firalle f,g €L (R,B,m), he{E(Rijm).

Beweis: Es ist im ersten Fall

(/=@ < [1FOlleCe=plm@y) <lgle, [1FONm@) =712l

woraus ||/ g||,., <|I/],|€l.es> /€L (R,B,m), g €UCB(R) folgt. f*g ist auch gleichmiBig
stetig, denn sei € > 0, dann existiert ein ¢ > 0 mit der Eigenschatft:

|x—y| <6 = |g(x)—g(y)| <e firalle x,yeR.
Dies impliziert ferner:

=y <8 = [fre)—frew)|< [|fG)lgx—2)- v —2|mdn) << [|f(2)mdz) <e|f]]

<e

fiir alle x,y € R, d.h. die Faltung ist gleichmiBig stetig. Im zweiten Fall argumentiert man so:

3 Hier bezeichnet wie iiblich B die Borel’sche o-Algebra iiber R und m das zugehorige Lebesgue-MaB.
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[l +@fm@ < [ [1rolle—nm@)m@) = [|fo)] [let—y|mid) md)

—00 —0O0

1 3

_ f 11O f |lg(0)|m(ax) m(dy) = | £]| [l

woraus ||/« g, <| /]|l f>-g €L (R,B,m) folgt.

Die Assoziativitit ergibt sich dhnlich wie in Lemma 63 aus

o

(£xg)xhx) = [(fg)Mhx—ymd) = [ [ f(2)ey—2)h(x—y)m(dy) m(dz)

—00 —00 —O0

= [ 1@ [er—ahx=m@d)m@d2) = [ 1(2) [ () hx—y—2)m(dy) m(dz)

= [ [ 1&g htc—y—2ymd)m@dz) = [ f(z)(g+h)(x—z2)m(dz) m(dy)

= fx(g*h)(x)
fiir alle f,g € L' (R, B,m), h € UCB(R), weil hier einerseits f *g € L' (R, B, m) und 2 € UCB(R),
andererseits /' € L' (R,B,m) und gxh € UCB(R) ist; im Fall f,g,h€ L' (R,B,m) ist dic Aussage

analog. Damit ist das Lemma bewiesen. |

Auch hier wird durch die Faltung mit einem (festen) Element fecL'(R,B,m) fir
X=L(R,B,m), ))E{Ll (R,B,m), UCB(R)} ein linearer beschrinkter Operator 7, € £[V,)]

definiert vermoge

T.g=fxg, g€) mit HTfH§”f||1

Ahnlich wie in Lemma 64 kann auch hier gezeigt werden, dass f *g eine Lebesgue-Dichte der
Summe unabhéngiger reeller Zufallsvariablen X,Y ist, wenn X die Dichte f und Y die Dichte g
besitzt.

Fiir das Folgende verwenden wir die in der Stochastik iibliche Bezeichnung

(x—p)’
207

quJZ(x):: , xeR

2

exp[_
2no

fiir die Dichte der N/ ( i 02) -Normalverteilung, mit 1 € R und o> > 0. Klarerweise gilt:

P, € L (R,B,m)NUCB(R).
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Lemma 67 (Normalverteilungen). Fiir die Dichten der Normalverteilung gilt:

_ . 2 2
o2 ¥P, 2 TP 2 firalle y,v €R und o°,7° >0,

d.h. sind X und Y stochastisch unabhiingige normalverteilte Zufallsvariablen mit P* = N (u,02>,
P = N(V,Tz), so ist X +Y ebenfalls normalverteilt mit P** = N(,u +uv,0° + 7'2).

Beweis: Wir verwenden momenterzeugende bzw. charakteristische Funktionen, d.h.

(x—p)’

2

dx

20

v, ()= E(e’X) = fe”‘gowz (x)dx = \/271T7 fe”c exp

—00
2 2
ut+to°/2
e

2 2

(x—p—0o’t/2) t'o

207

, teR.
270’

—00

]dx = exp[,ut+

Die charakteristische Funktion (Fourier-Transformierte) ergibt sich hieraus durch Ubergang von
t € R zum komplexen Argument it € C.

Damit gilt

Vyy(O)=E (et(ﬂy)) =E£ (etX>E (ety> = exp[ut + tzgz ]eXp [w + tzsz ]

t? <02 +72>

=exp|(u+v)t+ , tER,

woraus die Behauptung folgt, weil sich die Varianzen unabhéngiger Zufallsvariablen addieren. H

Satz 52 (Brown’sche Faltungshalbgruppe). Fiir jedes Paar p € R, o? >0 wird durch
T;l,ﬂz (t)f = gp—ut,azt * f’ t > O und Tu,az (O)f = f

auf dem Banach-Raum UCB(IR) eine Operator-Halbgruppe der Klasse (CO) definiert. Diese besitzt

den unbeschrinkten infinitesimalen Erzeuger

2
g
Af = uf'+7f", f€D(A)={f €UCB(R)|f"cUCB(R)}.
Diese Halbgruppe wird auch als Brown sche Faltungshalbgruppe bezeichnet.

Beweis: Die Halbgruppeneigenschaft folgt unmittelbar aus Lemma 67. Zum Nachweis der Stetig-

keit zeigen wir zunéchst: Ist X, eine normalverteilte Zufallsvariable mit P* = A/ (ut,azt), so gilt

T .0f(®)=¢ , . xf()=E(f(x+X,)), 1>0, f €UCBR), xR.*

ut ot

3% Hier gilt wie bei der Poisson-Verteilung per Konvention A (0, 0) =€q-
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Es ist ndmlich wegen der Symmetrie der Dichte der Normalverteilung N (0, 0'21‘) um Null:

t,0°t

E(f(x+X))= [ fx+2)0, @)= [ f(x+ptt2)g, ()dz= [ f(x+pt+2)e, . (~2)dz

= [ fatp=2¢, @t = [ fx=2p, (Ddz=¢ . *[(x)
=T _.(0f(x)

11,0

firalle >0, f €UCB(R), x € R. Auf Grund der Definition der Operatoren gilt die Gleichung
T . 0f@)=E(f(x+X,)
auch fir t=0, fcUCB(R), xe€R, weil X, =0 fast sicher ist. Sei nun f € UCB(R) und € > 0.

Dann gibt es ein 6 > 0 mit der Eigenschaft:
lx—y[<é = |[f(x)— f(y)|<e firalle x,yeR.

Fir >0 seinun C, = {|X ,| <6 } Es folgt mit der Markoff-Ungleichung fiir beliebiges x € R :

T .Ofx)—f (x)\ =|E(f (x+X,) = fG|=|E(f (x+ X))~ f(0))| S E|f (x+ X,) = £ ()
SE(\f(erXt)—f(x)‘.]lq)+E(\f(x+)(t)_f(x)‘.]lq)

E th 2 2,2
<ot P12 0) e 2y 2 < 42, T o

UCB UCB

fiir gentigend kleines # > 0, gleichméBig in x € R. Daraus folgt aber

T# (O f— fH <2e fiir geniigend kleines ¢ > 0,
7 UCB
womit die Stetigkeitseigenschaft gezeigt ist.

Fiir die Herleitung des infinitesimalen Erzeugers sei nun f € D(A4) mit der obigen Definition von
D(A). Nach dem Satz von Taylor gilt dann fiir x,h € R:

f(X+h):f(X)+hf'(X)+h7f"(X+§(x,h))

mit einem geeigneten (messbaren) Zwischenpunkt &(x, /) € [—|h h” Es folgt

2

T O @)= F@) = E(f (3 X,) = £(0) =2 E(X,) 1)+ B S f (-6, X))

1o

2 2

= f )+ T £+ B ([ (0 X)) - 1)

und somit
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2
B 1
< 7”/[ ”UCB + 2_tSY1€lHI§E<X’2

H%(Tﬂ,az(t)f—f)_uf'—%f" (X))~ £1)

UCB

Mit einem Argument dhnlich dem zuvor und den dort verwendeten Bezeichnungen lésst sich aber
zeigen, dass auf Grund der gleichméBigen Stetigkeit von f und wegen |§(x,X t)| < |Xt| sowie der

Hoélder-Ungleichung (Lemma 15)
S+ €0 X))~ ] < E(X2]f (6 €00 X)) = £ O )+ 2 E(Xf 1. )

<t(o”+ )+ 2] /e E (X E (1

<t(0? + 2t ) e+ 2| oy VM H 601707 +30°

E(x}

E(X;)

62

2t 2t2
24350 —\'J;r” < et

fiir gentigend kleines 7 > 0, gleichmdBig in x € R ist, woraus

=t (02 + ,uzt) e+ 2||f"||UCB \/tz,u4 +6tp’o

2

Af:s-nml(T Z(t)f—f):ufur%f" fiir £ €D(A)

110 f\ o

folgt. Der Satz ist damit bewiesen. u

Die Brown’sche Halbgruppe spielt eine zentrale Rolle in der mathematischen Physik, insbesondere
der Physik der Diffusionsprozesse und der Wirmeleitung, sowie der inhaltlich verwandten Sto-
chastischen Finanzmathematik (vgl. insbesondere BUTZER / BERENS (1967), GOLDSTEIN (1985) oder
ETHERIDGE (2002)). Sie ist damit insbesondere geeignet, Losungen flir bestimmte partielle Diffe-
renzialgleichungen zweiter Ordnung zu bestimmen. Betrachten wir etwa die Differenzialgleichung
fiir eine Funktion u von zwei Variablen (Ort x und Zeit ¢)

o O?

e u(x,t) mit der Anfangsbedingung u(x,0)= f(x)
X

0 0
—u(x,t) = u—u(x,t)+
o (x,0) = p W (x,7)
fiir eine Funktion f € UCB(R), mit reellen Konstanten ;€ R und o > 0. Solche Differenzial-

gleichungen hat schon Albert Einstein 1905 in einer seiner drei beriihmten Arbeiten aus jenem Jahr
studiert und ihre Losung in einer Form angegeben, die dem heutigen moderneren Standard durch-
aus entspricht.”’ Mit dem Ansatz

u(r,) =T, .(0f(x), t>0, xR
kommen wir hier ndmlich zum Ziel: nach Lemma 50 und Satz 52 gilt ja gerade

2 2

0 d 0 o 0
Sulen =T (0] @)= A(T_.(0f )= pule.)+ 7 u(x.o),

11,0

mit u(x,0)= T# 2 (0)f(x)= f(x), wie gewiinscht.

37 Tatséchlich hat schon L. Bachelier im Jahr 1900 an diesem Problem gearbeitet; vgl. den entsprechenden Hinweis im
Vorwort der Monographie von ITO / MCKEAN (1974). Seine Arbeit "Théorie de la spéculation" befasste sich {ibrigens
als erste mit der Modellierung von Aktienkursen.
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I1. 3.3. Markoff’sche Halbgruppen

Die Ausfithrungen der vorigen beiden Abschnitte haben einen natiirlichen Zusammenhang mit den
so genannten homogenen Markoff-Prozessen der Stochastik, insbesondere dem homogenen Pois-
son-Prozess, der ja schon bei den stochastischen Darstellungssétzen fiir Operatorhalbgruppen eine
wesentliche Rolle spielte, und dem Wiener-Prozess (auch Brown’sche Bewegung genannt). Wir
wollen deshalb in diesem letzten Abschnitt noch kurz darlegen, wie der allgemeine Zusammenhang
zwischen (homogenen) Markoff-Prozessen und den zugehorigen Halbgruppen aussieht. Fiir den
benotigten Hintergrund in Bezug auf bedingte Wahrscheinlichkeiten bzw. ihrer abstrakten Verall-
gemeinerung als bedingte Erwartungen sei auf das Skript STOCHASTIK, Kapitel I1.8 oder die Mono-
graphie von BREIMAN (1968) verwiesen.

Unter einem Markoff-Prozess versteht man allgemein einen Stochastischen Prozess {X > 0} auf

einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P) mit Werten in R, fiir den gilt:
P ( « |o{X,,0<u< s}) =ph ( .| O'{XS}) fir 0 <s <t fast sicher,

d.h. das zukiinftige stochastische Verhalten des Prozesses hiangt beziiglich der Vergangenheit im-
mer nur vom letzten bekannten Zustand und nicht von der Entwicklung davor ab. Der Prozess ent-
scheidet sich also beziiglich seiner zukiinftigen Entwicklung zu jedem Zeitpunkt ,,spontan‘, wobei
die Entwicklung nur von aktuellen Zustand abhingt, unabhéngig davon, wie der Prozess aus der
Vergangenheit heraus in diesen Zustand gelangt ist. Der Prozess heiflt dariiber hinaus (zeitlich)
homogen, wenn fiir die bedingten Verteilungen gilt:

P (o |o{X,,})=P%(+|o{X,}) firalle 0<s<t und 7>0.

Insbesondere gilt damit
PU( o {X p) =P (- lo{Xo}).

Unter gewissen Regularititsbedingungen an die Ubergangswahrscheinlichkeiten des Prozesses und
der Existenz rechtsstetiger Pfade des Prozesses erhélt man dann eine typische Halbgruppe der Klas-

se (C,) durch die Setzung™
T(0)f(x)=E[f (X,)| X, =x]= ff(y)PX’ (dy| X, =x) fir >0, x€R und f €UCB(R).
Die Halbgruppeneigenschaft ergibt sich dabei so: es ist
T[T f )0 = [T ()P (| Xy =x)= [ [ £(2)P*(dz] X, = y) P*(dy] X, = x)
= [ [ 1Pz X, = y) PX(dy| X, = %)
= [ [ 1P (@] X, = 3, X, = x) P*(dy| X, = %)
= [ [ 1@ PN dz,dy | X, = x) = [ f(2) PY(dz] Xy = x) = T(s+1) f (x)

fir t>0,x€R und f €UCB(R) (zur Umrechnung der Integrale vgl. etwa das Skript zur STO-
CHASTIK, Satz 48). Die gleichmédBige Stetigkeit von f/ und die

¥ Nach dem Faktorisierungssatz fiir bedingte Erwartungen (die bedingte Wahrscheinlichkeiten als Spezialfall enthal-
ten) unter den von Zufallsvariablen X erzeugten o-Algebren o {X } ist stets £ ( o|o {X }) = g(X) fiir eine geeignete

messbare Abbildung g, der so genannten Faktorisierungsfunktion. Unter E ( | X = x) wird dann gerade g(x) selbst

verstanden.
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Rechtsstetigkeit der Pfade liefern dazu die (CO ) -Eigenschaft, denn es gilt trivialerweise

T(0)f(x)=E[f (X,)| X, =x|= f(x), xR

Beispiel 33 (homogener Poisson-Prozess). In der Standard-Form ist der homogene Poisson-Prozess

ein Markoff-Prozess mit stetiger Zeit und dem abzihlbaren Zustandsraum S=Z". Die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten sind gegeben durch die stochastischen Matrizen (vgl. Seite 146 oben)

-t M e—)\t ()‘l‘)2 e—/\t

e

=
I

' 0 ef)\z Ate*)\l :[ﬂ-ii(t;)\)]i,fez+ mit WU(I,A):P(Xt :]|Xo :i)’ iajEZ+.
0 0 e . ‘

Eine Realisierung des Prozesses erhélt man dadurch, dass man in einem Anfangszustand i € Z"*
beginnt und jeweils nach einer mit Parameter A\ >0 verteilten ,,Wartezeit vom aktuellen Zustand

keZ" in den Zustand k+1€Z" wechselt, und so fort. Die Wartezeitenfolge ist dabei sto-
chastisch unabhéngig.

Fasst man hier eine Folge f € /™ als (unendlich-dimensionalen) Spaltenvektor auf, so ergibt sich
die diskrete Version der oben eingefiihrten Prozess-Halbgruppe gerade zu

T,(0)f (x) = E[ £ (X,)| X, = x|=(TT} - /) (x) fiir x€Z".
Der infinitesimale Erzeuger ist hier wieder gegeben durch die Fundamentalmatrix
-2 A 0 0
0O -2 X 0

0,=[0 0 —x A
0 0 0 -\

vermoge Af =0, f, f €™, oder in expliziter Form: Af(x)= )\[f(x—i—l)—f(x)], x € Z".Man
beachte, dass die stochastischen Matrizen IT) also zwei unterschiedliche Halbgruppen induzieren,
nidmlich zum einen die im vorigen Abschnitt vorgestellte Faltungshalbgruppe (bei Linksmultiplika-

tion mit einem Zeilenvektor aus ('), zum anderen die hier besprochene Markoff’sche Prozesshalb-
gruppe (bei Rechtsmultiplikation mit einem Spaltenvektor aus ()1

Eine Verallgemeinerung des homogenen Poisson-Prozesses auf den Zustandsraum R erhdlt man
nun leicht, wenn die Sprunghdhen der GroB3e 1 beibehalten werden, man aber erlaubt, dass der Pro-
zess in einem beliebigen reellen Zustand x € R startet. Dann gilt analog

T.(0)f(x)=E|f(X,)| X, =x]=E[f(x+7))] fiir t >0, xeR, f€UCBR),

wobei hier {K |t > 0} einen Standard-Poisson-Prozess mit Zustandsraum S =Z" und Anfangszu-

stand Null bezeichne. Man erhélt hier durch direkte Rechnung

** Es handelt sich hierbei um so genannte duale Halbgruppen; vgl. BUTZER / BERENS (1967), Abschnitt 1.4.
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(>\t)

T(Of®)=E[f(x+7,)|= *”Zf( , t>0,xeR, feUCBR),
woraus sogleich auch

k k-1

VLD 4> flat b

L0700 ()] =

— A\t

e M f(x4D)—1=¢

f(x)+0(t),

gleichmiBig in x € R, folgt, was wieder zu dem (beschrinkten) infinitesimalen Erzeuger (Differen-
zenoperator)

Af () =A[f(x+1) - f(x)], x€R firalle € UCB(R)
fiihrt.

Beispiel 34 (homogener Wiener-Prozess). In der Grundform ist der homogene Wiener-Prozess
{X > 0} ein Stochastischer Prozess mit unabhéngigen, stationdren, normalverteilten Zuwéchsen

mit Varianz ¢ fiir die Zeitperiode 1, der im Zustand Null startet. Seine Kovarianzen sind damit
durch Kov(X,,X,)=0’min(s,) fiir s,:>0 gegeben. Es ist also insbesondere P = /\/(O,azt).
Man kann zeigen, dass es Versionen des Wiener-Prozesses gibt, die stetige Pfade besitzten, was
aber keine triviale Forderung ist, da dies z.B. schon nicht mit der Messbarkeit beziiglich der (sogar
iiberabzéhlbaren) Produkt-o-Algebra vereinbar ist. Eine besonders schone explizite Konstruktion

des Wiener-Prozesses geht auf Reihenentwicklungen beziiglich bestimmter Orthogonal-Systeme
zuriick, sieche etwa BREIMAN (1968), Proposition 12.14 und ITO / MCKEAN (1974), Section 1.5,

Problem 3. In leicht abgewandelter Form sieht diese Konstruktion iiber dem Zeitintervall [O, T ] mit
T >0 so aus:

Es sei {Yn} eine unabhingige Folge N (0,1) -verteilter Zufallsvariablen. Dann wird durch

W= gl J—;n'

nez?

n’

]Y 0<t<T

ein Standard-Wiener-Prozess (d.h. mit o°> =1) definiert. Einen Wiener-Prozess mit beliebiger Va-

rianz o > 0 und beliebigem Anfangszustand x € R erhilt man hieraus z.B. durch die Transforma-
tion X, =x+oW,, t >0. Durch weitere Addition des Terms pf erhélt man den so genannten Wie-

ner-Prozess mit Drift p € R.
Die zugehorige kanonische Halbgruppe hat — inklusive Driftterm - die Form

ROYAEY =E|f(X,)|X,=x|=E|f(x+2,)| fiir t>0, xR, fe€UCBR),

wobei {Z > 0} einen Wiener-Prozess mit Drift bezeichne, der im Nullpunkt startet. Damit ergibt
sich exakt die Halbgruppe aus Satz 52, weil hier P* = N/ ( ut, 021) fiir £ >0 gilt.
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