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Einleitung

Dies ist das Skript zur Vorlesung ,Differentialgeometrie’, die ich erstmalig im Wintersemester 2008/2009
und dann wieder 2012/2013 und 2015/2016 an der Universitdt Oldenburg gehalten habe. Dies ist eine
erste Einfithrung in die Differentialgeometrie. Sie richtet sich an Hoérerinnen und Hoérer etwa ab dem
funften Studiensemester.

Worum geht es in der Differentialgeometrie? Geometrie ist das Studium von ,Figuren’. Z.B. kennt man
aus der Schule die Geometrie der Dreiecke, Vierecke oder Kreise, aus der linearen Algebra die Geometrie
der Geraden, Ebenen, allgemeiner der linearen oder affinen Unterrdume eines Vektorraums. Die in der
Differentialgeometrie untersuchten Figuren sind, allgemein gesprochen, Riemannsche Mannigfaltigkeiten.
Die wichtigsten Exemplare hiervon sind zunédchst die Kurven in der Ebene oder im Raum, dann die (mog-
licherweise gekriimmten) Flichen im Raum, dann deren hoherdimensionale Verallgemeinerungen, d.h.
die Untermannigfaltigkeiten des IR". Der Begriff ,Riemannsche Mannigfaltigkeit ist dann eine Abstrakti-
on, welche die fiir die Geometrie (genauer die innere Geometrie, siehe unten) wesentlichen Eigenschaften
dieser Untermannigfaltigkeiten erfasst und die unwesentlichen weglésst.

Hier sind einige Fragen, auf die wir in der Vorlesung Antworten finden werden.

(1) Was bedeutet Kriimmung? Zumindest fiir Kurven hat man eine anschaulichen Vorstellung davon,
was stark oder weniger stark gekriimmt bedeutet. Fiir Flichen wird es komplizierter, da sie in ver-
schiedenen ,Richtungen’ verschieden stark gekriimmt sein konnen, z.B. ist der Zylinder (womit die
Zylinderoberflache ohne oberen und unteren Deckel gemeint sei) entlang einem Querschnittskreis
gekriimmt, nicht aber entlang einer Mantellinie.

Wie fasst man das mathematisch? Das heifst, wie kann man Kriimmung quantifizieren? Wie berech-
net man die Kriimmung fiir die verschiedenen Arten, auf die eine Kurve oder Fliche gegeben sein
kann (als Graph oder mittels einer Parametrisierung oder als Niveaumenge)?

(2) Kartographen wissen seit Jahrhunderten, dass es unmdoglich ist, verzerrungsfreie Landkarten von
der Erde (oder auch nur von beliebigen Teilgebieten der Erde) zu zeichnen. Verzerrungsfrei heifst
hierbei, dass alle Langen in derselben Proportion korrekt wiedergegebenen werden, und eine Land-

karte soll nattirlich auf einem Blatt Papier, also einem Gebiet in der Ebene, gezeichnet sein.

Fiir Gebiete auf einem Zylinder gibt es dagegen verzerrungsfreie Landkarten (zumindest fiir solche
Gebiete, die gentigend klein sind, z.B. eine feste Mantellinie nicht treffen).

Was macht den Unterschied zwischen Sphére (= Erdoberfldche) und Zylinder? Wie sieht man einer
beliebigen Flache an, ob sie verzerrungsfreie Landkarten zulésst?

(3) Wie bestimmt man die kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte auf einer gegebenen Fldche, die
ganz innerhalb der Flache verlduft?

(4) Was ist der gekrimmte Raum, der zentrale Begriff der allgemeinen Relativitdtstheorie, den wohl
jeder schon einmal gehort hat?

Die Kriimmung ist der zentrale Begriff der Differentialgeometrie. Wie wir sehen werden, bildet die
Kriimmung auch den Schliissel zu Frage 2) — jedoch nicht die volle Kriimmungsinformation der Fléche,
sondern nur ein Teil davon, die sogenannte Gauf3-Kriimmung,.



Das vorliegende Skript gliedert sich in drei Teile: Kurven (Kapitel 1), Flachen (Kapitel 2 und 3) und
Riemannsche Mannigfaltigkeiten (Kapitel 4). Bei den Kurven und Flachen nehmen wir meist an, dass
sie in der Ebene (Kurven) oder im dreidimensionalen Raum (Kurven oder Flichen) liegen, daher ist die-
ser Teil sehr anschaulich. Diese Theorie wird oft als ,Elementare Differentialgeometrie’ bezeichnet. Vieles
hiervon lésst sich leicht auf Kurven im R” und auf allgemeine Hyperflachen (also (n — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeiten des R") verallgemeinern. Die Theorie der Riemannschen Mannigfaltigkeiten, oft
,Hohere Differentialgeometrie’ genannt, braucht man z.B. zur Beantwortung der Frage 4), und sie stellt
auch die Basis fiir die Verbindung zu anderen Teilen der Mathematik, z.B. der Theorie der Lie-Gruppen
(eine spannende Verbindung zur Algebra) her. Im Prinzip ist es moglich, direkt mit der hoheren Diffe-
rentialgeometrie anzufangen. Ich halte das jedoch fiir wenig sinnvoll, da viele dort eingefiihrte Begriffe
durch die Uberlegungen fiir Kurven und Flachen erst motiviert sind.

Die Theorie der Flachen gliedert sich in zwei Teile. Im ersten Teil tiberlegen wir uns, wie wir sinnvoll
einen Kriimmungsbegriff definieren kénnen. Hier gibt es mehrere dquivalente Antworten, die sich aus
verschiedenen anschaulichen Uberlegungen ergeben. Notwendigerweise beziehen sich diese Begriffe auf
die Lage der Flache im Raum, z.B. darauf, wie sich der Normalenvektor von Punkt zu Punkt dndert.
Im zweiten Teil fragen wir uns, welche Eigenschaften einer Fldche ein ,Flachlinder’ bestimmen kann,
also ein Wesen, das ganz in der Fldche lebt und nicht aus ihr heraussehen kann. Zum Beispiel kann ein
Flachldnder nicht unterscheiden, ob er in einem ebenen Blatt Papier oder in einem zu einem Halbzylinder
gekriimmten Blatt Papier lebt. Uberraschenderweise kann er aber unterscheiden, ob er auf einem Stiick
einer Sphire oder einem Stiick der Ebene lebt! Diese Uberlegungen fithren zu einem der zentralen Sétze
der elementaren Differentialgeometrie, dem Theorema Egregium (‘Herausragendes Theorem’) von Gauf,
das unter anderem eine vollstindige Beantwortung der Frage 2) erlaubt.

Der zweite Teil der Flichentheorie, die ,innere’ Geometrie der Flichen, bildet die Briicke zur hoheren
Differentialgeometrie. Dort geht es im Wesentlichen darum, die Erkenntnisse der inneren Flachentheorie
auf beliebige Dimensionen zu verallgemeinern.

Zusammenfassungen der Inhalte der einzelnen Kapitel finden sich in deren Einleitungen.

Es ist ein fundamentaler Zug der Differentialgeometrie, dass sie eine geometrische und eine rechneri-
sche Seite hat. Die Formeln werden teils recht kompliziert, und man braucht etwas Ubung, um mit ihnen
umzugehen. Gleichzeitig sollte man sich immer daran erinnern, dass sie geometrische Bedeutung haben,

und diese Ubersetzung Formel — Geometrie klar herauszustellen ist ein zentrales Ziel dieser Vorlesung.

Die Figuren der Differentialgeometrie, also die Mannigfaltigkeiten, sind glatt, diirfen also keine Ecken,
Kanten oder sonstige ,Singularititen’ haben. Dies mag zunéchst als bedauerliche Einschrankung erschei-
nen. Jedoch sei erwihnt, dass das Studium von allgemeineren Figuren, die solche Singularititen haben
diirfen (manchmal ,singuldre Rdume’ genannt), auch seinen Platz in der Mathematik hat und ein aktuel-
les Forschungsgebiet ist. Eine spezielle Klasse solcher singuldrer Riume sind die algebraischen Varietéten,
die in der algebraischen Geometrie untersucht werden (das sind im Wesentlichen die Nullstellenmengen
mehrerer Polynome im R"” oder C").

Vorausgesetzte Kenntnisse: Vorausgesetzt werden gute Kenntnisse in Analysis I-III sowie in Linearer Al-
gebra. Vielerorts, so auch in Oldenburg, wird der Begriff der Untermannigfaltigkeit des R” in Analysis II
oder III eingefiihrt. Daher werden hier zwar die benétigten grundlegenden Definitionen und Satze tiber
diese formuliert und einige Beispiele gegeben, aber nicht alles im Detail bewiesen (z.B. wie der Satz tiber
implizite Funktionen verwendet wird, um nachzuweisen, dass eine Niveaumenge eine Untermannigfal-
tigkeit ist).

Dieses Skript entstand mit der Mithilfe von Christina Delfs und Stefan Grahl. Vielen Dank!



Oldenburg, den 1. Oktober 2009

Daniel Grieser
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I. Kurven im IR”

Die Kurven bilden die Basis fiir alles Folgende. Nach einfiihrenden Uberlegungen zu Bogenlinge und
Parametrisierungen einer Kurve lernen wir den Begriff Kriimmung kennen. Hierbei gibt es einen Unter-
schied zwischen Kurven in der Ebene und Kurven im Raum: Bei Kurven in der Ebene kann die Kriim-
mung positiv oder negativ sein, wihrend die Kriimmung einer Kurve im Raum immer als > 0 definiert
ist. Dies liegt daran, dass man in der Ebene einen Begriff von ,nach links gekrtimmt’ oder ,nach rechts
gekriimmt’ hat, wihrend es im Raum keinen sinnvollen analogen Begriff gibt. Fiir Kurven im dreidimen-
sionalen Raum fiihren wir dann die Torsion ein, die zuséatzliche Information tiber den Kurvenverlauf gibt.
Kriimmung und Torsion konnen entlang der Kurve variieren, sind also Funktionen auf dem Parameter-
intervall. Die fundamentale Bedeutung dieser Funktionen zeigt der Hauptsatz der Kurventheorie, der
besagt, dass diese Funktionen die vollstandige Information tiber die Kurve enthalten (bis auf starre Bewe-
gungen der ganzen Kurve). Fiir ebene Kurven gibt es keine Torsion, da reicht die Kriimmungsfunktion.
Fiir den vollstandigen Beweis dieses Satzes ist es sinnvoll, zunichst einige Grundbegriffe tiber hoherdi-

mensionale Mannigfaltigkeiten kennenzulernen, daher wird er erst im zweiten Kapitel beendet.

I.1. Grundbegriffe

Die Mathematische Beschreibung von Kurven ist auf unterschiedliche Weise moglich:
> als Funktionsgraphen - das ist zu eingeschrankt, nur lokal moglich.
> mittels einer Parametrisierung - das hat den Schonheitsfehler, dass es viele Parametrisierungen gibt.

Es wird “ausgezeichnete” Parametrisierungen geben, die nach Bogenldnge. Zundchst wollen wir aber

ein paar Grundbegriffe einfiihren.

I.1.1 Definition

a) Eine parametrisierte Kurve ist eine glatte Abbildung c : I — R", wobei I C R ein Intervall
ist. Glatt heifdt dabei unendlich oft differenzierbar (C*).

b) c heiit reguldr, wenn fiir alle ¢ € I gilt ¢(¢) := d;(tt) # 0. ¢(t) ist der Tangentialvektor an

die Kurve ¢ im Punkt c(t).

Wir nehmen C® deshalb an, damit wir uns um Differenzierbarkeit keine Gedanken machen miissen
und uns auf Wichtigeres konzentrieren konnen. Man kann aber auch von CF-Kurven fiir jedes k € Ny
sprechen. Regularitdt und Tangentialvektor sind aber nur fiir k > 1 definiert.

Bei dieser Definition konnen wir uns oft t = Zeit vorstellen. ¢ beschreibt die Bewegung eines Teilchens.
Der Tangentialvektor ¢(f) ist dann der momentane Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt .

Beispiele:

a) c(t) = (t,2t) = (x(t),y(t)) ist eine Gerade durch den Ursprung mit Steigung 2, da gilt y(t) = 2x(t).
Eine allgemeine Gerade durch den Punkt ¢y mit Richtungsvektor v hat die Form ¢(t) = ¢g + v - t. Es

gilt ¢(t) = o fiir alle ¢, also ist ¢ reguldr genau dann, wenn v # 0 ist.
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b) c(t) = (cost,sint) beschreibt einen Kreis mit Radius 1. Sie ist regulér, da ¢(t) = (—sint, cost) fiir
kein f in beiden Koordinaten gleichzeitig null werden kann. Fiir I = [0,27] wird der Kreis einmal
durchlaufen, fiir I = R unendlich oft. Daher werden die Kurven mit I = R oder mit I = [0,271] als

unterschiedliche Kurven betrachtet, obwohl sie dasselbe Bild haben.

) c(t) = (#2,#3) beschreibt die sogenannte Neilsche Parabel. Es gilt

0 x(t)3/2  fallst >0
y =
—x(+)%2 fallst <O0.

Beachte: Das Bild von ¢ hat eine Spitze bei t = 0. Es gilt ¢ = (2t,3t?) = 0 fiir t = 0, also ist ¢ in

diesem Punkt nicht regulér.

d) Eine parametrisierte Kurve kann sich selber schneiden, so dass c(ty) = c(t1) gilt. Dabei ist aber im
Allgemeinen nicht ¢(tg) = ¢(#1), die Tangentialvektoren konnen in verschiedene Richtungen zeigen.

Wir interessieren uns oft nur fiir das Bild einer parametrisierten Kurve, aber wie am Beispiel des Kreises
gesehen konnen viele parametrisierte Kurven das gleiche Bild haben. Allerdings konnen sie oft ineinander

iuberfiihrt werden.

I.1.2 Definition

Sei c : I — IR" eine parametrisierte Kurve. Eine Umparametrisierung von c ist dann eine Kurve
¢:J — R" der Form ¢ = c o ¢, wobei ¢ : | — I eine bijektive Abbildung ist und ¢, ¢! glatt sind.
Ein solches ¢ heifit Parametertransformation .

Beispiel: Sei ¢(t) = 2t. Dann ist fiir eine Kurve ¢ die Umparametrisierung ¢ mit ¢(') = ¢(2t') dieselbe

Kurve, aber mit doppelter Geschwindigkeit durchlaufen.

Bemerkung:

> Wenn ¢ eine Umparametrisierung von c ist, dann ist Bild ¢ = Bild c. Die Umkehrung gilt im Allge-

meinen nicht.

> Wenn ¢ glatt und bijektiv ist, dann sind dquivalent
a) ¢! glatt

b) ¢/(t) # 0Vt
( a) = b) folgt aus der Kettenregel, b) = a) aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung. )

> Wenn | das Definitionsintervall von ¢ ist und ¢'(t) # 0 Vt € ], dann gilt aufgrund des Zwi-
schenwertsatzes fiir ¢’ bereits ¢'(t) > 0 Vt € ] oder ¢'(t) < 0Vt € J. Im ersten Fall heifit ¢
orientierungserhaltend , andernfalls orientierungsumkehrend . Beispielsweise ist ¢(t) = —f eine

orientierungsumkehrende Parametertransformation.

L.1.3 Definition
> Eine Kurve ist eine Aquivalenzklasse von parametrisierten Kurven, wobei ¢ und ¢ dquiva-

lent heiflen, wenn ¢ eine Umparametrisierung von c ist.

> Eine orientierte Kurve ist ebenfalls eine Aquivalenzklasse von parametrisierten Kurven,
wobei hier ¢ und ¢ dquivalent heiflen, wenn ¢ eine Umparametrisierung von ¢ mittels einer

orientierungserhaltenden Parametertransformation ist.
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Anschaulich kann man sich eine parametrisierte Kurve als die Route eines Teilchens (z.B. eines Busses),
zusammen mit einem ,Fahrplan’, der angibt, wann sich das Teilchen wo befindet, vorstellen. Bei einer
Kurve vergisst man den Fahrplan und auch die Fahrtrichtung. Bei einer orientierten Kurve vergisst man
den Fahrplan, aber nicht die Fahrtrichtung. Diese markiert man mit einem Pfeil an der Kurve.

Wir wollen nun den Begriff der Bogenldnge einfithren.

I.1.4 Definition

Sei ¢ : [a,b] — R" eine parametrisierte Kurve. Die Linge von c ist definiert als L[c] := [ ||¢(¢)]|| dt.
a

Motivation fiir diese Definition:
Zu einer Partition a = fy < t; < --- < t; = b betrachte den Polygonzug P = P(ty,...,t;) = Vereinigung

- k
der Strecken c(t;_1)c(t;) fiir i = 1...k. Als dessen Linge ist sinnvollerweise L[P] := > |c(t;) — c(ti_1)|
i=1
zu setzen. Wir messen, wie gut P die Kurve approximiert, mittels der Feinheit von P, definiert durch

A(P) := i —ti_
(P) ier{r{f)fk}(’ 1)

Dann gilt:
I.1.5 Lemma
Fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle Polygonziige mit
A(P) <
gilt |[L[P] — L[c]| < e.

Informell gesprochen: Fiir A(P) — 0ist L[P] — Lic]. Das rechtfertigt die Definition von L[c].

Beweis: Nach Taylor gilt
c(t;) = c(tim1) +¢(tia)(ti —tima) + R;
mit
IRl < M- (1= 0, M = a0
Daraus folgt
c(t;) = c(tiz1) = ¢é(tia)(ti — tim1) + Ry,
also
l[e(ti) — c(ti—)ll = le(tima) (i — tiza) | + 7
mit 7; < ||R;||. Es ergibt sich

k k k
LIP) = lle(ti) —c(tic)ll = D le(tioa) (b — tim) | + > i
i=1 i=1 i=1
Fir A(P) = max(t; —t;_1) < 6 und § — 0 gilt dann
k b
S llettia)(t = )l = [ eCo)lde = L
i=1 a

(Definition des Riemann-Integrals) und

k k k
> H <MD (—ti)P <MY 6(ti—tig) =M-5(b—a) =0,
-1 i—1 i—1

also insgesamt L[P] — Llc]. ]
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Wichtig im Beweis war, dass fiir 6 — 0 automatisch die Anzahl der Teilpunkte k — co geht. Daher wird
die Anzahl der Summanden im Restterm Zle r; fir 6 — 0 immer groBer. Dass die Summe trotzdem
gegen Null geht, liegt daran, dass k von der Ordnung 6! ist und jedes 7; von der Ordnung 62, damit ist
die Summe von der Ordnung J.

I.1.6 Lemma

Llc] ist unabhingig von der Parametrisierung.

Das bedeutet, dass “Ldnge” eine Eigenschaft von Kurven ist, nicht blo von parametrisierten Kurven.

Beweis: Die Behauptung ist unmittelbar klar wegen der Darstellung tiber Polygonziige, die unabhangig

von einer Parametrisierung ist. O

Bemerkung: Genau genommen ist die Darstellung nicht ganz unabhédngig von der Parametrisierung,
da sie Bezug nimmt auf die Feinheit der Unterteilung des Zeitintervalls. Man muss also zeigen: Ist
¢ : [@',b'] — [a,b] ein Parameterwechsel, so entsprechen feine Unterteilungen von [a’,1'] feine Un-
terteilungen von [a,b], genauer: Zu jedem & > 0 existiert ein 6’ > 0, so dass fiir alle Unterteilungen
a' =ty <--- <t = mitmax;(t; —t;_;) < & gilt, dass die Bildunterteilung t; = ¢(t/) die Ungleichung

i
max;(t; — t;_1) < ¢ erfiillt. Dies folgt unmittelbar daraus, dass ¢ gleichmagig stetig ist (Ubung). Da auch
die Umkehrung ¢! gleichmaBig stetig ist, stimmt die Aussage auch andersherum.

I.1.7 Definition
¢ : I — R" heifit nach Bogenlinge parametrisiert, falls ||¢(¢)|| = 1 fiir alle ¢ € I gilt.

Bemerkung: Das ist dquivalent dazu, dass fiir alle t1,t; € I mit t; < f, gilt

Lleyiy i) =t2 =t

ty ty
Denn einerseits gilt Llc|;, )] = [ lé(t)[[dt = [1dt =t; —t;.
f f
t
Umgekehrt sei t = tp, dann ist t — t; = Llcy, 4] = [ [|¢(+') || dt'. Leite nach ¢ ab, dann folgt 1 = |[¢(t)]].
f

I.1.8 Lemma

Jede reguldre Kurve kann nach Bogenldnge parametrisiert werden.

t
Beweis: Sei ¢ : [a,b] — R" gegeben. Fiir t € [a,b] sei y(t) = L[c|, q] = [ [|¢(r)[|dr. Da ¢ (t) = [|¢(t)[| # 0

gilt, ist ¢ invertierbar. Setze ¢(s) = c(¢~1(s)). Sei s; < 52, t; = Y1 (s1) und t, = Pp~1(s2).
Dann ist s, — 51 = 9(t2) — Y (t1) = Lleja,p)] — Lleja,e)] = Lleyjty 15)] = LIC|[s, )], als0 ist ¢ eine Parame-
trisierung nach Bogenldnge. O

t
In Kurzschreibweise setzen wir s = s(t) = [ ||¢(#')]| dt’ und ermitteln die Umkehrfunktion #(s). Dann
a
ist ¢(s) = c(t(s)) nach Bogeldnge parametrisiert.
Beispiel: Der Kreis mit Radius R hat auf I = [0,27] die Parametrisierung c(f) = (Rcost, Rsint) und
t
es gilt [|¢(t)[] = R. Setze s = [Rdt' = tR. Dann ist t(s) = % und somit ¢(s) = (Rcos %, Rsin %) eine
0

Parametrisierung nach Bogenldnge.
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Im Folgenden werden wir bei einer allgemeinen Parametrisierung immer die Variable t und bei ei-
ner Parametrisierung nach Bogenldnge die Variable s verwenden. ¢ = % ist der Tangentenvektor. Den
Einheitstangentenvektor % bezeichnen wir oft mit T.

Bemerkung: Man sieht leicht, dass die Parametrisierung nach Bogenldnge eindeutig ist bis auf Zeitverschie-
bung und Zeitumkehr; genauer: ist ¢ nach Bogenldnge parametrisiert, so sind auch

> Zeitverschiebung: ¢(s) = c¢(s + sg) mit sg € R beliebig
> Zeitumkehr: ¢(s) = ¢(—s)
> Zeitverschiebung und -umkehr: ¢(s) = ¢(—s+ sp)

nach Bogenldnge parametrisiert, und jede Bogenldngeparametrisierung ist von einer dieser Formen.

[.2. Ebene Kurven

Wir betrachten in diesem Kapitel den Fall n = 2.

Kurven der Form ¢ : I — RR? heiflen ebene Kurven. Sie haben den Vorteil, dass es bei ihnen genau eine
Normalenrichtung gibt. Im R3 gibt es bereits eine ganze Normalenebene.

I.2.1 Definition

a) Sei ¢ : I — R" nach Bogenlinge parametrisiert. Dann ist T(s) := ¢(s) der
Einheitstangentialvektor an c in s.

b) Bei n = 2 sei N(s) := (9 ') T(s) der um 90° positiv gedrehte Tangentialvektor, der soge-
nannte Einheitsnormalenvektor an c in s.

Abbildung I.1.: Tangentialvektor und Normalenvektor an eine Kurve

Offenbar ist | T(s)|| = [|[N(s)|| = 1 fiir alle s € I. Wir wollen nun die Kriimmung einer Kurve definieren.
Anschaulich ist uns klar, was es in der Ebene bedeutet, dass eine Kurve stark oder weniger stark gekriimmt
ist.

Man konnte es als schnelle bzw. langsame Richtungsanderung auf gleicher Strecke bezeichnen. Das
wiirde auch dazu passen, dass eine Gerade die Kriimmung null haben sollte.

Die Kriimmung in einem Punkt der Kurve setzen wir also als Anderungsgeschwindigkeit des Tangen-
tenvektors an. Dafiir betrachten wir bei einer nach Bogenlinge parametrisierten Kurve ¢ : I — R? den
Vektor T(s) = ‘ﬁ;—is). Die Kriimmung soll allerdings kein Vektor, sondern eine Zahl sein.

Eine solche erhalten wir mit Hilfe der folgenden zentralen (im IR" giiltigen!) Rechnung. Wir nennen
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dies die Standardrechnung.

T(s) = x(s) - N(s).

I.2.2 Definition

Die Kurve ¢ sei nach Bogenldnge parametrisiert. Die Kriitmmung von ¢ in s ist die Zahl x(s) mit
T(s) = x(s) - N(s). x ist also eine Abbildung I — R.

Man kann «(s) auch mittels x(s) = (T(s), N(s)) bestimmen, da aus T(s) = x(s)N(s)

(T(s),N(s)) = (k(s)N(s), N(s)) = (s) [N(s)||* = x(s)

Beispiele:

> Seic(s) = co+5-vmit ||v]| = 1 eine nach Bogenlidnge parametrisierte Gerade. Es ist T(s) = ¢(s) = v

und somit T(s) = 0. Also gilt x(s) = 0 fiir alle s.

> Sei c(s) = (Rcos %, Rsin %) die Bogenliangenparametrisierung des Kreises mit Radius R. Dann ist
T(s) = (—sin§,cos §) und T(s) = (—% cos &, —f sin %). Da auBerdem nach obiger Definition
N(s) = (—cos 5, —sin ) gilt, folgt daraus T(s) = £N(s). Also ist k(s) =  die Kriimmung fiir
den in positiver Richtung durchlaufenen Kreis. Sie ist konstant.

Bemerkung: > Andert man den Durchlaufsinn von c, so kehrt sich das Vorzeichen von x um.

Denn sei ¢ gegeben und ¢ eine Umparametrisierung von ¢ mit ¢(s) = c¢(—s). Dann ist offensichtlich
T(s) = (s) = —¢(—s) = —T(—s) und damit auch N(s) = —N(—s).

Nach der Kettenregel folgt jetzt T(s) = —(=T(-s)) = T(—s) und somit aus T(s) = «(s) - N(s)
sofort T(s) = x(—s) - N(—s) = —«(—s) - N(s).

Interpretation mittels des Winkels:

Sei ¢ : [0,b] — R?* gegeben. Sei & : [0,b] — R glatt mit T(s) = (cosa(s),sina(s)). Das bedeutet,
dass a der Winkel zwischen T(s) und einer horizontalen Geraden durch c(s) ist. Dann folgt fiir alle
s €[0,b] T(s) = (—a(s)sina(s),&(s) cosa(s)) und N(s) = (—sina(s),cosa(s)), also x(s) = &(s).

Beachte, dass der Winkel nur bis auf 27tk mit k € Z definiert ist. Ist aber a(0) gewdhlt, so sind fiir
eine gegebene Kurve ¢ auch a(s) fiir alle s durch die Forderung, dass a stetig sein soll, eindeutig
bestimmt.

Es gilt |«| = ||| = [}¢].. Denn || = [xN] = 7]

Wenn « > 0 ist, dann ist die Kurve nach links gekriimmt, bei ¥ < 0 nach rechts. Bei einem Kreis
entspricht positive Kriimmung also dem positiven Durchlaufsinn (entgegen dem Uhrzeigensinn).

¢ = T zeigt immer nach “innen”.
Ubung: Bei einer beliebig parametrisierten Kurve ¢ gilt «(t) =

x(t) = (14—(;’/(/%' wenn ¢ der Graph einer Funktion f ist.

W Insbesondere erhilt man
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N(s) N(s)

&(s)

Abbildung I.2.: ¥ <0 Abbildung 1.3.: ¥ >0

I.2.3 Satz

Sei x : [0,b] — R glatt und cp,v € R?, |[v] = 1. Dann gibt es genau eine nach Bogenlinge
parametrisierte Kurve c : [0, 5] — R? mit ¢(0) = cp, ¢(0) = v und x = Kriimmung von c.

Der Satz zeigt, dass die Kriimmung die Kurve eindeutig festlegt (bis auf Anfangspunkt und -richtung).

Beweis: Bestimme zundchst « wie in der Bemerkung vor dem Satz.

Es gilt x(s) = &(s) genau dann wenn a(s) = «(0) + fSK(s’) ds’. Wir wihlen «(0) als den Winkel, den v
mit der x—Achse bildet. Danach finde c(s) = (x(s),y(os)) mittels ¢(s) = (x(s),y(s)) = (cosa(s),sinu(s)).
Dies ist dquivalent zu x(s) = x(0) + jcoszx(s’)ds’ und y(s) = y(0) + fsina(s’)ds’. Hier wihlen wir
(+(0),4(0)) = <o ° ° :

Beispiel: Aus dem Satz folgt, dass Geraden und Kreise oder Teile davon die einzigen Kurven konstanter
Kriimmung sind.
Der Kriimmungskreis

Der Kriimmungskreis an eine Kurve in einem Punkt ist der Kreis, der die Kurve dort am besten approxi-
miert, sich am besten an sie anschmiegt. Um dies zu prézisieren, brauchen wir folgenden Begriff.

I.2.4 Definition

Seien ¢,c : I — [R" zwei parametrisierte Kurven und tp € I, k € Np. ¢ und ¢
beriihren einander in #y zu k—ter Ordnung , wenn gilt: ¢() (ty) = ¢ (ty) fiiri = 0,- - - k.

Fiir k = 0 bedeutet dies, dass die beiden Kurven bei fy einen Schnittpunkt haben, bei k = 1 zusatzlich
die gleiche Tangente in #.

Bemerkung: Seien ¢ und ¢ zwei parametrisierte Kurven. Dann sind dquivalent:
a) c und ¢ sind in t( tangential zur Ordnung k
b) [le(t) — (&)l = O(lt — to|*1)

Dies folgt aus dem Satz von Taylor (Ubung). Aussage b) kann man so formulieren, dass ¢, ¢ zur Ordnung
k 4+ 1 ubereinstimmen. (Also eins mehr als die Ordnung der Tangentialitit. Das Wort "tangential’ tragt

gewissermafien eine weitere Ordnung zum {iibereinstimmen bei.)
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I.2.,5 Lemma
Seien ¢ und ¢ nach Bogenlidnge parametrisierte Kurven. Dann gilt:

¢, ¢ sind in s tangential zur Ordnung

0 <= ¢, ¢ schneiden sich zum Zeitpunkt sy
1 <= zusitzlich haben ¢, ¢ in sy dieselbe Tangente
2 <= zusitzlich haben c, ¢ in sy dieselbe Kriimmung

Dies folgt direkt aus den Definitionen.
Als Beispiel betrachte eine Kurve ¢ und ihre Tangente im Punkt sy. Diese kann man als ¢(s) = c(sg) +
(s —sp) - ¢(sp) nach Bogenldnge parametrisieren. Da eine Gerade ihre eigene Tangente ist, sind ¢, ¢ in s

tangential zu erster Ordnung. Dies kann man auch an Taylors Formel ablesen:
c(s) = c(s0) + (s = s0) - c(s0) + O([s — so[?)
Also c(s) — ¢(s) = O(|s —sg|?). Aus dem Lemma folgt auch, dass die Tangente die einzige Gerade mit

dieser Eigenschaft ist.
Mit einem Kreis kann man ¢ noch besser approximieren:

1.2.6 Definition

Sei c eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve. Der Kriimmungskreis an c in s ist der ein-
deutige Kreis, der c in sy zur zweiten Ordnung beriihrt. Er ist dann definiert, wenn x(sg) # 0.

Damit die Definition Sinn macht, miissen wir priifen, dass es so einen Kreis gibt und dass er eindeutig ist.

Nach dem Lemma muss der Kreis dieselbe Kriimmung haben wie ¢ bei sy, also x(sp). Sein Radius muss
also m| sein. Da er weiterhin durch p laufen muss und dort die Tangente ¢(sg) haben soll, gibt es nur
zwei Moglichkeiten fiir diesen Kreis. Man tiberzeugt sich leicht, dass er auf der ,Innenseite’ von c liegen

muss.

Man kann den Kriimmungskreis konkret angeben: Es ist der Kreis mit Radius sy UM den Punkt
7v(s0) = c(s0) + ﬁo) “N(s0).

Beachte: Wegen der Bemerkung oben stimmt der Kriimmungskreis mit ¢ bei sy zu dritter Ordnung
tiberein. Das heifit, man kann ihn so als ¢(s) parametrisieren, dass ||c(s) — ¢(s)|| = O([s — so/®) gilt. Zum
Vergleich: Die Tangente an ¢ in s stimmt mit c nur zu zweiter Ordnung tiberein.

Wir erhalten also eine weitere Interpretation der Krimmung: |x(s)| = %, wobei R der Radius des
eindeutigen Kreises ist, der ¢ in s zu zweiter Ordnung beriihrt. Falls es keinen solchen Kreis gibt, ist
x(s) = 0.

Bemerkung: Sind ¢, ¢ zwei reguldre (unparametrisierte) Kurven, die durch einen Punkt p € R? laufen,
so sagen wir, dass ¢, ¢ im Punkt p tangential zur Ordnung k sind, falls man sie so nach Bogenlidnge
parametrisieren kann, dass die resultierenden parametrisierten Kurven tangential zur Ordnung k sind.
Ordnung von Tangentialitat ist damit eine geometrische Eigenschaft, unabhangig von Parametrisierungen.
In der Diskussion des Kriimmungskreises fixieren wir trotzdem eine Parametrisierung, um Probleme
mit Selbstschnittpunkten der Kurve zu vermeiden. (Dort kénnte es mehrere Kriimmungskreise geben,

einen fiir jeden ,Zweig’ der Kurve.)

I.3. Kurven im Raum

Frage: Welche Formen haben Schwerter, damit man sie in eine Scheide stecken kann?

Sie miissen konstante Kriimmung haben! (Die genaue Begriindung hierfiir folgt spater.) Also in 2D Ge-
raden und Kreisbogen. In 3D erfiillt auch die Schraubenlinie oder Helix, die tiber ¢(t) = (cost,sint,a - t)
parametrisiert ist, diese Bedingung. (Nattirlich haben wir hier Schwert und Scheide als Kurve idealisiert.)
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Im Raum macht die alte Definition von Kriimmung keinen Sinn mehr, da es in jedem Punkt der Kurve
viele Normalenvektoren gibt; diese bilden die Normalenebene. Die Idee der Kriimmung als Anderungs-

geschwindigkeit der Tangentialrichtung kann aber beibehalten werden.

I.3.1 Definition

Sei ¢ : I — RR? eine nach Bogenlidnge parametrisierte Kurve, s € I.
a) Die Krilmmung von c in s ist definiert als x(s) := || T(s)| = ||é(s)]|-

b) Falls «(s) # 0, so ist der Hauptnormalenvektor in s definiert als

T(s 3
NGs) = ey = 1)

T w
und der Binormalenvektor als B(s) = T(s) x N(s)

¢) (T,N, B) wird als begleitendes Dreibein von c bezeichnet. Es ist nur in Punkten mit x(s) #
0 definiert.

Wir schreiben oft T, N, B statt T(s), N(s), B(s). Wir sollten aber immer daran denken, dass diese Vektoren
von s abhangen.

Wiederholung zum Kreuzprodukt:
Seien v, w € R3, dann ist auch v x w € R und es gilt

U1 w1 VW3 — U3W2
Dy | X |wy | = | 03w —01W3
03 w3 V1Wy — Vw1

Eine charakterisierende Eigenschaft des Kreuzprodukts ist

‘<Z) x w,u) = det(v, w,u)‘

fiir alle u € R®. Daraus folgt leicht:

> esistoxw Lovundoxw L w

> sind v, w linear unabhingig, dann ist v x w # 0 und (v, w, v x w) ist positiv orientiert, d.h. es gilt
det(v, w,v x w) > 0.

> sind v, w linear abhédngig, dann ist v x w = 0

> es gilt [[o X w|| = ||v] - [[w]|| sin £v, w| = Fliche des von v und w aufgespannten Parallelogramms

Bemerkung: > N L T, denn nach der Standardrechnung ist TLT
> Esgilt B L N, B L Tund wegen |T|| = |[N|| =1 auch ||B|| = ||T|| - ||N]|| - sin90° =1

> (T(s),N(s), B(s)) ist fiir jedes s mit x(s) # 0 eine positiv orientierte Orthonormalbasis von R3. Bei
k(s) = 0 sind N(s) und B(s) undefiniert.

> Vorsicht: « ist hier immer > 0! Falls c in der x — y—Ebene liegt, ist das “neue” x der Betrag des
“ebenen” x. Entsprechend ist N gleich dem negativen des “ebenen” N, falls dort x < 0. Dies liegt
daran, dass in 3D “490°” keinen Sinn macht. In 2D erhalten wir so etwas mehr Information.

Krimmung misst, wie stark eine Kurve davon abweicht, gerade zu sein. Wie kann man messen, wie
stark eine Kurve davon abweicht, eben zu sein?

Die Idee ist, die Anderung von N zu betrachten:
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> N steht immer senkrecht auf N, nach der Standardrechnung, die wegen ||N(s)|| = 1 fiir alle s auch
fiir N funktioniert. Daher ist N eine Linearkombination aus T und B.

> Liegt die Kurve in der x, y-Ebene, so liegt N ebenfalls in dieser Ebene, muss also ein Vielfaches von
T sein. Ist also die B-Komponente von N ungleich Null, so kann die Kurve nicht eben sein.

Daher betrachten wir die Grofe der B-Komponente von N. Genauer: Einen beliebigen Vektor v € R3
konnen wir als v = aT 4+ bN + cB mit 4, b, c € R schreiben. Wie bestimmt man die Koeffizienten (Kompo-
nenten) a, b, c?

Da (T, N, B) eine Orthonormalbasis ist, gilt a = (v, T), b = (v, N) und ¢ = (v, B).

I.3.2 Definition

Die Torsion oder Windung von c in s ist T(s) = (N(s), B(s)). Sie ist nur definiert, wenn x(s) # 0.

Damit ist 7(s) die Grole des Anteils von N(s), der aus der T — N—Ebene herausragt.

Beispiel (Schraubenlinie): Die Schraubenlinie oder Helix ist gegeben durch
c(s) = (acosas,asinus,b - s)
mita,a« > 0, b € R. Es gilt
¢(s) = (—aasinas, ax cosas, b)
und
é(s) = (—an® cos as, —aa’ sinas, 0).
Somit folgt ||¢||?> = a?a? + b?. Damit die Helix nach Bogenlédnge parametrisiert ist, muss also a?a® + b? = 1
gelten. Weiter ist x = ||¢|| = aa?, und aus

N = H%H = £ = (—cosas, —sinas,0)
und

B=Tx N = (bsinas, —bcosas, an)
folgt

7= (N,B) = ba
Also sind x = aa”? und T = ba konstant.
Ubung: Zeige, dass es zu gegebenem x > 0, T € R genau eine Schraubenlinie mit dieser Kriimmung
und Torsion gibt.

Fiir ebene Kurven bestimmt x die Anderung (Ableitung) von T und von N. Fiir Raumkurven bestimmen
x und T die Ableitung von T, N und B wie folgt.

I.3.3 Satz (Frenet-Gleichungen)

Es gilt
T 0 x 0 T
N|l=]-« 0 t|[N],
B 0 -1t 0 B

wobei T, N, B als Zeilen geschrieben werden.

Beweis: Es sind drei Gleichungen zu zeigen. T = xN gilt nach Definition von N.

Weiter ist nach der vorigen Bemerkung N = aT + bN + ¢B mit a,b,c € R wie oben beschrieben. Es
gilt £(N,T) = (N,T)+ (N,T) = 0, also a = (N, T) = —(N,T) = —(N,kN) = —«. AuBerdem ist
b= (N,N) =0 wegen -£(N,N) = 0und ¢ = (N, B) = 7 per Definition.

Auf die gleiche Weise erhilt man die Koeffizienten fiir die dritte Gleichung, denn es gilt analog (B, T) =
—(B,T) = —(B,xN) =0, (B,N) = —(B,N) = —(B,7B) = —t und (B, B) = 0. o
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Die Schmiegebene

Erinnerung: Die Tangente an ¢ in sy ist die Gerade, die c nahe sy am besten approximiert. Dies sieht man
an der Taylor-Formel:
c(s) = c(s0) + (s = s0) - ¢(s0) + O([s — so[?)
Dabei ist ¢(s) = c(sg) + (s — sp) - ¢(sg) ein Punkt auf der Tangente, und die Formel sagt, dass c(s) — ¢(s) =
O([s — s0]?); d-h. dass die Tangente tangential an ¢ zu erster Ordnung ist. Sie ist die einzige Gerade mit
dieser Eigenschaft.
Wie kann man eine Ebene bestimmen, zu der ¢ nahe sy moglichst kleinen Abstand hat (im Sinne von

Ordnung)? Schreiben wir einen weiteren Term in der Taylor-Formel:
- 2 .
c(s) = c(s0) + (5 = 50) - ¢(s0) + E52 - &(s0) + O(ls = so[*)

a2
= c(s0) + (s = s0) - T(s0) + 52 (s0) - N(s0) +O(Is — sol°),
so sehen wir, dass c(s) von der durch T(sg) und N(sp) aufgespannten Ebene durch c¢(sp) den Abstand

O(|s — s0|2) hat. Die Kurve beriihrt also diese Ebene zu zweiter Ordnung.
Man kann sich iiberlegen, dass dies die einzige Ebene mit dieser Eigenschaft ist (Ubung).

I.3.4 Definition
Die Schmiegebene an c in s ist die von T(sp) und N(sg) aufgespannte Ebene durch den Punkt
c(sp). Sie ist definiert, falls x(sg) # 0.

Damit konnen wir die Torsion noch besser verstehen: Eine Ebene durch ¢(sp) kann man eindeutig durch
ihren Normalenvektor festlegen. Die Schmiegebene span{T, N} in sy hat die Normale B.
Die Gleichung B = —7N bedeutet, dass der Vektor B, also die Schmiegebene, sich mit Geschwindigkeit

T in Richtung N dreht, wenn man entlang der Kurve geht. Also ist

‘ |7 = Anderungsgeschwindigkeit der Schmiegebene.‘

Vergleiche: c beriihrt die Tangente in sy zu erster Ordnung und

‘ x| = Anderunsgeschwindigkeit des Tangentenvektors.‘

Euklidische Bewegungen

Wie verhalten sich Kriimmung und Torsion, wenn man die Kurve bewegt?

I.3.5 Definition
Eine euklidische Bewegung des R” ist eine Abbildung der Form F : R” — R" mit F(x) = Rx+ 1,
wobei R eine orthogonale n x n—Matrix und b € R" ist.
F heifst orientierungserhaltend, falls det R = 1 ist.

Zur Erinnerung einige Fakten der linearen Algebra:
R orthogonal heift || Rx|| = ||x|| fiir alle x € R". Aquivalent dazu sind

> (Rx,Ry) = (x,y) Vx,y € R"
(daraus folgt: R ist winkelerhaltend, also £(Rx, Ry) = £(x,y))

> R-RT =1
> RT.R=1

> Falls vq,..., v, eine Orthonormalbasis ist, so ist auch Rvy, ..., Rv, eine Orthonormalbasis
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> Die Zeilen von R bilden eine Orthonormalbasis.

Falls R orthogonal ist, gilt det R = 1 oder det R = —1. Dabei gilt det R = 1 genau dann, wenn R orien-
tierungserhaltend ist, d.h. wenn fiir jede positive orientierte Basis vy, ..., v, auch die Basis Rvy,...,Ro,
positiv orientiert ist. Eine Basis vy, ...,v, von R" heifit positiv orientiert, wenn det(vy,...,v,) > 0 ist.

Im 3D bedeutet R orthogonal und detR = 1, dass R eine Rotation ist. Eine Rotation ist durch ihre
Drehachse und den Drehwinkel eindeutig festgelegt.

Eine orientierungserhaltende euklidische Bewegung in R? ist also eine Rotation (x ~— Rx) gefolgt von
einer Translation (Rx — Rx + b).

Bemerkung: Ein hochst nicht-trivialer Satz der klassischen Geometrie sagt: Ist F : R” — R" eine beliebige
abstandserhaltende Rbbildung, also ||F(x) — F(y)|| = ||x — y|| firr alle x, y € R", dann ist F eine euklidische
Bewegung.

Bemerkenswert daran ist, dass F automatisch durch eine lineare Abbildung, gefolgt von einer Translati-
on, gegeben sein muss.

1.3.6 Proposition

Sei F eine orientierungserhaltende euklidische Bewegung des R® und ¢ : I — R3. Dann haben ¢

und F o ¢ dieselbe Kriimmung und Torsion.

Beweis: Sei F(x) = Rx + b. Die Ableitung von F ist DF, = R fiir alle x. Sei ¢ = F o c. Dann ist mit der
Kettenregel ‘= DF‘ .(¢) = R¢, also T = RT. Da R konstant ist, folgt durch Ableiten nach s, dass T = RT,

also & = |T| = ||RT|| = ||| = x, weil R orthogonal ist. Der Beweis fiir T verlduft dhnlich. O

Zurtick zur Schwertfrage: Das Hineinstechen des Schwertes ist eine Abfolge euklidischer Bewegungen.
Daher muss die Scheide konstantes ¥ undt haben. Die einzige Moglichkeit hierfiir sind Schraubenlinien
(oder Geraden)! Das folgt aus folgendem Satz.

Der Hauptsatz der Kurventheorie

I.3.7 Satz (Hauptsatz der Kurventheorie)
Seien glatte Funktionen « : [0,0] — R, 7 : [0,b] — R mit x(s) > 0 Vs gegeben.

a) Es gibt eine nach Bogenlénge parametrisierte Kurve c : [0,b] — R mit Krimmung x und

Torsion T, und diese ist bis auf orientierungserhaltende euklidische Bewegungen eindeutig.

b) Zu gegebenen ¢y, To, Ng € R3 mit ||Ty|| = |[No|| = 1 und Ty L N gibt es genau eine nach
Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ : [0,b] — R> mit Kriimmung x und Torsion 7, die die
Anfangsbedingungen ¢(0) = ¢, ¢(0) = Ty und N(0) = £(0) = Np erfiillt.

Fiir den Beweis verwenden wir die Frenet-Gleichungen:

T 0 x 0 T
Nf=|[-«x o0 N
B 0 -1t 0 B
Wir schreiben dies als
Uu=A-U
T 0 k 0
mitU:=[N|undA=|—-x 0 7|.SowohlU als auch A hingen von s ab.
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Beachte: Fiir jedes s ist A ist eine schiefsymmetrische Matrix, d.h. AT = —A, und U eine orthogonale
Matrix. A und U sind also Kurven in M (n) = IR"Z, dem Raum der n x n-Matrizen..

Der Zusammenhang von schiefsymmetrischen mit orthogonalen Matrizen iiber die Gleichung U = AU
ist eine allgemeine fundamentale Tatsache. Die beiden folgenden Lemmata driicken diesen Zusammen-
hang aus. Hierbei sind U und A Kurven in M (n).

I.3.8 Lemma

Wenn U(s) orthogonal fiir jedes s ist, dann ist U(s) - U~!(s) = A(s) schiefsymmetrisch.

Beweis: Da U orthogonale Matrix ist, gilt U(s) - U (s) = I fiir alle s. Ableiten dieser Gleichung nach s
ergibt0=L(u-u")=u-u"+u-u"=u-ut+ U -u"Hr=A+AT.
Also ist AT = —A und somit A schiefsymmetrisch. O

Es gilt auch folgende Umkehrung. Wir verwenden ¢t als Buchstabe, da es nicht auf Bogenldngeparametrie-
sierung (von A oder U) ankommt. Die Einheitsmatrix bezeichnen wir mit I.

I.3.9 Lemma

Sei U : [0,b] — M (n) eine Kurve mit

(1) U(0)=1

(2) U(t) = A(t)U(t) fiir eine schiefsymmetrische Matrix A(t), fiir jedes t.
Dann ist U(t) orthogonal und orientierungserhaltend fiir jedes ¢.

Dies kann man etwas trickreich direkt beweisen, wir werden aber einen sehr natiirlichen Beweis nach

Einfithrung einiger Mannigfaltigkeitskonzepte im folgenden Abschnitt geben.

Beweis (des Hauptsatzes): Zunichst zeigen wir, dass es genau eine Kurve mit Kriimmung x und Torsion
T gibt, die im Punkt ¢y = 0 startet mit T(0) = ¢; und N(0) = e5.
Dafiir bestimmen wir zundchst B(0) = e; X eo = e3. Wir haben dann

0 x(s) 0 e
A(s) = | —x(s) 0 T(s) | und Ug = |ep | =1
0 —1(s) 0 e3

vorgegeben und suchen zunédchst U(s) derart, dass U(s) = A(s) - U(s) Vs und die Anfangsbedingung
U(0) = Uy gilt. Dies ist eine lineare Differentialgleichung im R (d.h. ein System aus 9 Gleichungen mit
9 unbekannten Funktionen; dies sind die Eintrdge der 3 x 3—Matrix U).
Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Differentialgleichungen gibt es genau eine Losung U.
Eindeutigkeit: Nach dem gerade Gesagten bestimmen die gegebenen Daten U = (T, N, B)T eindeutig,
also insbesondere T, und damit ist c wegen der eindeutigen Losbarkeit der Gleichung

¢(s) =T(s)Vs, ¢(0)=0

eindeutig bestimmt.

Existenz: Wir bestimmen zunéchst U als Lésung von U = AU, U(0) = I mit A wie oben und dann c als
Losung der obigen Differentialgleichung. Wir miissen nachpriifen, dass ¢ Kriimmung x und Torsion T hat.
Nach Lemma ist U(s) orthogonal fiir alle s. Fiir alle s gilt ¢ = T, ¢ = T = xN (aus der ersten Zeile
von U = AU), B =T x N (da U orthogonal und orientierungserhaltend ist). Also ist x die Kriimmung
und T, N, B das begleitende Dreibein von c. SchliefSlich ist noch N = —«xT + 7B (aus der zweiten Zeile
von U = AU), also T = (N, B) die Torsion von c. Also ist ¢ die gesuchte Kurve.

Damit haben wir die Existenz in a) bewiesen. Fiir die Eindeutigkeit brauchen wir:
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Hilfsbehauptung; Seien ¢y, To, Ny € R® mit || Ty|| = |[No|| = 1 und Ty L Np. Dann gibt es
genau eine orientierungserhaltende Bewegung F(x) = Rx + b, die 0,e1,e; auf diese Daten
abbildet, im Sinne von F(0) = ¢y, Re; = Ty, Re; = Np.

(Beweis als Ubung; die Transformation von Ty und Ny entspricht hierbei der Rechnung im Beweis von
Proposition ) Ist nun ¢ eine beliebige Kurve mit Kriimmung x und Torsion 7, so seien cg, Ty, Ny
die Anfangsbedingungen von & Wahle F wie in der Hilfsbehauptung. Die Kurve F~! o & hat dann die
Anfangsdaten 0, ¢1, e, und nach Proposition [[.3.6| Kriimmung x und Torsion 7. Wegen der schon gezeigten
Eindeutigkeit fiir diese Anfangsdaten muss F~! o ¢ = ¢ sein. Damit ist a) bewiesen. b) folgt analog. O

I.4. Kurven global: Der Hopfsche Umlaufsatz

Unsere bisherigen Untersuchungen zu Kurven waren lokaler Natur: Um z.B. die Kriimmung an einem
Kurvenpunkt zu definieren, braucht man die Kurve nur in einer beliebig kleinen Umgebung dieses Punk-
tes zu kennen.

Wir werden nun einen globalen Satz kennenlernen. Er macht eine Aussage tiber eine Kurve als Ganzes.

I.4.1 Definition

Sei ¢ : [a,b] — R" eine parametrisierte Kurve.
a) ¢ heiflt geschlossen, wenn c®) (a) = &) (b) fiir alle k € N gilt.

b) ¢ heifit einfach, wenn ¢ auf [a,b) injektiv ist.

Eine einfache Kurve schneidet sich also nicht selbst. Ihre Endpunkte diirfen aber gleich sein. Eine einfache
und geschlossene Kurve nennt man einfach geschlossen .

Fiir eine geschlossene Kurve sind die Endpunkte gleich, c(a) = c(b). Simtliche Ableitungen an den
Endpunkten sollen auch tibereinstimmen, damit ,die Kurve nach einem Durchlauf glatt weiterldauft”.
Anders gesagt (am einfachsten fiir 4 = 0), ist ¢ genau dann im Sinne der Definition geschlossen, wenn
ihre periodische Fortsetzung

c:R—R", ¢(t)=c(t modb)

glatt ist, wobei t mod b die eindeutige Zahl in [0, b) ist, die von  um ein ganzzahliges Vielfaches von b
abweicht.

Wir betrachten nun ebene Kurven.

I.4.2 Definition

Sei ¢ : [a,b] — R? eine ebene regulére geschlossene Kurve, nach Bogenlinge parametrisiert. Die

1 b
= E/,l x(s)ds

Hierbei wird der Kriitmmungsbegriff fiir ebene Kurven verwendet, bei dem « auch negativ sein kann.

Umlaufzahl von c ist definiert als

ne

Der Sinn dieser Definition liegt in Teil b) des folgenden Lemmas:
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I.4.3 Lemma

Sei ¢ : [a,b] — R? eine ebene regulire geschlossene Kurve.

a) Die Umlaufzahl dndert bei Umkehrung der Orientierung ihr Vorzeichen.

b) Sei a : [a,b] — R eine glatte Funktion derart, dass ¢(t) = r(t)(cos a(t),sina(t)), r(t) > O fur

alle t gilt. Dann ist
1
ne = 5 (a(b) ~ a(a))

Eine Funktion « wie in Teil b) des Lemmas nennt man auch Winkelfunktion fiir ¢, da a(t) der Winkel von
¢(t) mit der positiven x-Achse ist. Wir haben Winkelfunktionen bereits nach Definition|L.2.2]kennengelernt.
Falls ¢ nach Bogenlidnge parametrisiert ist, so ist r(f) = 1.

Beweis: a) Ubung
b) Nach Definition haben wir bereits nachgerechnet, dass & = x. Die Behauptung folgt also direkt
aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. O

Beispiel: Fiir den Kreis c(s) = (coss,sins) ist ¢(s) = (—sins,coss) = (cos(s + 5),sin(s + 5)) nach
bekannten Identitéten fiir sin und cos, also ist «(s) = s 4 5 eine Winkelfunktion. Das sollten Sie sich auch
geometrisch klar machen. Fiir s € [0,271] wird der Kreis einmal gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen,
und die Umlaufzahl ist 5= («(27r) — 2(0)) = 1. Wegen «(s) = 1Vs folgt das auch direkt aus der Definition
der Umlaufzahl.

Bemerkung: Ist die Kurve c : [a,b] — R? regular geschlossen, aber nicht notwendig nach Bogenlinge

parametrisiert, so kann man ihre Umlaufzahl durch

b
ne = %/ k() |e(8)] dt

berechnen. Dies folgt direkt durch Variablensubstitution.

Existenz einer Winkelfunktion

Um Lemmam anwenden zu kdnnen, sollten wir wissen, dass eine Winkelfunktion immer existiert. Dies
erfordert ein wenig Uberlegung. Denn der Winkel ist nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27t definiert.
Z.B. kann fiir den Vektor (0,1) der Winkel 7 oder ein beliebiges 7 4 27k, k € Z verwendet werden.

Wiirde man «(t) so definieren, dass man fiir jedes t einen der moglichen Winkel nimmt, wire die
resultierende Funktion evtl. nicht stetig.

Wir miissen also zeigen, dass man den Winkel fiir jedes t so bestimmen kann, dass die resultierende
Funktion stetig ist (sie ist dann automatisch glatt, s. unten).

Im Beispiel des Kreises sind die Punkte c(0) und ¢(27) gleich, ebenso die Tangenten ¢(0) = ¢(27). Und
doch ist a(0) # «(27), und offenbar muss dies fiir stetiges & auch so sein, da ,& beim Umlaufen des

Kreises zunimmt”.

I.4.4 Lemma

Sei c : [a,b] — R? eine ebene regulire parametrisierte Kurve. Dann existiert eine Winkelfunktion
fiir ¢. Diese ist bis auf eine additive Konstante in 271Z eindeutig.

Beweis: (Ein einfacherer Beweis mit etwas Funktionentheorie ist unten gegeben.) Wir konnen 0.B.d.A.
annehmen, dass c nach Bogenldnge parametrisiert ist. Die Idee ist, die Kurve in viele kleine Stiicke auf-
zuteilen, auf denen sich die Tangente jeweils nur wenig dndert. Auf jedem dieser Stiicke kann man dann
eine Winkelfunktion definieren und diese Teile zusammensetzen.

Wir betrachten zunédchst eine Kurve, deren Tangente wenig variiert.
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Behauptung: Sei ¢ : [2,b] — R? wie im Lemma. Angenommen, die Menge der Tangential-
vektoren 7 = {¢(s) : s € [a,b]} ist in einer der Halbebenen x > 0, x < 0,y > 0,y < 0
enthalten. Sei ein Winkel w fiir ¢(a) gegeben. Dann existiert genau eine Winkelfunktion w fiir

¢ mit a(a) = ag.

Beweis der Behauptung: Der Hauptpunkt ist, dass die Tangens-Funktion auf dem Intervall (-7, ) in-
jektiv ist, mit Bild R. Angenommen, 7 ist in der Halbebene x > 0 enthalten. Mit c(s) = (x(s),y(s))
bedeutet das x(s) > 0 fiir alle s. Wir wollen « finden mit X(s) = cosa(s), y(s) = sin a(s) fiir alle s. Dies ist
dquivalent zu tan a(s) = y ( ) (priifen Sie dies nach!) und damit zu a(s) = arctan % G ; + 27k, k € Z. Dieses
« ist stetig genau dann, wenn k konstant ist. Die Vorgabe von a(a) = g legt also « eindeutig fest, und das
so gegebene w erfiillt die Behauptung.

Die Félle der anderen Halbebenen kann man dhnlich behandeln, oder mittels Drehung in den Fall x > 0
tiberfiihren.

Wir beweisen nun das Lemma. Da [4, b] kompakt und ¢ stetig ist, ist ¢ gleichm&Big stetig. Also existiert
ein § > 0, so dass fiir alle s,s’ mit |s —s’| < ¢ gilt, dass ||¢(s) — ¢(s")|| < /2. Wahle eine Unterteilung
a=sy<sy <---<sy = DbmitFeinheit max;—__n(s; —sij_1) <. Sei I; = [s;_1,5;].

Dann ist fiir jeden Abschnitt ¢; := ¢| I die Menge der Tangenten T; = {¢;(s) : s € I;} in einem
offenen Viertelkreis enthalten (ein Viertelkreis ist ein Teilbogen des Einheitskreises mit Gesamtwinkel
% ; der maximale Abstand zweier Punkte auf einem Viertelkreis ist \/i). Jeder Viertelkreis, also auch T;, ist
in einer der Halbebenen x > 0, x < 0, ¥ > 0, y < 0 enthalten.

Um die Existenz von a zu zeigen, wihle einen Winkel aq fiir ¢(a). Mittels der Behauptung oben kon-
struiere nun eine Winkelfunktion « auf [a,s1] mit a(a) = wg. Setze a; = a(s1). Wiederum mittels der
Behauptung konstruiere eine Winkelfunktion a auf [s1,s;] mit a(s;) = aq. Fahre so fort, bis a auf ganz
[a,b] definiert ist. Per Konstruktion ist diese Funktion « stetig. Sie ist sogar glatt. Dies stimmt per Kon-
struktion auBlerhalb der Menge {s1,...,sny_1}, und die Glattheit in einer Umgebung von s; folgt, indem
wir die Behauptung auf die Einschrankung von ¢ auf ein kleines Intervall um s; anwenden.

Eindeutigkeit bis auf 271Z: Sei & eine weitere Winkelfunktion fiir ¢. Dann ist & — a konstant auf jedem
Teilintervall I; nach der Behauptung oben, und wegen der Stetigkeit ist es konstant auf [4, b]. Die Konstante
muss in 271Z liegen, da der Winkel von ¢(a) bis auf 27tZ bestimmt ist. 0

Bemerkung (Beziehung zur Funktionentheorie): Mit Mitteln der Funktionentheorie ist es einfach, eine

Winkelfunktion fiir die Kurve 7y = ¢ hinzuschreiben: Man setzt
d

a(t) = ag+Im / =

p z

wobei g ein Winkel fiir (a) ist. Denn dies ist offenbar eine glatte Funktion von ¢t mit #(0) = &, und
da die Funktion % die Stammfunktion logz hat und Imlogz = argz gilt, ist a(f) € argy(t), d.h. ein
Winkel fiir y(t). Hierbei sind logz und argz mehrwertige Funktionen, aber weil 1 einwertig ist, ist a(t)
wohldefiniert.

Da der Realteil von log z einwertig ist, ist das Integral iiber eine geschlossene Kurve f,y £ rein imagindr,

und aus Lemma[[4.3b) folgt

1 dz .
(T.1) nc_ﬁ/Y?' T=c

Die rechte Seite nennt man auch die Windungszahl von v bzgl. 0. Sie ist fiir geschlossene Kurven vy
definiert, die nicht durch den Nullpunkt laufen (dies ist hier der Fall, da c regulér ist). Anschaulich gibt
sie an, wie oft die Kurve - sich um den Nullpunkt , herumwindet”.

Kurz: Die Umlaufzahl von c ist die Windungszahl von ¢ bzgl. 0.
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Hopfscher Umlaufsatz

I.4.5 Satz

Sei ¢ : [a,b] — R? eine ebene regulire geschlossene Kurve.

a) Esgilt n, € Z.
b) (Hopfscher Umlaufsatz) Ist ¢ einfach, so ist n, = 1 oder n, = —1.

Dies ist ein globaler Satz, da er eine Aussage tiber das Integral der Kriimmung iiber die ganze Kurve

macht. Dies ist wesentlich, dieser Satz hat kein lokales Analogon.

Beweis: a): Wihle eine Winkelfunktion « fiir c. Da ¢ geschlossen ist, gilt ¢(a) = ¢(b), also ist a(b) —a(a) €
2nZ. Nach Lemma) ist also 1, = 5 (a(b) — a(a)) € Z.

b): Siehe z.B. Thm. 2.28 im Buch von Kiihnel: Differentialgeometrie.

Problem: Wie verwendet man die Voraussetzung, dass die Kurve einfach ist?

Idee (mit Hilfe des Begriffs der Windungszahl in der Bemerkung oben):

1. Deformationsinvarianz der Windungszahl: Zunichst tiberlegt man sich, dass die Windungszahl kon-
stant bleibt, wenn man eine geschlossene Kurve stetig dndert, sie dabei aber niemals durch den Nullpunkt
lauft.

Genauer: Fiir jedes r € [0,1] sei v, : [a,b] — C\ {0} eine geschlossene Kurve. Weiterhin seien die Abbil-
dungen (t,7) — 7,(t) und (t,r) — ,(t) stetig. Fiir jedes 7, ist dann die Windungszahl w(7,) = - Yy %
definiert. Das Integral hingt stetig von r ab (nach einem Satz der Analysis tiber parameterabhidngige Inte-
grale — hierzu schreibe das Integral aus als [, % = ab 1:8 dt), daher ist die Abbildung r — w(y,) stetig,
und da sie Werte in Z hat, muss sie konstant sein, was zu zeigen war.

2. Man konstruiert nun eine Deformation der Kurve g := ¢, d.h. eine Familie geschlossener Kurven
v+ wie oben, derart, dass man der Kurve 7; direkt ,ansehen” kann, dass ihre Windungszahl gleich +1
ist. Daraus folgt dann die Behauptung. Die Schwierigkeit liegt in der Konstruktion der Deformation. Sehr
grob gesprochen erhilt man sie, indem man statt der Tangenten ¢(t) von ¢ die normalisierten Sekanten
Higgiiig;;” verwendet. Fiir ' ' t konvergiert dies gegen ¢(t). Man kann z.B. ' = (1 — r)t setzen, dies
definiert dann <,. Die Einfachheit der Kurve ¢ wird dabei dadurch verwendet, dass nur fiir einfache
Kurven diese Sekanten fiir alle t # t' definiert sind.

Hier fehlen noch viele Einzelheiten (z.B. ist das angegebene 7, nicht geschlossen und fiir t = b, r =1
nicht definiert), und wenn Sie sich den in Kiithnel (oder anderen Quellen) gegebenen Beweis ansehen,
erkennen Sie vielleicht diese Beweisidee so nicht wieder — meistens sind die Beweise recht formal gehalten.

Dies einmal gut auszuarbeiten kann Ausgangspunkt fiir eine Bachelorarbeit sein! O
Bemerkung: Verwandt mit dem Hopfschen Umlaufsatz ist:

I.4.6 Satz (Jordanscher Kurvensatz)

Sei c eine einfach geschlossene Kurve. Sei C das Bild von c. Dann hat R? \ C zwei Zusammen-
hangskomponenten, von denen eine beschrankt und eine unbeschrankt ist.

Dies erscheint zwar recht offensichtlich, aber wenn man eine sehr komplizierte Kurve zeichnet, ist es gar
nicht mehr so klar. Man kann den Satz z.B. recht einfach mit Mitteln der Funktionentheorie zeigen (mit
Hilfe der Windungszahl).

Die beschriankte Komponente nennt man auch das Innere der Kurve.

Der Hopfsche Umlaufsatz kann dann so prizisiert werden, dass die Umlaufzahl 1 ist, wenn die Kurve
positiv durchlaufen wird in dem Sinn, dass der um plus go Grad gedrehte Tangentialvektor ins Innere der

Kurve zeigt.






II. Flachen im Raum

Wir fithren zunichst Grundlagen {iber Untermannigfaltigkeiten des RN ein: Lokale Karten, Kartenwech-
sel, Darstellung als Niveaumengen, Tangentialriume, glatte Abbildungen und deren Differential, Vek-
torfelder sowie deren Integralkurven und Fluss. Metrische Begriffe (wie Abstand, Winkel, Volumen)
basieren auf dem Skalarprodukt zwischen Tangentialvektoren, das auch als erste Fundamentalform be-
zeichnet wird.

Dann wenden wir uns der Kriimmung von Flichen im dreidimensionalen Raum zu. Diese kann auf
verschiedene, dquivalente Weisen mathematisch beschrieben werden, denen jeweils eine andere Grund-
vorstellung zugrunde liegt: Die Weingartenabbildung driickt aus, wie sich der Normalenvektor dndert,
wenn man sich entlang einer in der Flache verlaufenden Kurve bewegt. Die zweite Fundamentalform gibt
die Kritmmung von Kurven an, die man erhélt, wenn man die Flache mit verschiedenen Ebenen schneidet.
Weingartenabbildung und zweite Fundamentalform enthalten die volle Kriimmungsinformation tiber die
Flache. Sie sind aber etwas unhandlich, da sie durch Matrizen dargestellt werden. Handlicher sind skala-
re Grofsen (Zahlen): Die Hauptkriimmungen, die Gaufskriimmung und die mittlere Kriimmung. Diese
enthalten zwar jeweils nur Teilinformation tiber die Kriimmung der Flache, fiir viele Zwecke reicht das
jedoch aus. Alle diese Groflen sind fiir jeden Punkt der Flache definiert und konnen von Punkt zu Punkt

variieren.

Dieser etwas uniibersichtliche Zoo von Kriimmungsbegriffen fiir Flichen ldsst sich fiir den Anfanger
vielleicht am besten so sortieren: Am einfachsten zu veranschaulichen sind die Hauptkriimmungen; um
diese zu definieren braucht man die zweite Fundamentalform (oder die dquivalente Weingartenabbil-
dung); mit ihrer Hilfe erhdlt man Gauf3- und die mittlere Kriimmung,.

Zum Abschluss des Kapitels geben wir eine kleine Formelsammlung: Wie kann man die genannten
Begriffe in lokalen Koordinaten berechnen?

Uberblick: Begriffe im bereits behandelten Fall der Kurven und ihre Entsprechungen fiir Flachen:

Kurven Flachen
Parametrisierung Parametrisierung
Umparametrisierung Umparametrisierung (Kartenwechsel)
Bogenlange Flacheninhalt
Bogenldngeparametrisierung (kein Analogon)
Tangente Tangentialebene
Ableitung der Tangente (Kriimmung) Richtungsableitung der Normalen (statt des Tangentialraums)

auch: Kovariante Ableitung (Ableitung eines tangentialen Vektorfeldes)
I.1. Untermannigfaltigkeiten des RN

Dieser Abschnitt ist zum grofien Teil Wiederholung aus Analysis II / IIl. Man kann sich immer den Fall
N = 3,n = 2 vorstellen.

19
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IL.1.1 Definition
Seien n < N € IN. Eine Teilmenge M C RN heiflt n—dimensionale Untermannigfaltigkeit, falls
gilt:

Fiir alle p € M gibt es eine offene Umgebung U C M, eine offene Teilmenge U C R" und einen
Homdoomorphismus ¢ : U — U, so dass ¢ als Abbildung U — RN glatt und Dg),, fiir alle u € u
injektiv ist.

¢ heilit lokale Karte , U Kartenumgebung oder Kartengebiet.

u
v
A @
u
T~

[ .

\ B
M

Abbildung II.1.: Lokale Karte einer 2-dimensionalen Untermannigfaltigkeit des R3

Bemerkung: > ¢ Homoomorphismus heifit, dass ¢ stetig und bijektiv und auch ¢~ stetig ist.

> U offene Teilmenge von M bedeutet: Es gibt eine offene Teilmenge W C RV, so dass U = WNM
ist. Damit ist z.B. M = {(x,y) € R? : y € Q} ausgeschlossen.

> Do, : R" — RN ist eine lineare Abbildung (oder n x N —Matrix). Es sind dquivalent:
- Dgy, ist injektiv
- Bild(Dg|,) ein ein n—dimensionaler Unterraum

— die Jacobi-Matrix ( gi]l (u)) _n hat den Rang n
u

i=1,.
j=1,.n
. Ll Ll N o . I
- die Vektoren ¢ (u), ... 3.7 (1) € R sind linear unabhéngig

Da diese Vektoren Bild(D(p‘u) aufspannen, sind sie dann eine Basis dieses Raums.
Falls diese Bedingungen fiir alle u € U erfiillt sind, dann heift ¢ Immersion .

% (u) ist ein Tangentialvektor an M im Punkt ¢(u), siehe unten.
u

> Kurz: M ist Untermannigfaltigkeit, wenn es durch Kartengebiete {iberdeckt werden kann. Eine Men-
ge {(¢;, U;) : i € I} von lokalen Karten und Kartenumgebungen heifit Atlas von M, wenn M von
den U; tiberdeckt wird, d.h. wenn M = ‘UI U; gilt.
ic
> Im Unterschied zur Kurventheorie liegt unsere Aufmerksamkeit nun auf der Menge M. Die lokalen
Karten (Parametrisierungen) sind zur Beschreibung von M weiterhin notwendig, werden aber mehr
als Mittel zum Zweck betrachtet.

Beispiele: = M = {(x,0) : x € (0,1)} ist 1—dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? mit einer
lokalen Karte U = (0,1), U = M und ¢(u) = (u,0).
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> n = 1: Sei M das Bild einer einfach geschlossenen reguldren Kurve. Dann ist M eine eindimensio-
nale Untermannigfaltigkeit. Ist ¢ : R — M eine periodische Parametrisierung (siehe die Erklirung
nach Definition , so ist ¢|; eine lokale Karte fiir jedes offene Intervall ], auf dem ¢ injektiv ist.
Injektivitat von Dc|, bedeutet c(u) # 0 fiir alle u € R, also dass ¢ regulr ist.

Eine Kurve, die sich selbst schneidet, ist keine Untermannigfaltigkeit: Der Schnittpunkt hat keine
Kartenumgebung.

Wann ist das Bild einer einfachen reguldren Kurve ¢ : I — RN eine Untermannigfaltigkeit? Die
Antwort ist tiberraschend kompliziert. Sie ist z.B. dann nein, wenn I einen Endpunkt enthilt, oder
wenn [ = (a,b) offen ist und der Grenzwert lim,_,, c(u) ein Kurvenpunkt ist. Eine hinreichende
Bedingung fiir die Antwort ja ist: I = (a,b) und c l4sst sich zu einer einfachen reguldren Kurve auf
[a,b] fortsetzen.

Die kompakten eindimensionalen Untermannigfaltigkeiten von RN lassen sich charakterisieren: es
sind die Vereinigungen endlich vieler disjunkter Bilder einfach geschlossener reguldrer Kurven.
(Ubung)

> n = N: Die N-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des RN sind genau die offene Teilmengen
M C RN, Eine Karte ist dann beispielsweise U = U = M und ¢ = id.

Bemerkung: > Bezeichnungen: Punkte im R” werden als u = (u!,...,u") € U benannt, bei n = 2
oft mit (u,v). In RN schreiben wir meist ¢(u,0) = p € M oder ¢(u,v) = x = (x!,...xN) € M, bei
N =3 auch ¢(u,v) = (x,y,z). Statt ¢(u) schreiben wir gelegentlich x(u).

> ¢~ ! ordnet jedem x € U ein n—Tupel ¢~ !(x) = (u',...u") € R" zu. ¢! heiflt daher auch
lokales Koordinatensystem auf M. Statt u’ schreiben wir auch u(x). Also sind u'(x),...,u"(x)
die lokalen Koordinaten von x beziiglich der Karte ¢ . Wir schreiben auch manchmal ¢~!(x) =

u(x).

Bevor wir weitere Beispiele angeben, erinnern wir an zwei Sitze, die aus der Analysis III als bekannt
vorausgesetzt werden:

II.1.2 Satz (Graphen sind Untermannigfaltigkeiten)
Sei U C R" offen, h : U — RN~ glatt. Dann ist Graph(k) = {(u,h(u)) : u € U} c RN eine
n—dimensionale Untermannigfaltigkeit

Denn wir kénnen ¢ : U — U = Graph(h); u +— (u,h(u)) als (globale) Karte nehmen.

II.1.3 Satz (Niveaumengen sind Untermannigfaltigkeiten)
Sei W C RN offen, F : W — RN"" glatt. Sei r € RN"" und M = F1(r) = {x €¢ W :
F(x) = r}. Falls DF, surjektiv ist ftr alle x € F~1(r), also den Rang N — n hat, dann ist M
eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN.

Wichtiger Spezialfall: Im Fall von Hyperflaichen (N —n = 1) ist Surjektivitit dquivalent zu
VF(x) # 0.

Beide Satze haben Umkehrungen, aber nur lokal: Jede Mannigfaltigkeit kann lokal als Graph und als
Niveaumenge geschrieben werden. (Das heifit: Jeder Punkt von M hat eine Umgebung U, so dass U
ein Graph bzw. eine Niveaumenge ist.) Fiir die Darstellung als Graph miissen ggf. erst die Koordinaten
permutiert werden.

Die Surjektivitdt von DF|, muss nur fiir Punkte x € M gelten. Falls Sie fiir alle x € W gilt, so heifst F
eine Submersion .
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Beispiel: Die Einheitssphare S? = {(x,y,z) € R3 : x2 + y? + z2 = 1} ist eine 2—dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des R®. Denn fiir die Abbildung F : R®> — R mit F(x,y,z) = x> +y> +2z%> und r = 1 ist
S% = F~1(r) und es gilt VF(x,y,z) = (2x,2y,2z) # (0,0,0) fiir alle (x,y,z) € S2.

Ein Atlas fiir S? ist gegeben durch folgende 6 Karten:

B U =82N{z>0}, U ={(x,y): 22+ 2 <1} und ¢1(x,y) = (x,y, /1 — x2 —y2).

> Uy =52N{z <0}, Uy = Uy und ¢(x,y) = (x,y, —/1 — x2 — 12).
Es fehlt noch der Aquator C = $?\ {U; U Uy }. Um diesen zu iiberdecken, nehmen wir z.B.
> Uz =52N{y >0}, Us = {(x,2) : 22+ 22 < 1} und ¢3(x,2) = (x, V1 — 22 — 22,2).

> Uy =52N{y <0}, Uy = Uz und @4(x,2) = (x, —V/1—x2 — 22,2).

o Us = S0 {x >0}, Us = {(5,2) : 2 + 2 < 1} und ps(y,2) = (/1= — 22,1,2).

= Ug = SN {x < 0}, U = Us und g(y,2) = (—/1— 12 — 22,9,2).

Dieser Atlas benotigt 6 Karten. Es gibt aber einen anderen Atlas, der mit zwei Karten auskommt:
7. — R2 _ 2u 2v w4021\ _ ;
Setze Uy = R* und ¢n(u,v) = (u2+v2+1’ Y u2+02+1) = Schnittpunkt der Strecke V0£1 (u,0,0)
zum “Nordpol” N = (0,0,1) mit S?. Dann ist Uy = S?\ {N}. Konstruiere analog ¢g auf Us = RR?

mit dem “Stidpol” S = (0,0, —1). Dann ist Us = S?\ {S} und somit die ganze Sphre von den beiden

Kartengebieten iiberdeckt.

Beachte:

> In hoheren Dimensionen gibt es im Allgemeinen keinen Ersatz fiir “Bogenldngeparametrisierung”.
Ein Kandidat wéren fldchenerhaltende Karten. Die gibt es zwar (das ist aber nicht leicht zu zeigen),

aber es ist meist zu umstidndlich, damit zu rechnen.

> Eventuell braucht man viele Koordinatensysteme, um (selbst zusammenhingende) Untermannigfal-

tigkeiten zu tiberdecken, z.B. einen Torus mit mehreren “Léchern”.

Beispiel: Sei M(n) = {n x n —Matrizen} = R" und O(n) = {orthogonale n x n — Matrizen}. Dann ist
O(n) eine Untermannigfaltigkeit der Dimension @

Denn: Sei Symm(n) C M (n) der Unterraum der symmetrischen Matrizen. Betrachte die Abbildung
F : M(n) — Symm(n) mit U ~ UUT —I. Es gilt U € O(n) genau dann, wenn F(U) = 0, also ist
O(n) = F71(0).

Es gilt per Definition DF|;;(B) = %HZOF(U +t-B) = BUT + UBT = BUT + (BUT)T. Die Abbildung
DF; ist surjektiv fiir jedes U € O(n), denn zu C € Symm(n) kénnen wir B € M(n) so wiahlen, dass
BUT = (BUT)T = § gilt, also B = SU.

Nach Satz ist also O(n) eine Untermannigfaltigkeit. Wegen dim M (1) = n? und dim Symm(n) =
M folgt dim O(n) = n? — M = @

Die Untermannigfaltigkeit O(n) ist kompakt. Denn eine orthogonale Matrix U = (U;;) hat normierte
Zeilen, also ist 374 (LIij)2 = n fur alle U € O(n), d.h. O(n) ist beschréankt. Es ist auch abgeschlossen, da
F stetig ist.

Bemerkung: Oft ist eine Untermannigfaltigkeit als F~!(r) gegeben. Um darauf rechnen zu koénnen (z.B.
die Kriimmung zu bestimmen), muss man meist zu lokalen Karten {ibergehen (z.B. ist die Kriimmung

mittels Parametrisierung definiert!).
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Erinnerung an das Differential einer Abbildung;:

Sei U C R" offen, p € U und f : U — R™. Per Definition ist Df, : R" — R™ die eindeutige lineare
Abbildung, fiir die gilt
f(p+1) — £(p) ~Df ()

=0.
RS0 ]l

Als Richtungsableitung interpretiert ist Df),,(X) = % =0 flp+tX) =% Xl%

Allgemeiner gilt: Ist -y eine beliebige Kurve mit (0) = p und 7(0) = X, so ist Df},(X) = %lt:of('y(t)),
denn nach der Kettenregel gilt % f(r(t)) = Dfjy) (7(t)). Fiir t = 0 ergibt sich dann das gewtinschte
Ergebnis. Dies wird gleich niitzlich sein.

Die wichtigste Eigenschaft von Untermannigfaltigkeiten ist, dass sie einen Tangentialraum haben, d.h.
es gibt eine lokale lineare Approximation.

II.1.4 Definition

Sei M C RN eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit, p € M. Der Tangentialraum an M in
p ist definiert durch

T,M := {X € RY : 3Kurve 7 : I — M mit I offenes Intervall, 0 € I,7(0) = p, ¥(0) = X}

Solche X heiflen Tangentialvektoren an M in p.

II.1.5 Satz

a) TpM ist ein n—dimensionaler Untervektorraum von RN.

b) Sei ¢ : U — U lokale Karte und u € U das Urbild von p unter ¢, also ¢(u) = p. Dann gilt
T,M = Bild D¢y, und

aﬁ() 99
oul " qun

(u) ist eine Basis von T, M.

c) Falls M = F~(r) wie im vorherigen Satz ist, dann ist T,M = Kern DE,.

Beachte: X € T, M sind als Richtungen aufzufassen. T, M ist ein linearer Unterraum (enthilt also den
Nullpunkt), kein affiner Unterraum durch p. Es gilt immer 0 € T, M (mit der Kurve 7(t) = p fiir alle ).

2
u A /\~
T4

e
0w
=

54 (u)

T

it ()

M

Abbildung I1.2.: Tangentialraum im Punkt p einer 2-dimensionalen Untermannigfaltigkeit des R3: a—(P(uo) und ;T(g(uo)

oul
bilden eine Basis des Tangentialraumes
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Beweis: b) Kurven 7 : I — U entsprechen genau Kurven 7 : I — U mittels @ oy = 7. Nach der
Kettenregel ist (0) = d—dt‘tzo(p(’ﬂt)) =Dgy, (7(0)). Nun gibt es fiir jedes X € R” ein 4 mit 7(0) = u
und 7(0) = X. Damit folgt T,M = D), (R") = Bild Dg|,.

Es gilt %(u} = D(p‘p(ei), wobei ¢; = (0,...,1,...,0) der i—te Standard-Einheitsvektor des R" ist.

Daeq,...,e, eine Basis des R” bilden, ist aa%(u), e, %(”) eine Basis von T, M.
a) folgt aus b)

c) Falls X € T,M, 7(0) = p, 7(0) = X, 7(t) € M fiir alle t und M = F~1(r), dann ist F(y(t)) = r
fur alle t. Ableiten nach t an der Stelle 0 liefert DF‘p(X) = 0, also X € KernDF, und damit
TyM C KernDF,. Da die beiden Vektorrdume die gleiche Dimension haben, folgt die Gleichheit. O

Bemerkung: > b) erkldrt, warum ¢ eine Immersion sein soll: Dies stellt sicher, dass M in jedem Punkt

einen n—dimensionalen Tangentialraum hat.

> Eine Karte gibt ein “Koordinatennetz” auf U C M an: Dies besteht aus den 1! —Linien i=1,---,n),

also den Bildern unter ¢ der zur u' —Achse parallelen Geraden. 57(’)1 (up) ist tangential an die u’ —Linie

durch p = ¢(up).
> Falls F: RN — R, also M eine Hyperflache ist, dann ist Kern DF, = (VE( )R

Beispiele:  a) Sein = N, M C R" eine offene Teilmenge. Dann ist T,M = R" fiir alle p € M.

b) Sein =1 und M das Bild einer reguldren Kurve c. Dann ist T,M = span ¢(t) fiir p = c(t).

¢) Sei n = 2 und S? die Einheitssphire, ¢(x,y) = (x, Y, /1—x2— yz). Dann ist g—f =(1,0,—%) und
3—3 = (0,1, —%) eine Basis von T, M. Hierbei ist z = /1 — x2 — y2 gesetzt.
Oder: sei p = (x,y,z) € S?, dann ist T,M = Kern DF mit F(x,y,z) = x> + y* + 22, also Tl M =
(x,y,2)".

d) Sei O(n) = F~1(0) mit F(U) = UUT — I die Untermannigfaltigkeit aus dem letzten Beispiel. Dann
ist DF|U(B) = BUT + (BUT)T genau dann gleich Null, wenn BUT antisymmetrisch ist, also B =
AU mit einer antisymmetrischen Matrix A. Demnach ist TyO(n) = {AU : A antisymmetrisch}.
Insbesondere ist

‘Tl(’)(n) ={AeMmn): A antisymmetrisch}‘

Dies ist die geometrische Art, die Beziehung zwischen orthogonalen und antisymmetrischen Matri-
zen auszudriicken.

IL.2. Grundbegriffe der Analysis auf (Unter)-Mannigfaltigkeiten

Wir werden oft Funktionen und Vektorfeldern begegnen, die auf einer Untermannigfaltigkeit M definiert
sind. Dafiir miissen wir uns ein wenig Gedanken dariiber machen, was in diesem Fall Differenzierbarkeit
und die Ableitung bedeutet und wie man diese in lokalen Koordinaten darstellt.

Wenn immer moglich, fithren wir die Konzepte so ein, dass sie nur mittels lokaler Karten formuliert
sind, also der umgebende Raum RN nicht vorkommt. Das erlaubt spéter eine direkte Verallgemeinerun-
gen auf abstrakte Mannigfaltigkeiten.
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II.2.1 Definition

Sei M C RN eine Untermannigfaltigkeit. Eine Funktion f : M — R heifit glatt, wenn fiir jede
lokale Karte ¢ : U — U die Funktion f = fog:U — R glatt ist.

Wir stellen uns ]7 vor als “f in den Koordinaten ¢ geschrieben”. Sei beispielsweise f : S?> — R mit

f(x,y,2) = x-zund @(x,y) = (x,y,1/1 — 22 —2), danniist f(x,y) = f(@(x,y)) = f(x,y,/1 — 22 —2) =
x-q/1—x2 —y2

Nun ist es schwierig, nachzupriifen, ob etwas in jeder Karte gilt. Daher ist folgendes Lemma niitzlich:

II.2.2 Lemma
Sei {(¢;, U;) : i € I} ein Atlas fiir M. Eine Funktion f : M — R ist genau dann glatt, wenn f o g;
glatt ist fiir alle i € I.

Mit anderen Worten: Zum Uberpriifen der Glattheit geniigt es, nur die Karten eines festen Atlasses zu
tiberpriifen, z.B. bei der Sphére die beiden stereographischen Projektionen. Fiir den Beweis brauchen wir

folgendes Lemma, das aus Analysis III bekannt ist.

I1.2.3 Lemma

Seien ¢, zwei lokale Karten fiir M. Dann ist der Kartenwechsel ¢! o ¢ glatt.

Den genauen Definitions- und Bildbereich von ¢! o ¢ liest man aus Abbildungab.

! \4
M
¢ Y
“) % Iv“
1 lu 1 A | ™\
K=y lop \ \
( . (/) -
g v z
g1 (UN V)&
- e lunv)

Abbildung I1.3.: Der Kartenwechsel x bildet ¢~ 1(UNV) auf py~L(UNV) ab

Beweis (von Lemma[[[.2.2): Angenommen, ist f o ¢; glatt fiir alle i € I. Sei ¢ : U — U eine beliebige
Karte. Wir miissen tiberpriifen, dass f o ¢ glatt ist. Fiir jedes i ist fo ¢ = (f o ¢;) o (¢; ' o @), wo dies

definiert ist, d.h. auf ¢~!(U N U;). Nach Voraussetzung ist f o ¢; glatt und nach Lemma @ ist (pl._l og
auf seinem Definitionsbereich ¢~ (U N U;) glatt. .

Also ist f o ¢ auf der Menge ¢~ ' (UNU;) C U glatt. Da die Mengen U; ganz M und damit auch U
iiberdecken, iiberdecken die Mengen ¢~} (U NU;) C U ganz ¢ (U) = U, wenn i € I variiert. Damit ist

f o ¢ glatt, was zu zeigen war. g
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Analog definieren wir fiir Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten Glattheit mittels lokaler Kar-
ten:

II.2.4 Definition

Seien M, N n— bzw. m—dimensionale Untermannigfaltigkeiten von R? bzw. R”. Eine Abbildung
f:M — N heifit glatt, wenn fiir alle lokalen Karten ¢ : U — U C Mund ¢: V — V C N die
Abbildung f=¢plofop:UCR"—VCR" glatt ist.

Wiederum stellt man sich f als “f in lokalen Koordinaten ¢, § geschrieben” vor. Beachte, dass hierbei f
Werte in R hat, also als Vektor f = (f',..., f) mit Funktionen f' : U — R geschrieben werden kann.
Auch hier gentigt es natiirlich wieder, die Bedingung fiir alle Karten ¢ in einem Atlas fiir M und alle
Karten ¢ in einem Atlas in N nachzupriifen.

Bemerkung: Wegen N C RY kann man auch f als Vektor f = (f',..., f?) schreiben, und dann ist
Glattheit von f im Sinne der Definition dquivalent zu Glattheit jeder der Komponentenfunktionen f* :
M — R (Ubung).

Die gegebene Definition hat den Vorteil, sofort auf den Fall abstrakter Mannigfaltigkeiten M, N tiber-
tragbar zu sein. Auferdem wird das hier auftretende f auch fiir die Berechnung des Differentials df
mittels Basen von T, M, Tf,) N gebraucht, siehe den folgenden Satz.

II.2.5 Definition
Seien M C R%, N C R Untermannigfaltigkeiten und f : M — N glatt, p € M. Das Differential
von f in p ist die Abbildung
dfjp : TpM = Te)N
definiert wie folgt:
Sei X € T,M gegeben durch die Kurve v : (—¢,€) — M, also 7(0) = p und §(0) = X. Dann sei
dfip(X) = (fo7) (0) = g o f (v(1)):

fo ist eine Kurve in N und es ist (f 0)(0) = f(p), daher ist tatsdchlich df|,(X) € T¢,)N.

Bemerkung: = Die Vorstellung ist: Der Vektor X beschreibt, in welcher momentanen Richtung und
mit welcher momentanen Geschwindigkeit sich ein Punkt x von p fortbewegt; der Vektor df, p(X)
gibt dann die momentane Richtung und Geschwindigkeit von f(x) an.

= Man kann hier nicht df},(x) = 4 f(up + tX) (wie im IR") nehmen, da gegebenenfalls 1y + tX & M,
also f dort nicht definiert ist.

> Falls M C R" offen ist, so
- gilt T,M = R" fiir alle p € M
- stimmt die Definition von df mit der alten Definition des Differentials Df tiberein, wir konnen

also wahlweise Df oder df schreiben.

> (Spezialfall N = R) Ist f : M — R eine glatte Funktion, so ist also fiir jedes p € M das Differential
eine lineare Abbildung df|, : TyM — R, also ein Element des Dualraums T;M := (T,M)". Fiir
X € TyM ist die Zahl df},(X) die Richtungsableitung von f in Richtung X.

Beispiele: = Sei M = N = S? und f(x,y,z) = (—y,x,z) die Rotation um 90° in der x — y—FEbene
um die z—Achse. Es ist f(p) = U - p, wobei U eine orthogonale Matrix ist. Dann gilt df},(X) =
Fmof (VD) = U () =U-7(0) = U - X.
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Betrachte zum Beispiel p = (1,0,0) und einen Einheitsvektor X € TpSZ, der tangential an den
Agquator liegt. Dann ist d fip(X) ein Einheitsvektor tangential an den Aquator im Punkt f(p) =
(0,1,0).

> Ist ¢ U — U C M eine lokale Karte, so ist
J
(IL1) Ay, (€)= <0 (u)

oul
Dies folgt direkt aus der Definition der partiellen Ableitung.

1I.2.6 Satz

df|,(X) ist wohldefiniert, also unahéngig von der Wahl von v, solange 7(0) = p und 7(0) = X
ilt. Auflerdem ist df;, linear und in Koordinaten ¢, ¢ fiir M, N gegeben durch
& lp P9 geg

9 " Aft oy
d —/ | = - . L
fie (au/) gaw 9!
fiir j=1,...,n. Dabeiist f = p 1o fog.

Kurz: In lokalen Koordinaten ist df durch die Jacobimatrix von f gegeben.
Weiterhin gilt die Kettenregel:

(g f)jp = 8f(p) © iy
Kurz: d(go f) = dgo df.
Die Darstellung durch die Jacobimatrix von f ist hier beziiglich der Basen 887(’; von T,M und % von
Tf(p>N zu verstehen.
Der Ubersichtlichkeit halber haben wir nicht hingeschrieben, wo die jeweiligen partiellen Ableitungen

auszuwerten sind. Dies werden wir hdufig so handhaben. Aus dem Kontext kann man dies immer leicht

herleiten. In diesem Fall ist, falls ¢(u) = p = ¢ (v), ausfiihrlich %(u), gi;(u) und %(v) gemeint.
U U

Beweis: > Wohldefiniertheit: Reduziere alles mittels lokaler Karten auf offene Mengen im IR": Sei ¢
lokale Karte fiir M nahe p und ¥ = ¢! 0 ¢ die Kurve in U, die y entspricht. Dann ist f oy =
fo@ory,also %\t:of('Y(t)) = %ltzo(fo @)(F(t)). Da fog: U — RN, ist letzteres nach Kettenregel
im R” unabhéngig von 7, hingt also nur von 7(0) und damit nur von §(0) = dg(7(0)) ab.

> Kettenregel: Es gilt per Definition d(go f)(X) = %‘tzog(f(fy(t))) und auch ebenso dg(df(X)) =
48 (G —of (YD) = 5, _og(F(1(1))):

> Wiahle lokale Karten ¢ fiir M nahe p und ¢ fiir N nahe f(p). Wegen f = S fle; gilt df(ej) =

f _ i of
- = ate;, wobei at = L
ou/ 1';1 jt ] ou/

df(dg(e)) = dp(df(e;)) = dyp(>; a;ei) =3 a;-dlp(ei), und mit Gleichung ([.1), angewendet fiir ¢
und 1, folgt die Behauptung.

gesetzt wurde. Aus fo ¢ = o f folgt nun mit der Kettenregel

II.2.7 Definition
f: M — N heif}t Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und f und f~! beide glatt sind.

Beispiel: Lokale Karten ¢ : U — U sind Diffeomorphismen.
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Integration eines Vektorfeldes:

I1.2.8 Definition
Sei M eine Untermannigfaltigkeit des RN. Ein Vektorfeld X ist eine Abbildung, die jedem p € M
ein X, € Ty M zuordnet. Ist ¢ : U — U eine lokale Karte, so ist die Darstellung von X beziiglich
@
X, =3 X(p)gh, pell
1

X heifit glatt, wenn alle Funktionen X' fiir jede Karte ¢ glatt sind.

II.2.9 Definition
Sei X ein Vektorfeld auf M. Eine parametrisierte Kurve o : I — M heifst Integralkurve von X,
falls j(t) = X, ) fiir alle t € I gilt.

Beispiel: Sei M = R, X(x) = x?. Schreibe 7(t) = x(t). Dann ist  Integralkurve von X genau dann, wenn
x die Differentialgleichung % = x? erfiillt.

II.2.10 Satz
Sei M eine Untermannigfaltigkeit des RN, X ein glattes Vektorfeld auf M und p € M. Dann gibt
es genau eine maximale Integralkurve v, : Iy max — M mit (0) = p. Dabei ist das Definitionsin-
tervall Ip,maxoffen. Falls M kompakt ist, so ist Iy max = R, d.h. Integralkurven sind fiir alle Zeiten
definiert.
Allgemeiner: Sei X(t) ein zeitabhingiges Vektorfeld (d.h. X(t) ist ein Vektorfeld fiir jedes ¢, und
(t,p) — X(t)p ist glatt beztiglich t und p). Dann hat §(t) = X(t),;) eine eindeutige Losung, die

bei kompaktem M fiir alle Zeiten definiert ist.

Lokale Existenz der Integralkurven zeigt man, indem man die Aussage mittels einer lokalen Karte auf die
bekannte Aussage im R” zuriickfiihrt. Die tibrigen Aussagen, wie auch Satz konnen dhnlich zu
den analogen, aus Analysis III bekannten Satzen fiir Vektorfelder auf offenen Teilmengen des IR” bewiesen
werden. Einzelheiten sind in Kapitel ausgefiihrt.

Wir kénnen nun den Beweis des Hauptsatzes der Kurventheorie vervollstindigen. Es war noch Lemma

zu zeigen.

Beweis (von Lemma [[:3.9): Fiirjedes C € M (n) sei X(t)c = A(t)C. Dies ist ein zeitabhidngiges Vektorfeld
auf M(n). Sei O4(n) = {C € O(n) : detC = +1}. Dies ist eine Zusammenhangskomponente von O(n)
(Ubung).

Die Gleichung U = AU bedeutet, dass U eine Integralkurve von X(t) ist. Da A(t) schiefsymmetrisch
ist, ist X(t) tiberall tangential an die Untermannigfaltigkeit O (n) von M(n), d.h. X(t)c € TcO4(n) fiir
alle C € Oy (n).

Also ist die Einschrénkung X(t)|o, (») ein (zeitabhéngiges) Vektorfeld auf O (n). Da O (n) kompakt
istund I € O, (n), existiert genau eine Integralkurve U : R — O (1) von X(t)0, () mit U(0) = I, also
eine Losung von fl(t) = X(t)‘ﬁ(t).

Damit gilt U= AU, d.h. U erfillt dieselbe Differentialgleichung und Anfangsbedingung wie U. Wegen
der Eindeutigkeit der Losungen folgt U(t) = U(t) fiir alle t € [0,b], also U(t) € O (n) fiir alle n. O

II.2.11 Definition

Der Fluss von X ist ®(t, p) = ,(t), wobei 7, die maximale Integralkurve mit ,(0) = p ist.
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Der Fluss enthélt die Information aller Integralkurven gemeinsam. Der Definitionsbereich des Flusses
ist {(t,p) : p € M, t € Ipmax} C R x M. Falls alle Integralkurven fiir alle Zeiten definiert sind, d.h.
Ipmax = R fiir alle p, ist also
P:RxM— M.
Wir nehmen dies im Folgenden immer an (es ist z.B. fiir kompaktes M immer erfiillt) und definieren
noch ®; : M — M durch &;(p) = (¢, p).

I1.2.12 Satz
Es gilt @y = idys und &5 = P o D; fiir alle £, 5 € R. Die Abbildung ®; ist ein Diffeomorphismus
M — M fir alle t.

II.3. Erste Fundamentalform und Flacheninhalt

Vorbemerkung zur Notation

Bei vielen Uberlegungen in diesem Kapitel fixieren wir einen Punkt p € M. Wir bezeichnen Tangential-
vektoren in TyM mit X, Y. Konsequenter wire X,,Y), aber dann werden die Formel schwerer lesbar.
Da wir viel in Koordinaten rechnen werden, fithren wir folgende abkiirzende Notation fiir die mittels

einer Karte ¢ definierten Basisvektoren von T, M, wobei p = ¢(u), ein:

o9
al' = @(M)

Wenn wir die Koordinaten z.B. mit x, y bezeichnen, so schreiben wir dy, dy,.

In der Geometrie sind unter anderem Langen und Winkel von Interesse. Diese sind bekanntlich mit
Hilfe des Skalarprodukts zu berechnen.

I1.3.1 Definition
Sei M C RN eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M.
Definiere g, : TyM X T,M — R durch g,(X,Y) = (X, Y)pn fur X,Y € T, M.
gp heifit erste Fundamentalform oder induzierte Riemannsche Metrik von M bei p.

Offenbar ist gp ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum T,M, also bei Wahl einer Basis (vy, ..., v,) durch
eine Matrix zu beschreiben. Dazu etwas Lineare Algebra zur Wiederholung;:

g sei ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V. Sei vy, ..., vy, eine Basis von V und g;; = g(v;, v;) fiir
i,j €{1,...,n}. Die n x n—Matrix (31’;‘) heifit die Matrix von g beziiglich der Basis vy, ..., vy.

, . n .y
Sind X = >~ X'v; und Y = 3~ Y/v; beliebige Vektoren in V, dann gilt ¢(X,Y) = >° g;X'Y/.
ij=1

Sei nun ¢ : U — U eine lokale Karte von M, p € U, u € U und ¢(u) = p. Dann ist dy, ..., 9, eine Basis

von T, M. Setze
gij(u) = gp (ai,a]’)

farij € {1,...,n}. g;j(u) heifSt Darstellung von g, bzgl. der Karte ¢. (gi]-) ist eine Abbildung, die jedem
u € U eine n x n—Matrix zuordnet.

gp ist also in der Basis 91, ..., d, durch die Matrix (gl-]'(u)) gegeben.

Damit ist die Lange eines Tangentialvektors X € T,M, der in Koordinaten als X = 3 X' 9; gegeben ist,

IX] = \/ep(X, X) = | D XIXigij(u)
ij=1

gleich
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gp(X)Y)

Der Winkel zwischen zwei Vektoren X,Y € T,M ist ZX,Y = arccos XY

gij ausgedriickt werden kann.

was wiederum mittels der

Bemerkung: Allgemein ist eine Riemannsche Metrik auf einer (Unter-)Mannigfaltigkeit M eine Zuord-
nung eines Skalarproduktes g, zu jedem Punkt p € M, die glatt von p abhéngt. Die Glattheit bedeutet
dabei, dass fiir jede lokale Karte die Funktionen g;; = g(9;,9;) glatt auf U sind.

Die euklidische Metrik auf RN kann als Riemannsche Metrik aufgefasst werden: Fiir jeden Punkt p €
RN ist TPIRN = RY, und das Skalarprodukt darauf ist einfach das euklidische fiir jedes p.

Die erste Fundamentalform auf der Untermannigfaltigkeit M C RN ist dann diejenige Riemannsche
Metrik, die von der euklidischen auf RYN induziert ist, in dem Sinn, dass man fiir jedes p € M das
euklidische Skalarprodukt auf T, M einschrankt. Aufser in Kapitelwerden wir immer diese induzierte
Riemannsche Metrik betrachten.

Beispiele: = Sein =N =2, M = R? und ¢(u) = u. Dann ist ; = (1,0) und 9, = (0,1). Wenn man

10
die entsprechenden Skalarprodukte ausrechnet, erhdlt man damit (gl-j) = (0 1) .

> Betrachte Polarkoordinaten auf R? \ {0}, also ¢(r,8) = (rcos8,rsin@). Dann ist 9, = %—‘f = (cos,sin0)

und dy = 9 _ (—rsin®,rcosf). Durch Ausrechnen der Skalarprodukte ergibt sich (g;i) =
20 p g &ij

1 0
<0 2) . Also ist dies die Darstellung der euklidischen Metrik auf R? in Polarkoordinaten.
r

> Betrachte einen Zylinder im R?, also x> + y?> = 1 und z beliebig mit der Karte ¢(6,z) = (cos,sin 6, z).

1 0
Esistdg = g—‘g = (—sin6,cosf) und 9, = %—Z =(0,0,1) und (gl-]») = (0 1>. Es fallt auf, dass dies

die selbe Matrix ist wie beim R? in Standardkoordinaten.

> Betrachte zuletzt die obere Halfte der Einheitssphare S? mit der Karte ¢(x,y) = (x,y, /1 — x2 — y2).

Bsist 9x = 3¢ = (1,0, ———5—) und 9, = 3£ = (0,1, —
Y

. In diesem Fall ergibt sich
1-x2—

Y
1—x2 *]/2 )
142 o
( ) _ 1—x2—y2 17x27g2
gl] xy 1 + y
1—x2—y2
also keine konstante Matrix, was eher der Normalfall ist.

1—-x2—y2

Flicheninhalt (Volumen) und Integration iiber M:

In Analysis III haben wir bereits gezeigt, dass das n—dimensionale Volumen des von den Vektoren
v1,...,0, € RN aufgespannten Parallelotops gleich der Wurzel aus der Gramschen Determinante

(v1,01) ... (v1,00)
I | = Jaatwe)
(v, v1) ... (v0n,0n)
ist.
Daraus haben wir gefolgert, dass das Bild eines Wiirfels W unter der linearen Abbildung d¢j, (wobei
@ : U — U C M eine lokale Karte ist) das n-dimensionale Volumen

det ((3;,;) ) - vol (W)

hat. Ist u € U und W ein kleiner Wiirfel mit u € U, so liegt weiterhin das Bild ¢(W) nahe dem Bild von
W unter dg), (verschoben in den Punkt p = ¢(u)). Denn dg, (W) C T, M. Dies motiviert die folgende
Definition.
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II.3.2 Definition
Sei M C RN eine n—dimensionale Mannigfaltigkeit und ¢ : U — U C M eine lokale Karte.

a) dvol(u) = ,/det(g;;(u)) du heifit das Volumenelement von M beziiglich der Karte ¢.

b) Esseivol(U) = [dvol(u) = det(g;i (1)) du.
s sei vol(U) sz ol(u) L~II\/e(g]())

c) Sei {(¢k, Ux)}i=1 . x ein Atlas fir M, derart, dass die Kartengebiete U paarweise disjunkt
sind und M \ UK, Uy eine Nullmenge ist. Dann definiere fiir beliebige offenen Mengen
SCM

vol(S) := ) " vol(SN Uy)
k
(beachte, dass mit Uy auch S N Uy ein Kartengebiet ist).

Wie iiblich steht hier abkiirzend du = dul... du". Eine Teilmenge A C M heifit dabei eine Nullmenge,
wenn ¢~ !(A) eine Nullmenge ist fiir jede lokale Karte ¢. Es ist wesentlich, dass die Definition von vol(S)
unabhingig ist von der Wahl der lokalen Karten (nachzurechnen mit Hilfe der Transformationsformel,
siehe Analysis III). Damit wird ein Maff auf der von den offenen Teilmengen von M erzeugten c-Algebra
definiert. Dieses wird ebenfalls mit dvol bezeichnet.

Mit Hilfe dieses Mafies kann man Funktionen integrieren. Es gilt (mit Notation wie in c), wobei (g(k))

1
die Darstellung von g in der Karte ¢ ist)

] fevol = > /akf(<pk(u))\/det(g§}‘)(u))du

(man kann dies auch als Definition des Integrals nehmen).
E F
Um die Indizes zu vermeiden, schreibt man fiir n = 2 hédufig ¢ = (gn 812> = ( ) Damit ist

821 82 F
dvol = VEG — F2 du dv.

1
Beispiel: Fiir Polarkoordinaten auf R? ist det(g;j) = det <O 0> =1-72, also dvol = rdrd®.

II.4. Die Kriimmung von Flachen

Im Folgenden betrachten wir Fliachen im Raum, also n = 2 und N = 3. Eine Verallgemeinerung auf
Hyperfldachen, also n beliebig und N = n + 1 ist unmittelbar moglich mit nur unwesentlich mehr Arbeit.
Die Verallgemeinerung auf Untermannigfaltigkeiten hoherer Kodimension ist ein wenig aufwéndiger, da
es — wie bei Kurven im R3 - nicht nur eine Normalengerade, sondern einen (N — 1)-dimensionalen
Normalenraum an jedem Punkt gibt.

Normalenvektor und Orientierbarkeit

II.4.1 Definition

Sei M C R3 eine Fliche (also 2—dimensionale Untermannigfaltigkeit) und p € M. N(p) € R3
heifit Einheitsnormalenvektor zu M in p, wenn ||[N(p)|| = 1 und N(p) L T,M gilt.

Ein Einheitsnormalenvektorfeld auf M ist eine Abbildung N : M — IR?, so dass N(p) fiir alle
p € M ein Einheitsnormalenvektor ist.

In jedem p € M gibt es genau zwei Einheitsnormalenvektoren. Diese konnen berechnet werden:
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a) mittels einer lokalen Karte ¢, ¢(u) = p als N(p) = il\fah%z\l
b) falls M als F~1(r) vorliegt mit VF # 0 auf M, so ist N(p) = |\§§Ep;||

a) definiert ein glattes Einheitsnormalenvektorfeld auf einer Kartenumgebung U. Aber auf ganz M

muss ein solches nicht existieren!

Beispiel: Beim Mobiusband gibt es kein stetiges Einheitsnormalenvektorfeld, da es sonst an einem Punkt

gleichzeitig nach innen und nach auflen zeigen miisste (Beweis als Ubung).

Man kann zeigen, dass ein stetiges Einheitsnormalenvektorfeld glatt ist.

II.4.2 Definition
M heifst orientierbar, wenn es ein glattes Einheitsnormalenvektorfeld besitzt. M zusammen mit
einem glatten Einheitsnormalenvektorfeld N heifit orientierte Fliche, N Orientierung fiir M.

—N ist ebenfalls ein glattes Einheitsnormalenvektorfeld.

Bemerkung:
(1) Falls M = F~1(r) und VF # 0 auf M, so ist M orientierbar, da N(p) = HVFE 3” glatt ist.

(2) Diese Definition ist direkt auf beliebige Hyperflichen (d.h. n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten
des R"t1) tibertragbar. Im Fall ebener Kurven (n = 1) ist die Wahl eines Einheitsnormalenfeldes
dquivalent zur Wahl einer Durchlaufrichtung (mittels go-Grad Drehung wie dort besprochen), also

zur alten Definition von Orientierung.

Fir Hyperflichen kann man ein Einheitsnormalenfeld in einer Kartenumgebung analog durch
N(p) = Hgliiiw berechnen. Hierbei ist das Kreuzprodukt von n Vektoren vy, ...,v, im R 1
als der eindeutige Vektor vy x - - X v, € R"H definiert, fiir den

(v X -+ X vy, u) =det(vy,..., 04, 1)

fiir alle u € R"*! gilt. Die Eigenschaften dieses Kreuzproduktes sind analog zu denen in R3.

Wir verfolgen nun zwei Ideen, die Kriimmung einer Fldche zu beschreiben:
a) Mit Hilfe der Anderungsgeschwindigkeit des Tangentialraums.
b) Mit Hilfe der Kriimmung von Kurven, die in M verlaufen.

a) fiihrt zur Weingartenabbildung, die im nédchsten Unterabschnitt behandelt wird, b) zur zweiten Fun-

damentalform im darauf folgenden Unterabschnitt. Es sind dquivalente Beschreibungen.

Die Weingartenabbildung

Die Tangentialebene kann durch den Einheitsnormalenvektor beschrieben werden. Wir betrachten, wie
sich dieser dndert, wenn wir in Richtung eines Tangentialvektors gehen. Wir haben also einen Tangen-
tialvektor X € T,M und untersuchen die Anderungsgeschwindigkeit von N(x), wenn sich x von p in
Richtung (und Geschwindigkeit) X fortbewegt. Dazu benétigen wir die Ableitung von N in Richtung X,
also gerade das Differential.

Voriiberlegung: Wenn N ein Einheitsnormalenvektorfeld auf M ist, dann ist wegen |[N(p)|| = 1 jeden-
falls N(p) € S? fiir alle p. Also ist N eine Abbildung M — S2. Per Definition ist dN| p(X) die Anderungs-
geschwindigkeit von N in Richtung X. Nun ist dN, : T,M — TN(p)SZ, also dN| p(X) tangential an S? im
Punkt N(p). Da Ty, S* = N(p)*+ = T, M gilt, ist dN|,, eine Abbildung T,M — T, M.
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Bemerkung: N : M — S? heifit auch Gauf-Abbildung .

II.4.3 Definition
Sei M eine orientierte Flache mit Einheitsnormalenvektorfeld N.
Die Weingartenabbildung zu p € M ist die lineare Abbildung W, = —dN, : T,M — T, M.

Explizit bedeutet dies: Sei p € M, X € T, M. Wihle eine Kurve y : I — M mit (0) = p, ¥(0) = X. Dann
ist

(IL.2) Wy(X) = =g oN(7(1))

Dies ist unabhédngig von der Wahl von < (da wir dies allgemein bei der Definition des Differentials
gezeigt hatten). Dass dies tangential an M in p ist, folgt aus der Uberlegung vor der Definition, wir
konnen es aber auch direkt nachrechnen: Es gilt (N((t)), N(y(t))) = 1 fiir alle #, und wenn man dies
nach t ableitet, ergibt sich 2(N (7 (t)), %N('y(t))) = 0. Setze t = 0, dann folgt (N(p), —W,(X)) = 0, also
ist Wy (X) € Ty, M.

Bemerkung: = Das Minuszeichen ist spater bequem, siehe unten fiir Kurven.
> N muss nur nahe p definiert sein.

> W héngt von der Orientierung ab. Dreht man sie um (ersetzt man also N durch —N), erhilt man
—W anstelle von W.

Die Kriimmung einer nach Bogenlinge parametrisierten Kurve ¢ : I — R? war mittels der Ableitung
der Tangente T = « - N definiert. Es gilt dann N = —« - T, also folgt fiir die Weingartenabbildung von
Bild(c)

W(T) = —4N(y(t)) = -N=x-T.

(Bei Kurven hatten wir N als Funktion von ¢, nicht von p = ¢(t) geschrieben. Aulerdem kénnen wir
wegen T = ¢ hier vy = ¢ — bis auf eine irrelevante Zeitverschiebung — nehmen.)
Das heifit: Fiir Kurven im R? ist W), = Multiplikation mit x(p).

W in Koordinaten:

Sei ¢ : U — U C M eine lokale Karte und p € U, p = ¢(u). Wir wollen W in den lokalen Koordinaten

¢ berechnen. Das heifit, wir wollen W(9;) bestimmen. Der Vektor 9; = %(u) wird durch die Kurve

v(t) = ¢@(u + te;) reprasentiert, d.h. ¥(0) = 9;. Wir wenden Gleichung fiir diese Kurve an. Es ist
%lt:ON(fy(t)) = %lt:oN((p(u +te;)) = % Es ist iiblich, statt N o ¢ einfach N zu schreiben, d.h. N (u)

ist der Normalenvektor im Punkt ¢(u) (so wie wir es schon bei Kurven getan haben).
Also folgt

oN

W) = —~5

) 2 .
Die Matrix von W bzgl. der Basis (9;) wird mit (wf) bezeichnet, d.h. W(9;) = Y wi 0; fiir jedes i.
=1

Beispiele: > M = S%, N(p) = p, also nach auflen zeigendes Einheitsnormalenvektorfeld. Dann ist

dNp = idTpM und somit W, = — idTpM fur alle p.

> Wenn M eine Ebene im RR3 ist, dann ist N konstant, also de = 0 und somit auch Wy, =0 ftr alle p.
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> Wenn M der Zylinder im R3 ist, also ¢(6,z) = (cos@,sin,z), und N nach aufen zeigt, dann ist

-1
W(dg) = —dg und W(09,) = 0. Also ist die Matrix von W bzgl. der Basis dy, 0, gleich < 0 8)

II.4.4 Satz
Die Weingartenabbildung ist selbstadjungiert beziiglich g, d.h. fiir alle p € M gilt

8p(Wp(X)rY) = 8P(X/Wp(y))
fir alle X, Y € T,M.

Beweis: Da g bilinear ist, gentigt es, dies fiir eine Basis zu zeigen. Setze also X = 9;, Y = ;. Den Index

p lassen wir der Ubersicht halber weg. Es ist

8(9;, W(9;)) = (9;, W(9)))
Jd9 _ AN

o <aui’ Buj>
L P
_< duoul’ >
_(_ P¢
_< duigul’ >

Nachpriifen von =

) , . . & )
Es gilt (%(u),N(u)) = 0 fiir alle u. Ableiten nach u; liefert <au1'a(f;i'N> + <a—$, g%) = ﬁO =0. O

Bemerkung: Die Selbstadjungiertheit von W), bedeutet nicht, dass (w{) eine symmetrische Matrix ist. Das
wire nur der Fall, wenn (g;;) die Einheitsmatrix wire. Spater werden wir aber sehen, dass die Matrix

(hl-]-) mit h;; := 32 w;‘ gix symmetrisch ist.
k

Die zweite Fundamentalform

Wir wollen nun die Kriimmung von M mit Hilfe der Kriimmung von Kurven in M beschreiben. Sei dafiir
M eine Flache, p € M, und X € T,M mit ||X|| = 1. Wir wollen versuchen, die Kriimmung von M mit
Hilfe der Kriimmung von Kurven in M, die bei p in Richtung X laufen, zu beschreiben.

Sei also vy : [ = M mit ¢(0) = p und 7(0) = X. Betrachten wir (0) (falls ¥ nach Bogenldnge parame-
trisiert ist, ist die Lange dieses Vektors die Kriimmung von v im Punkt p). Wir beobachten zunéchst, dass
dieser Vektor nicht nur von M, p und X, sondern auch von der Wahl von <y abhéngt. Er taugt also nicht
dazu, eine Eigenschaft von M selbst zu beschreiben.

Sei beispielsweise M die x — y—Ebene und 7 eine Kurve darin. 4 # 0 liegt in der Ebene, driickt aber
nicht die Kriimmung dieser Ebene aus, da diese = 0 ist.

Wir werden gleich sehen, dass sich der Normalenanteil (7(0), N(p)) besser verhlt.

II.4.5 Definition
Sei M Fliche, p € M und v : I — M eine Kurve mit 7(0) = p und ||7(0)|| = 1. Dann heif3t
kn := (7(0), N(p)) die Normalkriimmung von 7 in p.

Der Vektor 4(0) hingt natiirlich von der konkreten Wahl von 7 ab und kann nicht aus -y(0) und (0)

bestimmt werden. Daher ist folgende Aussage tiberraschend.
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II.4.6 Proposition

In der Situation von [[I.4.5/héngt die Normalkriimmung von vy in p nur von §(0) und von M ab.
Fiir X € T,M schreiben wir x,,(X) = (¥(0), N(p)), wobei v(0) = p, 7(0) = X.
Genauer gilt x, (X) = gp(X, Wp(X)), wobei W), die Weingartenabbildung von M in p ist.

Mit anderen Worten, zwei beliebige in M verlaufende Kurven durch p mit demselben Tangentialvektor in
p haben dort dieselbe Normalkriitmmung.

Man nennt daher «, (X) auch die Normalkriimmung von M in Richtung X .

Beweis: Es gilt (7(¢), N(y(t))) = O fiir alle t, da v C M. Ableiten nach t ergibt (§(¢), N(v(t))) +
((¢), %N(’y(t))) = 0. Setze t = 0, dann folgt ((0), N(p)) + (X, —=W,(X)) = 0. m]

Bemerkung: Der Beweis zeigt, dass die Formel (4(0), N(p)) = gp(X, Wy(X)) auch ohne die Annahme
[|X]] =1 gilt. Um von Normalkriimmung sprechen zu kénnen, braucht man aber diese Bedingung.

Fiir bestimmte Kurven féllt die Kriimmung mit der Normalkriimmung zusammen (bis auf das Vorzei-
chen):

II.4.7 Definition

Sei M Flache, p € M, X € T,M und || X|| = 1. Sei E;, = span{N(p), X}. E, + p (Verschiebung von
Ep nach p) heifit Normalschnitt von M in p beziiglich X.

E, ist also die Ebene durch p, die von N(p) und X aufgespannt wird.

Zur Berechnung der Normalkriimmung ist manchmal niitzlich:

I1.4.8 Proposition

MnN (Ep + p) ist nahe p eine regulare Kurve, deren Kriimmung in p genau |k, (X)| ist. Die Kriim-
mung dieser Kurve ist in p also gerade die Normalkriimmung.

Beweis: Dass dies eine regulire Kurve ist, folgt aus dem Satz {iber implizite Funktionen (Ubung). Sei
die genannte Kurve, nach Bogenldnge parametrisiert. 4(0) muss in E, liegen und senkrecht zu ¥(0) = X
sein. Also ist 7(0) parallel zu N(p) und somit |(¥(0), N(p))| = ||¥(0)]. ]

Beispiel: Wir priifen das in ein paar einfachen Féllen nach.

> Sei M = S%. E, + p schneidet S? im Grofkreis durch p. Dieser hat Kriimmung 1, also folgt
Ig(X, W(X))| = 1 fiir alle X € T,M. Es gilt W(X) = —X fiir alle X, also g(X, W(X)) = g(X, —=X) =
—||X||> = —1falls | X|| = 1.

> Bei dem Zylinder mit X = dy ist (Ep + p) N M ein Kreis mit Radius 1, also muss g(X, W(X)) = F1

1

sein. Es war W = (_O 8) Es folgt W(X) = —X und somit g(X, W(X)) = —1.

Bei X = 0, ist der Normalschnitt eine Gerade. Sie hat die Kriimmung 0, also ist hier W(X) = 0.

Wir haben jetzt zwei Wege, Krimmung einer Flache in einem Punkt p zu verstehen:

> Als lineare Abbildung W), : T,M — T, M: Fiir X € T, M beschreibt W),(X), wie sich der Normalen-
vektor dndert, wenn man von p in Richtung X lauft.

> Als Funktion x;, : TyM — R: Fiir X € T, M ist x, (X)



36 II. Flichen im Raum

Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Beschreibungen ist Spezialfall eines allgemeinen Prinzips
der Linearen Algebra:
Sei V Vektorraum, ¢ Skalarprodukt auf V. Dann sind folgende Konzepte auf V dquivalent:

> Symmetrische Bilinearformen B: V x V — R

> quadratische Formen g : V — R, d.h. Funktionen g : V — R, die sich als q(X) = B(X, X) fiir eine
symmetrische Bilinearform B darstellen lassen

> bzgl. g selbstadjungierte lineare Abbildungen A : V — V, d.h. g(A(X),Y) = g(X, A(Y))
Relationen:

> B~ g mittels q(X) = B(X, X)

> q ~ Bmittels B(X,Y) = 1(q(X+Y) —q(X —Y)) oder B(X,Y) = 3(q(X +Y) = 4(X) —q(Y))
> A~ B mittels B(X,Y) = g(X, A(Y))

> B ~» A mittels Riesz-Lemma (fiir jede Linearform I auf V gibt es genau einen Vektor Z € V mit
I(X) = g(X, Z) fiir alle X € V. Fixiere Y und wende dies auf die Linearform I(X) = B(X,Y) an.)

Um das etwas konkreter zu machen, wihle eine Orthonormalbasis vy, ..., v, beziiglich g. Wir drticken
A und B beziiglich der Basis aus:

> Bjj = B(Ui,vj), also B(Y; Xivi,zj Yfz;j) — ZBi]'Xin
ij
& A(Ui) = ZA{ U]
j

A und B stehen in der oben genannten Beziehung genau dann, wenn B;; = A{-' fir alle 7, j gilt.
Wichtig: Dies gilt nur fiir Orthonormalbasen (v;), nicht fiir eine beliebige Basis.
Die quadratische Form ist dann durch q(z Xiv;) = Z B,]X’X] gegeben. Offenbar ist g(tX) = t?q(X)

fiir beliebige t € R, X € V, also ist g schon durch ihre Werte auf der Einheitssphére (|| X|| = 1) eindeutig

bestimmt.
b
Zum Beispiel bei n =2 und V = R? mit v; = ¢; und A = (Z ) ist g(g,n) = al? + 2b{y + cn?, wobei
c

wir & = X1, = X? geschrieben haben (um obere Indizes nicht mit dem Exponenten 2 zu verwechseln).

Das ist die allgemeine Formel fiir quadratische Formen von zwei Variablen.

I1.4.9 Definition
Sei M eine Fliche, p € M, N ein Einheitsnormalenvektorfeld und W die zugeordnete Weingar-
tenabbildung.
Die zweite Fundamentalform von M in p (beziiglich N) ist I1,(X,Y) := g,(X, Wp(Y)) fiir
X, Y € T,M.

Iy : TyM — Ty M ist wie die erste Fundamentalform g, eine symmetrische Bilinearform auf T, M. Es ist
diejenige symmetrische Bilinearform auf T, M, die beziiglich g, der linearen Abbildung W), zugeordnet
ist.

Im Unterschied zu g, braucht 11, aber nicht positiv definit zu sein.
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II.4.10 Proposition
Seien M, p, N wie in der Definition und X € T, M mit ||X|| = 1. Dann ist II,(X, X) die Normal-
kriimmung von M bei p in Richtung X.
Das heifst, die Normalkriimmung als Funktion von X ist die quadratische Form (eingeschrankt

auf Einheitsvektoren X), die der Bilinearform I Ip zugeordnet ist .
Beweis: Folgt sofort aus der Definition und der vorigen Proposition. O

Bemerkung: > Dass X — (Normalkriimmung in Richtung X) eine quadratische Form ist, ist eine a

priori iiberraschende Aussage!
> Wie oben bemerkt, gilt IT, (X, X) = (¥(0), N(p)) fiir beliebige X € T, M (ohne Bedingung || X|| = 1).
Der folgende Satz gibt eine Interpretation von II, als Hessische einer Funktion:

II.4.11 Satz
Sei M Flache, p € M. Dann ist M nahe p ein Graph tiber T, M. Das heifst es gibt Umgebungen u
von 0 in T,M, U von p in M und eine glatte Funktion / : U— RmitU = {p+X+h(X)N(p) :
X € U}. Es gilt h(0) = 0, dhyo = 0 und Hess(h)|o = II,.

Die Aussage wird klarer, wenn man das Koordinatensystem so wie am Anfang des Beweises unten legt.

Bemerkung: Wenn /1 : V — R eine glatte Abbildung auf einem Vektorraum V mit /(0) = 0 ist, dann ist
dhjp : V — R linear, und falls dhjg = 0, dann ist Hess(/)|g : V x V — R eine symmetrische Bilinearform
definiert durch Hess(h) (X,Y) = d(dh(X))(Y) = d?h(X,Y).

Falls V = IR" ist, so ist Hess() in der Standarbasis durch die Matrix (aaizah ; (0)) gegeben.
pagone

Beweis: Wir legen das Koordinatensystem des R® so, dass p = 0 und N = (0,0,1), also TyM die x —
y—Ebene ist.

M ist lokal Graph tiber der x — y—Ebene nahe p (Analysis II, Satz iiber implizite Funktionen). Also gibt
es hmit U = {(x,y,h(x,y)) : (x,y) € U C R?}, und %(0) = %(O) = 0 wegen ToM = (x,y)-Ebene.

Berechne I1y: Sei X = ({,17) € R? = T,M und 7(t) = (tX,h(tX)) = (t{, 17, h(tZ, tn)). Damit ist 7(0) = 0
und (0) = X und der Normalteil von * ist

. 2
(FOLN) = 4, t)
= im0 (O he (1, ) + 17 - Iy (1, 17)]

= §hgg(0) + 280 gy (0) + hyy (0)
Dies ist genau die quadratische Form, die durch die Matrix Hess (/) |y gegeben ist. O

Beispiel: Sei M = {(x,y,h(x,y)) : x,y € R} mit h(x,y) = 1(ax? +by?), a,b € R. Dann ist [Ip(X, X) =
ag? + bn?, da hyx (0) = a, hyy (0) = b und hyy (0) = 0 ist.

Die Normalkriimmung in Richtung X = (1,0) ist 4, in Richtung X = (0,1) ist sie b. Bei beliebigem X
mit || X|| = %+ 7% = 1 liegt IIy(X, X) zwischen a und b. Denn wenn oBdA a < b ist, gilt al> + by?
bZ? +by? = bund a = al? + ay* < al? + by,

IN

Hauptkriimmungen, GaufSkriimmung und mittlere Kriimmung

II.4.12 Definition
Sei M Fliche, p € M. Die Hauptkriimmungen von M in p sind die Eigenwerte der Weingartenab-
bildung W),. Sie werden mit x; = x1(p) und x = x> (p) bezeichnet. Falls x; # x2, so heiflen die
zugehorigen Eigenvektoren die Hauptkriimmungsrichtungen .
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Da W), selbstadjungiert bzgl. des Skalarprodukts g, ist, ist W, diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten,
d.h. es gibt eine Basis aus Eigenvektoren. Falls x; # «, so sind die Eigenvektoren bis auf skalare Vielfache

eindeutig und stehen senkrecht aufeinander. Falls xq = x5, so folgt W, = xq Id.

I1.4.13 Proposition
Die Hauptkriimmungen von M in p sind der kleinste und der groite Wert von I1,(X, X) tiber
alle X € T, M mit ||X|| = 1. Falls x; # y, sind die Hauptkriimmungsrichtungen die zugehorigen
Vektoren X.

Beweis: Seien «y,k die Eigenwerte von W), und Xj, X, zugehorige Eigenvektoren. Es gilt also Wy (X;) =
x1 X1 und Wy(Xz) = x2Xp. Wir kénnen annehmen, dass || Xq[| = [ Xz]| = 1 und X; L X; (die Orthogo-
nalitdt ist fiir x; # x automatisch, fiir x; = xp kénnen wir Xj, X, so wihlen). Die Darstellung von W
in dieser Basis ist die Diagonalmatrix diag(x1,x;), und da dies eine Orthonormalbasis ist, ist IT durch
dieselbe Matrix dargestellt, d.h. fiir X = {X; + Xy ist

11(X,X) = k102 + xo1?

Unter allen Vektoren X mit ||X||?> = ¢? + 7% = 1 hat dies, wie im Beispiel oben gezeigt, Maximum und
Minimum x4, ¥, und diese werden bei den Vektoren X = X; bzw. X = X, angenommen. O

Bemerkung: Falls x; = 3, so ist I1,(X, X) = x; fiir alle X € T, M mit || X|| = 1, es gibt keine ausgezeich-

nete Kriimmungsrichtung.

Im letzten Beispiel war x1(0) = a und x,(0) = b mit den Hauptkriimmungsrichtungen X = (1,0) fiir x;
bzw. X = (0,1) fiir x;.

Beispiele: = h(x,y) = x*> —y?. Dann ist x; = —2 und x, = 2 und im Punkt (0,0) ist der Graph
hyperbolisch, ein Sattel.

> h(x,y) = x*. Dann ist der Graph parabolisch, eine “Rinne”.

> h(x,y) = x* + y*. Hier ist hyx(0) = hyy(0) = hyyy(0) = 0, also Iy = 0 und somit x; = x, = 0. Bei 0
hat der Graph einen Flachpunkt.

Bemerkung: Fiir n—dimensionale Hyperflichen M C R"*! sind die Hauptkriimmungen ebenfalls als
die Eigenwerte von W), definiert. Betrachtet man die Funktion g : X ~ II,(X, X) auf der Einheitssphare
sl = {X € T,M : | X|| = 1}, so sind die Hauptkriimmungen die Werte von g an seinen stationren
Punkten, d.-h. an den Punkten X mit dgx = 0. Neben dem Maximum und Minimum sind dies Sattel-

punkte von .

II.4.14 Definition
Sei M eine Fldche, p € M, k1, % die Hauptkriimmungen in p bzgl. eines Einheitsnormalenvektor-
feldes N.
> Die Gaufs-Kriimmung von M in p ist

K=x1 -x = deth.

> Die mittlere Kriimmung von M in p ist

_ktr 1
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Beispiel: = S? mit N = &uBere Normale. Wir wissen bereits, dass W, (X) = —X und II,(X, X) =
—||X||? gilt. Fiir || X|| = 1 ist demnach II,(X, X) = —1 und es folgt x; = x, = —1 fiir alle Punkte,
also K = 1 und H = —1. Es gibt keine Hauptkriimmungsrichtungen, da x; = xp. In diesem Fall
wird p als Nabelpunkt bezeichnet.

. -1 0) . . . .
> Zylinder, W = 0 0 in Zylinderkoordinaten. Es ist x; = —1 und xp = 0, also K = 0 und
1
Bemerkung: Ersetzt man N durch —N, so
> geht Win —W tiber
> gehen «1, % in —xq, —xy ber
> geht K in K iiber

> geht H in —H {tiber

Wenn M als Graph iiber T, M dargestellt wird und die Hauptkriimmungsrichtungen X1, X; als Basisvek-
toren von T, M genommen werden, ergibt sich I1,(X, X) = 102 + xon? = Hess(h)|o(X, X). Identifiziere
T,M mit R? und X = {X; + X, mittels dieser Basis, dann folgt nach Taylor h(Z,77) = % (1102 + xoy?) +
O(|(Z,1)]?) fiir ¢, 7 — 0. Das bedeutet, dass M zu dritter Ordnung durch eine quadratische Fliche appro-
ximiert wird (bzw. tangential zu zweiter Ordnung an eine solche Flidche ist). Es gilt

> K =xp-% > 0: M liegt nahe p auf einer Seite von Ty M, p ist ein elliptischer Punkt
> K =xp % < 0: M liegt nahe p beidseitig von T, M, p ist ein hyperbolischer Punkt
> K =« - kp = 0 aber nicht beide x; = 0: p ist ein parabolischer Punkt

> K1 = kp = 0: p ist ein Flachpunkt

M M M

Abbildung I1.4.: x > 0 Abbildung IL5.: k < 0 Abbildung IL.6.: x =0

Die Bedeutung von K und H:

Die Bedeutung von K > 0 und K < 0 haben wir gerade gesehen. Weiterhin gilt:
> H = 0: M ist Minimalflache (s.u.)
> H = const: minimale Fldche bei gegebenem eingeschlossenen Volumen
> K = 0: es gibt verzerrungsfreie Landkarten (spéter)

H gibt die Flichenédnderung an, wenn man M in Richtung N bewegt.
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Beispiel: Wenn man die Einheitssphdre mit nach aufen gerichtetem Einheitsnormalenvektorfeld betrach-
tet, so hat diese H = —1. Dehnt man die Sphére nach aufien aus, wird die Flache grofser. Genauer gilt:

II.4.15 Satz

Sei M eine Fliche, N ein Einheitsnormalenvektorfeld, a : M — R beschrdankt und glatt und
M :={p +ea(p)N(p) : p € M}. Dann ist

d%\e:o vol(Me) = —Z/a -Hdvol.
M

II.4.16 Korollar

Falls die Flache von M unter kleinen Anderungen nicht verkleinert werden kann, so ist H = 0.

II.4.17 Definition
M heifdst Minimalfliche , wenn H = 0 ist.

K hat auch die Bedeutung eines Verzerrungsfaktors fiir den Flacheninhalt unter der Gauf3-Abbildung
N:M— 2
Genauer gilt: Ist p € M und K(p) # 0, so existiert eine Umgebung U C M von p, so dass N : M — N(U)

ein Diffeomorphismus ist und die Fldche von N gleich

J Kdvol| ist.
u

(Ubung, wegen K = det W = det(— dN) ist das im Wesentlichen die Transformationsformel.)

Berechnung von g, W, I1, K und H in lokalen Koordinaten: Die Indexschlacht

Wir lassen im Folgenden die Punkte p bzw. u weg. Sei ¢ : U — U C M eine lokale Karte. 9; = %(u) ist
Basis von T, M, falls p = ¢(u) ist.

Wie kann man gy, W), I, K, H, k1, k2 berechnen?

Wir kennen bereits g;; = ¢ (a,-,a]-) = (0;,0;). Damit ist

g(XY) =Y &X'y
i
falls X = 3" X'9; und Y = ZYJB]- ist.
i i

Fiir W setzen wir (w{ ) _als Matrix von W beziiglich 9;, d.h. W (9;) = Z w{é)j, also fiir X wie oben
]

1]
W(X) = Z (Z wfxl) 9.
] 1
Weiter ist

. _ P

nach der Rechnung im Beweis von Satz

Wir suchen nun eine Beziehung zwischen den g;;, h;; und w{, um Zusammenhédnge darstellen zu konnen.
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Es gilt fiir alle 7, j

Kurz: mit g = (gik)i,k:1,2' h = (hij>j,j:1/2 und w = (w5<>j,k:l,2 gllt h=uw- g (Matrixprodukt).

I1.4.18 Definition
(') ;,; bezeichnet die inverse Matrix zu (gij)

ij
Damit ist w{ =S hyg¥, daw="h-g L.
k

Bemerkung: Oft wird die Einsteinsche Summationskonvention benutzt. Die Summenzeichen ldsst man
weg, aber es wird immer {iber Indizes summiert, die sowohl unten als auch oben vorkommen. Indizes,
uber die nicht summiert wird, behalten ihre Positionen (oben oder unten).

Zum Beispiel schreibt man dann h;; = w;‘ Qi und w{ = hj gkj .

Es gilt ¢;j = gji und h;; = hj;, denn ¢ und h symmetrisch. Die Weingartenabbildung W ist selbstadjun-
giert beziiglich g, daraus folgt aber im Allgemeinen nicht, dass w{ = w; ist! Dies gilt nur, wenn die 9; eine
Orthonormalbasis bilden.

Diese Formeln sind scheufilich und fiir geometrische Fragen eher ungeeignet! Aber man braucht sie
manchmal zur Rechnung.

Ist eine lokale Karte ¢ gegeben, so kann man also nacheinander berechnen:

(1) Die Vektoren 9; = %

(2) gij = (9;,0;) und die inverse Matrix (g") = (gij)’l

Bixaj
[9:%3]

(3) Ein Normalenvektorfeld N =

(P
(4) hz; = <aui8uj’N>

(5) wl = Y hygh
k

(6) K =detw = 32

(7) H= %trw
(8) Kl/ZZHi\/HZ—K

Die letzte Formel ergibt sich daraus, dass wegen K = «x1x; und H = %(K1 + %7) nach den Formeln von
Vieta die Zahlen «1, x, die Nullstellen des quadratischen Polynoms x> — 2Hx + K sein miissen.

In n = 2 sind folgende Schreibweisen tiblich:

_(E F e f
g(F G)'h<f g)'
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G -F
-1 _ 1
& T2 (p E >

folgt. Damit erhdlt man beispielsweise auch w% = zi:g, % = ;eé:j:f ,

woraus unter anderem

usw. Weiter gilt
. 1 egffz
K=detW =detw =deth-detg™" = e
und

1 _ 1eG-2fF+Eg

Beispiel: Sei M als Graph gegeben, M = {(x,y, ¥(x,v)}. ¢(x,y) = (x,y, ¢ (x,y)) ist also eine lokale Karte
und es ist 3—;’; =(1,0,9x), 3—5 = (0,1,y). Damit ergibt sich

(149 ey
(5= (ra ).

(s7) = T4y —¢xihy
E) T \ ey, 1492
32

o it N = 1 — Py, —
hl]_<W,N>mltN—W( Py, #)y/l)/

also

(h) _ 1 [2%% lny

Y \/1+‘Vl/1|2 lpyx lpyy ’
_ IPxxlIJyy—lPaz(y
(V)2

H=1 (1+¢y)2¢xx*leJleylleyﬂL(lﬂLlPx)zley
- (1+[Vp[2)3/2 '

und




II1. Die innere Geometrie von Flachen

Stellen wir uns zweidimensionales Wesen vor, die innerhalb einer Fliche leben und nicht aus ihr “heraus-
schauen” konnen. Sie kennen also keine dritte Dimension (so wenig, wie wir eine vierte kennen). Kann
ein solcher “Flachldnder” erkennen, in welcher Art Flache er “lebt”, wenn er dabei nur Langen- und
Winkelmessungen innerhalb der Flache durchfiihren kann?

Beispielsweise unterscheidet sich die Ebene deutlich von der Sphére, da man die Sphére nicht “flach”
machen kann, ohne die Langen zu verzerren. Dies werden wir beweisen. Wenn man ein Blatt Papier zu
einer “Rinne” formt, bleiben aber sowohl Langen als auch Winkel erhalten, da ein Papier nicht elastisch
ist. Daher konnen Flachldnder ein Stiick der Ebene nicht von einem Halbzylinder unterscheiden.

Im Allgemeinen ist die Antwort also “nein”. Es gibt verschiedene Flachen, die von “innen” betrachtet

gleich aussehen. Dies wollen wir in diesem Kapitel mathematisch formulieren und niher untersuchen.

II1.1. Isometrien

Diese Ideen sollen hier mathematisch formuliert werden.

III.1.1 Definition

Seien M C RN und M’ ¢ RN n—dimensionale Untermannigfaltigkeiten. Eine glatte Abbildung
F: M — M’ heiit Isometrie, wenn F bijektiv ist und

$p(X,Y) = gy (dF,(X), dF,(Y))

fir alle p € M, X,Y € T,M gilt. g bzw. g’ sind dabei die erste Fundamentalformen auf M bzw.
M.

Fiir X = Y sagt diese Defintion wegen || X||> = g,(X,X) aus, dass dF), langenerhaltend ist, also
dass [|X|| = [|dF,(X)|| fir alle X gilt. Da eine symmetrische Bilinearform durch ihre quadratische Form
eindeutig festgelegt ist, ist diese Bedingung sogar dquivalent zur Definition.

Weiterhin ist dquivalent dazu, dass fiir alle Kurven v in M gilt L[y] = L[F o |, denn

“=" Es gilt mity := Fory

b
il = [ I3

b
J18Fa (10 1t

b

[

a

L[v]

“<” Seipe M, X € TyM, v: (—€,€) - M mit y(0) = p, 7(0) = X. Sei y7 := 7)o flir 0 < T <ee.

43
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Damit ist

T
JACICIE
0

= L[Forr]
T

= [ IRyl
0

Ableiten nach T an der Stelle T = 0 liefert einerseits
%\TZOL[W] = [|7(0) = X
und andererseits
%w:oL[FOW] = [[dEF o) (7(0))[| = [IdF,(X)]]

Also gilt |[X]| = || dEy, (X))l

Diese Rechnung erklirt das Auftreten von dF, in Definition Die Bedingung in der Definition ist

damit die ,infinitesimale’ Version der Langenerhaltung.

III.1.2 Definition
Sei M eine wegzusammenhangende Untermannigfaltigkeit, p,q € M. Dann ist der (intrinsische)
Abstand von p und g
d ,q) := inf L
m(p,q) = inf Lly]
tiber alle Kurven v in M mit Anfangspunkt p und Endpunkt 4.

Beachte: Man muss auf der Fliache bleiben, um den Abstand zu bestimmen, darf also nicht die “Luftlinie”
durch den R? gehen.
Man priift leicht nach, dass (M, dy;) ein metrischer Raum ist.

Fassen wir zusammen:

III.1.3 Satz
Seien M C RN und M’ ¢ RN n—dimensionale wegzusammenhingende Untermannigfaltigkeiten

und F : M — M’ ein Diffeomorphismus. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:
(1) gp(X,Y) = g;(p)(dFW(X), dF,(Y)) fir alle X,Y € T,M
@) [IX]| = [[dF,(X)| furallep € M, X € T,M
(3) L[y] = L[F o 9] fiir alle Kurven 7 in M

(4) dm(p,q) = dpy (F(p), F(q)) fiir alle p,g € M

Die Aquivalenz von (1), (2) und (3) haben wir bereits bewiesen, und (3) impliziert offenbar (4). Der Beweis,
dass aus (4) eine (und damit jede) der anderen Bedingungen folgt, sei Ihnen als Ubung iiberlassen.

Bemerkung: > (2) = (1) bedeutet: Wenn F Langen erhilt, dann erhélt es auch Winkel. Denn wenn «

der Winkel zwischen X und Y ist, dann ist cosa = ‘f)(()“(”l;)u .

> Eine Isometrie ist immer ein Diffeomorphismus, d.h. F~! ist glatt. Denn (2) impliziert, dass dF,
injektiv ist, wegen dim M = dim M’ also bereits bijektiv. Mit dem Satz iiber die Umkehrabbildung
folgt dann dass F~! glatt ist.
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III.1.4 Proposition

Sei F : M — M’ Diffeomorphismus. F ist genau dann eine Isometrie, wenn zu jeder lokalen Karte
¢ : U — U C M fiir die lokale Karte ¢/ = Fo g : U — U’ := F(U) ¢ M’

8ij(u) = gi;(u)
fiir alle 7,j und alle u gilt. Dabei sind g;; die Komponenten von g beziiglich ¢ und s i die Kompo-

nenten von g’ beziiglich ¢'.

Wie immer gentigt es, dass die Bedingung fiir eine Uberdeckung von M mit lokalen Karten erfiillt ist.

Beweis: Mit 0; = % und J; = %’Z; folgt aus der Kettenregel 9} = % = dF(9;). Ist F eine Isometrie,
so gilt also g;; = (9;,9;) = g(dF(9;),dF(9;)) = g' (9, B;) = gfj. Umgekehrt bedeutet g;; = gfj, dass die
Isometriebedingung fiir die Vektoren X = 9;, ¥ = 8/- erfllt ist. Da g, g’ bilinear sind, gilt sie dann fiir
beliebige X, Y. O

Folgende Formulierung wird spéter niitzlicher sein.

III.1.5 Korollar

Seien ¢ : U—UcUCc M und P U — V ¢ M’ lokale Karten mit demselben Definitionsbereich
U C R". Seien Sij» gl,'/' die ersten Fundamentalformen fiir M, M’ beziiglich dieser Karten. Falls
gij(u) = gfj(u) fiir alle u € U und alle i, j gilt, so sind U, V isometrisch, d.h. es gibt eine Isometrie
u—v.

Beweis: Setze F = o ! : U — V,dann ist F o ¢ = ¢, und nach Proposition ist F eine Isometrie.]

Beispiel: F: (0,271) x R — U C Z mit (0,z) — (cos,sin b, z) ist ein Diffeomorphismus auf den Zylinder
ohne “Naht” an der Seite (“aufgeschnittenen” Zylinder U). Wir hatten berechnet, dass ¢ von Z in den

10
6, z— Koordinaten gleich <0 1) ist fiir alle 6 und z.

10
(0 1 ist auch die Matrix der euklidischen Metrik auf (0,277) x R. Also ist F eine Isometrie (entspricht

dem Aufrollen eines Papiers).

Z (0,27) x (—1,1)

e
0

Abbildung IIL.1.: »Aufrollen« zu einem Zylinder

Der Begriff “Innere Geometrie”:

II1.1.6 Definition (informell)

Eine Grofle, die fiir (Unter-)Mannigfaltigkeiten der Dimension n definiert ist, heifst
Grofie der inneren Geometrie, falls sie unter Isometrien erhalten bleibt.

“Groflen” konnen dabei Funktionen auf M oder auf M x M oder auch kompliziertere Objekte
sein. Was unter “erhalten bleiben” zu verstehen ist, ist fiir jede Art von Grofle anzugeben, daher
ist dies keine echte Definition.
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Beispiele: Grofien der inneren Geometrie sind:
> Die Abstandsfunktiond : M x M — R, da d(F(p),F(q)) = d(p,q) fiir Isometrien F
> Die Lange von Kurven, da L[y] = L[F o 7]
> Der Flicheninhalt, da vol, (A) = vol, (F(A)) fiir alle messbaren A C M

> Allgemein: jede Grofle, die sich in lokalen Koordinaten allein mittels der g;; oder ihrer (einfachen
und héheren) partiellen Ableitungen nach den u* (also z.B. ohne Verwendung von % oder N)
ausdriicken ldsst, ist eine Grofie der inneren Geometrie.
Erfahrungsgemdfs gilt auch die Umkehrung: Jede innere Grofse ldsst sich allein mittels der g;; aus-
driicken. Das ist schwer zu préazisieren, da wir nicht genauer gesagt haben, was “Grofle” und “aus-

driicken” bedeutet.

Zum Beispiel ist dvol = , /det(g;;) du eine Grofle der inneren Geometrie.
> Kist eine Grofle der inneren Geometrie (Beweis spater).

> Weiter unten lernen wir die kovariante Ableitung und den Riemannsche Kriimmungstensor, die
beide Grofien der inneren Geometrie sind. Dies sind komplizierte Arten von Objekten (keine Funk-
tionen).
Keine Grofien der inneren Geometrie sind z.B. %, N, k1, xp, H, diese kénnen also von den “Flachlan-
dern” nicht erkannt werden!
Fiir H folgt dies aus dem Beispiel des aufgeschnittenen Zylinders U, der isometrisch zu (0,27) X R ist.
Fiir U ist H = — 3 und fiir (0,277) x Rist H = 0.

III.1.7 Definition

> M und M’ heiflen isometrisch, falls eine Isometrie F : M — M’ existiert.

> M heifit flach, wenn es lokal isometrisch zu R" ist, d.h. fiir alle p € M gibt es eine Umge-
bung U C M von p, so dass U isometrisch zu einer Teilmenge des R" ist.

R" hat hier immer die Standard-Metrik (euklidische Metrik).
Beispiele: = Zylinder und Kegel sind flach, da sie lokal isometrisch zum R? sind.

> Die Sphére ist nirgends flach, d.h. es gibt keine offene Menge U C S?, die isometrisch zu einem
U C R? ist.
Denn sei p € U. Berechne den Umfang eines Kreises mit Radius R > 0, innerhalb der Sphére
gemessen. Wir bestimmen zunichst den in R® gemessenen Radius r dieses Kreises: Dazu sei dieser
Kreis der obere Rand eines Kegels mit Spitze im Ursprung und halbem Offnungswinkel «. Es ist
r =sine und R = &, also r = sina = sin R. Also hat der Kreis einen Umfang von 27tr = 27rsin R.
Wire U flach, so miisste dieselbe Formel wie im R?2 gelten, da alle Langen unter einer Isometrie
erhalten bleiben. Wegen R > sin R fiir R > 0 gilt aber 27rsin R # 27R, also ist U nicht flach!

Bemerkung: Fiir Ebene und Zylinder / Kegel gilt jeweils K = 0!
Dass die Sphire und die Ebene nicht isometrisch sind, kann man auch daran sehen, dass in der Sphére
K = 1, fiir R? aber K = 0 gilt. Dafiir muss man aber gezeigt haben, dass K eine Grole der inneren

Geometrie ist. Das werden wir spéter zeigen.
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Frage: Wie bestimmt man fiir zwei gegebene Mannigfaltigkeiten, ob sie isometrisch sind?

Ein Beweis, dass sie isometrisch sind, wiirde im Angeben einer Isometrie bestehen. Es kann aber schwie-
rig sein, eine solche zu finden. Noch schwieriger ist die Frage, wie man beweisen kann, dass keine Isometrie
existiert.

Frage: Wie sieht man einer Fliche M (in lokalen Koordinaten gegeben) an, ob sie flach ist?

Um solche Fragen zu beantworten, sucht man nach Invarianten, d.h. Grofien, die M zugeordnet sind
und unter den relevanten Abbildungen (hier: Isometrien) erhalten bleiben.

Berechnet man die Invariante fiir M und fiir M" und sind diese verschieden (bzw. nicht zur Deckung
zu bringen), so folgt, dass M und M’ nicht isometrisch sein kénnen.

III.2. Vektorfelder und kovariante Ableitung

Vorbemerkung zur Notation: Von jetzt an bezeichnen X, Y, Z immer Vektorfelder, nicht Vektoren an einem
Punkt.

Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass die Gaui-Krimmung K eine Grole der inneren Geometrie ist. Das
ist nicht offensichtlich, da K mittels x; und xp bzw. mittels der Weingartenabbildung definiert ist, die
keine innere Groflen sind. Wir werden aber im Folgenden eine Formel fiir K finden, in der nur die g;;
vorkommen.

Als Vorbereitung ist es niitzlich, sich tiber folgende Frage klar zu werden: Wie leitet man ein Vektorfeld
ab?

Nach Definition ist ein Vektorfeld X eine Abbildung, die jedem p € M einen Vektor X, € TyM
zuordnet. Dies sollte genauer erkldrt werden, da der ,Zielraum” TyM mit p variiert. Wir konnen ein
Vektorfeld auf M auf zwei Arten betrachten:

> extrinsisch: Wegen T, M C RN ist X eine Abbildung M — RV, fiir die Xy € TyM fiir alle p € M
gilt.

& intrinsisch: Beziiglich einer beliebigen lokalen Karte ¢ : U — U C M lsst sich X schreiben als

n . ~
X(P(”) = 1'; X'(u)o; fiir u € U.

Beachten Sie, dass im zweiten Fall X durch n ,Komponentenfunktionen” beschrieben wird, im ersten
durch N Komponentenfunktionen (die allerdings zusitzliche Bedingungen erfiillen miissen, damit X, €
M ist). Beide Betrachtungsweisen erlauben uns, zu definieren, was es bedeutet, dass ein Vektorfeld glatt
ist: Die jeweiligen Komponentenfunktionen sollen glatt sein. Im ersten Fall ist das dquivalent dazu, dass
die Abbildung M — RN glatt ist. Diese aus den beiden Betrachtungsweisen resultierenden Definitionen
von Glattheit sind dquivalent (Ubung).

Wir verwenden folgende Bezeichnungen:
> X (M) = {glatte Vektorfelder auf M}
> C%®(M) = {glatte Funktionen M — R}
Man kann Vektorfelder und Funktionen auf zwei Weisen kombinieren:

III.2.1 Definition (Multiplikation eines Vektorfelds mit einer Funktion)
Sei X € X(M) und h € C®(M). Dann ist das Vektorfeld hX € X (M) (oder h - X) definiert durch
(hX)p = h(p)Xp.

Das heif3t, die Lange von X, wird variabel mit p geédndert, so wie es die Funktion / vorgibt.
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III.2.2 Definition (Ableiten einer Funktion in Richtung eines Vektorfelds)

Sei X € X(M) und f € C®(M). Dann ist die Funktion Xf € C®(M) definiert durch die Rich-
tungsableitung von f in Richtung X,

(Xf)(p) = dfjp(Xp)-

Also blof} eine neue Notation fiir ein altes Konzept! Wir stellen Xf in lokalen Koordinaten dar: Sei
@ : U — U C M eine lokale Karte. Betrachte zunichst X = 9; und f = f o ¢. Nach Definition und
Kettenregel ist

@f)(pw) = dfigu) (@) = dfigp) (35w))

— 9fop)
“out (1)

-
ﬁ(u)

Also kurz:

7
oif = 67]:1

Diese eingéingige Identitét ist der Grund fiir die Bezeichnung 9;. Fiir ein beliebiges Vektorfeld X, ) =
> Xi(u)9; folgt analog Xf = 3 Xi%
i i
Beachte: (Xf)(p) héngt ab von:

> bzgl. X: nur dem Vektor X,

> bzgl. f: nur den ersten Ableitungen von f bei p

II1.2.3 Lemma (Rechenregeln fiir X f)
Seien X,Y € X(M), f,g,h € C*(M), c € R.

(1) a) (X+Y)f=Xf+Yf
b) (h-X)f =h-(Xf)

(2) a) X(f+g8)=Xf+Xg
b) X(c-f)=c-Xf

(3) X(f-g) = Xf-g+ f-Xg (Produktregel)

Beweis: (1) und (2) sind einfach direkt nachzurechnen. Fiir (3) gentigt es wegen Punkt (1) des Lemmas,
die Aussage fiir X = d; nachzupriifen. Damit folgt (3) aus der {iblichen Produktregel. O

Bemerkung: Man kann die Aussagen des Lemmas auch mit schicken Begriffen der Algebra formulieren
(das ist hier nicht unbedingt notig, kann aber fiir die Ubersicht niitzlich sein, wenn Sie noch mehr dhnliche
Regeln kennenlernen):

> X (M) und C®(M) sind R-Vektorrdume. Dabei sind Addition und Multiplikation mit Skalaren
punktweise definiert, d.h. (X +Y), = X, +Y), (cX), = cX, fir X,Y € X(M) und ¢ € R, und
dhnlich ftir Funktionen.

> C®(M) ist sogar eine R-Algebra, d.h. ein Vektorraum, auf dem zusétzlich ein Produkt C*(M) x
C®(M) — C®(M), (f,g) — f-g definiert ist (punktweise Multiplikation), das R-bilinear ist, d.h.
mit den Vektorraum-Operationen vertréglich ist (insbesondere ist C*°(M) mit 4+ und - ein Ring).
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Genauer ist C®(M) eine assoziative R-Algebra, d.h. das Produkt erfiillt das Assoziativgesetz
(fe)h = f(gh).

X (M) ist aber keine assoziative Algebra: Man kann Vektorfelder nicht multiplizieren. (In Kapitel
werden Sie aber die Lie-Klammer kennenlernen, die X' (M) doch zu einer Algebra macht — diese
ist aber nicht assoziativ.)

> X (M) wird mit der Operation C*(M) x X (M) — X (M), (h,X) — hX ein C*(M)-Modul (dies
beinhaltet die Regeln (hk)X = h(kX), (h+ k)X = hX + kX).

> Teil (1) des Lemmas sagt: Die Abbildung (X, f) — Xf ist C®(M)—linear beziiglich X. D.h. fiir jedes
feste f ist X — Xf eine C®°(M)-lineare Abbildung.

> Teil (2) des Lemmas sagt: Die Abbildung (X, f) +— Xf ist R-linear bzgl. f. D.h. fiir jedes feste X ist
f — Xf R-linear.

> Teil (3) des Lemmas sagt insbesondere, dass (X, f) — Xf nicht C®(M)-linear bzgl. f ist: X(fg) ist
im Allgemeinen nicht gleich f(Xg).

> Ist A eine R-Algebra, so nennt man eine Abbildung D : A — A eine Derivation , wenn sie R-linear
ist und die Produktregel

D(fg) = (Df)g + f(Dg)
fiir beliebige f,g € A gilt.

(2) und (3) sagen also, dass f +— Xf fiir jedes X € X (M) eine Derivation ist.

Vektorfelder kommen in zwei Rollen vor:
(1) Als Richtungen, in denen Objekte (Funktionen, Vektorfelder) abgeleitet werden
(2) Als Objekte, die selber abgeleitet werden

Wir haben sie bereits verwendet, um Funktionen abzuleiten. Nun kommen wir zu den anderen Rollen.

Ableiten von Vektorfeldern

Seien X,Y € X(M). Wir wollen Y in der Richtung X ableiten und ein Vektorfeld auf M erhalten. Fiir
M = RN ist das kein Problem:

III.2.4 Definition
Sei M = RN und seien X,Y € X'(M). Die Ableitung von Y in Richtung X ist definiert als
RN
(V% y)p = dY,(Xp).

V%({NY ist ein Vektorfeld.

III.2.5 Alternativ-Definition
Sei v : I = RN mit 7(0) = p und 7(0) = X, dann definieren wir

(VH)%N Y)p = %u:oyv(t)
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Die Alternativ-Definition ist deshalb von Interesse, weil Y hier nur an den Kurvenpunkten v (t) definiert
sein muss. Die Aquivalenz der beiden Definitionen folgt direkt aus der Kettenregel.

Ist Y = (Y1,...,YN) = S Yie, so ist V§NY = (X(YY),...,X(YN)), wobei X(Y') die Richtungsablei-
tung der Funktion Y/ in Richtung X ist.

Sei nun M C RN eine Untermannigfaltigkeit und X,Y € X (M). Betrachte (VI)[({NY) = %U:OYWU)’
wobei 1 innerhalb von M verlauft und y(0) = p, 7(0) = X, ist (es gibt so eine Kurve, weﬁ Xy € TyM).

Problem: Das muss nicht tangential an M sein! Losung: Projiziere auf T, M!

Erinnerung: Sei v € RN, dann ist v = (v, N,)Np, + (v — (v, N,)N,) die Zerlegung von v in Vektoren
parallel und orthogonal zu N.

II1.2.6 Definition

Sei M c RN eine Untermannigfaltigkeit, X, Y € X' (M).
Die kovariante Ableitung von Y in Richtung X ist das (tangentiale) Vektorfeld VxY € X'(M)
definiert durch

(VxY), = orthogonale Projektion von (V%N Y)p auf T, M.
Falls M Hyperflache ist, so ist
N N
(VXY)p = (VE Y)p - <(V§ Y)p/Np>Np'
Auch wenn M keine Hyperflache ist, kann man natiirlich eine Formel VxY angeben, sie ist aber ein klein
wenig komplizierter.
Beachte, dass sich diese Definition auf die extrinsischen Grofsfen N und V]RN bezieht. Daher ist es

tiberraschend, dass wir gleich zeigen werden, dass V eine Grofie der inneren Geometrie ist!

Statt kovariante Ableitung sagt man auch Zusammenhang oder Levi-Civiti-Zusammenhang .

III.2.7 Lemma (Rechenregeln fiir V)
Seien X, Y, X1,X2,Y7,Y, € X(M), he COO(M)
(1) = VxaxY = Vi Y+ Vx,Y
> VhXY =h- VXY

(2)

v

Vx(Y1+Y2) = VxY1 + VxYs
> Vx(hY) = (Xh)Y +h-VxY (Produktregel)

(3) V ist mit ¢ vertrdglich, d.h. fiir alle X,Y;Z € X(M) gilt
X(8(Y,Z)) = g(VxY,Z) + (Y, VxZ)

Beweis: Nachrechnen fiir V]RN, dann fur V. (Ubung) 0

Die Produktregel in (2) merkt man sich am besten so: Wenn das Produkt 7Y abgeleitet wird, muss eine
Summe herauskommen: Im ersten Summanden wird & ableitet und das Ergebnis mit Y multipliziert, im
zweiten wird Y abgeleitet und das Ergebnis mit i multipliziert. Die angegebenen Ableitungsoperationen
(Xh bzw. VxY) sind die in diesem Kontext einzig nattirlichen.

Bemerkung: Nochmal fiir die Algebra-Fans: (1) sagt, dass (X,Y) — VxY beziiglich X C®(M)-linear ist
('Man kann Funktionen rausziehen’). (2) sagt, dass es beziiglich Y nicht C*°(M)-linear ist, sondern eine ver-
allgemeinerte Derivation. Ist A eine Algebra und M ein A-Modul, so ist eine verallgemeinerte Derivation
auf M eine A-lineare Abbildung D : M — M, fiir die eine Derivation D’ auf A existiert, so dass
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D(hX) = (D'h)X + hD(X) fir alle h € A, X € M gilt. Hier ist A = C*(M), M = X(M), D = Vx und
D' = X.

Wir beschreiben V nun in lokalen Koordinaten. Fiir VR" sieht das dhnlich aus wie 0;f fiir Funktionen:
II1.2.8 Lemma

Sei ¢ : U — U C M eine lokale Karte, Y € X(M) und Y = Y o ¢. Dann ist V]I;NY = .
1

out’

Beweis: VENY = dY(9;) = a(§:i¢) = ;?Ti .

Insbesondere fiir Y = d; (wobei wir hier nachldssig sind und Y statt Y schreiben) folgt

N 2
vRTe = 22
9 “J uloul

Bemerkung (Hoch- und Runterziehen von Indizes): Bei den folgenden Rechnungen in Koordinaten ist
folgende Konstruktion wichtig: Sind (a1, ...,a,) und (b',...,b") Vektoren in R", so gilt:
a; = Zbkgkl vVl — bk = nglal Vk
k !
da wir

811 -+ &in 8
g§=1: 8=
Sn1 - &nn g g
gesetzt hatten und mita = (ay,...,a,),b = (b',...,b") gilta=b-¢g < b=a -g_l.

nn

Man sagt, dass man (a;) durch Runterziehen eines Indexes aus den (b*) erhlt, bzw. (b*) durch Hoch-
ziehen aus (a;).
Weiterhin gilt dann:

v=> by = a=g(v,9) VI
k

denn g(; oy, 9;) = Ek: gy

In Worten: (b') sind die Komponenten eines Vektors <= a; = Skalarprodukte des Vektors mit d;.

III.2.9 Definition

Sei M C RN eine Untermannigfaltigkeit und V : X(M) x X(M) —
X(M) die kovariante Ableitung. Sei ¢ : U — U eine lokale Karte. Die
Christoffel-Symbole zweiter Art von M (bzw. V) bzgl. ¢ sind die Funktionen I’ i‘] U - R
definiert durch

_ k
Va,dj = T;9%
k

furi,j=1,...,n.
Die Christoffel-Symbole erster Art von M bzgl. ¢ erhilt man durch Runterziehen des oberen
Indexes

Tijp =D Thigi = 8(V5,9;,91)
K

Bemerkung: Es gilt (fiir n = N — 1 der Einfachheit halber)
k - .
DTk = Vo
k

N N
= Vi 9j—(V§ 9, N)N

BZqJ qu)
= . 1 N)N
ouloul <E)u’8u]/ >
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2
AufSerdem ist (%, N) =1I (ai,aj) = hjj, also erhalten wir
u /A

3o _ k
auiauj — Zrl]ak + hl] N.

¢ . . . 229
- in tangentialen und normalen Anteil. Da

Dies ist die Zerlegung von — o
ouloul ouloul

auflerdem
I“i»‘]- = 1";?1- und daher auch Tj;; =T}

Das bedeutet also Vai Jj = vajai . Aber im Allgemeinen gilt VxY # VyX ! (Ubung)

III.2.10 Satz

V ist eine Grofle der inneren Geometrie. Genauer gilt

g o ag;i
o= 1 (e 98 %8if
Tij1 =2 (au’ Tl T

furi,j,,l=1,...,n.

Beweis: Wende Lemmaauf X =09, Y=09;,Z=0an.

% = 81gi,' = Jg (ai’aj)
= g (valai,a,-) +g (ai, Va,aj)
= T+ 71,

die Richtungsableitung von g in Richtung d;. Also gilt
E

50— Liij+ T
9gji
=5 = Tiyi+Tay
987
auljl = rjl'i+rji/l'
91 agy  98ij
; 1 (%50 4 98 _ %) _ ..
Damit folgt 5 (au’ + 50 ol Lijg

32<p
oul out

gilt, folgt

O

Beispiel: Ist M flach, so kénnen wir eine Karte wihlen, in der g;; = J;; ist, also konstant fiir jedes i, j. Aus

der Formel im Satz folgt dann T';;; = 0 fiir alle 7, j, 1.

Es lohnt sich nicht, die Formeln fiir Fi?j auswendig zu lernen. Wichtig ist nur, dass V durch g bestimmt

und I' durch eine Kombination erster Ableitungen von g gegeben ist.

Die folgenden Uberlegungen sind fiir das weitere Verstindnis zunéchst nicht unbedingt nétig, vervoll-

standigen aber das Bild etwas.

In welchem Sinne bleibt V unter Isometrien erhalten? Um dies zu formulieren, ist folgende Notation

niitzlich:

III.2.11 Definition

Sei F : M — M’ ein Diffeomorphismus zwischen Untermannigfaltigkeiten M C RN, M' ¢ RN " Tst
X ein Vektorfeld auf M, so ist das Vektorfeld F.X (push-forward von X unter F) auf M’ definiert

durch
(FiX)q = dFy(Xp) fiir g = F(p)

Man rechnet leicht nach, dass F,(X 4+ Y) = F. X + F.Y ist und dass man ‘Funktionen rausziehen kann':
Fir h € C®(M), X € X (M) ist F,(hX) = F.hF,X; wobei F.h = ho F~! die auf M’ "verschobene’ Funktion

h ist.
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IIL2.12 Satz
Die kovariante Ableitung ist eine Grofse der inneren Geometrie in dem Sinn, dass fiir jede Iso-
metrie F : M — M’ zwischen Untermannigfaltigkeiten M C RN, M’ C RN’ und fiir beliebige
Vektorfelder X,Y € X(M) gilt:
F.(VxY) = Vi, xFY

Hierbei sind V, V' die kovarianten Ableitungen von M, M'.

Beweis: Wir rechnen zunichst nach, dass dies fiir Koordinatenvektorfelder gilt. Sei also ¢ : U—-ucMm
eine lokale Karte fiir M und ¢’ : U — M’ die entsprechende lokale Karte fiir M’ wie in PropositionliII.1.4l
Nach dieser Proposition gilt g;;(u) = gl’.j(u) fiir alle u € U, also folgt aus der Formel in SatzliII.z.m dass

Ik = T¥ fiar alle i, j, k ist. Weiterhin gilt 9] = dF(d;) = F.9;, also
Fi(Vy,0) = F(D_Thay) = > Tho;
k k

und
"k
va;a; = ;Fij 8;(

Wegen l"f«‘]. = l"ijk folgt die Behauptung fiir X = d;, Y = 9.
Indem man beliebige X, Y nun lokal in der Basis der d; darstellt und die Rechenregeln fiir V anwendet,

folgt die Behauptung allgemein (Ubung). O

Frage: Gibt es eine geometrische Art, VxY intrinsisch zu beschreiben?
Antwort: Ja, werden wir spéter sehen.

III.3. Riemannscher Kriimmungstensor und Theorema Egregium

Das Theorema Egregium, das besagt, dass die Gauf3-Kriimmung einer Fldche eine Grofie der inneren Geo-
metrie ist, bildet die Grundlage fiir alle weiteren Entwicklungen der Differentialgeometrie. Sein Beweis
ist nicht einfach. Mit , Drauflosrechnen” ist er kaum zu finden. Stattdessen ist es niitzlich, sich zunichst
genau zu {iberlegen, was gesucht ist und wie man es finden konnte.

Machen wir uns klar, was wir suchen. Die wichtigsten Groien bei der Beschreibung einer Flache sind

die erste und zweite Fundamentalform. Diese sind in Koordinaten durch die Matrizen g = (g;;) und
__ deth
T detg
terminante der Weingarten-Abbildung). Wir suchen eine Formel, die K allein mittels g ausdriickt. Damit

deth
detg

zwischen g und & gibt, die fiir jede beliebige Fldche besteht.

h = (hi;) gegeben. Die Gau-Krimmung ist K (dies folgte direkt aus der Definition von K als De-

wiirde = (ein Ausdruck in g) folgen. Eine solche Formel wiirde also bedeuten, dass es eine Beziehung

Stellen wir uns also zunéchst folgende Frage: Gibt es universelle Beziehungen, die fiir beliebige Flachen
(und beliebige lokale Karten) zwischen ¢ und h bestehen?

Ein wenig anders formuliert: Kénnen wir Bedingungen an die Matrizen ¢ und / finden, die erfiillt sein
miissen, damit es eine Fldche gibt, die g als erste und / als zweite Fundamentalform hat?

Offensichtliche Bedingungen sind, dass ¢ und & symmetrisch sind und dass g positiv definit ist. Gibt es
weitere? Préziser formuliert (fiir Hyperflichen, was nicht schwieriger als fiir Fldchen ist):

Frage: Sei U C R" offen und seien glatte Funktionen gijrhij U — R (fur i,j = 1,...,n) gegeben, so
dass g(u) = (gij(u)) und h(u) = (hi]-(u)) fiir jedes u € U symmetrische Matrizen sind. AuBerdem sei
(gi/-(u)) positiv definit fiir alle u. Gibt es dann eine lokale Karte ¢ einer Hyperfliche M C R"*1, so dass
gij und hj; gerade die erste und zweite Fundamentalform von M beztiglich dieser Karte beschreiben?
Wenn die Antwort nicht allgemein ‘ja’ lautet, konnen wir dann (notwendige und hinreichende) Bedin-

gungen an g und / formulieren, unter denen ein solches ¢ existiert?
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Um dies zu untersuchen, stellen wir zundchst zusammen, welche Beziehungen zwischen ¢, den (gij)

und den (hij) wir kennen.

III.3.1 Satz
Wenn (gij) und (hij) die erste und zweite Fundamentalform einer Hyperfliche M C R"*! be-

ztiglich einer Karte ¢ sind, gilt fiir alle i, j, k, mit 0; = % etc.,
P9 _ _
(1) W = Vaia]‘ =+ ]’ll]N = Za:r?;-a“ =+ hl] -N
(2) 2% = -W(3) = — X hypgProy.
By
2
Beweis: (1) beschreibt die Zerlegung von aaia(P ;= VgN d; in tangentialen und normalen Anteil. Dies
utdu 1
hatten wir bereits nach [lIl.2.9| gesehen.
ON _ _ ; —
(2) folgt aus SE=—W (o) = — ;w;% mittels w, = zﬁ:hkﬁgﬁ“f O

Bemerkung: Diese Formeln sind die Analoga fiir Flichen der Frenet-Formeln fiir Kurven: Man drtickt die
Ableitung von Tangential- und Normalvektoren mittels der Tangential- und Normalvektoren aus. Bei den
Frenet-Gleichungen nahmen wir eine Bogenlédngeparametrisierung an, daher hatte T keine T—Komponente.

Dies hat kein Analogon in n > 2 Dimensionen. T entspricht hier d;,i =1, .- - n.
Fiir die folgenden Uberlegungen benétigen wir noch folgendes Lemma.

III.3.2 Lemma

Fiir ein Vektorfeld X auf M ist die Zerlegung von % = V?NX in Tangential- und Normalteil
1
gegeben durch
X =V, X+ 113, X)N

Dies hatten wir fiir X = 9; bereits in Satz [lII.3.1 verwendet. Die Notation hier ist etwas vereinfacht: wir

unterscheiden nicht zwischen X und X = X o Q.

Beweis: Der tangentiale Teil ist V. X nach Definition der kovarianten Ableitung. Der Normalanteil von
% ist ¢(N, %)N . Weil ¢(N, X) = 0 fiir alle u gilt, ist (wieder einmal die Standardrechnung!)

_ 9 _ 9X oN
0=558(N,X) = g(N, ) +8(55, X)

W/
Der letzte Term ist —g(W(9;), X) = —II(9;, X), und die Behauptung folgt. (Diese Rechung wurde bereits
analog im Beweis von Satz durchgefiihrt.) O

Satz ist ein System partieller Differentialgleichungen fiir die unbekannten Funktionen ¢ und N
bei gegebenen (gij) und (hi]-), da 1"‘1?; durch die (g,-]-) bestimmt ist (beachte: damit ist immer gemeint,

dass jedes Ff;- durch die gesamte Matrix (gs )y s=1,. n bestimmt ist).

Bemerkung: Um die folgenden Uberlegungen einordnen zu kénnen, ist es niitzlich, sich an folgendes
Problem aus Analysis III zu erinnern.

Frage: Wann ist ein Vektorfeld auf U C R" ein Gradientenfeld?

D.h:Sei X = (X1,...,X") : U — R" ein Vektorfeld auf U. Unter welchen Bedingungen an X gibt es
eine Funktion ¢ auf U mit V¢ = X, also

a—(ﬁ =X farallei?
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Auch dies ist ein System partieller Differentialgleichungen fiir ¢.

Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit erhalten wir, indem wir die i-te Gleichung nach uw und

. 2 i 2 i 2
die j-te Gleichung nach u* ableilten. W%r erhalten azj a(’; ;= g—i(]l und BZI' aqil ;= % Da immer aiiai ;=
2 .. oxt _ oX) .- o . )
FWEW fiir alle i, ] gilt, folgt ol — oul fiir alle i, j. Dies ist die gesuchte notwendige Bedingung an X.
uou

Die Bedingung ist auch hinreichend, falls U einfach zusammenhéngend ist.

Analog zu dieser Bemerkung wollen wir aus den Gleichungen (1) und (2) in Satz [lII.3.1| die hoheren
@-Ableitungen und N sowie ;}TI\; eliminieren, um eine Gleichung nur fiir die g;; und h;; zu erhalten (denn
I’f-‘]- kann ja durch die g;; ausgedriickt werden).

Dazu leiten wir Formel (1) aus dem Satz nochmals ab und verwenden

9 ¢ 2 ¢

oul guwlgul ol ouioul”

2
Wir berechnen ﬁ aafE)(P 7, indem wir es in Tangential- und Normalteil aufspalten. Wir wenden Lemma
uwdu

auf den tangentialen Term in der Zerlegung

Py _ .
auloul vaf o+ h]lN
an und erhalten:
%Vajal = VaiVajal + II(a,', Va].al)N
Die Ableitung des normalen Terms h;; N ist nach der Produktregel
oh
9 (haN) = hyoN 4 7l
ﬁ(h]lN) - h]l dul + Jut N

Dies ist bereits eine Summe eines tangentialen und eines normalen Teils. Mit % = —W(9;) folgt also

9 0
Waufail = Vaivajal —hyW(9;) + (...)N

wobei wir die genaue Formel fiir den normalen Teil hier nicht benttigen.
Wir schreiben nun denselben Ausdruck noch einmal mit vertauschten Indizes i, j hin und bilden die
Differenz:

_ 2 ¢ 9 P9 _ . . . .
(IIL.1) 0=2 .52 2. 20 [vaivajal - vajvaial] — [Paw (@) = W (@] + (.. )N

Die Differenz der eckigen Klammern ist tangential, der letzte Term ist normal. Daher miissen beide
verschwinden. Das ist die gesuchte Relation zwischen g und / ! Die erste eckige Klammer lésst sich allein
mittels ¢ ausdriicken, die zweite enthélt zusitzlich h. Der erste Ausdruck ist so wichtig, dass er einen
eigenen Namen hat. Es ist ein Vektor, wir betrachten also seine Koeffizienten bzgl. der Basis 9y:

III.3.3 Definition
Sei M C RN eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und ¢ : U — U C M eine lokale Karte.
Furi,j, k1 =1,...,n sind die Komponenten des Riemannschen Kriimmungstensors R;‘i i bzgl. ¢

definiert durch
. k
V3, Va,01 = V5, V5,01 = Ek , Rij0k

Die Zahlen Ry;; = %: Rl"l?j Smk, die man durch Runterziehen des oberen Indexes erhilt, werden auch als
Komponenten des Riemannschen Kriimmungstensors bezeichnet. Nach dem allgemeinen Rezept fiir Run-
terziehen gilt

Ryij = (91« Vo, V01 = Vo, Vy, 31)
Fassen wir das Ergebnis zusammen. Bildet man das Skalarprodukt von Gleichung mit d; und
verwendet ¢(W(9;), 0x) = hj, so folgt:
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II1.3.4 Satz (Gauf3-Gleichung)

Sei M C R"*! eine Hyperfliche, deren Kriimmungstensor und zweite Fundamentalform in einer
lokalen Karte durch (Ry;j) bzw. (h;;) gegeben sind. Dann gilt fiir alle i, j, k, |

Rygij = hjthix — hyhj
Dies ist die gesuchte Beziehung zwischen g und h. Beachten Sie, dass hier ¢ nicht mehr explizit vorkommt.

I1L.3.5 Satz (THEOREMA EGREGIUM, Gauf 1827)

Sei M C R3 eine Fliche, dann ist die GauSkriimmung K eine Grofe der inneren Geometrie und
es gilt
R
K= _Roz1
det (g )ij

Beweis: Nach der Gau8-Gleichung ist Rp1p1 = hi1hp — hp1hyp = det (hij)ij und damit

_ det(hif>ij I
det(gij)ij det(gij)ijl

was zu zeigen war. Dies ist eine Groie der inneren Geometrie, da R mittels der V, einer GrofSe der inneren

Geometrie, bestimmt ist (fiir eine explizite Formel siehe die Bemerkungen unten). O

Bemerkungen: > Ryy;; sind n* Zahlen, da i,j,k,1 € {1,...,n} sind. Viele von diesen sind aber bis
auf das Vorzeichen gleich. Beispielsweise folgt aus Ryj;j = hjjhjye — hjhj, wegen der Symmetrie der
Matrix der zweiten Fundamentalform Ryjj; = —Ryyjj und Ry = — Ryyjj-

Daraus folgt Ryj;; = 0 fiir k = [ oder i = j. Fiir n = 2 miissen die anderen Ryy;; bis aufs Vorzeichen
gleich sein. Sie sind +K det g. Insbesondere enthélt R hier also nicht mehr Informationen als K.

> Indem man V mittels der Christoffel-Symbole ausdriickt, erhdlt man nach kurzer Rechnung die

Formel

ark  ork
k _ " jl il ok ok
Rijj= 50555+ > ( il — ilrjrx) .
4

Da die I['s Kombinationen aus g sowie seinen ersten und zweiten Ableitungen sind, sieht man: R

lij
ist ein Ausdruck in g und seinen ersten und zweiten Ableitungen.

> Kommen wir auf unsere Ausgangsfrage zuriick: Was sind Bedingungen an ¢ und & (aufSer Sym-
metrie und Definitheit), damit diese die erste und zweite Fundamentalform einer Hyperfldche bzg].

geeigneter Koordinaten sind?

Wir haben gezeigt, dass die Gau8-Gleichung eine notwendige Bedingung darstellt. Eine weitere not-
wendige Bedingung ergibt sich daraus, dass der Normalenanteil in Gleichung verschwindet.
Dies ist die Codazzi-Meinardi-Gleichung . In Koordinaten lautet sie

oh; .
wp. _Tap. Mt _ ok _
;( jlhl“ ilh]/x) + Jut ol 0

far alle 7, j, /. Man kann zeigen, dass die Gaufs- und die Codazzi-Meinardi-Gleichungen zusammen
auch eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer Hyperflache darstellen (zumindest lokal),
siehe z.B. das Differentialgeometrie-Buch von Kiihnel.

Dies ist das Analogon des Hauptsatzes der Kurventheorie fiir Hyperflachen.
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> Dass K eine Grofie der inneren Geometrie ist, kann man, wie wir zeigen werden, auch sehr viel
“geometrischer” einsehen. Auf dem Weg dorthin braucht man aber Formeln wie die oben angege-
benen.

> Bisher hatten wir immer zuerst eine Groie geometrisch (koordinatenunabhéngig) eingefiihrt und

dann ihre Komponenten bzgl. lokaler Koordinaten betrachtet (z.B. bei g, W, II, V). Bei R haben wir

bisher nur einen Ausdruck in lokalen Koordinaten, die R;‘i it

Fiir eine koordinatenunabhingige Definition von R benottigt man den Begriff der Lie-Klammer zwei-
er Vektorfelder. Dies wird in Kapitel eingefiihrt. Dort wird auch der Begriff Tensor eingefiihrt
und gezeigt, dass R ein Tensor ist. Daraus folgt dann insbesondere: Falls Rﬁ’ = 0 fir alle k,1,4,7 in

einem Koordinatensystem gilt, so gilt es auch in jedem anderen Koordinatensystem.

(Vorsicht: V ist zwar ebenfalls eine Grofse der inneren Geometrie, aber es ist kein Tensor, und aus
l"fj = 0Vi,j,k in einem Koordinatensystem folgt nicht, dass dies in jedem anderen Koordinatensys-
tem gilt. Ubung: Berechnen Sie die Christoffelsymbole fiir Polarkoordinaten in R?.)

> Aus dem Theorema Egregium folgt: Falls eine Fliche M flach ist, so muss K = 0 sein. Denn wéhlt
man lokale Karten so, dass gij = (51']- ist, so sind alle l";‘j = 0 und damit auch K = 0.

Allgemeiner ist fiir eine flache Untermannigfaltigkeit Rﬁ, ;=0 fir alle 7, j, k, I. Dies folgt aus demsel-

ben Argument zusammen mit der vorigen Bemerkung.

Man kann zeigen, dass die Umkehrung auch gilt: Ist R;‘i ! (1) =0 furalle u € U und alle 7, j, k,I (bzw.
K = 0 bei Fldchen), so ist M flach. Fiir Flichen werden wir das im néchsten Abschnitt beweisen.

III.4. Parallelverschiebung und Geoditische

In diesem Abschnitt wollen wir versuchen, V geometrisch zu verstehen. Dafiir untersuchen wir, was es
fiir Vektorfelder X, Y bedeutet, dass VxY = 0 ist. Wir beobachten:

> Sei M = RN, Dann ist V%({NY = 0 fiir alle X € X' (M) genau dann, wenn Y konstant ist, d.h. alle Y,
zueinander parallel sind.

> Sei M eine Mannigfaltigkeit. Der Begriff “Y konstant” macht hier keinen Sinn, da Y), fiir verschiede-

ne p in verschiedenen Tangentialrdumen liegen.

Wir werden sehen, dass es bei n > 2 kein Y € X (M) mit VxY = 0 fiir alle X € X (M) gibt, wenn die
Krimmung K # 0 ist. Daher betrachten wir “Konstanz” von Y (“Parallelitit”) nur entlang von Kurven.

III.4.1 Definition

Sei M C RN eine Untermannigfaltigkeit, 7 : I — M eine parametrisierte Kurve. Ein
Vektorfeld entlang 7y ist eine glatte Abbildung, die jedem t € I ein X; € T, ;)M zuordnet. X
muss dabei nicht tangential an 7 sein.

Beachten Sie, dass wir X hier als Funktion des Kurvenparameters ¢ schreiben, nicht als Funktion von 7 (t)
wie sonst bei Vektorfeldern tiblich. Dies ist praktischer. Falls vy eine einfache Kurve ist - d.h. () # 0 fiir
alle t und v injektiv -, kann man X als Funktion von () umschreiben. Hat v Selbstschnitte, geht das im
Allgemeinen nicht (denn es kann Xy # Xi, sein, selbst wenn (tg) = 7(t1) ist).
Glattheit wird wie iiblich mittels lokaler Karten definiert: Ist Xy = 3_ X(t)d;, so sollen die Funktionen
1

X' glatt sein. Aquivalent ist X aufgefasst als Abbildung I — RN glatt.
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Schreibweise: Ist X ein Vektorfeld entlang einer Kurve 7y, so sei
N N
V]AI; X:= ‘%, V4X := Projektion von VH; Xauf Ty,M
mit p = 7(t). Man schreibt auch %X statt V4 X und nennt dies die kovariante Ableitung von X entlang -y .

Die Schreibweise V; X ist sehr naheliegend und hat den Vorteil, dass sie den Bezug zur Kurve v deutlich
macht. Die Schreibweise %X ist intuitiv, da es die Projektion von %X auf Ty M ist.

II1.4.2 Definition

Ein Vektorfeld X entlang einer Kurve 7 : I — M heifit parallel entlang v, falls VX = 0 ist fiir
allet € I.

Diese Definition ist sinnvoll, obwohl X nur auf ¢ und nicht in einer Umgebung davon definiert ist, denn
es wird nur die Ableitung in Richtung ¢ genommen, siehe

Beispiel: = Fiir M = RN ist X parallel entlang 7 genau dann, wenn % = 0 fiir alle ¢, d.h. wenn X

konstant ist.

> Sei M C RN beliebig. V;X; ist die orthogonale Projektion von V]};NXt = %(t) auf T, ;) M. Also
ist X parallel entlang 7, wenn %(t) im RN orthogonal auf T, (M steht. Das heifit also, % ist
innerhalb der Fldche “nicht zu sehen”.

> Sei M = S? und 7 der Aquator, nach Bogenldnge parametrisiert, X; sei Einheitstangentialvektor
¥(t) im Punkt (#). Dann steht % senkrecht auf -y (siehe Kapitel ??) und liegt wie der Aquator in
der x — y—Ebene, ist also orthogonal zu M. Demnach ist X parallel entlang 1.

Beachte: X; und X, sind dabei als Vektoren im R3 nicht parallel!

> Analoges gilt fiir jeden Grokreis, also Schnitte von S?> mit Ebenen durch 0. Die Tangentenvektorfel-
der an andere Breitenkreise sind nicht parallel (Ubung, werden wir aber auch spéter zeigen).

> Sei v der Aquator wie eben und X; = (0,0,1) (senkrecht nach oben zeigend). Dann ist ‘% = 0 fur
alle t, also ist X parallel.

Fiir V4 X gelten analoge Rechenregeln wie fiir die kovariante Ableitung, insbesondere fiir Vektorfelder
X, Y entlang v und eine Funktion & auf I die Produktregel
Vi (hX) = %X +hV;X
und die Vertrédglichkeit mit der Metrik
Le(Xe,Yy) = (Vi Xe, Yy) + 8(Xe, Vi Yy)

(schreiben Sie beide Regeln in der %—Notation, dann sind sie sehr leicht zu merken). Man kann Vektoren

immer parallel verschieben:

II1.4.3 Satz

Sei v : I — M eine Kurve, tg € [ und v € T, (;,)M. Dann gibt es genau ein paralleles Vektorfeld X
entlang y mit Xy, = v.

Beweis: Wir zeigen, dass diese Aussage dquivalent zur Losbarkeit eines Systems linearer gewohnlicher
Differentialgleichungen ist.

Wir kénnen annehmen, dass das Bild von < in einer einzigen Koordinatenumgebung U C M enthal-
ten ist. Ist dies nicht der Fall, konnen wir Bild ¢ durch solche U iiberdecken und X Schritt fiir Schritt
fortsetzen.
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Sei ¢ : U — U eine lokale Karte. Schreibe X = zxfaj, 4 = a'9;. Dabei ist X/ = XJ(t) gesucht,
j i
a' = a'(t) gegeben. Es gilt
Vi = vZuiaiaj
1

- XAV
i
Z {Zi Z rf]ak
i k

und aus dieser Nebenrechnung folgt

VX

Z 2 (Xfa]-)

= Z(%j'aﬁxj'vv‘aj)
j

>

Also erhalten wir aufgrund der linearen Unabhanglgkelt der d mit Fk =Tk (’y( )

Xk 4 ZXfa Ty

vﬁxzo@karZXfarﬁ; =0firk=1,...,n
L]

Dies hat die Form

X! X!

| =am]

X" X"

mit A : I — M(n) glatt.
Der Satz {iber die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen linearer gDGL-Systeme sagt dann aus, dass

dies zu gegebenem Xy, genau eine Losung hat, die auf ganz I definiert ist. O

III.4.4 Definition
Sei y : I — M eine glatte Kurve und ty,t; € I. Die Parallelverschiebung entlang y von ¢y nach t;
ist die Abbildung P'Y[to,tl] F Ty )M = Ty M, die wie folgt definiert ist: Sei v € Ty (1) M. Sei X
das eindeutige parallele Vektorfeld entlang 7y mit X;, = v. Dann setze P«,[ o] (v) = X4, -
Falls I = [tg, t1] ist, schreiben wir einfach P, = Py[to H)-

Also kurz: P, : Xpg = Xy mit X parallel.

[fo,tl]
III.4.5 Proposition
Fiir beliebige v, tp und ¢; ist die Parallelverschiebung P«,[ o] eine lineare, orthogonale Abbildung.

Das heifst, die Parallelverschiebung erhilt Winkel und Langen. Sie erhalt auch Orientierung (das wird

unten eingefiihrt).

Beweis: Schreibe kurz P, = P, Das im letzten Beweis gefundene System von Differentialgleichun-

ltoh]”
gen ist linear, die Losung hingt also linear von den Anfangswerten ab. Damit ist P, linear. Um zu zeigen,
dass P, orthogonal ist, muss man g(XtO, Yto) = g(th,Ytl) nachpriifen, fiir beliebige entlang < parallele
Vektorfelder X, Y. Es ist %g(Xt, Y:) = g(ViXe, Vi) + 8(Xt, V4 Yr) = g(0,Y3) +g(X;,0) =0,da X und Y

parallel entlang -y sind. O
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Beispiel: Sei 7y ein Breitengrad auf einem Kegel, also ein Kreis mit konstantem Abstand zur Spitze. Bei
einem vollen Durchlauf des Breitengrades dreht sich X unter Parallelverschiebung. vy ist eine geschlossene
Kurve von p nach p und P, eine im Allgemeinen von der Identitit verschiedene Rotation.

Beachte: Aus der (offensichtlichen) Parallelitit der Vektoren links (im IR?) diirfen wir auf die Parallelitit
der Vektoren auf dem Kegel rechts schliefen, da die kovariante Ableitung und damit Parallelitdt ein

Begriff der inneren Geometrie ist, also unter der Isometrie, ¢ erhalten bleibt.

T
\\\ M

Abbildung III.2.: Parallelverschiebung entlang eines Kegel-Breitengrades

Bemerkung: > Parallelverschiebungen von T, M — T; M hingen im Allgemeinen vom Weg ab. Wenn

71 und 72 zwei verschiedene Wege von p nach g sind, ist normalerweise Py, # Ps,.

> Wenn M und M’ zwei Flachen sind, die sich entlang einer Kurve < beriihren, so ist Paralleltransport

entlang y in M derselbe wie der in M’. Denn VX ist die Projektion von % auf T,(yM = T,y(t)M’ .

Die physikalische Bedeutung der Parallelitdt: Befestigt man einen Zeiger horizontal (d.h. tangenial zu
M) so an einem vertikalen Stab, dass er sich frei um diesen drehen kann, und bewegt den vertikalen Stab
entlang X, so ist die Richtung des Zeigers parallel entlang .

Auch die Schwingungsrichtung des Foucaultschen Pendels wird bei der Erddrehung parallel verscho-
ben.

Geoditische

Was bedeutet “geradeaus fahren” auf einer Fliche? Dass innerhalb der Fliche keine Richtungsinderung
stattfindet!
III.4.6 Definition
Eine Kurve 7 : [ — M heist Geodaitische, falls
Vi1 =0

gilt, also falls § parallel entlang 1 ist.

In der alternativen Schreibweise heifSt das %"y =0.

Bemerkung: Wegen V]};(Nt)'*y(t) = ¥(t) = Beschleunigung ist dies dquivalent dazu, dass die Beschleuni-

gung im RV (also die momentane Anderung des Geschwindigkeitsvektors ) immer senkrecht auf M
steht. Der tangentiale Anteil der Beschleunigung ist also gleich 0.

Beispiele:

Im RN ist V49 = 4, also ist v ist Geodétische genau dann, wenn -y eine mit konstanter Geschwindigkeit
durchlaufene Gerade ist.
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Wir haben im letzten Beispiel gesehen, dass jeder Grofkreis auf S* mit konstanter Geschwindigkeit durch-
laufen eine Geodatische ist. Wie wir sehen werden, sind dies auch die einzigen auf der Sphére.

Bemerkung: Wenn v eine Geoditische ist, dann ist ||§| konstant, da parallele Vektorfelder konstante
Lange haben.

Bemerkung: Zur intrinsischen Bedeutung von Geodatischen:

> Ein Auto, das mit gerade gestelltem Lenkrad auf M fahrt, fahrt entlang einer Geodatischen. (Ideali-

siert, wenn wir den Radabstand als vernachldssigbar klein annehmen.)

> Ein Teilchen, das sich nur innerhalb von M bewegen kann und auf das keine Kréfte einwirken, be-

wegt sich entlang von Geodatischen. Dasselbe gilt fiir Lichtstrahlen, die sich innerhalb M ausbreiten.
Diese Interpretationen machen folgenden Satz plausibel:

II1.4.7 Satz (Existenz und Eindeutigkeit von Geoditischen)
Sei M C RN eine Untermannigfaltigkeit, p € M und v € T, M. Dann gibt es genau eine maximale
Geodatische vy = 7 : I = M mit 7(0) = p und §(0) = v. Dabei ist I C R ein offenes Intervall

mit 0 € I, der maximale Definitionsbereich. v hdngt glatt von t, p und v ab.

Beweis: Wir beweisen hier nur die Existenz auf einem Intervall (—¢, €) und Eindeutigkeit darauf fiir ein
€ > 0. Der Rest ist eine Ubung.

Wir schreiben die Gleichung V47 = 0 in lokalen Koordinaten, y(t) = ¢(u!(t),...,u"(t)) fiir die ge-
suchte Kurve v und leiten ein Differentialgleichungssystem fiir u!(t), ..., u"(t) her:

Es gilt 7 = 3" 1'9; nach der Kettenregel. Nach der Rechnung im Beweis zu Satz[[[.4.3| mit 2’ = ' und
i

X =7, also X = folgt
Vg =0 i+ > a'aTf(u) = 0 k.
ij
Dies ist ein System von n (nicht-linearen) Differentialgleichungen zweiter Ordnung der Form ii = F(u,11).
Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz hat dies eine eindeutige Losung definiert in einer Umgebung
von 0, wenn (0) und 7(0) vorgegeben sind. Diese Losung héngt nach dem Satz tiber die glatte Abhédn-
gigkeit von Losungen von den Anfangswerten glatt von f, p und v ab. O

Beispiele: > Da bei M = S? durch jeden Punkt p € S? und fiir jedes v € TpS2 ein Grofskreis durch p
mit Richtung v existiert und da Grofikreise Geodétische sind, sind dies auch samtliche Geodatischen.
Sie sind fiir alle Zeiten definiert, also I = R.

> Wenn M eine beschrinkte offene Teilmenge des RY ist, sind Geodatischen Geraden und Punkte. Da
Geraden nach endlicher Zeit den Rand treffen, sind sie nur fiir ein endliches Intervall I, das von p

und v abhingt, definiert.

Frage: Ein Schiff fahrt in Irland los in Richtung Westen und dann immer nur geradeaus. Wo trifft es
wieder auf Land, wenn es keine Stromungen und Winde gibt?

Bemerkung: > Falls M kompakt ist, sind Geodétische fiir alle Zeiten definiert.

> Sei v Geoditische in einer Fliche M. Ein Vektorfeld X ist parallel entlang y genau dann, wenn || X||
und der Winkel zwischen X und 7 konstant sind (Ubung).

Die intrinsische Bedeutung von Geoditischen folgt neben den angefiihrten Argumenten auch aus
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II1.4.8 Satz

Kiirzeste Linien sind Geodatische, d.h. seien p,q € M gegeben und <y eine nach Bogenldnge
parametrisierte Kurve von p nach gq. Angenommen, fiir jede andere Kurve 7 von p nach g gilt
L[¥] > L[y]. Dann ist 7y eine Geodétische.

Beweis: Seiy:[0,L] — M mit y(0) = p und (L) = g. Wir betrachten “Variationen” von 7, d.h. Scharen
von reguldren Kurven 7, : [0,L] — M, s € (—¢,€), die auch p und g miteinander verbinden, mit 7y = 7.

Wir schreiben (s, t) = s(t) und nehmen an, dass 7 glatt in (s, t) ist. Von jetzt an verwenden wir die

Bezeichnung + fiir (s, t) und 7 fiir die gegebene Kurve. Wir schreiben ¢ = aat und o/ = al

L
Esist L[ys] = [ 1/g(7, ) dt. (Beachte: s muss nicht nach Bogenldnge parametrisiert sein.)
0

Der Integrand ist glatt in s, also ist s — L[] eine glatte Funktion. Nach Annahme hat sie ein Minimum
bei s = 0, also folgt % \s:OL[%] = 0. Wir berechnen diese Ableitung.

. . 2y _ Py c_ oy __ . a2y
Wie bei lokalen Karten folgt aus 55; = 555 und aus V., = v%l 3¢ = normaler Anteil von 557, dass
S

V%l %—;Y = V%% %—Z gilt, also V., = V7. Damit folgt
S

2807 = 2:g(Vyh7)
= 2:8(Vi7' )
= 2 (287, 1)~ g (4, V47).

AuBerdem gilt

R
F C o 2581 T)
V81 7) 8(14)

Wir werten die Ableitung bei s = 0 aus. Wegen ||j¢|| = 1 ist die Wurzel im Nenner = 1.

Insgesamt ergibt sich

L
& amollrs] = / 28 (Vo 70) = & (Vseor VigT0)] dt
0

Das Integral iiber den ersten Term ist gleich Null, denn er ist gleich ¢(/, o) \ié, und wegen v5(0) = p
und 7s(L) = g fiir alle s ist o/ = 0 fiir t = 0 und fiir t = L (und beliebige s).

Es bleibt also

L
d .
%|s:0L[r)/S] == /g (7?5:0/ V’YOIYO) dt
0

Diese Formel heifst erste Variation der Linge .

X = 7"520 ist ein Vektorfeld entlang . Nun war aber 7 frei wahlbar, und zu jedem Vektorfeld X
entlang ¢ mit Xp = 0 und X; = 0 gibt es eine Schar s mit 7\/s:0 = X. Damit folgt die Behauptung aus
folgendem Lemma mit Y = V57: O

III.4.9 Lemma

Sei Y ein Vektorfeld entlang v : [0, L] — M. Angenommen fiir jedes Vektorfeld X entlang -y mit
Xp =X =0gilt

IL
/g(Xt, Yt) dt =0.
0

Dann ist Y; = 0 fuir alle ¢.



II1.4. Parallelverschiebung und Geodiitische 63

Beweis: Analog zur entsprechenden Aussage iiber Funktionen: Falls on # 0 fiir ein tg € (0,L) ist, so
wihlen wir eine glatte Funktion p : [0,L] — R mit p(¢t) > 0 fiir alle ¢, p(0) = p(L) = 0 und p(t9) > 0.
Weiter setzen wir X; = p(t)Y;. Dann ist g(X;,Y;) = p(t)[|Y||*> > 0 und fiir t = t; sogar > 0, also
J §(X¢,Yt)dt > 0, was ein Widerspruch ist. O

Die Formel fiir die erste Variation der Lange ist auch fiir Kurven - interessant, die keine Geodétischen
sind. Beispielsweise gilt in der Ebene V;7 = 4 = Beschleunigung (zeigt ins “Innere” der Kurve). Die
Formel sagt dann: Verschiebt man < in Richtung 4, so nimmt die Lange ab.

Frage: Gilt auch die Umkehrung, sind also Geodétischen immer kiirzeste Verbindungen?

Im Allgemeinen nicht, wie man leicht am Beispiel der Sphire erkennen kann: Liegen p und q nahe
beieinander, so kann man von p nach g entweder den kurzen oder den langen Weg (“hintenherum”) auf
dem Grof3kreis gehen; der lange Weg ist eine Geoditische, aber bestimmt nicht der kiirzeste Weg.

Lokal ist die Antwort aber “Ja”. Genauer gilt:

II1.4.10 Satz
Sei M eine Untermannigfaltigkeit des RV. Jeder Punkt p € M hat eine Umgebung U mit

> zu je zwei Punkten g, g4’ € U gibt es genau eine Geodétische von g nach ¢/, die in U verlduft.

> Diese ist der kiirzeste Weg von g nach g’ unter allen Wegen in M.

Zum Beweis siehe Biicher zur Riemannschen Geometrie. Auf der Sphire kann man fiir U irgendeine
Kreisscheibe mit Radius < 5 wihlen (also enthalten in einer Halbsphire).

Orientierung, Holonomiewinkel und geoditische Kriimmung

Die bisherigen Uberlegungen dieses Abschnitts galten in beliebigen Dimensionen. Nun beschranken wir
uns auf Flachen.

Wir erinnern uns an den Anfang der Vorlesung, also Kurven in der Ebene, und wollen die Uberlegungen
dort auf Kurven in einer Fliche M verallgemeinern.

Insbesondere hatten wir fiir ¢ : I — R? die Kriimmung definiert. Sei ¢ nach Bogenlange parametrisiert.
Dann war die Kriimmung x € R definiert durch |x| = ||¢|| und « > 0, wenn ¢ in Richtung n zeigt, wobei
n die Drehung von T = ¢ um +% war, sonst ¥ < 0. (Wir schreiben hier n statt N, um diese Normale nicht
mit der Flaichennormalen zu verwechseln.)

Kurz: « ist durch ¢ = xn definiert.

Das Vorzeichen wird spiter sehr wichtig sein, daher tiberlegen wir uns fiir eine Fliche M zunichst, was
“Drehung um +7%” bedeutet. Beachte: Eine Drehung um +7 von oben betrachtet ist eine Drehung um
— 7 von unten betrachtet.

Eine Festlegung, was “positiver Drehsinn” bedeutet, hingt also damit zusammen, von welcher Seite
man auf M schaut, also mit der Wahl eines (Einheits-)Normalenvektors auf M.

III.4.11 Definition
Sei (M, N) eine orientierte Fliche, also N ein glattes Einheitsnormalenvektorfeld auf M. Sei p € M.
Eine Basis (e1,e2) von T,M heifit positiv orientiert, wenn die Basis (e1,e2, N) des R3 positiv
orientiert, also det(eq, e, N) > 0 ist. Andernfalls heif3t sie negativ orientiert.

Bemerkung: > det(e1, e, N) > 0 entspricht der “Rechten-Hand-Regel” mit ¢; = Daumen, ¢, = Zeige-
finger und N = Mittelfinger der rechten Hand.
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> Rotiert man ey, e; gemeinsam, dndert sich die Orientierung nicht. Ist (e, ep) positiv orientiert, so ist
(e1, —ey) negativ orientiert.

> Winkel in T, M werden immer “von e; in Richtung e,” gemessen, wenn (e1,2) eine positive Basis
ist.

> Wenn eine Orientierung gegeben ist, dann ist der Begriff "Rotation um den Winkel a” fiir jeden
Tangentialraum wohldefiniert: Man wiéhle eine positive Orthonormalbasis (eq, ¢;) und definiere Ry :
TyM — TyM durch e — ejcosa +epsina und ey — ey sina + ep cosa. Dies hidngt nicht von der
Wahl von e; und e; ab.

Eine Orientierung auf einer Fliche M erlaubt uns, den wichtigen Begriff des Holonomiewinkels zu de-
finieren. Ist oy eine Kurve in M von p nach g, so ist die Parallelverschiebung P, orientierungserhaltend,
d.h. fiir jede positiv orientierte Basis (ej,e;) von T, M ist die Basis (P, (e1), Py(e2)) von T;M positiv ori-
entiert. Denn sind X, Y die parallelen Vektorfelder entlang -y, die bei p gleich e; bzw. e, sind, so ist die
Funktion t — det(X;, Y}, Nﬂr(t)) stetig und immer ungleich Null, wechselt also nie das Vorzeichen.

Ist insbesondere p = g, so ist P, daher eine Drehung von T, M. (Fiir nicht-orientierbare Flachen stimmt
das nicht, tiberlegen Sie sich das fiir das Mobiusband!)

II1.4.12 Definition (Holonomie)

Sei M eine orientierte Fliche und 7 : [4,b] — M eine Kurve mit y(a) = y(b) =: p. Die durch
Parallelverschiebung entlang -y definierte lineare Abbildung

Py : TyM — TyM
heifft Holonomie von <. Dies ist eine Drehung um einen Winkel 6. Der Winkel 0 heifst

Holonomiewinkel von <.

Der Holonomiewinkel ist nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 definiert, sollte also als Element von
R/27Z aufgefasst werden. Dreht man die Durchlaufrichtung der Kurve oder die Orientierung von M
um, dndert der Holonomiewinkel sein Vorzeichen (Ubung).

Zum Beispiel ist fiir Kurven in der Ebene der Holonomiewinkel immer Null.

I11.4.13 Definition
Sei M C R3 eine Fliche mit Orientierung N. Sei v : [ — M eine nach Bogenlédnge parametrisierte
Kurve und t € I. Wahle n € T, ;)M derart, dass (9,n) eine positiv orientierte Orthonormalbasis
ist. Die geoddtische Kriimmung x, € R von 7 in ¢t ist definiert durch
%’)’f = Kg - 1.

Es gilt Ko =g (%f’y, n).

Bemerkung: = Wegen ||| = g(7,7) = 1 faralle tist 0 = 4 ¢(7,7) = 2¢ (%f'y, ’5/), also ist 7 L 7.
Da aufierdem %')'/ € T, ;)M ist, muss %"y ein skalares Vielfachen von n sein. Daher macht die
Definition Sinn.

& Zusammenhang von Kriimmung « als Kurve im Raum, geodétischer Kriimmung x¢ und Normal-
krimmung x,: Es gilt
- |x¢| = |Jorthogonale Projektion von 4 auf T, M|| (nach Definition von V)

- Ky = |lorthogonale Projektion von 4 auf N(p)||

- =7l
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Nach Pythagoras gilt x> = Kg, + 2. Beachte: ,, sagt etwas tiber die Kriimmung der Fliche im Raum,
kg etwas {iber die Kriimmung der Kurve in der Fliche aus!

- 7 ist eine Geodétische genau dann, wenn iiberall ko = 0 gilt und genau dann, wenn  {iberall
kollinear mit N ist.

> kg ist eine Grofe der inneren Geometrie, da V es ist.

Bedeutung der geoditischen Kriitmmung als Richtungsianderung, Beziehung zum Holonomiewinkel

Im R? hatten wir gesehen, dass x = & gilt, wenn a der (in stetiger Weise bestimmte) Winkel zwischen
und der x—Achse ist. Bei der Verallgemeinerung auf Flachen tritt das Problem auf, dass es keine Refe-
renzrichtung wie die x—Achse gibt. Wir werden nun sehen, dass man diese Referenzrichtung durch ein
paralleles Vektorfeld ersetzen kann.

Wir formulieren dies etwas allgemeiner, dies wird beim Beweis des Satzes von Gauf3-Bonnet niitzlich
sein. Ein orthogonaler Rahmen entlang einer Kurve < in einer Fliche ist ein Paar von Vektorfeldern
(e1,€7) entlang 1, so dass (e1(t),ex(t)) fiir jedes t eine Orthonormalbasis ist. Ist M orientiert, so heifit der

Rahmen positiv orientiert, falls (eq(f),ex(t)) fiir ein und damit jedes ¢ positiv orientiert ist.

III.4.14 Lemma (Formel fiir die Drehung eines orthogonalen Rahmens)

Sei (M, N) eine orientierte Fldche. Sei v : [a,b] — M eine Kurve und (ey, ;) ein positiv orientierter
orthogonaler Rahmen entlang .

(1) Sei X # 0 ein paralleles Vektorfeld entlang v und «(t) der Winkel von X; nach e (). Dann
gilt
%61 = iep
und damit & = g (%el,ez).

(2) Seiy(a) = y(b) und eq(a) = e1(b). Dann gilt

b
/ g (%el,ez) dt = —0 mod 27,
a

wobei 0 der Holonomiewinkel entlang 7y ist.

Beweis: (1) O.B.d.A. sei || X|| = 1. Sei Y das Vektorfeld entlang v, das durch Drehung um +7% aus X
entsteht. Dann ist Y ebenfalls parallel entlang 7. (Beweis als Ubung.)

Es ist (Skizze!)
e1 =cosa X +sinaY, e = —sinaX+cosaY.

Leitet man e kovariant nach ¢t ab und verwendet die Parallelitit von X, Y, erhdlt man

\Y . ) .
ﬁel = —@isina X +acosaY = die,.

Nimmt man das Skalarprodukt mit e, folgt & = ¢ (%el, ez).
(2) Wahle ein paralleles Vektorfeld X entlang  und definiere a wie in (1). Durch Integration von
=g (%el,ez) iiber [a,b] folgt a(b) — a(a) = fubg (%61,82) dt. Da a(a) der Winkel von X, zu e (a)

und «(b) der Winkel von X, zu e;(b) ist und e1(a) = e1(b) gilt, ist a(b) — a(a) der Winkel von X,
zu X,, also das Negative des Holonomiewinkels: 6 = a(a) — a(b). O

Daraus folgt:
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II1.4.15 Proposition (Geoditische Kriimmung als Winkelinderung zu parallelem Vektorfeld)

Sei 7y eine nach Bogenlédnge parametrisierte Kurve in der orientierten Fliche M C R3.
(1) Sei X ein paralleles Vektorfeld entlang «y. Sei «(t) der Winkel von X; nach (t). Dann gilt
Kg = &.
(2) Die Kurve 7y sei geschlossen. Dann gilt fiir den Holonomiewinkel
b

0=— /Kg(t)dt mod 27

a

Beweis: Setze el( ) = 7(t) und ey (t) = n(t), dann ist g (% ) = (% ) = Kg. Also folgt & = xg

aus Lemma 1). Ist v geschlossen, so gilt y(a) = (b) und j(a) = §(b), also folgt (2) aus Teil (2)

des Lemmas. O
Fir M = R? und X = (1,0) ergibt sich x = & wie vorher.

Bemerkung: Bei der Definition des Holonomiewinkels geniigte es, dass y(a) = 7(b) ist (die Kurve

braucht nicht geschlossen zu sein, Anfang und Ende diirfen einen Winkel # 0 bilden). Fiir die Formel

mittels der geoditischen Kriimmung muss zusétzlich j(a) = 4(b) sein.

Orthogonale Koordinaten und Normalkoordinaten beziiglich einer Kurve

Geodatische kann man dazu verwenden, Koordinatensysteme (d.h. lokale Karten) zu konstruieren, in de-
nen die erste Fundamentalform eine besonders einfache Gestalt hat. Dies ist niitzlich, da dann die Rech-
nungen mit den komplizierten Gleichungen (z.B. fiir Christoffel-Symbole und Kriimmung) vereinfacht
werden.

Im Folgenden bezeichnen wir die Koordinaten in R? mit u und v (statt u!, u?). Statt der Indizes 1 und 2
schreiben wir dann oft # und v. Z.B.: Ist ¢ eine lokale Karte, so schreiben wir 9, = g—f und 0, = 3—(5. Statt
911 = §(01,02) schreiben wir gy, = g(dy, dy) usw.

III.4.16 Definition

Sei M C R3. Eine lokale Karte ¢ : U — U C M heifit orthogonal, falls iiberall g—f L 3—(5 gilt. Mit
anderen Worten: Die durch ¢ definierten Koordinatenlinien schneiden sich rechtwinklig.

Man nennt dann die durch die Karte definierten Koordinaten orthogonale Koordinaten .

Beispiel (Rotationsfliche): Die Fliche, die entsteht, wenn man eine beliebige Funktion f um die z—Achse
rotieren ldsst, kann durch die Karte ¢(0,z) = (f(z)cosb, f(z)sin6,z) beschrieben werden. Dabei ent-
spricht 0 = konstant den Meridianen und z = konstant den Breitenkreisen. Es gilt 5 % | a(P (Ubung).

Orthogonalitdt von ¢ bedeutet, dass g, = 0 tiberall auf u gilt, d.h., dass die erste Fundamentalform die
Gestalt
_(E 0
(6 ¢
hat.
Mit den beim Beweis des Theorema Egregium hergeleiteten Formeln kann man berechnen:

III.4.17 Lemma
Sei M C R3 eine Fléche, ¢ : U — U eine orthogonale lokale Karte. Die Gaufs-Kriimmung ist dann

K= 3es i (vie ) o (Vee )]
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Beweis: Ubung! m

Wir wollen zeigen, dass es immer orthogonale Koordinaten gibt. Diese (und sogar sehr spezielle) erhilt
man wie folgt.

Im Folgenden sagen wir kurz BL-Geoditische statt ,nach Bogenldnge parametrisierte Geoditische’. Da
jede Geodatische konstante Geschwindigkeit hat, gilt: Ist v Geodétische und gilt ||(to)|| = 1 fiir ein ¢,
so ist 7y eine BL-Geodétische.

II1.4.18 Definition

Sei M C R® eine Fliche. Seien I,] C R Intervalle, 0 € I, U=1Ix Jund ¢ : U — U C M eine
lokale Karte. Sei ¢ : ] — M die durch u = 0 gegebene Kurve, d.h. c¢(v) = ¢(0,v).

Die durch ¢ gegebenen lokalen Koordinaten heifsen Normalkoordinaten bzgl. ¢, wenn gilt:

Fiir jedes v ist die durch ,(u) = ¢(u,v) definierte Kurve
eine BL-Geodatische, die ¢ orthogonal schneidet.

Falls c ebenfalls eine BL-Geodétische ist, so nennt man diese Koordinaten Fermi-Koordinaten .
Beachten Sie, dass wir hier von Normalkoordinaten beztiglich einer Kurve sprechen. Der Begriff Nor-

malkoordinaten bezeichnet ein Koordinatensystem, bei dem die Kurven t — ¢(tu,tv) fiir beliebige u, v
Geodaitische sind. Diese sind in anderen Kontexten niitzlich, wir brauchen sie hier nicht.

IIl.4.19 Lemma

Seien Normalkoordinaten auf U C M beziiglich einer reguldren Kurve c gegeben. Dann gilt in U:

1 0
(1) g§= (0 R2>

fiir eine positive Funktion R auf U. Insbesondere sind die Koordinaten orthogonal.
(2) V5,04 =0

o, R
(3) Vauav = uT do

%R
R
(5) Falls c eine BL-Geodétische ist, so gilt

(4) K=

(GauB3-Kriimmung)

R=1,0,R=0 beiu=0.

Hierbei bezeichnen 0,R usw. die partiellen Ableitungen. Wichtig: (1)-(4) gelten auf ganz U, (5) nur bei
u = 0 (d.h. entlang ¢).

Bemerkung: Ein Spezialfall sind Rotationsflachen im R3, wobei ¢ ein Breitenkreis und die Yy die Meri-
diane sind. Nimmt man als v die Winkelkoordinate, so ldsst sich eine Rotationsflache als

M= {¢p(u,v): ve|0,2n],ucl}, ¢(u0)=(R(u)cosv,R(u)sinv, h(u))

schreiben, wobei u +— (R(u), h(u)) die nach BL parametrisierte ,Profilkurve’ der Rotationsfldche ist. Hier-
bei ist R(u) der Radius des Breitenkreises von M beim Parameterwert u.

In diesem Fall hangt R nicht von v ab (das macht gerade die Rotationsinvarianz von M aus). Fir
allgemeines M kann aber R von u und v abhidngen.

Beweis: Einige der Aussagen sind direkt geometrisch klar (Definition von BL oder von Geodétische),
andere erschliefien sich erst nach nicht-trivialer Rechnung;:
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(2) Wegen o, = % = 7, ist das die Aussage, dass 7y, eine Geodaétische ist.

(1) Esist gyu =1 und gu» = 0 auf U zu zeigen, dann setzt man R = ,/Syo.

Zunichst ist gy = g0y, 9u) = || 70 |> =1, da 7, nach BL parametrisiert ist.

Die Aussage g0 = 0 ist weniger trivial. Fiir u = 0 gilt dies, da sich per Definition die Kurven ¢ und

Yo orthogonal schneiden. Fiir beliebige u ist 2T, = 8§Zv + agz” — a‘gé‘]“. Wegen (2) und gy = 1

folgt daraus 6§Zv = 0 auf U. Damit folgt die Behauptung durch Integration: Fixiere v und setze
f(u) = Quv(u,v). Dann haben wir f(0) = 0 und f'(u) = 0 fiir alle u. Daraus folgt f(u) = 0 fiir alle

u.

(3) Ubung.
(4) Dies folgt aus Lemma (lII.4.17), oder einfacher mittels direkter Rechnung.

(5) Aus R = 1/¢(dy,9y) folgt R =1 bei u = 0, da ¢ nach BL parametrisiert ist.
Da ¢ Geodatische ist, ist V5 9, = 0 bei u = 0, also
0 = 008(9u,90) = §(Va,0u,90) + §(d0, Va,90) = §(Va,0u,00),
und wegen Vj 9y, = Vj, 9y folgt aus (3), dass 9, R = 0 ist (alles bei u = 0). O

Bemerkung: Die Gleichung g,» = 0 hat eine interessante geometrische Bedeutung: Sei die Kurve c gege-
ben: Fiir s > 0 sei ¢s die ,Parallelkurve zu ¢ im Abstand s’, d.h. ¢s(v) = v, (s), der Punkt, den man erreicht,
wenn man von ¢(v) aus orthogonal entlang einer Geodite die Strecke s 14uft. g,, = 0 sagt dann, dass cs
tiberall orthogonal zu den Kurven 7y, ist. Fiir einen Kreis ¢ in der Ebene ist dies klar (cs ist ein konzen-
trischer Kreis mit anderem Radius), dass dies auch fiir beliebige Kurven c gilt, ist weniger offensichtlich,
selbst fiir M = R2.

Bemerkung: Wir haben damit insbesondere gezeigt, dass lokal immer orthogonale Koordinaten existieren.
Denn sei p € M. Wéhle eine reguldre Kurve ¢ durch p, finde die Geodétischen 7y, und definiere damit
@. Da ¢ und 1, bei p orthogonal sind, ist d¢ bei p injektiv, also definiert es eine lokale Karte fiir eine
Umgebung von p.

Wann ist eine Flache flach?

Wir kénnen nun einen der zentralen Sétze der Differentialgeometrie von Flachen beweisen.

III.4.20 Satz
Sei M C R® eine Fliche und K ihre GauB-Kriimmung. Dann gilt:
Mist flach <= K=0

Erinnerung: 'flach” bedeutet lokal isometrisch zu einer Teilmenge von R?, oder dquivalent, dass es {iberall

1
lokal eine Karte gibt, in der g = (0 (1)> gilt.

Beweis: Sei M flach. Da M lokal isometrisch zu R? ist, R? die Gauf3-Kriimmung null hat und die Gaufs-
Kriimmung unter Isometrien erhalten bleibt (Theorema egregium), folgt K = 0.

Sei umgekehrt K = 0. Wir zeigen, dass Fermi-Koordinaten eine lokale Isometrie zu U C IR? geben. Da
10
wir schon wissen, dass in Fermi-Koordinaten g = <O R ist, bleibt nur zu zeigen, dass G =1 gilt.

Fixiere v und betrachte die Funktion f(#) = R(u,v). Nach Lemma [[IL4.19| (5) ist f(0) = 1, f'(0) = 0
und nach Lemma [[11.4.19|(4) folgt aus K = 0, dass f” (1) = 0 fiir alle u ist. Diese Differentialgleichung hat
mit den Anfangsbedingungen f(0) = 1, f/(0) = 0 die eindeutige Losung f(u) = 1Vu. Alsoist R=1. O
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Bemerkung: Ein analoger Satz gilt in hoheren Dimensionen: Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist flach
genau dann, wenn ihr Riemannscher Kriimmungstensor konstant gleich null ist. Siehe Satz

Praktisch bedeutet dies, dass man entscheiden kann, ob eine Fliche M flach ist, d.h. ob sie einen Atlas
aus verzerrungsfreie Karten besitzt, indem man K berechnet. Dabei kann man K entweder mit Hilfe der
ersten Fundamentalform berechnen (erst die Christoffelsymbole mit den Formeln l"i-‘j = Xl: gkl Ijj) und
rooo— 1 (%, ogy _ % ki o 2 arh ark _park

ijl = 72 (aui + 5 2l ) berechnen, dann Rf,; mit der Formel Rlij =5 " o + Xa: (Fﬂfm r,.lr].a),

R
dann Rpip1 = >k ngR’f21 und K = —=2121 ),
det(gij)ij

Je nachdem, wie die Fliche gegeben ist, kann es allerdings einfacher sein, statt dem Weg tiber die
innere Geometrie die extrinsische Grofie 1 zu verwenden. Dann braucht man nur deth zu berechnen.

Wegen K = ggt g ist M flach genau dann, wenn deth = 0 ist.

III.5. Der Satz von Gauf3-Bonnet

Wir werden einige erstaunliche Beziehungen zwischen Integralen von Gaufsscher Kriimmung einer Flache,
geoditischer Kriitmmung von Kurven in der Flache und “topologischen Invarianten” der Fldche kennen-
lernen. Als Nebenprodukt der Rechnungen erhalten wir auch eine hiibsche intrinsische Charakterisierung
der Gaufkriimmung ([IT5.6).

Frage: Gilt der Hopfsche Umlaufsatz (Satz auch fiir geschlossene Kurven in einer Fliche M C R?,
wenn man x durch x, ersetzt?

Im Allgemeinen nicht, z.B. gilt fiir den Aquator einer Sphare kg =0, also auch [ kg =0 # 271.

III.5.1 Definition

Eine beschrénkte, zusammenhingende Teilmenge S C IR? mit stiickweise glattem Rand heift
einfach zusammenhingend , wenn ihr Rand Bild einer geschlossenen Kurve ist.

Die Kurve ist dann nattirlich stiickweise glatt. Also ist z.B. eine Kreisscheibe einfach zusammenhéangend,
der Kreisring {u € R? : 1 < |lu|| < 2} aber nicht. Der Begriff einfach zusammenhzngend ist auch
fur beliebige topologische (insbesondere metrische) Rdume X definiert, die Definition lautet aber anders
(jede geschlossene Kurve in X ldsst sich in X stetig zu einer konstanten Kurve — also einem Punkt —
zusammenziehen). Im oben angegebenen Spezialfall ist sie zu der angegebenen Bedingung dquivalent,
und diese Bedingung werden wir verwenden.

III.5.2 Satz (Lokale Version des Satzes von Gauf3-Bonnet, glatter Fall)

Sei M C R® eine orientierte Fliche, @ : U — U Normalkoordinaten bzgl. einer Kurve, Vcu
beschrinkt und einfach zusammenhéngend mit glattem Rand, V = ¢(V). Dann gilt

/Kgds+/Kdvol:27T.
aV \%

Hierbei ist x¢ die geodétische Kriimmung von 9V positiv durchlaufen, K die Gaufs-Kriimmung,
ds das Volumen- (also Langen-)element von dV und dvol das Volumenelement von M.

Das heif$t, der Hopfsche Umlaufsatz gilt bis auf einen “Defekt” von [ K dvol.

Der Rand (oder eine Randkomponente) einer offenen Teilmenge V C M wird positiv durchlaufen, falls
V immer links liegt. Genauer: Fiir die Parametrisierung y : I — 9V sei n(t) € T, yM der um +7% gedrehte
Vektor §(t). Dann soll n(t) in V hineinzeigen fiir alle t € I. (Als Ubung versuchen Sie, dies prazise formal

zu definieren!)
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Beispiel: Wenn M = R? ist, ist K = 0 und der Satz entspricht dem Hopfschen Umlaufsatz. Ist M = S?
und V eine Halbsphdre, so ist Kg =0 und K = 1, so dass sich [ Kdvol = volV = 27t ergibt. (Hier haben

\4
wir nicht nachgepriift, ob eine Karte wie gefordert existiert; das tut sie auch nicht; dass der Satz trotzdem

gilt, folgt aus den Uberlegungen weiter unten.)

Der zentrale Teil des Beweises besteht darin, das Auftreten des Integrals iiber die Gauffkriimmung zu
erklaren. Diese Rechnung fiihrt zunéchst auf eine interessante Beziehung zur Holonomie:

IIl.5.3 Satz

Sei M eine orientierte Flache und V C M wie in Satz|[lIL.5.2] Sei <y eine positive Parametrisierung

von dV. Dann gilt fiir den Holonomiewinkel entlang vy

0= /Kdvol mod 27

Wenn V gentigend klein ist, ist die rechte Seite nahe Null, daher gilt hier Gleichheit, wenn man fiir 6
einen Représentanten in (—, 7r) wéhlt. Dies ergibt eine neue Charakterisierung der Kriimmung mittels
des Holonomiewinkels (einer fiir Bewohner der Flache M messbaren Grofie).

Beweis: Wir wihlen Normalkoordinaten bzgl. einer Kurve, wobei wir 0.B.d.A. annehmen konnen, dass
¢ eine orientierungserhaltende Karte ist, d.h. dass (dy,9) in jedem Punkt von V eine positive Basis ist.
(Andernfalls ist ¢ orientierungsumkehrend, dann ersetzen wir es durch ¢’ (u,v) = ¢(u, —v).)

Wir wollen Lemma |III 4. 14| auf den orthonormalen Rahmen e; = 9, ep = %U anwenden, wobei R wie

in Lemma |[lIL.4.19|ist. Dazu berechnen wir g ( dtel,ez) g (Vjeq,ep). Fiir eine Kurve (t) = @(u(t),v(t))
gilt ¥ = 19, + vdy, also berechnen wir zunéchst g (V;,e1,e2) und g (Vy, ey, e2). Nach Lemma ist
V,u = 0und V, 3, = 2R3, damit folgt

g (Va,e1,e2) =8 (Va,due2) =0, g(Va,er,e2) = kg (Va,du, ) = %R [|5]> = 9.

Insgesamt folgt g (Veq,e2) = vgﬁ

b
Nach Lemma [[II.4.14(2) ist § == — f v%—ﬁ Wir konnen dieses Integral mit Hilfe des Integralsatzes von
Gauf, Satz|lII.5.4/umschreiben. Nehmen wir dort P = R , so erhalten mit K = %33—{12 aus Lemmal|lIl.4.19

5—/2’)3—5 = /aszudv—/KRdudv—/Kdvol

wobei wir dvol = \/gdudv = Rdudv Verwendet haben.

III.5.4 Satz (von Gaufd)
Sei V C R? einfach zusammenhingend. 9V sei durch die Kurve 7 : [2,b] — R? in positivem
Umlaufsinn parametrisiert, ¢(t) = (u(t),v(t)). Fiir glatte Funktionen P, Q auf V gilt dann
b

/ dudv_/(z)P—uQ) dt
7

a

Die Standardversion des Satzes von Gauf$ lautet [ (div X) dudv = [ (X -n) ds fiir ein glattes Vektorfeld
v av
X auf V C R2, wobei n die dulere Einheitsnormale bezeichnet. Man erhilt daraus die angegebene Formel,

indem man X = (P, Q) setzt, mittels n = \}# und ds = |y|dt = Vu2 + o2 dt.
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Beweis (Beweis von Satz|lIl.5.2): Aus Satz [[II.5.3|und Proposition [lII.4.15| folgt
b

(IlL.2) / ko (1) dt + / Kdvol = 27tk
a 1%
fuir ein k € Z. Es bleibt zu zeigen, dass k = 1 gilt. Dies zeigen wir mit einem Deformationargument. Dazu

fassen wir K als Funktion auf V und 7 als Parametrisierung von 9V auf. Die Formel (LLL.2) folgte aus den

1 0
Formeln fiir K und x¢ mit Hilfe der Darstellung ¢ = <0 ) Fiir T € [0,1] sei Ry = (1 — 7)G + T und

R2
< 10 s T . . ~ 0 .
g' = 0 R2) Fiir jedes T € [0,1] ist ¢* eine Riemannsche Metrik auf U, und es gilt g" = g, widhrend
T
gl die euklidische Metrik ist. (Hier verwenden wir, dass tiberall R > 0 ist, woraus Ry > 0 fiir alle T
folgt.) Das heifit, g7 ist eine stetige Deformation von g in g!. Fiir jedes T gilt eine Formel fir ¢*. Das

b
heifit, wenn wir ¥ und K* mittels g* berechnen, so ist /(1) := [xg(t)dt + [ K*Re dudv fiir jedes T ein
J L

\4
ganzzahliges Vielfaches von 271. Da R; und damit x* und K* stetig von T abhéngen, ist auch k(1) stetig
in T, muss also konstant sein. Insbesondere gilt 1(0) = h(1). Fiir T = 1 (euklidische Metrik) ist K = 0,
also h(1) = 27 nach dem Hopfschen Umlaufsatz. Also folgt k = h(0) = 2. ]

Wir brauchen noch eine Verallgemeinerung des lokalen Satzes von Gaufs-Bonnet. Hierbei darf V “Ecken”
haben, d.h. 9V kann durch eine stiickweise glatte Kurve «y : [a,b] — U parametrisiert werden.

Sei also v : [a,b] — M stiickweise glatt, bei n Ecken also a = t) < t; < --- < t, = b und V|t 1)

glatt und regular fiir jedes i = 1,--- ,n. An jeder Ecke f; hat man zwei Tangenten, (t;—) := lims<y, 'y( )
und §(t;+) := limssy, 7(t). Der AuBenwinkel 6; bei y(t;) ist der Winkel von (f;—) nach (t;+). Er
sei so gewihlt, dass 0; € (—m, 7). (Man kann auch £7 zulassen, wenn man sich dann etwas tiber das
Vorzeichen Gedanken macht.)

III.5.5 Satz (Lokale Version des Satzes von Gaufi-Bonnet, stiickweise glatter Fall)

Seien die Voraussetzungen wie in Satz[II.5.2} aufser dass 9V stiickweise glatt ist. Seien 04, ...,60, €

(=7, ) die Aulenwinkel. Dann gilt

/Kgds+/Kdvol+ZG — 2

oV i=1

n
Der zusitzliche Term 3 6; lasst sich am Spezialfall des Hopfschen Umlaufsatzes (M = R?, K = 0)
i=1
erkldren: kg ist die momentane Anderungsgeschwindigkeit des Winkels von - zur x-Achse, also ist [ kg
die Gesamtinderung dieses Winkels. Der Satz sagt dann, dass sich § insgesamt genau einmal um 27
dreht. Damit dies auch mit Ecken stimmt, muss bei den Ecken die momentane Anderung dieses Winkels

(also der Aulenwinkel) hinzuaddiert werden.

Beweis (Skizze): Wir approximieren V durch Gebiete Ve mit glattem Rand durch Glédtten der Ecken: Der
Einfachheit halber sei n = 1 (eine Ecke, sonst macht man folgende Konstruktion bei jeder Ecke separat).
Die Kurve - habe in fy eine Ecke. Fiir kleines € > 0 konstruieren wir V. so, dass 0V durch eine glatte
Kurve 7, parametrisiert ist, die auBlerhalb von [ty — €, to + €] gleich v ist und auf ganz [a,]] fiir e — 0
gleichmiflig gegen v konvergiert. Da K integrierbar ist, gilt

lim [ Kdvol = / Kdvol.

Fiir die geodédtische Kriimmung g e von e gﬂt
tgt+e

/Kg,e(t)dt: / Kg(t)dt+/xg(t)dt
tg—e

‘t7t0‘>€
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_ - Ye
0
Abbildung III.4.: Approxima-
Abbildung IIL.3.: AuSenwinkel tion von 7
0 einer Ecke durch 7 an

einer Ecke

Fiir € — 0 geht das erste Integral gegen [« (t) dt. Das zweite Integral ist gleich «(ty 4 €) — a(fg — €) mit
«(t) = Winkel von §(t) zu einem parallelen Vektorfeld X;. Da X; stetig ist, gilt ll_r}r(l) a(ty +e€) —al(ty —
€) = llg}] (Winkel von §(t;—) nach ¥(t;+)) = 6. Man tiberzeugt sich leicht, dass dabei 6 € (—r, )
herauskommt.

Damit folgt der Satz aus Satz|[[I.5.2} angewendet auf V., durch e — 0. O

Beispiele: Sei V ein geodatisches Polygon, d.h. 9V ist Vereinigung endlich vieler Geodédten und seien
n

n n
a; = 7 — 0; die Innenwinkel. Dann gilt [ Kdvol =271 — > 0, =2n— Y (m—a;) = > a; — (n —2)71.
%4 i i=1

i=1 i=1
> Bei einem Dreieck auf M = R? folgt 0 = ay + ap + a3 — 71, was bekannt sein diirfte. Bei einem

n
n—Eck gilt >~ a; = (n —2)m.
i=1

n
> Wenn M = S? ist, ist K = 1, also [ Kdvol = vol V. Damit folgt volV = > «; — (n — 2)7, also
i=1

1%
ist insbesondere bei einem Dreieck auf der Sphérenoberfliche o + ay + a3 = w+ volV > . Die
Flache des Dreiecks ist also der Winkeltiberschuss.

> Bei K< 0ist0 > [K=uay +ap+ag — 7, also a1 +ap + a3 < 7.
1%

III.5.6 Korollar
Sei M C R® eine Fliche, p € M. Dann ist

T a1 +aptaz—7t
K(p) - lglinp vol D 7

wobei D C M geodatische Dreiecke mit Innenwinkeln a1, ap, a3 sind, die gegen p konvergieren,

d.h. die in immer kleineren Umgebungen von D enthalten sind.

Bemerkung: Dies ist eine Charakterisierung von K, die vollstindig mit Grolen der inneren Geometrie
auskommt! Zusitzlich ist sie im Unterschied zu den Formeln des fritheren Beweises des Theorema Egre-
gium sehr geometrisch.

Leider ist dies aber kein neuer Beweis des Theorema Egregium, da die fiir dieses hergeleiteten Formeln
hier zum Beweis verwendet wurden.

Man kann Gauf$-Bonnet aber auch anders beweisen, wie z.B. in den Biichern von C.Bar und D.Henderson.

Frage: Gilt der lokale Satz von Gaufi-Bonnet auch fiir allgemeinere Teilmengen V C M als bisher
angenommen?

Fiir den lokalen Satz von Gaufi-Bonnet wurden drei Bedingungen an V gestellt:

(1) 9V stiickweise glatt
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(2) V C U mit einem Koordinatengebiet U, fiir das eine Normalkoordinaten bzgl. einer Kurve existieren

(3) V einfach zusammenhingend, d.h. V = q)(V), wobei V C R? ist und 9V zusammenhangend ist,
also nur von einer Kurve parametrisiert ist.

Die Einschridnkungen (2) und (3) wollen wir fallenlassen, allerdings muss dann die Aussage geandert
werden. Dies fiihrt zu interessanten neuen topologischen Elementen!

Beispiel: Die dritte Bedingung ist wichtig! Wenn sie nicht erfiillt ist, muss der Satz nicht stimmen: Wenn
M = R? ist und V = V ein Ring, also ein Gebiet, das von zwei ineinanderliegenden Kreisen begrenzt

wird, dann ist il kg = 271 und il kg = —2m, K = 0 und Auflenwinkel existieren nicht.
auflerer Kreis innerer Kreis

Also ergibt sich [ k¢ + [ Kdvol = 0 # 27t
av v

Wir werden weiter sehen:

(1) wird tiberhaupt fiir die Formulierung (Aufienwinkel etc.) benotigt.

(2) ist unnotig (dann muss man in (3) den Begriff “einfach zusammenhdngend” geeignet definieren).

Frage: Was kommt allgemein heraus, wenn V die Bedingungen (2) und (3) nicht erfiillt?

Im Folgenden ist es einfacher und nattirlicher, abgeschlossene Teilmengen von M zu verwenden. Sei
also nun R := V. Idee: Zerlege R in Teile, fiir die alle Bedingungen gelten!

III.5.7 Definition
Sei M C R3 eine Fliche.

a) Eine kompakte Teilmenge R C M heifit polygonal (oder Polygon ), wenn es ein konvexes
Polygon P C R? und einen Diffeomorphismus @ von einer offenen Umgebung von P auf
eine (in M) offene Umgebung von R gibt mit ®(P) = R. (Ein konvexes Polygon in R? ist die
konvexe Hiille endlich vieler Punkte.)

b) Sei R C M kompakt. Eine polygonale Zerlegung von R ist eine Menge polygonaler Teil-
mengen R; C M, j=1,---, f fir die gilt:
f
== UK
j=1

- Firi # jist R; N R; = @ oder eine gemeinsame Ecke oder eine gemeinsame Kante.

Falls alle P; Dreiecke sind, spricht man von einer Triangulierung von R.

Bemerkung: = Die Ecken bzw. Kanten einer polygonalen Menge R = ®(P) sind per Definition die
Bilder der Ecken bzw. Kanten von P. (Ubung: Dies ist wohldefiniert, d.h. falls R’ = &' (P’) mit einem
anderen Polygon P’ und Diffeomorphismus @' ist, so definiert das die selben Ecken und Kanten
von R. Dazu zeigt man: sind P, P’ C IR? Polygone und ¥ ein Diffeomorphismus einer Umgebung
von P auf eine Umgebung von P’ mit ¥(P) = P’, so bildet ¥ Ecken auf Ecken und Kanten auf
Kanten ab.)

> Damit hat eine polygonale Zerlegung wohldefinierte Flachen, Kanten und Ecken.

Beispiele: > Sei R C R? erneut der Kreisring. Wenn man ihn an mehreren Stellen durchschneidet
(also eine Linie vom inneren zum dufleren Rand zieht), entstehen Teilstiicke R;, die diffeomorph zu

Quadraten sind. Bei mindestens drei Schnitten erhélt man eine polygonale Zerlegung von R.

> Die Sphére kann trianguliert werden, indem man sich in ihrem Inneren eine kleine Pyramide vor-

stellt und diese nach Auflen projiziert.
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II1.5.8 Satz (Globaler Satz von Gaufi-Bonnet, allgemeine Form)
Sei M C IR? orientierte Flache, R C M kompakt mit stiickweise glattem Rand. Sei {Ry, ..., Ry}
eine polygonale Zerlegung von R mit f Flachen, k Kanten und e Ecken. Seien 6; wie vorher die

Aufienwinkel von R in den nicht glatten Punkten. Dann gilt

n
/Kgds+/Kdvol+Z(9,-:27T~(f—k+e).
i=1

oR R

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass die polygonale Zerlegung so fein ist, dass jedes R; in einer Kar-
tenumgebung enthalten ist, fiir die der lokale Satz von Gaufi-Bonnet anwendbear ist. Seien 6;; die Aufien-
winkel von R]', i=1,--- M. Danngilt furj=1,...,f

n

j
[ reds+ [Kavol+3 -0 = 2n
. i=1

aRj R]
Uber j summiert ergibt sich
f f fo
> [ reds+ > [ Kavol+ 336y = 2nf.
J=1R; I=1R; j=1i=1

Wir betrachten nun die drei Summanden einzeln:

f
(1) > [ xgds: Schreibe jedes Integral als Summe tiber die Kanten von R;. Fiir jede Kante gibt es zwei

Moglichkeiten:

> Entweder sie ist gemeinsame Kante zweier R;. Dann wird sie in [ und [ in unterschiedli-
oR; dR
] ]

cher Richtung durchlaufen und die beiden Integrale heben sich gegenseitig auf.

> Oder sie ist Kante von genau einem R;. Dann ist sie Kante von R und alle Kanten von R
kommen genau einmal vor. Da sie bzgl. der Rj positiv durchlaufen werden, so auch bzgl. R
(wichtig fiir das Vorzeichen von xg).

Also folgt
f

Z/KgdSZ/KgdS.

jzlaR]- 9R

f
(2) > [ Kdvol: Es gilt

]Ile

f
Z/Kdvol:/[(dvol
jlej R

da R = |JR; gilt und sich verschiedene R; nur in Nullmengen tiberschneiden.

f 7
(3) 2 > b

j=1i=1
Voriiberlegung: Sei p eine Ecke der polygonalen Zerlegung und d ihr Grad, d.h. die Anzahl der
Kanten, die in p ankommen. Dann treffen in p auch d Polygone zusammen. Bezeichne mit al, 6!

deren Innen- bzw. Aulenwinkel bei p. Es ist ol =m—0fiurl=1,.. ., d.
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1. Fall: p ist eine innere Ecke, d.h. p ¢ dR.

Dann ist > al =277, also

also 0" = (d —2)m.
2. Fall: p ist Randecke, d.h. p € dR.

Sei 6§ der Aufienwinkel von R bei p. Das Komplement von R ist nahe p ein Polygon und hat
AuBlenwinkel —6 bei p. Wendet man den ersten Fall an, folgt —6 + Yol = (d — 2)m, also
S0 = (d—2)7+6.

Seien nun pq,- - -, p. die Ecken der polygonalen Zerlegung, wobei p1,- - -, pn die Randecken sind,
dp der Grad von py, m =1,--- ¢, sowie 6, der Aufienwinkel von R bei py, fir m =1,--- ,n. Dann
folgt
£ e
Z b = Z Summe der Aulenwinkel der Polygone bei py,
j=1i=1 m=1
e n
= Z [(dm —2)7] + Z Om
m=1 m=1
e n
m=1 m=1

II.5.9 Lemma
e
Es gilt > dy = 2k.
m=1

Beweis: Wir zdhlen die Paare {(p, V) : p Ecke, V Kante mit p € V} =: A. Fiir jedes p;, gibt es dy,
e

V’s, also gilt |A| = > dj. Andersherum gibt es fiir jedes V genau zwei p’s, also |A| = 2k. ]
m=1
Also folgt
"j n
6;j = 2k — 2me + Z (2
j=1i=1 m=1
Insgesamt ergibt sich nun
f f fh
2nf = Z/Kg+Z/Kdvol+ 0i;
) J=IR; j=1i=1
] ]
n
= /Kg—i—/KdvoH-an—Zr(e-l— > b
aR R m=1

und damit der Satz.

Es bleibt der Fall einer beliebigen polygonalen Zerlegung. Idee: Verfeinere, also unterteile eine gegebene
Zerlegung so weit, bis auf jedes der Teile der lokale Satz von Gaufi-Bonnet anwendbar ist. Dass dies
moglich ist, folgt aus einem typischen Kompaktheitsargument.

Eine Verfeinerung einer polygonalen Zerlegung von R ist dabei eine weitere polygonale Zerlegung

von R, die man durch wiederholtes Anwenden folgender Operationen erhalt:
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1. Fiige eine neue Ecke auf einer Kante ein.

2. Fiige eine neue Kante zwischen zwei Ecken ein.

Zum Beispiel kann man ein Dreieck in R? in vier Dreiecke unterteilen, indem man jede Seite halbiert
und diese Punkte geradlinig miteinander verbindet. Auf jedes dieser so erhaltenen Dreiecke kann dies
wieder angewandt werden, etc. Bei jeder Unterteilung halbiert sich der Durchmesser der Dreiecke.

III.5.10 Lemma
Sei D C R? ein Dreieck und {CI]} eine offene Uberdeckung von D. Dann kann man den eben
gezeigten Verfeinerungsprozess so lange durchfiihren (endlich oft), bis jedes der kleinen Dreiecke
in einem der flj liegt.

Beweis: Wenn nicht, so wihle in der ersten Unterteilung ein Dreieck Dy, das in keinem l~l]- liegt, dann in
der zweiten ein Dy, in der dritten ein D3, und so weiter. Seien g; € D; beliebig. Da D kompakt ist, muss
die Folge {gq;} einen Hiaufungspunkt g in D haben. g liegt in einem l~lj0. Dies ist offen, also gibt es ein
€ > 0 mit Ke(g) C Uj,. Da der Durchmesser der D; gegen Null und q; — ¢ fiir i — oo geht, folgt, dass
D; C Ke(g) C Uj, fiir gentigend grofe i gilt. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl der D;. O

Ist {R; }eine Triangulierung von R, R; = ®;(D;) fiir Dreiecke D; C IR?, so kann man alle D; und somit R;
simultan verfeinern. Die Verfeinerungen benachbarter R; passen zusammen, wenn man oBdA annimmt,

dass ®; auf jeder Dreieckseite proportional zu einer Bogenlangeparametrisierung ist.

III.5.11 Lemma

Sei {R;} eine Triangulierung von R und {R}} eine Verfeinerung. Dann ist f — k + e fiir {R;} und
{R}} gleich.

Beweis: Hinzuftigen einer Ecke erhoht k und e jeweils um eins, also bleibt f — k + e gleich. Hinzuftigen
einer Kante erhoht f und k jeweils um eins, also bleibt f — k + e wieder gleich. O

Sei nun {R;} eine beliebige polygonale Zerlegung von R. Wir verfeinern R; zunichst durch Hinzufiigen
von Kanten in eine Triangulierung {R;}

Zu jedem p € M sei nun U, eine Umgebung von p, auf der es Normalkoordinaten gibt. Ist R;- = ®(Dj)
eines der Teile, wobei D; C R? ein Dreieck und @ : D; — R} ein Diffeomorphismus ist, so ist {U, } mit
flp := ®~1(U,) eine offene Uberdeckung von D;.

Nach Lemma hat jedes D; eine Zerlegung, so dass jedes kleine Dreieck in ein L~lp passt. Da wir
nur endlich viele Dj haben, konnen wir alle Dj und damit auch alle R;. simultan so zerlegen, dass in der
so entstehenden Triangulierung jedes Teil in einem U, enthalten ist.

Damit erhalten wir eine Triangulierung {R}]'}, auf die Teil 1 des Beweises anwendbar ist. Nach Lemma
I11.5.11) ist fiir diese Triangulierung der Wert f — k + e der gleiche wie fiir die urspriingliche Zerlegung
{Ri}.

Damit ist der Beweis nun vollstandig. O

Beispiel: > Wenn man den Ring in drei Stiicke teilt, erhdlt man neun Kanten und sechs Ecken. Es

ergibt sich f — k + e = 0, wie wir auch im letzten Beispiel ausgerechnet hatten.
> Bei der Sphdre erhielten wir im letzten Beispiel vier Flachen, sechs Kanten und vier Ecken, also
f—k+te=2

Rechnerisch ergibt sich wegen 9R = @ und K = 1 ebenfalls [ 1dvol = vol(S?) = 47 = 2-27.
S2
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III.5.12 Korollar
> Die Zahl f — k + e ist unabhéngig von der Wahl der polygonalen Zerlegung.

> Sei P ein konvexes Polyeder in R® mit f Flachen, k Kanten und e Ecken. Dann gilt immer
f — k+ e =2 (Eulersche Polyederformel ).

Beweis: > Da die linke Seite im Satz von Gaufi-Bonnet unabhingig von der Zerlegung ist, ergibt sich

sofort die erste Aussage.

> Fir die zweite Aussage legen wir P so, dass sich die 0 im Inneren von P befindet und projizieren
dann von 0 auf S?. Damit erhalten wir eine polygonale Zerlegung von S? und es gilt wie bereits
gezeigt f —k+e=2. O

Bemerkung: Das Korollar kann man auch direkt mittels vollstindiger Induktion beweisen (hierzu ist es
niitzlich, die Aussage zunéchst zu verallgemeinern, indem man statt polygonaler Zerlegungen Graphen
betrachtet, die in M eingebettet sind; dann kann man Schritt fiir Schritt Kanten entfernen; fiir Details
siehe Biicher tiber Graphentheorie, oder auch das Buch ,Mathematisches Problemlésen und Beweisen’

vom Autor dieses Skripts).

III.5.13 Definition
Die Euler-Charakteristik von R ist x(R) = f — k + ¢, wobei f, k und e mittels einer beliebigen

polygonalen Zerlegung von R bestimmt werden.

Damit dies sinnvoll ist, miissen wir wissen, dass R eine polygonale Zerlegung besitzt. Dies scheint intuitiv
klar zu sein, ein genauer Beweis ist aber erstaunlich aufwendig. Ein solcher Beweis ist im Buch ,Elementare

Differentialgeometrie’ von C. Bir zu finden.
Beispiele: > x(Ring) =0

> x(Sphére) =2

> x(Torus) =0

> x(Brezel mit ¢ Lochern) =2 — 2¢
IIl.5.14 Proposition

X ist eine differential-topologische Invariante, d.h. sind R, R" diffeomorph, so ist x(R) = x(R’).

Beweis: Sei F : R — R’ ein Diffeomorphismus, Ry, ..., Ry eine polygonale Zerlegung von R. Dann ist
mit R} := F(R;) auch {R},...,R}} eine polygonale Zerlegung von R’ mit f = f', k = k' und e = ¢/, also
X(R) = x(R"). 0

Bemerkung: Der Beweis zeigt, dass x sogar eine topologische Invariante ist, dass also x(R) = x(R’) gilt,
wenn R und R’ bloff homdomorph sind. (Denn auf Differenzierbarkeit der Kanten kam es nirgends an.)

Ein Dreieck und ein Kreis in der Ebene beispielsweise sind homtomorph, aber nicht diffeomorph.

III.5.15 Korollar
Sei M C R® kompakte Fliche. Dann ist

/Kdvol =2mtx(M).
M

Insbesondere hingt das Integral nur von x (M) ab, nicht von der Art, wie M im Raum liegt.
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Denn oM = @ und es gibt keine AuSenwinkel.
Oft wird dieses Korollar als Satz von Gauf3-Bonnet bezeichnet.

Zum Beispiel gilt fiir das Ellipsoid wie fiir die Sphére [ K dvol = 471. Dies wei8 man, ohne eine Formel
fur die Gau3-Kriimmung des Ellipsoids (die kompliziert ist und schwierig zu integrieren ware) verwendet

zu haben!



IV. Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Bisher haben wir uns mit der sogenannten elementaren Differentialgeometrie beschiftigt. Ihre Objekte
sind die Untermannigfaltigkeiten des R”, und der Aufbau der Theorie erfolgte nach Kriterien der Zu-
ganglichkeit und Anschaulichkeit: Erst eine Dimension (Kurven), dann zwei (Fldchen); erst extrinsische

Geometrie, dann intrinsische.

Wir wenden uns nun der hoheren Differentialgeometrie zu. Ihre Objekte sind die abstrakten Mannigfal-
tigkeiten, und der Aufbau der Theorie erfolgt nach der Systematik der Konzepte, wie es im Aufbau der
Mathematik tiblich ist:

> Zundchst definieren wir den Begriff der Mannigfaltigkeit und beschaftigen uns mit Konzepten, die
fir Mannigfaltigkeiten definiert sind. Wichtig hierbei ist, dass es auf einer Mannigfaltigkeit zundchst
keinen Abstandsbegriff gibt, daher miissen diese Konzepte ohne einen solchen Begriff auskommen.
Dies sind der Tangentialraum, Vektorfelder und deren Fliisse, das Differential von Abbildungen, die

Lie-Klammer von Vektorfeldern sowie Tensoren.

> Dann fithren wir den Begriff der Riemannschen Metrik ein, der es erlaubt, von Abstdnden, Langen,
Flacheninhalten etc. auf einer Mannigfaltigkeit zu sprechen. Weiterhin erlaubt er es, die Begriffe des
Zusammenhangs (genauer des Levi-Civita-Zusammenhangs) und der Kriimmung einzufiihren.

Die Theorie der Mannigfaltigkeiten wird manchmal als Differentialtopologie bezeichnet. Erst wenn eine
Metrik hinzukommt, spricht man von Geometrie. (Genauer gesagt: Erst wenn eine weitere Struktur hinzu-
kommt. So gibt es z.B. komplexe Geometrie, Kédhler-Geometrie, symplektische Geometrie, CR-Geometrie,
affine Geometrie usw., und deren Objekte sind Mannigfaltigkeiten mit jeweils einer anderen zusétzlichen

Struktur. Wir beschiftigen uns hier mit Riemannscher Geometrie.)

Das Vorgehen hier dhnelt dem in der linearen Algebra: Zundchst betrachtet man Vektorrdume, deren
Unterrdume, linearen Abbildungen etc. Erst spater fithrt man Skalarprodukte ein und Begriffe, die nur
auf euklidischen Vektorraumen (Vektorraumen mit Skalarprodukt) definiert sind: Orthogonalitit, Selbst-

adjungiertheit etc.

Da wir nun Mannigfaltigkeiten abstrakt, also ohne einen umgebenden Raum, betrachten, sind alle
Begriffe intrinsisch. Die Betrachtungen im Kapitel tiber die innere Geometrie der Flachen sind hierfiir
wesentlich, da sie einen Wegweiser bilden, in welche Richtung man iiberhaupt gehen soll — z.B. wie man

ftir abstrakte Riemannsche Mannigfaltigkeiten sinnvollerweise die Kriimmung definieren sollte.
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IV.1. Abstrakte Mannigfaltigkeiten

IV.1.1 Definition
Sei n > 0. Eine n-dimensionale (C*°)-Mannigfaltigkeit ist eine Menge M zusammen mit einem
Atlas, das heifit einer Uberdeckung (U;);c; von M (I beliebige Indexmenge) und bijektiven

Abbildungen
¢i: U — U;,  U; CR" offen,

so dass gilt:
(1) Furalle i,j €I ist (p;1 u;nu;) (c U; ) offen und die »Kartenwechsel«
Kij =97 ogi g (UiNU;) — 5 (Ui N Uj)
sind Diffeomorphismerﬂ

(2) M ist mit der hierdurch induzierten Topologie Hausdorff’sch. (Definition folgt)

“D.h. glatt, bijektiv, mit glatter Umkehrabbildung. ‘Glatt’ bedeutet immer C®, d.h. unendlich oft differenzierbar. Fiir viele
Zwecke reicht auch endliche Differenzierbarkeit (oft einmal, manchmal aber auch zwei- oder dreimal). Wir fordern C*,
damit wir uns darum keine Gedanken machen miissen.

Zu (1) siehe Abb. [[[.3]auf Seite 25|

Bemerkung: Daten, die die Mannigfaltigkeit festlegen, sind M, (¢;, U;, Ui)ie 1 - Siehe dazu aber auch die
Bemerkung vor dem Abschnitt ‘Rechnen in einer lokalen Karte” auf Seite [83}

Topologie auf M

IV.1.2 Definition
Eine Teilmenge U C M heifit offen, falls go;l (UNU;) C R fur alle i € I offen ist.

Es ist nun leicht, mit Hilfe der Eigenschaft (1) in Definition[[V.1.1jnachzupriifen, dass die Menge der offe-
nen Teilmengen von M die Axiome einer Topologie erfiillt, also M dadurch zu einem topologischen Raum
wird[] Damit sind folgende Begriffe definiert und haben die “iiblichen” Eigenschaften (z.B. Komposition
stetiger Abbildungen ist stetig etc.):

(1) Konvergenz von Folgen: Gegeben (py)reny € M und p € M. py konvergiert gegen p fiir k — oo,
wenn es fiir alle offenen Mengen U mit p € U ein ko gibt, so dass p; € U ist fiir alle k > kg .

(2) Stetigkeit: Ist f eine Funktion M — R (oder M — C), so heifit f stetig, falls das Urbild jeder
offenen Menge offen ist. (in Analysis 2 hatten wir gezeigt, dass im Kontext metrischer Raume dies

dquivalent zur mittels Folgen definierten Stetigkeit ist)
(3) Abgeschlossene Mengen sind per Definition Komplemente offener Mengen.

(4) Kompakte Mengen: eine Menge K C M heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von K eine
endliche Teiltiberdeckung hat.

ID.h.:

> Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.
> Der Schnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

> M und @ sind offen.

Mehr dazu in jedem einfithrenden Buch tiber Topologie.
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Fiir Definition [V.1.1] fehlte noch

IV.1.3 Definition

Ein topologischer Raum M heifit Hausdorff’sch, wenn es fiir alle p,q € M, p # q offene Umge-
bungen U > p und V > g gibt, so dass UNV = @ ist.

Diese Eigenschaft wird fiir gewisse wichtige topologische Eigenschaften, z.B. die Eindeutigkeit des Grenz-
werts, benotigt. Siehe das letzte Beispiel unten.

Bemerkung: Meist fordert man eine weitere topologische Eigenschaft in der Definition einer Mannig-
faltigkeit: Dass sie parakompakt ist. In manchen Biichern wird die etwas stdrkere Eigenschaft gefordert,
dass Mannigfaltigkeiten das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillen.

Ich werde nicht genauer auf diese Details eingehen, aber der Vollstindigkeit halber seien hier die
Definitionen gegeben. Genaueres finden Sie in Biichern tiber mengentheoretische Topologie.

Ein topologischer Raum M heifit parakompakt, falls jede offene Uberdeckung eine lokal endliche
Verfeinerung besitzt. Das heifit: Wenn (U;);c; eine offene Uberdeckung von M ist, so gibt es eine
weitere Uberdeckung (V]) jej mit folgenden Bigenschaften:
(1) Jedes V] ist Teilmenge mindestens eines U; . (Verfeinerung)
(2) Zujedem p € M gibt es eine offene Umgebung U > p, die nur endlich viele V; schneidet, das
heiflt #{j € J : vinu # @} < co. (lokal endlich)

Ein topologischer Raum M erfiillt das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom , wenn es eine abzihlbare Menge
U offener Mengen gibt, so dass jede beliebige offene Menge Vereinigung von Mengen in I/ ist. Z.B.
ist das fiir R" erfiillt, da man fiir // die Quader nehmen kann, deren Eckpunkte sdmlich rationale
Koordinaten haben.

Parakompaktheit wird zur Konstruktion einer Partition der Eins benétigt, welche wiederum verwendet
werden kann, um zu zeigen, dass auf jeder Mannigfaltigkeit eine Riemannsche Metrik existiert. Sie
wird auch bei der Integration verwendet.

Wir werden, wo benoétigt, die Existenz einer Partition der Eins voraussetzen (Definition folgt spater).
Die wichtigsten Tatsachen {iber die Hausdorff-Eigenschaft, Parakompaktheit und 2. AZA (zweites Ab-
zdhlbarkeitsaxiom) sind:

> R" ist Hausdorff’sch, erfiillt 2. AZA und ist parakompakt.

> Ist X Hausdorff’sch (erfiillt 2. AZA) und Y C X, so ist Y Hausdorff’sch (erfullt 2. AZA); wie
immer bei Teilmengen sei dabei Y mit der induzierten Topologie versehen, d.h. U C Y ist offen
(als Teilmenge von Y) genau dann, wenn es ein offenes U’ C X gibt mit U = U’ N Y.

Ist X parakompakt und Y C X abgeschlossen, so ist Y parakompakt.

> Jeder metrische Raum ist Hausdorff’sch und parakompakt. Er erfiillt das 2. AZA genau dann,
wenn er hochstens abzahlbar viele Zusammenhangskomponenten hat.

Beispiele:

> Jede offene Menge U C IR" ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer Karte, namlich
p:U—=Ue=id.

> Untermannigfaltigkeiten M C RN der Dimension 7 sind natiirlich auch n-dimensionale Mannig-
faltigkeiten. (Teil 1 der Definition war ein Satz) Beachte, dass fiir die bei Untermannigfaltigkeiten ge-
forderte Bedingung, dass ¢ eine Immersion ist, fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten keinen Sinn macht,
da M blof3 eine Menge ist. Sie sagt etwas dartiber aus, wie M in R” liegt.

> Der abstrakte Kreis:
M=R/Z={x+Z:xeR}
(die Quotientengruppe, d.h. die Menge der Aquivalenzklassen von Punkten in R, wobei x dquivalent

zu x' ist, falls x — x’ € Z).
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Seim: R -+ R/Z, x — x4+ Z, die kanonische Projektion. Karten fiir M sind 7'% mit offenen
Intervallen | C IR mit einer Lange kleiner als 1.

Vorstellung: Da jedes x € R zu genau einem Punkt in [0, 1) dquivalent ist und 0 d4quivalent zu 1 ist,
kann man sich M so vorstellen: Man nehme das Intervall [0,1] und verklebe die Punkte 0 und 1.

Also wie ein Kreis!

> Der abstrakte Torus: Wir kennen den Torus als im R® eingebettete 2-dimensionale Untermannig-
faltigkeit. Interessiert man sich aber nur fiir die intrinsischen Eigenschaften eines Torus, kann man
ihn auch auf einfache Weise als abstrakte Mannigfaltigkeit definieren:

M:=R*/Z* = {(x,y) + Z*: (x,y) € R*}
= die Aquivalenzklassen von Punkten im R? mit
(x,y) aquivalent zu (x',y') :& (x,y) — (',y) € Z?

Karten sind die eingeschrankten Restklassenabbildungen 7M. WO U C R? eine beliebige offene
Teilmenge eines beliebigen achsenparallelen Quadrates mit Kantenlédnge 1 ist.

Vorstellung: Man nehme das Quadrat [0, 1] x [0, 1] und verklebe die linke mit der rechten Seite sowie

die obere mit der unteren Seite.
> Analog: R",Z", der n-dimensionale Torus

> Folgendes ist dagegen keine Mannigfaltigkeit: M := R U {p}, p ¢ R mit folgenden Karten:

p, fallsu =0

91 R—=Mu—u und ¢2:R— M, u—
u, fallsu #0

Teil 1 der Definition ist erfiillt. Aber M ist nicht Hausdorff’sch, denn es gibt keine zwei Umgebun-
gen U>0 und V > p mit UNV = @. Beachte, dass die Folge (%) ftr k — co sowohl gegen 0 als
auch gegen p konvergiert!

Nach all diesen Beispielen mag mancher Leser die Frage stellen, wozu der Begriff der abstrakten Man-
nigfaltigkeit tiberhaupt gut ist, wenn man alles auch als Untermannigfaltigkeit auffassen kann (dass dies
geht, genauer gesagt dass sich jede (Riemannsche) Mannigfaltigkeit (isometrisch) in einen R" einbetten
lasst, ist die Aussage des Einbettungssatzes von Whitney bzw. von Nash). Eine Antwort auf diese Frage
ist in den Beispielen enthalten: Die Definition des Torus als Untermannigfaltigkeit erfordert vergleichswei-
se komplizierte Karten. Fiir die Definition als Mannigfaltigkeit geniigen dagegen Restklassenabbildungen.
Allgemeiner fithren manche nattirliche Konstruktionen (z.B. Quotienten, Verklebungen), mit denen aus ge-
gebenen Mannigfaltigkeiten neue konstruiert werden, nicht natiirlich auf eingebettete Mannigfaltigkeiten
- selbst wenn sie auf eingebettete Mannigfaltigkeiten angewendet werden.

Auflerdem ist der umgebende Raum von Untermannigfaltigkeiten oft tiberfliissig und lenkt vom We-
sentlichen ab. So beschiftigen sich Physiker zum Beispiel mit der Frage, was fiir eine Mannigfaltigkeit der
Raum ist, in dem wir leben (dies ist erwiesenermafen nicht der IR mit der euklidischen Metrik). Hier
wiirde es einfach keinen Sinn machen, uns als in einer hoherdimensionalen Welt eingebettet zu betrachten.

Bemerkung: In den meisten Biichern wird eine Mannigfaltigkeit etwas anders definiert: Als topologischer
Raum, der die Bedingungen (1) und (2) von Deﬁnition erfiillt, wobei die Karten ¢; zusdtzlich Ho-
moomorphismen sein sollen. Wie man sich leicht {iberzeugt, ist dies dquivalent zur gegebenen Definition.

Ich ziehe die hier gegebene Definition vor, da sie die Karten in den Vordergrund stellt, nicht die Topo-
logie. Dies entspricht mehr dem Kern der Idee Mannigfaltigkeit.
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Funktionen und Abbildungen

Viele Grundbegriffe der Analysis auf Mannigfaltigkeiten lassen sich mittels lokaler Karten leicht auf ent-
sprechende Begriffe im R” zuriickfithren, zum Beispielf]

IV.1.4 Definition
Seien M, N Mannigfaltigkeiten. Eine Funktion f : M — C heisst glatt

¢ fiir alle lokalen Karten ¢ ist f o ¢ : U — C glatt
Eine Abbildung f : M — N heifst glatt

: fiir alle lokalen Karten ¢ : U — U von M und ¢: V — V von N
istplofog:U— V glatt

Mochte man »Glattheit« nachpriifen, muss man dies nicht fiir alle lokalen Karten zeigen, sondern es
geniigt, die Karten in einer Uberdeckung von M bzw. N zu betrachten; denn sind ¢; : LTl — U; und
@2 LTg — U, lokale Karten mit Uy NUy # @, so gilt (fiir eine Funktion f : M — C):

fo g glatt (auf ¢ (U; NUy)) < fo ¢, glatt (auf @5 (U L)),

denn fogr = (fop)o(gy o).
e — |
Kartenwechsel glatt per Definition
Analog fiir Abbildungen. Damit definieren wir weiter:

> f Diffeomorphismus :< f glatt, bijektiv und f~! glatt
> M, N diffeomorph :& Es existiert ein Diffeomorphismus f : M — N

Diffeomorphie ist der nattirliche Begriff dafiir, dass zwei Mannigfaltigkeiten im Wesentlichen gleich sind.

Beispiel: R/Z ist diffeomorph zu S! = {(x,y) € R?> : x> +y?> = 1}, denn f : R/Z — S', r+Z

(cos 27tr, sin 27tr) ist ein Diffeomorphismus (Ubung).

Bemerkung: Jede lokale Karte ist ein Diffeomorphismus U—u.

Ist umgekehrt eine Mannigfaltigkeit mit einem Atlas gegeben, so kann ich zu dem Atlas jeden beliebigen
weiteren Diffeomorphismus ¢ : u R — U C M (mit U, U offen) hinzuftigen und erhalte wieder einen
Atlas. Dies ist ein maximaler Atlas in dem Sinne, dass es keinen Atlas gibt, der diesen echt enthélt. Man
sieht auch sofort, dass M mit dem urspriinglichen Atlas diffeomorph ist zu M mit dem neuen, maximalen
Atlas. Es ist niitzlich, immer alle solchen ¢ als Karten zuzulassen.

Damit kann man folgende ldstige Spitzfindigkeit ausriumen: Zwei verschiedene Atlanten auf einer Menge
M koénnen durchaus zu 'derselben” Mannigfaltigkeit fithren, obwohl Definition eigentlich etwas
anderes sagt. Was heif}t ‘dieselbe’? Dass dieselben Funktionen glatt sind. Aquivalent dazu ist, dass jede
Karte des einen Atlas’ glatt ist bzgl. des anderen Atlas’; oder dass die von den beiden Atlanten definierten
maximalen Atlanten gleich sind.

Genaugenommen ist also eine Mannigfaltigkeit gegeben durch eine Menge M zusammen mit einem
maximalen Atlas.

Z.B. ist die Sphére S? mit dem durch die beiden stereographischen Projektionen gegebenen Atlas dieselbe
Mannigfaltigkeit wie S> mit dem Atlas, der durch die Darstellungen der sechs offenen Halbsphéren (oben,
unten, vorne, hinten, links, rechts) als Graphen gegeben ist.

2Dies ist der Grund, dass wir im ersten Teil der Vorlesung — iiber Untermannigfaltigkeiten des R" — viele Begriffe mittels
lokaler Karten eingefiihrt haben: Sie sind damit direkt auch fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten definiert.
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Beispiel: IR?> mit einer Karte id : R?> — R?. Andere Karte:

¢: (r,0)— (rcosb,rsind),

Ry x (0,271) = R*\ {(x,y) € R>:y = 0und x > 0}

(Polarkoordinaten; genauer sind Polarkoordinaten die Umkehrabbildung ¢!, siehe unten)

Rechnen in einer lokalen Karte

Um auf einer Mannigfaltigkeit zu rechnen, ist es oft (aber nicht immer!) niitzlich, dies bzgl. einer lokalen
Karte zu tun. Dies bedeutet Folgendes.

Gegeben eine lokale Karte ¢ : U — U. Stattdessen kénnen wir auch die Umkehrabbildung x :=
¢! : U — U betrachten. Diese hat folgende Bedeutung: Wegen U C R ist x = (x!,...,x") mit
Komponentenfunktionen x/ : U — RR. Diese nennen wir die durch ¢ definierten lokalen Koordinaten
auf U und x ein Koordinatensystem .

Dies macht Sinn, da jedes p € U durch die n Zahlen x!(p), ..., x"(p) eindeutig charakterisiert wird. Ein
Koordinatensystem ist also eine Kodierung von Punkten durch Zahlentupel.

Wir konnen die ¥/ auch wie folgt schreiben: Koordinaten in U C R" bezeichnen wir mit ul oo um.
Alsoist u/ : U — R fiir jedes j, z.B. u'(4,~1,9) = 4. Dannist ¥/ = /o @~ 1.

Offenbar ist es egal, ob wir eine lokale Karte oder die zugehorigen lokalen Koordinaten angeben. Wir
werden daher mal das eine und mal das andere tun und auf die Unterscheidung keinen groien Wert
legen.

In lokalen Koordinaten kénnen wir nun die partielle Ableitung einer glatten Funktion f : M — C

definieren:

I =) genaner 2 (p) = 20 (o1 )
Wir schreiben auch % )= %( p), wenn dies iibersichtlicher ist (wegen vieler Klammern). Wie im R”"
hat %(p) die Bedeutung der Anderungsgeschwindigkeit des Funktionswertes f(q), wenn sich g auf

der Mannigfaltigkeit so bewegt, dass alle Koordinaten x¥(g) mit k # j konstant bleiben und sich x/(q)
mit Geschwindigkeit 1 vergrofert; genauer gesagt, der momentanen Anderungsgeschwindigkeit im Zeit-
punkt, wo g durch den Punkt p lauft.

Beispiel:

axl oul ou T ou

) _ (o) dwoglog) o

Wichtig: Der Ausdruck a—f] ist nur bzgl. einer gegebenen Karte definiert. Wahlt man eine andere Karte,
X
so dndert sich der Wert dieses Ausdrucks.

IV.2. Der Tangentialraum

Der Tangentialraum in einem Punkt einer Mannigfaltigkeit ist die Menge aller Tangentialvektoren in
diesem Punkt. Fiir Untermannigfaltigkeiten M C RN haben wir Tangentialvektoren als die Ableitungen
von Kurven definiert, die in M verlaufen und durch besagten Punkt gehen. Diese Ableitung ist ein Vektor
im umgebenden Raum RN. Da hier kein umgebender Raum existiert und wir den Begriff "Vektor” erst

definieren wollen, gehen wir wie folgt vor.
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IV.2.1 Definition
Sei M Mannigfaltigkeit, p € M. Ein Tangentialvektor in p ist eine Aquivalenzklasse [y] von

Kurven
v :(—¢¢€) - Mmit y(0) = p (fir ein € > 0),

wobei zwei solche Kurven 14,9, dquivalent heiflen sollen, falls fiir eine lokale Karte ¢ : u—u
mit p € U und mit ;== ¢~ o; gilt:
71(0) = 72(0)
Offensichtlich ist dies eine Aquivalenzrelation. Weiter unten (unter ,Kartenwechsel’) werden wir sehen:
Gilt dies beziiglich einer Karte, so gilt es beziiglich jeder Karte.

Wir stellen uns einen Tangentialvektor also als momentane Anderungsgeschwindigkeit eines bewegten

Punktes vor, als ,Momentangeschwindigkeit’.

IV.2.2 Definition
Der Tangentialraum T,M an M im Punkt p ist die Menge aller Tangentialvektoren an M im
Punkt p.

Das Hiibsche an unsere Definition von Tangentialvektoren ist, dass man damit unmittelbar die Intuition
fiir die Ableitung (Differential genannt) einer Abbildung in eine Definition verwandeln kann.

IV.2.3 Definition
Sei F : M — N eine glatte Abbildung und p € M. Das Differential dI-]p von F in p ist die

Abbildung
dF‘p 5 TpM — Tp(p)N

di (7)) = [Fon]

Die Definition ist formal sinnvoll, denn:

> Ist v : (—¢€) = M eine Kurve mit y(0) = p, so ist Fory : (—¢,¢) — N, das Bild von 7 unter der
Abbildung F, eine Kurve in N, und (F 0 )(0) = F(p). Damit ist tatséchlich [F o y] € Tp(,)N.

> dP]p(U) ist wohldefiniert, d.h. [y1] = [72] = [Fo 1] = [F o 72]. (Ubung)

dH ) beschreibt also die Anderungsrate von F, in folgendem Sinn: Sei v € T, M, und der Punkt g bewege
sich mit Geschwindigkeit v von p fort (also ¢ = y(t) fiir v = [7]). Dann ist dﬂp(v) die Geschwindigkeit,
mit der sich F(q) von F(p) fortbewegt.

Es folgt unmittelbar:

IV.2.4 Satz (Kettenregel)
Seien M, N, K Mannigfaltigkeiten und F : M — N, G : N — K glatt. Dann gilt Fiir p € M

d(Go F)|p = dG|F(p) o dﬂp

Beweis: Sei v € T,M, v = [7]. Dann ist
4GP, (1) = [(GoF) on] = [Go (Fom)] =dq, (IFor)) = dd, (4R ()

Bei der dritten Gleichheit wurde verwendet, dass (F o ¢)(0) = F((0)) = F(p). ]
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Aus der Kettenregel folgt sofort:

Ist F : M — N ein Diffeomorphismus, so ist dF]p : TyM — Tp(,) N fiir alle p € M bijektiv und
df )t =d(F!
( F]P) ( )|F(P)

(Setze G = F~! und wende die Kettenregel auf G o F und F o G an.)

Lineare Struktur

Definition hat auch einen Nachteil: Es ist nicht unmittelbar klar, wie man zwei Tangentialvektoren
addieren kann. Wir gehen so vor: Zuerst sehen wir uns den Spezialfall offener Teilmengen des IR" an,
dann tibertragen wir die dort erhaltene Vektorraumstruktur (= lineare Struktur) des Tangentialraums
mittels lokaler Karten und Definition [[V.2.3] auf Mannigfaltigkeiten.

Beispiel: Die einfachsten n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten sind offene Mengen U C R". Was ist T, U
fur p e U?
Wir verwenden ¢ = id als lokale Karte. Nach Definition ist [y1] = [y2] <= 71(0) = §2(0). Damit ist
die Abbildung
T,U = R", [7] - 3(0)
wohldefiniert und injektiv. Sie ist auch surjektiv, da zu { € R” der Weg y(t) = p + t¢ genau ¥(0) = ¢
erfiillt. Also:

IV.2.5 Lemma

Fir U C R" offen konnen wir Tangentialvektoren in T,U als Vektoren im IR" auffassen. Dabei
entspricht der Aquivalenzklasse der Kurve y mit (0) = p der Vektor (0).

Damit konnen wir identifizieren

T,U = R"
Da R" ein Vektorraum ist (wir konnen Vektoren addieren und mit Skalaren multiplizieren), wird dadurch
TpU zu einem Vektorraum.

Seien M = U C R", N =V C R" offen und F : U — V glatt. Dann stimmt das oben definierte
Differential von F bei p € U mit dem ,alten’ (z.B. aus Analysis Il bekannten) tiberein, wenn man T,U = R"
und Tp(,)V = R" identifiziert. Um dies nachzupriifen, bezeichne das alte Differential mit DF . Sei
v € TyU, v = [v]. Als Vektor im R" ist v = §(0). Nach Definition ist dF]p([’y]) = [F o], und als Vektor
im R™ ist dies (F o) (0) = DF]’Y(O) (7(0)) = Dﬂp(v) nach der Kettenregel fiir DF. Also folgt

dﬂp(v) = Dﬂp(v)

wie behauptet.

Bemerkung: Die Identifizierung oben verallgemeinert sich auf Vektorrdaume wie folgt. Sei V ein n-
dimensionaler R-Vektorraum. Dann ist V eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine Karte erhélt man
mittels einer Basis (vq,...,vy) von V: ¢ : R" =V, (xl, con X)) = St

i

Damit ist jede offene Teilmenge U C V eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit (mittels der Einschran-
kung von ¢ als Karte). Fiir p € U hat man eine nattirliche Identifizierung

,u=v,
wiederum definiert durch [y] — 7(0) := hhrrb M ,Nattirlich” heifit, dass man hierzu keine
—

Basis von V zu wihlen braucht.
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Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, p € M, ¢ : U — U,p € U lokale Karte. Da ¢ ein
Diffeomorphismus ist, ist mit xg = ¢~ !(p)

dgf, : Tyl = TpM

bijektiv. (Verwende Definition und die darauf folgenden Uberlegungen fiir die Abbildung ¢, wobei
U und U als Mannigfaltigkeiten betrachtet werden; offenbar ist T,U = TyM.) Nach dem Beispiel ist
Tx, U = R". Mittels d(p|xO tibertragen wir nun die Vektorraumstruktur von R" auf T, M.

Etwas konkreter:
Wir nennen fiir v € T,M den RR"-Vektor (d(p|xo)*1(v) die Darstellung von v bzgl. der Karte ¢ und

schreiben dafiir (fiir den Moment) v,. Fiir u,v,w € T,M und a € R definieren wir:
UFTV=W:I Uy +Vp = Wy
U =4av:& Uy = avy
In Worten: Wir addieren zwei Tangentialvektoren in M, indem wir ihre Darstellungen bzgl. ¢ addie-

ren und das Resultat wieder in einen Vektor in T, M umwandeln. Analog fiir Multiplikation mit Skalaren.
Damit wird ¢ per Definition zu einer linearen Abbildung.

IV.2.6 Satz

(1) Die wie oben auf T,M definierte Vektorraumstruktur ist unabhingig von der Karte ¢.
Damit wird T,M zu einem 7 -dimensionalen reellen Vektorraum.

(2) Ist F: M — N glatt und p € M, so ist dP]p :TyM — TF(p)N linear.

Beweis siehe unten.

Man muss hier genau hinsehen: Die Vektorraumstruktur ist unabhédngig von der Karte, aber die konkre-
te Darstellung eines Tangentialvektors als 7 -Tupel reeller Zahlen hdngt von der Wahl der Karte ab (siehe
unten)!

Rechnen in einer lokalen Karte fiir Tangentialvektoren

Eine lokale Karte ¢ : U — U C M definiert eine Basis von TpM fiir p € U wie folgt. Setze

0

Wh’ ::dzp|xO(ei) (i=1,...,n).

Dies sind gerade die Vektoren, deren Darstellung bzgl. der Karte ¢ die Standardvektoren ¢; im IR" sind.

.., 0
Explizit @|p =[t—= @~ p)+1-¢)l
Dadie ¢;, i =1,...,n eine Basis des IR" bilden und dg0|x :R" — T, M ein Vektorraumisomorphismus
0

ist, bilden die % » i=1,...,n eine Basis von TyM.
Wegen der Linearitit von d<p|p ist fiir X1,..., X" € R wegen (x1,...,X") = > Xle;

n

)
leﬁp = dqu(Xl,...,X”)

Mit anderen Worten: Der Vektor 7' ; i%}p € T,M hat bzgl. ¢ die Darstellung (X',...,X").

Bemerkung: Die Vektoren %’p héngen von der Wahl der Koordinaten, d.h. der Karte ¢ ab. Ein Vektor
in TyM existiert unabhéngig von Koordinaten; dies zeigt jedoch noch einmal, dass seine Darstellung
mittels eines n-Tupels reeller Zahlen von der Wahl eines Koordinatensystems abhdngt. Mochte man in
anderen Koordinaten weiterrechnen, so muss man den Vektor vorher entsprechend transformieren (s.u.).
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Bemerkung: Ist M C RN eine Untermannigfaltigkeit, ¢ : U — U C M C RN lokale Karte und p =

p(u),ue U, so ist
9, _ 9
ax"}p T ouilu’

wenn der neue Tangentialraum mit dem alten (d.h. als Unterraum von RN) identifiziert wird.

Das Differential in lokalen Koordinaten

Wir hatten bereits das Differential einer glatten Abbildung F : M — N bei p € M definiert. Wie berechnet
man dF]p in lokalen Koordinaten x = ¢~! fiir M (nahe p) und y = ¢! fiir N (nahe F(p))?

Zunichst beweisen wir die Linearitit von dﬂp (Satz [IV.2.6(2)). Sei F= ¢y~ oFogdie Darstellung von

F bzgl. der Karten ¢, ¢. Es ist F : U’ — V' fiir gewisse offene Teilmengen U’ C R", V' C R™. Nach
Annahme ist F glatt, also ist dﬁx : R" — R™ linear, wobei xg = ¢~ !(p). Nach der Kettenregel ist wegen
_ 0
F=1¢oFo (p_l
dR =dy. odF odg’!
F,=dy.cdF odg

(mit korrekt gewéhlten FuBpunkten -), und di., dp! sind per Definition linear. Daher ist auch dF!p

linear]
Wegen der Linearitit von dF]p gentigt es, seine Werte auf einer Basis anzugeben.

IV.2.7 Satz
Sei F: M — N glatt, p € M, und seien lokale Koordinaten x fiir M nahe p und y fiir N nahe F(p)

i=1,...,n von T,M und i =1,...,m von TF(p)N

gegeben. Beziiglich der Basen 9 aiy]| f(p)’ /

axly’
lasst sich dann dﬂp wie folgt schreiben:

u F )
(ax’ ) Z 87 TW’F(P)

j=1

Dabei sind F2, ..., F™ die Komponenten von F in Koordinaten, d.h. Fi = yj oF.

Beweis: Der Ubersichtlichkeit halber lassen wir die FuBnkte in den folgenden Rechnungen weg. Zu-

jl ~. )

néchst sei daran erinnert, dass giz = % (vgl. Seite [84), wobei F/ = F/ o ¢ die Komponenten von

~ ~ ~ mo.

F=¢ loFogsind, also F = (F',...,F") = % Flej. Per Definition (der partiellen Ableitung) ist

j=1
~ oFI  9F aF]
dFl (e;) = F = 3 , also dF(e;) = Z .6 Aus der Kettenregel folgt mit Fo ¢ = o F
0 = oF
AF(L) = dF(dgler)) = dp(dF(e)) = (Y. oe)

j=1

und daraus die Behauptung wegen Linearitit von dip und dy(e;) = aa—] O
Yy

Wir betrachten drei wichtige Spezialfille: F = id, fiihrt auf die Koordinatenwechsel-Formel, N = R
entspricht Funktionen auf M, und M = R entspricht Kurven in N.

3Da wir Teil (1) des Satzes noch nicht bewiesen haben, ist hier die Linearitdt bzgl. der mittels ¢, ¢ definierten Vektorraum-
struktur gemeint.
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Koordinatenwechsel fiir Tangentialvektoren

Seien ¢, zwei lokale Karten fiir M nahe pund x = ¢~ !, y = ¢~ ! die zugehorigen lokalen Koordinaten.
Wie berechnet man die %| aus den —‘ ?
Wenden wir Satz mit M = N und F = idy; an. Dann ist F = ¢~ o0 ¢ = «x der Kartenwechsel. Statt

x/ schreiben wir auch y/, dax = yox~1, alsoy = ko x odelﬂ y = x(x). Damit erhalten wir (Fupunkte
weggelassen)

Beispiel: Polarkoordinaten in R?: Seien x, y Standard (kartesische) und r, 6 Polarkoordinaten fiir R?, d.h.
x =rcosf,y = rsinf. Indem wir r, 0 statt x!,x2 und x, y statt yl, yz nehmen, erhalten wir

9 ox9d [ dyod _ d .0
s = §$+$@ —cos()a-&-smf’@

9 _9x9d ,dyd _ . 0 d
%‘%&JF@@_ rsmf)a—i—rcosf)@

.0 9 .
Beachte, dass hier Eyiat| und y ey ist.

Es ist eine lehrreiche Ubung, sich geometrisch zu {iberlegen, was %, ;—9 sind, und daran die Formeln
zu Uberpriifen. (Die Fu8punkte sind hier weggelassen.)
Dual kénnen wir fragen: Wie kann man die Darstellung eines Tangentialvektors v € T,M bzgl. der x-

Koordinaten in die Darstellung von v bezijglich der y-Koordinaten umrechnen?

d

_ 17 _ ]7 9 I . .. )

Sei also v = ; X und v ]; Y ayf Da Byl g eine Basis ist, folgt durch Koeffizientenver
nood Yl 9
leich Y] ==Y X'— = 1L
gleich aus Z 5 v i; axi 22y axi oy

8y]
Z i X

Man kann dies auch kiirzer schreiben als ¥ = dK( ) und sieht dann, dass dies auch direkt aus X =

(dp) 1 (v), Y = (dy)~(v) und ¢! = x 0 ¢~ mit der Kettenregel folgt. Dasselbe Argument zeigt:

> Die Aquwalenzbedmgung in Deﬁmtlonmwc unabhédngig von der Karte. Denn fiir 7, =y Loy
ist 7; = xo; und daher 7;(0) = = dn_ (’y, ))) mit xp = ¢~ 1(p), d.h. aus 77(0) = 72(0) folgt

71(0) = 72(0).

> Beweis von Satz 1): Ist vy (= Y) die Darstellung von v bzgl. ¢, so ist nachzupriifen, dass fiir
beliebige u,v,w € TyM gilt uy + vy = wy & Uy + vy = Wy und uy = avy < uy = avy. Dies folgt
sofort aus vy = d;qx (vg) und analog fiir u und w wegen der Linearitét von d;qx
0 0

Funktionen

Wir bezeichnen Funktionen f : M — R mit kleinen Buchstaben. Wegen TR = Rist das Differential
d ﬂp :TyM — R
df] (1) = (for) dtyt S ()

4wenn immer bequem, betrachten wir x, y nicht als Funktionen, sondern als die Koordinaten eines Punktes von M bzgl. ¢
und bzw. ¢
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Das heifit, fiir einen Tangentialvektor v € T, M ist d ﬂp(v) die Richtungsableitung von f in Richtung v,
d.h. die Anderungsrate von f(p), wenn p sich entlang 7 bewegt (fiir v = []). Aus Satzfolgt

J . of
dﬂp (Wh’) - ﬁhf

da bzgl. der trivialen Karte ¢ = id : R — R der Tangentialvektor € Tf(,)R mit 1 € R identifiziert

9
arls(p)

wird. Dies ist der Grund fiir die Bezeichnung aixz|p fiir die Basistangentialvektoren.

Kurven

Nehmen wir M = I, ein Intervall in R, in Satz und schreiben dann M statt N, so erhalten wir eine
Kurve in M, meist mit -y statt F bezeichnet: ¢y : I — M. Dann ist ftr t € |

d')/‘t Tl — T’y(t)M

Wegen T;I = R ist diese lineare Abbildung durch ihren Wert bei % = 1 festgelegt. Wir setzen

CN L 9
¥(t) ist der Tangentialvektor an 7 zum Zeitpunkt ¢, denn: Fiir t = 0 ist 7(0) genau der durch die Kurve ¢
représentierte Vektor in T, )M, da der Vektor a% € Tol durch die Kurve 7y : t — t reprasentiert ist und
daher d’)jo(a%) = [y oy0] = [v] ist. Analog ist fiir beliebige ty der Vektor ¥(to) durch die zeitversetzte

Kurve t — y(t — to) dargestellt.
In lokalen Koordinaten x!, ..., x" auf M gibt dann Satz

n

=32 m2

i=1

wenn die x/(t) die Koordinaten von 7(t) sind, d.h. x’(t) := x/(7(t)). Das ist die iibliche Notation.

IV.3. Vektorfelder

Erinnerung: Ein Vektorfeld auf einer Untermannigfaltigkeit M des RN ist definiert als eine glatte Abbil-
dung

X:M— |J TyMmit X, € T,M fiir alle p € M.
pPeEM
(Wir schreiben meist X, statt X(p), um die Anzahl der Klammern zu reduzieren.)

Wiirden wir nun versuchen, diese Definition unverdndert auf Mannigfaltigkeiten zu tibernehmen, so
wiirden wir aber schnell auf folgendes Problem stoflen: J,cp TpM ist keine Teilmenge eines RN, was
Grundlage fiir die Definition von »glatt« war. Wir miissen also »Glattheit« irgendwie anders definieren.
Dazu zunéichst eine

IV.3.1 Definition
TM = UpeMTPM ={(p,v): p € M,v € T,M} heiit Tangentialbiindel .

| bedeutet disjunkte Vereinigung.
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IV.3.2 Lemma
TM ist 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn man die Karten wie folgt definiert:
O:UxR'—> TyM
|
::UPEUTPM
fiir Karten ¢ : U—sUcCM , wobei

O, (X1,...,X")) = <<P(”)'2Xiaaxf|¢(u>> '

i=1
Beweis:
> & ist offensichtlich bijektiv.

> Kartenwechsel

(u, X) > ¥ o@(u,X) = (¥~ og)(u),d(yp " o 9) (X))

u

sind glatt.

> TM ist Hausdorff’sch (einfache Ubung). ]

Bemerkung: Die kanonische Projektion 77 : TM — M, (p,v) — p ist glatt, denn in Koordinaten (u, X)
auf TM bzw. u auf M ist sie gegeben durch (u, X) — u.

Wenn wir jetzt ein Vektorfeld als eine Abbildung M — TM definieren, haben wir eine Abbildung
zwischen zwei Mannigfaltigkeiten. Hier ist Glattheit definiert.

IV.3.3 Definition
Eine glatte Abbildung X : M — TM, p — X, mit X, € T,M fiir alle p heifit Vektorfeld auf M .

Hier und im Folgenden schreibt man fiir ein Element (p,v) von TM der Einfachheit halber oft blof8 v.

Bemerkung: Glattheit ldsst sich auch auf einfache Weise mittels lokaler Karten definieren. Ein Vektorfeld

X ist glatt, genau dann wenn fiir alle lokalen Karten ¢ gilt:
Ist X, = ZXi(p)%h) mit X' : U — R, so sind die X' glatt.
Daher braucht man an dieser Stelle nicht unbedingt den Begriff des Tangentialbiindels. Er wird aber

spdter wichtig werden.

IV.3.4 Definition
Die Menge aller Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit M bezeichnen wir mit X(M) .

Vektorfelder tun im Wesentlichen zwei Dinge:

> Vektorfelder erzeugen Fliisse (Stichworte: Integralkurven, 1-Parametergruppen, Differentialgleichun-
gen)

> Vektorfelder leiten andere Objekte ab (z.B. Funktionen, andere Vektorfelder, Tensoren etc.; Stichwort:
Lie-Klammer und Lie-Ableitung)
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Integralkurven und Fluss eines Vektorfeldes

IV.3.5 Definition
Sei X € ¥(M) Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M. Eine Kurve : I — M (I C R Intervall)
heifst Integralkurve von X , falls gilt:

() = X, furallet € .

Eine Integralkurve zu X zu bestimmen, bedeutet, ein System von Differentialgleichungen erster Ord-
nung zu lésen.

Am einfachsten sieht man das im R" (d.h. M C R" offen): X = (X',...,X"), v(t) = (y!(t),...,9"(1)).
Y(t) = X, ist hier dquivalent zu

) =X (), ()

7't = X" (vH (1), ... " (1)
Gibt man 7y (t) fiir ein ¢y vor, hat man ein Anfangswertproblem, das nach dem aus Analysis II bekannten
Satz (Satz von Picard-Lindelof) lokal eindeutig losbar ist. Die Voraussetzungen des Satzes sind erfiillt, da
die X' glatt, also lokal Lipschitz-stetig sind.

Auf einer Mannigfaltigkeit lduft das genauso, zumindest lokal, denn:

Bestimmen einer Integralkurve in lokalen Koordinaten: Sei X = EXiﬁ in den Koordinaten x auf
U C M. Um eine Integralkurve «y : I — U mit y(tp) = p € U zu finden, gehen wir wie folgt vor:
Wir bestimmen die Koordinaten x’(p) des Startpunktes und losen das oben angebene System von Dif-
ferentialgleichungen mit der Anfangsbedingung
7' (to) = x'(p)-
Dann sind 9! (t),...,7"(t) die Komponenten von - (t) in in den Koordinaten x, d.h. o/ = x’ oy oder

aquivalent y = ¢ o (y1,...,9") fiir die Karte ¢ = x~ 1.
o
oxt’

Denn aus y = ¢po (7!,...,9") folgt = 3" "yi%, und dies ist genau dann gleich X, ;) = >_ Xi(y(t))
wenn das angegebene Gleichungssystem gilt.

Beachte: der zuerst angegebene Fall mit M C R" offen ist der Spezialfall, wo x1,..., x" die Standard-
(kartesischen) Koordinaten auf R" sind.

Notation: Es ist tiblich, x(t) statt 9/(t) zu schreiben. Wegen der mehrfachen Verwendung des Symbols x
kann dies anfangs etwas verwirrend sein, doch ist das Einsparen von Buchstaben auch niitzlich, und man
gewohnt sich schnell daran.

Beispiel: X = xd, + 9, auf R?. Die Integralkurve (t) = (x(t),y(t)) mit x(0) = xo, y(0) = yo ergibt sich
als Losung von

X=x, y=y
(% wird gleich dem Koeffizienten von 9y gesetzt, analog fiir y) zu x(t) = e'xg, y(t) = e'yo.

Alternativ kann man das Vektorfeld in Polarkoordinaten 7, § umschreiben und dort die Integralkurven
bestimmen: Es ist X = rd,. Die Integralkurve (r(t), 0(t)) mit r(0) = rp, 6(0) = 6y ist also die Losung von
i=r, =0,

also r(t) = e'rg, 8(t) = 6.
Das Resultat ist dasselbe wie in kartesischen Koordinaten, denn
(r0,80) Polarkoordinaten von (xo,10) = (e'rg,8y) Polarkoordinaten von (e‘xg,e'yq).

Das muss auch so sein, da die Definition des Begriffs Integralkurve koordinatenunabhingig war und
Integralkurven eindeutig durch den Anfangspunkt bestimmt sind!
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Hier ist eine Version des Satzes von Picard-Lindeldf fiir allgemeine Mannigfaltigkeiten, die auch préazi-

siert, was "lokal” bedeutet, und im kompakten Fall sogar eine globale Aussage macht:

IV.3.6 Satz (Globaler Satz von Picard-Lindel6f auf Mannigfaltigkeiten)

Sei M eine Mannigfaltigkeit, X € X(M), p € M. Dann gibt es genau eine maximale Integralkur-
ve v: I — M mit 7(0) = p; ihr Definitionsbereich I ist ein offenes Intervall. Falls M kompakt
ist, ist I = R, d.h. 7y ist fiir alle Zeiten definiert.

Maximal bedeutet hier Folgendes:

Wenn 71 : [} = M eine Integralkurve von X ist mit 4(0) = p,soist I; C I und 7y = auf I.

Beweis:

(1)

(2)

(3)

Lokale Existenz:
Wie wir oben gezeigt haben, ist das gerade der lokale Satz von Picard-Lindelof im R".

Eindeutigkeit auf einem beliebigen I C R,I = (a,b) 5 0:
Seien 71,72 : I = M zwei Integralkurven mit 1(0) = p = 72(0).

Behauptung: Auf dem Intervall I gilt v = 7>.

Beweis: Sei T =sup{t € [ :v1(t) = 72(t)}. Zeige, dass T = b ist:

Wire T # b, so wiare T € I, also 1(T) = 72(T) wegen Stetigkeit der 7;. Mit dem Argument
aus |1] folgt die Eindeutigkeit von 7; in einer Umgebung von T, d.h. fir t € (T —¢, T +¢) gilt:
71(t) = 72(t) . Dies ist ein Widerspruch zur Definition von T und daher ist T = b.

Analog zeigt man inf{t € I : y1(t) = 72(¢)} = a, und daraus folgt die Behauptung. O

Existenz einer maximalen Integralkurve:

Sei Imax = U{I offenes Intervall : Es gibt eine Integralkurve 4; : I — M mit y;(0) = p}. Fur
t € Imax definiere y(t) = (), fiir ein beliebiges Intervall I mit ¢ € I, fiir das y; existiert. Wegen
der Eindeutigkeit hdngt «(¢) nicht von der Wahl von I ab, damit ist y eine Losung auf Imax -

Kompakter Fall:

Sei M kompakt. Zu zeigen ist Imax = R:

Sei Imax = (a,b). Zeige: a = —00,b = o0

Angenommen, b < co. Wir zeigen zunichst, dass der Grenzwert lim; ,;,  y(t) existiert, dass also
7 stetig nach b fortgesetzt werden kann.

Sei tp =b— % und g = ¥(t) . Wegen der Kompaktheit gibt es eine konvergente Teilfolge der gy,
sagen wir gy — gq. Um rechnen zu kénnen, transportieren wir alles nach R": Wahle eine Karte
p:U—U>qundsetze ¥y =¢ Loy, X = (¢ )u(X), pr = ¢ (qx) und p = ¢~ 1(g). OBdA.
ist ||X|| auf U durch eine Schranke C beschrinkt. Fiir einen ganz in U verlaufenden Abschnitt

v([s, t]) gilt dann:
70 = 76) = [ "S(e) e
= 7)) =76l < /St I7(0) | dt < [t —s| - 1T ()| = [t =] - | Kse) | < [t —s] - C

Ein einfaches Widerspruchsargument zeigt nun, dass, falls U eine ¢-Kugel um 7(s) enthilt, die
Kurve «y(t) fir |t —s| < é nicht die Menge U verlassen kann. Daraus folgt, dass fiir k' grof3
genug die Kurve «(f) fiir t € (t,7,b) ganz in U verlduft und dort einer Cauchy-Bedingung gentigt;
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damit folgt (t) — q fiir t — b. Also kann - nach b stetig fortgesetzt werden. Wegen () = X,
ist die Fortsetzung sogar differenzierbar.

Laut dem lokalen Existenzsatz gibt es nun in einer Umgebung von g eine Integralkurve 7 : (b —
g,b+¢e) = M mit y1(b) =¢. v und 7; sind beides Integralkurven durch b und daher ist y(t) =
r1(t) fiir alle t € (b —¢,b], v kann also verldngert werden. Auf diese Weise fithrt b < co zu einem
Widerspruch. Analoges gilt fiir a. O

Bemerkung: Kompaktheit von M ist eine hinreichende Bedingung fiir I = IR, keine notwendige. Zum
Beispiel gilt fir X = % auf R und beliebigen Anfangspunkt, dass die Losung auf ganz R existiert.
Allgemeiner gilt dies fiir Vektorfelder X auf R”, fiir die || X,|| hochstens linear in [|p|| wachst (wenn
llpl| — oo; das heifit, es gibt C € R mit | X|| < C + C||p|| fiir alle p € R").

Eine schwichere hinreichende Bedingung fiir Mannigfaltigkeiten ist, dass es eine kompakte Teilmenge

K C M gibt, so dass V), = 0 fiir alle p ¢ K (selber Beweis wie oben).

Beispiel: M =R, X(x) = xZ%
Schreibe y = x. Dann gilt:
1

_t+c

e .2 X 1\°* _ 1 B
T =X, © tT=x" & P_l & (—;) =1 & L =tte & x(t) =

Die zweite Aquivalenz gilt nur, falls x(t) # 0. Die Anfangsbedingung sei x(0) = p. Fiir p # 0 bestimmt
p die Konstante c. Wir erhalten die Losungen:

() = 1 1_t auf I = (—oo,%), falls p > 0
p

x(t) = lit auf[:(—%,oo), falls p <0
p

x(t) =0 auf I = R, falls p =0

(Der Definitionsbereich ergibt sich wie folgt: Er muss ein Intervall sein. Er muss t = 0 erhalten. Und er
muss maximal mit diesen Eigenschaften sein.) Beachte: Falls p # 0, so ist x(f) nicht fiir alle ¢ definiert,
denn die Losung geht in endlicher Zeit gegen unendlich.

Zur besseren Unterscheidung bezeichnen wir im Folgenden die maximale Integralkurve, die durch
einen Punkt p geht, auch mit Tp und das Intervall, auf dem sie definiert ist, mit Ip.

Annahme: Im Folgenden werden wir der Einfachheit immer annehmen, dass I, = R fiir alle p gilt.

IV.3.7 Satz (Zusatz zu[IV.3.6)
(1) 7vp héngt glatt von p ab, das heifst

(p,t) = 7p(t)
MxR—M

ist glatt.

(2) Der Satz und der Zusatz (1) gelten analog fiir zeitabhéngige Vektorfelder X(t). Dies sind
per Definition Abbildungen I — X(M), I C R Intervall, fiir die (f,p) — X(t), glatt ist.
Integralkurven sind definiert durch die Bedingung

Y(t) = X))

Beweis:
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Dies folgt direkt daraus, dass die Losung einer Differentialgleichung glatt vom Anfangswert ab-
héngt.

Vollkommen analog zum Beweis fiir zeitunabhéngige Vektorfelder.

Alternative Idee: Dem zeitabhéngigen Vektorfeld X (f) ordnet man ein (zeitunabhingiges) Vektorfeld
X auf der Mannigfaltigkeit I x M zu: X(S/m = % + X(s)p, wobei T, , (R x M) = T,R® T,M
identifiziert ist. Man priift leicht nach, dass Integralkurven von X(t) denen von X entsprechen (ist
7 Integralkurve fiir X(t), so ist 5(t) = (t,7(t)) Integralkurve fiir X), und wendet dann das schon
Bewiesene auf X an. Details als Ubung. O

Wir werden im Folgenden immer zeitunabhéingige Vektorfelder betrachten.

IV.3.8 Definition

Der Fluss eines Vektorfeldes X ist die Abbildung

D (pt) = 7p(t)
MxR - M

Wir werden meistens ®;(p) statt ®(p,t) schreiben. ®; bildet einen Punktin M auf einen Punktin M

ab. ® enthilt dieselbe Information wie alle Integralkurven 7;, zusammen, aber der Fokus ist ein anderer:

Man kann sich das so vorstellen, dass das Vektorfeld X die Stromung eines realen Flusses beschreibt.

Genauer ist X(p) die Geschwindigkeit des Fliissigkeitspartikels, das sich am Ort p befindet, und wir

nehmen an, dass dies nicht von t abhéngt (obwohl nattirlich zu verschiedenen Zeitpunkten verschiedene

Partikel bei p sein werden) — die Stromung heifst dann stationéar. Ein Partikel, das sich zum Zeitpunkt 0

am Punkt p in diesem Fluss befindet, befindet sich zum Zeitpunkt ¢ am Punkt ®;(p).

ol

: M — M sagt also, wohin sdamtliche Partikel von M in der Zeit t geflossen sind.

Beispiele: (1) Sei M = R" und X, = v fiir alle p, fiir ein v € R" (ein konstantes Vektorfeld). Die

Losung von
ZYP(t) =70 ')/p(o) =p
ist y,(t) = p + tv, also ist @4 (p) = p + tv.

Also ist z.B. @1 : R" — R" die Translation um den Vektor v.

Sei M = R/Z, Koordinaten wie friiher eingefiihrt, d.h. wir schreiben Punkte in M als Aquivalenz-
klassen [x] von Zahlen x € R, und die Koordinate eines Punktes [x] ist definiert als der Représentant
x in einem fest gewdhlten offenen Intervall I C R der Lange hochstens 1 (jedes solche I definiert ein
Koordinatensystem).

Die Koordinaten eines Punktes p € M in verschiedenen solchen Koordinatensystemen unterschei-
den sich um ganze Zahlen. Das Vektorfeld % ist jedoch auf ganz M wohldefiniert, unabhédngig von
der Wahl von I.

Eine Funktion auf M kann als 1-periodische Funktion auf R aufgefasst werden. Ein Vektorfeld auf
M hat die Form X(x) = a(x) % , wobei a 1-periodisch ist.

Der Fluss von X wird folgendermaflen bestimmt:

(a) Zu p € M wihle xp € R mit [xg] = p.
Lose x(t) = a(x(t)), x(0) = xgo

(b) Setze ®;(p) = [x(t)] fir dieses x.
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Zum Beispiel fir X(x) = % ergibt sich ¥ = 1 = x(t) = xo + ¢, also ®¢(p) = p +t (Addition
modulo 1). Interpretiert man R /Z als Kreis mit Umfang 1, so ist das eine Drehung um ¢, z.B.
o =id.

Die »Integralkurveneigenschaft«, die der Fluss erfiillt, lasst sich auch so formulieren:

d
1 PH(P) = X, ()

IV.3.9 Satz
Sei X € X(M) und ® der Fluss von X. Dann gilt:

a) q)() = idM
b) @5y = D5+ Dy
c) ®;: M — M ist ein Diffeomorphismus.

Beweis:
a) Per Definition ist ®y(p) = p firalle p € M.

b) Uberlegen Sie sich das zunéchst anschaulich! Formaler Beweis:
Sei t fest und fiir s € R sei y(s) = Os(P¢(p)) und ¥(s) = s4+(p) . Es gilt:

. d .
> 7(0) = ®¢(p) und §(s) = = Ps(Pt(p)) = Xopg(a(p)) - Als0 F(5) = Xy (s) -

~ ~ d(s+t d .
> 7(0) = P¢(p) und 7(s) = (Sds ). d(s+t)®5+t(p) =1-Xg ,(p)-also 7(s) = X5()-

v und 7 haben also dieselbe Anfangsbedingung und erfiillen dieselbe Differentialgleichung. We-

gen der Eindeutigkeit miissen sie folglich gleich sein.

¢) o @ ist glatt nach Satz

b
> Es gilt ®;od_; ® Dy (p) @ id und ®_; o ®; = id, also ist ®_; Inverses zu ®; und O, ist
bijektiv.
> (D)1 = D, ist glatt. O

Bemerkung: Sei Diff(M) := {Diffeomorphismen M — M} . Diff(M) ist eine Gruppe beziiglich der
Komposition. a) und b) sagen dann:

(R, +) — (Diff(M), o)
t— Dy

ist ein Gruppenhomomorphismus. So einen Gruppenhomomorphismus nennt man auch 1-Parametergruppe
von Diffeomorphismen.

Wir haben also gesehen, dass jedes Vektorfeld eine 1-Parametergruppe von Diffeomorphismen definiert
(die glatt ist in dem Sinn, dass die Abbildung (t,x) — ®(t,x) glatt ist). Umgekehrt kann man zeigen,
dass jede glatte 1-Parametergruppe von Diffeomorphismen auf diese Weise von einem Vektorfeld stammt
(Ubung). Wir haben also eine bijektive Relation

‘Vektorfelder auf M <— 1-Parametergruppen von Diffeomorphismen von M‘

Z.B. ist durch ®;(z) = ¢z eine 1-Parametergruppe von Diffeomorphismen von C(= RR?) gegeben, mit
zugehorigem Vektorfeld V(z) = (%) =0 ®4(z) = iz. Reell geschrieben ist das V(x,y) = (—y, x).

Dies ist u.a. bei der Betrachtung von Symmetrien wichtig.
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Der Raum der Vektorfelder

Es ist niitzlich, sich einige elementare Eigenschaften des Raums &'(M) klarzumachen.

IV.3.10 Proposition

Sei M eine Mannigfaltigkeit.

(1) Die Menge X' (M) ist ein R-Vektorraum, wobei die Operationen in offensichtlicher Weise
durch (X, Y € X(M), a € R)
(aX)p :=aX,

definiert sind.

(2) X (M) ist ein C*°(M, R)-Modul, wobei fiir g € C*(M,R) und X € X (M) das Produkt von
g mit X durch
(8X)p = g(P)Xp

definiert ist.

Beweis als Ubung. Die Eigenschaften folgen im Wesentlichen daraus, dass jedes T, M ein Vektorraum ist.
Der zweite Teil sagt aus, dass (fg)X = f(¢X) und dass die Operation (g, X) + ¢X bilinear ist. Beides
ist offensichtlich.
Der Punkt ist, dass man im ersten Teil das Vektorfeld nur mit einer Konstante multpliziert (alle Vektoren
werden um denselben Faktor gestreckt oder gestaucht), wahrend im zweiten Teil der Vektor X, mit einer
von p abhdngigen Zahl gestreckt wird.

Ableiten einer Funktion in Richtung eines Vektorfelds
Die zweite ,Funktion’ von Vektorfeldern ist, dass man mit ihnen Funktionen ableiten kann.

IV.3.11 Definition
Sei X € X(M) und f € C®°(M). Die Funktion Xf € C®(M) sei definiert durch

(X)) =afl (%) peM.
Xf heifst die Ableitung von f in Richtung X.

Also eigentlich nichts Neues. Die neue Notation erleichtert aber oft das Leben, z.B. bei der Definition der
Lie-Klammer weiter unten. In Koordinaten:

.. 0 .
Fur X = @, d.h. Xp = ﬁ|p ist

d f ,
df]p (@}p) ﬁ(p) (vgl. Seite [90)
9 _9f
(af) 1) = Lo
Dies motiviert die Notation Xf und % . Allgemein gilt fir X = Y- X' -2,

— i9f
Xf=3 X%
Bemerkung: Die Abbildung (X, f) — Xf ist R-bilinear. Es gilt die Produktregel

X(fg) = (Xf)g+ fXg.

Also
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Die Lie-Klammer (Kommutator von Vektorfeldern)

IV.3.12 Definition (und Satz)
Seien X,Y € X(M). Dann gibt es genau ein Vektorfeld [X,Y], so dass gilt:

X(Yf) =Y(Xf) = [X,Y]f VfeC™(M),

kurz
[X,Y] = XY —YX,

wobei X, Y und [X,Y] als Operatoren C®(M) — C®(M) aufgefasst werden. [-,-] heifit

Lie-Klammer .

Dies sieht zunéchst etwas seltsam aus, ist aber eine der wichtigsten Operationen der »hoheren« Mathema-

tik tiberhaupt!
Beweis (und Koordinatenformel): Gegeben seien X = S X2 el und Y = ZYZ . Dann gilt:

n-sxg (o)

]

- (02

Produktregel aY]
a ; oxt Bx/ Z ax Bxf

und

;0XI
(Xf) Z oxi Bxl Z Bxlaxf

ij

Y
—5. . yixi.
20 VX! oxiox/

= X(Yf)=Y(Xf)=3 Z(X’gf—yl3f>aa§
] ‘ 1

. of . 9
= oL = = R
Ej V4 Py Zf mit Z Ej V4 Py O

Also ist in Koordinaten

:0 ; ;9Y/ 0X/
:E ( ji. 2 ]:E: i917  idA
; z ax/’ z - (X oxt Y axi)

1

mit Z/ wie oben.

Bemerkung: Im U C R", wo Vektorfelder als Abbildungen X : U — R" aufgefasst werden konnen, sagt
diese Formel:
[X/Y]p = dY\p(Xp) - d)qp(yp)
e — | e — |
hier wird Y abgeleitet  hier wird X abgeleitet

Der wesentliche Punkt ist, dass f — X(Yf) und f — Y(Xf) beides Differentialoperatoren zweiter
Ordnung sind ( f wird zweimal abgeleitet). Da aber bei beiden der Teil mit zweiter Ableitung gleich ist,
ist f — X(Yf) — Y(Xf) ein Differentialoperator erster Ordnung und nur deshalb durch ein Vektorfeld
gegeben.
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Bemerkung: Ist D : C*(M) — C*®(M) ein Differentialoperator erster Ordnung, der auf Konstanten
verschwindet, d.h. D(c) =0 fir alle ¢ € R, so gibt es ein Vektorfeld X mit D(f) = Xf fur alle f.
Beweis: »Differentialoperator erster Ordnung« bedeutet, dass D in lokalen Koordinaten die Form
(Df)(x) = a(x)f(x)+>; Xi(x)%(x) fiir gewisse Funktionen 4, X' hat, und die Bedingung D(c) = 0
x
impliziert a = 0.

IV.3.13 Satz (Algebraische Eigenschaften der Lie-Klammer)
Die Lie-Klammer ist eine Abbildung [-, -] : X(M) x X(M) — X(M) mit folgenden Eigenschaften:

(1) [-,] ist R-bilinear, d.h. fiir a,b € R gilt [aX + bY, Z] = a[X, Z] + b[Y, Z] und analog fiir das
zweite Argument.

(2) [-,] ist antisymmetrisch, d.h. [X,Y] = —[Y, X].
(3) Es gilt die Jacobi-Identitat
X, [Y, Z])+ Y, [Z,X]]+ [Z,[X, Y]] = 0.

Beweis durch einfaches Nachrechnen.

Bemerkung: Die Jakobi-Identitdt ist ein Ersatz fiir die Assoziativitat, die nicht gilt: Im Allgemeinen ist
[X,[Y,Z]] # [[X,Y], Z] . Genauer gesagt, gibt die Jacobi-Identitdt genau die Abweichung von der Assozia-
tivitdt an, denn mittels (2) kann sie in [X,[Y, Z]] = [[X, Y], Z] + [Y, [X, Z]] umgeschrieben werden (was
allerdings viel unsymmetrischer aussieht).

IV.3.14 Definition
Ein R- oder C-Vektorraum V zusammen mit einer bilinearen Abbildung [-,:] : V xV — V, die
und (EI) erfiillt, heifit Lie-Algebra.

Beispiel: Ist W ein Vektorraum und V = End(W) die Menge der linearen Abbildungen W — W, so ist V
mit

[X,Y]:=XoY—-YoX, X,Y€End(W)
eine Lie-Algebra. Nachrechnen! (wie oben bei Vektorfeldern) Natiirlich kénnte man das auch mit n x n-

Matrizen formulieren.

Bemerkung: Die Jacobi-Identitdt hat mehrere Umformulierungen, die jede fiir sich eine eigene Bedeu-
tung entfalten:
(1) Fixiere X € V und definiere die lineare Abbildung A : V — V durch A(Y) = [X, Y]. Dann ist die
Jacobi-Identitdt dquivalent zu
A(IY,Z]) = [A(Y), Z] + Y, A(2)]

(nachrechnen!). Dies ist formal analog zur Produktregel (wobei A statt der Ableitung und [, -]
statt dem Produkt zweier Funktionen steht). Eine lineare Abbildung A mit dieser Eigenschaft
nennt man daher eine Derivation bzgl. dem Produkt [-, -].

Dies fiihrt zu einem anderen Beweis der Jacobi-Identitit fiir Vektorfelder: Ist @ der Fluss von X,

soist A(Y) = %\t:Oqj?Y' Also folgt
d
A, Z) = 5 @ilZ]
_d * * d * d *
o TG AR R I A GRS o 2

=[A(Y), Z] +[Y, A(Z)]
Hier sieht man, dass die Derivationseigenschaft tatsdchlich von einer Art Produktregel kommt
(das = in der zweiten Zeile, siehe auch Fuinote[g] beim Beweis von Proposition [[V3.17).
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(2) Bezeichne die Abbildung A mit ady. Dann ist die Jacobi-Identitdt dquivalent zu

ad[y y] = [adx, ady]
(nachrechnen!). Die Klammer rechts ist dabei die zwischen Endomorphismen, wie im Beispiel.

Mit anderen Worten, ad : V' — End(V) ist ein Algebra-Homomorphismus.

Beispiel: (IR?, x) ist eine Lie-Algebra, wobei x das Kreuzprodukt ist.

Die Jacobi-Identitat kann man direkt nachrechnen. Ein besserer Beweis geht dhnlich wie in Bemer-
kung (1) oben: Fixiere u € R3, u # 0 (fiir u = 0 ist alles klar). Fiir t € R sei (o R3 — R3 die Rotation
um den Winkel t mit Achse u entgegen dem Uhrzeigersinn (von der Spitze von u aus gesehen). Dann
gilt

d
dt |t=0
Dieselbe Rechnung wie oben (ohne die Sterne) zeigt dann, dass die lineare Abbildung A(v) = u x v

i (v) =uxo, (Dsu) x (Ppv) = Py (u x v).

eine Derivation bzgl. x ist.

Bemerkung: Die Bilinearitit gilt fiir Multiplikation mit Skaleren, aber nicht mit Funktionen: Ist g &
C®(M), so ist
(X, gY1f = X ((gY)f) ~(§¥)(XS)
|
=g Yf

=Xg-Yf+g X(Yf) = (gY)(Xf)

=Xg - Yf+g [XY]f,
also

[X,8Y] = Xg- Y +g-[X,Y].

Das ist klar: In [X,Y] wird Y (genauer gesagt dessen Koeffizienten) in Richtung X abgeleitet, daher

muss hier die Produktregel zum Einsatz kommen.

. Vektorfelder seien

~—

Beispiel: In R? bezeichne die Koordinaten mit (x,y

d
=
d
Y=x e
Es gilt
J d J d
o = 5 (x55) = () (/)
_ 9 (WY (oY
o ox (x8y> <xa}/) ox
_q1.9f Pf
=1 @—’—x 0xdy v oyox
_of_39
Sy oy
also
220
ox’ "oy’ dy

9

Beispiel: Die Lie-Klammer zweier Koordinatenvektorfelder X = o und Y = % ist [X,Y]=0.
X:

Eine Art Umkehrung dieser Tatsache werden wir in Satz kennenlernen.

Frage: Was ist die geometrische Bedeutung der Lie-Klammer?
Bevor wir dies beantworten, ist es sinnvoll, sich um ein paar Grundlagen zu kiimmern.
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Transformation geometrischer Objekte unter Abbildungen: Push-forward und
Pull-back

Sei F : M — N eine glatte Abbildung. Wir wollen verstehen, wie verschiedene Arten geometrischer

Objekte auf M und N mittels F in Beziehung gesetzt werden konnen. Dies ist aus zwei Griinden sinnvoll:

(1) Im heutigen Verstdndnis der Wissenschaft Mathematik sind zentrale Gegenstdnde des Fachs einer-
seits die mathematischen Objekte/Strukturen (Mengen, Gruppen, Mannigfaltigkeiten etc.) und an-
dererseits die (strukturerhaltenden) Abbildungen zwischen ihnen (z.B. Gruppenhomomorphismen,
glatte Abbildungen etc.). Versteht man diese (was auch immer das im Einzelfall bedeuten mag), so

versteht man schon sehr viel.
(2) Konkreter (und Beispiel fiir (1)): Der Beweis von Satz[IV.3.19| weiter unten wird sehr einfach.

Zundchst kann man mittels F gewissen Objekten auf M entsprechende Objekte auf N zuordnen:

Geometrisches Objekt auf M Geometrisches Objekt auf N, das die-
sem bzgl. F entspricht

Punkt p e M F(p) e N

Kurve y: I - M Foy:I— N

Vektor X, € TyM dﬂp(Xp) € T, N

Wir nennen diese Operationen push-forward, da F Objekte von M nach N ,vorwartsschiebt’. Beachten
Sie, dass F nicht injektiv oder surjektiv sein muss.

Wie steht es mit Funktionen f : M — IR? Um eine entsprechende Funktion N — R zu finden, beginnen
wir mit einem Punkt g € N. Dazu wollen wir ein p € M finden, damit wir f anwenden konnen. Das p
soll aus g mittels F gewonnen werden, also p = F~!(g), und wir erhalten fo F~1: N — R.

Das geht aber nur, wenn F invertierbar ist! Geht es auch ohne diese Voraussetzung?

Was jedenfalls geht, ist der umgekehrte Weg: Starten wir mit einer Funktion ¢ : N — RR, so erhalten wir
mit go F : M — RR eine Funktion auf M: M 5 N3 R Das geht fiir beliebige F. Also:

IV.3.15 Definition
Sei F: M — N eine Abbildung und f : N — R eine Funktion. Der pullback von g unter F ist die
Funktion F*g : M — R definiert durch

F'g=goF, also(F'g)(p)=g(F(p))fiurpeM

D.h. man setzt einfach F(p) in g ein. (Beispiele siehe unten.) Wir setzen die Tabelle fort:
Funktion goF: M — R | g:N—R |

Betrachten wir nun Vektorfelder X € ¥(M). Wie konnen wir X ein Vektorfeld auf N zuordnen? Zu
q € N suchen wir einen Vektor in TyN. Dazu finden wir zunéchst p € M und nehmen dann dFj,(Xp).
Welches p? Wie bei Funktionen ist der einzige Kandidat fiir p, den man aus g mittels F erhalt, p = F~1(q).
Ausgeschrieben also dF|F_1(q) (XF—l(q) ).

Da hier sowohl T als auch F~! vorkommen, ist dies nur definiert, wenn F ein Diffeomorphismus ist —
der Trick bei den Funktionen, mit N zu starten, niitzt hier nichts. Dies ist der schon frither (Definition
[1I.2.11) definierte Begriff des Push-forward eines Vektorfelds.

Schliefslich betrachten wir noch Selbstabbildungen ¥ : M — M. Wie bekommen wir daraus eine Ab-
bildung N — N? Indem wir vorne und hinten mit F bzw. F~! komponieren. Wieder geht dies nur fiir
Diffeomorphismen F. Also:

Fiir einen Diffeomorphismus F : M — N definieren wir:
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Vektorfeld X € X(M) F.(X) € X(N)
Abbildung ¥Y: M — M FoYoF !:N— N

Wir fassen zusammen: Sei F glatt. Dann kann man mittels F Punkte, Kurven und Vektoren von M nach
N vorwiértsschieben und Funktionen von N nach M zurtickziehen. Ist F sogar ein Diffeomorphismus, so
konnen wir Vektorfelder und Selbstabbildungen von M nach N vorwiértsschieben (und natiirlich analog
mittels F~! von N nach M schieben).

Damit erhalten wir Abbildungen

F*:C*(N,R) = C*(M,R)
und fiir Diffeomorphismen F
Fo: X(M) — X(N), F*:=(F 1), : X(N) = X(M).

Man priift leicht nach, dass diese Abbildungen linear sind. Die analoge Abbildungen zwischen Diff(M)
und Diff(N) werden wir nicht brauchen.

Warum so und nicht anders? Diese Entsprechungen sind so gemacht, dass Relationen zwischen verschie-
denen Typen von Objekten bestehen bleiber{’} zum Beispiel:

@ Xp=[ = df (Xp)=[Fon]

und fiir einen Diffeomorphismus F:
(2) (®4)ser Flussvon X = (Fo®; o F!),cR Fluss von F,(X)
(3) 1y Integralkurve von X mit y(0) = p = F o Integralkurve von F,(X) mit (Fo)(0) = F(p)
W Xf=h = (FX)Ef)=F
(65) [X,Y]=Z = [RXEY]=FEZ

Man kann dies natiirlich auch anders schreiben, z.B.

(F*X)(F'f) = F(Xf), [EXEY]=FE(X,Y))
fiir (4), (5). Diese Aussagen reflektieren die Tatsache, dass diese Konzepte (Differential dF, Fluss ® und
Integralkurve) koordinateninvariant definiert sind, man sagt auch natiirlich sind. Diesen Zusammenhang

kann man allgemein beweisen, es ist aber auch einfach, die entsprechenden Aussagen direkt zu beweisen.

Alle eingefiihrten Konzepte werden in diesem Sinne natiirlich sein.

Bemerkung: In vielen Biichern wird pushforward nicht fiir Funktionen und pullback nicht fiir Vektorfel-
der betrachtet. Wir tun es hier trotzdem, da es eine einheitliche Sicht der Dinge (z.B. sieht Formel (4) so

sehr einfach aus) und ein einfaches Verstindnis der Lie-Ableitung (siehe unten) erlaubt.

Beweis:
(1) gilt nach Definition.
@) Ubung.
Nach (3) gilt:
7 Integralkurve von X mit y(0) =p = F o Integralkurve von F,(X) mit (F o ¢)(0) = F(p).

Nach Definition ist ®;(p) = 7p(t) und far den Fluss ¥ von F.(X) gilt ¥;(F(p)) = F(vp(t)), also
Yi(F(p)) = F(®(p)), mit g = F(p) also ¥i(q) = F(®:(F~'(q))).

5Gleichzeitig beantworten sie auch die Frage: Wie soll man’s denn sonst machen?
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(4),(5) Ubung. O

Bemerkung: Bei push-forward bleibt die Reihenfolge von M, N erhalten:
F:M— N, dannF: X(M)— X(N).
Es gelten:
> Ist F=id: M — M, soist id«(X) = X.
> Gegeben drei Mannigfaltigkeiten M, N und K sowie Diffeomorphismen F : M — N und G :
N — K, so gilt:
(GoF)y =GyoF,
Eine Operation F, mit diesen Eigenschaften nennt man kovarianter Funktorﬁ F, ist auch linear, d.h.
F.(X+Y) =FX+FEY, F.(aX) = aF.X fiir Vektorfelder X,Y und a € R. Alle diese Eigenschaften sind
direkt aus den Definitionen offensichtlich.
Dagegen dreht pull-back die Reihenfolge von M, N um:
F:M— N, dannF*:C®(N)— C*(M)
und es gelten:
> Ist F=id: M — M, soist id*(X) = X.
> Gegeben drei Mannigfaltigkeiten M, N und K sowie Diffeomorphismen F : M — N und G :
N — K, so gilt:
(GoF)* =F o G*
Beachte die umgekehrte Reihenfolge rechts!

Eine Operation F* mit diesen Eigenschaften nennt man kontravarianten Funktor . Weiterhin ist F* linear:
F*(f+g) = F*f + F*getc.

Zum Abschluss noch zwei Beispiele fiir pull-back:
Beispiel: = Ist 7:R?> = R, (x,y) — x die Projektion auf die x-Achse und f : R — R eine Funktion

einer Variablen (also ,eine Funktion von x’), so ist (77*f)(x,y) = f(x), d.h. 7* f ist die Funktion von
(x,y), die auf jeder vertikalen Geraden {x = x(} konstant ist und den Wert f(x() hat.

> F:R" - R", F(x) = x + v Translation um den Vektor v € R":

(F*f)(x) = f(x+ v). Man erhilt den Graphen von F*f, indem man den Graphen von f um —v
(beachte Minuszeichen!) verschiebt.

Die Lie-Ableitung und die geometrische Bedeutung der Lie-Klammer

Die Lie-Ableitung ist eine Verallgemeinerung eines der grundlegendsten Konzepte der Analysis, der Ab-
leitung. Sie wird uns helfen, die geometrische Bedeutung der Lie-Klammer zu verstehen.

IV.3.16 Definition

Sei M Mannigfaltigkeit und X € X' (M) ein Vektorfeld auf M. Fiir ein Objekt O (Funktion, Vek-
torfeld, spater auch Differentialform, Tensor) definiere die Lie-Ableitung von O in Richtung X
als

— d 83
LXO — E|t:0q>t O

wobei (®¢)scr der Fluss von X ist.

6Genauer besteht der Funktor darin, zu jeder Mannigfaltigkeit M den Raum X (M) und zu jedem Diffeomorphismus F : M —
N die Abbildung Fsx : X(M) — X (N) zuzuordnen. Fiir Einzelheiten schlagen Sie ,Kategorientheorie’ nach.
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Lx O ist ein Objekt desselben Typs wie O. Ausfiihrlicher:
LxO = lim ®0-0
t—0

Wir betrachten hier nur Funktionen und Vektorfelder[] Fiir diese reduziert sich das auf bekannte Opera-

tionerﬁ

IV.3.17 Proposition
(1) Fur f € C®°(M,R) ist Lx f = Xf.

(2) Fir Y € X (M) ist LyY = [X,Y].

Beweis: (1) Mit Kettenregel und Definitionen ist fiir p € M
(Lxp = oo @EDF) = H_of(@i(p) =, (Gl @(p)) = df] (Xp) = (XF)y
(2) Wir verwenden die Natiirlichkeit der Operation (Y, f) — Y[ unter pullback, angewendet auf den
Diffeomorphismus ®;:
@i (YS) = (PrY) (P f)
fiir beliebige Funktionen f. Wir differenzieren beide Seiten nach t und setzen dann t = 0. Wegen
@) f = f und dFY =Y folg{f]

d d d

7l oD (Yf) = (E}tzoq)?y)f +Y(o 0Pt f)
Wegen (1) und der Definition von LxY also X(Yf) = (LxY)f + Y(Xf). Damit folgt (LxY)f =
XYf—YXf =[X,Y]f fiir alle f, also die Behauptung. O

Bemerkung (Geometrisches Verstindnis der Lie-Ableitung):
Funktionen: Betrachte zunichst eine Funktion einer Variablen, f € C*(R). Wir kénnen die Ableitung

f ! (p) = }in& w auf zwei Weisen verstehen:
.

(a) Ich bewege mich entlang der Kurve t — p +t (nach rechts, wenn t zunimmt) und betrachte dabei
die Momentandnderung der Funktionswerte.

(b) Ich bleibe beim Punkt p stehen und lasse die Funktion f (genauer ihren Graphen) nach links an mir

vorbeiziehen. Dabei betrachte ich die Momentandnderung der Funktionswerte bei p.

Dies ist der Spezialfall X = %, mit ®;(p) = p +t. Da @} f die um ¢ nach links (fiir + > 0) verschobene
Funktion f ist, beschreibt (b) genau die Formel

') — fim (2EN(P) — f(p) _ d ¥
F(p) = lim S2SELLE) ) ) p).
Dasselbe gilt fiir Funktionen auf einer Mannigfaltigkeit M und ein Vektorfeld X auf M: (a) beschreibt
d f]p(Xp), und (b) beschreibt (Lxf)(p) (wobei der Graph entgegen dem Fluss von X verschoben wird),

und beides ist gleich.

Vektorfelder: Wollen wir ein Vektorfeld Y in Richtung des Vektorfelds X ableiten, so gehen wir wie in (b)
vor: Fiir jedes t betrachten wir ®;Y, dann bilden wir (LxY), = }ir% M.
—
Bedeutung von ®;Y = (®_;).Y: Der Fluss von X ,nimmt das Vektorfeld Y mit’ (und verzerrt es dabei).

Da der Fluss von X zur Zeit —t gleich dem Fluss von —X zur Zeit t ist, folgt:

7Beachte, dass die Definition nur sinnvoll ist, wenn die ,Objekte’ einen Vektorraum bilden und wenn fiir sie pull-back unter
Diffeomorphismen definiert ist. Dies ist fiir Funktionen und Vektorfelder erfiillt. Genau genommen braucht man noch
topologische Eigenschaften fiir die Betrachtung der Grenzwerte, dieser sind hier unproblematisch.

8Die neue Notation ist aber durch die vereinheitlichte Sicht iiber verschiedene Objekttypen gerechtfertigt.

9Verwende folgende Tatsache aus Analysis II: Ist (s,t) — h(s,t) eine nach s, t differenzierbare Funktion, so ist %(h(t, ) =
(0sh)(t, t) + (3¢h)(t, t). Beweis mit Kettenregel. Hier h(s, t) = (@I Y)(®; f).
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(LxY)p ist die Momentananderung des Vektors bei p, den wir beobachten, wenn wir im Punkt
p sitzen und beobachten, wie Y von dem Fluss von —X ,mitgenommen’ wird.

Die Lie Ableitung wird daher manchmal auch fisherman’s derivative (Angler-Ableitung) genannt: Der
Angler sitzt im Punkt p und beobachtet, wie der Fluss und alles, was in ihm treibt, an ihm voriiberzieht.

Beachte: Beschreibung (a) steht uns fiir Vektorfelder Y nicht zur Verfiigung. Denn dazu miissten wir
die Differenz Yg, (,) — Yp bilden. Es ist aber Yg, () € To, ()M, Yp € TpM, und es macht keinen Sinn,
die Differenz zwischen Vektoren in unterschiedlichen Vektorraumen zu bildenm Bei Beschreibung (b)
passiert die Differenzbildung in T), M.

Bemerkung: Es gibt einen wichtigen strukturellen (rechnerischen) Unterschied zwischen der Lie-Ableitung

Lx f von Funktionen f und der Lie-Ableitung LxY von Vektorfeldern Y, in der Art der Abhingigkeit von

X € X(M). Am einfachsten sieht man dies in Koordinaten. Sei daher X = XI%

> Fiir eine Funktion f auf M ist
—xf=Yx of
LXf - f_ Ix!

> Fir ein Vektorfeld Y = > Yi% ist

) ; 9Y/ 90X/
LXY:[X,Y]:ZZWQ, Z]_Z<Xlaxiylaxi>
]

wie vorher berechnet.

Beachte, dass bei LxY Ableitungen von X auftreten, bei Lx f aber nicht. Man sagt, LxY ist bzgl. X nicht
tensoriell (Lx f aber schon). Mehr dazu spéter.

Eine der wichtigsten Anwendungen der Lie-Ableitung ist folgende infinitesimale Charakterisierung
der Invarianz unter einem Fluss. Sie tibertragt die Beziehung zwischen Vektorfeldern und 1-Parametergruppen
auf die Lie-Ableitung.
IV.3.18 Satz

Sei X ein Vektorfeld auf M mit Fluss (®;);cr. Fiir ein Objekt (Funktion, Vektorfeld, Tensor etc.) O
auf M sind dquivalent:

(1) O ist unter dem Fluss invariant, d.h. ;O = O fiir alle ¢t.
(2) LxO =0.

Dies ist das hohere Analogon zum Satz, dass eine Funktion auf R genau dann konstant ist, wenn ihre
Ableitung tiberall verschwindet.

Beweis: (1) = (2): Da ®;O unabhingig von ¢ ist, ist LxO = % t:Oq);‘O =0.
(2) = (1): Sei O(t) = ®;O. Dann ist fiir beliebige *
00) _ |, 914090

dt h—0 h
OF (PF0 -0
e ¥ (@[0-0)
h—0 h
0 -0
= ®f (lim e )
h—0 h

= @} (Lx0) = ®;0 =0

10Gje kénnten einwenden, dass man mit Hilfe einer lokalen Karte beide Tangentialraume Tq,[ (p)’ Tp M mit R" identifizieren und
dann die Differenz bilden kénnte. Das Ergebnis wiirde aber von der Wahl der Karte abhdngen, wie man leicht nachrechnen

kann. Wir wollen aber ein invariantes (koordinatenunabhéingiges) Resultat — das macht die Geometrie aus.
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unter Verwendung der Eigenschaften des pullback. Also ist O(t) konstant in f, d.h. O(t) = O(0) = O fiir
alle t. -

Erste geometrische Bedeutung der Lie-Klammer

Proposition [[V:3.17(2) liefert die erste geometrische Bedeutung der Lie-Klammer. Wegen ihrer Bedeutung

schreiben wir sie nochmals auf.

IV.3.19 Satz
Seien X,Y € X(M) und sei ® der Fluss von X. Dann gilt

_d (D) Y
[X/ Y] - a‘t:()(q)—t)*y - }E)‘% t 7
N —

»Lie-Ableitung«

das heifit [X,Y] ist die Anderungsgeschwindigkeit von Y unter dem Fluss von X.

Am Ende des Abschnitts ist ein direkter Beweis, ohne Verwendung der Lie-Ableitung, gegeben. Er ist
viel langer. Das zeigt, wofiir die Betrachtung von pull-back niitzlich war. Denn nur pull-back erlaubte die
Definition der Lie-Ableitung und damit den einfachen Beweis.
dd_
)

Lie-Klammer = dieser Vektor//’(\ /\

geteilt durch ¢ fiir t — 0 / |

, \
\
\?Q,t’qt (th)

\

Yp

Abbildung IV.1.: (@)« Y)p = dP_y| (V)

Zweite geometrische Bedeutung der Lie-Klammer
Mit Hilfe der Lie-Klammer lassen sich zwei Fragen beantworten:

(1) Seien @, V¥ die Fliisse zweier Vektorfelder X, Y auf M. Gilt dann ®; 0 ¥; = ¥ o &, fiir s, t € R?

D.h.: Lauft es auf dasselbe hinaus, ob wir erst in Richtung (des Flusses von) Y laufen, dann in

Richtung X oder umgekehrt?

(2) Gegeben Vektorfelder Xy,..., X, auf M, dimM = n, gibt es dann Koordinaten xl, ..., x", so dass
auf der Koordinatenumgebung X; = ﬁ fiir alle 7 ist?

Die Antwort auf beide Fragen ist 'Im Allgemeinen Nein’. Mit der Lie-Klammer lésst sich eine dquivalente
Bedingung formulieren, wann die Antwort Ja ist.
Die erste Frage beantwortet folgender Satz.

IV.3.20 Satz
Seien X,Y € X¥(M), ® der Fluss von X und ¥ der Fluss von Y, so sind dquivalent:

@ [X,Y]=0

(ii) Vs, t:Ps0¥; =Yiods (man sagt, die Fliisse kommutieren)
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Beispiel: Gegeben M = R?, X = aa—x , Y = x% mit den Fliissen
D,(x,y) = (x+s,y) und
Yi(x,y) = (x,y+ tx).
Dann ist z.B.
D;(0,0) = (5,00 = ¥:(Ds(0,0)) = (s,ts) und
1 ungleich
T1(0,0) = (0,0) = ®5(¥+(0,0)) = (s,0),

anders gesagt: ¥_®_;¥;Ds(p) # p fir p =0 (falls s,t #0).

Zum Beweis brauchen wir ein

IV.3.21 Lemma

Sei F: M — M ein Diffeomorphismus und X € X(M) mit Fluss ®. Dann sind dquivalent:
(1) F(X)=X

(2) Fo®; =®;0oF fiuralle t € R

Beweis: Nach (2) auf Seitehat F.(X) den Fluss Fo®; o F~!.Istalso F.(X) = X, so folgt Fo®;o
F~! = ®;. Umgekehrt bestimmt der Fluss das Vektorfeld, also gilt auch die andere Richtung. O

Beweis (von Satz[[V.3.20): Mit Satz[[V.3.18|folgt:
[X,Y] =0 = LyY =0 < &;Y =YVt

Nach dem Lemma (mit X ersetzt durch Y, also ®; ersetzt durch ¥, und mit F ersetzt durch ®_;) ist dies
dquivalent zu ®_; o ¥s = ¥; 0 @, fiir alle s, £. a

Satz zeigt die geometrische Bedeutung der Bedingung [X,Y] = 0. Hat die Lie-Klammer auch
im Allgemeinen eine geometrische Bedeutung?

Ja, am einfachsten lasst sich das im R” formulieren:

IV.3.22 Satz
Gegeben X,Y € X(U), UCR" und p € U. Seien ®,¥ die Fliisse von X,Y . Dann gilt:

X, Y], = lim Y1141 ®@i(p) —p _ i, TePi(p) — i¥i(p)
P TS0 2 t—0 £2

Beweis: Ubung O
Wir beantworten nun die zweite eingangs gestellte Frage.

IV.3.23 Satz (Koordinatenvektorfelder)

Sei p € M und seien Xj,..., X, Vektorfelder, die auf einer Umgebung von p definiert sind.
Dabei sei n = dim M. Dann sind dquivalent:

(1) Es gibt lokale Koordinaten x nahe p mit X; = % fr i=1,...,n nahe p.

(2) Fir alle i,j ist [X;, Xj} =0 nahe p,und Xjp,..., Xpp sind linear unabhéngig.
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O_ ¥ (p)
Y@t (p)

9 =Y_1®_ ¥ Pt (p)

5 @4 (p)

Abbildung IV.2.: So kénnte in Satzdie Verschiebung von p entlang der Fliisse aussehen, wenn X nach rechts gerichtet
ist und Y nach oben. Es gilt: gy = p + 2[X, Y]p + o)

Beweis: = @ gilt, da

2 2= 2L - 7S
ox!” 9x/ oxiox/  oxfoxt
fur alle f und da %, cee axin in jedem Punkt linear unabhingig sind.
@) = ({1 : Sei @ der Fluss von X; . Nach Satzkommutieren alle ®F nahe p fiir t nahe 0. Fiir
t1,...,t; nahe 0 definiere
Pt ... ty) = (cb}l 0@ o...oq>;ln) (p).
Dann gilt

d .
%(t) = X1 (mit £ = (b, b)),

Da die ®* kommutieren, gilt auch

(p(tl,...,tn) = (Cblfko@}l o--.) (P)

und damit 5
P4y — vk
a—tk(t) = Xo)-
Dabher sind gT(’; 0),---, % (0) linear unabhéngig (nach Voraussetzung), also ist ¢ ein Diffeomorphismus

U — U fiir eine Umgebung U von 0 im R" und eine Umgebung U von p in M (Satz iiber die
Umbkehrabbildung). Auflerdem ist in diesen Koordinaten gerade

k_ 9 9 _9¢
X s (aatk_atk) ]

Zum Abschluss geben wir hier einen Beweis von Satz ,zu Fufs’.

Beweis (Zweiter Beweis von Satz[[V;3.19): Wir rechnen dies zundchst im R" nach. Am iibersichtlichsten
geht das, wenn man alle Funktionen von t um t = 0 Taylor-entwickelt (zu erster Ordnung). Zum Beispiel
gilt fiir Kurven vy
Y(t) = ¥(0) + t7(0) + £ - glatte Funktion
| =0(12) |

also mit y(t) = P(p)

d

®i(p) = @o(p) +1 4 @i(p) +O(P)
e — |
=Xy (p)
=p+tX, + O(?).
Mit einer Taylor-Entwicklung und der Kettenregel erhalten wir aulerdem fiir Abbildungen F : U — R"
F(p+tXp +O(t?)) = E(p) +t - df]p(Xp) +0(#?),

() 8(0) T

$'(0)
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also (mit F =)
Yo, (p) = Yp+tXp+O(t2) =Y+ tdﬂp(xﬂ) +0(#).
Weiterhin gilt:
D_i(p) = p—tX, +O(t?)
= @ ;=id—tX +O0(#)
1=+ (p) . 2
dd_y =did| —td O(t
t’q ! ”1 X”i + ( )

—id 2
=id th‘p-o-tXp+O(t2) +O(t%)

— 1 — . . .. 2
- ey, =id (dX|p Fto( )) +0(R)
=id—t-dX +O(#).
X +0(#)
Also
— 2
A0, ) Yay(p) = Yo, (p) — 14X (Yo (p)) +O(E)
=Yy + tdY|p(Xp) - th|p(Yp + tdY|p(Xp) +0(£2)) + O(t?)
=Y, +t (dqu(x,,) — d)qp(yp)> +0(t?).
Die t-Ableitung davon bei t = 0 ist
), (%) —dX] (%) = [X, Y],
was zu zeigen war.

Zur Ubertragung von U C R" auf beliebige Mannigfaltigkeiten verwendet man, dass die Lie-Klammer
sich bzgl. Diffeomorphismen nattirlich verhilt, d.h. wenn F : M — N ein Diffeomorphismus ist, dann
gilt

[F.X,E.Y] = FK[X,Y], O

und dass sich der Fluss nattirlich verhilt, siehe (2) und (5) auf Seite

IV.4. 1-Formen und Tensoren

Wir werfen nun einen systematischen Blick auf gewisse Objekte, die uns schon oft begegnet sind.

1-Formen

Erinnerung: Fiir f € C*(M,R) ist fiir jedes p € M df] = eine lineare Abbildung T,M — R. Dies ist ein
Beispiel einer 1-Form. Wir fixieren zunéchst p und schreiben V' statt T,M.

Etwas lineare Algebra: Dualraum

V sei ein R-Vektorraum der Dimension 7.

IV.4.1 Definition
Eine Linearform auf V ist eine lineare Abbildung V — IRR. Der Dualraum von V ist der
Vektorraum

V* = {Linearformen auf V}.
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Offenbar ist V* ein Vektorraum, z.B. ist Addition »punktweise« definiert: Gegeben «, f € V*, dann ist
«+ B € V* definiert durch
(a4 B)(v) == a(v) + B(v) firalleveV

Fiir die spateren Rechnungen in Koordinaten brauchen wir den Begriff der dualen Basis:

IV.4.2 Satz (und Definition)

Sei {eq,...,en} eine Basis von V. Definiere el e V* firi=1,...,n durch
(%) ¢'(v) := Koeffizient von ¢; in der Darstellung von v € V in der Basis {e1, ..., e, }.

Dann ist {e!,...,e"} eine Basis von V*, die sogenannte duale Basis zu {eq,...,e,}.
Die Darstellung von & € V* in der Basis {el, .o} st

n
a = thie’, o; = a(e;).
i=1

Bemerkung: (x) sagt
n
el (Zvjej> =9 (0},...,0" € R)
i=1
Offenbar ist dies wirklich eine Linearform. Es gilt

) . 1 fallsi=j
e’(ej)zé} ::{ asr=y

0 sonst

Dies definiert ¢/ schon eindeutig, da lineare Abbildungen bereits durch ihre Werte auf einer Basis (hier
{e1,...,en}) festgelegt sind.

Beweis: Wir zeigen zunichst die Formel fiir a. Sie zeigt, dass {e',...,¢"} ein Erzeugendensystem von
V* ist. Hierzu sei v € V beliebig, v = 3_; v'¢; . Dann ist

a(v) =) o'a(e;) (« linear)
i
= Z o' (Definition von a;)

= we'(v) (v = ¢ (v))

Da dies fiir alle v gilt, folgt a = > aze’ .

1

Lineare Unabhéngigkeit von e, ...,e" : Sei > ajel = 0. Setze ej, ein mit i beliebig. Dann folgt a;; =0,

also o =---=wa, =0.

Wir halten noch fest (Anwenden einer Linearform auf einen Vektor in Koordinaten):

v= Zviei, = Zcxiei, dann a(v) = Zcxivi
i i i

Bemerkung (Identifizierungen, kanonische Isomorphismen und Koordinateninvarianz): Aus dem Satz
folgt dim V' = dim V*. Daher sind V und V* isomorph zueinander, wir konnten sie also miteinander iden-
tifizieren. Das tun wir jedoch nicht, aus guten Griinden:

Es gibt viele Isomorphismen V — V*. Um einen davon zu wihlen, muss man zusitzliche Daten ange-
ben. Man sagt auch, es gebe keinen kanonischen Isomorphismus.
Wihlt man z.B. eine Basis {ej,...,e,} von V und die dazu duale Basis {e!,...,¢"} von V*, so definiert

ej e firi = 1,...,n (und lineare Fortsetzung) einen Isomorphismus V — V*. Allerdings wird man bei
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Wahl einer anderen Basis meistens einen anderen Isomorphismus erhalten.

Im Kontext von Mannigfaltigkeiten entspricht der Wahl einer Basis die Wahl lokaler Koordinaten[7] Soll
ein Begriff auf einer Mannigfaltigkeit geometrische Bedeutung haben, sollte er unabhingig von der Wahl
lokaler Koordinaten sein.

Dabher ist es sinnvoll, isomorphe Objekte zu unterscheiden, aufler wenn es einen kanonischen Isomorphis-
mus zwischen ihnen gibt. Daher werden wir V und V* unterscheiden, und analog spater Vektorfelder
und 1-Formen etc.

Spater werden wir Skalarprodukte auf V betrachten. Mit Hilfe eines Skalarprodukts wird ein Isomor-
phismus V — V* festgelegt (ausgezeichnet). Dann kénnen wir Vektorfelder und 1-Formen miteinander
identifizieren. Aber auch das ist nur manchmal sinnvoll. Wenn immer maoglich, sollten wir es nicht tun.
Das erleichtert Verstandnis und Rechnungen.

Ein Beispiel eines kanonischen Isomorphismus ist die Abbildung V — (V*)*, die einem Vektor v € V die
lineare Abbildung V* — R, « — «(v) zuordnet. Wie man sieht, ist es fiir die Definition dieser Abbildung
nicht notig, eine Basis zu wahlen.

Sei nun M eine Mannigfaltigkeit. Eine 1-Form auf M ist eine »Linearform an jedem Punkt«, genauer:

IV.4.3 Definition
Eine 1-Form a auf M ist eine Zuordnung p — a;, die jedem p € M ein ap € T;M zuordnet,

so dass «, glatt von p abhéngt. Hierbei heifst T)M := (T,M)" der Kotangentialraum . Was
»glatt von p abhingt« bedeutet, sehen wir gleich.

Beispiel: Ist f € C*®°(M,R), so ist df eine 1-Form auf M (aber nicht jede 1-Form kann so geschrieben
werden).

1-Formen in Koordinaten

Sei x: US" — R" ein Koordinatensystem und p € U. Dies definiert die Basis %p,... 9 , von
Ty M. Was ist die duale Basis?

IV.4.4 Lemma

d 0 9 : AL 3 1 n
Die zu axlyp"“'axn|p duale Basis von TPM ist dx |p,...,dx |p.

Hierbei sind x' : U — R die Koordinatenfunktionen, also ist dxi‘p linear, also dxi‘p S T;M. Damit ist
die Aussage zumindest sinnvoll.

Beweis: Wegen der Bemerkung nach Satz [[V.4.2] folgt dies aus
i (9 o v
ax], <axf v) =5 P) =9 O

Damit ldsst sich jede 1-Form schreiben als a, = 1 ; ai(p)dxi|p mit a;(p) = ar,(%h’), wobei

«; : U — R Funktionen sind. a heifit glatt, falls die «; glatte Funktionen sind. Wir schreiben kurz

- ]
o= Zaidx’, a; = “(axf)
i

Beispiel: Sei « = df fiir f € C*(M,R). Wegen dﬂp(i{p) = 9 gt

T oo

1 Hier V = TpM und ¢; = %'P' siehe unten.
x
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Koordinatentransformation fiir 1-Formen und Vektorfelder

Genau genommen ist die »Definition« von Glattheit nicht korrekt, da sie von der Wahl der Koordinaten
abhdngt. Daher (und aus vielen anderen Griinden) ist es niitzlich, sich zu tiberlegen, wie sich 1-Formen
unter Koordinatenwechseln transformieren. Genauer:
Seien x: U; - R", y: Up = R" zwei Koordinatensysteme mit U = U; NUp # @. Sei a eine 1-Form
auf M. Auf U; schreibe
a = Z a;dx!
1

und auf U, schreibe
n = Z ,B]dy]
j

Frage: Wie berechnet man die «; aus den f; (auf U) oder umgekehrt?

1

Antwort: Die yj sind Funktionen auf U. Man kann sie also als Funktionen von x*,...,x" auffassen.

Wir schreiben diese als
vy =yl(x},... 2",
(Diese Scheibweise ist zwar etwas zweideutig, da das Symbol 1/ in zwei Bedeutungen vorkommt — als
Funktion auf U C M und als Funktion auf x(U) C R" - aber sie ist sehr niitzlich!)
Durch Anwenden der Formel fiir df (Seite auf f =y erhalten wir

dyl = Z ay dx
also
Xj:ﬁjdyj = ;ﬁjgﬁd Z (Z Bj 2{)
Da dies gleich ucidxi ist und da dx1,...,dx" eine Basis ist, folgt:

IV.4.5 Lemma (Transformationsregel fiir (die Koeffizienten von) 1-Formen)

Falls Y- aidx! = 3" Bdy/ ist, so ist

" _ 9y’

( ) n; = Zﬁ]@
]

Wiederum sollte man sich eher die Herleitung als die Formel merken. (insbesondere folgt: sind die
ﬁj glatt, so auch die «;; damit ist Glattheit von 1-Formen wohldefiniert; beachte, dass dies funktioniert,
da die Koordinatenwechselfunktion x +— y(x) (frither x genannt) glatt ist, daher ist das die zentrale
Bedingung in der Definition von Mannigfaltigkeiten)

Man vergleiche dies mit

IV.4.6 Lemma (Transformationsformel fiir (die Koeffizienten von) Vektorfeldern)
o _ j 9 j i
Falls > a o >b Ew ist, so ist

&) b= Z a]/]

oxt’
i

Beweis: Zunichst gilt aa =3 glai denn: Ist v € T,M beliebig, v = 3" v/ %h’ , so erhdlt man durch
y/ Y

Anwenden von dy*
dy* (v) = ok,

Also v/ = dy/(v) . Man wende dies mit v = % an und verwende dy/ (%)

x!

ay/
oxt
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Also ist

1

;9 oy 9 oyl \ 9

Mit Koeffizientenvergleich folgt die Behauptung. O

Bemerkung: Durch Vertauschen der Rollen von x,y (oder mittels des Satzes tiber die Umkehrabbildung)
kann man (f) umschreiben in:

, o'
*) B =2 i

1

(wobei jetzt natiirlich jedes x' als Funktion x'(y',...,y") aufgefasst wird).

Vergleiche mit ():

i ioy/
b = Za e

1
Das ist dhnlich zu (%), aber doch verschieden! Man nennt () die kovariante und die
kontravariante Transformationsregel . (das hat wenig mit der kovarianten Ableitung zu tun — leider)

In einem Grofiteil der physikalischen Literatur und in (vor allem) der &lteren mathematischen Literatur
sagt man (ich lasse mal das Argument p € M weg):

Ein Tangentialvektor an M in p ist dadurch gegeben, dass man zu jedem Koordinatensystem x =
(x%,..., x™) einen Vektor (111, ...,a") reeller Zahlen angibt, derart, dass bei Ubergang zu einem anderen
Koordinatensystem y = (y',...,y") sich der Vektor in (b!,...,b"), bestimmt durch (%), transformiert.

(In moderner mathematischer Sprache wiirde man das so ausdriicken: Ein Tangentialvektor an M in p
ist eine Abbildung, die jedem Koordinatensystem um p einen Vektor in IR"” zuordnet und dabei folgende
Eigenschaft hat: Sind x, y zwei Koordinatensysteme und (a',...,a"), (b',...,b") die zugeordneten
Vektoren, so gilt fiir diese die Beziehung ().

Da ist doch unsere invariante Definition eines Tangentialvektors handlicher!)

Analog fiir 1-Formen mit (7).

Man schreibt in dieser Literatur nie ) ai% , sondern einfach (a') (oder a').
Vorteil: kiirzere Notation
Nachteil: Man muss die Transformationsformeln auswendig wissen. (bei der Notation ) ai% ergeben
sie sich fast automatisch, s. oben)

Entsprechend nennt man in der Physik eine Linearform oder 1-Form einen kovarianter Vektor und
einen Vektor oder ein Vektorfeld einen kontravarianter Vektor (wobei jeweils statt Vektor auch Tensor
gesagt wird; es gibt aber auch allgemeinere Tensoren, s. unten). Merke:

Linearform: ‘ kovariant ‘ untere Indizes

Vektor: ‘ kontravariant ‘ obere Indizes

(gemeint sind immer die Indizes der Koeffizientenfunktionen; bei den Basiselementen ist es umgekehrt)
Die Stellung der Indizes ist leicht zu merken, wenn man bei den Koordinaten x! die Indizes immer
oben schreibt und die Einsteinsche Konvention beachtet. Z.B. hat dx’ einen oberen Index, also muss der

Koeffizient einen unteren haben.

Tensoren

Im Laufe der Vorlesung sind uns verschiedene Konzepte begegnet, die jedem p € M ein »Objekt bei p «
zuordnen:

> Vektorfeld: Xp € TyM
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> Differential einer Funktion f € C*®(M,R): d ﬂp :Ty,M — R
> 1. Fundamentalform: g, : T,M x TyM — R bilinear
> Weingartenabbildung: W, : TyM — T, M linear

Wir wollen diese Art von Objekten systematisch betrachten. Sie heifSen »Tensoren«.
Zunéchst halten wir p fest und schreiben V' statt T, M.

Etwas (multi-)lineare Algebra

Sei V ein n-dimensionaler IR-Vektorraum und W ein R-Vektorraum.

IV.4.7 Definition
Eine Abbildung A : V° =V x --- x V. — W heifst R-multilinear, falls sie linear in jedem Argument
serparat ist, d.h. fiir vy, .. .,vs,v’l c€V,aeR gilt

A(vy +0),02,...,05) = A(vy,0y,...,0s) + A(v],02,. .., 0s)

und
A(a-vq,0g,...,05) =a-A(vy,0,...,0s)

und beides jeweils analog an der i. statt der 1. Stelle. A heifit auch Multilinearform .

Wir werden nur W = R und W = V betrachten.
Eine lineare Abbildung V — R heifit auch Linearform (wie vorher). Sind «, Linearformen, so
definiere die Bilinearform a @ f: V x V — R durch:

(@ p)(v,w) = a(v) - f(w)
(sprich & tensor ). « ® B heifit Tensorprodukt von a, §. Offenbar ist & ® f wirklich bilinear.

Allgemeiner fiir Linearformen «q,...,a;:
(01 ®...Qas)(v1,...,05) =ag(vg) -~ s (vs) (v1,...,0s € V)

definiert die Multilinearform

X ®...0as: VS = R.

Auf diese Weise erhdlt man nicht alle Multilinearformen, aber zumindest eine Basis. Dies zeigen wir

nun. Zundchst ist die Menge
(V)® = V*® ... @ V* := {Multilinearformen V* — R}

offenbar ein Vektorraum. Eine andere gangige Notation fiir (V*)® ist T0.

Darstellung von Multilinearformen beziiglich einer Basis

Sei {ej,...,en} eine Basis von V und {el,...,e"} die duale Basis von V*.

IV.4.8 Satz
{h ®---®eés :iy,... is € {1,...,n}} ist eine Basis von (V*)®*. Fiir eine Multilinearform A ist
A= Z Ai1~~~isei1 ®---Qes
i1 s

mit Ail“'is = A(El‘l,. 5 .,eis) o
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Beweis (Fiir n = 2 — der Einfachheit halber): Seien v,w € V, v = 3. vle;, w = wae] (also o' = €/ (v)
und w/ = e/(w) ). Dann ist

=A (Z viei,zwjej) A bilinear > v'wl Alee)).
i j ij
Nun ist v'w/ = et (v)el (w) = (¢ ®ej)(v w) und A(ei,e]-) Ajj, also

ZAI, ‘@e) (o).

Dies gilt fiir alle v, w, d.h.
A=Y A @e.
ij
Dies zeigt, dass {¢' ®e/ :i,j=1,...,n} ein Erzeugendensystem fiir (V*)®? ist. Dass diese Menge linear
unabhéngig ist, sieht man so:
Sei > Al-,]-ei ®el = 0. Setze (eio’eio) ein, dann folgt
Z Ai,je’ (eio )(3] (Ejo) =0.
=Aigio
=0 fur alle (ip, jo) - (also alles analog wie fiir Linearformen!) O

Also gilt Ajjj,

Im Fall W =V (statt W = R) schreibt man analog z.B. fiir

s =1: a Linearform, v € V, dann
a®@v:V—=>V,w—a(w) v
s=2: apecV*,veV, dann
A®@BRV:VE = V,w,wy — a(wr) - Blwy) -0

etc. ...
Dann gilt analog zu
A : V% — V multilinear = A = ' Z A11 is @@ ®e]-‘
s =1 Basis von (V*)®s@V

mit Aélmis bestimmt durch

Z 6,1,...,81'5)

j
Bemerkung: Fiir Bilinearformen ist (Aij)i,j=1,...,n die altbekannte Darstellung beztiglich der Basis, ebenso

fuir lineare Abbildungen V — V ist (A{ )i,j:l,.u,n deren Matrix beziiglich der Basis.

Sie nun M eine Mannigfaltigkeit.

IV.4.9 Definition
a) Sei s € N. Ein (0,s)-Tensor (oder Tensor vom Typ (0,s) oder s-fach kovarianter Tensor)

ist eine Zuordnung A, die jedem Punkt p € M ein A, € (T;M)®S zuordnet, d.h.

Ap : TyM x -+ x TyM — R multilinear

s Faktoren

und so, dass Ap glatt von p abhingt.
b) Ein (1,s)-Tensor (oder s-fach kovarianter und 1-fach kontravarianter Tensor) ordnet jedem
p € M eine multilineare, in p glatte Abbildung
Ap:‘Tpr --~><T,,]V{—>T,,M

s Faktoren

zu.
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Bemerkung: Der Einfachheit halber kann man auch s = 0 zulassen; was heifst das? Zunéchst fiir einen
Vektorraum V : Per Definition ist V? = R. Eine »0-Linearform« ist also eine lineare Abbildung

a:R— R

Jedes solche « ist von der Form a(t) = ¢ -t firein ¢ € R (¢ = a(1)). Also kann man 0-Linearformen
mit Zahlen in R identifizieren.
Analog ist jede lineare Abbildung
a:R—=V

von der Form «a(t) = t-v firein v € V (v = a(1)). Die Menge dieser linearen Abbildungen kann man

also mit V identifizieren.

Also ist es sinnvoll, die Definition so zu ergédnzen:

IV.4.10 Definition

¢) Ein (0,0)-Tensor ist eine glatte Funktion

M — R.

d) Ein (1,0)-Tensor ist ein Vektorfeld auf M.

Bemerkung: Es gibt auch (r,s)-Tensoren mit » > 2. Diese kommen aber seltener vor (in dieser Vorle-
sung gar nicht). Wer nun glaubt, dies miissten dann multilineare Abbildungen V* — V" sein, irrt sich!!
(Korrekte Antwort: (7,s)-Tensor = Multilinearform (V*)" x V* — R, siehe z.B. Kiihnel)

Tensoren in lokalen Koordinaten

Nach all den Vorbereitungen ist das jetzt einfach:

> Ist A ein (0,s)-Tensor, so gilt
n
A= Z Ai1~~~i5dxll Q- Qdx's
i, is=1
. _ o) o)
mit Ail"'is = A(aXT, ey 33{715) .
> Ist A ein (1,s)-Tensor, so gilt
d

n
_ j i i
A= &rkMH®-~®m#®aﬂ

i1 s j=1

mﬁZMl—i:APL 9y,

~ods gyl axi1 " dxs

Hierbei sind Aj;..i; : U — R und A{:l“
Glattheit dieser Funktionen.

s U — R Funktionen, und Glattheit des Tensors bedeutet

Beispiele:
> Eine 1-Form ist ein (0, 1)-Tensor.
> Die Weingartenabbildung einer Hyperfliche M C R"*! ist ein (1,1)-Tensor.
& Erste und zweite Fundamentalform sind (0, 2)-Tensoren.

> Der Riemannsche Kriimmungstensor (s.unten) ist ein (1, 3)-Tensor.
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Tensoren und Vektorfelder

Wir betrachten hier nur (0, s)-Tensoren. Der Fall von (1, s)-Tensoren ist vollkommen analog.
Sei A ein (0,s)-Tensor auf M. Statt einzelner Vektoren kénnen wir auch Vektorfelder einsetzen:

A(Xq, ..., Xs) fir Xq,..., Xs € X(M).
Dies ist eine Funktion auf M (bzw. ein Vektorfeld fiir (1,s)-Tensoren A):

*) (A(X1,...,Xs))(p) :Ap(le,...,Xsp)
Damit definiert A eine Abbildung, wieder mit A bezeichnet:
A:X(M),...,X(M) = C®(M).
N —

s Faktoren

Diese ist R-multilinear, d.h. fiir alle Xj,..., X, X] € X(M) gilt:
AXy+ X, Xo, .., Xs) = A(Xy, Xo, .., Xs) + A(XY, Xa, ..., Xs)
und
A(aXy,Xp,..., Xs) =aA(Xq, Xp, ..., X;) fira € R
(und analog an den Stellen 2,...,s). Sie ist sogar C*°(M)-multilinear, d.h.
A(gXq, Xo,..., Xs) = §A(Xq, Xo, ..., Xs) fiir g € C* (M),
denn:

A(gXl,Xz,...,Xs)(p) = Ap(g(p)le, X2p,. . ‘/Xsp)

Ap multilinear

= 8(p)Ap(Xap, Xop, .-, Xsp)
= (8A(X1, Xz, -, Xs)) (p)
Analog X(M)* — X(M). Erinnerung: [-,-] : ¥(M)?> — X(M). Ist das ein Tensor? Nein! Denn es gilt
umgekehrt:

IV.4.11 Satz
Eine R-multilineare Abbildung

A X(M)F - C®(M)  (bzw. — X(M))

ist genau dann durch einen Tensor gegeben, wenn sie sogar C* (M )-multilinear ist (d.h. wenn man

»Funktionen rausziehen« darf).

Beispiel: Die Lie-Klammer [, ] : ¥(M) x X(M) — X(M) ist R-bilinear, aber nicht C*®(M)-bilinear, also
kein Tensor.

Wozu ist das gut?
Manche Tensoren lassen sich am einfachsten dadurch definieren, dass man sie auf Vektorfelder anwen-
det, nicht auf Vektoren. Man rechnet dann nach, dass die so definierte Abbildung C®(M)-linear ist. Ein
wichtiges Beispiel hierfiir ist der Kriimmungstensor.

Bemerkung: Dass A »durch einen Tensor gegeben« ist, bedeutet insbesondere: Um A(Xj,...,X;) bei
p € M auszuwerten, braucht man nur die Werte von Xji,...,Xs, bei p zu kennen. ( Also z.B. nicht die
Werte nahebei, oder Ableitungen bei p, wie dies z.B. bei [X,Y] der Fall war. Daher ist [, -] kein Tensor.)

Denn es soll ja (f) (Seite[117) gelten.

Beweis (von Satz[IV.4.11): (der Einfachheit halber fiir s = 1)
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,=": hatten wir vor dem Satz gezeigt.

=" Sei A @ X(M) — C®(M) C*(M)-multilinear. Sei p € M. Sei v € T,M gegeben. Wihle ein
Vektorfeld X € X(M) mit X, = v und setze

Ap(v) = (AX))(p)-
Wenn wir zeigen konnen, dass die rechte Seite von der Wahl von X unabhéngig ist, sind wir fertig.
Bleibt zu zeigen: Falls X,Y € X(M) mit X, =Y, so folgt (A(X))(p) = (A(Y))(p).
Setze Z = X — Y . Bleibt zu zeigen:

Zp=0 = (A(Z)(p)=0

Beweis hiervon:

Wihle lokale Koordinaten nahe p und schreibe
i 0
— i 9
Z=3 7' ;aufU
Dann gilt Z, = 0 = Vi : Z!(p) = 0. Idee: Da A C®(M)-linear ist, gilt A(Z) = A(> Zi%) =
ipg(2 ’
>Z A(a—xi) , also
)

(A@)(p) = S Z () AG) =0

Ein Schonheitsfehler hierbei ist, dass die Z' und % nur auf U und nicht auf ganz M definiert

sind (also ist z.B. A(%) nicht definiert). Reparatur: Wahle p € C3°(U) mit p(p) = 1. Dann:

PPA(Z) = A(p°Z) = A (ZpZi -p%) => pZ'-A (pa%)

Werte bei p aus, = ok. (Trick: pZ' ist auf ganz M definiert und glatt, wenn man es auBSerhalb von

U gleich 0 setzt. Dasselbe gilt fiir p%) O

IV.5. Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Auf Mannigfaltigkeiten gibt es keinen Abstandsbegriff. Um Entfernungen auf einer Mannigfaltigkeit M
messen zu konnen, miissen wir eine Metrik auf M einfiihren. Riemann hat erkannt, dass die meisten "real
existierenden” Metriken auf Mannigfaltigkeiten sich gewissermafien durch Integration von infinitesimalen
Abstandsbegriffen erhalten lassen. Ihm zu Ehren nennt man heute das mathematische Konstrukt, das die

Idee des “infinitesimalen Abstandsbegriffs” wiederspiegelt, eine Riemannschen Metrik.

IV5.1 Definition
Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine Riemannsche Metrik auf M ist ein (0,2)-Tensor g, fiir den
gp: TyMXxTyM — R

fir jedes p € M symmetrisch und positiv definit ist. (M,g) heiSt
Riemannsche Mannigfaltigkeit .

g ist also fiir jedes p ein Skalarprodukt g, auf T, M.
Schreibweise in lokalen Koordinaten:

g= Zgijdxi @ dxl.
i
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Zum Beispiel ist fir n = 2 ¢ = gudx! @ dx! + gppdx! ® dx? + go1dx? @ dx! + godx? @ dx?. Wegen
12 = g21 kann man dies einfacher schreiben.

Notation:

ap =

D(Z =

rx@)ﬁzﬂ (Symmetrisches Produkt der Linearformen «, )
Damit ist ¢ = g11(dx')? + 2g1pdx'dx? + g (dx?)?.
Beispiele:
> IR" mit euklidischer Metrik
Seukd = (dx")? - 4 (dx")?
> M C RN Untermannigfaltigkeit,
gp(v,w) = (v, w) (Skalarprodukt in RN ) (1. Fundamentalform)
g ist Riemannsche Metrik auf M. (»induzierte Metrik«)
Bemerkung: Allgemeiner kann man zu einer Mannigfaltigkeit K der Dimension N den Begriff
»Untermannigfaltigkeit M von K « definieren. Ist dann ¢X eine Riemannsche Metrik auf K, so defi-
niert diese durch Einschraonkung eine Riemannshce Metrik g™ auf M (die induzierte R. Metrik ):

Fir p € M setze
gﬁd(v,w) = gﬁ(v,w) Vo,w € Ty,M C TyK

> Hyperbolische Metrik auf H := {(x,y) € R? : y > 0} :

_a?+dy ( (dx)? + (dy)?
8y) = T =y

Diese hat interessante Eigenschaften und ist besonders in Zusammenhang mit Algebra und Zahlen-
theorie interessant. In der Physik wird sie auch im Bereich »Quantenchaos« viel verwendet.

> Flache Metrik auf dem Torus T" := R" /Z":
g=> (dx')?

Diese ist verschieden von der Metrik, die man erhélt, wenn man zum Beispiel T2 im R3 einbettet

und die induzierte Metrik nimmt! ¢ ist flach, d.h. hat Kriimmung 0, da die euklidische Metrik im
R" flach ist und (T",g) lokal isometrisch zu (R", geuk) ist.

Bemerkung: Allgemeinerer Begriff:

> Pseudoriemannsche Metrik: ¢, symmetrisch und nicht ausgeartet (aber nicht notwendigerweise
positiv definit). Nicht ausgeartet bedeutet, dass die Matrix (g;j(p))ij=1,... flir jedes p invertierbar
ist.
> Signatur von ¢ ist (a,b) mit
a = Anzahl positiver Eigenwerte von (g;j(p))i j=1,..n

b = Anzahl negativer Eigenwerte

Bemerkung:

- a,b sind unabhingig von der Wahl der Koordinaten. (Trédgheitssatz von Sylvester)
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- Da g stetig von p abhéngt, sind a,b unabhingig von p (sofern M zusammenhingend ist).

Beispiel: Nach Einstein ist
M = Ereignisse in der Welt

als 4-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer pseudoriemannschen Metrik der Signatur (3,1) zu betrach-
ten.

Lokale Koordinaten sind durch (x,y,z,t) gegeben, wobei x,y,z die Ortskoordinaten eines Punktes
und t der Zeitpunkt des »Ereignisses« ist. Die Metrik ist ¢ = dx? + dy? +dz? — dt?, falls x,y,z beziiglich
eines »Inertialsystems« gemessen werden und kein Gravitationsfeld vorhanden ist. Mehr hierzu: Siehe

O’Neill: Semi-Riemannian geometry. With applications to relativity.

Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit sind nun alle Begriffe definiert, die wir im ersten Teil der

Vorlesung als intrinsisch bezeichnet haben, z.B. (mit Definitionen wie dort):
> Léange einer Kurve
> Abstand zwischen zwei Punkten
> Winkel zwischen zwei Kurven in einem Punkt, wo sie sich schneiden
> Volumen, Integration von Funktionen

Bemerkung: Wie ist zu verstehen, dass eine Riemannsche Metrik ein “infinitesimaler” Abstandsbegriff ist?

Am einfachsten l4sst sich das vielleicht anhand der Formel fiir die Lange einer Kurve  : [0, T] — M,

T
Lo = [0y

sehen: Der Geschwindigkeitsvektor j(t) wird in der Norm || ||.,(;) gemessen, die auf dem Tangentialraum
im Punkt (f) gegeben ist (mittels g, ;)). Approximiert man L[| durch seine Riemannschen Summen,
etwa YN, H'?(ti)Hy(ti)(ti — t;_1) fiir eine Unterteilung 0 = ty < t; < --- < ty = T, so kann man
jeden Summanden als Lange eines kurzen Teilstiicks des Weges, gemessen in der an einem Ende des
Teilstiicks gegebenen Norm, interpretieren (Linge= Geschwindigkeit mal Zeit). Lasst man die Feinheit
der Unterteilung gegen Null gehen, hat man lauter “infinitesimale” Teilstiicke, deren Lange jeweils in der
an ihrem Ort gegebenen Norm gemessen wird.

Ubrigens legt das die Frage nahe, warum die infinitesimalen Normen || ||,, p € M, von einem Ska-
larprodukt herkommen miissen, und ob man hier nicht beliebige Normen auf T,M zulassen sollte. In
der Tat kommen solche allgemeineren Metriken vor, man nennt sie Finsler-Metriken. Wie wir im Kapitel
tiber Untermannigfaltigkeiten gesehen haben, werden deren metrischen Eigenschaften aber durch eine

Riemannsche Metrik (die erste Fundamentalform) beschrieben.

IV.6. Kovariante Ableitungen

Fiir Untermannigfaltigkeiten M C RN hatten wir gesehen, dass zentrale geometrische Begriffe wie Par-
allelitdt, Geodaten, Kriimmung mit Hilfe der kovarianten Ableitung V beschrieben werden konnen.

V war zunichst extrinsisch definiert, aber dann als intrinsische GrofSe identifiziert worden. Wir wollen
nun V gleich intrinsisch einfiihren. Ein Weg hierzu wére, die Formel fiir die Christoffel-Symbole (mittels
der g;;) zu verwenden. Das wire eine Definition von V mittels lokaler Koordinaten. Man miisste dann
nachpriifen, dass dies unabhangig von der Wahl der Koordinaten ist.

Stattdessen verfolgen wir einen anderen Weg. Dieser ist invariant, d.h. verwendet keine lokalen Koordi-
naten. Dies macht die Sache tibersichtlicher (obwohl das auch eine Geschmacksfrage ist). Zudchst fithren

wir einen allgemeinen Begriff ein, indem wir einige wichtige Eigenschaften als »Axiome« nehmen.
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IV.6.1 Definition
Sei M  eine Mannigfaltigkeit. =~ Eine  kovariante Ableitung auf M (oder  ein
(affiner) Zusammenhang auf M ) ist eine Abbildung
V:X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) = VxY

mit folgenden Eigenschaften:

(1) V ist C*(M, R)-linear beziiglich des ersten Arguments, d.h.
Vx+x,Y =Vx Y+ VxY
VixY =hVxY (XY, X; € X(M),h € C°(M,R))

(2) V ist R-linear beziiglich des zweiten Arguments, d.h.

V(M1 +Y2) = VxY1 +VxY;
VX(CY) =cVxY (C S ]R)

(3) Fir h € C*°(M,R) gilt:
Vx(hY)=hVxY + (Xh)-Y

Also verhalt sich VxY beziiglich X wie ein Tensor. Insbesondere hangt (VxY), nur von X, (und
von Y') ab, nicht von X an anderen Punkten als p. Aber: V ist nicht tensoriell beziiglich Y. Um (Vx Y)p
zu bestimmen, gentigt es nicht, (X und) Y, zu kennen.

Wichtig: Es gibt viele kovariante Ableitungen. (Einfache Ubung: Sei A ein (1,2)-Tensor und V eine
kovariante Ableitung. Dann ist V', definiert durch

ViY = VxY + A(X,Y)

eine kovariante Ableitung. Jede kovariante Ableitung entsteht aus einer gegebenen kovarianten Ableitung
V auf diese Art.)

Eine kovariante Ableitung gibt einem eine Vorschrift, wie man ein Vektorfeld Y in Richtung eines Vek-
torfelds X, »ableitet«. Dass man dafiir eine extra-Vorschrift braucht, sieht man schon daran, dass Y; fir
verschiedene g in verschiedenen Raumen T;M liegt. Diese haben zunéchst keine Beziehung zueinander
(auBler der Mannigfaltigkeitsstruktur auf TM ). Zum Beispiel macht es keinen Sinn, von Gleichheit eines
Vektors in T; M mit einem Vektor in TyM mit g # g’ zu sprechen. Eine Wahl eines V stellt eine sol-
che Beziehung her. Man nennt eine kovariante Ableitung daher auch einen (affinen) Zusammenhang
auf M. Affin bedeutet, dass diese Beziehung nicht beliebig ist, sondern mit der linearen Struktur des
Tangentialraums harmoniert (die Bedingungen (1) und (2) in der Definition).

Der natiirliche Rahmen fiir den Begriff der kovarianten Ableitung ist etwas allgemeiner als oben an-
gegeben: Das Tangentialbiindel ist dabei durch ein beliebiges Vektorbiindel E iiber M ersetzt und das
Vektorfeld Y durch einen Schnitt von E. Dann ist VxY wieder ein Schnitt von E. Die 'Richtung’ der
Ableitung, X, ist weiterhin ein Vektorfeld auf M.

Die geometrische Bedeutung von Zusammenhéangen wird auf Seite diskutiert.

Beachte, dass der Begriff »kovariante Ableitung« keinen Bezug auf eine Riemannsche Metrik nimmt.
Dieser wird durch den folgenden Satz hergestellt.
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IV.6.2 Satz (Fundamentallemma der Riemannschen Geometrie)

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Es gibt genau eine kovariante Ableitung, die (zu-
sétzlich zu (1) - (3)) folgende Bedingungen erfiillt.

(4) X(g(Y,Z2))=g(VxY,Z2)+g(Y,VxZ),dh. V ist mit g vertrdglich, oder V ist metrisch.

(5) VxY—VyX=[X,Y],dh. V ist torsionsfrei.

Bemerkung: Was (5) mit Torsion (Verwindung) im {iblichen Sinn (z.B. fiir Kurven) zu tun hat, wird in den
meisten Differentialgeometrie-Biichern nicht erklar{} Man kann zeigen, dass die Bedingung dquivalent
ist zur Aussage “parallelograms close up to first non-trivial order’. Damit ist folgendes gemeint:

Ein beliebiger Zusammenhang V definiert die Begriffe Paralleltransport und Geodatische. Sei p € M
und X,Y € T,M. Sei s — 7 (s) die Geoditische, die fiir s = 0 bei p in Richtung X startet. Sei Y(s) die
Parallelverschiebung von Y entlang 7;. Schlieflich sei t — cx y(s,t) die Geoditische, die bei 1 (s) in
Richtung Y (s) startet.

Konstruiere cy x(t,s) analog, durch Vertauschen von X, s mit Y, t.

Im R" mit dem Standard-Zusammenhang ist offenbar cx y(s,t) = cyx(t,s) fiir alle s,t. Man zeigt
relativ leicht, dass fiir einen beliebigen Zusammenhang immer dist(cx y (s, f), cy x(t,5)) = O(|(s,t)]) (fur
s,t — 0) gilt. Nun gilt: Ein Zusammenhang ist torsionsfrei genau dann, wenn sogar

dist(cx,y (s,1), v, x (£,5)) = O(l(s, 1))
gilt.
Fiir eine andere Erkldarung des Begriffs "torsionsfrei’ siehe z.B. die englische Wikipedia-Seite unter »Tor-
sion tensor«.

Beachte, dass (5) impliziert (und sogar dquivalent dazu ist), dass (in beliebigen Koordinaten) gilt:

Gl d ..
(IV.1) 9 ==V -5 Vij
P dx/ Fwi dx!
denn [637, a%] = 0. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass umgekehrt diese Gleichheit (5) impliziert.
pe

Die Christoffel-Symbole eines Zusammenhangs (beziiglich eines Koordinatensystems) werden wie fiir-
her mittels

definiert. (IV.1) bedeutet dann die Symmetrie in i, ;:
k k
L =1}
(Vorsicht: Trotz der parallelen Schreibweise mit oberen und unteren Indizes sind die Fifj nicht die Kom-
ponenten eines Tensors, denn VY ist beziiglich Y nicht tensoriell.)

Beweis (von Satz[IV.6.2): Der Satz lasst sich entweder mit Koordinaten beweisen (dann mit den Erkla-
rungen oben und den Rechnungen von frither), oder indem man die alten Rechnungen in der neuen
invarianten Weise wiederholt.
Fiir beliebige X,Y,Z schreibe @) dreimal hin, wobei X,Y,Z zyklisch permutiert werden, also
X(8(Y,2)) = g(VxY,Z) +g(Y,VxZ)
Y(8(Z,X)) = 8(VyZ,X) +8(Z,VyX)
Z(g(X,Y)) = g(VzX,Y) + (X, VzY)

12 Spivak schreibt in seinem brithmten Klassiker (Band II des 5-bandigen Werks zur Differentialgeometrie): »no one seems to
have a good explanation«
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Addiere die ersten beiden Gleichungen und subtrahiere die dritte Gleichung. Mit Hilfe von (5) fallen alle
V-Terme weg, aufier VxY und Auflésen danach liefert

(IV2)  g(VxY,Z) = 3[Xg(¥,2) + Yg(Z, X) - Z8(X,Y) - g(X, Y, Z]) + g (Y, [Z,X]) +8(Z, [X, Y])]

Da dies fiir alle Z gilt, ist VxY eindeutig bestimmt. Umgekehrt definiert dies VxY . Dazu muss man
nachrechnen, dass sich (X,Y,Z) — »die rechte Seite von « beztiglich X und Z tensoriell verhalt
und Y das richtige (in (3| vorgeschriebe) Verhalten hat sowie die Eigenschaften (4) und (5) hat. Dies ist
eine einfache Rechnung mittels der Regel fiir [X,hY] =.... O

heifdt Koszul-Formel.

IV.6.3 Definition

Der durch g wie im Satz festgelegte Zusammenhang heifit Levi-Civita-Zusammenhang . (manch-
mal schreibt man hierfiir VC)

Bemerkung: Die friiher fiir Untermannigfaltigkeiten M C RY definierte kovariante Ableitung ist genau
der Levi-Civita-Zusammenhang beziiglich der vom RV induzierten Metrik g. Denn das folgt aus der

Eindeutigkeit, da er (1) - (5) erfiillt, siche Lemma fiir (1)-(4) und die Bemerkung fiir (5).

Bemerkung: In lokalen Koordinaten gilt dieselbe Formel fiir 1";‘]. wie fiir Untermannigfaltigkeiten, siehe
Satz[[IT.2.10} da in deren Herleitung nur (1) - (5) verwendet wurden. Man erhilt diese Formel auch durch
Einsetzen der Koordinatenvektorfelder in die Koszul-Formel.

Sei V eine kovariante Ableitung (zunachst beliebig). Man hat dann, wie friiher eingefiihrt, folgende
Begriffe:

> kovariante Ableitung eines Vektorfelds X entlang einer Kurve v

Vy._

X =V5X
> Parallelitdt eines Vektorfelds X entlang einer Kurve 1 :

Vv —
> Parallelverschiebung: Sei v : [a,b] — M eine Kurve, dann ist die Parallelverschiebung
P7 : T'y(u)M — T'y(b)M
definiert mittels paralleler Vektorfelder entlang -y. P, ist immer linear und bijektiv. Zusitzlich gilt:
V ist mit g vertraglich < P, ist orthogonal fiir alle .

Die Implikation = folgt wie im Beweis der Bemerkung nach Lemma |lll.4.4/°} die umgekehrte
Implikation ist eine Ubung.

> Geodidte 7v: V47 =0
Es gilt:
V mit g vertrdglich und torsionsfrei = kiirzeste Linien sind Geodéten
(siche den Beweis von Satz hierbei wurde

Iy 97
Voy= =V, ==
Y it
53 ot 5f 08
verwendet, was genau die Bedingung »torsionsfrei« ist)

> Geoditische Kriimmung (siehe Definition [lIl.4.13} hier benttigt man, dass (V mit g vertrdglich
ist, wie aus der Bemerkung nach der Definition klar wird), fiir orientierte Flichen mit Vorzeichen:
kg € R, sonst ohne: kg > 0 (kg = ||%7H)

> Der Kriimmungstensor, siche unten

13Beachte hierfiir, dass % g(Xt,Y) die Ableitung der entlang <y definierten Funktion g¢(X,Y) in Richtung - ist.
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IV.7. Der Riemannsche Kriimmungstensor

Wir haben im ersten Teil festgestellt, dass die Gausskriimmung einer Fliche M C R3 eine intrinsische
Grofse ist, die sich mittels des Riemannschen Kriimmungstensors berechnen lasst. Wir werden nun dieses
Konzept auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten {ibertragen.

Erinnerung: Fiir Hyperflichen M C R"*! haben wir den Kriimmungstensor in Koordinaten mittels

Iv.3) > R;(ijak = Vo, Va;01 = V5, Vo, 0,
k

definiert, siehe die vierte Bemerkung nach Satz [[IL.3.5, (9; := ﬁ , was dort als % geschrieben wurde.)
Hier wird also den drei Vektorfeldern 9;,d i d; das Vektorfeld auf der rechten Seite von zugeordnet.
Wie ldsst sich das invariant, d.h. ohne lokale Koordinaten ausdriicken?

IV.7.1 Satz (und Definition)

Sei M Mannigfaltigkeit und V eine kovariante Ableitung auf M. Die Abbildung X(M)> —
X(M), die drei Vektorfeldern X,Y,Z das Vektorfeld

R(X,Y)Z :=VxVyZ—~VyVxZ—VxyZ

zuordnet, ist ein Tensor: der Kriimmungstensor von V .
Ist (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und V = V¢, so heit R

Riemannscher Kriimmungstensor .

Beweis: Offenbar ist R R-multilinear. Wir miissen nur zeigen, dass man Funktionen »rausziehen« kann,
aus jedem der drei Argumente X,Y,Z. Wir tun das exemplarisch fiir Y und lassen Z der Kiirze halber
in der Notation weg:

R(X,hY) = VxViy - ViwVx - Vixny]
= VxhVy - hVyVx —  Vyxy+xny
= hVxVy+ (Xh)Vy — hVyVyx -— I’ZV[X,Y] — (Xh)Vy
= h-(VxVy - VyVx - Vixy])
h-R(X,Y)

Fiir X geht’s analog. Fiir Z:
VxVyhZ =Vx((YWZ+hVyZ)
= (XYh)Z+ (Yh)VXxZ + (Xh)VyZ +hVxVyZ

Vertausche X,Y:

VyVxhZ = (YXW)Z+ (Xh)VyZ + (Yh)VxZ +hVyVxZ
Die Differenz ist

VxVyhZ —VyVxhZ = ([X,Y|h)Z +h(VxVyZ - VyVxZ).
Auflerdem ist
Vix,y|hZ = (X, Y[ Z +hVxy|Z

Die erneute Differenz ergibt nun genau

R(X,Y)hZ =h-R(X,Y)Z 0

Bemerkung:
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& Der Term V(xy|Z fehlt in (IV.3), da [0;,0j] = 0 ist. Fiir beliebige Vektorfelder muss er da sein,

damit in der Rechnung oben die Terme mit h-Ableitungen (z.B. Xh, Yh) herausfallen.

(man hitte aus (IV:3) die Formel fiir R(X,Y)Z erraten konnen, wie folgt: Schreibe X = ) X';,
Y=>3% Yiai , dann muss, damit R ein Tensor wird,

R(X,Y)=> X'YIR(3;9;)
gelten. Andererseits ist
VxVy =2 X'V5,(3°YV)
.o QY]
= %) [l
D XYV, Vo, + D XS5 Vo,
und analog
. LoX!
VyVx=>_ lefvaj Vo, +> wﬁvai,

also

_ _ ;0Y/ _ ;0XI
VxVy = VyVx =R(X,Y)+ > (x o Y M) Va,
Die letzte Summe ist aber gerade Vy y), siehe die lokale Formel fiir [X,Y] auf Seite Selbst nach

dieser Rechnung hitte man nachpriifen miissen, dass R(X,Y)Z beziiglich Z tensoriell ist.)

> Dass R beziiglich X,Y und Z tensoriell ist, ist eigentlich sehr tiberraschend. Immerhin wird Z
zweimal abgeleitet, z.B. in VxVyZ! Die Aussage ist, dass sich alle Ableitungen von Z in der
Gesamtsumme wegheben. Ebenso fiir X,Y . Damit hingt (R(X,Y)Z), nur von X,,Y, und Z, ab.

Die Bedeutung des Kriimmungstensors liegt darin, dass er die Antwort auf folgende Frage gibt: Gege-
ben eine Riemannsche Metrik ¢ auf einer Mannigfaltigkeit M, wie sehe ich g an, ob es lokal isometrisch

zur euklidischen Metrik ist, d.h. ob es Koordinaten x!

g = (dxh)2 - (dx™)? (lokal) ?

, ..., x" gibt mit

IV.7.2 Satz

g ist (nahe p € M) lokal isometrisch zur euklidischen Metrik, genau dann wenn
R=0
in einer Umgebung von p gilt.
Da man R effektiv aus ¢ berechnen kann, beantwortet dies die Frage oben.

Dies ist der Hauptsatz {iber den Riemannschen Kriimmungstensor! Zum Beweis werden wir vieles von

dem verwenden, was wir uns z.B. iiber kommutierende Vektorfelder erarbeitet haben.
Beweis:
,<=" 1ist klar, denn R = 0 fiir die euklidische Metrik
,=" OBdA.sei M =R", p =0 mit Standardkoordinaten yl, Loyt
1. Schritt: Wegen [ayi,ay]-] =0 folgt aus R =0, dass
Vayi Vaij = Vay]. Vain Vi, j,Z

Wir zeigen nun, dass man zu beliebigem Z; ein Vektorfeld Z finden kann, das im Punkt 0
gerade Zy ist und
Vy . Z=0 Vi
yl
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erfiillt. Der Einfachheit halber fiir n = 2: Verschiebe zunéchst Zy parallel entlang der y'-
Achse. Erhalte Z (1,0 - Fiir jedes y! verschiebe nun Z(yl,o) parallel entlang der y*>-Geraden
durch (y!,0) (vertikal). Dies definiert Z W2) fiir alle y', % . Wir haben nun per Definition

(1) Vo ,Z =0 tiberall
y

(2) Vi | Z = 0 bei allen Punkten (y',0).
Y

Nun gilt nach Annahme
Vo, Vo 2=V, Vs ,Z tiberall.
y y Yy y

Die rechte Seite ist konstant 0 wegen (I). Also ist V, ) (Va 12) = 0, das heifit Vy Z
Y y Y

ist parallel entlang den vertikalen Geraden. Wegen (Va 1 Z) =0 folgtalso V5  Z =0
y Yy

1
y 0
entlang der ganzen Geraden y? — (y!,y?). Also gilt auch V, 1 Z =0 tberall. Der Beweis fiir

Y

beliebiges 7 verlduft analog. Also gilt V, .Z =0 fiir alle i und daher VyZ =0 fiir alle Y.
Y

2. Schritt: Wihle nun Vektorfelder Zy,...,Z, wie im ersten Schritt so, dass (Z1)g,...,(Zx)o eine otho-
normale Basis bilden. Da V torsionsfrei ist, gilt fiir alle 7, ]

12i,2)) = V2,2j = V2,2 =0-0=0.

Die Vektorfelder Zj,...,Z, kommutieren also, und nach Satz [IV.3.23| gibt es Koordinaten

xl,. .., xn (nahe 0) mit

Z; 9 Vi nahe 0

T o
3. Schritt: Da die Z; im Punkt 0 orthonormal sind und parallel entlang jeder Kurve sind, sind sie in
jedem Punkt orthonormal. Also ist % »

. %h} in jedem Punkt eine Orthonormalbasis, d.h.

die Metrik hat in diesen Koordinaten die Form

Q= (dx1)? 4+ -+ (dx™)2. o

Zur geometrischen Interpretation von V und R

Oben wurden V und R formal als Rechenobjekte eingefiihrt. Das ist praktisch, wenn man wirklich etwas
rechnen will, aber nattirlich nur die halbe Wahrheit, da wir ja Geometrie machen wollen.

V: Der Levi-Civita-Zusammenhang kann so motiviert werden: Im Fall von Untermannigfaltigkeiten
M C RN ist das der alte Begriff von »V«, der ja (extrinsisch) geometrisch motiviert war. (VxY =
tangentialer Anteil von V§NY =dY (X))

Aber was ist ein allgemeiner Zusammenhang?

Eine Antwort:

Ein Zusammenhang V definiert einen Begriff »Parallelverschiebung«, PV . Umgekehrt legt ein Begriff
von Parallelverschiebung P einen Zusammenhang V eindeutig fest, derart dass dann P = PV ist. Dabei
ist, per Definition, (ein Begriff von) Parallelverschiebung eine Zuordnung < — P, , die jedem Weg ~ :

I — M und zu allen s,t € I einen Vektorraumhomomorphismus
Pys—t: TyM = Ty (yM

zuordnet, derart, dass gilt:

(1) Pys—s = Identitat auf T,Y(S)M ftr alle s, 7.
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(2) PysstoPyyys =Py, furalle v und r,s,t € I.
(3) Py;s—t héangt glatt von 7,s,t ab.

(Dabei ist es nicht ganz einfach, zu sagen, was (3) genau bedeuten soll. Unter anderem wird es implizieren,
dass der unten definierte Zusammenhang VxY linear von X abhdngt)

Offenbar hat die durch einen Zusammenhang V definierte Parallelverschiebung P = PV diese Eigen-
schaften. Umgekehrt: Gegeben P, definiere

Py 0 (Yon) — Yoo
t 7

(VxY)p = }E;%

wobei 7 :[0,e) = M eine Kurve mit 4(0) = p und §(0) = X sei.
(Ubung: Ist V ein Zusammenhang und P = PV, so gilt die Formel.)

Bemerkung: Fiir V = VR"8eukl ist das einfach die Definition der Ableitung.

Fazit: »Zusammenhang« und »Parallelverschiebung« sind dquivalente Begriffe, aber Parallelverschie-
bung ist wohl leichter geometrisch vorstellbar (aber schwieriger zum Rechnen)

Bemerkung: Andere Zusammenhinge als V¢ konnen durchaus von Interesse sein. Zum Beispiel der
»Seefahrer-Zusammenhang« auf der Kugel (genauer: auf S?\ {Nordpol, Stidpol} ). Fiir Seefahrer be-
deutet »geradeaus fahren«, dass der Winkel zum Breitengrad konstant bleibt. Definiere also P mittels
Konstanz dieses Winkels. Der so definierte Zusammenhang V hat keine Holonomie, also keine Kriim-
mung (s. unten), aber er hat Torsion (d.h. VxY — VyX — [X,Y] # 0). Die Geoddten von V sind die
»Seefahrer-Geodatenc.
Auch in der Relativititstheorie gibt es Ansétze, andere Zusammenhinge als V'C zu verwenden. (Einstein-

Cartan Theorie)

Kriimmungstensor und Parallelverschiebung

Wir leiten eine Interpretation von R mittels der Parallelverschiebung her, mit einer Rechnung in Koordi-
naten.

Voriiberlegung: Kovariante Ableitung in Koordinaten:

Schreibe 9; = % .Sei Z =3 7/9; ein Vektorfeld. Dann gilt:
i 07/ ik
Va, (ZZJ&)]) =D @aﬁZZJrijak
] ] ik
_ 9 ki
=> (axiZ] +> .z rik> 9
j k
71

Zur Abkiirzung schreiben wir Z = < :
n

) und T; = (r;k)k,jzl,...,n . Dann ist das
VajZ =0,Z+T;Z.

(als Gleichung zwischen Vektorfeldern R" — R", I';Z = Matrix - Spaltenvektor .
Bemerkung: > Diese Formel ist zum Rechnen dufierst niitzlich.

> Sie zeigt, dass die I'; (also die l"f-‘j) die Abweichung von Vai von der »euklidischen« kovarianten

Ableitung 9; (= e bzgl. geurd = VR" in Notation von frither) angeben. (I'; = 0 fiir § = Zeula)
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Parallelverschiebung in Koordinaten

Wir wissen, dass folgende Aussagen {iiber ein Vektorfeld Z dquivalent sind:
(1) Z ist parallel entlang einer zur x-Achse parallen Geraden.
(2) Vp,2=0
() (9 +Ti)Z=0

Wir betrachten hier (mittels der lokalen Karte) Z als Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge des R".

Schreiben wir kurz Z(t) :== Z , ;, so folgt

p+t
(IV.4) Z+T;Z=0

(das ist das lineare DGL-System fiir Parallelverschiebung)

Um die Verbindung zur Krimmung herzustellen, wahlen wir zwei Koordinatenrichtungen i # j und
betrachten den Weg, der von p in der i-Richtung nach g = p + te; und von dort in der j-Richtung nach
r = q + te; fiihrt, und verschieben einen Vektor Z, € T,R" parallel.

r:q—i—tej

P g=p+te

Abbildung IV.3.: Parallelverschiebung in Koordinatenrichtungen

Wir betrachten die Taylorentwicklung beziiglich t — 0 zu 2. Ordnung;:
Zy=Zp+tZy+ 57, +O(P)
Aus ([Vg) folgt Z, = —T;Z, und durch Ableiten (wegen I'; = 9,I’;)
Z4+T)Z+T;Z=0
=7+ -T2)Z=0
=7 =(?-aT,)Z
Also
Zy = Zp— 0iZp + S (12 = 9,T1)Z, + O(8)
(alle T'; bei p ausgewertet)
Nun verschieben wir Z; parallel nach Z,, und es folgt analog

2
Zy = Zg —tT(9)Zg + 5 (Ti(9)> — 9jTj()) Zg + O(+)
Beachte, dass alles bei q ausgewertet wird. Wir driicken das nun durch die Werte bei p aus:
Ij(q) = Tj(p) +19:T(p) + O(¢?)
Damit (und mit der Formel fiir Z;) folgt (wieder alle I' bei p ausgewertet):
2 2
Zy = Zyp —t1iZp + 5 (TF = 0,T3) Zp — H(Tj + 0,T)(Zp — t1,Zp) + 5 (TF = 9;T)) Zp + O()
2
= Zp — T+ T))Zp + 5 (02 = 9,T3) = 200, — ;) + (12 = 3T} Z, + O(F%)

Man kann nun von p aus auch erst in der j-Richtung und dann in der i-Richtung laufen, und kommt
auch bei r heraus.
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p

Abbildung IV.4.: Parallelverschiebung in Koordinatenrichtungen (2)

Verschiebt man Z;, entlang diesem Weg parallel, erhélt man
Z; = (dieselbe Formel wie Z;, aber mit i,j vertauscht)
Also folgt
Z) — Z, = (0T — ;T + I;Tj = [;T;) + O(£).
Man vergleiche dies mit der Formel fiir R (Seite ?? )
Rij = air]‘ — a]'rl‘ + Fil"j — l"jFi.

Hierbei ist R;; die Matrix (Rﬁ j) ki=1,.,n» wobei k die Zeilen und | die Spalten nummeriert, wie bei
I;= (FZ) jji=1,...n» SO dass R;‘i j 7! Produkt einer Matrix mit einem Spaltenvektor ist.

Wir haben also erhalten:

Z) — Zr = (RijZy) + O(£)

Etwas hiibscher wird das, wenn wir beide Seiten dieser Gleichung entlang dem zuletzt betrachteten Weg

zuriick (also von  in die negative i- und dann in die negative j-Richtung nach p) parallel verschieben.

7

p

Abbildung IV.5.: Parallelverschiebung in Koordinatenrichtungen (3)

Aus Z; wird dann Z, und aus R;;Z, wird R;;Z, +O(t), d.h. hier wird der Fehler in O(#3) absorbiert,
und es folgt:

IV.7.3 Satz

Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M. Seien X, Yy, Z, € TyM mit X;,Y, linear
unabhéngig. Fiir t > 0 sei
der Vektor in T,M, den man aus Z, durch Parallelverschiebung entlang
Zpt = (dem Rand des von tXp,tY) aufgespannten »Parallelogramms« Py erhéilt)

Dann ist ,
R(Xy,Y,)Z, = lim 22— “PL

(Xp, Yp)Zp TP
»Aufgespanntes Parallelogramm« bedeutet: Wahle Koordinaten mit x(p) =0, X, = d1, Y, = 9. Dann
ist P; das Bild (unter der Karte) des Quadrats [0,] x [0,t] x {0}"~2, und der Rand wird in der Reihen-
folge 1,2,1,2 durchlaufen.

Das heifst:

Der Kriimmungstensor misst, wie sehr ein Vektor bei Parallelverschiebung entlang eines geschlossenen
Weges 7 bei Riickkehr zum Ausgangspunkt »verandert« wird. Diese Anderung, genauer die Abbildung
TyM — TyM, Z — PyZ, heifit auch Holonomie von g entlang 7.
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24

0 byl

Abbildung IV.6.: Parallelverschiebung entlang Parallelogramm

(Vgl. der Beweis von Satz Falls R = 0, so gibt es eine Basis von Vektorfeldern, die entlang
beliebiger Kurven parallel sind; insbesondere kommt man bei Riickkehr zu p wieder bei dem selben
Vektor Z, an!)

Dabei geben X, Y, an, in welcher Ebene dieser geschlossene Weg (nahe p) gewihlt sein soll.

A
Yp
V4
Pt~ Xp
< - Zp
Zp = Zpp (KrAYimmung

R(Xp,Yp)Zp = dieser Vektor geteilt

2 £X1
durch #* fA /Aﬁgﬂﬁm%)l\/y.: So wird Zp im Satz verschoben

Bemerkung: Offenbar ist R(X,Y) = R(Y, X) (nach Definition von R). Daraus folgt R(Xp,Y,) = 0, falls
Xp, Yp linear abhédngig sind.

Weitere Kriimmungsbegriffe

Der Riemannsche Kriimmungstensor ist manchmal etwas unhandlich und schwer zu »iiberblicken{™]
Man kann sich auf verschiedene Arten behelfen.

> Man fasse R(Xp,Yp) als lineare Abbildung T,M — T,M auf (»lokale Holonomie«, vgl. S. -
130)

> Betrachte die »Schnittkriimmung«. Diese enthilt dieselbe Information wie R, ist aber etwas an-
schaulicher.
> Man nimmt Mittelwerte (genauer: Spuren) tiber »Teile« von R und erhilt somit
- Ric (Ricci-Tensor, ein (0, 2)-Tensor)
- S (Skalarkriimmung, eine Funktion auf M)

Ric enthélt weniger Informationen als R, S noch weniger.

14Michael Gromov, einer der berithmtesten Geometer, schrieb 1991: »The curvature tensor is a little monster of multilinear
algebra whose full geometric meaning remains obscure.« (Artikel: »Sign and geometric meaning of curvature«)



IV.7. Der Riemannsche Kriimmungstensor 131

Schnittkriimmung

det(g;})

Erinnerung: Fiir Flichen M C R? ist K = Riziy , wobei Rygjj = 32 8kmRyj; (siehe S.Iﬁ), das heifit
Ry;j sind die Komponenten des (0,4)-Tensors

(X,Y,Z,W) — g(R(X,Y)Z,W)
ijlk
Insbesondere, falls X,,Y, eine Orthonormalbasis von T, M ist, so gilt
(IV.5) K=¢(R(X,Y)Y,X) (alles bei p),

denn man kann Koordinaten wihlen mit X =9d;, Y =9 bei p.

Falls Xp,Y) beliebig sind — nicht notwendig orthogonal - so ist fiir die Koordinaten

811 = 8(01,01) = g(X, X)

812 = =8(X,Y)
82 = =g(Y,Y),
also
(IV.6) g(R(X, Y)Y, X) = K- (g(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y))?

(dies gilt fiir jedes p, also allgemein).
Dies gilt fiir Flaichen M C R3. Fiir eine abstrakte zweidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit
nehmen wir daher (oder dquivalent (IV.6)), um die Gausskriimmung K zu definieren.

Bemerkung: Die Definition hangt scheinbar von der Wahl der X, Y ab, in Wirklichkeit aber nicht. (Ubung)

Analog in hoheren Dimensionen:

IV.7.4 Definition
(M,g) sei Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M. Fiir jeden 2-dimensionalen Unterraum
o CTyM sei
K, = g(R(X, Y)Y, X)

fiir eine Orthonormalbasis X,Y von ¢. Ky heifit Schnittkriimmung von g bei p beziiglich o .

Bemerkung: Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der X, Y.

Bemerkung: Geometrische Bedeutung der Schnittkriimmung: Sei
M, = Vereinigung der Geodéten (der Lange < ¢), die von p in Richtungen tangential an ¢ starten.

Dann ist M, Flache mit Gauskriimmung K, bei p.

IV.7.5 Satz
R ist durch {K,} fiir alle o eindeutig bestimmt.

Vergleiche mit dem Satz, dass eine symmetrische Bilinearform durch die zugeordnete quadratische Form

eindeutig bestimmt ist. Der Beweis geht dhnlich.
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Der Ricci-Tensor

IV.7.6 Definition
Ric(X,Y) :=>";¢(R(e;, X)Y,e;), wobei {e;} eine Orthonormalbasis sei. Ric heifit Ricci-Tensor.

Fakt: Ric ist symmetrischer (0, 2)-Tensor, das heifit Ric(X,Y) = Ric(Y, X).
Geometrische Bedeutung: Sei || X| =1.
Summe der Schnittkriimmungen von n — 1 paarweise orthogonalen Ebenen,
Rie(X, X)p = <die X enthalten (denn g(R(e;, X)X, €;) = Kgpan(e,, x) fiir & ONB, e, = X) )
Mittelwert der Schnittkriimmung tiber alle
=n-1- (Ebenen, o C TyM, die X enthalten )

span

Beachte: Ric(X, X), mit || X|| =1 bestimmt Ric vollstindig, da Ric bilinear und symmetrisch ist.

Skalarkriimmung
IV.7.7 Definition
S := > ;Ric(ej, ¢j) heiit Skalarkriimmung .

Geometrische Bedeutung:

S = n(n —1) - Mittelwert der Schnittkriimmungen aller Ebenen o C T, M
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