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Vorwort zu den Uberarbeitungen im Wintersemester 2010/11, 2018/19 und 2022/23

Waihrend der Vorlesungen Analysis III in den Wintersemestern 2010/2011 und 2018/2019 habe ich fol-
gende Kapitel des Skripts iiberarbeitet: Transformationsformel, Untermannigfaltigkeiten, Hauptsitze der
Differential- und Integralrechnung, Laplace-Gleichung, Faltung, Fouriertransformation. 2022/23 habe ich
kleinere Korrekturen vorgenommen (z.B. schreibe ich nun dT statt DT fiir das Differential einer Abbil-
dung T, wie es in der Literatur weitaus tblicher ist) und die Abschnitte 5.3 bis 5.6 {iber Fourier-Reihen
tiberarbeitet.

Ab 2010/2011 habe ich die Theorie des Lebesgue-Integrals grundlegend anders eingefiihrt als im Win-
tersemester 2006/2007: Damals hatte ich den Zugang gewdhlt, erst das Integral zu definieren und daraus
abgeleitet das Maf$ von Teilmengen des R”. Dieses Mal habe ich zuerst den allgemeinen Begriff des Mafses
eingefiihrt und dann das Integral fiir beliebige Mafiraume definiert. Das Lebesgue-Mafs und Lebesgue-
Integral auf dem IR" ist dann ein Spezialfall. Der Vorteil dieses Zugangs liegt darin, dass der Begriff des
Mafses, eines der ganz fundamentalen Konzepte der Mathematik, in den Vordergrund gestellt wird. Die
Konstruktion des Integrals aus einem Mafs ist dann sehr natiirlich. Im Unterschied dazu ist die direkte
Konstruktion des Lebesgue-Integrals — mit Hilfe der Idee der Vervollstandigung des Integrals auf Treppen-
funktionen beziiglich einer geeigneten Norm — zwar sehr effizient, wirkt aber fiir Studierende des dritten
Semesters eher unmotiviert. In Priifungen habe ich oft erlebt, dass die Studierenden dann zwar die Defini-
tion der L!'-Norm mit Hilfe von Treppenfunktionen, die hier benétigt wird, richtig wiedergeben konnten,
aber wenig Verstdndnis fiir die grundlegenden Ideen hatten.

Ein weiterer Grund, den Zugang {iber die Mafstheorie zu wéhlen, liegt darin, dass dies auf die Wahr-
scheinlichkeitstheorie vorbereitet, wo der Mafibegriff auch fiir andere Rdume als IR” benétigt wird; wei-
terhin wird in der Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren in der Funktionalanalysis der Mafibegriff
benotigt. Schliefllich wird auf diese Weise die Analogie von Summieren und Integrieren, die sich in vie-
len Eigenschaften wie etwa der Linearitdt und dem Majorantenkriterium &duflert, erklért, indem beides als
Spezialfall eines allgemeinen Konzepts — des Lebesgue-Integrals auf MafSsraumen — verstanden wird.

Fiir den mafitheoretischen Zugang zur Integrationstheorie habe ich im Wintersemester 2010/2011 ein
Kurzskript herausgegeben, das zum grofien Teil von der Tutorin Katrin Tonjes aus Vorlesungsaufzeichnun-
gen geschrieben wurde. Ich danke ihr hier noch einmal dafiir. Dieses Kurzskript kann auf meiner Homepage
heruntergeladen werden. Das erste Kapitel des vorliegenden Skripts habe ich nicht verdndert, es enthalt al-
so weiterhin den kurzen Weg zum Integral, ohne Mafitheorie. Ab dem zweiten Kapitel folgte die Vorlesung
2010 weitgehend diesem Skript, wobei ich in der Vorlesung natiirlich die Beweise des Satzes von Fubini

und der Transformationsformel entsprechend der gednderten Definition des Integrals angepasst habe.

Oldenburg, Februar 2023

Daniel Grieser
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Vorwort

Dieses Skript entsteht parallel zur Vorlesung unter Mitarbeit von Horerinnen und Hoérern der Vorlesung.
Es wird abschnittsweise herausgegeben. Der Inhalt geht an einigen Stellen iiber den Vorlesungsstoff leicht
hinaus. Keine Bange: In der Klausur wird nur der Vorlesungsstoff erwartet.

Die zusitzlichen Definitionen und Sétze werden mit Nummern grofier als 100 versehen. Auf diese Weise
kann die Nummerierung der Definitionen, Satze usw. der Vorlesung beibehalten und trotzdem an spéterer
Stelle auf die neuen Dinge verwiesen werden.

Fiir Hinweise auf Druckfehler und Anregungen bin ich immer dankbar. Am besten schreiben Sie mir eine
E-Mail (grieser@mathematik.uni-oldenburg.de). Am Semesterende wird das gesamte Skript tiberarbeitet
werden.

Oldenburg, den 20.12.2006

Daniel Grieser

Einleitung

Nachdem wir uns in Analysis I mit der Analysis in einer Dimension und in Analysis II mit der Differen-
tialrechnung in mehreren Dimensionen befasst haben, ist das Thema der Analysis Il die Integration in
mehreren Dimensionen. Die Hauptthemen dieser Analysis-III-Vorlesung sind:

> Wie berechnet man das Volumen von Mengen A C IR"?
Hier muss man sich zunédchst fragen, was »Volumen« tiberhaupt bedeutet. Wir werden sogar sehen,
dass man fiir beliebige Mengen gar nicht von einem Volumen in konsistenter Weise sprechen kann!
Dabher ist Sorgfalt geboten.

> Wie integriert man Funktionen f: R" — R?
Auch hier miissen wir uns die Frage stellen, welche Funktionen tiberhaupt integrierbar sind. In Analy-
sis I haben wir gesehen, wie man z.B. stetige Funktionen (allgemeiner Regelfunktionen) integriert. Die-
se sind fiir viele Zwecke zu speziell. Wir werden viel allgemeinere Funktionen, sogenannte Lebesgue-
integrierbare Funktionen, integrieren konnen.

> Andert man den Wert einer Funktion f : [4,b] — R an einem Punkt, so &ndert sich | ab f nicht. Ebenso,
wenn man den Wert an endlich vielen Punkt dndert. Wie grof3 darf eine »Anderungsmenge« hochstens
sein, damit das noch stimmt? Dies fithrt zum Begriff der Nullmenge.

> Wie berechnet man Langen von Kurven oder den Flacheninhalt einer Oberfléche?
Hierzu miissen zundchst »Oberflichen« eingefiihrt werden. Dies fiihrt zum Begriff der Untermannig-
faltigkeit des R". Allgemeiner werden wir untersuchen, wie man eine Funktion tiber eine Unterman-
nigfaltigkeit integriert.

> Gibt es hoherdimensionale Verallgemeinerungen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung?
Dieser Satz besagt, dass

b
/f(x) dx = E(b) — E(a)

fir f = F' gilt. Mit anderen Worten: Ist f die Ableitung von F, so kann das Integral von f iiber ein
Intervall [a,b] mittels der Werte von F am Rand des Intervalls ausgedriickt werden.



Ist nun Q) C IR” eine offene Menge und bezeichnen wir ihren Rand mit (), so kénnen wir fragen, ob

7= b

gilt, falls f, F in geeigneter Beziehung zueinander stehen. In der Tat stimmt dies, es gibt sogar ver-

eine Relation der Art

schiedene Varianten hiervon, und diese sogenannten Integralsétze (von Stokes, Green, Gauss) sind fiir
die hoherdimensionale Analysis zentral.

Bei der Suche nach diesen sogenannten Integralsdtzen werden wir nattirlich die Notwendigkeit er-
kennen, nicht nur Funktionen, sondern auch andere Objekte (Vektorfelder, Differentialformen) zu in-
tegrieren.

Wie schon in Analysis II wird die Lineare Algebra durchgehend eine wichtige Rolle spielen. Ein einfa-
ches Beispiel: Die Fldche eines Parallelogramms, das von zwei Vektoren 4, b in der Ebene aufgespannt wird,
ist gleich | det(a, b)|. Dies ist die Grundlage fiir die Transformationsformel, die mehrdimensionale Verallge-
meinerung der Substitutionsregel, die fiir die Berechnung vieler mehrdimensionaler Integrale unentbehrlich
ist.
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1 Definition des Lebesgue-Integrals

Vorbemerkungen zum Volumen-/Integralbegriff

Bereits aus Analysis I sind wir damit vertraut, dass Flachenberechnung sehr eng mit Integration verwandt
ist: Fiir f: [a,b] — R ist

b
/ f(x) dx = Flache (mit Vorzeichen) unter dem Graphen von f
a

(Man sollte nattirlich geeignete Annahmen machen, damit das Integral tiberhaupt definiert ist, z. B. dass f
eine Regelfunktion, etwa sttickweise stetig, ist; auf Prédzision soll es in dieser Einleitung aber nicht ankom-
men.)

Es wird nicht {iberraschen, dass etwas dhnliches auch fiir die Berechnung von Volumina geht: Ist f :
[a,b] x [c,d] — R, so ist der Graph von f eine Fliche im Raum, und dann ist

d rb
/ / f(x,y)dxdy = Volumen unter dem Graph von f
Cc a

(hierbei integriert man zunachst bzgl. x fiir jedes feste iy, dann das Ergebnis bzgl. y).

Mengen »unter Graphen« nennt man Ordinatenmengen. Diese sind recht speziell, haben z.B. immer
mindestens eine gerade Kante bzw. Seitenfldche.

Wie kann man nun das Volumen allgemeinerer Mengen berechnen? Zum Beispiel durch Zerlegung in
Ordinatenmengen (zerlege etwa die Kreisscheibe in eine obere und eine untere Hilfte).

Anhand einfacher Beispiele tiberzeugt man sich leicht, dass eine solche Zerlegung sehr kompliziert wer-
den kann.
Noch etwas schwieriger wird’s bei Korpern: Selbst so einfache Korper wie ein Zylinder

Z={(xy,2): *+y*<1,z€[0,1]}
bereiten eine Schwierigkeit: Zwar ist Z die Ordinatenmenge der Funktion
fiK—=R, (xy)—1, K={(xy):?+y*<1}

doch der Definitionsbereich dieser Funktion ist kein Rechteck, sondern eine Kreisscheibe, das Rezept oben
funktioniert also nicht. Ein einfacher Ausweg ist die Beobachtung, dass fiir jedes feste y die Menge der
»erlaubten« Werte von x das Intervall [—+/1 — 32, /1 — y?] ist, daher sollte wohl

1 py/1-y2
Volumen von Z = / / 1 dxdy
—1J—4 /1*]/2

sein. Wir werden hierfiir abkiirzend [; f schreiben (das Integral von f iiber die Menge K).

Anstatt nun Integrale iiber verschiedenste Mengen K C R" zu betrachten und dabei untersuchen zu
miissen, fiir welche Arten von Mengen das tiberhaupt sinnvoll ist und fiir welche nicht, ist es konzeptuell
einfacher, von Anfang an nur Integrale tiber den ganzen IR"” zu betrachten. Ist dann f : K — R mit K C R",
so kann man dies leicht auf den R”-Fall zurtickfiihren: Setze

Flx) = {f(x) fur x € K

0 sonst,

dann sollte offenbar [, f = [rn f sein.
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Das kleine Problem hierbei ist, dass f im Allgemeinen unstetig sein wird, selbst wenn f stetig ist. Denn
am Rand von K springt f auf Null.

Also: Haben wir einen Integralbegriff fiir (moglicherweise unstetige) Funktionen f auf R"~!, so kénnen
wir damit das Volumen von Ordinatenmengen im R" erklaren.

Es geht noch besser: Ein Integralbegriff fiir Funktionen im R" (statt R"~!!) liefert einen Volumenbegriff
fiir (ziemlich) beliebige Mengen A C R":

Volumen von A = / XA
R"

Hierbei verwenden wir folgende Schreibweise:

1.0.1 Definition

Sei A C R". Die charakteristische Funktion von A ist
() 1 firxe A
xXalx) =
0 firx¢g A
(x = chi).
Zusammenfassend: Wir gehen so vor, dass wir
> erst Integrale definieren und untersuchen;
> dann das Volumen (Maf}) von Mengen.

Man kann auch umgekehrt vorgehen: Erst das Maf von Mengen definieren und untersuchen und dann
daraus das Integral fiir Funktionen erkldren. Das ist jedoch aufwéndiger, und da wir ja in dieser Vorlesung
auch noch manches andere als Integrationstheorie kennenlernen mochten, habe ich diesen Zugang gewahlt.

Das Grundprinzip der Integration

Wie kann man einen Begriff des Integrals einer Funktion definieren, der der Vorstellung eines »Flachenin-
halts unter einem Graphen« entspricht und mathematisch exakt ist?
Erinnerung: Integraldefinition Analysis I. Sei f: [a,b] — R. Zwei Schritte:

1. Falls f Treppenfunktion ist, dann ist | Hb f(x)dx als Summe von Rechteckflichen definiert.

2. Falls f sich gleichmafiig durch Treppenfunktion approximieren ldsst, f = glmlim#,,
n—oo

b b
/ f(x)dx = lim/ by (x) dx (»Regelintegral«).
a n—oo a

definiere

Funktionen, die sich gleichméaflig durch Treppenfunktionen approximieren lassen, heiffen Regelfunktionen.
Fiir fast alle praktischen Zwecke reichen diese aus, jedoch sind sie fiir eine »runde« mathematische Theorie
ungeeignet, siehe unten.

Wir wollen dies in zwei Richtungen verbessern. Erstens wollen wir mehr Funktionen integrieren kénnen,

und zweitens wollen wir in mehreren Dimensionen integrieren. Also brauchen wir:
1. Was sind Treppenfunktionen im R"?

2. Approximiere allgemeine Funktionen f durch Treppenfunktionen, mit einem schwécherem Konver-
genzbegriff als gleichméfiiger Konvergenz.
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Was geht bei Regelfunktionen schief? Sie verhalten sich schlecht unter Grenzwertbildung. Wir héitten gerne
folgendes (und werden es spéter fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen beweisen):
Falls fi, f: [a,] = R (k € N) und

> fx Ll f punktweise
> es existiert C € R mit VkVx: |fi(x)] < C.

Dann gilt: /b fir(x) dx LiaN /b f(x)dx.
a a
(Genauer: Sind alle f; Lebesgue-integrierbar, so auch f, und diese Grenzwertbeziehung gilt.)
Fiir Regelfunktionen stimmt dies nicht!
Diese Eigenschaft ist zum Beispiel im Zusammenhang mit der Volumenberechnung niitzlich: Wird etwa
eine Menge A von innen durch Mengen Aj, A, ... approximiert (d.h. gilt Ay C Ay C ... und A = J; Ax),
so konvergiert die Funktionenfolge (x4, )x punktweise gegen x4, aber nicht gleichmafig.

1.1 Treppenfunktionen

1.1.1 Definition

Ein Quader im R” ist eine Menge der Form
Q=L xDLx---x1I

wobei I3, ..., I, C R nichtleere, beschriankte Intervalle sind.
Beispiele:
n =1: Quader = Intervall.

n = 2: Achsenparallele Rechtecke.
Bemerkung: Die Intervalle I} konnen offen, abgeschlossen oder halboffen sein. Punkte sind auch erlaubt.

1.1.2 Definition

Das Volumen des Quaders Q = I; x I X --- x I, ist
vol(Q) := (Lange von I;) - - - (Ldnge von ;)

wobei Léange von (4,b) = Lénge von (a,b] = Liange von [a,b) = Lange von [a,b] = b —a.
Bemerkung: Es ist vol(Q) = 0 genau dann, wenn eines der I; ein Punkt ist.
Bezeichnung auch vol, (Q) statt vol(Q).

1.1.3 Definition

Eine Treppenfunktion auf R” ist eine Funktion ¢: R” — R der Form

K
P = Z Ck - XQy
k=1
wobei c1,...,c¢ € R und Qq, ..., Qr Quader sind.

Beispiele:
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n=1: X[o1) +2~)((%,2).

n = 2: »Skyline von Manhattan«.

1.1.4 Lemma

Jede Treppenfunktion ¢: R” — R hat eine Darstellung

K
¢ = ch'?ch
k=1

wobei die Qy paarweise disjunkt sind.

L L
Beweis (Skizze): Sei ¢ = >_ ;- xp,. Man zeigt zundchst, dass sich |J P, derart in paarweise disjunkte
=1 I=1
Quader Qy zerlegen ldsst, dass jedes P; Vereinigung einiger dieser Teile ist. Dies ist anschaulich recht klar,

L
ein exakter Beweis ist etwas langwierig (man zerschneidet |J P, mittels simtlicher Hyperebenen {x; = a;},
=1
wobei g; tiber die Endpunkte sdamtlicher Intervalle variiert, die als i-ter Faktor in einem der P; vorkommen,

firi=1,...,n).

Es gilt nun: Fiir A,B € R" mit ANB = @ ist xaup = XA + xp. Damit folgt fiir jedes I:

L
Xp = > XQi- Man setze dies nun in ¢ = > b - Xp, ein und fasse alle Terme mit demselben Qy
k: Qk C Pl 1=1
zusammen. O

1.1.5 Lemma
(a) Die Menge der Treppenfunktionen auf R”, 7 (R”,R), ist ein Unterraum des Vektorraums
F(R",R) = {Alle Funktionen R" — R}.

(b) Mit ¢, sind auch |¢|, max(¢@, ) und min(¢,p) Treppenfunktionen.

Beweis:

(@) ¢, ¢ Treppe = ¢ + ¢ Treppe. v/
¢ Treppe, c € R = c¢¢ Treppe. /
¢(x) =0 fir alle x ist Treppe. /

K K
> ek XQu| = 2o lekl xq,  falls Qg paarweise disjunkt.
k=1 k=1

Denn es gilt: x € R" = Es gibt hochstens ein k = kg mit x € Qk, -

(b)

— Wenn es kein ky gibt = Beide Seiten sind gleich Null.

- Sonst ké ck XQ (x) = ciy und [cg | = ké ekl xq, ()
Also ist mit ¢ auch |¢| eine Treppenfunktion. Die anderen Aussagen folgen aus
max(¢,¢) = (¢ + ¢ +|¢ —¢[)/2, min(g,¢) = (¢ +¢ — ¢ — ¢|)/2.
(Warum stimmt das? Zunéchst gilt fiir Zahlen 4,b € R: min{a,b} = %[a +b—|a—"|],denn fira>b

ist die rechte Seite %(a +b—(a—"b)) =b,und fir a <D ist sie analog gleich 4, also in jedem Fall das
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Minimum von 4 und b. Analog zeigt man max{a, b} = %[a + b+ |a — b|]. Damit gelten diese Formeln

auch fiir Funktionen, da man ja nur beliebige Werte x einsetzen muss.) O

Wir kommen nun zur Definition des Integrals fiir Treppenfunktionen, dem ersten Schritt der Grundprin-
zipien der Integration.

1.1.6 Definition (+ Satz)

K
Fiir Treppenfunktionen ¢ = »° ¢ xg, auf R" definiere
k=1
K
/ @(x) dx = Z cr vol(Qy) .
B k=1
K L K L
Dies ist wohldefiniert, d. h. falls ¢ = >~ cx xg, = >_ ¢ Xqj s 50 > crvol(Qx) = X cjvol(Qy).
k=1 1=1 k=1 =1

Schreibweise:

]Rngo(x)dx:/go(x)dx:/qodx:/q)

Alle Integrale sind bestimmte Integrale!

In dieser Vorlesung gilt:

Also ist [ ¢ eine Zahl, keine Funktion.
Beweis (der Wohldefiniertheit): Wahle Q//,, m=1,..., M,
> paarweise disjunkt,
M 2 /
> U Qm :UQkUUQl/
m=1 k 1

> jedes Qi und jedes Q) ist Vereinigung von einigen der Q.

Es gilt
Xo = D Xal
m:Q%CQk
Also
=Y ang =Y Y gy — Y chrgy mitch= Y
k ko m: Q) Q m k: Qpy C Qp

Selbe Umformung;:

D avol(Q) =Y emvol(Qy) (%)
k m

Bemerke: ¢}, sind durch ¢ eindeutig bestimmt, denn fiir x € Q;,QO ist

"

o(x) = S xgn(x) =y
m L 1
0 falls m # myg
1 falls m = ™o

Wegen (x) ist also > cx vol(Qy) durch ¢ allein bestimmt, also gleich >~ ¢; vol(Q]). O
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1.1.7 Satz
Die Abbildung

/:T(IR”,]R) — R, (pn—>/(pdx
ist
1. linear,
2. monoton, d.h. ¢ <9 = [@dx < [¢dx,
3. esgilt | [ @dx| < [|g|dx.
Beweis:

1. Linearitit: Sollte Ihnen direkt aus der Definition klar sein.

2. Monotonie: Klar, wenn ¢, ¢ mit denselben paarweise disjunkten Quadern ausgedriickt:

qo:chka, l[):de)(Qk, ¢ <y (dh. ¢(x) < y(x) fir alle x)
= < dk

= /q)dxg/lpdx

Nach dem Argument im Beweis der Wohldefiniertheit kann man zwei beliebige Treppenfunktionen
mit Hilfe derselben paarweise disjunkten Quader schreiben!

3 —lol<e<|p] = —/\svlﬁ/qvﬁ/lqv\d-h. ’/¢‘§/|§0|- o

1.2 Die L'-Halbnorm
Im Folgenden ist es niitzlich, mit co zu rechnen:
1.2.1 Definition (Rechnen mit o in der Integrationstheorie)
R:=RU {co}.

> oo4c=c+oo=oc0 fiiralle c € R.
o c#0

> oc0o-Cc=Cc-00=
0 c=0.

> |oo| = oco.

> ¢ < oo fiir alle ¢ € R.

(Beachte, dass o -0 im Zusammenhang mit Grenzwerten nicht definiert war. Im Rahmen der Integration
ist es sinnvoll, es gleich Null zu setzen. Vorstellung: Die Flache einer Geraden in der Ebene ist Null, auch
wenn sie unendlich lang ist.)
Wir kommen zum 2. Schritt in den Grundprinzipien der Integration. Frage:

In welchem Sinn sollen wir allgemeine Funktionen durch Treppen approximieren?

In Analysis I verwendeten wir die gleichmafsige Konvergenz.
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Analysis II: Gleichméflige Konvergenz <= Konvergenz beziiglich der Supremumsnorm:
Mit [|g][e = sup [g(x)] ist
* tn === f gleichmifig <= ||f — o ——= 0.

Problem: Leider sind manche Funktionen, die wir integrieren wollen, nicht gleichméfSig durch Treppen-
funktionen approximierbar.
Idee: t;, — f soll bedeuten, dass das Volumen zwischen dem Graphen von ¢, und von f gegen Null geht
(alles fiir m — o0). Denn es kommt uns ja am Ende nur auf Integration (Volumenberechnung) an!

Problem: »Volumen« ist bisher nicht definiert. Wir drehen uns also im Kreis!
Idee: Wir haben zwar bisher keinen Begriff davon, was »Volumen« mathematisch bedeutet, aber wir kénnen
leicht mathematisch fassen, was es bedeuten soll, »ein Volumen kleiner-gleich & zu haben«. Das werden wir
auf ¢ = f — t;; anwenden.

Wie? Wir verstecken die Ordinatenmenge von |g| unter Quadern und addieren deren Volumina. Ist die
Summe < ¢, sagen wir, dass |g| »kleiner als ¢ beziiglich der L'-Normc« ist, und verwenden das als Maf
fur die Glite der Approximation von ¢, an f.

1.2.2 Definition

Sei ¢: R” — R. Eine Hiillreihe fiir ¢ ist eine Reihe

b = Z Ck XQy
k=1

wobei ¢, > 0, Qi offene Quader fiir alle k, |g(x)| < ®(x) fiir alle x.

Bemerkung: Da alle ¢ xg, > 0 sind, ist der Wert der Reihe > cxxg, (x) € R wohldefiniert fiir jedes
k=1

x. Jedes g hat eine Hiillreihe, zum Beispiel ® = > x(_gxn, denn ®(x) = oo fiir alle x. Hierbei ist
k=1
(=k, k)" = (=k, k) x - -+ x (=k, k). Zum Beispiel: (—1,1) x (—1,1) = Quadrat.

L |
n-mal

1.2.3 Definition
Sei ¢: R" — R. Die L'-Halbnorm von g ist
|gll1 == inf{I(P): P ist Hiillreihe von g}

()

wobei I(®) := 37 cpvol(Qy) fiir @ = 3~ cxxq, -
k=1 k=1

1.2.4 Lemma

|- ll1: F(R",R) — R ist eine Halbnorm, d.h. Vg,h € F(R",R), c € R:
@ 0<|glh <o
() [lc-glla=lel-llgll

© llg+hllx < liglh + 11kl

Aufierdem gilt:

(d) [8] < |hl = liglh < [[llx

e [l X gilli < > llgill1, falls alle g; > 0.
: 2

i=1 i=
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Bemerkung: Wieso lassen wir unendliche Reihen (statt endlicher Summen) bei der Definition von || - ||;
zu? Weil sonst (e) nicht gelten wiirde. Teil (e) wird wesentlich sein fiir die Konvergenzsitze.

Beispiel: (Zentral zum Verstdndnis alles Folgenden!)
A =QnJ0,1], g == xa,also g(x) = 1, falls x eine rationale Zahl zwischen Null und Eins ist, sonst
g(x) =0.
A ist abzdhlbar, A = {ay,a5,...}.
Setze g; = X{4,), dann ist [|g[[1 = 0, denn ®¢ = x(;. ¢4 1) ist eine Hiillreihe fiir g; fiir jedes ¢ > 0, und
I[(®;) = 2¢, also ||gi|l1 = inf{I(D): P ist Hiillreihe von g;} = 0.
oo

Aus g = Y g; und (e) folgt

i=1 0

g <Y 0=0, also gl =0.
i=1

Bemerkung: Hitte man nur endliche Summen als Hiillreihen zugelassen, kdme im Beispiel nicht Null,

K .
sondern Eins heraus, denn fiir K < co ist g < ® = - ¢, xo, = [(®) > 1. (Ubung!)
k=1

Beweis (von Lemma 1.2.4): (a) ist klar, (b) ist auch einfach, (c) ist ein Spezialfall von (e).

Beweis von (d): Jede Hiillreihe von & ist auch eine Hiillreihe von g, also ok.

Beweis von (e): Sei ¢ > 0. Zu jedem i wihle eine Hiillreihe ®; fir g; mit I(®;) < ||gi|l; + e27F. Dann ist
d =77, ®; eine Hiillreihe fiir g mit

I(@) = 1(P) <> (lgillh+e27) =e+ > _lsgill-
i=1 i=1 i=1

(Genaugenommen muss man hier in der ersten Gleichheit eine Doppelreihe umordnen, da jedes I(®;)
durch eine Reihe gegeben ist. Da aber alle Terme > 0 sind, ist das kein Problem.) Also gibt es zu jedem
¢ > 0 eine Hiillreihe ® = & fiir ¢ mit I(®) < e+ > ;7 |lgi||. Daraus folgt (e). ]

Im Beispiel von oben sieht das so aus: Sei ¢ > 0. Wahle &, = ZX([,,,L ”,+L) .
(DY RN e DT RN

€ =1
i=1

[
=1/2

Dann:

®, Hiillreihe von § = |[|g||1 = 0.

Bemerkung;:
Unendliche ®-Reihen ~~ Lebesgue-Theorie des Integrals.
Endliche ®-Reihen ~+ Riemann-Theorie des Integrals.

Bemerkung: Falls es einen Begriff von Summe {iber tiberabzahlbar viele Terme gébe, so konnte damit zum

1= J {x}

x€[0,1]

H X1 = Z X{X}H gilt nicht!

| —
I =t *€ll]

Beispiel (e) nicht gelten:

I l1=0
Der Unterschied abzéhlbar < iiberabzahlbar spielt also in der Integrationstheorie eine wesentliche Rolle:

Unter abzdhlbar vielen Punkten kann sich keine positive Flache verbergen, unter tiberabzahlbar vielen aber
doch! (Wir werden spiter aber sehen, dass es gewisse iiberabzdhlbare Mengen gibt, unter denen sich auch
keine Flache verbirgt.)
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Der Satz von Heine-Borel

Im néchsten Abschnitt benétigen wir eine Eigenschaft kompakter Mengen, die ich in Analysis II nicht
behandelt habe. Sie wird von jetzt an mehrfach gebraucht, daher soll sie hier diskutiert werden. Fiir den
Moment begeben wir uns also wieder in die Welt der metrischen Rédume. Wenn Thnen das zu abstrakt ist,
konnen Sie sich immer X = IR"” mit der euklidischen Metrik vorstellen.

Zur Erinnerung: Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes heifst kompakt, wenn jede Folge in A einen
Héufungspunkt in A hat. Ist der metrische Raum der R", so ist das dazu dquivalent, dass A abgeschlossen
und beschrankt ist.

1.2.5 Definition

Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Eine offene ﬂberdeckung von A ist eine Familie von

ACUUZ'

il

offenen Teilmengen (U;);c; von X mit

wobei I eine beliebige Indexmenge ist.

U U

3 2

Abbildung 1.1. Die Familie Uy, ..., Uy tiberdeckt A

1.2.6 Satz

Sei (X,d) metrischer Raum und A C X, dann sind dquivalent:
(1) A ist kompakt.

(2) Jede offene Uberdeckung von A hat eine endliche Teiliiberdeckung. Das heifit:

Fiir jede offene Uberdeckung (U;);c; Xog A exististieren endlich viele iy,...,ix € I, so dass
i Y. NG

Beispiele:
(1) (Nicht-Beispiel): Seien A = (0,1] und U; = (%,2) mit i € N, dann gilt A C | U;, denn fiir x € A
ieN
gilt 0 < x <1, und aus dem Archimedischen Prinzip folgt, dass es ein i € IN gibt mit % < x, also
x € U;. Allerdings iiberdecken beliebige endlich viele der U; nicht ganz A, denn seien iy,...,iyN

beliebig und m = max{iy,...,ixn}, dann ist offenbar U U...UU;,, C (1,2). Also folgt ﬁ €A,

m’

1
aberﬁgzu,-lu...uuw.

(2) Seien A =[0,1] und U; = (%,2) mit i € IN. Damit 0 auch tiberdeckt wird brauchen wir eine weitere
offene Menge Uy mit 0 € Uy. Dann existiert wegen der Offenheit von Uy ein ¢ > 0, so dass gilt
(—¢,€) C Uy. Wir wihlen iy mit % < e. Somit bildet Uy U Uj, eine endliche offene Teiltiberdeckung
von A.
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Bemerkung: In Beispiel (2) ist nicht die Kompaktheit von [0, 1] bewiesen. Fiir diese miissten wir mit einer
beliebigen offenen Uberdeckung anfangen.

Beweis (des Satzes): Wir beweisen zuerst die Richtung (2) = (1), nehmen also an, dass (2) gilt, und zeigen,
dass A kompakt ist. Angenommen, A ist nicht kompakt. Dann gibt es eine Folge (x)ren in A ohne
einen Hiaufungspunkt in A. Das heifit, fiir jedes x € A existiert ein €y, so dass K, (x) nur endlich viele
Folgenglieder enthalt.

Wir setzen U, = K, (x); dann sind alle Uy offen. Offenbar ist A C |J Uy, denn fiir x € A gilt x €
xeA
Key(x),also auch x € |J Uy.
yeA
Da wir Teil (2) des Satzes voraussetzen, gibt es y1,...,yn € A,sodass A C Uy, U...UUy,.

Per Konstruktion enthélt jedes Uy, nur endlich viele Folgenglieder, also auch Uy, U...UUy,, und damit
auch A. Dies steht im Widerspruch dazu, dass die komplette unendliche Folge in A liegt.
Also ist (2) = (1) gezeigt.

Fiir den Beweis von (1) = (2) zeigen wir zuerst eine Zwischenbehautung:
Zwischenbehauptung: Sei A eine kompakte Menge, dann gibt es zu jedem & > 0 endlich viele e-Kugeln,
die A tiberdecken.

Beweis (der Zwischenbehauptung): A sei kompakt. Angenommen, es gibt ein ¢ > 0, so dass A nicht von
endlichen vielen e-Kugeln {iberdeckt werden kann.

Wir wihlen x; € A beliebig, dann ist A ¢ K¢(x1) per Annahme. Also existiert x, € A\ K¢(x1). Per
Annahme tiberdecken K¢(x1) und K¢(xz) nicht ganz A, also existiert
x3 € A\ (Ke(x1) UKe(x2)). Analog erhalt man
xg € A\ (Ke(xq) U...UKe(x3))

Dies ergibt eine Folge (xy)gen in A, wobei d(xg, x;) > ¢ fiir alle k > [. Daher kann (x;)ren keinen
Héaufungspunkt haben und somit kann A nicht kompakt sein. Also haben wir die Zwischenbehauptung be-
wiesen. Der Beweis zeigt auch, dass es egal ist, ob wir dabei offene oder abgeschlossene Kugeln betrachten,
und dass die Mittelpunkte der Kugeln in A gewé&hlt werden kénnen. ]

Wir fiihren jetzt den Beweis von (1) = (2) im Satz. Sei A kompakt und (Uj;);c; eine Uberdeckung von A.
Angenommen, es gibt keine endliche Teilitberdeckung zu (Uj;);c;.
(1) Wir tiberdecken A mit endlich vielen abgeschlossenen 1-Kugeln (alle auftretenden Kugeln sollen Mit-
telpunkte in A haben), dann wird der Schnitt jeder dieser 1-Kugeln mit A von (U;);c; tiberdeckt.

Also gibt es unter diesen mindestens eine 1-Kugel Kj, so dass A; = K; N A keine endliche Teiltiberde-
ckung besitzt (sonst hitte A eine endliche Teiliiberdeckung).

Da A kompakt ist, ist es abgeschlossen, und da K; abgeschlossen ist, ist auch A; abgeschlossen. Da
A1 C A und abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen kompakt sind, ist A; kompakt.

(2) Wir tiberdecken A; nun mit endlich vielen abgeschlossenen %—Kugeln.

Wie vorher muss es nun darunter mindestens eine %—Kugel Ky geben, so dass A, = K; N A; keine
endliche Teiliiberdeckung hat.
(3),(4), ... Auf dieselbe Weise erhalten wir A3z, Ay, ... . Diese haben also folgende Eigenschaften:
A D A} D Ay D ...; Ag ist in in einer Kugel K; vom Radius 1/k enthalten; keines der Ay besitzt eine
Uberdeckung durch endlich viele der Mengen U;.

Sei xj der Mittelpunkt der Kugel K. Offenbar ist(x;)en eine Folge in A. Da A kompakt folgt, dass
eine konvergente Teilfolge x;, existiert, x,; — x € A. Also existiert ein i € [ mit x € U;.
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Da U; offen ist, existiert ein ¢, so dass K¢(x) C U;. Wegen x;; — x existiert ein k' mit d(x, x;/) < % und

7 < %, also K C K¢(x). Daraus folgt A,y C K C Ke(x) C Uj.
Also wird Ay, von der einen Menge U; iiberdeckt, im Widerspruch zur Konstruktion der Ay. O

Die L!'-Halbnorm von Treppenfunktionen
Zentral fiir alles folgende ist der folgende unscheinbare Sachverhalt:

1.2.7 Lemma

Sei ¢ eine Treppenfunktion. Dann gilt || @]l = [ |¢]|dx.

Beweis: Wegen |¢|l1 = || |¢| ||1 konnen wir 0.B.d. A. annehmen, dass ¢ > 0.
1. Schritt: Es ist ziemlich klar, dass > <« gilt, da man ¢ als Hiillreihe fiir sich selbst nehmen kann und fiir
Treppenfunktionen ¢ > 0 offenbar I(¢) = [ ¢ gilt.

Kleines Detail: Fiir Hiillreihen war angenommen worden, dass sie mit offenen Quadern gebildet werden.
N

Das ist aber unwesentlich: Wenn ¢ = }° arxp, mit beliebigen (evtl. nicht offenen) Quadern Py und
k=1

ap > 0, dann wihle zu ¢ > 0 offene Qj mit vol(Qy) < vol(P) + €. Setze ® = > a;Qy, dann gilt

K
lolh < I(®) =3 apvol(Qr) < Y agvol(Py) + > ae = [+ e(z uk). Da dies fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt
k=1
el < [ o
Es bleibt, die Ungleichung ||¢[|1 > [ ¢ zu zeigen. Dies ist der eigentliche Kern des Lemmas.

K
Vorbemerkung: Fiir endliche Hiillreihen ® = } cxx, (also Treppenfunktionen) wissen wir:
k=1

Aus ¢ < @ folgt [¢ < [ D = (D) (Monotonie des Integrals, Satz 1.1.7).
Das heift: [ ¢ <inf{I(®) : @ ist endliche Hiillreihe von ¢}
Also ist das einzige Problem der Ubergang von endlich nach abzéhlbar.

2. Schritt: Wir betrachten zunéchst den Fall ¢ = xo, wobei Q ein abgeschlossener Quader ist. Angenom-

men, ® = Z CkXq, ist eine Hiillreihe fiir xg, d.h. xo < ®.

Sei ¢ > 0. Fiirjedes x € Q gilt 1 < Z Ck)(Qk( x). Nach Definition von Reihen existiert also ein Ny, so

dass 1 —¢ < Z kX, (x)-

Da alle Qg offen sind und der Schnitt endlich vieler offener Mengen wieder offen ist, existiert eine offene
Nx
Umgebung Uy von x, die in Qq,...,Qn, enthalten ist. Dann ist Z CkXQ; auf Uy konstant, also folgt

1—e< Z ckx@, auf Uyx. Offenbar ist (Ux)yreq eine offene Uberdeckung von Q. Aulerdem ist Q kompakt,
da abgeschlossen und beschrénkt und in R". Also folgt die Existenz einer endlichen Teiltiberdeckung

Uy, .- Uy, - Wéhle N = max Ny;, dann folgt 1 — ¢ < Z CkXQ (X ) fur alle x € Q. Da dies eine endliche

i=1,.,

Summe ist, folgt (wie in der Vorbemerkung), dass (1 — s) vol( ) < Z crvol(Qy) < Z cpvol(Qx) = I(D).

Wir haben gezeigt, dass (1 —¢) [ xo < I(®P) fiir alle € > 0, also f X0 < I(®). Da d1es fiir jede Hiillreihe
® von xq gilt, haben wir [ xg < [[xgll1 bewiesen.

3. Schritt: Wir miissen nun [ ¢ < ||¢||; fiir beliebige Treppenfunktionen ¢ > 0 zeigen. Man kann Schritt
ftir Schritt argumentieren, es ist aber etwas umstdndlich, da man mit offenen/abgeschlossenen Quadern
aufpassen muss. Hier ist ein hiibscher Trick:
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Waihle einen abgeschlossenen Quader A, der so grofs ist, dass ¢ = 0 aufierhalb von A ist. Setze M =
max @ und ¢ = Mx4 — ¢. Dannist { > 0.
Wende Schritt 1 auf ¢ und Schritt 2 auf M4 an, dann folgt

Subtrahiert man die Ungleichungen (das geht wegen der verschiedenen Richtungen), folgt

[o= [axa =9 < Imxals - 191 < gl

wobei am Schluss nur eine Umstellung der Dreiecksungleichung fiir Mx 4 = ¢ + ¢ verwendet wurde. Dies
war zu zeigen. O

Bemerkung: Der schwierigere Teil der Behauptung, [ |¢| < |/¢|1, sagt im Wesentlichen folgendes: Uber-
deckt man einen Quader Q mit abzdhlbar vielen Quadern Q;, so ist die Summe der Volumina der Q;
mindestens gleich dem Volumen von Q. (Man sieht die Relation mit der Aussage des Lemmas am einfachs-
ten, wenn man das Lemma auf x|} anwendet und den Graphen von /o und & zeichnet.)

Das war ziemlich viel Aufwand fiir ein scheinbar so offensichtliches Lemma! Dass wir immerhin den
Satz von Heine-Borel gebraucht haben, legt nahe, dass es gar nicht so offensichtlich ist. Bei Unendlichkeiten
kann eben leicht etwas schief gehen, daher muss man genau argumentieren.

1.3 Definition und einfache Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

1.3.1 Definition
Eine Funktion f:R" — R heifit (Lebesgue-) integrierbar, falls es Treppenfunktionen @1, ¢y, ... gibt

k—o0

mit ¢ — f beziiglich || - ||1, das heiit ||f — ¢¢|[y —— 0.
In diesem Fall setze / fdx = klim / Qrdx.
—>00

Bemerkung: Es bleiben die Fragen:
> Ist das wohldefiniert?
> Sind vielleicht alle Funktionen integrierbar?
> Wie berechnet man [ fdx?

Schreibweise: £! = L1(R") = {Integrierbare Funktionen auf R"}.

Die Frage, ob [ fdx wohldefiniert (d.h. unabhingig von der Wahl der Folge ¢j ist, sowie einige weitere
wichtige Eigenschaften des Integrals folgen aus einfachen Uberlegungen iiber Vektorraume und Halbnor-
men. Die Definition von £! ist namlich ein Beispiel eines sehr allgemeinen Konstruktionsprinzips:
L' = der Abschluss von T (R") in F(R",R) beziiglich || - |1

Wir betrachten zunéchst eine analoge Situation fiir beliebige Vektorrdume. Ist V' ein Vektorraum und
Il : V— [0,00] eine Halbnorm auf V, so hat man genau wie bei einem normierten Vektorraum die
topologischen Grundbegriffe wie offene, abgeschlossene Mengen, Abschluss, Inneres, Stetigkeit etc. Kon-
kret ist zum Beispiel der Abschluss einer Menge A C V definiert durch

A={fev: 3 mit|f—gl =20}
Folge (@) in A
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Ein lineares Funktional auf V ist eine lineare Abbildung [ : V' — R. [ heifit beschridnkt, falls es eine Zahl
C gibt mit

(A < C|f|l furalle feV.
(Vorsicht: Dies ist etwas anders als die Definition einer beschriankten Funktion. Auf der rechten Seite steht

nicht C, sondern C||f]|.)

Man kann leicht zeigen, dass ein lineares Funktional genau dann beschriankt ist, wenn es stetig ist

(Ubung).

1.3.2 Lemma (Lineare Algebra)

Seien V ein Vektorraum, || - || eine Halbnorm auf V, V, := {v € V : |[v|| < c0o} und W C V, ein
Untervektorraum.
(a) Fiir den Abschluss von W gilt:
- W ist ein Untervektorraum
- W ist abgeschlossen
-WcV

(b) Ist I : W — R ein beschrinktes lineares Funktional, dann hat | eine eindeutige Fortsetzung
als beschranktes lineare Funktional  : W — IR, mit derselben Konstante C wie . Es gilt

I(f) = lim I(gy), falls @ — f.
k—o0

Beweis:

(@) - Seien ¢r — f und ¢ — g. Dann folgt g + ¢ — f + g. Also folgt aus f,g € W, dass auch
f+geWw.

Analog folgt aus f € W und ¢ € R, dass ¢ € W.
— Wie bei normierten Vektorrdumen ist der Abschluss einer Menge abgeschlossen.

- Seien W C V, und ¢} — f, dann existiert ein k, so dass || f — ¢i|| < 1.
Also folgt [|f|| < [lgwll + I f = pxll < co.

(b) Ubung. o

In unserem Kontext wenden wir dies an mit:
V = F(R",R) = {alle Funktionen R" — R}
l-Il=1l-1li:V —[0,00] die L'-Halbnorm
W= T (R") = {Treppenfunktionen auf R"}

l1: W — R, ¢ — [¢ ist ein beschrinktes lineares Funktional, wobei |I(¢) | < [|¢|]1 gilt, also die
Beschréanktheitskonstante gleich eins ist.

Offenbar gilt W C V, also ist das Lemma anwendbar, und man erhilt, da per Definition L1 (R") = w
ist:
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1.3.3 Satz

(@) L£! ist ein Vektorraum.

(b) [: L' — R ist wohldefiniert und linear.

© [ fI< Sl
(d) [: L' — R ist eine stetige Abbildung.

(e) L' ist abgeschlossen, das heifit: Sind f;, € £! fur alle k, f € F(R",R) und gilt f; L f
beziiglich || - |1, dann folgt f € L!.

Wir brauchen noch ein paar weitere einfache Eigenschaften des Integrals:

1.3.4 Lemma
Seien f,g € L1.
@ f<g=[f<][s
(b) max{f,g}, min{f,g}, If| € L .
© f>0=[f=|fl

Beweis:

(c) Seien ¢ Treppenfunktionen mit ¢ — f. O.B.d.A. sei ¢ > 0. (Denn ||¢k| — f| < |¢x — f], also
Nkl = fllv < llgx = fll1; konvergiert also (k) gegen f, so auch (|¢l).)
Schreibe f = ¢ + (f — ¢x), dann folgt || fll1 < ||@kll1 + |If — ¢«ll1- Nach Lemma 1.2.7 gilt || @kl =
I o

171 < Jim llgel -+ Jim 1 = il = Jim [ g0 [ £
—o0 k—ro0 k—ro0

Wir haben ||f||; < [ f gezeigt. Die Umkehrung, [ f < ||f||1, ist Satz 1.3.3 (c).

(a) Setze h =g — f > 0. Dann folgt [h = ||h|; > 0 und damit [g < [ f.

(b) Wie im Beweis von Lemma 1.1.5 ist

. 1 1
min{f, g} = S[f +¢ —|f —gll, max{f, g} =3[f+g+If —¢gll.
Also geniigt es zu zeigen, dass aus f € £! auch |f| € L! folgt.

Bs ist|| f| — |gkl| < |f — ¢l also folgt [[|f] = [@xllln < [If = ¢l
Das heifit, wenn ¢ — f dann |@i| — |f| beziiglich || - ||1. ]

Bisher haben wir nur iiber ganz R" integriert. Das ldsst sich leicht erweitern.

1.3.5 Definition

. — - {f(x) x€A
Sei ACR" und f: A — R. Setze f(x) =

0 x¢A.
f heifit iiber A integrierbar, falls f integrierbar ist. In diesem Fall setzen wir

/Afdx:: /]Rnfdx.
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Regel- und Lebesgue-Integral, I

Wie verhalten sich der alte Integralbegriff (aus Analysis I) und der neue zueinander?

1.3.6 Satz
Seien 4,b € R mit a < b.

b
(a) Jede Regelfunktion f auf [a,b] ist (Lebesgue-) integrierbar und / fdx = fdx.
a ]

[ab

(b) Es gibt (Lebegue-) integrierbare Funktionen, die keine Regelfunktionen sind.

Bemerkung: Die verschiedenen Integralbegriffe unterscheiden sich nur darin, wie groff die Menge der
integrierbaren Funktionen ist:

{Regelfunktionen} C {Rieman-int.bare Funktionen} C {Lebesgue-int.bare Funktionen} C { Alle Funktionen}
Allerdings stimmt dies nur fiir »eigentliche« Regelintegrale. Gewisse uneigentlich regelintegrierbare Funk-
tionen sind nicht Lebesgue-integrierbar. Dazu spater mehr.

Beweis:

(a) Per Definition ist f Regelfunktion genau dann, wenn Treppenfunktionen ¢ existieren mit ¢, — f
gleichmiBig. Das heifit ||f — ¢¢lleo = sup |[f(x) — ¢x(x)| — 0.

x€|a,b]
Hilfsbehauptung: Fiir beliebige beschrinkte Funktionen g : [a,b] — R gilt: [|g]l1 < [|g|leo - (b —a).

Beweis: Es ist [g(x)| < [|g]leo auf [a,b], das heiit [g[ < ||gllco - X[4,5)- Daraus folgt [|g]l1 < [[[|g]leo -
Xiap 11 = [18lleo - IX[ap) 11 = [Igllec(b — a). Somit ist die Hilfsbehauptung bewiesen.

Daher gilt ||f — ¢klli < ||f — @xlleo - (b — a) und somit || f — gi||;1 — 0. Alsoist f € L1.
Da fiir Treppenfunktionen das Regel- und das Lebesgue-Integral per Definition {ibereinstimmen, er-
. . .. . . b b
gibt sich fiir das Integral: f[ﬂ,b] f= khﬁn;o f[a,b] Px = kl;n;o Jiex=[f-
(b) Wir geben ein Gegenbeispiel.

Sei A =QnNI0,1] und f = x4. Offenbar ist f keine Regelfunktion, da tiberall unstetig (Regelfunk-
tionen haben hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen). Allerdings ist f integrierbar, denn wir
sahen bereits, dass ||f||1 = 0, also gilt mit ¢, = 0 fiir alle k, dass ||f — ¢¢|| = O fiir alle k, also ist f
Lebesgue-integrierbar.

Fiir das Integral von f = x4 folgt [ f =lim [ ¢ = im0 = 0.
Zum Vergleich: Sei B = [0,1]\ A und ¢ = xp = X[o,] — Xa,dannist [g= [Xjo1— [xa=1-0=1.
1.4 Nullmengen, Nullfunktionen und »fast iiberall«

Wir behandeln nun die Frage, an wieviel Punkten man eine Funktion hochstens abéandern darf, damit sich
ihr Integral nicht dndert.

1.4.1 Definition

> Eine Nullmenge ist eine Menge N C R" mit |xnl[1 = 0.

> Eine Nullfunktion ist eine Funktion f : R” — R mit |/ f]|; = 0.
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1.4.2 Lemma

(a) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

(b) Jede abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen ist eine Nullmenge.

Beweis:

(a) Sei N Nullmenge und N’ C N. Daraus folgt 0 < x,(x) < xn(x) fiiralle x. Also |[xn/[1 < |[xn]1 =
0. Somit folgt ||x || = 0.

(b) Seien Nj, Ny, ... Nullmengen und N = |J Ny, dann ist offenbar xyny < > XNy - Also folgt
k=1 k=1

o [ee] o)
Nl =132 anll < 2 lan [l = X2 0=0. O
k=1 k=1 k=1

Beispiele:
> Jede abzidhlbare Menge ist eine Nullmenge, denn {p} mit p € R ist Nullmenge.

> Sei H= {x € R": x; =0}. H ist eine Nullmenge, denn

H= U {(xl,...,xn):xlzo,XZE[kz,k1+l),X3€[k3,k3—|—1),...,xn€[kn,kn—l-l)}.
kl,...,kHGZ

Das Volumen jedes dieser Quader ist Null, denn es ist gleich 0-1-...-1=0.

> [0,1] C R ist keine Nullmenge, denn |[x(o/[l1 = 1.

1.4.3 Satz
Fiir Mengen N C R" sind dquivalent:

(1) Fur alle e > 0 gibt es Quader Qp, Q, ... mit

(@) T vol(Q) <
i=1

& NcUo,

(2) N ist Nullmenge.

Beweis: Aus (1) folgt (2): Sei ¢ > 0. Finde Q; wie in (1). Aus N C U Q; folgt [[xn[l1 < [| X x|l <
i=1 i

> lxo; Il =22 vol(Q;) <e. Also [[xn]||1 < e fiir alle € > 0. Somit folgt ||xn|l; = 0.

i i

Aus (2) folgt (1): Sei N Nullmenge, also ||xn||1 = 0. Nach der Definition der L!-Norm gibt es dann zu
jedem & >0 Quader Q; und Zahlen ¢; >0, i € N, mit xy < @ := Y% cixQ,, Dieq €ivol(Qi) <e.

Diese Q; funktionieren leider nicht fiir den Beweis. Sie miissen zwar N tiberdecken, aber aus
oo q civol(Q;) < e folgt nicht > vol(Q;) < ¢, da die ¢; sehr klein sein kénnen.

Was tun?
Erste Idee: Falls nur endlich viele Q; vorkommen, argumentiere wie folgt: Die Menge D = {x : ®(x) > 1}
ist eine endliche Vereinigung disjunkter Quader Q;- (siehe das Lemma unten). Auflerdem ist N C D. Die
Quader Q; tiberdecken also N. Nach Definition von D ist xp < ®, also ist }_; Vol(Q}) = |lxpll1 < |®]1 <
€.
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Zweite Idee: Falls unendlich viele Q; vorkommen, fithren wir die Situation auf den endlichen Fall wie folgt
zuriick: Sei & = Y1 ¢ixo, und Dy = {x : @ > 1/2}. Offensichtlich gilt D; C D, C ..., und aus
iy cixg;(x) > 1 fiir x € N und der Definition der Konvergenz einer Reihe folgt U2 Dy O N.

Also N C (D1 \ Dg) U (Dy\ D1)U (D3 \ Dp)U... (mit Dy := Q).

Da die ®; Treppenfunktionen sind, ist jedes Dy \ Dy_1 eine disjunkte Vereinigung U]' Q]/(, j endlich vieler
Quader (Argument dhnlich wie im folgenden Lemma).

Die abzéhlbar vielen Quader Q/ (tiber alle i,j) tiberdecken N. Weiterhin ist nach Definition von Dj:

XD, < 2%y, also 21:1 >_j vol( i,j) = |lxp,ll1 < 2([Pll1 < 2e fiir alle k und damit auch
Dty 2o vol(Q; ) < 2e. O

1.4.4 Lemma

Sei ¢ eine Treppenfunktion. Dann lassen sich die Mengen {¢ > c}, {¢ > c}, ¢ € R, als disjunkte
Vereinigungen endlich vieler Quader schreiben.

Beweis: {¢ > c} ist die Menge der Punkte, wo die Treppenfunktion ¢ = max{¢ —¢,0} strikt positiv ist.
Schreibe ¢ = }; cixo, mit endlich vielen, disjunkten Q;. Dann ist {¢ > c} die Vereinigung der Q; mit
¢; > 0.

Da eine Treppenfunktion nur endlich viele Werte annimmt, ist {¢ > ¢} = {¢ > ¢ — ¢} fiir geniigend
kleines & > 0, damit folgt die Behauptung auch fiir {¢ > c}. o

Beispiel: Der Graph einer stetigen Funktion f : [2,b] — R ist eine Nullmenge in R?. (Ubung)

Frage: Gibt es iiberabzdhlbare Nullmengen in R? Ja!

Beispiel: Die Cantor-Menge C = {x ceR:x = i a;371, alle a; € {0,2}} ist eine tiberabzdhlbare
Nullmenge (Ubung). -

Wir untersuchen nun Nullfunktionen. Sie lassen sich leicht mittels Nullmengen charakterisieren:

1.4.5 Lemma

f:R" = R ist eine Nullfunktion <= A = {x: f(x) # 0} ist eine Nullmenge.

Beweis: Zuerst die leichtere Richtung »<=« Sei A Nullmenge Wegen [f(x)| <oofiirx € Aund f(x) =0

fur x ¢ A ist |f] < oo XAfZXA,aISO ||f||1<2||XA||1*EO_O

Zeige nun >=« Idee: Ist |f(x )\ > 1 fir alle x € A so folgt |f| > xa,also 0 = ||fll1 > |lxall1, also ist A
Nullmenge.

Was tun fiir allgemeines f? Zerlege in abzahlbar viele analoge Falle: Sei Ay = {x : [f(x)| > %}, dann folgt
Lf] > %XAk =0=|fl; = %”XA;(HL also ist Ay Nullmenge. Damit ist auch A = [J;; Ay Nullmenge. O

Wie steht’s mit dem Wert co?

1.4.6 Lemma
Sei f:R" — R. Falls ||f|; < oo, soist U= {x: f(x) = oo} eine Nullmenge.

Beweis: Fiir alle k € IN gilt |f| > kxy, also || f||; > k|| xull;- Ware||xull; > 0, so folgte || f||; = co. O

Wir kénnen nun die eingangs gestellte Frage beantworten.
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1.4.7 Satz

Seien f,¢ : R" — R. Falls {x: f(x) # g(x)} eine Nullmenge ist, und falls f integrierbar ist, so ist
auch g integrierbar, und es gilt [ fdx = [ gdx.

Offenbar ist dies im Allgemeinen nicht richtig, falls A = {f # g} keine Nullmenge ist. (Wahle f = 0,
§=xa)
Beweis: Nach Lemma 1.4.5 ist ||g — f]l1 = 0.

Nach Definition gilt: f integrierbar < Es existieren Treppenfunktionen ¢ mit || f — ¢/, LELN)

Dann folgt |lg — gilly < g — fll + If — il = 1 — @ells — 0, also [lg — gill; - 0. Somit st g integrier-
bar und fgdx:klimfgokdx:ffdx. O
—00

Dies motiviert die folgende Sprechweise.

1.4.8 Definition

Eine Ausssage A(x) tiber Punkte x € R" gilt fast iiberall (f. ii.), falls die Menge {x : A(x) gilt nicht}
eine Nullmenge ist. Analog spricht man von fast nie und fiir fast alle x.

Beispiele:
(1) f =0 fast iiberall & [ |f|=0.
(2) Ist f = g fast iiberall, f integrierbar, so ist g integrierbar und [ f = [ g.

Bemerkung: In der Integrationstheorie kommt es meist nur auf die Werte einer Funktion fast tiberall an.
Selbst wenn eine Funktion nur fast iiberall definiert ist, ist es sinnvoll, davon zu sprechen, ob sie integrierbar
ist (und was ihr Integral ist). Man setzt einfach die Werte auf der fehlenden Nullmenge beliebig fest (z. B.
gleich Null). Nach Satz 1.4.7 kommt es nicht darauf an, wie man diese Werte wihlt.

Die Idee, zwei Objekte als »im Wesentlichen gleich« anzusehen, setzt man mathematisch mit dem Begriff
der Aquivalenzrelation um. In unserem Kontext setzen wir also

f=g:< f(x) =g(x) fast tiberall.

Man zeigt leicht, dass = eine Aquivalenzrelation ist (Ubung).

1.4.9 Definition
Sei L1(R") := L1(R")/ =, also die Menge der Aquivalenzklassen. Die Elemente von L!(R") wer-
den mit [f] = {g: g = f} bezeichnet.

Mit anderen Worten, L!(R") ist der Quotientenraum L!(R")/N, N' = { Nullfunktionen auf R"}, im
Sinne der linearen Algebra. Also ist L' (IR") ein Vektorraum (mit [f] + [¢] = [f + ¢] etc.).

Aus Satz 1.4.7 folgt sofort, dass [ : L'(R") — R wohldefiniert ist, und aus Lemma 1.4.5, dass || - || eine
Norm (nicht blo eine Halbnorm) auf L' (IR") definiert, die sogenannte L!-Norm.

1.5 Konvergenzsitze

Dies ist der Hohepunkt der Lebesgue-Theorie.
Frage: Gilt fiir Funktionenfolgen (f)

/hm fm(x)dx = hm /fm )dx ? (%)

m—oo
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Etwas prézisere Frage: Angenommen, alle f;, sind integrierbar, und der Grenzwert mh_r}r;o fm(x) existiert fiir
jedes x. Existiert dann notwendigerweise der Grenzwert rechts und gilt die Gleichheit?

Beachte: Wir betrachten hier die punktweise Konvergenz der Funktionenfolge.

Antwort: Nein.

Beispiel: Sei fu(x) = m x(01/m)- Dann ist lign fm(x) = 0 fiir jedes x, also ist die linke Seite von (*) gleich
4 m—»00
0. Aber f fm(x)dx =1 fiir jedes m, also ist die rechte Seite gleich 1.

Wir brauchen also eine zusitzliche Bedingung an die Folge (f). Wir werden zwei solche Bedingungen
kennenlernen. Zunéchst ein etwas speziellerer Fall.

1.5.1 Satz (Satz von der monotonen, integralbeschriankten Konvergenz, Satz von Beppo Levi)
Seien f1, f,... : R* = R integrierbar und f; < f, < .... Angenommen, es gibt ein L € R mit
J fmdx <L fiir alle m. Dann ist f := lim_fy, integrierbar und [ fdx = n}l_r)rgoffm dx.

Eine analoge Aussage gilt fiir monoton fallende Funktionenfolgen.

Bemerkung: fi < f, <... bedeutet f1(x) < fo(x) < ... fiir jedes x. Daher existiert f(x) := n%lg;o fm(x) €

R. Dies ist gleich oo, falls (fu(x))mn unbeschrankt ist, sonst existiert der endliche Grenzwert.

Beweis: Idee: Konvergenz von ([ f,) kann mittels der L!-Halbnorm formuliert werden. Diese verhalt
sich gut bzgl. unendlicher Reihen (Lemma 1.2.4(e)). Daher sollte man die Konvergenz der Folge auf die
Konvergenz einer Reihe zurtickfiihren.

Setze ¢m = fm+1 — fiu, m € IN. Wir haben nun:

> > ||gmll1 konvergiert. Denn wegen g, > 0 ist ||gm|1 = | gm, also

m=1 -

M M M
Yom=t l18mlly = e S gm =2t ([ fnra = [ ) = [ fmur = [A<L—= [ f
(Linearitdt des Integrals und Teleskopsumme). Eine Reihe mit nicht-negativen Gliedern, deren Parti-

alsummen beschrankt sind, konvergiert.

M—oo

> f—fN = =N 8m- Denn Zm N&m=fmy1— N —— f—fN.

> |f— fnlh N2 0. Denn If — vl < e lgmll1, und fiir eine konvergente Reihe s = > | a;

N—
mit Partialsummen sy = SN_; @y ist S0y am =5 — sy_1 ——> 0.

Da £! abgeschlossen und |[ stetig bzgl. | - |1 ist (Satz 1.3.3), folgt daraus die Behauptung. |
Eine erste Anwendung ist folgende:
1.5.2 Satz (Integration durch Ausschopfung)

Seien A C R", Ay, Aj,... CR" mit Ay C Ay C A3 C ..., A= JA;.Sei f: A— R iiber jedes
i=1

Ay, integrierbar. Falls die Folge beschrankt ist, so ist f auch tiber A integrierbar und
g & N g
A me

fof=tm [ 5

Beweis: Wir nehmen zunichst f > 0 an. Aus den Bedingungen an die A, folgt, dass x4, (x) 0, xa(x)

es gilt

fur alle x, und XA < XA, <
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Setze fu = f-Xxa,- Dann folgt f,, — f und wegen f > 0ist f; < fo < .... AuBerdem ist ([ fi),,
beschréankt nach Vorraussetzung. Nach Satz 1.5.1 ist f ist integrierbar und [ fi, — [, f

Sei nun f beliebig. Setze fi = max{f,0} und f- = min{f,0}. Nach Lemma 1.3.4(b) sind f4, f— iiber
Ay, integrierbar. Es gilt f = f4 + f_ und |f| = f4+ — f- und damit 0 < f < [f| und 0 < —f_ < |f].
Daher sind die Folgen ([ Am fi) beschriankt. Wende nun den ersten Schritt auf f1 und —f_an, dann folgt
Ja,, f+ = Jafe und [, (=f-) = [4(=f-) und durch Subtraktion [, f— [, f. m

Bemerkung: Es gilt auch umgekehrt: Ist f iiber A integrierbar, dann ist die Folge ([, |f[),, beschrankt.
Denn mit f ist auch |f| tiber A integrierbar, und [, |[f| < [,If].

Beispiele:

(1) /e*‘x‘ dx. Hier ist A = R. Sei A,, = [-m, m]. Dann ist nach Satz 1.3.6

m
/ e Mdy = / e FMlay=201—-¢e") -2,
Am —m
Also e ¥l € L1(R) und [e~ P dx = 2.

1
(2) / %dx. Hier ist A = [0,1]. (Dass 1/x bei x = 0 nicht definiert ist, stért uns ja nicht!)
0

1
. 1 1
Setze Ay = [L,1]. Dann ist: / ;dx = /1 ;dx = (log|x|)i/m =log(1) —log (L) = log(m) — co.

Am L

Somit ist % nicht iiber [0,1] integrierbar. Ahnlich priift man nach:
'
/ = dx existiert genau dann, wenn a < 1.
0

Wir kommen nun zum wichtigsten Konvergenzsatz.

1.5.3 Satz (Satz von der majorisierten Konvergenz, Satz von Lebesgue)

Seien f1, fa,... : R" — R. Angenommen, f(x) = ”%1_1)1}o fm(x) existiert fiir fast alle x, und es gibt
eine integrierbare Funktion F, so dass gilt:

[fm(x)] < E(x)
fiir alle m, x. Dann ist f integrierbar und / f = lim / fm-

m—o0

F hei8t integrierbare Majorante fiir die Folge (fm)meN-
Beispiele:

(1) Ist Q ein Quader und sind die f;; : Q — R gleichmiflig beschrankt (das heifit, es existiert ein L mit
|fm(x)] <L fiir alle m € N, x € Q ), dann folgt

i )=t [ o)
falls der punktweise Grenzwert links existiert. Denn F = Lx( ist eine integrierbare Majorante fiir
f mXQ-
(2) Die Folge fn = mx(1/m) vom Anfang dieses Kapitels kann nach dem Satz keine integrierbare
Majorante besitzen. Uberzeugen Sie sich davon direkt! Im Wesentlichen lauft das auf die Tatsache

% ¢ £1((0,1)) hinaus.
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Beweis: Idee: Fiihre das auf den monotonen Fall zuriick. Dies geht mit einem &hnlichen Trick wie bei
unserem Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstrafs:

Setze gm = sup { fu, fust,--.}. Dannist g1 > go > ... und g —— f.

Warum ist g, integrierbar? Es gilt g, = ZILI?O hy,; mit hy,; = max{fm,..., fs1}. Da die f,, integrierbar
sind, sind alle h,,; integrierbar (wiederholte Anwendung von Lemma 1.3.4b). Weiterhin ist h,, ; < hy,» <
..., und die Folge ([ h,,;), ist beschrinkt, da |k, ;| < max{|fiul, ..., |fmril} < F,also | [ h| < [yl <
J F gilt.

Nach dem Satz iiber die monotone Konvergenz ist also g, integrierbar fiir jedes m, und [ gy = lliﬁn; S -

Wegen | [ hy,| < [ F ist die Folge ([ gm),, beschrankt. Wenden wir den Satz iiber die monotone Konver-
genz auf die monoton fallende Folge (g )n an, folgt

f ist integrierbar und / f= lim / Sm -

m—oo

Wir hétten aber gerne rechts [ fy, stehen, nicht [ g,,. Wie hingen diese zusammen? Offenbar ist g > fi,
aber das reicht nattirlich nicht fiir unsere Zwecke.

Losung des Dilemmas: Wir wiederholen das ganze Argument »von der anderen Richtung«, also mit
Gm = inf{fin, fmt1,...}. Wir erhalten [ f = mhggofgm und $m < fi.

SchlieBlich haben wir i < fin < gm, also [§m < [ fm < [ gm, und da die linke und rechte Seite gegen
f f konvergieren, tut es auch die Mitte. ]

Als Anwendung zeigen wir, dass sehr viele der praktisch vorkommenden Funktionen integrierbar sind.

1.5.4 Satz

Sei Q C R" ein Quader und f : Q — R beschrankt und fast tiberall stetig. Dann ist f iiber Q
integrierbar.

Spéter werden wir sehen, dass der Satz auch fiir viel allgemeinere Mengen Q gilt (siehe Satz 1.6.9).

m

Beweis: Fiir jedes m € R zerlege Q in n™ Teilquader, Q = nU Qp,j, durch Unterteilung jeder Kante in m
=1

gleiche Teile. Setze nun :

inf f(y) falls x im Innern eines Q,, ; liegt

fn(x) = § Y5O,

0 sonst.
fm ist eine Treppenfunktion, und die Folge (fi)m ist gleichm&Big beschrankt. Wir zeigen, dass fi, — f fast
tiberall.
Die Menge der Punkte, die auf dem Rand eines der Q,,; liegen (m, j beliebig), ist eine Nullmenge, ebenso
die Menge der Unstetigkeitsstellen von x. Also geniigt es zu zeigen, dass f;(x) —— f(x) fiir alle anderen
x € Q gilt.

Sei ¢ > 0. Da f in x stetig ist, gibt es ein § > 0 mit |f(y) — f(x)| < € fur y € Ks(x), wobei Ks(x)

die Kugel bzgl. der Maximumsnorm auf R" ist. Fiir m geniigend gro8 (groSer als 5~ !-mal die groSte
Kantenlédnge von Q) enthélt K;(x) den Quader Q,,;, der x enthilt, also folgt |fu(x) — f(x)| < e ftr diese

m—o0

m. Also folgt fi(x) —— f(x). O

Vertauschen von Differentiation und Integration

Mit Hilfe des Satzes iiber die majorisierte Konvergenz lisst sich ein einfacher Beweis des folgenden wichti-
gen Satzes geben.



22 Definition des Lebesgue-Integrals

1.5.5 Satz (Vertauschen von Ableitung und Integral)

Sei I C R ein Intervall, U C R” und F : I x U — R eine Funktion, die folgende Bedingungen
erfullt:

> t+— F(t,x) ist differenzierbar fiir jedes x € U
> F(t,-) ist fiir jedes t integrierbar tiber U

> Es gibt eine integrierbare Funktion M auf U (sogenannte Majorante) mit

oF

g(t,x) <M(x) VtelLxelU

Dann gilt fiir jedes t € I
d

3
E/F@@Mf/Sf@ﬂM
u u

Genauer: t — [ F(t,x)dx ist differenzierbar und x — %F (t,x) ist integrierbar fiir jedes ¢, und die

Formel gilt.

Meist hat man folgende einfachere Situation (manchmal aber auch nicht, siehe die Integralformel fiir
Losungen der Laplace-Gleichung):

1.5.6 Korollar

Sei I C R ein Intervall, U C R” offen und F: I x U — R eine C!'-Funktion. Sei K C U kompakt.

Dann gilt fiir jedes t € I
d

d
E/F(t,x)dx—/ﬁlf(t,x)dx
K K

Beweis (von Satz 1.5.5): Sei

h@ﬂ:FU+h2—F@@

firt € I, x € U und h # 0 gentigend klein. Dann ist }llin})fh = 0F /0t punktweise und mit I(t) = [ F(t,x) dx
- u

ist w = [ fu(t,x) dx. Es ist also nur zu zeigen, dass ;l,ig(l)ffh(t’x) dx = fllzig(l)fh(t'x) dx gilt. Dies
u u u

folgt aus dem Satz tiber die majorisierte Konvergenz, falls es eine integrierbare Majorante fiir die Funktionen
fi gibt. Nach dem Mittelwertsatz ist f},(f,x) = %(T, x) fiir ein T € (¢, ¢+ h), und dies ist im Betrag durch
M(x) majorisiert. M ist also die gesuchte Majorante. o

Beweis (des Korollars): Sei t € [ und I’ eine kompakte Umgebung von t in I. Da 0F /0t stetig ist, ist es
auf der kompakten Menge I’ x K im Betrag durch eine Konstante C beschrénkt, d.h. M(x) = C ist eine
Majorante wie im Satz gefordert, auf I’ x K. Da K kompakt ist, ist M iiber K integrierbar. Man kann also
den Satz (mit K statt U und I’ statt I) anwenden. O

Regel- und Lebesgue-Integral, 11

Wir sahen bereits, dass eine Regelfunktion auf einem abgeschlossenen Intervall Lebesgue-integrierbar ist.
Wie steht es mit uneigentlich integrierbaren Regelfunktionen?
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1.5.7 Satz
Sei a < bin RU{zoo}, f: (a,b) = R Regelfunktion.
f ist auf (a,b) Lebesgue-integrierbar < Das uneigentliche Integral von |f| iiber (a,b) existiert.

/(alb)f(x)dx = /ﬂbf(x)dx.

Zur Erinnerung: Das uneigentliche Integral von f tiber (a,b) ist so definiert:

In diesem Fall ist

Falls fiir beliebige Folgen a; > ap > ... = a und by < by < ... — b reeller Zahlen der Grenzwert
klim / al;(k f(x)dx existiert, so heifit f iiber (a,b) uneigentlich integrierbar. Der Grenzwert hingt dann nicht
—00

von der Wahl dieser Folgen ab und wird mit | ab f(x) dx bezeichnet.

Die Bedingungen an die Folgen (ay), (bx) bedeuten gerade, dass I, = [ay, bx] eine Ausschopfung von
I=(ab)ist,d.h,dass [ C I, C--- ,U;o:l =1

AuBerdem sei daran erinnert, dass aus der Existenz des uneigentlichen Integrals von |f| die Existenz des
uneigentlichen Integrals von f folgt (analog zu Reihen: konvergiert eine Reihe absolut, so konvergiert sie).

Beweis: Sei I = (a,b), und I bezeichne Intervalle wie unter >Erinnerung« oben.
»=« Ist f € L1(I), so konvergiert nach Satz 1.5.2 jlk f — [} f fiir eine beliebige Ausschopfung (Ii) von

I. Nach Voraussetzung ist f| 1, Regelfunktion und nach Satz 1.3.6 ist Il I f=/ ;Z‘ f,da I abgeschlossen ist.

Also ist f uneigentlich iiber I integrierbar und es gilt [, f = [ ub f.

Weiterhin gilt nach Lemma 1.3.4 f € L1(I) = |f| € £(I), also ist nach demselben Argument auch |f]|
uneigentlich tiber I integrierbar.
»<=« Da das uneigentliche Integral von |f| und damit von f iiber I existiert, existiert der Grenzwert der
Folge |, I f=] ;;k f, also ist diese Folge beschrankt, also ist nach Satz 1.5.2 f € L1(I). O

Beispiele: Das wichtigeste Beispiel haben wir bereits kennengelernt: f(x) = x~* ist iiber (0,1) genau dann
uneigentlich integrierbar (und damit Lebesgue-integrierbar), wenn a < 1.
Ein Beispiel, wo die Betragsstriche im Satz eine Rolle spielen, ist folgendes:

Aus Analysis I wissen wir: [ sin(x)

=, 25 dx existiert als uneigentliches Integral, aber [ |Sin(x) | dx nicht. Also

X

ist S0 picht Lebesgue-integrierbar.

1.6 Das Maff von Mengen

Wie schon anfangs angekiindigt, kann man mit Hilfe von Integralen leicht einen Volumenbegriff fiir Mengen
A C R" definieren. Die Idee ist, vol(A) = [ xa dx zu setzen. da wir aber auch Mengen mit unendlichem
Volumen betrachten wollen (z. B. den ganzen IR"), definieren wir:

1.6.1 Definition
Sei Qgr = [-R,R]" fiir R > 0.

(1) A C R" heifit (Lebesgue-) messbar, falls x4ng, € LY (R™) fiir alle R > 0.

(2) Ist A messbar, so heifit vol(A) = Rlim J Xangg dx € [0,00] das Volumen (oder Lebesgue-
— 0
Maf) von A.

Manchmal schreibt man auch vol,; statt vol. Fiir n = 1 spricht man meist von Lange und fiir n = 2 von
Flache.



24 Definition des Lebesgue-Integrals

Bemerkung: Der Grenzwert in (2) existiert, da [ x ANQR beziiglich R monoton wéchst. Man sieht leicht,

dass er gleich |[x ] ist.
Falls A beschrénkt ist, dann gilt: A messbar < x4 € £, und vol(A) = [ x4 dx.
Allgemeiner gilt: vol(A) < 0 < x4 € L1(IR"). Dies folgt aus dem folgenden Lemma.

Folgende Beobachtung ist im Folgenden wesentlich:

1.6.102 Lemma
(o)

Seien By C By C --- Teilmengen von R” und A = By, dann konvergiert die Folge (xp,)
k=1

punktweise gegen x4 und ist von x4 dominiert.

Ist zusétzlich die Folge (vol(By)) beschrankt, so ist x4 € £! und vol(By) o Vol AL

Beweis: Der erste Teil ist klar. Der zweite folgt aus dem Satz {iber die monotone, integralbeschrankte Kon-

vergenz. 0O

Wir stellen nun einige grundlegende Eigenschaften messbarer Mengen und der Abbildung vol zusammen.

1.6.2 Satz
Die Menge M der messbaren Teilmengen von R” ist eine o-Algebra auf R”, d.h.

(a) R" ¢ M

(b) Ae M = A :=R™"AeM

() A1, Ay, M = UAkGM
k=1

Beweis:
(@) xrRrnQ =XQ € L', weil X0 Treppenfunktion.
(b) Sei R > 0.Da A°NQgr, ANQg eine Zerlegung von Qg bilden, gilt XacnQr = XQg — XAnQg € £l

(c) Sei A = Ui Ak, dann ist AN Qr = ;1 (Ax N Qr). Wendet man Lemma 1.6.102 auf die Mengen
B, = Ule(Ai N Qgr) an, so folgt XanQr € L'; denn alle B, C Qg, also ist die Folge (vol(By))
beschrénkt. O

1.6.3 Satz
vol : M — [0, 0] ist ein Ma#, d. h.

(a) vol(®) =0

(b) Ay, Ay, -+ € M paarweise disjunkt = VOl( Ak) = > vol(A;) (o-Additivitit)
1 k=1

k=

Beweis:

(@ f0=0.

(b) Sei A =JZ; A; und By = Ui-;l A;j. Da die A; paarweise disjunkt sind, ist xp, = Z;‘:l X, also nach
Integration vol(By) = Zle vol(A;). Falls die Folge (vol(By)) beschrénkt ist, folgt die Behauptung
nun aus Lemma 1.6.102, sonst folgt offenbar vol(A) = co und damit ebenfalls die Behauptung. O
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Bemerkung: Aus diesem Satz lassen sich nun einige »offensichtliche« Dinge leicht ablesen, z. B.
A C B messbar = vol(A) < vol(B)
(Beweis: Wende (b) auf A1 = A, Ap =B\ A, A3=A;=...=0Q an))

Im folgenden Satz verwenden wir fiir A C R", y € R" die Notation
A+y={x+y:xe€ A}

(Verschiebung von A um y).

1.6.4 Satz

(a) M und vol sind translationsinvariant, d.h.: Ist A € M und y € R", so istauch A +y € M
und vol(A +y) = vol(A).

(b) vol ist normiert, d. h. fiir alle Quader Q ist vol(Q) = die alte Definition von vol(Q).

Beweis: (a) Beweisskizze fiir A beschrankt:
Es gilt xa4y(x) = xa(x —y),denn x € A+y < x —y € A. Also folgt die Behauptung aus der Translati-
onsinvarianz des Lebesgue-Integrals:

feLY(R"), yeR" = f(-—y) € LY(R") und /f(x—y)dx:/f(x)dx.

Beweis hiervon: Dies gilt zundchst fiir charakteristische Funktionen von Quadern, da das Volumen von
Quadern mittels der Seitenldngen, also translationsinvariant definiert ist, dann wegen Linearitit fiir Trep-
penfunktionen, und dann mittels Approximation fiir beliebige f € £!.

(b) Klar. O

Bemerkung: vol ist auch rotationsinvariant. Dies werden wir spater beweisen. Genau wie die Translations-
invarianz ist dies Spezialfall einer allgemeinen Substitutionsregel (der Transformationsformel).

Existenz nicht messbarer Mengen

Warum brauchen wir den Begriff >-messbare Menge<? Hat nicht jede (zumindest jede beschridnkte) Menge
ein Volumen? Man kann sie doch einfach in einen Eimer Wasser werfen und beobachten, wie stark der
Wasserspiegel steigt!
Die Antwort ist leider: Nein! Der mathematische Mengenbegriff ist so allgemein, dass er auch sehr »nicht-
physikalische« Objekte zuldsst und daher diese Intuition nicht zuldssig ist. Dies wollen wir nun zeigen.
Da jeder »verniinftige« Volumenbegriff wohl translationsinvariant und normiert sein sollte, préazisieren
wir die Frage wie folgt:
Mag3problem: Gibt es eine Abbildung y : P(R") — [0, 0], die ein translationsinvariantes und normiertes
Maf3 ist?

1.6.5 Satz

Das Mafsproblem ist unlosbar fiir alle n > 1.

Beweis: Fiir n = 1: Auf R definiere eine Aquivalenzrelation durch: x ~ y & x —y € Q. Offenbar
schneidet jede Aquivalenzklasse das Intervall [0,1]. Man bilde eine Menge Y, indem man aus jeder Aqui-
valenzklasse ein Element y € [0, 1] nimmt.

Wir zeigen, dass die Menge Y zu Problemen fiihrt.
Per Definition gilt:
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(@ xyeY,x#y=>x—-y Q.
b) xe R=3JyecYmitx—ycQ.

Seien ¢y, 4y, - - - die rationalen Zahlen in [—1,1], und setze X = [Jjo (Y +g;).
Behauptung: [0,1] C X C [-1,2].

Beweis: Ist x € [0,1], so wdhle ein y € Y mit x —y € Q. Wegen x,y € [0,1] ist x —y € [-1,1],
also x —y = g; fiir ein i und daher x = y +4; € Y +g;, also x € X. Dies beweist die linke
Inklusion. Die rechte folgt sofort aus Y C [0,1], g; € [-1,1] Vi.

Wir nehmen nun an, das Ma8problem wire 16sbar durch ein Maf8 y. Wegen der Normierung ist u[0,1] =
1,u([—1,2]) =3,also 1 < u(X) < 3 (vergleiche die Bemerkung nach Satz 1.6.3).

Andererseits ist die Vereinigung X = (JZ;(Y +¢;) disjunkt, denn aus z € (Y +¢q;) N (Y +gq;) folgt
z—q; € Y,z—¢q; € Y, und da sich diese um die rationale Zahl g; — g; unterscheiden, miissen sie gleich sein,
also gq; = g;.

Wegen der Translationsinvarianz ist u(Y +¢;) = p(Y), also u(X) = > 72 u(Y +4;) = Y joq (X)), und
daher muss

entweder u(X) = 0 sein (falls u(Y) = 0),

oder u(X) = oo (falls u(Y) > 0).

Dies ist ein Widerspruch zu 1 < p(X) < 3.
Die Behauptung fiir n > 1 folgt leicht aus der fiir n = 1. O

Bemerkung: Der Beweis zeigt auch: Y ist eine nicht Lebesgue-messbare Menge. Und daher: xy ist nicht
Lebesgue-integrierbar.

Man konnte nun auf die Idee kommen, dass das Problem nur daher riihrt, dass wir von p verlangen, dass
es additiv unter abzdhlbaren Summen ist (Teil (b) von Satz 1.6.3). Als Mindestanforderung an einen ver-
niinftigen Volumenbegriff darf man (neben Translationsinvarianz und Normiertheit) aber wohl die endliche
Additivitit fordern:

Aq,..., Ay paarweise diskunkt = vol(A;U...UA;) = vol(Ay) + ...+ vol(Ag)

(Diese eingeschréankte Version des Mafiproblems nennt man auch Inhaltsproblem.)
Doch auch hier gibt es Probleme (falls man auch noch die Rotationsinvarianz fordert), allerdings erst ab

Dimension 3.

1.6.6 Satz (Das Banach-Tarski-Paradoxon)

Man kann eine Vollkugel im R® so in sechs Teile zerlegen, dass sich diese Teile nach geeignetem
Verschieben und Rotieren zu zwei neuen Vollkugeln mit demselben Radius zusammensetzen lassen.

Formal: Es gibt Mengen Aq,...,Ag,B1,...,Bs C R3 mit
> A; paarweise disjunkt.

> AjU---UAg = K1(0) (Einheitskugel).

v

B; geht aus A; durch eine Bewegung (Translation und Rotation) hervor, fiir i = 1...6.

v

B1 U B, U B3 = K;(0), disjunkte Vereinigung.

v

B4 U Bs U Bg = K;(0), disjunkte Vereinigung.



Das Mafs von Mengen 27

Der Beweis wird an dieser Stelle nicht durchgefiihrt. Er besteht in einer Variation des Themas >IN =
{gerade Zahlen} U {ungerade Zahlen}, und trotzdem gibt es genau so viele gerade Zahlen/ungerade
Zahlen wie nattirliche Zahlen«. Hinzu kommt etwas Gruppentheorie (die Nicht-Auflosbarkeit der Gruppe
der Rotationen im R ist hier wesentlich, daher funktioniert das Analogon nicht in R oder R?).

Intuitiv geht das nattirlich nicht. Denn die Intuition verlangt, was wir von einem Maf3 verlangen. Mathe-
matisch bedeutet dies, dass die Aj, ... Ag nicht alle messbar sein konnen, denn andernfalls wiirde

gelten, und aus (3)+(4)-(1) der Widerspruch 0 = vol(K7(0)) folgen.

Es gibt jedoch auch gute Nachrichten: Alle »verniinftigen» Mengen sind messbar! »Verniinftig« heifdt: Die-
jenigen, die man in endlich vielen Schritten mittels (abzdhlbaren) Vereinigungen, Schnitten und Komple-
mentbildungen aus offenen und abgeschlossenen Mengen erhalten kann. Da Schnitte mittels Komplement-
bildung auf Vereinigungen zuriickgefiithrt werden koénnen, gentigt es wegen der Mafleigenschaften (Satz

1.6.3) hierzu, folgendes nachzupriifen:

1.6.7 Satz

Offene und abgeschlossene Mengen in IR” sind messbar.

Beweis:

> Sei U C R" offen. Es gibt abzéhlbar viele rationale Quader im R”, d.h. solche deren Seitenlingen
und Mittelpunktskoordinaten rational sind. Seien Q1, Qo, ... diejenigen rationalen Quader, die in U
enthalten sind. Offenbar gilt U = | J;*; Q; (denn ist p € U beliebig, so existiert ¢ > 0 mit K(p) C U;
wahlt man darin einen rationalen Punkt gentigend nahe bei p, so passt auch noch ein rationaler
Quader um diesen Mittelpunkt in K,(p), der auch p enthilt).

Alle Q; sind messbar, also ist auch U messbar.

> Sei A € R" abgeschlossen, dann ist R" \ A offen.

Wie oben gezeigt ist R"” \ A dann messbar, also ist auch A messbar. O

Messbare Funktionen

Wir wollen kurz den Begriff der messbaren Funktion einfiihren. Die Idee ist, dass eine Funktion messbar
heifien soll, wenn sie »schon« ist, nicht allzu wild hin- und herspringt. Dies wird nicht vom Begriff der
Integrierbarkeit abgedeckt, denn selbst eine stetige Funktion f : R” — R, die fiir |x| nicht schnell genug
gegen Null geht, ist nicht integrierbar; auch Funktionen, die in drastischer Weise unbeschrénkt sind, sind
nicht integrierbar, z.B. f(x) = 1/x? auf R.

1.6.8 Definition (Messbare Funktion)

Eine Funktion f : R" — R heifit messbar, wenn gilt:
Fiir alle Intervalle I C R ist f~!(I) messbar.
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Hier sind einige wichtige (meist leicht zu zeigende) Eigenschaften messbarer Funktionen, ohne Beweis:

> f € L! = f ist messbar (aber nicht umgekehrt!).

Zum Beispiel ist f(x) =1 fiir alle x messbar, aber nicht integrierbar.

> Genauer gilt: f messbar <= Fiir alle R > 0 ist die »abgeschnittene« Funktion
f(x) falls x € Qg, |f(x)] <R
0 falls x ¢ Qg
R falls f(x) >R
—R  falls f(x) < —R
integrierbar.
> Ist F: RF — R stetig und sind fi, ..., fy messbar, so ist F(fi, ..., f;) messbar. Insbesondere sind mit
f,g auch f+g, fg, max{f, g}, min{f, g} und |f| messbar.

- Eine fast tiberall stetige Funktion ist messbar.

> Integrierbarkeitskriterium: Ist f messbar und g integrierbar und |f| < g, so ist f integrierbar.

Dies ist niitzlich, da Messbarkeit meist leicht nachzupriifen ist; dann muss man fiir die Integrierbarkeit
nur noch priifen, ob die Funktion »nicht zu grofi«, d. h. von einer integrierbaren Funktion dominiert
ist.

> A C R" messbar < x4 messbar.

> f:R" = R, f >0 messbar < Die Ordinatenmenge {(x,y): 0 <y < f(x)} C R**! ist messbar.
Besonders soll folgendes hervorgehoben werden:

1.6.9 Satz
Ist f: R" — R integrierbar und A C R” messbar, so ist f iiber A integrierbar.

Beweis: f, x4 messbar = fx4 messbar. |fxa| <|f| = fxa integrierbar. o

Zusammen mit Satz 1.5.4 erhdlt man so einen reichhaltigen Vorrat an Funktionen von denen man weif3,
dass sie integrierbar sind.

Bemerkung: Bei den Details {iber messbare Funktionen muss man genau aufpassen. Es ist zum Beispiel
nicht richtig, dass fiir jede messbare Funktion f und jede messbare Menge A das Urbild f~'(A) messbar
ist. Dies gilt nicht einmal fiir alle stetigen Funktionen (Beispiel: z.B. Kaballo, Analysis III, 14.10.c). Es
stimmt aber, dass f~!(A) fiir alle Borel-Mengen messbar ist (die Klasse der Borel-Mengen ist die kleinste
o— Algebra, die alle offenen Mengen enthdlt; sie ist strikt in der Klasse der Lebesgue-messbaren Mengen
enthalten; jede Lebesgue-messbare Menge kann jedoch durch eine Nullmenge so abgedndert werden, dass
sie Borel wird). Es stimmt auch nicht, dass die Komposition messbarer Funktionen messbar ist.

Noch einmal:

Vorstellung: Eine Funktion ist messbar, wenn sie nicht allzu wild hin- und herspringt. Sie ist
integrierbar, wenn sie messbar ist und ihr Absolutbetrag im Mittel nicht allzu gro8 ist.
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2.1 Der Satz von Fubini

Bisher konnen wir im Wesentlichen nur solche Funktionen integrieren, die wir schon in Analysis I integrie-
ren konnten: Funktionen einer Variablen.

Frage: Wie berechnet man mehrdimensionale Integrale?
Antwort: Durch wiederholte eindimensionale Integration.

Schreibe R" = RP x R7 (mit p + q = n) mit der Variable (x,y): x € R?, y € RY.
Zum Beispiel: R® = R? x R!.

2.1.1 Satz (Fubini)
Sei f € £1(R"). Dann gilt:
| fenacen = [ ([ feyar)ay (¥
R R7 \JRP
Genauer:

(1) Die Funktion f(-,y) : R?» — R, x — f(x,y) ist fiir fast alle y € R7 iiber R integrierbar.
(2) Die Funktion F(y) = / f(x,y)dx ist tiber R7 integrierbar.

RP
(3) (x) gilt

Notation: Statt d(x,y) schreibt man daher meist dx dy.

Bemerkung: F ist nur fast tiberall definiert. Das macht aber nichts!

Beweis: Idee (etwa in IR?): Da die Fliche eines Rechtecks gleich dem Produkt der Seitenldngen ist, gilt die
Aussage fiir charakteristische Funktionen von Rechtecken. Indem man davon Linearkombinationen bildet,
erhdlt man die Aussage fiir Treppenfunktionen. Die Formel gilt dann auch fiir allgemeine Funktionen, da
man diese durch Treppen approximieren kann. Genauer:
(1) Fir f = xo, wobei Q ein Quader in R” ist, d.h. Q = Iy x - -+ x I X L,y --- x I, = Q" x Q":
| Q/CRP - Q'"cRT ‘

Es gilt: vol,(Q) = ﬁ Lange(I;) = vol,(Q') - voly(Q”), also

1
[ ot = [ xo@ax- [ xormdy= [ (| xoxgn(y)dr)dy, und wegen

xo(x,y) = xqr(x)xor(y) ist das genau (x).

(2) Da beide Seiten von (x) beztiglich f linear sind, folgt die Behauptung fiir Treppenfunktionen.

(3) Es bleibt zu zeigen, dass die Behauptung unter Approximation beziiglich der || - ||;-Norm richtig
bleibt.

29
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Wir fiihren erst eine abkiirzende Notation ein: Fiir eine Funktion g auf R” x R schreibe
gly : RT = R, [g]x(y) = I8¢, )1 re (L'-Halbnorm beztiglich x, fiir fixiertes y € R7).
Fiir G : R7 — R schreibe |G|, := [|G||; gs (die »iibliche« L'-Halbnorm von G).

2.1.2 Lemma

gl ly < lIgllymn-
Beweis: Ubung. O

Wir setzen nun den Beweis des Satzes von Fubini fort.

Sei f € £1(IR"). Dann gibt es eine Folge von Treppenfunktionen {t}; mit ||f — |1 LELNGE

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass ||f — t||; < 27¥. (Gehe zu einer Teilfolge
der t; tiber.)

Setze h(y) = > juq |f — tklx(y) fiir y € RY.

Dann ist ||, < D02 | |f = telx |y < Dopeq If — tll1 < co (nach dem Lemma).

Nach Lemma 1.4.6 folgt: h(y) < co fiir fast alle y € R7, also |f — fi|x(y) £2%0 0 fiir fast alle y € RT.

Fiir diese v ist [f(-,y) — t (-, ¥)|x — 0, und da t(-,y) Treppenfunktionen auf R” sind, ist f(-,y) : R? — R
integrierbar tiber R”. Damit ist die Behauptung (1) bewiesen.

Setze F(y) = [gp f(x,y) dx, Ti(y) == [gp te(x,y) dx. Dann ist

F(y) = Ti(y) = Jre (f(x,y) — t(x,y)) dx, also [F(y) — Te(y)| < Jrp |f(xy) — te(x, y)ldx = |f — tl2(y)
und daher |[F — Ti|y, < |[f —telx |y < |If — tklla LRy (nach dem Lemma).

Da die Ty Treppenfunktionen auf R7 sind und |F — Ti|, LaiN gilt, folgt:
F ist integrierbar iiber R7 und [pq F(y)dy = klim Jra Te(y) dy. Somit ist (2) bewiesen.
00

SchliefSlich ist
[ fmatey) = im [ et = gim [ ([ neox) dy
R" k—oo JR1 k—oo JRT \JRP
Ty ()
= lim | Ti(y)dy= | Fly)dy
— 00 Rq IRq
:/ ( f(x,y)dx) dy.
R7 \JIRP
Somit ist (3) bewiesen. O

Beispiel: f(x,y) = e 1¥I-I¥l € £L1(R?). (Woher wissen wir das eigentlich? Am einfachsten mit dem Satz
von Tonelli, siehe unten.)

Nach dem Satz von Fubini (mit p = g = 1) folgt:

/ JRNE dxdy:/(/ JENE dx) dy:/e—\y\ (/ ol dx) dy
R? R \JR R R
:/e*‘y|<2/ e*xdx) dy:/e*‘y‘(—2e*x\8°)dy:2/e*‘y‘ dy =4
R 0 R R

[ —
=2

Wendet man Fubini mehrfach an, erhilt man:
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2.1.3 Korollar

Fir f € £1(IR") und beliebige Permutationen (iy, ..., i) von (1,...,n) gilt:

/f(x)dx:/-~-/f(x1,...,xn)dx1-~-dxn
i RR,

n—mal

= [ | flxr,. o xn)dxy - - dx, ()
[
R

R
I — |
n—mal
Dabeiist [ - [g f(x1,...,Xn) dx1 - - - dxy so zu lesen, dass man erst iiber x1 integriert (fiir feste xp,...,xy,),
dann das Resultat tiber x, (fiir feste x3,...,x,) etc. Nach dem Korollar ist die Reihenfolge aber sowieso
egal, falls f € L(R") ist.
In der Praxis weiff man oft nicht vorher, ob f € L!(R") ist. Das wiirde man gerne gerade durch die

»Fubini-Rechnung« herausfinden (vgl. das Beispiel oben). Das ist in folgendem Sinne moglich:

2.1.4 Satz (Tonelli)
Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf R"” (d.h. f ist integrierbar iiber jeden Wiirfel [—k, k]™).
Dann gilt:
f € LY(R") < Mindestens eins der iterierten Integrale (x*) existiert fiir |f|.

Die Voraussetzung ist zum Beispiel fiir stetige Funktionen auf R"” immer erfiillt.

Beweis: >=>« ist gerade das Korollar zu Fubini, da mit f auch |f| in £!(R") ist.

Beweis des interessanteren Teils > <<, der Einfachheit halber fiir n = 2 und i; = 1, ip = 2: Setze f; =
|fI* X[~k - Nach Voraussetzung ist fi integrierbar, also kann man den Satz von Fubini auf f; anwenden:
f]Rz fk(x) dx = flR(f]R fk(x1,x2) dxl) dxy. Wegen fk < |f| ist dies < flR(fIR |f(x1, .X'z)l dxl) dx,. Also ist die
Folge (g2 fi)x beschrankt. Da offenbar (fi), monoton wachsend gegen |f| konvergiert, folgt nach dem
Satz iiber die monotone, integralbeschrankte Konvergenz, dass |f| € £L!(R"), also auch f € L'(R"). O

Bemerkung: Es gilt nicht, dass die Existenz eines iterierten Integrals fiir f (statt |f|) schon die Integrier-
barkeit von f impliziert.

Man kann sogar Beispiele f : R> — R angeben, wo beide iterierte Integrale [g([g f(x1,x2)dx1)dxs,
SRR f(x1,x2) dx;) dx; existieren, aber verschiedene Werte haben (insbesondere kann nach Fubini f dann
nicht in £(R?) sein).

Fiir die Volumenberechnung erhélt man daraus ein wichtiges Prinzip:

2.1.5 Korollar

Sei A C R" messbar. Schreibe R" = R” x R7 mit p + g = n und setze
Ay ={x €RV: (x,y) € A}.

Dann gilt
voln(A) = / vol,(Ay) dy.
RY

Zum Beispiel fir p = 2, ¢ = 1: Um das Volumen eines Kérpers A C R® zu berechnen, berechnet man
zunichst die Fldchen der Schnitte von A mit horizonalen Ebenen und integriert die so erhaltene Funktion
von y (der »Hohe« der Ebene).
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Beweis: Voln(A):/ xa(x,y) dxdy:/ (/ xa(x,y) dx) dy:/ vol,(Ay) dy. O
R" RT N\JRP RP
volp(Ay)
Beispiele:

(1) Fliche einer Kreisscheibe im RR?:

K={(x,y) eR?: 22 +12 <r’}. R> =R x R.

Fiir y € [—r,7] ist Ky = [—\/r2 —y2,\/r2 — 2], fiir y & [—r,7] ist K, = @. Also

volp(K) = f[fr,r] voly (Ky)dy = [ 2\/r2 —y2dy =2(3/r2 — >+ 5 arcsm(%))\ T, = 2(% arcsin(1) +

é arcsin(1)) = 212 arcsin(1) = mr2.

(Man kann dies auch mit einer viel einfacheren Rechnung herleiten, mittels Polarkoordinaten. Wir

kommen darauf bei der Transformationsformel zuriick.)

(2) Volumen einer Kugel im R3:
K={(x,y,z): > +y>+22 <r*}. R®=R? x R.
K; ist die Kreisscheibe mit Radius /72 — 22, falls z € [~7,7], also voly(K;) = 7(r? — 2?).

Also vol3(K) = [" volb(Kz)dz = [* n(r* —22)dz = n(r’z — é)\l, = 3nrd.

(3) Volumen eines Zylinders:

Sei B C R""! eine messbare Menge und & > 0 eine Zahl. Unter einem Zylinder mit Basis B und
Hohe h versteht man die Menge Z := B X [0, h} C R".

Hier ist Z, = B (mit R” = R""! x IR), also vol,( fo volpu-1(Zy) dy = vol,_1(B) - h.

Aus Korollar 2.1.5 folgt sofort das Prinzip von Cavalieri:
Sind A, B C R" messbar und ist vol,(Ay) = vol,(By) fiir alle y € R, so folgt vol,(A) = vol,(B).

Dies wurde zur Volumenberechnung genutzt, als es die Integralrechnung noch nicht gab.

Beispiel: Volumen eines Kegels: Betrachte fiir r > 0
Ke={(x,y,2): 0<z<r, x2 +y2 < 2%} (Kegel),
Z=A{(xy,z):0<z<r, x2 + y2 <r? (Zylinder),
A={(xy,z): x> +y>+2*> <12,z >0} (Halbkugel),
B = Z \ Ke (der zwischen Kegel und Zylinder eingeschlossene Korper).
Dann haben die horizontalen Schnitte von A und B die gleiche Flidche:
voly(A;) = rt(r? — z%) = voly(B;)
Also folgt volz(A) = volz(B) = volz(Z) — volz(Ke).
Kennt man Volumen von Kugel und Zylinder, kann man also das Volumen des Kegels berechnen:

2 . 2.3 _1_3

volz(Ke) = mtr* - r — §7tr° = 371r°.

(Wir konnten das natiirlich auch direkt ausrechnen.)
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2.2 Die Transformationsformel

Frage: Gibt es eine mehrdimensionale Version der Substitutionsregel?

Erinnerung an die Substitutionsregel fiir bestimmte Integrale: Sei a < b € IR, T eine stetig differenzierbare
Funktion auf [a,b] mit T(a) = «, T(b) = B.

Durch die Substitution y = T(x), 3 d—y =T'(x) = dy = T'(x)dx erhdlt man fiir f: [¢,f] > R

/f )T (x dx—/f

Die hoherdimensionale Formel sieht so dhnlich aus:

2.2.1 Satz (Transformationsformel)

Seien U,V C R" offenund T : U — V ein Cl—Diffeomorphismus, d.h. T ist bijektiv und T, =t
sind stetig differenzierbar. Dann gilt

/f |deth|x|dxf/ fly (%)

Genauer: f ist genau dann tiber V = T(U) integrierbar, wenn ( foT)|detdT| iiber U integrierbar
ist, und dann gilt ().

Erinnerung: Das Differential von T in x ist eine lineare Abbildung dTj, : R" — R", die bzgl. der Standard-
basis von R" durch folgende Matrix gegeben ist:

aT aT

ﬁ(x) ﬁ(x)
dTj, =

aT, aT,

ﬁ(x) ﬁ(x)

Wie merkt man sich (x)?

Oft ist es einfacher, y(x) statt T(x) zu schreiben. Fiir die Matrix Dy = (%> o schreibt man auch
ij=

ax]‘ )

(natiirlich wird alles an einem Punkt x ausgewertet!). Dann wird (*) zu

/f )dyi .. dyn—/f

Man nennt T auch einen Koordinatenwechsel.

y1,---,Yn)
a(xll cey Tl)

det }/1,-- /]/‘rl)

1/-- /xﬂ

dxq...dx,

Polarkoordinaten

Was passiert bei der Substitution x = rcos ¢, y = rsin ¢?

Als Abbildung ist das .
T:(r,¢) — (x,y) = (rcos(¢),rsin(¢p))

(0,00) x (0,271) — R?\ {(x,0)|x > 0}

Wir verwenden hier die fiir R? iiblichen Variablenbezeichnungen. Hier spielt also (r, ¢) die Rolle von x =
(x1,x2) und (x,y) die Rolle von y = (y1,y2) im Satz oben.

Es gilt ax ax .
T — %) _ cosg —rsing
a % sing  rcos¢

det(dT) = cos¢-rcosp — (—rsing) - sin ¢

\z%

= r(cos? ¢ +sin® ¢) =7
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T ist offenbar stetig differenzierbar. Aus der Analysis II (oder einfachen geometrischen Uberlegungen) ist
bekannt, dass T bijektiv ist, und da det(dT) nirgends verschwindet, folgt aus dem Satz iiber die Umkehr-
abbildung, dass T~! ebenfalls stetig differenzierbar ist.

Damit ist die Transformationsformel anwendbar, und es folgt

0o 27
/ f(x,y)dxdy:/ / f(rcosg,rsing)-r dedr
IR2 0 Jo

Genau genommen steht links das Integral iiber R?> minus die positive x-Achse. Da diese aber eine Null-

menge ist, kann man das Integral auch iiber ganz R?> nehmen.

Warum haben wir r = 0 und ¢ = 27 bei der Definition herausgenommen? Damit T zu einem Diffeo-
morphismus wird: Mit r = 0 wére T nicht injektiv, da T(0,¢) = (0,0) fiir alle ¢, und mit ¢ = 271 wére
die Umkehrung von T nicht stetig (und der Definitionsbereich von T nicht offen).

Aber wegen des Nullmengenarguments ist das am Ende irrelevant.

Bemerkung: Den Ausdruck f(r, @) := f(rcos ¢, sin ¢) stellen wir uns als , f in Polarkoordinaten’ vor. Z.B.
ist
flx,y) = x> +vy* = f(r, ) = r* cos® ¢ + r*sin® ¢ = 12,
was geometrisch nach Pythagoras offensichtlich ist.
Vorsicht: in der Physik wird hier oft stattdessen f(r, @) = r? geschrieben. Dies entspricht aber nicht
dem in der Mathematik aus gutem Grund tiblichen Gebrauch von Symbolen: es kann nicht gleichzeitig
f(x,y) = x> +y*> und f(r, ¢) = r* sein, wie man merkt, wenn man einmal f(0,1) ausrechnen mochte.

Bemerkung: Es gibt natiirlich eine sehr verniinftige Uberlegung hinter der ,Physiker-Schreibweise’, die
tibrigens in dhnlicher Weise in der Differentialgeometrie tiblich ist: man betrachtet f als Funktion auf der
Ebene. Die Punkte der Ebene kann man nun auf verschiedene Weisen durch Koordinaten parametrisieren.
Z.B. durch kartesische Koordinaten (x,y) oder durch Polarkoordinaten (r, ¢) (zumindest aulerhalb des
Nullpunkts, und wenn man ¢ nur modulo 27t betrachtet). Dann bezeichnen f und f wirklich dieselbe
Funktion auf der Ebene, nur dass deren Punkte einmal auf die eine und einmal auf die andere Weise
parametrisiert werden.

Um nicht durcheinanderzukommen, hilft es aber (zumindest fiir die ersten Semester...), die hier eingefiihrte
Notation zu verwenden.

Beispiele:

(1) Flache des Kreises vom Radius R, Kg = {(x,y) : x> + y* < R?}.
In Polarkoordinaten ist Kg durch r € [0, R], ¢ beliebig gegeben, also ist

R 21 R
voly(KRr) = / / rdrde = Zn/ rdr = R?.
0o Jo 0

(Wenn Sie’s etwas formaler mogen: Xk, (rcos ¢, 7sin @) = x[o z|(r), also
vol (K) = [z xx(x,y) dxdy = [§° OZHX[O,R] (Nrdgdr = [ [T rdrde etc.)

(2) Sei f(x,y) = eV = o= (7)o also f(rcosg,rsing) = e

Aus 5
o o (o] s
/ / e dx dy = / / ey dedr
—o0 J —o0 0 0
= 27'[/ re_’z dr
0

1 (o)
:271-7/ e 5ds
2 Jo

(=)o =7
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und andererseits (Fubini)

/ / e*xzfyzdxdy://e*xze*yzdxdy
—o0 J —00 R JR
:/e_yz (/ e dx) dy
R R
:/e*xzdm/e*yzdy
R R
2
= </ e dx)
R

/ e dx = Vv

—00

folgt als hiibsches Nebenprodukt:

Verstindnisfrage 1: Warum stehen in der Transformationsformel Betragsstriche? In der Substitutionsregel
stehen doch keine!

Betrachten wir also wieder n =1, also U = (4,b). Sei T(a) = a, T(b) = B.

T Diffeomorphismus = T’(x) = detdT # 0 fiir alle x.

Also gilt T'(x) > 0 fiir alle x € (a,b) oder T'(x) < 0 fiir alle x € (a,b).

1. Fall: T'(x) > 0 fiir alle x € (a,b). Dann ist T streng monoton wachsend, also « < 8, also V = (&, B). Mit
Satz 1.3.6 (sagen wir, f sei stetig auf [4,b]) und der Transformationsformel folgt

Sy FTENT (x) dx = [ FTET' ()| dx = [, g f() dy = [F f(y)dy.
2. Fall: T’(x) < 0 fiir alle x € (a,b). Dann ist T streng monoton fallend, also « > B, also V = (B,a) (!!).
Nuniist [} f(T(x))T'(x)dx = = [, F(TC)|T'(X)|dx = = [ f)dy = = [5 f(y)dy = [F f(y)dy

In jedem Fall erhalten wir die gewohnte Substltutlonsregel.

Die Betragsstriche um die Determinante gleichen aus, dass die Integralgrenzen bei negativen T'(x) aus-
getauscht werden.

Verstindnisfrage 2: Warum steht in der Transformationsformel die Determinante? Eine erste Idee bekommt
man aus folgendem einfachen Beispiel:

Beispiel: Sei U=V =R", T(x) =2x. AlsodT = [ : . |, detdT =2".
0 .- 2

[revdx= g [ i

Aus Analysis I kennen wir das bereits fiir n = 1. Warum steht hier 2", nicht 2? Weil man die Analysis-I-

Die Transformationsformel ergibt:

Substitution beztiglich jeder Variablen xy, ..., x; separat macht:

/f(Zx)dx:/f(le,...an)dx1-~-dxn

= [ [ st = sy

Wendet man das auf charakteristische Funktionen an, erhilt man die wichtige Einsicht:

Verdoppelt man alle Abmessungen eines dreidimensionalen Korpers, dann verachtfacht sich
das Volumen.
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2.3 Beweis der Transformationsformel

Wir beweisen nun die Transformationsformel

/u(foT)|deth| =/T(U)f.

Der Beweis ist sehr lehrreich. Zum einen lisst sich die Idee leicht erklaren, zum anderen ist die Durchfiih-
rung dieser Idee nicht ganz einfach, und wir werden dabei vieles verwenden, was Sie in Analysis I-III und
in der Linearen Algebra kennengelernt haben.

Wir beweisen die Transformationsformel in drei Schritten:

(1) T linear. Dabei werden wir verstehen, warum die Determinante in der Formel vorkommt. Dies basiert
im Wesentlichen darauf, dass fiir Quader Q gilt:
vol(T(Q)) = |detT|vol(Q), T linear.

(2) T beliebig, f = xr(@)) fiir einen Quader Q. Dann sagt die Formel

vol(T(Q)) = /Q | detdT|

Hier verstehen wir, warum dT auftritt: Wir zerlegen Q in viele kleine Quader W;. Da T differenzierbar
ist, wird es auf jedem W; gut durch die lineare Abbildung dT),, p; € W;, approximiert. Mit der
Formel aus Schritt 1 folgt, dass vol(T(Q)) durch die Summe iiber | det dT‘pi\vol(W,-) approximiert
wird. Lasst man nun die W; immer kleiner werden, erhilt man das Integral, und gleichzeitig werden
die Approximationen immer genauer, so dass im Grenzwert das Gleichheitszeichen steht.

(3) T und f beliebig. Dies erhdlt man aus dem zweiten Schritt durch Standardargumente der Integrati-

onstheorie.

Lineare Transformationen: Woher kommt die Determinante?

Als die Determinante in der linearen Algebra eingefiihrt wurde, haben Sie sich vielleicht gefragt: Warum?
Wie kommt man drauf?

Der Ursprung der Determinante liegt in der Volumen- (bzw. Flichen-)Berechnung. Zu n Vektoren ay,...,a, €
R"™ bezeichne n
P(ay,...,ay) = {Ztiﬂi : t; €10,1] fiir alle i}

i=1

das von ay,...,a, aufgespannte Parallelotop.

2.3.1 Satz (Transformationsformel fiir linearen Koordinatenwechsel)

(a) Das von ay,...,a, aufgespannte Parallelotop hat das Volumen

vol(P(ay,...,ay)) = |det(ay, ..., a,)

(b) Sei T :IR" — R" linear. Dann gilt fiir alle messbaren Mengen M C R":
vol(T(M)) = |detT| - vol(M)

(c) Sei T:R" — R" linear und invertierbar. Dann gilt fiir alle f € £!(R")

[ =1t f(£o)

Genauer: Sei f messbar; dann ist f € £! <> fo T € £!, und die Formel gilt.
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(c) ist ein Spezialfall der Transformationsformel, da fiir lineare Abbildungen T : R" — R" gilt: dT| c=T

fur alle x.
T(e,)

€,

T(e)

€

Bemerkung: Unten sind zwei Beweise angegeben: Im ersten Beweis (nur skizziert) wird direkt (a) bewiesen.
Dies gentigt, um daraus die allgemeine Transformationsformel zu beweisen (siehe die Beweise weiter unten),
und aus dieser folgt dann (b), (c).

Warum sind dann hier auch (b), (¢) formuliert? Der Grund ist, dass im zweiten Beweis direkt (c) bewiesen
wird, indem es auf die Substitutionsregel in einer Dimension und den Satz von Fubini zurtickgefiihrt wird,
und daraus (b) und dann erst (a) gefolgert wird.

Der erste Beweis ist etwas geometrischer und konzeptueller, der zweite liegt vielleicht manchen mehr, da
sehr explizit gerechnet wird.

Beweis (Erster Beweis von Satz 2.3.1(a) — Skizze): Wir betrachten die Funktion V : (R")" — R,
V(ay,...,a,) = sgndet(ay, ..., a,) - vol(P(ay,...,an)).

Dies wird auch das ,signierte Volumen’ von P(ay,...,a,) genannt. Dann zeigen wir, dass V multilinear,
alternierend und normiert (d.h. V(ey,...,e,) = 1) ist. Daraus folgt V = det, da nach einem Standard-Satz
der Linearen Algebra det die einzige Funktion mit diesen Eigenschaften ist, und damit die Behauptung.

Die Eigenschaften alternierend und normiert sind offensichtlich. Das Argument zum Beweis der Mul-
tilinearitat fiihren wir im Fall n = 2 durch, das erleichtert die Notation. Der allgemeine Fall funktioniert
vollkommen analog. Die Multilinearitdt bedeutet Linearitit von V' (ay,ay) bzgl. a; bei festem a,, und bzgl.
a bei festem a;. Wir betrachten nur den zweiten Fall, der erste geht analog. Es muss also gezeigt werden,
dass fiir alle a1, 45,45 € R? und t € R gilt:

(1) V(ay,ap) + V(ay,ah) = V(aq,a + ay) (Additivitit)
(2) V(ay, tay) = tV(ay,ap) (Homogenitit)
Zum Beweis von (1) geht man wie folgt vor (Details als Ubung):
> OBdA seien a1 # 0 (sonst 0 = 0).

> Wir nehmen zunédchst an, dass 41 in Richtung der x-Achse zeigt. OBdA in die positive Richtung (sonst
multipliziere mit —1). Also a; = ce; mit ¢ > 0.

- Direkte Rechnung: det(ay,ap) > 0 <= a, liegt in der oberen Halbebene.

- Verwende das Prinzip von Cavalieri und die Additivitidt des MafSes, um die Gleichheit zu zeigen.
(Skizze!) Mache dabei eine Fallunterscheidung danach, ob det(a1,4,) und det(a;,a}) dasselbe
Vorzeichen haben oder nicht.

v

Durch Vertauschen von x, y folgt die Behauptung auch, wenn a; parallel zur y-Achse ist.

v

Sei nun a; beliebig, aber nicht parallel zur y-Achse. Wir reduzieren auf den ersten Fall wie folgt.

— Wihle ¢ € IR so, dass a1 + cap auf der x-Achse liegt.



38 Berechnung von Integralen

- Zeige V(ay,a) = V(ay + cap, a) mittels einer Zerlegung der Parallelogramme (Skizze!).
— Verwende nun den ersten Fall.

Bemerkung: Einfacher wire es gewesen, das Parallelogramm so zu drehen, dass a; parallel zur x-Achse
wird. Allerdings wissen wir noch nicht, dass das Volumen bei Drehungen gleich bleibt. Das folgt erst
als Konsequenz aus dem Satz, denn fiir jede Rotationsmatrix R ist detR = 1, also det(Ray,...,Ray) =
detR(aq,...,a,) = detRdet(ay,...,a,) = det(ay,...,an).

Nun beweisen wir (2). Es stellt sich heraus, dass es schon (fast) aus (1) folgt, und zwar wie folgt. Fixiere
a1,ay und setze h(t) = V(ay, tap). Es ist also h(t) = th(1) fir alle + € R zu zeigen. Nun folgt aus (1),
dass h(t) + h(s) = h(t+s) fir alle t,s € R gilt. Es ist auch klar, dass # monoton wachsend ist, also
t <s = h(t) < h(s) gilt (Enthaltensrelation fiir die Parallelogramme!). Die Behauptung folgt dann aus
folgendem Lemma. ]

2.3.2 Lemma

Sei h : R — R eine additive Funktion, d.h. es gelte
h(t+s) =h(t) +h(s) firallet,s e R

Weiterhin sei # monoton. Dann ist / linear, also h(t) = th(1) fiir alle ¢.

Dieses Lemma ist in vielen Zusammenhéngen niitzlich. Die Monotonie-Annahme kann durch andere An-
nahmen ersetzt werden, z.B. durch Stetigkeit. Ganz ohne eine solche Zusatzannahme stimmt die Aussage

aber nicht. In unserem Zusammenhang ist die Monotonie aber am einfachsten zu sehen.

Beweis (von Lemma 2.3.2): Wir zeigen h(at) = ah(t) fiir alle a,¢ € R in mehreren Schritten.

(1) a € IN: Fiir a = 2 ist das die Additivitat mit s = ¢. Der allgemeine Fall folgt dhnlich aus der Additivitat

mit Induktion.

(2) a € Z: Aus der Additivitat mit s = ¢ = 0 folgt h(0) = 0. Dann folgt mit s = —¢, dass h(—t) = —h(t),
und damit die Behauptung.

(3) a € Q: Schreibe a = 2 mit n,m € Z, m # 0. Dann wissen wir bereits mh(L) = h(mL) = h(t), also
h(Lt) = Lh(t), und daraus h(Z%t) = h(nl) = nh(L) = nlh(t) = Lh(t).

(4) a € R: Hier verwenden wir die Monotonie. Sei etwa  monoton wachsend und ¢ > 0 (andere Falle
analog). Fiir rationale b,c mit b < a < c ist bt < at < ct, also h(bt) < h(at) < h(ct), also bh(t) <
h(at) < ch(t). Streben nun b und ¢ gegen 4, so streben die linke und rechte Seite dieser Ungleichungen

gegen ah(t), und aus dem Sandwichlemma folgt h(at) = ah(t). ]

Beweis (Zweiter Beweis von Satz 2.3.1): (b) = (a): Zu gegebenen ay,...,a, € R" sei T die eindeutig
bestimmte lineare Abbildung mit T(e;) = a;, i = 1,...,n. Dann wird T durch die Matrix (ay,...,a,)
dargestellt (a; sind als Spaltenvektoren geschrieben). Wendet man (b) auf den Einheitswiirfel an, M =
n
[0,1]" = {Z tie;: t; € [0,1] f.a. i}, so ist offenbar T(M) = P(ay,...,a,), und wegen vol(M) = 1 folgt
i=1
(a).
(c) = (b) (falls T invertierbar ist): Es gilt
1 falls T(x) € T(M)
Xty (T(x)) =

0 sonst.
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Da T invertierbar ist, gilt T(x) € T(M) < x € M, also folgt x7(y) o T = xm. Wendet man (c) auf f = xp(uy
an, folgt vol(T(M)) = [ xp(m) = |detT| [ xrmyo T = |detT| [ xm = |det T|vol(M), also (b). (Siehe die
Bemerkung unten zum Fall vol(M) = c0.)

Beweis von (b), wenn T nicht invertierbar ist: T(M) ist in einer Hyperebene enthalten, da dim Bild(T) <
n — 1, also Nullmenge, also sind beide Seiten von (b) gleich null.

Beweis von (c): Aus der linearen Algebra ist bekannt: Jede lineare Abbildung ist Komposition von meh-

reren Abbildungen der folgenden Typen:

X1 X1
X1 axy x1 X1+ %2 X; Jéj
X2 X2 ..
A2 — | 2|,aer B: |7 — | *© Cit| : | — | :|falZij=sn
Xn Xn Xn Xn x_j Xi
Xn Xn

(Das ist nichts anderes als das Gauf8sche Eliminationsverfahren: Multiplizieren einer Zeile mit einem Faktor,
addieren einer Zeile zu einer anderen, Vertauschen von Zeilen; mit Hilfe geeigneter Vertauschungen kann
man auch andere als die erste Zeile mit einem Faktor multiplizieren.)

Es gentigt, (c) fir T = A, B, C,-]- nachzupriifen, denn:

Behauptung: Falls (c) fiir lineare Abbildungen T; und T, gilt, so gilt (c) auch fiir T; o T;.
Beweis: Schreibe T = T; o T,. Dann
/f: | det Ty ./fo:r1 — |det Ty (| det T3| ~/(foT1) o Th)
= | det(Ty o T)| '/fo (T1 o Tp)
= |det(TloT2)|~/foT

Nachpriifen von (c) fiir T = A: Nach Fubini ist

/f(y) dy:/.../f(yl,...yn) dyy ... dyy,.

1-dimensionale Variablensubstitution y; = ax; im y; -Integral ergibt mit dy; = adx;:

[ Fnremyan = ol [ flaxiyar o) i
Integration tiber s, ...,y ergibt [ f =la|- [ f o A. Das ist (c), da als Matrix
a 0
A= . ,

also det A = a gilt.
Nachpriifen von (c) fiir T = B: Zunéchst gilt fiir beliebige v, ..., y,, dass

/f(xl+yz,yz,--.,yn)dx1 =/f(y1,yz,...,yn)dy1

(Substitution y; = x1 + y2). Integriert man beide Seiten tiber v, ...,y,, folgt [ f = [ f o B. Das ist (c), weil

11 0

1
B= |
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also det B =1 gilt.

Nachpriifen von (c) fiir T = C: Vertauschen der Integrationsreihenfolge dndert das Integral nicht, also gilt
J f = [ foCj fiir alle i, j. Dies ist (c), weil

also [detCjj| = | — 1| =1 gilt. ]

Bemerkung: (Dies sollte eigentlich schon im Kapitel iiber messbare Funktionen stehen!) Ist f : R” — R
eine messbare Funktion mit f > 0, so kann [ f immer definiert werden, wobei auch

fr-s
moglich ist. Genauer:
Sei K; C Ky C ...IR" eine Ausschopfung durch kompakte Mengen und fy = Xk, min{f, N} (man
schneidet f nach »oben« und in allen x-Richtungen ab), dann definiere

/f_l\%lgloo/fz\f

Da fy messbar und durch die integrierbare Funktion N Xk beschrénkt ist, ist fn € LY(R"), also ist J fn
definiert. AuSerdem konvergiert offenbar fy fiir N — co punktweise und monoton wachsend gegen f.
Mit dem Satz tiber die monotone, integralbeschrankte Konvergenz folgt leicht:

> [ f € [0, 00] ist wohldefiniert, insbesondere unabhingig von der Wahl der Ky .
> [f <o« fe LYR").
> Fiir beliebige messbare Mengen M C R" gilt vol(M) = [ xu-

(o]

Dies ist dhnlich zur Situation bei Reihen: Sind alle a; > 0, so ist Y 4; € [0, c0] immer definiert; die Reihe
i=1

konvergiert genau dann, wenn dies endlich ist.

Beachte: Hierbei ist es wesentlich, dass f > 0 ist!
Aus Satz 2.3.1 folgt sofort:

2.3.3 Korollar
Das Lebesgue-Integral und Lebesgue-Maf sind invariant unter Euklidischen Bewegungen, d. h. Ver-
kntipfungen von Translationen, Spiegelungen und Rotationen. Das heifst, ist T eine Euklidische
Bewegung, so gilt fiir messbare Mengen M und integrierbare Funktionen f:

vol(T(M)) = vol(M), /fO T= /f

Bemerkung: Zur Erinnerung etwas Allgemeinwissen aus Geometrie und linearer Algebra:

Eine lineare Abbildung T : R” — IR" (allgemeiner: auf einem Vektorraum mit Skalarprodukt) heifst ortho-
gonal, wenn sie Langen erhilt, d.h. ||T(v)|| = ||v|| fiir alle v gilt. Dies ist 4quivalent dazu, dass T!T = I (I
ist die Identitit, T! ist die Transponierte von T). Daraus folgt sofort det T = 1. Gilt detT =1, so heifit T
speziell orthogonal oder Rotation. In R? und R® sind das wirklich die Rotationen im iiblichen Sinn.
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Eine orthogonale lineare Abbildung heifst Spiegelung, wenn es zwei orthogonale Unterrdume U, V mit
R" =U® V gibt, so dass T);; = Iy (die Identitdt auf U) und Ty = —Iy. U ist dann die Spiegelungsebene
(bzw. -gerade bzw. -punkt bzw....), V ihr orthogonales Komplement. Aquivalent dazu ist, dass T? = I ist
(setze dann U = ker(T — 1),V = ker(T + 1)).

Ein (einfacher) wichtiger Satz: Jede orthogonale lineare Abbildung kann als Produkt einer Spiegelung
und einer Rotation geschrieben werden.

Noch ein wichtiger Satz, der viel schwieriger zu zeigen ist: Jede Abbildung T : R" — R", die Abstiande
erhilt (also ||T(x) — T(y)|| = ||lx —y| fur alle x,y € R"), kann als Produkt einer Translation und einer
orthogonalen linearen Abbildung geschrieben werden.

(Beachte: Hierbei wird nicht vorausgesetzt, dass T (affin) linear ist; es wird gefolgert!)

Beweis (des Korollars): Wir wissen bereits die Translationsinvarianz (Satz 1.6.4). Rotationen und Spiege-
lungen sind lineare Abbildungen mit |detT| = 1, also folgt die Behauptung aus Satz 2.3.1. O

Die Hauptidee des Beweises der allgemeinen Translationsformel

— T~ U

[ lea]m

\ P se, ;
—

Erinnerung: Bedeutung des Differentials dT),:
W = kleiner Wiirfel bei p mit Seiten dey,...,de, (6 > 0 klein)
= T(W) ~ Spatbei T(p) mit Seiten dT|p(5el),...,dT|p(5en)
(denn dT), ist die lineare Approximation an T nahe p, und dT|, bildet W exakt auf diesen Spat ab — bis
auf eine Verschiebung).
Damit ist, mit A = dT‘ p:
vol(T(W)) = vol (Spat mit Seiten A(deq),..., A(bey))
= | det A| - vol (Wiirfel mit Seiten deq, ..., dey,)
= | det A| - vol(W)

Zerlege nun U in viele kleine achsenparallele Wiirfel:
u= U W;. Wahle pi € W;. Dannist
i
T(u) =Jrtw), T(pi) € T(Wi).

/T o= Z /T ' ;ﬂnpm Vol(TW;)

~ > F(T(pi)) - |detdT), |- vol(W)

Dann folgt

zZ/W‘(foT)~|deth|
:/(foT)-|detT|.
u
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Hierbei stammt
das erste und dritte ~ von der Approximation von f bzw. (f o T) - |detdT| durch Treppen,
das zweite ~ von der Approximation von T mittels dTlp,- nahe p;.

Problem: ~ gilt nur fiir »kleine« Wiirfel.

~~ viele Summanden
~~ Fehler addieren sich auf

~~ sie konnten die Formel zerstoren

Um zu sehen, dass das nicht passiert, miissen wir sehr genau argumentieren. Der Schliissel liegt im We-
sentlichen darin, dass der relative Fehler bei der approximativen Berechnung von vol(T(W)) fiir kleine W
beliebig klein wird, nicht der absolute Fehler.

Das Volumen von T(Q) fiir Quader Q

Als zweiten Schritt des Beweises der Transformationsformel beweisen wir:

2.3.4 Satz (Spezialfall der Transformationsformel fiir charakteristische Funktionen von Quadern)

Sei U C R" offen und T : U — T(U) C R" ein C!-Diffeomorphismus. Dann gilt fiir jeden abge-
schlossenen Quader Q C U

vol(T(Q)) = /Q | det dT|

Vorbereitung zum Beweis: In diesem Beweis bezeichne |x| := max{|x1|,...|x,|} fir x € R" die Maxi-
mumsnorm. Dann ist die »Kugel« {x : |x| < r} = {x : |x;] < rVi} ein Wiirfel mit Kantenldnge 2r und
Mittelpunkt 0.

n
Fir A:R" — R", A = (a;;), setze || Al == maxz |a;j|. Dann gilt (Details als Ubung):
1
j=1

(I
i-te Zeilensumme tiber die Betrdge

v

I - || ist eine Norm auf R"*", der Menge der n x n-Matrizen.

> |Av| < ||A|l - |v| fur alle v € R”. Denn

[(Ao)i| = > ajjoil < lagj| - [oj]
j j

< (3 lagl) max oy < 1Al fol,
]

also [Av| = max; |(Av);| < ||A[ - |o]. Genauer gilt [|A[| = sup, 4, % = Sup|,|_ |Av|. (Ubung)

v

IAB]| < [|A]l - [B]]

v

=1

Wir zeigen zunichst, dass eine Abbildung, deren Differenzial nahe der Identitét liegt, Wiirfel nicht sehr
stark verzerrt:
Hilfssatz 1: Sei U C R” offen und W C U ein Wiirfel mit Mittelpunkt 0. Sei S : U — R” differenzierbar mit
$(0) =0 und dS|y = I, und es gebe ein ¢ < 1 mit
(%) |dS; — Il <e firalleq e W.
Dann folgt
(I-eW CS(W)cC (1+¢e)W.
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Beweis: Die Idee ist, dass sich S nicht sehr von der Identitdt unterscheiden kann, da dies nach (x) fir
dS gilt. Um von dS auf S zu schlieflen, verwenden wir den Schrankensatz, den wir auf die Abbildung
F(x) = S(x) — x anwenden. Er sagt: Liegen x, X sowie die Strecke [x, £] von x nach ¥ im Definitionsbereich
von F, so gilt

IF(x) — F(8)] < (ma>s |qu|) )
q€x,x]

Beweis (des Schrankensatzes): Der Punkt g(t) = % + {(x — &) durchlduft firr ¢ € [0,1] die Strecke [%, x].
Mit i(t) = F(q(t)) ist h(0) = F(%), h(1) = F(x) und I'(t) = dF(;) (x — ) nach der Kettenregel, also

1 1
F(x) — F(%) = h(1) — h(0) = /0 W (t) dt = /0 ar , (v~ ) di

und damit

1 1
F(x) —F(%)| < dF, —X)|dt < dF, S — x| dt < dF, Slx— %
F6) = F@) < [ lar om0l < [ a5l < (max R ]) - 1x =1

Wir verwenden dies mit ¥ = 0. Wegen dF = dS — I und F(0) = 0 erhalten wir
[S(x) — x| = |F(x)| <e|x| fiirallex € W.
Sei W=W,:={xeR":|x| <r}.
Wir zeigen zuerst S(W) C (1 +¢)W. Sei dazu x € W, also |x| < r. Dann folgt
S()| = [S(x) = x + x| < [S(x) = x[+ |x] < elx[ + [x] = (1 +¢) x|
<(A+eor,
also S(x) € Wi ¢, = (1 +¢)W, was zu zeigen war.

Die Inklusion (1 — &)W C S(W) ist schwieriger zu zeigen: Sei y € (1 —¢)W, also |y| < (1 —¢)r. Wir
miissen ein x € W finden mit y = S(x). Das heif8t, wir miissen die Gleichung y = S(x) ,16sen’. Was ken-
nen wir fiir Mittel, um die Existenz von Losungen einer Gleichung zu zeigen? Typische Verfahren sind:
explizites Hinschreiben einer Losung (geht hier offenbar nicht, da wir sehr wenig {iber S wissen); Extre-
malprinzip (unklar, wie das hier gehen soll); Zwischenwertsatz (geht nur in einer Dimension); Banachscher
Fixpunktsatz (BFS). Wir verwenden den BFS, analog zum Beweis des Satzes iiber die Umkehrabbildung. (Im
Wesentlichen miissen wir hier eine quantitative Version des Satzes iiber die Umkehrabbildung beweisen.)

Um das Problem ,Finde x € W mit y = S(x)’ in ein Fixpunktproblem zu verwandeln, schreiben wir es
um:

y=8(x) <= x—S(x)+y=x < G(x) =x mitG(x) =x—S5(x)+y.
(Andere Umschreibungen wiren moglich, aber wir wollen, dass x — S(x) auftritt, weil wir dartiber etwas
wissen.) Wir priifen nach:

> G(W) CW.Dennx e W= |x| <r=|G(x)| < |x=S(x)|+ |y <ex| +Q1—e)r<e+(1—¢)r=
r=G(x) e W.

> G ist eine Kontraktion. Dies folgt aus [|dG || = [ —dSj|| <e < 1.

Da W C R" abgeschlossen ist, ist (W, |- |) ein vollstindiger metrischer Raum, also existiert nach dem
Banachschen Fixpunktsatz ein x € W mit G(x) = x, also y = S(x). Damit ist (1 — &)W C S(W) gezeigt. O

Hilfssatz 2: Sei K C U kompakt, ¢ > 0. Dann existiert 6 > 0 mit:
Fiir alle Wiirfel W C K der Kantenlédnge < 24 ist

(%) (1—¢)"|detA|vol(W) < vol(T(W)) < (1+¢)"|det A| vol(W)
wobei A = DW),, p = der Mittelpunkt von W.

(Dies ist die Prdzisierung der Aussage iiber den relativen Fehler im Abschnitt Hauptidee..c. Es ist hier
wesentlich, dass dasselbe ¢ fiir alle W funktioniert, da wir spéter tiber ganz viele W summieren wollen.)
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Beweis:
1. Schritt: Wir zeigen zunéchst: Ist W C U ein Wiirfel und gilt fiir ein ¢ < 1, dass

(5 * *) ||A*1dT‘q — 1| <e furalleqe W (wobei A=dT, p= Mittelpunkt von W),

dann folgt ().

Dazu sei 0.B.d.A. p =0, T(p) = 0. (Denn Differenziale &ndern sich unter Verschiebungen nicht.)

Setze S = A=l o T. Dann gilt S(0) = 0 und s, = A’1dT‘q, also dS|g = I und [|dS), — I|| < ¢ fir alle
g € W. Also ist Hilfssatz 1 anwendbar und liefert

(1-eWCS(W)C (1+¢)W.
Wenden wir A an, folgt aus Ao S = T und der Linearitdt von A
(1—e)A(W) C T(W) C (14+¢)A(W).

Nehmen wir nun die Volumina dieser drei Mengen, folgt wegen vol(A(W)) = |det A| vol(W) (nach Satz
2.3.1) die Behauptung (*x).
2. Schritt: Es bleibt zu zeigen: Sei K kompakt. Zu £ > 0 kdnnen wir § > 0 so finden, dass fiir alle W C K
mit Seitenldnge < 24 die Ungleichung (x * *) gilt.

Dies ist ein typisches Kompaktheitsargument. Hier brauchen wir die stetige Differenzierbarkeit von T
und T, also dass die Abbildungen

X dT‘x, X = (dT‘x)il

stetig sind (als Abbildungen von U mit der Norm | | nach R"*" mit der Norm || ||).

Zunichst folgt, dass die Funktion x — ||(dT|x)’1|| stetig ist und daher auf dem Kompaktum K ein
Maximum annimmt. Sei C = maxy¢k || (dT|x)_1 II.

Sei ¢’ = ¢/C. Da die Abbildung x — dT|, stetig und K kompakt ist, ist diese Abbildung auf K gleichmafig
stetig. Daher gibt es ein & > 0, so dass fiir alle p,q € K gilt: | — p| < 6 = [|dT|, —dT},|| < €.

Ist nun W C K ein Wiirfel mit Kantenlinge < 26 und Mittelpunkt p, und ist ¢ € W, so folgt | — p| < 4,
also

|(@T},) 1Ty, — 1| = [|(dT},) " (dTj, — dT},) || < | (@T},) ") - [|4T), — T}, | < Ce' =,

also gilt (x * *), was zu zeigen war. O

Beweis (von Satz 2.3.4):

Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass die Seitenlingen von Q rationale Zahlen sind. Denn beliebige
Quader lassen sich durch solche approximieren, und beide Seiten der behaupteten Formel sind stetig bzgl.
Q.

Ist N ein gemeinsamer Nenner der Seitenldngen von Q, dann kann man Q als Vereinigung von Wiirfeln
W; schreiben mit Seitenldngen % , die sich nur in Randflachen tiberschneiden.

Sei ¢ > 0. Wihle 6 > 0 wie in Hilfssatz 2 fiir K = Q. Wihle Wiirfelchen W; wie oben, mit % < 26. Sei

pi der Mittelpunkt von W;. Aus Hilfssatz 2 folgt
vol(T(Q)) = Y _ vol(T(W;))
i

< Z(l +¢)t- |deth|pl| - vol(W;)
1
=(1+¢"- Z | deth|pi | vol(W;)

i
(In der ersten Gleichung haben wir verwendet, dass gilt: N Nullmenge = T(N) Nullmenge. Beweis als

Ubung.)
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Die letzte Summe ist das Integral iiber Q der Treppenfunktion ). |detd Tip, |Xw;, und diese konvergiert
fir N — co gleichmifig gegen die stetige Funktion |detdT|. Fir N — oo (d.h. Seitenlinge — 0) gilt also
(22-..) — Jo|detdT], also ergibt sich

1

vol(T(Q)) < (1+¢)"- /|deth|.

Mit der linken Ungleichung von Hilfssatz 2 folgt analog

(1—5)”/\deth| < vol(T(Q)).

Da diese Ungleichungen fiir alle ¢ > 0 gelten, folgt vol(T(Q)) = fQ | detdT|. O

Von Quadern zu Funktionen

Wir kommen nun zum 3. und letzten Schritt des Beweises der Transformationsformel.

Beweis (der Transformationsformel): Wir schreiben die Behauptung [, f = [,(f o T)| detdT| zunéchst

/gorlé/gmetdﬂ (TF)
1% u

Wir wissen bereits, dass (TF) fiir § = xo, Q C U kompakter Quader, gilt. Denn wegen xgo T~! = XT(Q)

um: Mit ¢ = f o T ist dies dquivalent zu

ist das die Aussage von Satz 2.3.4.
Idee: Da beide Seiten von (TF) linear in g sind, gilt (TF) auch fiir Treppenfunktionen, d.h. endliche Line-
arkombinationen charakteristischer Funktionen von Quadern. Zur Vollendung des Beweises brauchen wir
also nur noch zu zeigen, dass bei der Approximation allgemeiner Funktionen durch Treppen nichts schief-
geht.

Ein kleines technisches Problem ist: |detdT], | kann beliebig gro8 werden, wenn x — oU. Daher be-
schranken wir uns zunéchst auf ein Kompaktum in U, d.h. wir nehmen an:

(Komp) Es gibt eine kompakte Menge K C U mit g = 0 aufierhalb K.

Der Rest des Beweises wird in zwei Versionen gegeben: einmal fiir den Zugang zur Integrationstheorie
tiber die L'-Norm (wie in diesem Skript), einmal fiir den mafitheoretischen Zugang (siehe Maftheorie-
Skript). Fiir beide Versionen benétigen wir:

Schreibe h(x) = |detdT), |. Da h stetig ist, existiert C > 0 mit h(x) < C fiir alle x € K.

Beweis von (TF) unter der Annahme (Komp) im Zugang mittels L!-Norm: Seien ¢; Treppenfunktionen,
¢r — & bzgl. | [|1. Dann folgt ¢ -7t — g+ h, denn |lgx - h—g-hll1 = [[(px — &) - hll1 < Cllgx — gll1- Da [
stetig beziiglich der Halbnorm || - ||; ist, folgt

/¢k.|deth|—>/g-|deth|.
k—o0

Wir brauchen noch: [ ¢ o T~} EN [goT L.
Kleines Problem: ¢y o T~! sind keine Treppen. Wir verwenden direkt die Definition der £!-Halbnorm:

lpx — gl <e
bedeutet: 3 Hiillfunktion

H:ZCi'XQi' ¢; >0, mit I(H) <2¢ und
i=1

o — 8l < H.
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Daraus folgt: |0 T ! —goT 1| < HoT~ 1. Also
loxo T~ —go T 1 < [Ho T~y

< Z ¢illxg, © T7Y|; (Lemma 1.2.4(€))
i |
=lxr(g;) l1=vol(T(Q:))

<C Z c;vol(Q;) (Satz 2.3.4)

=C-I(H) <2Ce

Aus ¢y — g folgtalso g o T~! — go T, jeweils bzgl. || ||;, und daher [ @roT ! — [goT~!. Damit ist
die Transformationsformel unter der Annahme (Komp) bewiesen.

Beweis von (TF) unter der Annahme (Komp) im maf$theoretischen Zugang: Wie beim Beweis des Satzes
von Fubini erweitern wir den Giiltigkeitsbereich von (TF) Schritt fiir Schritt. Wir wissen, dass (TF) fiir
g = xo, Q Quader, gilt. Wir nehmen zusitzlich an, dass K als disjunkte Vereinigung hochstens abzéhlbar

vieler Quader geschrieben werden kann.

(1) § = xg mit E € B(K) (also Borel-Menge). Dies geht mit dem ,Prinzip der guten Mengen’. Wir
betrachten also
A ={E € B(K) : (TF) gilt fiir g = xr}.
Dann gilt:
(a) A enthilt alle Quader Q C K.
(b) Sind Ey, Ey, - - - € A paarweise disjunkt, dann ist | i, Ex € A.
Denn Xue B = > e XE,, also folgt dies fiir endliche Vereinigungen aus der Linearitit und

dann allgemein aus dem Satz tiber die monotone Konvergenz.

(c) e A Ke A
Fiir @ ist das Klar, fiir K folgt dies aus (a), (b) und der Annahme tiber K.

(d E€e A= E € A
Denn E¢ = K\ E, also xgc = xx — XE, also folgt dies aus der Linearitit.

(Beachte: bei (d) wurde die Kompaktheit verwendet, sonst konnte es sein, dass man co — co rechnen
muss.)

Wir wollen daraus schlieen, dass A = B(K) gilt. Dies wiirde folgen, wenn aus (b)-(d) folgen wiirde,
dass A eine o-Algebra ist. Kleines Problem: Dies folgt noch nicht, da (b) nur fiir disjunkte Vereinigun-
gen gezeigt wurde. Es gilt jedoch (dies wird bereits beim Beweis des Satzes von Fubini verwendet):

2.3.5 Lemma

Ist K eine Menge und € C P(K) schnittstabil (d.h. A,B € £ = ANB € &), so gilt: Erfiillt A C P(K)

die Bedingungen £ C A und (b)-(d) oben, so folgt A = o (&).

Zum (elementaren, rein mengentheoretischen) Beweis siehe D. Werner, Einfithrung in die hohere
Analysis, Satz IV.3.9.

Wir wenden dies auf £ = {Quader Q C K} an — dies ist offenbar schnittstabil — und folgern, dass (TF)
fir alle E € B(K) gilt.

(2) g einfach: Dann gilt (TF) fiir ¢ wegen (1) und Linearitét.
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3 > 0 messbar: Wir wahlen einfache Funktionen ¢ mit 0 < ¢; < ¢ < --- — ¢. Fiir jedes 1 gilt

3 g=0 bar: Wi hl infache Funkti Prmit0 < ¢ [ g. Fir jedes i gil
(TF) fir ¢; nach (2), also folgt (TF) fiir ¢ nach dem Satz iiber die monotone Konvergenz, da auch
@roT™! — goT 1 und ¢y| detdT| — g| detdT|, jeweils monoton, fiir k — oo gilt.

(4) g integrierbar. Wir schreiben ¢ = ¢ — g—. (TF) gilt fiir g+ nach (3), also fiir g wegen Linearitit.
Beachte, dass g+ auch (Komp) erfiillen und [;; g+ |detdT| < o gilt, da g+ integrierbar und |detdT|
auf K beschrankt ist.

Ende des Beweises der Transformationsformel: Um den Beweis von (TF) abzuschliefSen, miissen wir noch
die Annahme (Komp) loswerden. Sei also g derart, dass go T~! tiber U integrierbar ist.
Waihle eine kompakte Ausschopfung von U, d. h. kompakte

KickKyc...cu mit |JK=U.
i
(Ubung: die K; kénnen so gewihlt werden, dass jedes K; hochstens abzahlbare — sogar endliche — disjunkte
Vereinigung von Quadern ist.) Dann bilden die T(K;) eine kompakte Ausschopfung von V = T(U). Da

/g|deth| / goT !
T(K;)

fiir jedes 7, und fiir i — co konvergiert die rechte Seite gegen [,goT~1, da go T~! € £1(U). Damit ist

SXK; Annahme (Komp) erfiillt, gilt

die Folge der Integrale links beschriankt (mit demselben Argument auch fiir |g| statt g), also ist nach dem
Satz iiber die Integration durch Ausschoépfung die Funktion g |detdT| iiber U integrierbar, und es gilt die
Transformationsformel.

Die Umkehrung (falls g | detdT| integrierbar ist, so auch g o T~!) begriindet man genauso. O
2.4 Weitere Beispiele zur Integralberechnung

Beispiele:

(1) Sei D := {(x,y) : x> + y*> < 4}. Wir berechnen / sgn(x? — y? +2)dxdy.
D
Der Integrand und die Menge D sind symmetrisch beziiglich der Koord.-achsen, somit lasst sich das
Integral in 4 gleiche Teile zerlegen. Mit D' := {(x,y) € D:x >0,y > 0} ist

/ sgn(x? —y? +2)dxdy = 4/ sgn(x? —y? +2)dxdy.
D D’

Weiter zerlegen wir D" in D} = {(x,y) € D' : x> —y> +2 < 0}, Dy = {(x,y) € D' : x2 —y*> +2 > 0}
und die Nullmenge {(x,y) € D' : (x> —y>+2) = 0}. Fiir (x,y) € D} ist x> +2 < y* < 4 —x2, also
x€[0,1), y € (Vx2+2,v/4—x2], und fir (x,y) € D} ist y> < 2+ %, y> <4—x%,also x € [0,1),
y € [0,v/2 4 x2) oder x € [1,2], y € [0, V4 — x2], also folgt

/ sgn(x? — y? +2)dxdy = / dxdy+//1dxdy
D
2

Va—x2 1 /2242 2 /4%
d dx+/ / d dx+/ / dydx
/ /\/ x24-2 Y 0o Jo Y 1 Jo Y

:/ (2\/x2+2\/4x2)dx+/2mdx
0 1

Das konnte man zwar ausrechnen, wir lassen das aber mal...
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(2) Dieses Beispiel zeigt, dass die Voraussetzung im Satz von Fubini, dass f tiber U integrierbar sein soll,

(3)

wichtig ist: Sonst kann es vorkommen, dass beide zweifachen Integrale existieren, ohne gleich zu sein.
Sei D:={(x,y) ER?:x>1,y>1}.
Dann existieren die zweifachen Integrale'

00 o) ) 00 2 2
x—y XT =Yy
I = 701 dy, I, = — <~ _dy)d
! /1(/1 (2 +y2)2 ¥)dy, b /1</1 (2 +y2)2 y)dx

denn

I1:/°°</ooﬂdx)dy:/°°_Loo dy:/dey:arctany‘w:f_E:E
1 M1 (P22 P J-) L 1+92 1 17

und

LT X2y d oy @ d | d o0 T T
12—/1 (/1 2+ y22 y) Am‘yﬂ x—/l‘lfxz x—‘ar“a“x’l——ﬁr—z

Also ist I; # I. Daher kann das Integral / dx dy nicht existieren (sonst ware ja I} = I,

2
)
nach Fubini). Dies kann man auch direkt sehen
Sei D, = [1,n] x [1,n], damit bildet {D; },en eine Ausschopfung von D, und

/ 12— S dxdy = / /n 12—y dx)dyz/ (/y7x27y alx—i—/n—xzy2 dx)dy
(2 12)? (a2 +2)2 1 M1 (P Ay?)? y (P +y?)?
. L |
n
_ X
- /1(x2+y2

2—y2>0 auf (Ly) x2—y2<0 auf (y,n)
"1 1 n n 1
:_/1 ( __M> dy = _(lny—arctany—arctan%)fl:—lnn+arctann—arctana

Y x

- x2+y2

" " 1 n 1
dy = — L R
y) y \/1 <2y 1_;’_y2 ”2+]/2+2]/) y
y 1+

=y
und lim [, = —o0
n—oo

Somit folgt mit der Negation des Satzes 1.5.2 (Ausschopfung), dass das Integral / 7y)\ dxdy

nicht existiert und somit auch / 27‘%2 dx dy nicht existiert.
p (¥*+y?)

Es gibt auch Beispiele, wo beide iterierten Integrale existieren und gleich sind, und trotzdem f nicht
tiber D integrierbar ist. Basteln Sie sich eins!

—n  wenn ﬂ <x S 1

. 11 2n(n+1) n

Sei D =1[0,1], I, = (—, f} und f(x) =
nbln n wenn ! <X 2nt1
1+n — 2n(n+1)
m+1 11 1 . 11
1) E(Z — 1) der Mittelpunkt des Intervalls [m,ﬂ ist, ist fI x)dx = 0 fur

jedes n € IN.
Allerdings existiert f p f(x)dx nicht: Esist D = U ,enIy.
Angenommen [, f dx ex1st1ert so existiert auch [, [f(x)|dx. Aber

Jenax=[ il

—Z/|f |dx—Z/ dx

() =S G) =
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(4) Seim e R, f(x)= - Es gilt:

1
(XZ + yZ)n

(a) / f(x,y)dxdy ist integrierbar < m < 1.
x24+y2<1

(b) / f(x,y)dxdy ist integrierbar < m > 1.
x24+y2>1

(c) /2 f(x,y)dxdy existiert fiir kein m.
R

Beweis:

2 ol 1
Polarkoord. 1 1
(@) /x2+y2§1 f(x,y)dxdy = /0 /0 " drde = 27'(/0 T dr

Dies ist genau fiir 2m —1 < 1 < m < 1 integrierbar.

27T o 0
Polarkoord. 1 1
(b x)dxd = / / —7r drd :271/ ——dr
) /x2+y2>1f( ) Y o J1 ™" ¢ 1 raml

Dies ist genau fiir 2m —1 > 1 < m > 1 integrierbar.

(c) Existierte es, so miissten auch f Py2<1 f und f Py?21 f existieren, also miisste gleichzeitig
m >1 und m < 1 sein, was nicht geht.

Oder z.B. mit folgender Rechnung: Sei A, = {(x,y) € R?: lz < x24 y2 < nz}, damit ist A,
n
eine Ausschopfung des R?

27T rn
/ flxy)dady T / / it drdg
Ay 0 1 r
n
"o

n

n
27t -Inr|y fallsm =1
_ n
27 1 |"
Tom 2 |l sonst
n
47t -Inn falls m =1
T 1 2(m—1)
T=m (nZ(mfl) —n ) sonst

Man sieht li_r>n / f(x,y)dxdy = oo, und somit existiert dies Integral nicht.
n—oo An






3 Untermannigfaltigkeiten des RN und deren Volumen

3.1 Untermannigfaltigkeiten des R

Untermannigfaltigkeiten des RN, im folgenden oft kurz Mannigfaltigkeiten genannt, sind die Verallge-
meinerungen, auf beliebige Dimensionen, von Kurven (eindimensional) und Flachen (zweidimensional) im
Raum. Diese sollen keine »Ecken« besitzen, sondern »glatt« sein.

Voriiberlegung: Wie kann man das mathematisch prazise formulieren?
Wir betrachten hierzu zunéchst den Fall von Kurven, den wir schon aus Analysis II kennen.

Erinnerung: Kurven.

Sei I C R ein Intervall. Eine stetige Abbildung « : I — RN heifit (parametrisierte) Kurve.
Das Bild M = (I) heiit unparametrisierte Kurve.

Frage: Welche Bedingung miissen wir an + stellen, damit M keine >Ecken < hat?

Offenbar sollten wir zumindest fordern, dass -y differenzierbar ist.

Reicht das?

Beispiel: Sei y(t) = (3,t?) fur t € R. Dies ist differenzierbar. Das Bild von v ist die Neilsche Parabel
Y(R) = {(x,y) : x> =3}, diese ist bei (0,0) = 7(0) nicht glatt (hat dort eine Spitze).
(Der Begriff glatt wird spéater exakt definiert, ist hier intuitiv zu verstehen.)

Das Beispiel zeigt: Wenn wir uns nur fiir die Kurve als Teilmenge des R?, also die unparametrisierte Kurve in-
teressieren, konnen wir anhand der Differenzierbarkeit einer Parametrisierung nicht ohne weiteres ablesen,
ob M glatt ist oder nicht.

Wir sahen aber schon in Analysis II: Falls o/ (t) # 0 fiir alle ¢ gilt, so ist das Bild von 1y in dem Sinne glatt,
dass es sich lokal als Graph einer differenzierbaren Funktion darstellen ldsst.

Zusammenfassend:
> Wir beschreiben Kurven mit Hilfe von Parametrisierungen.
> Die Glattheit der Parametrisierung impliziert nicht die Glattheit der unparametrisierten Kurve.
> Die zusitzliche Bedingung 7/ (t) # 0Vt impliziert Glattheit lokal.

Fiir Untermannigfaltigkeiten beliebiger Dimension #n gehen wir analog vor: Wir beschreiben sie durch Para-
metrisierungen (sogenannten lokale Karten). Wir kldren zunéchst, was die korrekte Verallgemeinerung der
Bedingung ' (t) # 0Vt ist.

3.1.1 Definition
Seien 1, N € INy. Sei I ¢ R" offen und Q: U — RN eine C! -Abbildung.
¢ heifst Immersion :< dg|, : R" — RY ist injektiv fiir jedes x € U.

Im Fall einer Kurve (n = 1) gilt:
¢ ist Immersion < g—z(x) # 0 fiir alle x, also ¢’(x) # 0 in iiblicher Notation.

51
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Im Folgenden identifizieren wir meist lineare Abbildungen mit den sie reprasentierenden Matrizen. Damit
ist

2pp = (32 (), 52 (3)

d.h. die Vektoren g—Z(x) € RN sind die Spalten von de|,. Fir w = (w1, ..., wy)T € R" ist do|(w) =

Sy wi% (x). Injektivitét von d|, bedeutet, dass dg,(w) genau dann gleich Null ist, wenn w = 0 ist, und
1

damit folgt sofort, dass die folgenden Bedingungen dquivalent sind:

(1) dey, ist injektiv.
(2) aio(x) a—go(x) sind linear unabhingig
oxy T 9xy ’

(3) d¢|, hat Rang n.

In diesem Fall muss N > n sein.

Bemerkung: Die Vektoren g—xqo(x) haben folgende geometrische Bedeutung: Zeichne durch x eine Gerade,
1

die parallel zur x;-Achse verlduft. Deren Bild unter ¢ ist eine Kurve in RN, deren Tangentialvektor bei
o9

¢(x) genau in Richtung g—x(p(x) zeigt. Die Lange von g(x) ist dadurch bestimmt, wie schnell sich ¢
1 1

dndert, wenn sich x mit Geschwindigkeit Eins entlang der Geraden bewegt.
Beispiele:
(1) @(t) = (cost,sint) ist eine Immersion R — RR?, deren Bild ein Kreis ist.

(2) Durchlduft man eine Acht, ohne anzuhalten, definiert dies eine Immersion. (Es gibt hierfiir explizite
Formeln. Sehen Sie mal in einem Buch oder im Internet unter dem Stichwort Lemniskate nach.)

Beobachtung: Diese Immersionen sind nicht injektiv, aber sie sind lokal injektiv (d. h. jedes t hat eine Um-
gebung U, so dass |7 injektiv ist). Dies gilt allgemein, wie wir sehen werden.

Folgender Begriff wird uns helfen, einen wichtigen qualitativen Unterschied zwischen der Acht und dem
Kreis zu beschreiben.

3.1.2 Definition
Seien (X, dy), (Y,dy) metrische Raume.
f: X — Y heift Homéomorphismus :& f stetig, bijektiv und f~! stetig.

Beispiele:
(1) ¢:(0,1) = (1,00), x +— % ist ein Homoomorphismus.

(2 ¢:[0,27) = {(x,y) € R?: x> +y?> = 1}, t > (cost,sint) ist kein Homéomorphismus; es ist zwar
bijektiv und stetig, aber ¢! ist unstetig bei (1,0).

Erinnerung:
Jedes M C RN ist metrischer Raum, d.h. die Begriffe »offene Teilmenge von M« und »abgeschlossene
Teilmenge von M« sind definiert.

Es gilt: U C M offen in M < Es existiert U’ C RN offen mit U = U’ N M.
Zum Beispiel ist {(x,0) : 0 < x < 1} zwar keine offene Menge von R?, aber als Teilmenge der x-Achse ist
es offen.
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3.1.3 Definition
Seien n,N € Np. Eine Teilmenge M C RN heiit (Unter-) Mannigfaltigkeit (kurz: (U)Mgfk) des
RN der Dimension #, falls gilt:

Fiir jedes p € M existieren eine offene Umgebung U von p in M, eine offene Menge U C R" und
eine C!-Abbildung ¢ : I — RN mit:

(1) ¢ ist Immersion.
(2) (U) =Uund ¢ : U — U ist Homdomorphismus.

Solche ¢ heifsen lokale Karten (oder Parametrisierungen) von M bei p.

u
v
A @
u
T~

[ .

\ G
M

Abbildung 3.1. Lokale Karte einer 2-dimensionalen Untermannigfaltigkeit des R®

Man sagt auch differenzierbare Mannigfaltigkeit. Gibt es zu jedem Punkt eine lokale Karte, die eine C*-
Abbildung ist (k-mal stetig differenzierbar), so spricht man von einer C¥-Mannigfaltigkeit. Hierbei ist
k € N U {oo}. Den Fall k = 0 - stetige Karten, ohne die Immersionsbedingung, die dann keinen Sinn hat —
betrachten wir hier nicht (sogenannte topologische Mannigfaltigkeiten).

Bemerkung: Neben den Untermannigfaltigkeiten eines RN gibt es noch den allgemeineren Begriff der
(abstrakten) Mannigfaltigkeit, die nicht in irgendeinem RN zu liegen braucht (man sagt auch: eingebettet
ist). Dieser ist zum Beispiel von Bedeutung in folgenden Kontexten:

> Kosmologie: Nach géngiger relativistischer Theorie ist die Welt als 4-dimensionale Mannigfaltigkeit
(die »Raum-Zeit«) zu beschreiben. Es macht wenig Sinn, sich diese als in einem hoherdimensionalen
Raum liegend vorzustellen. Es ist {ibrigens ein offenes Problem, wie die Raum-Zeit aussieht, d.h.
welche Mannigfaltigkeit das sein konnte.

> Quotienten: Ahnlich wie bei Quotienten einer Gruppe nach einem Normalteiler ist es bei Betrachtung
von Problemen mit Symmetrien oft niitzlich, den Quotienten einer Mannigfaltigkeit bzgl. einer Grup-
penoperation zu betrachten. Selbst wenn die urspriingliche Mannigfaltigkeit eingebettet ist, liegt der
Quotient nicht natiirlich in einem RN . Beispiel: R?/Z? (als Gruppenquotient) ist eine Mannigfaltig-
keit (topologisch dasselbe wie ein Torus).

> Eine andere wichtige Operation auf Mannigfaltigkeiten ist das Verkleben. Auch das fiihrt einen oft
aus dem eingebetteten Kontext heraus.

Da wir aber in dieser Vorlesung nur Untermannigfaltigkeiten des RN betrachten (um die Abstraktion in
Grenzen zu halten), verwenden wir dafiir etwas unexakt auch den Begriff Mannigfaltigkeit.

Beispiele:
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(1)

()

(3)

(4)

(5)

Der Kreis K = {(x,y); x> + y*> = 1} C R? ist Mgfk mit dim K = 1. Als lokale Karten kann man die
Immersion ¢(t) = (cost,sint) verwenden, eingeschrankt auf beliebige offene Intervalle der Linge
< 27 (sogenannte Winkel-Parametrisierung). Z.B. (0,271) — U := K\ {(1,0)}. U ist offen in K, da
{(1,0)} abgeschlossen in K ist (einpunktige Mengen sind in jedem metrischen Raum abgeschlossen).

Analog (—m, m) — K\ {(—1,0)}. Diese beiden Karten reichen aus, um ganz K abzudecken, d.h. die
Anforderungen von Definition 3.1.3 fiir jedes p zu erfiillen.

Dass ¢ eingeschrankt auf diese Intervalle ein Homdomorphismus ist, sieht man so: Es ist offenbar
stetig (nach Formel) und bijektiv (Eindeutigkeit des Winkels, vgl. Betrachtung in Analysis I). Dass die
inverse Abbildung stetig ist, siecht man an der expliziten Formel (mit Fallunterscheidungen je nach
Quadrant, z.B. t = arctan% fir x # 0).

Das Bild einer Acht in C RR? ist keine Mgfk, denn fiir den Kreuzungspunkt p gibt es keine lokale
Karte.
Das ist anschaulich klar, da jede Umgebung von p in M zwei sich kreuzende Linien enthilt, also

nicht homomorph zu einer Teilmenge von R sein kann.

(Dies kann man am besten mit dem spéter einzufiihrenden Begriff der Zusammenhangskomponen-
ten prazisieren: Jede Umgebung U von p zerfdllt bei Wegnehmen von p in mindestens vier Teile
(Zusammenhangskomponenten). Falls ¢ : U — ¢(U) = U eine lokale Karte wire, so wire es ein
Homéoomorphismus, daher miisste auch gelten: U zerfallt bei Wegnehmen des Punktes x = ¢~ !(p)
in > 4 Teile; da man 0.B.d. A. U als zusammenhingend annehmen kann (indem man ggf. U verklei-
nert, genauer durch die Zusammenhangskomponente von U ersetzt, die x enthdlt), also als offenes
Intervall, zerfillt es aber nur in 2 Teile. Somit kann ¢ nicht existieren.)

Die Sphire S? = {(x,y,z) € R®: x?>+y?+ 2> = 1} ist eine 2-dimensionale UMgfk. des R3. Als
Karten kann man die beiden stereographischen Projektionen

R? — §2\ {N}, R?— S%\{S}
(N,S = Nord- bzw. Siidpol) verwenden (Ubung). Es gibt aber auch andere Karten, z.B. ¢(x,y) =
(x,y,+/1 — x2 — y2), definiert auf der offenen Kreisscheibe U = {(x,y) : x> +y*> < 1}. Dies ist eine
Karte fiir alle Punkte in der offenen oberen Halbsphire. Ahnliche Karten findet man fiir die untere,
linke, rechte, vordere und hintere Halbsphére, und das deckt alle Punkte ab.

Der RY ist eine N-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN, mit ¢ = idpn als einziger lokaler
Karte.

Die 0-dimensionalen UMgfken des RN sind genau die diskreten Punktmengen, d.h. die Mengen
M C RN, fiir die gilt: fiir jedes p € M gibt es eine offene Umgebung U’ C RN von p mit MNU' = {p}.
Dies folgt daraus, dass R” = {0}. Details als Ubung. Zum Beispiel ist M = {1 : n € N} eine 0-
dimensionale UMgfk von R, aber M’ = M U {0} ist es nicht. Der wesentliche Grund ist, dass die
einpunktige Menge {%} eine offene Teilmenge von M und von M’ ist fiir jedes n, aber {0} keine
offene Teillmenge von M’ ist.

Ein paar naheliegende Begriffe:

3.1.4 Definition

Ist ¢ : U — U C M eine lokale Karte fiir M, dann heilt U Kartengebiet. Falls {U;};c; eine Menge

von Kartengebieten ist, die M tiberdecken, d.h. M = |J U; mit Karten ¢; : UI; — U;, dann heift die
iel
Menge {(¢;, U;, U;) }ic1 ein Atlas fiir M.
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Offenbar reicht es, einen Atlas fiir M anzugeben, um zu zeigen, dass M eine Mgfk. ist. Andererseits gibt
es dann unendlich viele verschiedene Atlanten (Beispiel Sphéire oben).

Bemerkung (Bedeutung lokaler Karten): Eine lokale Karte ¢ : I — U C M erlaubt es, die Punkte p € U
mittels 1 reellen Zahlen — den Komponenten von ¢~!(p) € R" - zu beschreiben (man sagt auch, zu
parametrisieren). Die Abbildung ¢! : U — U nennt man auch ein Koordinatensystem fiir U C M. Oft
bezeichnet man diese Abbildung mit x. Also x = ¢~ : U — U, und fiir p € U ist
x(p) e U' cR", also x(p) = (x1(p),---, xn(p)).

Die reellen Zahlen x1(p), ..., x,(p) nennen wir die Koordinaten von p beziiglich der lokalen Karte ¢.

Dass man Punkte von M (zumindest lokal) mittels n reellen Zahlen eindeutig beschreiben kann, driickt
gerade die Idee von n-Dimensionalitédt aus. In der Physik spricht man auch von 7 Freiheitsgraden.

Beispiele:

(1) Im Beispiel (1) oben mit der Karte ¢ : (—m, ) — K\ {(—1,0)} ist die Koordinate ¢~!(p) eines
Punktes p auf dem Kreis der Winkel zur positiven Halbachse, gewéhlt im Intervall (—7, 7). Bzgl. ¢
ist dieser fiir den Punkt p = (—1,0) nicht definiert.

(2) Fiir M = R? entspricht ¢ = id den kartesischen Koordinaten. Diese parametrisieren ganz IR?, daher
ist U = M.
Man kann aber auch die Karte (0,00) x (0,27r) — U = R?\ {(x,0) : x > 0}, (r,¢) > (rcos¢,rsin¢)
betrachten. Diese entspricht genau den Polarkoordinaten. Wahlt man verschiedene Winkelintervalle,
kann man mit Polarkoordinaten ganz IR? abdecken, auler den Nullpunkt.

Eine fundamentale Tatsache ist, dass man Mannigfaltigkeiten auch anders beschreiben kann. Wir fithren
hierfiir folgende Sprechweisen ein:

3.1.5 Definition
Eine Teilmenge U C RN heiit Graph der Dimension #, falls U Graph einer C!-Abbildung von n
Variablen mit N — n Komponenten ist.
Genauer muss gelten: Es existiert eine offene Menge I ¢ R", eine Permutation 7 von {1,...,N}

und eine C!-Abbildung ¢ : I — RN~", so dass gilt:

u= {(xn(l),...,xﬂ(N)) : (xl,...,xn) € CI, (an,...,xN) :g(xl,...,xn)}

Beispiel: Die obere Halbsphire ist U, = {(x,y, /1 —x2—y2): (x,y) € U} mit U, = {(x,y) : ¥* +y*> <
1}, also der Graph der Funktion /1 — x2 — 2 auf U, (hier ist keine Permutation notig).

Die rechte Halbsphire ist U, = {(m, y,z) : (y,z) € U,} mit U, = U,, mit derselben Funktion,
aber der Permutation 1 — 2 +— 3+ 1 (oder umgekehrt? Egal, jedenfalls eine Permutation).

3.1.6 Definition

Eine Teilmenge U C RN heifit Lésungsmenge eines Systems von m unabhingigen Gleichungen,
falls gilt:
Es existiert eine offene Umgebung W von U in RN und C!-Funktionen fireoiifm W = R, so
dass gilt

(1) U={peW: fi(p)=0,..., fu(p) = 0}.

(2) Vfi(p),..., Vfu(p) sind linear unabhéngig fiir jedes p € U.
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Statt der Gleichungen f;(p) = 0 konnten hier auch die Gleichungen f;(p) = ¢; stehen fiir Konstanten ¢; € R.
Indem man f; durch f; — ¢; ersetzt, erhédlt man die Form in (1). Die Giiltigkeit der Bedingung (2) wird
dadurch nicht beeinflusst.

Eine geometrische Interpretation der Unabhéngigkeitsbedingung wird am Ende von Abschnitt 3.2 gege-
ben. Man kann die Bedingung auch algebraisch umformulieren: Schreibt man f = (fy,..., fu)!, so sind (1),
(2) dquivalent zu:

(1) U= f~1(0)
) df), : RN — R™ ist surjektiv fiir jedes p € U.
Die Aquivalenz von (2) und (2’) folgt aus
Vi(p)
dfjp = :
Vfu(p)

(wobei die Gradienten als Zeilenvektoren geschrieben sind), denn dies zeigt
(2) <= der Zeilenrang von df|, ist m <= der Spaltenrang von df, ist m <= (2').
Eine C!-Abbildung f : W — R", fiir die d f|p fiir alle p € W surjektiv ist, heifit Submersion.
Bemerkung: In Bedingung (2’) (bzw. (2)) wird die Surjektivitdt nur fiir p € U gefordert, nicht fiir p € W.
Aus der Giiltigkeit fiir alle p € U folgt jedoch schon die Giiltigkeit fiir alle p € W’, wobei W’ eine (eventuell

kleinere) offene Umgebung von U ist, also U C W/ C W.
Denn:

> die Abbildung p — df), ist stetig, da wir annehmen, dass f stetig differenzierbar ist.

> die Bedingung der linearen Unabhéngigkeit ist eine ,offene Bedingung’ in folgendem Sinn: sind
ay,...,am: W— RN stetige Abbildungen, so ist die Menge
{peW: ai(p),...,am(p) sind linear unabhingig}
offen. (Beweis als Ubung. Verwende, dass det : R™*" — R stetig ist.)

Wende dies mit a;(p) = df|, an.

Beispiel: Nochmal die Sphire S2. Diese ist Losungsmenge einer Gleichung:
$2 = f710) mit f(x,y,z) =x*+y>+22 -1
Es gilt Vf(x,y,z) = (2x,2y,2z), und dies ist ungleich null, also unabhingig, fiir (x,y,z) € 52,

Es gilt nun:

3.1.7 Satz (Aquivalenzsatz: Charakterisierungen von Untermannigfaltigkeiten)

Sei M C RN und n € Ny. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.

(1) M ist Untermannigfaltigkeit des RN der Dimension n, d.h. M kann durch lokale Karten
uberdeckt werden.

(2) M ist tiberall lokal Graph der Dimension 7.
(3) M ist tiberall lokal Lésungsmenge eines Systems von N — n unabhdngigen Gleichungen.

Hierbei bedeutet »tiberall lokal« in (2): Fiir jedes p € M existiert eine offene Umgebung U von p in
M, die Graph der Dimension 7 ist. Analog fiir (3).
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Beweis:

1. Die Aquivalenz (2) < (3) hatten wir in Analysis II als unmittelbare Konsequenz des Satzes {iber

implizite Funktionen bewiesen.

2. (2) = (1): Wir nehmen o.B. d. A. an, dass die Permutation in der Definition von »Graph« die Identitat
ist. Schreibe x = (x1,...,x,). Ist die offene Umgebung U von p in M als Graph von g: U — RN~"
gegeben, so ist U = {(x,¢(x)) : x € U}, und dies ist das Bild von ¢(x) = (x,g(x)).

Behauptung: ¢ ist eine Immersion.

1 0 0
0 1 0
X1
Beweis: Als Spaltenvektor ist ¢(x) = : ,also dp = 0 0o --- 1
Xn 981 o 981
aXl axn
g(x) .
98N-—n . 98N —n
ox dxn

Da die ersten n Zeilen linear unabhéngig sind, ist der Rang gleich n, also ist ¢ Immersion.
Behauptung: ¢ : U — U ist Homdomorphismus.

Beweis: ¢ ist stetig, da g stetig ist. Offenbar ist ¢ bijektiv. Das Inverse von ¢ ist durch (y1, ..., Yn, Ynt1,--- YN) —
(y1,---,Yn) gegeben, also stetig.

3. (1) = (2): Wir geben nur den Beweis fiir n = 2, N = 3, der allgemeine Fall ist ganz analog. Wir
bezeichnen Punkte im Definitionsbereich von ¢ mit x, Punkte im Bildbereich mit y.

(i) Wir betrachten zuerst den linearen Fall, d.h. ¢ = A : R?2 — R?® ist eine lineare Abbildung. Da
A injektiv ist, ist das Bild U von A ein zweidimensionaler Unterraum. Was ist die Bedingung dafiir,
dass U ein Graph tiber der y; — y>-Ebene ist?

Sei 7(y1,v2,y3) = (y1,y2) die vertikale Projektion, dann lautet die Bedingung: po A : R?> — R? muss
bijektiv sein (denn zu jedem x € R? muss es ja genau ein p € U geben mit x = 77(p)).

a
Falls A = | p| ist (mit Zeilenvektoren a,b,c € R?), so hat p o A die Matrix <Z> .

c
Resultat: Bild(A) ist Graph tiber y1,y, genau dann, wenn die beiden ersten Zeilen von A linear
unabhéngig sind.
Da A Rang 2 hat, sind zwei der Vektoren 4, b, ¢ linear unabhingig, also ist Bild (A) Graph iiber einer
der Koordinatenebenen.

(ii) Der allgemeine Fall. Sei ¢ : U — R3 mit U C R?> Immersion. Sei x € U derart, dass ¢(x) =
p.de, : R? — R® ist linear mit Rang 2. Seien 0.B.d.A. die ersten zwei Zeilen von de|, linear

?1 ~

unabhéngig. Schreibe ¢ = | ¢, _(4’) mit ¢ = <(P1> : U — R?. Wegen der Annahme ist dg),
$3 $2

?3

invertierbar. Aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung folgt: Es gibt Umgebungen U; C U von x, U,
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von ¢(x), so dass ¢ : U; — U, ein Diffeomorphismus ist. Setze ¢ = g3 0 ¢! : U — R. Dann ist

Uy := () = {p(x): xe€ly}
_ gy o) -
— {<q)3(x)) |x S Ul}
_ y )
- {(%(al(y))) e i

- {(g{y)) ly € CIQ} = Graph von g .

Was Sie sich von diesem Beweis mindestens merken sollten: (etwa im Fall n =2, N = 3)

> Ist M als Losungsmenge der Gleichung f(x,y,z) = 0, mit Vf # 0, gegeben, so erhilt man eine

Darstellung von M als Graph wie folgt (in der Nahe eines Punktes p):

Wihle eine Variable, nach der die partielle Ableitung bei p nicht verschwindet; sagen wir z, also
8 /3z(p) # 0.

Dann kann man die Gleichung f = 0 nahe p nach z auflésen (nach dem Satz tiber implizite Funktio-
nen).

Man erhilt z = g(x,y), d.h., M ist nahe p der Graph von g.

Ist M als Graph von ¢ = g(x,y) gegeben, so kann es alternativ mittels der lokalen Karte ¢(x,y) =
(x,y,8(x,y)) geschrieben werden.

Dies ist wichtig, denn: Mannigfaltigkeiten sind oft als Losungsmengen von Gleichungen gegeben. Will man
deren Fldche berechnen, braucht man aber eine Darstellung mittels lokaler Karten (wie wir sehen werden).

Daher braucht man diese beiden Schritte.

Gelegentlich ist eine vierte Charakterisierung niitzlich:

3.1.8 Satz (Lokale Linearisierung von Untermannigfaltigkeiten)

Die Bedingungen (1)-(3) in Satz 3.1.7 sind dquivalent zu:

(4) M kann tiberall lokal linearisiert werden, d.h.: Fiir jedes p € M gibt es eine offene Umgebung
W von p in RY, eine offene Teilmenge W c RY und einen Cl—Diffeomorphismus W W
mit

SWNL)=WnM
wobei L = R" x {0} C RY der lineare Unterraum von Vektoren ist, deren letzte N — 1 Eintrage

verschwinden.

Die Gleichung ®(W N L) = W N M sagt aus, dass ®~! aus dem ,krummen’ M das ,gerade’ (oder lineare)
L macht, zumindest lokal. Beachte, dass ® zwischen offenen Teilmengen W, W derselben Dimension N

abbildet, im Unterschied zu einer lokalen Karte ¢.

Bewelis:

(4) = (1): Man erhélt ein lokale Karte durch Einschrankung von ®: setze I = WNL, U = WN M und

=%

wir nehmen an, dass ¢ = (

(1) = (4): Wir greifen die Notation im Beweis von (1) = (2) auf, wiederum im Fall n = 2, N = 3. D.h.

q)) mit ¢ : U; — U, Diffeomorphismus, Uy, U, C R? offen. Wir setzen nun
¢3
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einfach

W=0; xR, W= xR, &(xx)=e¢)+ (‘1) _ ( @(x) ,>
x P3(x) +x
wobei x € Uy, ¥’ € R.

Dann bildet offenbar @ : W — W ab. Es gilt ®(WNL) = WN M mit L = R? x {0}, da ® genau die Punkte
mit ¥ = 0 auf Punkte der Form ¢(x), also Punkte in M, abbildet. Weiterhin ist ® ein Diffeomorphismus:
stetige Differenzierbarkeit ist aus der Abbildungsvorschrift klar, und das Gleichungssystem y = ¢(x), y’ =
@3(x) + x' ist fir alle y € Uy, ¥ € R eindeutig auflosbar mit Losung x = ¢~ 1(y), ¥’ = v — ¢3(¢~(x)),
daher ist @ bijektiv, mit Inverser

1. W W, (y,y’) . ( ¢7l(y) )

Y —@3(¢ 1 (x))

und diese ist offenbar ebenfalls C1. |

Fiir spatere Verwendung diskutieren wir kurz das Thema Kartenwechsel.

Sindp:U - UC Mund ¢ : V — V C M lokale Karten mit UNV # @, so heifit die Abbildung
x = 1~ ! o ¢ Kartenwechsel. Den genauen Definitions- und Bildbereich von ! o ¢ liest man aus Abbildung
3.2 ab.

Es gilt:

3.1.9 Lemma

Seien @, i zwei lokale Karten fiir M. Dann ist der Kartenwechsel ~! o ¢ ein Diffeomorphismus.

pIUN V)RS

p l(UNV)

Abbildung 3.2. Der Kartenwechsel x bildet ¢~ (U N V) auf p~1(UNV) ab

Die Bedeutung des Kartenwechsels ist folgende: ¢ und ¢ definieren Koordinatensysteme auf U N V. Im
ersten System erhilt p € U N U’ die Koordinaten x = ¢~ !(p) (ein n-Tupel reeller Zahlen), im zweiten die
Koordinaten x' = ~!(p). Frage: Was ist die Beziehung zwischen x und x'?
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Antwort: Aus X’ = ¢~ !(p) und p = ¢(x) folgt x' = p~1(gp(x)) = x(x).

Beweis: Wir zeigen, dass ¢! o ¢ glatt ist. Wegen (¢ 0 ¢)~! = ¢! oy folgt durch Vertauschung der
Rollen von ¢ und ¥ die Behauptung.

Sei p € UNU' und xg = ¢~ !(p). Wir zeigen, dass « in einer Umgebung von xq glatt ist. Wie im Beweis
von (1) = (4) in Satz 3.1.8 kénnen wir ¢ auf einer Umgebung U; von xg zu einem Diffeomorphismus ®
(wie dort) fortsetzen. O.B.d.A. kénnen wir U; C ¢~ (U N V) annehmen.

Analog setzen wir ¢ auf einer Umgebung V; von x’ zu einem Diffeomorphismus ¥ fort. Dann ist ¥ ~! o ®
(definiert auf einem kleineren Definitionsbereich) glatt und bildet U; x {0} nach V; x {0} ab, wobei (¥ ! o
®)(x,0) = (=1 o @)(x),0) ist. Daher ist ! o ¢ glatt. m

Beispiele: Hier ein paar weitere Beispiele von Untermannigfaltigkeiten des RN:
(1) n=0: M = Punkt oder diskrete Menge von Punkten. (Beachte: R? = {0}.)

(2) n = 1: M = offene Wege, geschlossene Kurven und Vereinigungen von solchen; nicht: Intervall mit
Endpunkten, sich selbst schneidende Kurve

(3) n =2: M = Sphire, jeder Graph einer C!-Funktion mit zwei Variablen, M6bius-Band (ohne Randli-
nien), Torus, Kleinsche Flasche (die gibt es nicht im R3, wohl aber im R%).

(4) n = N: Die n-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des R" sind genau die offenen Teilmengen
4 glaltig g g

von R".
Beispiele:

(1) M = {(x,y,z) € R®: x2 + 2 = 22} (Doppelkegel) nach der dritten Bedingung der obigen Charak-
terisierung: Mit f(x,y,z) = x> +y> —z? ist M = f1(0). Es gilt Vf(x,y,z) = (2x,2y, —2z), dies
ist =0 < (x,y,z) = 0. Also ist M\ {(0,0,0)} eine Mannigfaltigkeit, aber M potentiell nicht. Man
kann sich iiberlegen, dass es bei p = (0,0,0) wirklich keine lokale Karte fiir M gibt, also ist M keine
Mannigfaltigkeit.

(20 M = {(x,y,z) € R®: x> +y?> = 22, z > 0} (Kegel) ist zwar Graph der stetigen Funktion g(x,y) =
\/x2 +y?, aber g istin (0,0) nicht differenzierbar. Wiederum kann man sich iiberlegen, dass M keine
differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. Man muss aber genau argumentieren, die Nicht-Differenzierbarkeit
von ¢ reicht nicht aus, siehe Beispiel (3) unten! (Der Kegel ist aber eine topologische Mannigfaltigkeit.)
M = {(x,y,z) € R®: x> +y? = z2 +a}, a # 0 (Hyperboloid). Nach der dritten Bedingung: mit
f(x,y,z) = x> +y* — 2% ist My = f~1(a). Bs gilt Vf(x,y,z) = (2x,2y, —2z), dies verschwindet nur
bei (x,y,z) = 0. Aber der Punkt (x,y,z) = (0,0,0) liegt nicht in M, da 02402 # 0% 4a fur a # 0.
Also ist M eine Mannigfaltigkeit.

Hier noch ein paar Beispiele zur Vorsicht:

(3) M = {(x,y) : ¥> = x}. Man kann M als Graph von y = x!/3,x € R, schreiben (wobei natiirlich
x1/3 = —(—x)1/3 fiir x < 0 gemeint ist). Diese Funktion ist bei 0 nicht differenzierbar. Trotzdem
ist M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, da M auch als Graph von x = y3 geschrieben werden
kann!

(4) M= {(x,y): x*> = 0}. Das ist offenbar die y-Achse, also eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit. Aber
hier ist f(x,y) = x2, und Vf(x,y) = (2x,0) = (0,0) fiir alle (x,y) € M, d.h. die Unabhingigkeitsbe-
dingung ist nicht erfiillt.
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(5) M = {(x,y) : x> +y*> = 0}. Offenbar ist M = {(0,0)}, also eine 0-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Hier ist f(x,y) = x> +y? und Vf(x,y) = (2x,2y) = (0,0) bei (x,y) = (0,0).

In all diesen Beispielen war M eine Mannigfaltigkeit, obwohl die gegebene Darstellung nicht von der Art
war, wie in den Definitionen gefordert.

Mannigfaltigkeit zu sein, ist eine Eigenschaft einer Menge, nicht einer speziellen Darstellung dieser Men-
ge!

Die in den Definitionen gegebenen Bedingungen an Parametrisierungen, Gleichungen etc. sind hinreichend,
nicht notwendig fiir das Vorliegen einer Mgfk. Allerdings ist notwendig und hinreichend, dass es eine
(moglicherweise andere) Parametrisierung, Gleichung etc. gibt, die diesen Bedingungen gentigt.

Im Beispiel (4) kann man M alternativ als Nullstellenmenge der Funktion g(x,y) = x beschreiben, und
im Beispiel (5) ist M die Losungsmenge des Gleichungssystems x = 0,y = 0 (also g(x,y) = (x,y)), und
diese Darstellungen erfiillen die Unabhéngigkeitsbedingung.

3.2 Der Tangentialraum einer Mannigfaltigkeit

~
A

b i

Abbildung 3.3. Tangentialraum im Punkt p einer 2-dimensionalen Untermannigfaltigkeit des R3: 39%)1 (up) und ;l% (ug) bilden eine

Basis des Tangentialraumes

Bevor wir zur Flaichenberechnung kommen, miissen wir noch eine Frage klaren:
Wie charakterisiert und berechnet man die Tangentialvektoren an eine Flache? Es sind genau die Tangenten
an Kurven, die in der Flache verlaufen! Also:

3.2.1 Definition
Sei M Untermannigfaltigkeit des RN, p € M. Der Tangentialraum an M in p ist definiert durch
T,M = {v € RY : Es gibt ein offenes Intervall I C R,0 € I,
und eine C!'-Kurve 7 : I — RN mit y(I) ¢ M, 7(0) = p,7/(0) = v}

Elemente von T, M heifien Tangentialvektoren an M im Punkt p.

Man stellt sich einen Tangentialvektor als an p festgeklebt vor und damit den Tangentialraum als Unterraum
eines Exemplars von RN, dessen Ursprung bei p sitzt.
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Wie berechnet man den Tangentialraum in den verschiedenen Darstellungsmoglichkeiten einer Mannigfal-
tigkeit?

3.2.2 Satz

Sei M n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN, p € M.

(@) TyM ist ein n-dimensionaler Untervektorraum des RN,

(b) (Darstellung mit lokaler Karte) Falls ¢ : U R u C M, p € U, lokale Karte ist, mit ¢(xg) =
p, so gilt
T,M = Bild(dgo|xO) .

N
(c) (Darstellung als Losungsmenge von Gleichungen) Falls f : W <X RN—", MAW = f~1(0),
peMNW, df‘p surjektiv, dann ist

T,M = Kern(dﬁp) .

(b) kann auch so formuliert werden: T, M ist der von g—fl (x0),.--, aaT(i (xp) aufgespannte Unterraum. Diese

Vektoren bilden eine Basis von T, M.

(c) kann auch so formuliert werden, weil die Zeilen von d f| p die Gradienten Vf;(p),i=1,..., N sind:
T,M={veRN:0o L Vfp) furallei=1,...,N}

Beweis:
(b): Kurven y: I — M, 9(0) =p
entsprechen Kurven 4 : [ — U, 7(0) = x
mittels 4 = ¢! o (evtl. muss man I verkleinern, um im Kartengebiet von ¢ zu bleiben). Nach der
Kettenregel ist
T=9o7 = 7(0) =dg|_ (¥(0)
Die Menge der moglichen ¥/(0) (iiber alle ¥) ist R", denn zu w € R" kann man ¥(t) = xo + tw
nehmen. Daraus folgt (b).

(a): Da d§0|x0 eine lineare Abbildung ist, ist nach (b) T,M ein Vektorraum. Aufierdem ¢ Immersion
= dg), R — RN injektiv = dim Bild (dq)‘xO) =n.

(c): Ist v wie in der Definition von T, M, so gilt f(y(t)) = 0 fir alle t, da f(q) = c fiir alle g € M.
Leitet man nach ¢ ab, verwendet die Kettenregel und setzt ¢t = 0, so folgt d f|7(0) (7/(0)) = 0, also
dfj,(v) = 0. Da dies fiir alle -, also alle v € T,M gilt, folgt T,M C Kerndf, P Da beides lineare
Unterrdume der Dimension 7 sind (nach (a) und weil dim Kernd f| p=N-— (N —n) = n wegen der
Surjektivitat), folgt (c). O

Bemerkung: Teil (b) lasst sich leicht mit der Taylor-Formel verstehen: Es ist

¢(xo+w) = ¢(x0) +dg), (w) +o([[w]])  (w—0)

lineare Approximation
zu ¢ nahe x

Das heif8t, der Vektor zwischen den Punkten ¢(xy) und ¢(xo + w) ist fiir kleine w approximativ der
Tangentialvektor dg), (w).
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Spezialfall: Tangentialraum an einen Graphen

Der Fall n =1, N =2:Sei I C R Intervall, g € CH(I).
M={(xy): y=g(x), x €I} ={(x,g(x)): x € I}. M ist Bild der Immersion ¢(x) = (x,g(x)), x € I.

Es gilt dg|, = ¢'(x) = < /1 ) . Also folgt
g'(x)
1
T,M = span{ (g’(x)) }, falls p = (x,g(x)) .

Der Fall n =2, N = 3 (Fliache im R®): Sei U C R? offen, g € C'(U).
M= {(xyz): z = g(x,y), (x,y) € U}. Dies wird parametrisiert durch die Immersion ¢(x,y) =

(v y,8(xy)), (x,y) €
991 991
ox ay
. . - g og .
Es gilt dp| : , wobei wir kurz g, = 3 und gy = ay schreiben, also
993 3(?3
dx
1
T,M = span o || 1 o falls p=(x,y,8(x,y)).
8x(xy)) \gy(x,y)
Normalraum

Das orthogonale Komplement N,M := (T,M )1 heilt Normalraum zu M in p. Ist M nahe p als Losungs-
menge von k unabhédngigen Gleichungen f; =0, ..., fy = 0 gegeben, so gilt

NyM = span{V fi(p),..., Vfi(p)}

denn T, M ist das orthogonale Komplement dieses Spanns, wie oben nach dem Satz erwéahnt.

Schnitt zweier Flichen in R3

Seien My, M, C R3 glatte Flachen (d.h. 2-dimensionale UMgfken).

Frage: Was konnen wir tiber M; N M, aussagen? Muss dies eine glatte Kurve (d.h. 1-dim. UMgfk) sein?
Antwort:

Falls My, M, C R3 glatte Fldachen sind, deren Normalrdume N, M1, N, M fiir jedes p € My N M>
verschieden sind, so ist M; N M, eine glatte Kurve.

Falls fiir i = 1,2 gilt, dass M; als Losungsmenge M; = f;'(0) einer Gleichung f;(p) = 0 gegeben ist mit
Vfi(p) # 0 fir alle p € M;, so bedeutet die Annahme:

Vfi(p), Vf2(p) sind linear unabhéngig fiir alle p € My N Ma.

Dass dann M; N M; eine glatte Kurve ist, folgt nun aus Satz 3.1.7. Dies gibt eine neue Erkldrung fiir die
Unabhingigkeitsbedingung in Definition 3.1.6.

Analog gilt fiir k Hyperflachen M; = fl._l(O), i=1,...,k im RN: Der Schnitt M = M; N - - - N My ist eine
Untermannigfaltigkeit der Dimension N — k, falls fiir jedes p € M die Vektoren Vfi(p),..., Vfx(p) linear
unabhéngig sind. Der Normalraum an M in p wird dann von diesen Vektoren aufgespannt.

Beispiele: Wir betrachten Flachen und Kurven im R3. Sei f;(x,y,z) = z,also ist My = f; '(0) die x, y-Ebene
mit Normalenvektor V f1(p) = (0,0,1)7 fiir alle p € M;.
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(1) Sei fo(x,y,2) =z —x>—y? +afiireina € R und My(a) = f, *(0). Die Gleichung f, = 0 lasst sich als
z=x>+ y2 —a

umschreiben. Offenbar ist My(a) eine glatte Fliche. (Denn es ist Graph von g(x,y) = x> +y> —a;
alternativ: Vfo(x,y,z) = (—2x, —2y,1)T # (0,0,0) fiir alle (x,y,z) € M(a)).

Sei M(a) = My N My(a).

1. Fall: 2 > 0: Dann ist M(a) der Kreis in der x,y-Ebene vom Radius /4, also eine glatte Kurve.
Die Unabhingigkeitsbedingung ist erfiillt, weil (x,y) # (0,0) fiir (x,y,z) € M(a) ist und damit die
Vektoren Vfi(p) = (0,0,1), Vfo(p) = (—2x,—2y,1)T fiir alle p € M(a) linear unabhangig sind.

2. Fall: a = 0: Es ist M(0) = {0}. Dies ist offenbar eine 0-dimensionale Mgfk. Die Unabhingigkeits-
bedingung ist nicht erfiillt, da M7 und M;(0) im Punkt (0,0,0) denselben Normalraum (die z-Achse)
haben.

3. Fall: 2 < 0: Dann ist offenbar M(a) = @ (das ist auch eine UMgfk, siehe die Definition!).

(2) Ist die Unabhingigkeitsbedingung nicht erfiillt, so kann der Schnitt M; N M, eine nicht-glatte Kurve
sein:

Sei fo(x,y,z) =z — x> +y® und M, = £, '(0), also die Menge der Punkte (x,y,z) mit

z=x*—y>.

M, ist wieder eine glatte Fliche mit Normalenvektor V f»(x,y,z) = (—2x,3y?,1)T.

Der Schnitt M; N M, = {(x,y,z) : z =0, x> = %} ist allerdings eine nicht-glatte Kurve mit einer
,Spitze” in (0,0,0). Dies ist konsistent mit den Sitzen, da V f; = Vf, in diesem Punkt.

3.3 Das Volumen von Parallelotopen

Unser Ziel ist es, die »Oberfliche« einer n-dimensionalen Untermannigfaltigkeit des RN zu berechnen. Ge-
nauer wollen wir ein Maf$ auf einer Untermannigfaltigkeit einfiithren. Dies erlaubt es dann, von Oberfldche
zu sprechen und Funktionen zu integrieren.

Als Vorbereitung betrachten wir Parallelotope: Zu ay,...,a, € RN sei

n
Play,...,a,) = {Z a;t;, t; € [0,1] fiir alle i}
i=1
der von ay,...,a, aufgespannte Spat (oder Parallelotop).

Wir sind hier in der prekéren Situation, dass wir etwas berechnen wollen, was noch gar nicht definiert ist.
Unser Ziel ist es also, gleichzeitig eine Definition und eine Berechnungsmethode zu finden. Die Definition
kann nattirlich nicht beliebig sein. Sie sollte gewissen »offensichtlichen« Anforderungen gentigen. Wir
lassen uns hier von der Vorstellung leiten (etwa im Fall n = 2, N = 3), dass die Flache des Parallelogramms
P(a1,ay) gleich dem Volumen eines Korpers der Dicke 1 mit Querschnitt P(aq,4;) sein sollte. Das heifit,
man wihlt einen Vektor v L 41,4, mit ||v|| = 1 und berechnet vol(P(v,a1,43)).

In der folgenden Definition wird dies analog in hoheren Dimensionen durchgefiihrt, und der Satz gibt
eine Berechnungsmethode an.

Bemerkung: Alternativ kann man sich von der Idee leiten lassen, dass die Fldche invariant unter Rotatio-
nen sein soll. Man rotiert dann P(aq,a3) so, dass es in der (x7,x;)-Ebene landet; dort haben wir bereits
einen Flachenbegriff. Dieses Verfahren fiihrt auf dasselbe Resultat.
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3.3.1 Satz (und Definition)
Seien ay,...,a, € RN,
1) Definiere
(1) vol,(P(ay,...,a,)) == volN(P(ay,...,a0,01,...,ON—1))

fiir eine Orthonormalbasis vy, ...,vN_, von (span{ay,... ,a,})*. Dies ist wohldefiniert, also
unabhidngig von der Wahl der vy,...,o5_,.

Es gilt:
() Es gi volu(P(ay, ..., an)) = Vaet AIA

mit der N X n-Matrix A = (ay---ay).

Konkret ist <aia > - <agdy >
ATA = :
<ap,ay > - <dayap >
wobei <,> das Skalarprodukt ist. Dies ist eine n x n-Matrix. Sie heifst Gram-Matrix von A oder von
ai,...,a,. Beachte, dass A nicht quadratisch ist (falls # < N), also selbst keine Determinante hat.

Beweis: Sei B = (a1,...,4n,01,...,UN—pn). Aus Satz 2.3.1 folgt voly(P(ay,...,an,v1,...,0N—y)) = |detB|.
Wie sieht man, dass dies unabhédngig von der Wahl der v; ist, und wie berechnet man es? Mit folgendem
hiibschen Trick: Berechne B'B! Es gilt

t

1
t
a
tp __ n
B'B = A . <a1 ee. 4y U1 ... vN,n>
1
t
UN-n
t t t t
al.al e al.an ul.’z)l DY a]'van
t t t t
_ a, - a1 . ay, - ap ay, - v Ay, UN—n
- t t t t
N-n"%1 N—n ' tn UN—p “1 N-n YN-n
<ay,m > - <ayap> 0 --- 0
| <a;> - <agap> 0 -0 0
0 0 1 0
0 0 o --- 1

_[A'A 0
S\ 0 T
Daraus folgt det B'B = det A’A - det] = det A’A. Da B eine quadratische Matrix ist, gilt det B'B = det B! -

det B = (detB)?, also folgt |det B| = v/det AfA, und da dies offensichtlich unabhéngig von vy,..., N,
ist, ist der Satz bewiesen. ]
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Bemerkung: Im Fall # = N ist A eine quadratische Matrix, also ist det A’A = det Afdet A = (det A)?,
also vol, (P(ay,...,a,)) = | det A|. Das heif8t, Satz 3.3.1 ist in diesem Spezialfall mit Satz 2.3.1 konsistent.

3.3.2 Korollar
Sei Q ein Spatin R” und A : R" — RV linear. Dann gilt
vol,(A(Q)) = Vdet At A - vol,(Q)
Beweis: Sei Q von den Vektoren by,...,b, € R" aufgespannt und B = (by,...,b,). Dann ist A(Q) von

den Vektoren Abj,..., Ab, aufgespannt, diese bilden die Spalten der Matrix AB und daher gilt (B ist

quadratisch)
vol, (A(Q))? = det((AB)'AB) = det(B'A' AB) = det B! det(A'A) det B

= det(A'A) vol,(Q)? O

3.4 Volumen von und Integration iiber Untermannigfaltigkeiten des RN

Ahnlich wie schon bei den Parallelotopen sind wir in der prekédren Lage, gleichzeitig eine Definition und
eine Berechnungsmethode fiir die »Oberfldche« einer Untermannigfaltigkeit geben zu miissen. Wir lassen

uns von einem dhnlichen Bild wie im Beweis der Transformationsformel leiten:

Integration iiber ein Kartengebiet

Heuristische Voriiberlegung: Ist ¢ : I — U C M eine lokale Karte, so zerlegen wir U in kleine Wiirfel Q;.
Das Bild ¢(Q;) ist dann eine Teilmenge von M, die von dem Parallelotop Q; = de)| xi(Qi) (genauer einer
Verschiebung davon) approximiert wird. Dessen Fldche (n-dimensionales Volumen) kennen wir bereits, das
motiviert die Definition:
3.4.1 Definition
Sei ¢ : U C R" — RN eine C'-Abbildung.

8p(x) = det [(d(p|x)td(p‘x]

heiflt Gramsche Determinante und die n x n-Matrix (dg|, )" dg, heit Gram-Matrix von ¢ in x.

Fortsetzung der Voriiberlegung: Nach Korollar 3.3.2 ist vol,(Q;) = So(x;) voly (Q;).

Istnun f: U — R, so liegt es nahe, das Integral von f iiber U als Grenzwert von >_; f(¢(x;)) - vol,(Q;),
fr ein immer feiner werdendes Wiirfelnetz, zu definieren. Nun ist

3 F(ol) v Q1) = 3 (9()y 8o () v () = [ Fo)y/o(x) d

(wenn das Wurfelnetz immer feiner w1rd) und das motiviert die folgende Definition.
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3.4.2 Definition (Integration einer Funktion iiber ein Kartengebiet einer Mannigfaltigkeit)

Sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN . Sei U C M ein Kartengebiet, f : U —
R. Sei ¢ : U — U eine lokale Karte, dann definiere

[ ras= [ Flo)/sp(e)d

falls die rechte Seite existiert, d. h. falls
(fop) /Sy € El(a)
Weiterhin heifSst
vol,, (U) ::/ 1-dS
u

das n-dimensionale Volumen von U.

Die Bezeichnung dS stammt von »surface area«.
Eine wesentliche Rechtfertigung fiir die Definition liegt in folgendem Lemma. Eine weitere wird in Satz
3.4.8 folgen.

3.4.3 Lemma
Jy fdS ist wohldefiniert, d. h.:

Falls i : I’ — U eine weitere lokale Karte ist, so gilt / (fo@) /o= / (foy)- /3y
u vy

Beweis: Sei k = 1o : I — U’ der Kartenwechsel. Dieser ist nach Lemma 3.1.9 ein Diffeomorphismus.
Wende die Transformationsformel auf die Funktion (f o) - /gy an:

/U«fowox) VEroF | detdrldx = [ (Foy) /grdy

foypop~log <
=fog

Es bleibt zu zeigen, dass /gy o« |detdx| = /g, gilt. Wende die Kettenregel fiir p ox = ¢ an: d¢|K(x> o
dK‘x = d(p‘x. Dieselbe Rechnung wie im Beweis des Korollars 3.3.2 ergibt, da dx eine n x n-Matrix ist,
8o = det((dg)'dg) = det((dy dx)'dy dx)
= det((dx)! (dy)'dyp dx)
= det(dx)" - det((dy)'dy) - det(dx)
Der Ubersicht halber wurden hier die Argumente weggelassen. Wenn g, bei x € U ausgewertet wird, so

wird dk ebenfalls bei x ausgewertet, aber dip bei x(x). Mit det((dy)'dyp) = gy folgt also g, = (gy 0 k) -
(detdx)?, und nach Ziehen der Wurzel folgt die Behauptung. |

Wichtige Spezialfille:

Kurvenlinge: Sei 7 : I — RV eine C!-Kurve. Wir nehmen an, dass 7/(t) # 0 fiir alle ¢ ist, d.h. dass 7y
eine Immersion ist.

Esist dy =+ und (7/)'9' = (v/,7') = ||7/||?, also /g7 = ||7]l.

L(y) = /I||'y/(t)|\dt (Kurvenlange)

Beispiel: (t) = (cos(t),sin(t)), T € (0,2m)
19 ()12 = [|(—sin(#), cos(#))||* = sin®(t) + cos?(t) = 1

27
= L(v) = Umfang des Kreises = / 1dt =2n
0
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Beachte: Betrachtet man etwa das Intervall (0,47) statt (0,277), erhidlt man die doppelte Linge, obwohl das
Bild von 7 immer noch derselbe Kreis ist. Denn der Kreis wird nun zweimal durchlaufen.

Linge eines Graphen: Ist die Kurve als Graph einer Funktion / : [ — R (oder auch & : [ — R"~!) gegeben,
soist y(t) = (t,h(t)), also 9/(t) = (1,K/(t)) und daher

Kurvenlinge des Graphen von /i : [ — R" ! : /\/1 + ||W'(¢)]|% dt
I

Das fiihrt selbst bei recht einfachen Kurven zu nicht explizit berechenbaren Integralen.

1
Beispiel: h(t) =13, t €[0,1] ~ / V1+9t4dt
0

Fliche eines Graphen: Wir berechnen die Fliche des Graphen von /i : U — R, U C R%:

e(x,y) = (x,y,h(x,y))

1 0
dp=(0 1 [=(ex.ey)
he

2
Sp = det((d(p)td(p) — det (@x, @x)  (@x, Py) — det 14 hy hxhyZ
(@y, ox)  (@y, @y) hyhy 1+ hy

=1+h+hy =1+ Vh|?

Fliche des Graphenvon h: U — R : / 1+ ||Vh|2
p .V | VA

(Ubung: Dieselbe Formel gilt auch fiir vol, des Graphen einer Funktion / : I — R mit U C R".)

Also

Der Fall n = N: Was sind die n-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des R"? Die offenen Mengen!
Eine Karte reicht: ¢ =idy : U — U (also U = U = M).
Es ergibt sich d¢|, =id fiir alle x, also g, =1, also

/Mde:/Mf(x)dx.

Also stimmt der neue Integralbegriff in diesem Fall mit dem alten tiberein. Verwendet man eine andere
Karte, etwa ¢ : U’ — M, so gilt ,/gy(x) = |detdy),|, da dy, eine quadratische Matrix ist. Die Aussage
von Lemma 3.4.3, dass bei der Berechnung von [, f dS mittles ¢ dasselbe herauskommt, ist also genau die
Transformationsformel!

Beispiel: Berechne den Flicheninhalt der Halb-Sphire: S3 = {(x,y,z) : x>+ y* + 22 = 1,z > 0}.

1. Schritt: Finde eine lokale Karte.
Am einfachsten: Stelle S2 als Graph dar. Wie geht das? Auflosen der Gleichung x% + y2 + z2 = 1 nach z:

22:1—x2—y2

= z=4/1-x2 -2

Da wir nur die obere Halbsphére, also z > 0, betrachten, sehen wir:

S2 = Graph von h(x,y) = \/1—x2—y?2 auf {(x,y) : x> +y* < 1}.
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2. Schritt: Berechnung des Flacheninhalts.

Es ist

hy = __—x hy = ___¥y

/1_x2_y2 /1—x2—]/2
X+
|Vl = Tﬁyz
1—x2—y? +x2+? 1
e e T T

Also: Flache von §2 = [ 1;2#2 dxdy = 27t (Ubung).

x24y2<1

Beispiel: Berechne den Schwerpunkt der Halbspare S3 .
Per Definition (oder aufgrund physikalischer Uberlegungen) ist der Schwerpunkt einer n-dimensionalen
Untermannigfaltigket M C RN der Punkt s € RN mit Koordinaten

1
Si—m/]wxl'ds

(meist wird dies nur fiir n = N betrachtet, es ist aber fiir allgemeine n genauso sinnvoll).

Sei M = S%. Wir berechnen zunichst die z-Koordinate s. des Schwerpunkts. Wir verwenden die Dar-
stellung als Graph, also die Parametrisierung mittels der x, y-Koordinaten. Fiir diese ist z = /1 — x% — 2.
Also folgt mit voly(S%) = 27, dass

Sy = % zdS—— / le— > dxdy = / dxdy = =
+

x24y2<1 2er2<1

2r
x2+y2<1

y? = 1} beziiglich der Spiegelung x + —x und die Funktion x ungerade ist. Analog folgt s, = 0, also

. . . 1 1 o . . 2
Die x-Koordinate ist sy = - fsi xdS =5 [ \/ﬁ dxdy = 0, da das Integrationsgebiet {x* +

insgesamt
1
= (0,0,3)
Dass sy = sy = 0, also der Schwerpunkt auf der z-Achse liegt, ist aus Symmetriegriinden von vorneherein
Klar.

Integration iiber eine Untermannigfaltigkeit des R

Beispiel: Flicheninhalt der Sphare: S% = {(x,y,z) : x> +y? + 2> = 1}.
Fiir die obere Halbsphére haben wir bereits den Flacheninhalt als 27t berechnet. Zerlege nun
2= 6% US> u A (A= Aquator).
t t o T
{z>0} {z<0} 1z=0}

Wegen Symmetrie ist die Flache von S? ebenfalls 27t. Da voly(A) = 0 (siehe unten), folgt
voly(S?) = 4rt.

Das Beispiel zeigt den Weg, wie man eine Funktion f : M — R integriert: Indem man M in Kartengebiete
zerlegt.
Bemerkung: In den meisten Biichern wird hier die sogenannte »Zerlegung der Eins« verwendet. Das ist

jedoch an dieser Stelle unnotig kompliziert (overkill). Spater werden wir die Zerlegung der Eins in anderem
Kontext kennenlernen.

Zunichst die notigen Begriffe:
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3.4.4 Definition
Sei M C RN n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und (¢;, U;, U;);cs ein Atlas fir M.

(a) X C M heifst n-messbar : <— go;l(X N U;) ist messbare Teilmenge des R" fiir alle i.

(b) X C M heifit n-Nullmenge : <= qo;l(X N U;) ist Nullmenge in IR" fiir alle i.

Man sieht leicht, dass diese Definition unabhiangig von der Wahl des Atlasses ist. (Zu zeigen: Falls (a) bzw.
(b) gilt und ¢ : U — U C M eine beliebige Karte ist, so ist auch ¢~!(X N U) messbar bzw. Nullmenge.
Grund: x = ¢~ o ¢; ist Diffeomorphismus, also x(messbar) = messbar, x(Nullmenge) = Nullmenge).

Bemerkung: Man kann die Begriffe der n-Messbarkeit und n-Nullmenge auch fiir beliebige Teilmengen
von RN definieren (auch fiir solche, die nicht in eine 7-dimensionale Untermannigfaltigkeit passen). Letz-
terer ist relativ einfach (eine einfache Modifikation der Bedingung (1) in Satz 1.4.3), siehe z. B. Kénigsberger,
Analysis I1, 11.6. Das zugehorige Maf heift Hausdorff-MaB der Dimension 7. Ubrigens gibt es analog auch
das Hausdorff-Maf} der Dimension d fiir beliebige positive reelle (!) Zahlen d. Fur d ¢ IN fiihrt dies auf
den Begriff des Fraktals.

Im Beispiel oben braucht man:

3.4.5 Lemma
Sei M C RN eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und N C M eine Untermannigfaltigkeit
einer Dimension < n. Dann ist N eine n-Nullmenge.

Beweis: Ubung. O

Um das Integral iiber Mannigfaltigkeiten definieren zu kénnen, brauchen wir noch ein technisches Lem-

ma:
3.4.6 Lemma
Sei M C RN Untermannigfaltigkeit.
(a) Jeder Atlas von M hat einen abzihlbaren Teilatlas.
(b) Es existiert eine Zerlegung von M in abzéhlbar viele Teile X;, i € IN, mit:
— X, messbar fiir alle i.
- Jedes X; ist in einem Kartengebiet U; enthalten.
Zerlegung heifit: U;X; = M, X;NX; = @ flir i # j.
Beweis:

(a): Es ist zu zeigen, dass jede offene Uberdeckung (Uj)ie; von M eine abzdhlbare Teiliiberdeckung besitzt.
Dies geht mit einem typischen Argument der »mengentheoretischen Topologie«, z. B. so:

Sei K die Menge der offenen Kugeln in RN mir rationalem Radius, deren Mittelpunkte nur rationale
Koordinaten haben. K ist abzihlbar. Sei K’ = {KNM : K € K} und K" die Menge derjenigen K € K’,
die in mindestens einem U; enthalten sind. Da die Kugeln in X beliebig klein sein kénnen und die U;
offen sind, ist jedes U; die Vereinigung derjenigen K € K’, die in ihm enthalten sind. Daher ist K" eine
abzihlbare Uberdeckung von M. Wahlt man nun zu jedem K € K" ein ig € I mit K C Uiy, so folgt, dass

die U;,, K € K" eine abzéhlbare Teiliiberdeckung von (U;);cs bilden.
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(b): Nach (a) existiert ein abzdhlbarer Atlas. Seien Uy, U, ... seine Kartengebiete. Setze

X1 =U
Xo = W\l
X3 =W\ (U Ulp)

Da offene Mengen in R” und damit Kartengebiete in M sowie Differenzen messbarer Mengen messbar
sind, sind alle X; messbar, und es gilt offenbar X; C U; fiir alle i. O

Fiir eine messbare Teilmenge X eines Kartengebietes U schreiben wir / fds = / f - xxdS und nennen
X u

f integrierbar tiber X, wenn f - xx integrierbar tiber U ist.

3.4.7 Definition
Sei M ¢ RN n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, f : M — IR. Wahle eine Zerlegung Xj, X», . ..

/Mde:—g;/Xide

f € LYM) (integrierbar iiber M)

wie in Lemma 3.4.6. Dann definiere

Genauer:

: <= f integrierbar iiber X; fiir alle i und Z / |f1dS < oo
i=1 7 Xi

Fiir messbare Teilmengen X C M definieren wir natiirlich wieder vol,(X) := [, xx dS.

Bemerkung: Es ist leicht zu zeigen, dass die Definition unabhéngig von der Wahl der X;, Uj;ist.

Man kann nun die Konzepte und Aussagen der Integrationstheorie leicht auf die Integration tiber Mannig-
faltigkeiten tibertragen, z. B.:

> Die Menge der n-messbaren Teilmengen einer n-dimensionalen Untermannigfaltigkeit des RN ist
eine o-Algebra und vol, ist ein Maf§ darauf. n-Nullmengen sind genau die Nullmengen bzgl. dieses
Mafses.

> Ist X C M n-messbar und f € £1(M), soist [y fdS definiert.
Ist X C M zusitzlich n-Nullmenge, so ist [y fdS = 0.

> Sind f,g € £L1(M) und f = g auferhalb einer n-Nullmenge, so gilt [,, fdS = [},4S.

> Ist f : M — R stetig auflerhalb einer n-Nullmenge und auflerhalb einer kompakten Teilmenge von
M gleich null, so ist f € L1(M).

> Die Konvergenzsitze gelten analog.

> etc.
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Das Volumen von Tuben

Zum Abschluss dieses Kapitels noch ein kleines Juwel.

Wem die heuristische Hinfithrung zur Definition des Integrals tiber (bzw. Volumens von) Untermannig-
faltigkeiten nicht behagte, die mag Befriedigung darin finden, dass mit dieser Definition eine anschaulich
klare Aussage wirklich stimmt:

Dickt man eine Fliche M im R3 auf die Dicke 2¢ auf, so ist das Volumen des erhaltenen Korpers Mg

etwa 2evoly(M), genauer:
lim vols (M)
e—0

Das sollte nicht tiberraschen, ist es doch sehr dhnlich zu der Idee bei unserem Ausgangspunkt zur Fliachen-

= volp(M).

berechnung, der Definition von vol, fiir Parallelotope, Definition 3.3.1. Der Faktor 2 kommt daher, dass
wir an beiden Seiten von M eine Schicht der Dicke ¢ haben.

Dies hétte man nattirlich auch als Definition von vol, verwenden konnen, es eignet sich aber weniger fiir
Berechnungen.

Etwas Analoges gilt fiir beliebige Dimensionen, und sogar noch etwas viel Praziseres. Die im Satz defi-
nierte Menge M, nennt man manchmal (vom Fall n =1, N = 3 her) Tube um M.

3.4.8 Satz (Weylsche Tubenformel)

Sei M C RN kompakte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sei M, := {x € RN : dist(x, M) <
e} und v(e) = voly(Me). Dann gibt es ein ¢y > 0, so dass v(e) fiir 0 < ¢ < gy durch ein Polynom
in € gegeben ist, der Form

v(e) = eN(ag + are + ... +aye")

Hierbei ist a9 = Cny_; vol, (M), wobei C; = Volumen der Einheitskugel in RE.
Insbesondere ist ©
. v(e
i o =7 = YOl ().
Wegen C; = 2 erhidlt man fiir n = 2, N = 3 die vorhergehende Behauptung.

Bemerkung: Die Formel fiir ag ist leicht zu verstehen (stellen Sie sich zundchst n = 1, N = 3 vor): In
erster Ndherung kann man vernachldssigen, dass M »gekriimmt« ist. Ist M nicht gekriimmt, also etwa
M = U x {0}N~" mit einer offenen Teilmenge U C R", so ist M = (U x K(0)) UR, wobei K¢(0) die
Kugel im RN-" ist, also Volumen CN,nsN ~" hat, und R ein Rest ist, der vom Rand von U stammt. Das
Volumen von R ist von der Ordnung eN="+1 (das ist zumindest fiir n = 1, N = 3 klar, da R fiir ein Intervall
U aus zwei Halbkugeln vom Radius ¢ besteht).

(Genau genommen kann M gar nicht flach sein, da es als kompakt angenommen wurde. Dies ist ja auch
nur eine Heuristik.)

Hochst tiberraschend ist jedoch, dass nicht nur die Grenzwertbeziehung am Ende des Satzes gilt, sondern
dass die zundchst kompliziert anmutende Funktion v die einfache Gestalt eines Polynoms hat.

Die Bedeutung der anderen Koeffizienten ist dabei weniger einfach zu verstehen. Im Fall n =2, N =3
ist v(e) = ape + a1e® + axe>, und a, hat eine iiberraschend einfache Bedeutung:

ap, = Eulercharakteristik von M

Die Eulercharakteristik kann man dabei wie folgt erklaren: Eine kompakte Fliche M im R sieht entweder
aus wie eine verformte Sphére, ein verformter Torus, ein verformter Brezel mit 2 oder 3 oder ... Lochern
(anders gesagt: man klebe k »Henkel« an die Sphére, dann erhélt man fiir k = 0,1, 2, ... alle Moglichkeiten).
Die Euler-Charakteristik der Flache ist dann definiert als 2 — 2k. Dies ist eine fopologische Invariante, d.h. sie
héngt nicht von der »Verformung« ab, d.h. davon, wie genau M im Raum liegt.
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Beweis (Skizze im Fall n = 2, N = 3): Wir verwenden folgende Tatsachen:

(1) Es gibt ein Einheitsnormalenvektorfeld auf M, d.h. eine stetige Abbildung v : M — R3, so dass fiir
alle p € M gilt: |[v(p)|| = 1,v(p) L T,M.

(2) Es gibt ein g9 > 0, so dass
M x (—¢,€) = M,
(pt) = p+tvip)
fiir ¢ < g ein Diffeomorphismus ist. Dies bedeutet: Ist ¢ : U — U C M eine lokale Karte fiir M,
dann definiert
D(x,t)=¢(x)+tv(x), xel, te(—¢e)

eine lokale Karte fiir M., und eine Zerlegung von M in Kartengebiete (bis auf eine 2-Nullmenge)
liefert eine entsprechende Zerlegung von M, in Kartengebiete (bis auf eine Nullmenge).

Dies sollte intuitiv recht klar sein. (1) ist leicht zu zeigen (werden wir spéter tun), (2) aber etwas schwieriger.
Seinun ¢ : I — U C M eine lokale Karte fiir M und ® wie oben definiert. Sei U(e) = ®(U x (—¢,¢)).
Es gentigt, zu zeigen, dass vol(U(e)) ein Polynom in ¢ der angegebenen Form ist, dessen e-Koeffizient

gleich 2vol,(U) ist.

Es ist

dP = (0x; P, 01, D, 0 D)
= (axl ¢+ 10y, V,0x, @ + tdx, v, V)
Nach der Leibniz-Formel fiir die Determinante ist f(x,t) = detd®j, ) ein Polynom in ¢, dessen Koeffizi-
enten Funktionen von x sind:
detd®,(, ;) = bo(x) + thy (x) + *by(x)

Hierbei ist bg(x) = f(x,0) = det(dx, ¢(x), dx, ¢(x),v(x)), und wegen der Eigenschaften von v folgt [by(x)| =
8¢(x) (vgl. Satz 3.3.1 und Definition 3.4.1), insbesondere by(x) # 0 fir alle x. O.B.d. A. sei by(x) > 0

(hierzu muss man evtl. alle v(x) umdrehen, d.h. durch —v(x) ersetzen). Aus Stetigkeitsgriinden ist dann

auch f(x,t) > 0 fiir gentigend kleine |f|.

Zusammentfassend haben wir bisher gezeigt: detd®)(, ) ist fiir kleine [t| positiv und ein quadratisches

Polynom in t mit konstantem Koeffizienten /g, (x).

Also folgt:
vols(U(e)) :/ 14| e dx
/ (bo(x) + thy(x) + t2by(x)) dt dx
—&

= / (Zebo(x) + 7e3b2(x)> dx

_82/b0 dx +€ /bz dx
Wegen bp(x) = 1/gq(x) ist der erste Koeffizient gleich 2vol,(U), und damit sind wir fertig. (Wir sehen
sogar, dass a1 = 0 ist.) O

Literatur zur Weylschen Tubenformel:
H. Weyl, American Journal of Mathematics 61, 461—472 (1939)
Alfred Gray, Tubes. Birkhauser 2003.






4 Hauptsitze der Differential- und Integralrechnung in
mehreren Dimensionen

Wir haben nun die Integration als Mittel zur Berechnung von Volumina kennengelernt. In einer Dimen-
sion kennen wir eine weitere Bedeutung der Integration: als Umkehrung der Differentiation. Dies ist die
Aussage des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung. Gibt es davon eine mehrdimensinale Ver-
allgemeinerung?

Der Hauptsatz hat zwei eng verwandte Teile:

® 1 [ And = s

b
) / Fl(t)dt = F(b) - F(a)

Aus (1) folgt, dass jede stetige Funktion eine Stammfunktion besitzt. (2) hat praktische Bedeutung: Kennt
man eine Stammfunktion F einer Funktion f, so kann man mittels F bestimmte Integrale tiber f = F’
ausrechnen. Dies ist genau das, was Sie beim praktischen Integrieren verwenden.

Wir werden zu beiden Teilen Verallgemeinerungen kennenlernen. Dies sind die sogenannten Integralsétze.
Sie haben viele interessante Anwendungen in der Mathematik und sind auch in der Physik von grofSer
Bedeutung.

Der zweite Teil ist eng mit dem Verfahren der partiellen Integration verwandt, denn dieses erhélt man
durch Anwenden von (2) auf ein Produkt F = u - v zweier Funktionen. Daher konnte dieses Kapitel auch
»Partielle Integration in mehreren Dimensionen« {iberschrieben sein.

4.1 Wegzusammenhang und einfacher Zusammenhang

Im folgenden Abschnitt werden gewisse topologische Eigenschaften von Teilmengen des R” eine Rolle
spielen, die auch in anderen Zusammenhéngen, z.B. der Funktionentheorie, von Bedeutung sind. Es ist
natiirlich, diese im Kontext der metrischen Rdume zu formulieren. Auf Teilmengen des IR" verwenden wir
immer die von der euklidischen Metrik induzierte Metrik.

Wegzusammenhang

Zunichst wollen wir die Vorstellung prézisieren, dass eine Menge aus einem Teil besteht, nicht aus mehre-
ren, wie etwa im Beispiel einer Kreisscheibe (ein Teil) oder zweier disjunkter Kreisscheiben mit positivem
Abstand (zwei Teile).

Idee: ,Ein Teil’ bedeutet: man kann von jedem Punkt der Menge zu jedem anderen entlang einer Kurve
gelangen, die ganz in der Menge verlduft. Erinnerung: Kurven sind per Definition immer stetig, kénnen
also keine Spriinge haben.

Schreibweise: Fiir eine Kurve 7 : [2,b] — X in einem metrischen Raum X schreiben wir  : p ~~ g, falls
v(a) = p und v(b) = q. AuBerdem sei Anfang(y) = y(a) und Ende(y) = y(b).
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4.1.1 Definition

Ein metrischer Raum (X, d) heiflt wegzusammenhingend, falls fiir alle p,q € X eine stetige Kurve
v:I—= X; p~ q existiert.

Man kann jeden metrischen Raum in maximale wegzusammenhingende Teile zerlegen: Definiert man
p ~ q = Es gibt ein stetiges 7 : I — X, p ~ q , so erhélt man eine Aquivalenzrelation (Ubung). Deren
Aquivalenzklassen nennt man Wegzusammenhangskomponenten von X. Also ist X wegzusammenhéin-
gend genau dann, wenn X genau eine Wegzusammenhangskomponente hat (ndmlich ganz X).

Bemerkung: (1) Wegzusammenhang ist eine topologische Invariante (oder topologische Eigenschaft),
d.h.: Sind (X, d) und (X’,d") zwei homdomorphe metrische Rdume, so ist X wegzusammenhingend
genau dann, wenn X’ wegzusammenhéngend ist. (Ubung)

Auf den Abstandsbegriff kommt es also eigentlich gar nicht an, nur auf den Stetigkeitsbegriff. Die
mathematische Struktur, die die Idee des ,Raumes mit einem Stetigkeitsbegriff’ umsetzt, ist topologi-
scher Raum. Wegzusammenhang ist also natiirlicherweise ein Begriff tiber topologische Raume. Wir
werden topologische Rdume hier nicht eingehender behandeln, sehen Sie bei Interesse auf Wikipedia
nach!

(2

~

Man kann die Vorstellung, dass X aus einem Teil besteht, auch anders prézisieren: man kann X nicht
in zwei disjunkte nicht-leere abgeschlossene Teilmengen zerlegen. Ein metrischer Raum X mit dieser
Eigenschaft heifit zusammenhingend.

Man kann zeigen: Aus Wegzusammenhang folgt immer Zusammenhang, die umgekehrte Implikation
gilt aber nicht. Fiir offene Teilmengen X = U C IR" sind die beiden Begriffe jedoch dquivalent.

(Beweise als nicht ganz einfache Ubung, oder siehe Biicher iiber Topologie.)

Dieser feine Unterschied ist der Grund fiir das Wortungetiim ,Wegzusammenhang’.

Einfacher Zusammenhang

Frage 1: Gegeben zwei Punkte p,q € R" und zwei Kurven 7g,v; : p ~ ¢, kann man g nach und nach
so deformieren, dass man schliefilich y; erreicht? Dabei sollen Anfangspunkt und Endpunkt festgehalten
werden.

(Stellen Sie sich 7y als Seil vor, das man bewegt, wobei man die Endpunkte festhalt.)

Antwort: Ja, zum Beispiel so: Fiir s € [0,1] definiere die Kurve 1; als lineare Interpolation: s = (1 —
)70 + s1. Dies ist die gesuchte Deformation. (Stellen Sie sich -y als die Form des Seiles zum Zeitpunkt s
vor.)

Frage 2: Gilt dies auch in R? \ {0} (d.h. alle Kurven diirfen nicht durch den Nullpunkt laufen)?

Antwort: Anscheinend nicht: Ist p = (—1,0) und g = (1,0) und durchlduft g : p ~> g den oberen halben
Einheitskreis, aber 7y; : p ~» q den unteren halben Einheitskreis, so scheint es anschaulich klar, dass jede
Deformation von 7 in 7; irgendwann den Nullpunkt {iberstreichen muss.

Eine Menge wie R”, in der solche Deformationen immer existieren, nennt man einfach zusammenhén-
gend. Wir giefien diese anschauliche Diskussion nun in Definitionen. Statt Deformation sagt man auch
Homotopie:



Wegzusammenhang und einfacher Zusammenhang 77

4.1.2 Definition

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Seien p,q € X und g, 71 : [4,b] — X Kurven von p nach g. Eine
stetige Abbildung -y : [0,1] X [2,b] — X heifst Homotopie von 7y nach v, falls gilt:

(1) 70 =7(0,-) und 7 = 7(1,-)
(2) v(s,a) = p und (s, b) = g fur alle s € [0,1].

Yo, 71 heilen homotop (in X), wenn es eine Homotopie von 9o nach 7 gibt. Man schreibt dann
Y0 = 71-

Eine geschlossene Kurve g : p ~» p heifit zusammenziehbar (oder null-homotop), falls sie zur
konstanten Kurve 7; = p homotop ist.

Ist ¢ eine Homotopie von 7y nach 71, so schreiben wir auch ys(f) = 7(s, t). Die Notation ist wegen (1)
konsistent. Jedes 75 ist damit eine Kurve von p nach g wegen (2), und wir stellen uns die Familie (ys);¢[o,1]
als stetige Deformation der Kurve 7 in die Kurve 7 vor.

Homotopie von Kurven definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Kurven von p nach 4.

(Ubung)
Beispiel: Ist U C IR” konvex und p, g € U, so sind je zwei Kurven 7, y; von p nach g homotop in U: Setze

Y(s,t) = (1 —5)y0(t) +s71(t).

Das heifit, fiir festes + durchlauft (s, t) fiir s € [0,1] die gerade Strecke von 7((t) nach 1 (t). Da U konvex
ist, liegt (s, t) immer in U. AuBerdem ist 7y offenbar stetig, und (1), (2) sind erfiillt.

4.1.3 Definition
Der metrische Raum (X, d) heifit einfach zusammenhingend, falls X wegzusammenhéingend ist
und falls gilt:
(%) Jede geschlossene Kurve in X ist zusammenziehbar.

Bemerkung: Die Definition entspricht der vorherigen Diskussion, denn fiir wegzusammenhéngendes X
sind folgende Bedingungen dquivalent (Beweis als Ubung, wir werden das aber nicht verwenden):

(i) Fur alle p,q € X sind je zwei Kurven g, v; : p ~ g homotop.

(ii) Fur alle p € X gilt: Jede Kurve v : p ~» p ist zusammenziehbar.

(iii) Es gibt ein p € X, fiir das gilt: Jede Kurve  : p ~» p ist zusammenziehbar.

(iv) Jede geschlossene Kurve in X ist zu einer konstanten Kurve frei homotop.
Dabei heilen zwei geschlossene Kurven 7o, 1 : [2,b] — X frei homotop, wenn es ein stetiges v : [0,1] X
[a,b] — X gibt, fiir das (1) in Definition 4.1.2 erfiillt ist und (2) durch

(2) 7(s,a) = v(s,b) fur alle s € [0,1]
ersetzt ist, d.h. s ist geschlossen fiir alle s. Es kommt dabei also nicht darauf an, dass Anfangs- und
Endpunkt fest bleiben.

Beispiel: > Nach dem vorangegangenen Beispiel ist jede konvexe Menge einfach zusammenhéangend.

Etwas allgemeiner:

> Eine Teilmenge U C IR" heifit sternformig bzgl. eines Punktes p € U, falls fiir jedes g € U die
Strecke pg in U liegt. Zum Beispiel ist jede konvexe Menge bzgl. jedes ihrer Punkte sternférmig, aber
sternférmige Mengen brauchen nicht konvex zu sein.
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Jede sternformige Menge ist einfach zusammenhdngend: OBdA sei 0 € U und U sternférmig bzgl. 0.
Ist 7 eine beliebige geschlossene Kurve in U, so definiert s(t) = (1 —s)vo(t) eine freie Homotopie
zur Kurve y1 = 0.

(Als Ubung konnten Sie versuchen, eine (nicht-freie) Homotopie zur konstanten Kurve 1 = 70(0)
anzugeben.)

Wesentlich schwieriger ist es, zu zeigen, dass eine Menge nicht einfach zusammenhéngend ist. Fiir U =
R?\ {0} erscheint es zwar anschaulich klar, dass man den Kreis (t) = (cost,sint),t € [0,27r] nicht in U
zusammenziehen kann, aber wie beweist man das rigoros? Immerhin kénnen stetige Abbildungen ziemlich
wild aussehen.

Herausforderung: Versuchen Sie, dies zu beweisen!

Im folgenden Kapitel werden wir einen Beweis kennenlernen.

Bemerkung (zur Differenzierbarkeit): Im Folgenden betrachten wir immer Kurven und Homotopien in
offenen Teilmengen U C IR". Dabei wird es niitzlich sein, diese differenzieren zu kénnen.

Wir kénnten in den Definitionen oben fordern, dass die Kurven bzw. Homotopien C*-Abbildungen sind
und damit die Eigenschaften ,C¥-wegzusammenhéngend’, ,C¥-homotop’ und ,CF-einfach zusammenhan-
gend’ definieren. Hierbei ist k € INg U {oo}. Unsere Definitionen entsprechen dem Fall k = 0.

Es lasst sich jedoch zeigen, dass diese neuen Begriffe fiir verschiedene k dquivalent sind. Also zum Bei-
spiel: existiert eine stetige Kurve in U von p nach g, dann existiert auch eine solche C*-Kurve. Daher werden
wir dieses Detail ignorieren.

Dies gilt, wenn der metrische Raum eine offene Menge U C R" oder allgemeiner eine Untermannigfal-
tigkeit eines IR" ist.

(Die behauptete Aquivalenz folgt aus dem Approximationssatz von Whitney, siehe z.B. das Buch von
John M. Lee: Introduction to Smooth Manifolds.)

4.2 Kurvenintegrale und Gradientenfelder

Die Ableitung einer Funktion u : U — R, U C R" offen, lasst sich auf verschiedene Weisen verstehen. Wir
kennen aus Analysis II diese Ableitungsbegriffe:

T
> Gradient: Vu:U — R"; x — (%(x)/-“/a%(x)) .

> Differential: du: U — L(R",R); x ~ duy,. Hierbei ist du|, : R" — R eine lineare Abbildung.

Vu und du enthalten dieselbe Information und sind verkniipft durch die Relation du/,(v) = (Vu(x), v) Vv €
R".

Vu ist ein Vektorfeld, du eine sogenannte 1-Form. Wir werden uns im Folgenden mit der Sichtweise der
Vektorfelder begntigen. Diese ist intuitiver.

Bemerkung: Fiir ein hoheres Verstindnis der Zusammenhénge, z.B. eine systematische Verallgemeinerung
der Ideen dieses Kapitels auf hohere Dimensionen, ist aber die Sichtweise von 1-Formen besser.

Die Leitfrage dieses Kapitels ist:

Leitfrage
Gegeben eine offene Menge U C R" und ein Vektorfeld V auf U, gibt es eine »Stammfunktion« zu
V, also eine Funktion u# : U — R mit V = Vu?
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Falls die Antwort Ja lautet, nennt man V ein Gradientenfeld. Wir werden aber sehen, dass die Antwort
IM ALLGEMEINEN NEIN ist (im Unterschied zum Fall n = 1). Daher konnen wir die Frage auch so
formulieren:

Leitfrage (2. Version)
Wie sieht man einem Vektorfeld V auf U C IR” an, ob es ein Gradientenfeld ist?

Uberblick iiber dieses Kapitel

> Wir leiten eine notwendige Bedingung an V her, ein Gradientenfeld zu sein: die sogenannte Integrabili-
tatsbedingung (IB). Sie involviert die Ableitungen von V und ist leicht nachpriifbar.

> Die Frage, wie wir ein (potenzielles) u finden konnten, fiithrt uns auf den Begriff des Kurvenintegrals
/. ., V von V tiber eine Kurve 1.

> Mittels Kurvenintegralen ldsst sich eine notwendige und hinreichende Bedingung an V angeben, ein
Gradientenfeld zu sein. Diese betrifft die Integrale von V tiber unendlich viele Kurven und ist daher
schwierig nachzupriifen. (Sie ist trotzdem fiir das Folgende wichtig, und auch in der Physik.)

& Wir untersuchen nun die Frage, ob die (leicht nachpriifbare) IB auch hinreichend ist. Die Antwort ist
tiberraschend und lautet: das hangt von U ab.

> Genauer werden wir zeigen: Ist U einfach zusammenhéngend, dann ist die IB auch hinreichend dafiir,
dass V ein Gradientenfeld ist.

Dies wird aus der Homotopieinvarianz des Kurvenintegrals folgen: Falls V' die IB erfiillt, so &ndert sich
das Kurvenintegral | ., V nicht, wenn man -y deformiert.

Insbesondere ist die IB lokal hinreichend, da jeder Punkt von U eine einfach zusammenhéngende Um-
gebung hat (z.B. eine kleine Kugel). D.h. auf jeder solchen Umgebung lésst sich eine Stammfunktion
finden.

> Wir begegnen hier der fundamentalen Dichotomie lokal/global: lokal ist die IB hinreichend, global
aber nicht.

> Wir betrachten auch examplarisch fiir U = R? \ {0}, was passiert, wenn U nicht einfach zusammen-
héngend ist. In diesem Fall muss zusitzlich zur IB weitere, globale, Bedingung nachgepriift werden:
das Kurvenintegral tiber einen Kreis um den Nullpunkt muss verschwinden.

Wir erhalten aus der Diskussion auch interessante Nebenprodukte, z.B. einen Beweis, dass R? nicht dif-
feomorph zu R? \ {0} ist.

Bemerkung (zur Differenzierbarkeit): Beim ersten Lesen konnen Sie die genauen Differenzierbarkeits-
Annahmen (C!, C? etc.) getrost ignorieren und z.B. annehmen, dass alle Abbildungen C* sind. Die Musik
spielt anderswo. Nur aus Pedanterie habe ich tiberall die minimalen Regularitdtsanforderungen hingeschrie-
ben.
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Die Integrabilititsbedingung

4.2.1 Satz

Sei U C R” offen und V : U — R" ein C!-Vektorfeld auf U.
Falls V = Vu fiir eine C2-Funktion u : U — R ist, so folgt mit V = (V4,...,Vy) :
aV; aV]-

E)ch S furallei,j e {1,...,n}

Ein Vektorfeld, das eine Stammfunktion besitzt, nennt man auch integrabel und daher diese Gleichungen
Integrabilititsbedingungen (im Folgenden IB).

Beweis: Dies ist nur eine Umformulierung der Tatsache, dass es bei C2-Funktionen egal ist, in welcher
Reihenfolge man sie nach verschiedenen Variablen ableitet:

yoodu v _
P E)xi ax] o ijaxi
V=Vu =
V. = al = % = azy
I ax] ax,- o axiaxj O

Beispiele:

(1) Sei v € R" und V(x) = v fiir alle x € R" (ein konstantes Vektorfeld). Die IB ist offenbar erfiillt
0 =0).

n
durch Raten findet man die Stammfunktion u(x) = (v, x) = Zvixi, denn s—xu(x) =v;,also Vu(x) =
i=1 '
v.

oV

(2) V(x,y) = (y,x) (fiir x,y € R). In zwei Dimensionen gibt es nur eine Bedingung: = aa%. Diese ist

offenbar erfiillt, da 1 = 1. In der Tat ist u(x,y) = x - y eine Stammfunktion.

(3) V(x,y)=(y1): aa—‘;z =0#1= aa% Es gibt keine Stammfunktion!
Wie im eindimensionalen Fall gilt: Existiert eine Stammfunktion, gibt es unendliche viele davon (denn
Vu = V(u+r) fir beliebige r € R).
In den obigen Beispielen haben wir die Losung nur geraten. Lasst sich eine Stammfunktion auch systema-
tisch bestimmen?

Kurvenintegrale

Angenommen, fiir eine Funktion u : U — R sind das Gradientenfeld V = Vu sowie ein Funktionswert
u(p), p € I, gegeben.

Frage: Wie kann man aus V und u(p) den Wert u(q) fiir beliebige q € U berechnen?

Die Idee ist, das Problem auf den eindimensionales Fall zurtickzufiithren, wo wir wissen, wie das geht:
Mittels des Hauptsatzes.

Sei hierzu v : [a,b] — U eine C!-Kurve von p nach g. Wir betrachten die Funktionswerte auf der Kurve,
also die Funktion ¢ — u(y(t)) =: F(t). Wegen y(a) = p, v(b) = q folgt

u(q) —u(p) = u(y(b)) —u(y(a)) = F(b) — F(a).
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Nun ist F eine C!-Funktion einer Variablen, und mit dem Hauptsatz folgt F(b) — F(a) = | ub F/(t) dt. Mit
F = u oy folgt aus der Kettenregel F'(t) = (Vu(~y(t)),7(t)) dt. Insgesamt erhalten wir

Dies motiviert die folgende Definition.

4.2.2 Definition

Sei I C R ein Intervall und 7 : I — R" eine C'-Kurve. Sei V : Bild(y) — IR" ein stetiges Vektorfeld.
Dann sei

[ v [wow), ¥o)a
v
das Kurven-/Wegintegral tiber V entlang v.

Ist v : [a,b] — U nur stiickweise stetig differenzierbar (7 € Cl), d.h. gibt es Punkte t; mit a =
to<ti <...<t1<tg=b(keN)und 7| , € C! fiir alle i € {1,...,k}, so definieren wir
f y V durch dieselbe Formel. Dass der Integrand auf der Nullmenge {t1,...,#_1} undefiniert ist, ist
irrelevant.

Erinnerung: Kurven sind per Definition immer stetig, d.h. im CL- Fall muss < bei den #; stetig sein, nur
der Tangentialvektor darf springen.

Bemerkung: Aus der Definition ist sofort klar, dass
/ v=>" / 1%
Y i=1 7y, 1]

fiir einen beliebigen Cl-Weg v und beliebige a = to) < t; < ... < t;_1 < t; = b (nicht notwendig die
Sprungstellen von v) gilt.

Eine wichtige allgemeine Eigenschaft von Kurvenintegralen ist folgende:

f ) V hingt nur davon ab, in welcher Richtung Bild(vy) durchlaufen wird, aber nicht davon, wie
schnell dies passiert.

Genauer:

4.2.3 Lemma (Verhalten des Kurvenintegrals unter Umparametrisierung)

Sei U C R" offen, v : I — U eine C4-Kurve und 4 : | — U eine Umparametrisierung von
7, das heifit es gebe einen Diffeomorphismus « : | — I mit 4 = <y o x. Hierbei seien I,] C R

abgeschlossene Intervalle. Dann gilt:
/V:sgn(K')-/V
v ¥

Dabei sei sgn(x’) = —1, falls Vs € J: «/(s) < 0 und sgn(x’) =1, falls Vs € ] : «'(s) > 0 (einer der
beiden Fille tritt auf jeden Fall ein, da fiir einen Diffeomorphismus «’(s) # 0 Vs gilt).

Dies ist im Kern dasselbe wie die Wohldefiniertheit von f M fdS tiber Untermannigfaltigkeiten M, Lemma
3.4.3. Nur kam es dort nicht auf eine Orientierung (Durchlaufrichtung) an.

Beweis: Wir nehmen an, dass y eine C L_Kurve ist. Den Fall einer Cslt—Kurve konnen wir dann durch Be-
trachtung ihrer C!-Teile darauf zuriickfiihren. Wir bezeichnen die Variablen mit s € ], t € I, also x(s) = t.
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Wegen 7(s) = y(x(s)) ist nach der Kettenregel ¥'(s) = 7/ (x(s)) - «’(s), also
(V(7(5)), 7 (5)) = (V(1(x(5)), 7 (ic(s))) - ' (5).

S f(8) gﬂt damit (V(7(s)),7'(s)) = f(x(s)) - &' (s).

b

], J = [c,d], dann sind die Kurvenintegrale also

/ /f [v:/ﬁw@W®%

Das letzte Integral ist nach der Substitutionsregel gleich f ©) (
x(d) =b,also [, V = [, V,und falls sgn(x’) = —1, so ist x(c) =

Fir (V(v(£),7' (1))

Schreiben wir I

[a,

)dt. Ist nun sgn(x’) = 1, dann ist x(c) = 4,
b, x(d) =aund damit [, V=—[[V. 0O

Bemerkung: Ein paar technische Feinheiten (werden im Folgenden nicht benétigt, nur in einer Bemerkung
nach Korollar 4.2.9):

> In der Definition von f y V muss -y nicht regulér sein, d.h. 7' darf auch den Wert Null annehmen.
> Lemma 4.2.3 gilt auch fiir beliebige monotone C!-Abbildungen « : ] — I mit I = «(J), d.h. " darf

auch den Wert Null annehmen. Der Faktor sgn (') muss dann als +1 erklirt werden, wenn x monoton

wachsend ist, sonst als —1.

Dies folgt daraus, dass die 1-dimensionale Substitutionsregel |’ d f(x(s))x'(s)ds = fKK((;;) f(t)dt fir
beliebige C!-Funktionen x gilt — man integriere einfach die Kettenregel 7 4 (F(x(s))) = F'(x(s))x'(s)
fiir eine Stammfunktion F von f.

> Isty eine C slt—Kurve, so kann man eine monotone C1-Funktion « so finden, dass Y ok eine Cl-Kurve ist
(nicht nur stiickweise, sondern tiberall C'). Die Idee ist, an den ,Ecken’ immer langsamer zu werden,
ahnlich wie bei der Kurve §(t) = (£2,13). Details als Ubung,.
Insgesamt bedeutet dies, dass man fiir unsere Zwecke stiickweise C!-Kurven durch C!-Kurven ersetzen
kann. Stiickweise C1-Kurven sind vor allem in Satz 4.2.5 unten niitzlich.

Wir fassen die Uberlegungen vor Definition 4.2.2 zusammen.

4.2.4 Satz (Kurvenintegral eines Gradientenfeldes)

Sei u: U — R eine C!-Funktion. Fiir p,q € U und jede C,-Kurve v : p ~ q gilt:

ww—u@w;AVu

Dies ist eine Version des zweiten Teils des Hauptsatzes!

Beweis: Dies wurde vor Definition 4.2.2 bewiesen, falls 7 eine C'-Kurve ist. Ist 7 blof stiickweise C!, al-

so C! auf Teilintervallen [t;_1,t;], i = 1,...,k, so folgt mit dem bereits Bewiesenen, dass f7|[ g Vu =
i1t
u(y(t;)) — u(y(ti—1)), und Summation tiber i = 1,...,k liefert die Behauptung auch in diesem Fall (Tele-

skopsumme auf der rechten Seite!). O
Man sieht: Wenn V = Vu gilt, hangt das Ergebnis des Integrals gar nicht vom Verlauf der Kurve 7 ab,
sondern nur von deren Endpunkten! Das heifit, | .,V ist gleich ftir alle y : p ~~ g .

Bemerkung: In diesem Fall schreibt man manchmal einfach f Ij V statt f 7 V. Aber Vorsicht: Diese Schreib-
weise ist nur fiir Gradientenfelder V sinnvoll!
Wir kénnen damit auch die eingangs gestellte Frage beantworten: Falls wir wissen, dass V ein Gradien-
tenfeld ist, so konnen wir eine Stammfunktion u zu V so finden:
Wir wiéhlen ein p € U und setzen u(p) nach Belieben fest. Dann setzen wir fiir beliebiges x € U:

u(x) = u(p)+ [V

Yip~ox
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wobei 7y : p ~ x ein beliebiger Weg ist.
Falls U wegzusammenhingend ist, gibt es immer so ein 7, und u ist gefunden. Andernfalls fithren wir
dieselbe Konstruktion in jeder Wegzusammenhangskomponente von U separat durch.

Wichtig: Wir haben hier angenommen, dass V ein Gradientenfeld ist.
Wie konnen wir diese Annahme {tiberpriifen, ohne u schon vorher zu kennen? Dazu werden wir nun
Wege kennenlernen.

Gradientenfelder und Integrale iiber geschlossene Kurven

4.2.5 Satz
Sei U C R" offen und V : U — R" ein C!-Vektorfeld. Folgende Aussagen sind dann dquivalent:

(a) V ist ein Gradientenfeld, d.h. es gibt ein u € C?>(U) mit V = Vu

(b) Fiir alle C}-Wege 1,72 mit Anfang(y;) = Anfang(+y2) und Ende(7;) = Ende(7;) gilt:

[v-]
7 72

(c) Fiir alle geschlossenen CL,-Wege 7, d.h. Anfang(y) = Ende(v), gilt:

/VzO
v

Beweis:
> (a) = (b): Dies folgt direkt aus Satz 4.2.4.

> (b) = (c): Sei v geschlossen, also Anfang(y) = Ende(y) = p. Zudem sei 97 : [0,1] — U der
konstante Weg, 1 (f) = p fiir alle ¢. Also ist Anfang(y) = Anfang(y1), Ende(y) = Ende(y1) und
auBlerdem 7} (t) = 0 fiir alle ¢. Damit folgt nach (b):

LVZL1V=/01<V(71(t)),o>dt= /Olodt:O

> (¢) = (b): Seien 1 : [a,b] — U, 72 : [c,d] — U Wege, deren Anfangspunkte sowie deren Endpunkte
ubereinstimmen. Sei 7y so, dass zundchst 7 vorwiérts und anschlieend 7, riickwirts durchlaufen
wird. Dann ist 7 ein geschlossener Weg und es folgt:

o= fv=[v-[v = [v-][v
v M 72 24! 2

> (b) = (a): O.B.d. A. sei U wegzusammenhidngend (sonst fithre man die Argumentation auf jeder
Wegzusammenhangskomponente einzeln durch). Wir wollen zeigen, dass es ein u mit Vu = V gibt.
Dazu wihlen wir ein p € U und setzen u(p) nach Belieben fest. Dann setzen wir fiir x € U

u(x) = u(p) —I—/ V  fiir eine beliebige C!'-Kurve 7 : p ~ x
7

Aufgrund der Voraussetzung (b) ist dies wohldefiniert. Sei x € U. Wir miissen zeigen, dass Vu(x) =
V(x) gilt, d.h.
u(x +h) —u(x) = (V(x), b

i
im =0
][0 (|7l
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Sei 7 ein Weg von p nach x und 7, : [0,1] — U der direkte Verbindungsweg von x zu x +h : v, () =
x + th. Fiir ||h|| gentigend klein verlduft v, ganz in U. Da man von p nach x + h gelangt, indem man
erst v und dann 7 durchlauft, gilt

u(x+h):u(p)—i-[/V—i-[mV:u(x)—i-[”V = u(x—l—h)—u(x)z/V

g4

Es gilt () = h Vt, also | V= fol (V(x + th), h). Aufgrund der Linearitit des Skalarprodukts und
(V(x), h) = f01<V(x), h) dt folgt also

1 1
w(x 1) —u(x) — (V(x), h):/o (V(x+th), hydt — (V(x), h>=/0 (V(x+th) = V(x), hdt.

Um zu zeigen, dass dies nach Teilen durch ||/| gegen 0 geht, verwenden wir die Stetigkeit von V:

vV 3 VvV ||[Vx+z)-V(x)| <e
e>0 6>0 z:||z|| <6

Sei ¢ > 0. Wiahle J wie in dieser Bedingung. Fiir ||| < § und ¢ € [0,1] gilt ||th]| < § und daher mit
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

[(V(x+1th) = V(x), )| < [[V(x+th) = V() - |[R] <e-[|h]

Zusammengefasst heifdt das:

<o = “<x+h>—uﬁx>|—<V<x>, |,
h

Da ¢ > 0 beliebig war, ist die Behauptung bewiesen. ]

Beispiel (Physikalische Bedeutung von Kurvenintegralen): Nehmen wir an, V' beschreibt ein Kraftfeld
und < einen Weg im Raum, der in einem gewissen Zeitraum von einem Teilchen durchlaufen wird (in der
Physik schreibt man meist F statt V). Das Wegintegral von V entlang 7 beschreibt dann die Arbeit, die
an dem Teilchen auf seinem Weg vom Kraftfeld verrichtet wird. Diese verrichtete Arbeit dufSert sich in der
Anderung der Energie des Teilchens. Ist sie positiv, hat das Teilchen am Ende mehr Energie, sonst weniger.
Es ist eine physikalische Tatsache, dass das uns umgebende Gravitationsfeld ein Gradientenfeld ist. Damit
héngt also diese Arbeit nur vom Anfangs- und Endpunkt ab, nicht vom Weg . Betrachtet man etwa (unter
Vernachlédssigung von anfallender Reibung) einen Fahrradfahrer im Gravitationsfeld G so sieht man:

> Fahrt er auf einem horizontalen Weg 1, so ist 4} (t) L G(1(t)) fiir alle ¢, da G senkrecht nach unten
zeigt, also / G = 0: Die Energie dndert sich nicht, z.B. behalt der Radfahrer seine Geschwindigkeit
mn

bei, wenn wir Reibung vernachléssigen.

> Fahrt er einen Weg 7, nach oben, d.h. der Winkel mit G ist ¢ > 7/2 (denn G zeigt nach unten),
soist (G(t), v5(t)) = [|G(t)]| - |75 (t)]| - cos @ < O fiir alle t. Das Integral ist damit auch negativ, d.h.
der Radfahrer verliert Energie: er wird langsamer. Will er seine Geschwindigkeit beibehalten, muss er
Energie aufwenden.

> Sei v der Weg, der durch das Hintereinander-Durchlaufen von 1 und 77 entsteht: erst geradeaus,
dann aufwérts. Sei 4 der Weg mit selbem Anfangs- und Endpunkt wie vy, der aber mit konstanter Stei-
gung ansteigt. Da G ein Gradientenfeld ist, verliert der Radfahrer bei beiden Wegen v und ¥ dieselbe
Energie, d.h. er muss genauso viel Energie aufwenden, um seine Geschwindigkeit beizubehalten.

> Fahrt er den gleichen Weg wieder zurtick, erhilt er die beim Hochfahren verbrauchte Energie komplett
wieder zuriick.
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Windungszahl, Homotopieinvarianz und Folgerungen

In Satz 4.2.1 hatten wir eine notwendige Bedingung dafiir gefunden, dass ein Vektorfeld V ein Gradienten-
feld ist: Es muss die Integrabilitidtsbedingung

oV, v . .
(IB) o Vi, j
gelten.
Ist die IB auch hinreichend? Folgendes Beispiel zeigt, dass die Antwort NEIN lautet:
s e 1. P2 _ -y X — L (=
Beispiel: Auf U = R*\ {0} betrachte das Vektorfeld V(x,y) = (x2 vl +y2> ST (—y, x).

Es erfiillt die Integrabilititsbedingung (nachrechnen!). Es gibt aber kein u : R?\ {(0,0)} — R mit V = Vu.
Denn fiir den geschlossenen Weg

70 : [0,271] = R?\ {0}; 70(t) = (cost,sint).

ist
2r 27 2r
/V = /((—sint,cost), (—sint,cost))dt = /(sin2t+c032 f)dt = /1dt =21 #0
70 0 0 0

Nach Satz 4.2.5 kann also V kein Gradientenfeld sein.

4.2.6 Definition

Das Vektorfeld V(x,v) :

x2 +y?
geschlossene Kurve in R? \ {0}, so heifit

- (—y, x) auf R?\ {0} heifit Windungs-Vektorfeld. Ist y eine

die Windungszahl von v bzgl. 0.

Der Name kommt daher, dass w(7y) misst, wo oft sich ¢ um den Nullpunkt windet. Insbesondere ist es
immer ganzzahlig!

Dies sieht man zum Beispiel so: Angenommen, unsere Kurve ist in Polarkoordinaten gegeben, d.h. es
sind C!-Abbildungen r : [a,b] — (0,0), ¢ : [a,b] — R gegeben mit

y(t) = P(r(t), ¢(t)), mitP(r,¢)= (rcose,rsing)

Eine kurze Rechnung ergibt
b
[v=[ ¢wit=o® o).
0% a
1

Damit ist w(y) = 5= (@(b) — ¢(a)). Da 7y geschlossen ist, gilt y(a) = (b), und daher muss ¢(b) — ¢(a) ein
ganzzahliges Vielfaches von 27t sein. Also ist w(7y) € Z. Machen Sie sich klar, dass diese genau angibt, wie
oft sich v um den Nullpunkt windet (linksrum positiv gemessen, rechtsrum negativ).

ZB.istfirr =1, ¢(t) = t auf dem Intervall [0,27tk] die Windungszahl w(y) = k.

Bemerkung: Um zu beweisen, dass w(+y) € Z fiir jede geschlossene Kurve v in R? \ {0} gilt, muss noch
gezeigt werden, dass es immer Funktionen r und ¢ mit v = Po (r,¢) gibt. Fiir r ist das klar: Setze
r(t) = ||v(t)|. Fir ¢ ist diese Aussage als ,Lifting Lemma’ bekannt und wird in der Funktionentheorie
bewiesen.

(IB) ist also nicht hinreichend dafiir, dass V ein Gradientenfeld ist. Wir wollen nun zeigen, dass (IB)
trotzdem weitreichende Konsequenzen hat.
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4.2.7 Satz (Homotopieinvarianz)

Sei V: U — R" ein C!-Vektorfeld. Dann sind dquivalent:
(a) V erfiillt die Integrabilitatsbedingung (IB).

(b) Sind 7, 71 zwei homotope C'-Kurven in U mit demselben Anfangs- und demselben Endpunkt,

[v-]
70 7

(c) Fiir jede geschlossene, zusammenziehbare C' Kurve vy ist

[v=o
v

Bei (b), (c) sei dabei angenommen, dass die Homotopie C? ist.

so gilt

Fiir den Beweis untersuchen wir, wie sich das Kurvenintegral unter einer Homotopie dndert:

4.2.8 Lemma

Das C!-Vektorfeld V : U — R" erfiille die Integrabilititsbedingung (IB). Sei 7 : [0,1] x [a,b] — U
eine C2-Abbildung. Dann gilt fiir alle s € [0,1]

% V= (V(v(s 1)), 3s7(s, £)) 1=

’Y(s/‘)

Beweis: Der Ubersichtlichkeit halber lassen wir die Argumente von < in der Rechnung weg. Die Behaup-
tung folgt sofort aus der Identitit

95(V(7),9t7) = 3{V(7),957),
wenn man dies iiber t € [a,b] integriert und rechts den Hauptsatz anwendet. Diese Identitit ist leicht
nachzupriifen: Mit der Kettenregel erhilt man (alle Summen gehen von 1 bis 1)

aV;
linke Seite = 9; Z Vi(7)0y; = Z Z a—xl(y 57j0rYi + Z Vi()0s0t i

rechte Seite = 0; Z V asy] Z Z 8 aw,aﬂ] + Z V atasy]
j j

aV;

a
Wegen aTl = ax - und 9:9;y = 9,057 sind beide Ausdriicke gleich. O

Beweis (von Satz 4.2.7):
> (a) = (b) Sei y eine Cz—Homotopie von g nach 7;.Sei s = ¥(s,-) und f(s) = [ V. Nach Lemma

s
4.2.8 ist fiir jedes s

% £(5) = (V(7s),8575)[1=!

und dies ist gleich Null, da 7s(a) und 7s(b) als Funktionen von s konstant sind, also ds7s(a) =
957s(b) = 0 fiir alle s gilt. Also ist f' =0, also f konstant, also f(0) = f(1).

> (b) = (c): klar, da [ " V = 0 fiir eine konstante Kurve 7.

> (c) = (a): Dies ldsst sich leicht aus dem Satz von Green (Satz 4.4.13) folgern (Ubung). O



Kurvenintegrale und Gradientenfelder 87

Bemerkung: Die Aussage (c) im Satz gilt dann auch fiir zwei geschlossene Kurven g, 7y1, die frei homotop
sind, denn dann ist (V(7),9s7) ZZ = (V(v(s,b)),0s7(s,b)) — (V(v(s,a)),0sv(s,a)) = 0 wegen (s, a) =
(s, b) fiir alle s.

4.2.9 Korollar
Sei U C R" offen und einfach zusammenhingend. Sei V ein C!-Vektorfeld auf U. Dann sind
dquivalent:

(a) V ist ein Gradientenfeld.

(b) V erfiillt die Integrabilitdtsbedingung.

Beweis: (a) = (b) ist bereits bewiesen, Satz 4.2.1. Es gelte nun (b). Um (a) zu zeigen, miissen wir nach Satz
4.2.5 zeigen, dass fv V = 0 fiir jeden geschlossenen Weg v in U gilt. Da U einfach zusammenhangend ist,
ist jedes solche y zusammenziehbar, und daher ist |, o V =0 nach Satz 4.2.7. O

Bemerkung: Wer genau hinsieht, wird im Beweis eine kleine Liicke entdecken: Satz 4.2.5 fordert, dass

/. . V = 0 fiir jeden stiickweise stetig differenzierbaren Weg. Fiir unsere Homotopien brauchen wir aber ste-

tig differenzierbare Wege. Diese Liicke lédsst sich leicht mittels der Bemerkungen nach Lemma 4.2.3 stopfen:

Jede C,-Kurve kann zu einer C!-Kurve umparametrisiert werden, wenn man fiir die Umparametrisierung
nur Monotonie fordert (und diese dndert das Kurvenintegral nicht).

Beispiel: Sternformige Gebiete sind einfach zusammenhingend, daher ist fiir diese V genau dann ein Gra-
dientenfeld, wenn es die IB erfiillt. Insbesondere gilt dies fiir U = R".

Die Kontraposition von Satz 4.2.7 liefert auch interessante Erkenntnisse:

4.2.10 Korollar
Sei U C R" offen und p,q € U. Seien g, 71 : p ~ g zwei Kurven. Falls es ein Vektorfeld V auf U
gibt, das die (IB) erfiillt und fiir das [ - V£ - V ist, so sind 7 und 7; nicht homotop in U.

Beispiel: Die Kreiskurve (t) = (cost,sint),t € [0,27] kann in R? \ {0} nicht homotop zu einer geschlos-
sene Kurve sein, da fiir das Windungsvektorfeld V gilt, dass |. L,V #0.

4.2.11 Korollar

Die metrischen Rdume R? und R? \ {0} sind nicht homdomorph.

Beweis: IR? ist einfach zusammenhéngend, IR? \ {0} nicht, wie das vorangehende Beispiel zeigt. Da einfa-
cher Zusammenhang eine topologische Invariante ist, folgt die Behauptung. O

Fiir allgemeine U C R” gibt es immerhin noch eine lokale Aussage:

4.2.12 Satz
Sei U C R" offen und V : U — R" ein C!-Vektorfeld, das die Integrabilititsbedingung
v, IV, .
aix]- = aixl fiir alle 1] (*)

erfiillt. Dann hat jeder Punkt p € U eine Umgebung U’, auf der eine C?-Funktion u : U’ — R mit
V = Vu existiert (»V ist lokal ein Gradientenfeld«).
Genauer gilt dies fiir jede einfach zusammenhédngende Umgebung von p.
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Beweis: Man wihle fiir U’ eine einfach zusammenhingende Umgebung, z.B. eine Kugel K, (p). ]

Beispiel: Wir betrachten wieder das Windungsvektorfeld. Da es die IB erfiillt, hat es zum Beispiel auf
U’ =R?\ {(x,0) : x > 0} eine Stammfunktion, denn U’ ist sternformig beziiglich des Punktes p = (—1,0).
Wie findet man eine Stammfunktion?

Wie im Beweis von Satz 4.2.5 kénnen wir u(q) = [V wiéhlen. Da wir nach Satz 4.2.5 wissen, dass das

g

Wegintegral tiber V nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges abhéngt, steht es uns frei, v so zu wahlen,
A
4]l
Wir wihlen 7y so, dass wir erst entlang einem Weg y; auf dem Einheitskreis von p nach g’ gehen und dann

dass sich besonders leicht integrieren ldsst. Sei g/ = der Einheitsvektor in derselben Richtung wie 4.

auf einem Weg 7, radial von ¢’ nach q. Da v} iiberall orthogonal zu V steht, ist [ V = 0. Den Weg 71
72
erhalten wir als Einschrankung des oben verwendeten 7: Sei ¢ der Polarkoordinatenwinkel von g, also

Yo(@) =g’ Wegen p = 7o(m) folgt wie in der Rechnung oben

9
u(q):/ V:/ 1dt = ¢o—m
m 4

Da man zu einer Stammfunktion beliebige Konstanten addieren kann, erhalten wir:

Die Funktion g — ¢(q) (= Winkel in der Polarkoordinatendarstellung von g) ist eine Stammfunktion
von V.

Dies erklart auch, warum V keine Stammfunktion auf ganz R? \ 0 hat: Diese miisste die Form ¢+ const
haben, doch dies hat einen Sprung, wenn man den Nullpunkt einmal umkreist.

Vergleichen Sie dieses Resultat mit der Diskussion nach Definition 4.2.6.

Globale Bedingungen

Frage: Kann man im Fall, dass U nicht einfach zusammenhéangend ist, zusétzlich zur IB weitere Bedingun-
gen an V angeben, die sicherstellen, dass V auf ganz U ein Gradientenfeld ist?
Exemplarisch betrachten wir R?\ 0.

4.2.13 Satz
Sei U =R?\0 und V ein C!-Vektorfeld auf U. Dann sind dquivalent:

(1) V ist ein Gradientenfeld, d.h. es gibt ein u € C2(U) mit V = Vu;

v, oV
/ V=0
0

(2) ——= auf U und
fiir den Weg v : [0.27t] — U, t — (cost,sint).

oy ox

Diese Bedingungen sind effektiv nachpriifbar, etwa im Unterschied zu der Bedingung (c) in Satz 4.2.5, wo
man die Integrale tiber alle geschlossenen Wege betrachten muss.

Die Integrabilitdtsbedingung ist lokal: um sie an einem Punkt nachzupriifen, muss man V nur auf einer
beliebig kleinen Umgebung des Punktes kennen. Die Bedingung | "o V = 0 ist dagegen global.

Wir geben zwei Beweise. Der erste ist vollstindig und verwendet lokale Stammfunktionen, die ,verklebt’
werden miissen, was etwas algebraisch daherkommt. Der zweite ist anschaulicher, verwendet aber das
bisher unbewiesene Lifting Lemma (siehe Diskussion und Bemerkung nach Definition 4.2.6).
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Beweis: Wegen der Sétze 4.2.1 und 4.2.5 miissen wir nur (2) = (1) zeigen. Seien X+ = {(x,0) : £x > 0} die
positive und negative x-Achse und U+ = R2 \ Xz. Die Teilmengen U4 und U_ von U sind sternformig,
also existieren C2-Funktionen w4 auf Ui mit Vuy = V auf Uy . Wir wollen zeigen, dass man uy und u_
zu einer Funktion auf ganz u ,zusammenkleben’ kann.

Der Schnitt Uy NU_ = R?\ {x — Achse} hat zwei Zusammenhangskomponenten: H- = {y > 0}
und H. = {y < 0}. Die Funktion v = uy — u_ ist auf diesem Schnitt definiert, und dort gilt Vo =
Vuy —Vu_ =V -V =0, alsoist uy —u_ auf H> und auf H. konstant:

Uy —u_ =cs auf Hs, uy —u_ =ccauf He

Mit den bisher verwendeten Informationen wissen wir nichts dartiber, ob die Konstanten ¢~ und c< gleich
sind oder nicht.

Behauptung: Aus | "o V =0 folgt, dass ¢~ = c< gilt.

Beweis: Sei p~ = (0,1) und p< = (0,—1). Wir kénnen von p< nach p- entweder auf dem linken
Halbkreis gehen (nenne diesen Weg 4 ) oder auf dem rechten Halbkreis (nenne diesen Weg _). Der
Weg v+ liegt in Uy, also gilt f%r V = uy(p>) —us(p<). Analog liegt v_ in U_, also folgt f% V=
u_(p>) —u_(p<). Da 79 aus y— und 74 (riickwiérts durchlaufen) zusammengesetzt ist (bis auf eine
Reparametrisierung) und da . 7o V = 0 gilt, folgt J V= J,_V, also

ut(p>) —us(p<) = u—(p>) —u—(p<)
Umstellen ergibt u (p>) —u—(p>) = us(p<) —u—(p<). Wegen p> € Hs, p< € Hc folgt ¢~ = c<, was
Zu zeigen war.
Setze ¢ = ¢~ = c_ und
{u+ auf Uy
U=
u_+c auf U-
Wegen uy = u_ +c auf Uy NU_ ist dies auf ganz U = U_ U U wohldefiniert. Weiterhin ist Vu = V
auf U, denn auf Uy folgt dies aus Vi = V und auf U_ aus V(u_ +c¢) = Vu_ = V. Daher ist V ein
Gradientenfeld. O

Beweis (2. Beweis von (2) = (1) in Satz 4.2.13): (Unter Verwendung des ,Lifting Lemmas’, vgl. die Diskus-
sion und Bemerkung nach Definition 4.2.6)

Nach Satz 4.2.5 geniigt es zu zeigen, dass [, V = 0 fiir jede geschlossene Kurve 7 : [2,b] — R?\ {0} gilt.
Dazu zeigen wir, dass 7y homotop ist zum k-fach durchlaufenen Weg o, wobei k = w(7y) die Windungszahl
ist, vgl. Definition 4.2.6.

Nach dem Lifting Lemma gibt es C!-Abbildungen 7 : [a,b] — (0,0), ¢ : [2,b] — R mit

v(t) = P(r(t), ¢(t)), mit P(r,¢) = (rcos¢,rsing).
Anders gesagt gilt fiir die Kurve 4 : [a,b] — U := (0,00) x R, §(t) = (r(t), 9(t)), dass
v¥=Po#%.
Weil 7 geschlossen ist, gilt y(a) = v(b) und daher
¥(a) = (ro, 90),  ¥(b) = (ro, po + 271k)

fiir ein rg > 0 und ¢y € R und k € Z. (Wie nach Definition 4.2.6 gezeigt, ist k = w(+y).)
Nun ist U einfach zusammenhingend, daher gibt es eine Homotopie

T:00,1] % [a,0] = U

von y zum linearen Weg ¥, von (79, o) nach (rg, ¢o + 27tk), der durch

t—a
Ti(t) == (ro, 9o + man), t € [a,b]
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definiert ist. Damit definiert I := P o I eine Homotopie von v = P o 4 nach 7 := P o 4.
Der Weg v, durchlduft den Kreis um den Ursprung mit Radius ¢ k-mal und ist damit frei homotop zum
k-fach durchlaufenen Weg . Also ist

/vz/ V:k/ V=0
Y Yk 70

was zu Zeigen ‘war. 0O

Statt 9 kann man auch andere Wege nehmen, die den Zweck im Beweis erfiillen oder homotop zu g sind.

Bemerkung: Satz 4.2.13 hat weitreichende Verallgemeinerungen. Sind etwa py,...,pN € R? verschiedene
Punkte der Ebene, so ist ein C!-Vektorfeld V auf R?\ {py,...,pn} genau dann ein Gradientenfeld, wenn
es die Integrabilitdtsbedingung erfiillt und wenn | 7 V=0furi=1,...,N gilt, wobei ; einen Kreis mit
Mittelpunkt p; durchlduft, der keinen der anderen p; in seinem Innern oder auf der Kreislinie enthilt.

Dies ldsst sich dhnlich beweisen. In angemessener Allgemeinheit (auch in htheren Dimensionen) lasst
sich der Satz aber am besten mit der Sprache der algebraischen Topologie und der Differentialformen
formulieren und beweisen (Satz von de Rham).

Weitere Beispiele:
(1) R3\ {0} ist einfach zusammenhangend. (Ubung)

(2) R3\ (z — Achse) ist nicht einfach zusammenhéngend. Zum Beweis verwende das Analogon zum
Windungs-Vektorfeld V(x,y,z) = ﬁ(—y, x,0). Die Integrabilititsbedingung ist erfiillt, aber es gilt
/. o V # 0, wenn 7y den in der z = 0 Ebene liegenden Einheitskreis mit Mittelpunkt 0 durchlduft.

Zusammenfassung zur Frage, wie man einem Vektorfeld V ansieht, ob es ein Gradientenfeld ist:

Erste Antworten darauf geben die Satze 4.2.5 und 4.2.12. Die Bedingung (b) oder (c) in Satz 4.2.5 ist
zwar notwendig und hinreichend, aber sie ist praktisch schwer nachzupriifen. Dagegen ist die Integrabili-
tatsbedingung in Satz 4.2.12 notwendig, aber nur lokal hinreichend — dafiir aber durch einfache Rechnung
nachzupriifen.

Daher sollte man so vorgehen:

> Zundchst priift man nach, ob V die Integrabilitdtsbedingung erfiillt. Wenn ja, ist es zumindest lokal
ein Gradientenfeld.

> Ist zusétzlich U einfach zusammenhingend (hat also keine ,Locher’) — z.B. sternformig —, so ist V
nach Korollar 4.2.9 ein Gradientenfeld.

> Sonst wahlt man geschlossene Wege um jedes ,Loch’ in U und priift nach, ob das Integral von V iiber
diese Wege gleich Null ist. Ist dies nicht der Fall, ist V kein Gradientenfeld.

> Ist aber jedes dieser Integrale gleich Null, so folgt, dass dann das Integral von V {iber jeden geschlos-
senen Weg verschwindet und daher V ein Gradientenfeld ist. Dies wurde examplarisch in Satz 4.2.13
bewiesen, im Allgemeinen muss man nattirlich zunédchst definieren, was ,Loch’ bedeutet.

Uberblick iiber die wichtigsten Sitze des Kapitels
Fiir ein Vektorfeld V auf einer offenen Menge U C R" betrachten wir zwei Bedingungen:
> V ist ein Gradientenfeld, d.h. es gibt eine Funktion u auf U mit V = Vu
v, _

> V erfillt die Integrabilitiatsbedingung (IB), d.h. — = =— Vi,j
ax]- axl-
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Der Einfachheit halber nehmen wir hier immer an, dass alle Objekte (Vektorfelder, Funktionen) unendlich
oft differenzierbar sind.
Die wichtigsten Aussagen tiber diese Bedingungen an ein Vektorfeld V sind folgende:

(1) V ist Gradientenfeld = V erfiillt IB

(2) V ist Gradientenfeld < / V =0 fiir alle geschlossenen 7y
v

(3) V erfillt IB & / V = 0 fir alle zusammenziehbaren, geschlossenen -y
v

Die Bedingungen in (2) und (3) sind dquivalent zu Bedingungen tiber Paare 7, y; von Kurven (nicht
notwendig geschlossen), mit demselben Anfangspunkt und demselben Endpunkt:

(2) V ist Gradientenfeld < /

V= / V fur alle solchen g, v1
70 "

(3) V erfillt IB & /

V= / V fiir alle solchen 7y, 1, die homotop zueinander sind.
70 7

(1) ist Satz 4.2.1 und ist im Wesentlichen der Satz von Schwarz tiber die zweiten partiellen Ableitungen.

(2) (und (2)) ist Satz 4.2.5. Die Richtung = ist im Wesentlichen der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung.

(3) (und (3)) ist Satz 4.2.7. Fiir den Beweis von = war die etwas kompliziertere Rechnung in Lemma
4.2.8 notig.

(Alle Kurven seien hierbei stiickweise stetig differenzierbar. Die Homotopie sei zweimal stetig differen-
zierbar.)

Offenbar folgt (1) aus (2) und (3). Allerdings ist der direkte Beweis von (1) viel einfacher.

Aus diesen Sétzen iiber ein Vektorfeld lisst sich ein Satz {iber offene Mengen U herleiten:

(4) U einfach zusammenhangend = (in Aussage (1) gilt sogar <)

Denn fiir einfach zusammenhéngendes U sind die Bedingungen auf den rechten Seiten von (2), (3) d4qui-
valent. (da jedes y zusammenziehbar ist).

Praktisch l4sst sich (4) so anwenden: Falls man ein V findet, das die IB erfiillt und fiir das | ” V £ 0 fur eine
geschlossene Kurve 7 gilt, so ist v nicht zusammenziehbar und daher U nicht einfach zusammenhéngend,
hat also ein ,Loch’. Das Windungs-Vektorfeld (Definition 4.2.6) auf R? \ {0} ist so ein V.

Die Frage liegt nahe, ob auch die Umkehrung von (4) gilt. Die Antwort ist Nein: Es gibt ein U C R*,
fiir das in (1) die Aquivalenz gilt, das aber nicht einfach zusammenhéngend ist. (Dies lasst sich mittels der
sogenannten projektiven Ebene konstruieren.)

Bemerkung: Dieses Kapitel gibt Ihnen einen ersten Einblick in die globale Analysis. Deren Thema ist die
Untersuchung globaler Eigenschaften metrischer Raume (meist von Mannigfaltigkeiten) mit analytischen
Methoden. Hier haben Sie gesehen, wie man Homotopie von Kurven und einfachen Zusammenhang mit
Hilfe von Vektorfeldern untersuchen kann, siehe die Korollare 4.2.10 und 4.2.11.

Die Methoden hier erlauben es, gewisse Arten von ,Lochern’ zu entdecken (d.h. ihre Existenz mathema-
tisch zu beweisen), z.B. im Fall R? \ {0} oder R®\ (z — Achse). Allerdings erlauben sie nicht, das Loch in
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R3\ {0} zu entdecken: Bisher haben wir keine Methode, um zu zeigen, dass dieser Raum nicht homoo-
morph zu R3 ist.

Zur Untersuchung solcher Fragen stellt die Globale Analysis (und die damit verwandte algebraische
Topologie) analoge Werkzeuge fiir hohere Dimensionen (z.B. integriert man nicht tiber Kurven, sondern
tiber hoher-dimensionale Untermannigfaltigkeiten) bereit. Hierfiir werden sogenannte Differentialformen
verwendet, die Funktionen und Vektorfelder verallgemeinern.

Von hoherer Warte aus zeigen die beiden Beweise von Satz 4.2.13 typische Argumentationsmuster: der
erste verwendet Verklebung lokaler Losungen (dies wird in der globalen Analysis zur sogenannten Mayer-
Vietoris-Sequenz in der Kohomologie verallgemeinert), der zweite verwendet Deformationen (Homotopien)
von Kurven.

4.3 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Die offene Kreisscheibe {x € R? : |x|| < 1} ist eine Mannigfaltigkeit, die abgeschlossene Kreisscheibe
{x € R?: ||x|| < 1} aber nicht, da Randpunkte keine Umgebungen U besitzen, fiir die eine lokale Karte
@ : U — U mit einer offenen Teilmenge U C R? existiert. (Vgl. den Beweis von Satz 4.3.3 unten.)

Wohl aber gibt es eine Karte, wenn wir fiir U offene Teilmengen der Halbebene zulassen. Daher disku-
tieren wir diesen Begriff zuerst.

Vorbemerkung zum Begriff des Halbraums
Sei R, = {(x1,...,%4) € R" : x, > 0} der Halbraum. Sein Rand ist dR", = {x € R" : x,, = 0}, kann also
mit R"1 identifiziert werden.

Erinnerung: U C R” ist offen in R < JW C R" offen mit U = WNR"

Sei U C R" offen in R? und ¢ : U — RN. Dann ist definiert, was Differenzierbarkeit und das Diffe-
rential von ¢ bedeutet, auch bei Randpunkten p € U NoR" :

. ¢(p+h)—o(p) —de,(h)
im =0
h—0hell |7

Dies verallgemeinert den Begriff der einseitigen Ableitung einer Funktion f : [2,b] — R beim Randpunkt a
oder b.
Damit ist auch der Begriff einer Immersion auf U definiert (Injektivitdt von dg), fir jedes p € ).

Bemerkung: Urspriinglich hatten wir d¢), nur fiir Punkte p definiert, die im Innern des Definitionsbe-
reiches von ¢ liegen. Dies war wichtig, damit d¢),, wenn es existiert, durch die angegebene Definition
eindeutig bestimmt ist. Man sieht aber leicht, dass diese Eindeutigkeit auch im vorliegenden Fall stimmt,
denn fiir jedes geniigend kleine h ist entweder i € U oder —h € U.

4.3.1 Definition
Eine Teilmenge M C RN heifit n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand :& Vp € M
existiert eine Umgebung U von p in M, eine in R". offene Menge U C R, und eine lokale Karte
¢ : U — U (dh. ¢ ist Inmersion und Homdomorphismus).

Beispiele: (1) n = 1: Jedes Intervall I ist eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand von IR.
Auflerdem ist I x {a} fiir beliebiges a € R eine eindimensionale Untermgfk mit Rand von RZ.
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(2) n=2:{x € R?: |x|| <1} ist eine Umgfk mit Rand von R?. Eine lokale Karte nahe einem Randpunkt

p erhilt man z.B. mittels Polarkoordinaten: Ist p = (cos 6y, sin ), so ist

@(0,s) = ((1—s)cosb, (1—s)sinb),
definiert auf U = (y — 71,0 + 1) x [0, 1), eine lokale Karte. Der Rand s = 0 von U entspricht genau
dem Rand der Kreisscheibe.

(3) das Quadrat Q = {(x,y) € R?> : 0 < x,y < 1} ist keine Mgfk. mit Rand (Beweis als Ubung); es
féllt aber unter den allgemeineren Begriff »Mannigfaltigkeit mit Ecken«, den wir hier nicht weiter
behandeln.

Q\{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} ist aber eine Mgtk mit Rand.

4.3.2 Definition
Sei M C RN eine Untermannigfaltigkeit mit Rand. Der Rand dM von M ist
OM = {p € M : es existiert eine lokale Karte ¢ : U — U fiir p mit ¢~ !(p) € UNOR™}

Bemerkung: Vorsicht: Falls dim M < N, dann ist dM nicht der Rand im topologischen Sinn!

Beispie: > M = [0,1] x {0} C RR?. Dies ist eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand von
R?, und @M = {(0,0), (1,0)}. Der topologische Rand von M ist aber M\ M = M.

> Eine Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand, deren Rand leer ist!

4.3.3 Satz
Sei M C RN n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Dann ist dM eine (n — 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit (ohne Rand).

Fiir den Beweis brauchen wir:
4.3.4 Lemma
Seien U, U’ C R" offen in R’} und « : U — O ein Diffeomorphismus. Dann bildet x den Rand
U NoR" auf den Rand U’ NOR" ab.

Beweis: Ubung. O

Aus dem Lemma folgt: Falls die Bedingung an p in Definition 4.3.2 fiir eine Karte ¢ erfiillt ist, dann ist sie
fiir alle Karten erfiillt, deren Kartengebiet p enthilt. Insbesondere gilt (U NR" ) = U N 9M fiir jede Karte
¢:U— U.
Beweis (von Satz 4.3.3): Sei p € 9M und ¢ : U — U C M eine lokale Karte mit p € U und U C R”. offen.
Definiere

Uy :=UNoR"Y, Uy :=UNIM und ¢, := ?|a, -
Nach der Bemerkung vor dem Beweis bildet ¢, : Uy — Uj bijektiv ab. Es ist eine lokale Karte fiir dM, denn:

> @p ist Immersion, da Dg,|, = (Do), )|xp—0, und mit dgy, ist auch seine Einschrankung auf einen

Unterraum injektiv.
> @y : Uy — U, ist ein Homéomorphismus, da ¢ ein Homdomorphismus ist. O

Wichtiger Spezialfall:

Die n-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des IR sind die offenen Mengen, vgl. die Bemerkung am

Ende von Abschnitt 3.4.

Die n-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten mit Rand von IR” nennt man auch Gebiete mit glatten Rand.
(Siehe die Beispiele oben.)
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Tangentialraum, Normalvektor einer Mannigfaltigkeit mit Rand

4.3.5 Definition
Sei M C RN eine Untermannigfaltigkeit mit Rand. Sei p € M. Der Tangentialraum an M im Punkt

p ist definiert als
T,M = {v € RV : 3¢ >0 und eine C'-Kurve 7 : [0,¢) = M mit 7(0) = p,7/(0) = v oder — v}
TpM enthilt also die Vektoren, die bei p an M tangential sind, und deren Negative.

Beachte: Im Unterschied zu Definition 3.2.1 braucht die Kurve hier von p nur in einer Richtung loszulau-
fen. Zum Ausgleich darf der Tangentialvektor entweder 7/ (0) oder —7/(0) sein. Das bewirkt folgendes:

> fiir einen inneren Punkt p kommt dasselbe heraus wie bei Definition 3.2.1;

> fiir einen Randpunkt p kommt ebenfalls ein n-dimensionaler Vektorraum (nicht bloff ein Halbraum!)

heraus.

Fiir p € dM kann man auch T,0M betrachten. Das sind die Vektoren, die bei p an dM tangential sind.
Dies ist ein (n — 1)-dimensionaler Unterraum von T, M.

Beispiel: > M= {x:|x|| <1} mitn=3N=3:
T,M = R fiir jedes p € M und T,o0M = {v € R3: v L p} fiir p € OM.

> M={(xy0): 22+y* <1} CR3 mitn =2,N =3:
TyM = R* x {0} fiir jedes p € M und Ty, 4)dM = {(0,w,0) € R : vx+wy = 0} fiir (x,y,0) € IM,
dh. 2 +y2=1.

> (Halbsphire) M = {(x,y,z) € R3 : 2 +y2 +2z2=1,2z>0} mit n =2,N = 3. Ubung: Das ist eine
Untermannigfaltigkeit mit Rand.
T,M = {v € R®: v L p} fiirjedes p € M und T,o0M = {(v,w,0) € R® : vx +wy = 0} fir
p=(xy,0) € oM.

4.3.6 Lemma (Aufleres Einheitsnormalenfeld)

Sei M C RN eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Dann gibt es eine eindeutige
Abbildung v: 9M — RN, so dass fiir alle p € M gilt:

@ [lv(p)ll =1
(b) v(p) L TyoM und v(p) € T,M

(c) v(p) zeigt nach auBen, d.h. v(p) = —+/(0) fiir eine geeignete Kurve 1y : [0,€) = M, y(0) = p

. CR%
v ist stetig. Es heif3t &ufleres Einheitsnormalenfeld von M. Falls n = N und ¢ : U —SucM
eine lokale Karte mit ¢(xg) = p ist, so gilt

_ _ _ 99 99
v(p) = ; oder v(p) = — N N(p) = a—xl(xo) X ... X o (x0)

Beweis: Wegen T,0M C T,M mit dim T,0M = n —1 und dim T,M = n gibt es genau zwei Vektoren, die
(a) und (b) erfiillen. Einer davon erfiillt (c).

Wir beweisen nun die Formel im Fall # = N. Da Punar’ eine lokale Karte fiir T,oM ist, gilt T,oM =
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span {%ﬁ(xo), ., Bxi%(xo)}' Diese Vektoren sind linear unabhingig, da ¢ eine Immersion ist, also ist

ihr Kreuzprodukt N(p) # 0. Da N(p) senkrecht auf allen g—g(xo) und damit auf T,0M steht, ist es ein
Normalenvektor, also ist N(p)/||[N(p)|| ein Einheitsnormalenvektor, und die Formel folgt.

Aus der Formel folgt die Stetigkeit von v im Fall n = N, da ¢ € C! = g—z stetig = N stetig = v
stetig. Im allgemeinen Fall gibt es eine dhnliche Formel (anspruchsvolle Ubung), die ebenfalls die Stetigkeit
beweist. ]

Bemerkung: Es gibt (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R", die kein stetiges Feld von
Einheitsnormalenvektoren haben, z.B. das Mébiusband. Eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
H C R”" nennt man auch Hyperfliche. Falls ein stetiges Einheitsnormalenfeld v : H — R" existiert, so
nennt man H orientierbar, v eine Orientierung von H und das Paar (H,v) eine orientierte Hyperfliche.

Wir sahen, dass fiir jedes Gebiet M C R" mit glattem Rand der Rand 0M orientierbar ist und das dufiere
Einheitsnormalenfeld eine Orientierung bildet. Eine andere Orientierung ist durch das innere Einheitsnor-
malenfeld gegeben. Das Mobiusband ist nicht orientierbar.

4.4 Der Satz von Gauf3

Der Satz von Gauf3 ist eine der wichtigsten Verallgemeinerungen des Hauptsatzes. Fiir seinen Beweis (und
fiir viele weitere Zwecke) ist ein Hilfsmittel niitzlich, die Partition der Eins.

Partitionen der Eins

4.4.1 Definition
Sei (X, d) metrischer Raum, f : X — R. Der Triger (support) von f ist definiert als

supp f = {x € X : f(x) # 0}

Beachte: Man nimmt den Abschluss der Menge, wo f nicht verschwindet. Der Tréger ist also per Definition
immer abgeschlossen.

0, x<

0
hat Trager [0, o).

Beispiel: sin: R — R hat Trager R. Die Funktion f(x) = {
x, x>0

Frage: Gibt es eine Funktion f: R — R, die C* (oo oft differenzierbar) ist und fiir die supp f beschrankt,
also kompakt ist? (Nattirlich soll f nicht konstant null sein.)

Mit »Ecken« ist das leicht zu konstruieren, z.B.
1—|x| fir|x| <1
flx) = )
0 fiir |x| > 1

(Zeltdach). Wie geht das C*, d.h. wie kriegt man die Ecken weg?
Das Hauptproblem ist der glatte Ubergang von # 0 zu 0. Eine solche Funktion kennen wir aus Analysis

e /*  fiirx >0,
g(x) = .
0 furx <0

L. Erinnerung;:

ist C*. Offenbar ist supp g = [0,00). Fiir a < b setze h,,(x) = g(x —a) - g(b — x), dann ist h offenbar C*
und es gilt: supp i, , = [a, b]. Damit erhélt man sofort
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4.4.2 Lemma

Sei U C R" offen, xg € U. Dann existiert eine C*-Funktion p mit supp p C U, p(xp) > 0 und
p(x) >0 Vx.

Beweis: Wihle [a1,b1] x ... X [an,by] C U mit a; < b; Vi und setze p(x) = hyy p, (x1) - - Hgpy p, (Xn). O

Bemerkung: Da supp p abgeschlossen ist, bedeutet suppp C U, dass p = 0 in einer Umgebung von oU
gilt.

(Beweis: Man nehme als Umgebung das Komplement von supp p. Dieses ist offen, da supp p abgeschlos-
sen ist, und enthélt oU, da dU wegen der Offenheit von U disjunkt zu U ist.)

4.4.3 Satz (Partition der Eins)

Sei K ¢ RN kompakt und (U;);c; eine offene Uberdeckung von K. Dann gibt es eine Umgebung
U von K und C*-Funktionen py,...,pr: U — R mit

(1) 0<pj(x) <1VjVx
(@) Yiqpi(x) =1VxeK

(3) Fiir jedes j liegt supp p; in einem der U;.

Die Funktionen {p1,...,p,} nennt man eine Partition der Eins fiir K, die der Uberdeckung U unterge-
ordnet ist.

Vorstellung: Zerlege K in Teile Ky, Ky, - - - , Ky, so dass jedes Teil »klein« (d.h. in einem U; enthalten) ist. Die
charakteristischen Funktionen p; = XK; erfiillen dann (1)-(3), sind aber unstetig. Der Satz sagt, dass man
ihre Spriinge so »gldtten« kann, dass (1)-(3) erhalten bleiben.

(Sozusagen eine Zerlegung von K mit flieBenden Ubergéingen.)

Beachte: Endlich viele p; reichen, auch wenn unendlich viele U; vorkommen (vgl. Satz von Heine-Borel).
Beweis: Zu jedem x € K wihle :
> i, mit x € U,

> py nach Lemma 4.4.2 mit supp pxy C Uj,, px >0, px(x) >0

Dann bilden die Vy = {p : px(p) > 0} mit x € K eine offene Uberdeckung von K.

Heine— Borel

= 3 endliche Teiltiberdeckung Vi, oo, Vi, . Setze p; = Px;s j=1,...,r.
Nach Konstruktion ist s(x) := 377 ; pj(x) > 0 Vx € K.
= s > 0 auf einer Umgebung U von K (setze U = {x : s(x) > 0}, dies ist als Urbild der offenen Menge
(0,00) C R unter der stetigen Funktion s offen).
Setze p;(x) = P (1) und (3) sind per Definition erfiillt, und auf U und damit auf K gilt > p; = > i

s(x) * s

(X =5s=1 .
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Der mehrdimensionale Hauptsatz und der Satz von Gauf

4.4.4 Satz (Mehrdimensionaler Haupsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei M C R" ein kompaktes Gebiet mit glattem Rand, v : M — IR" das duflere Einheitsnormalen-
feld. Sei f : M — R eine C! -Funktion. Dann giltfuri=1,...,n:

/aa—i:dx:/fwids

M oM
Hierbei ist v = (vq,...,vy).

Bemerkung:

> ”f ist C!-Funktion auf M” ist analog zum Fall offener Teilmengen U C R definiert: Fiir Differen-

zierbarkeit am Rand nimmt man nur die nach innen zeigenden Richtungen fiir 4.

Man kann zeigen (Beweise als Ubung, wird nicht verwendet), dass dies dquivalent ist zu: Fiir jede
Karte ¢ : I — U ist fo ¢ : U — R eine C'-Funktion.

Ebenfalls dquivalent dazu ist: Es gibt eine offene Umgebung W von M und eine C! - Fortsetzung
von f auf W, d.h. eine C!-Funktion f: W — R mit f~|M =f.

> Der Satz gilt auch unter schwicheren Annahmen.

- fist Clin ](D/I und stetig auf M

- M muss nicht glatten Rand haben. Genauer: M heifit C!-Polyeder (nach Konigsberger, Analysis
II, Kapitel 12), falls der topologische Rand M = { reguldre Randpunkte } U { singuldre Randpunkte }
und die Menge der singuldren Randpunkte eine (n — 1)-Nullmenge ist. Hierbei heifit p reguld-
rer Randpunkt :< es gibt eine lokale Karte ¢ : I — U,p € U, U C R" offen und singular :=
nicht reguldr.

Eine Untermgfk mit Rand hat also nur reguldre Randpunkte.

Der Satz gilt auch fiir C! -Polyeder, wobei rechts nur {iber den reguliren Rand integriert wird.

Zum Beispiel n = 2: Ist dM eine stiickweise C!-Kurve, so ist M ein C!-Polyeder, daher ist der Satz

anwendbar.

Bemerkung: Wenn Sie Konigsberger ganz genau lesen, stellen Sie fest, dass er einen allgemeineren Be-
griff von (n —1)-Nullmenge hat als wir; d.h., unsere (n — 1)-Nullmengen sind auch solche in seinem
Sinne, aber nicht umgekehrt. Damit gilt der Satz also noch etwas allgemeiner als oben formuliert. (Wir ha-
ben den Begriff k-Nullmenge nur fiir Teilmengen von k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten definiert.
Den allgemeineren Begriff erhédlt man durch eine Modifizierung der in Satz 1.4.3 gegebenen dquivalenten

Charakterisierung von Nullmengen im R".)
Beispiel: n =1, M = [a,b]. Da v nach auflen zeigt, ist v(a) = —1,v(b) = 1. Also ist in Satz 4.4.4:
b
linke Seite = [ f'(x)dx,
a
rechte Seite = f(b) — f(a),

und man erhélt genau den (zweiten) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Beweis (von Satz 4.4.4): Strategie: Wir beweisen den Satz zundchst fiir zwei Spezialfdlle: Erstens fiir den

Fall, wo der Trager von f im Innern M enthalten ist, d.h. f in einer Umgebung des Randes verschwindet.
Zweitens fiir den Fall, wo der Trdger von f in einer kleinen Umgebung eines Randpunktes enthalten ist.



98 Hauptsdtze der Differential- und Integralrechnung in mehreren Dimensionen

Mittels einer Partition der Eins folgt aus diesen beiden Fillen der Satz fiir beliebige f.

1. Fall: supp f C ]6/1 Da fam = 0, ist die rechte Seite im Satz gleich null, also ist zu zeigen:

/afdx—O

Beweis (der Behauptung): Sei f = { flx) xeM

Behauptung;:

Dann ist f C!-Funktion auf ganz R", denn R”"
0 ,x € R"\M

ist Vereinigung der offenen Mengen ]f/[ und R" \ supp f, und auf der ersten ist f = f, also C!, und auf der
zweiten ist f = 0, also auch C'.

Wiéhle nun R > 0 so grof3, dass M in dem Wiirfel [—R, R]" enthalten ist. Es gilt f af dx= [ g—fdx. Um
[~RR"
zu zeigen, dass dies gleich null ist, wenden wir den ein-dimensionalen Hauptsatz und Fubini an: Der Ein-

R _.
fachheit halber sei i = 1. Dann gilt fiir beliebige (xz,...,x,) ,dass [ %(xl, e Xp)dxg = f(R, X, ..o, Xp) —
R

f(—R, X2,...,%,) = 0; integriert man dies tiber (xy,...,x,), folgt [ g dxq1dx, - - -dx, = 0, was zu zei-
[~RRJ"

gen war. o

Vorbemerkung zum 2. Fall: Falls p € dM, so gibt es eine Umgebung V), von p in M der Form

Vy = {(x/,xy) €U x (a,b) :a < x, < g(x')} fiir eine C! -Funktion ¢ : U — (a,b). Hierbei schreiben wir

x"' = (x1,...,x,-1), und U ist eine offene Menge im R"~!. Eventuell muss man die Variablen erst permu-

tieren oder die Spiegelung x, — —x; vornehmen, um diese Form zu erhalten.

(Im Wesentlichen ist das die Tatsache, dass sich die Mannigfaltigkeit M in einer Umgebung von p als

Graph einer Funktion g (wie oben angegeben) schreiben ldsst.)

Wir nehmen an, dass fiir jedes p € dM eine solche Umgebung V), fest gewdhlt sei.

2.Fall: supp f C V), fiir ein p € M.
Erinnerung: Der Normalenvektor in p = (x/, g(x')) ist

(_gxl (x/)/ ceer —8xy (x/)/ +1)
1+ |[Vg(x)|?

(Warum? Entweder mittels der aus Analysis II bekannten Tatsache, dass der Gradient einer

v(p) =

Funktion h von n Variablen auf ihren Niveaumengen senkrecht steht, falls er ungleich Null
ist: Verwende dies mit h(x/,x,) = x, — g(x’), dies hat Vi = (—Vg,1) und Nullniveaumenge
h~1(0) = 9M N V,,. Normalisierung liefert den Ausdruck fiir v.

Oder, komplizierter, mittels des Kreuzproduktes (Ubung): dM NV, ist nahe p durch ¢(x') =
(x',g(x")) parametrisiert. Dann ist ein Normalenvektor durch ¢y, x ... x ¢x,_, = £(=Vg,1)
gegeben.)

g x
Wegen supp f C V, und der Form von V), ist f%dx =/ %dx = f S/ a—f (x, xy) dxy dx’, und da
M Vp ! a
oM NV, Graph der Funktion ¢ mit Definitionsbereich U ist, gilt
/ Fonds= [ fovds = / F,g()) (¥, 30 Y1+ V5] d.

—
IMNVp =+/Gram-Determinante
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Verwenden wir die Formel oben fiir v, kiirzt sich die Wurzel raus, und es bleibt zu zeigen:

Behauptung;:
g(x) 5 [ fdx' fallsi=mn
/ / —f(x’,xn)dxndx’ =4
b 0x; — [ f-gudx  fallsi<n
u

wobei rechts f = f(x,g(x')) und gy, = g, (') ist.

Beweis (der Behauptung): Fiir i = n wenden wir den ein-dimensionalen Hauptsatz auf das innere (dx;)

8@
Integral links an: f ax (x',xn)dxy, = f(x',¢(x")) — f(x',a). Das ergibt die Behauptung
—

=0
Fir i < n wiirden wir gerne die % Ableitung aus dem inneren Integral herausziehen, das geht aber
1

nicht, da die obere Integrationsgrenze von x; abhéngt, denn x; kommt unter den x” Variablen vor. Es gilt
jedoch:

g(x")
Mit H(x /fx xp)dx, ist aixiH(x) 8—g( NF(,g(x))) + /g—i(x’,xn)dxn (%)

Siehe Lemma 4.4.5 am Ende des Beweises. Nun folgt aus supp f C V), dass H kompakten Tréger in H hat,
also gilt [ %H (x") dx" = 0 wie im ersten Fall dieses Beweises. Integration von (x) iiber U liefert also
u 1

/
a9
0—/a—XiH /a ,8(x))dx’ +/ / prs (x', xn)dxy dx’
u u
und damit die Behauptung. O

Abschluss des Beweises des Hauptsatzes: Sei f : M — R eine C! - Funktion. Die offenen Mengen ]\0/1 ,
Vp (p € 9M) bilden eine offene Uberdeckung von M.
M kompakt = 3 Partition der Eins, die dieser Uberdeckung untergeordnet ist, d.h. C* - Funktionen

01, - .,pr auf einer Umgebung von M mit

> > pi=1auf M
> V; entweder supp p; C M oder dpsupp p; CVp

Setze f; = p;if, dann ist f = Zﬁ Da f € C! und p; € C®, ist f; € C!, fiir jedes i. Fiir jedes f; trifft
=
Fall 1 oder Fall 2 zu, daher ist der Satz fiir jedes f; bereits bewiesen. Da beide Seiten der Behauptung

%{i = [ fv dS linear beziiglich f sind, folgt der Satz fiir f. O

4.4.5 Lemma
Fiir C'-Funktionen g, & gilt

d g(z)h i — (O 8G) g ;
5[ Mead=g@nee.+ [ )
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Beweis: Der Trick besteht darin, die beiden Vorkommnisse der Variablen z zu entkoppeln, indem man
zunéichst eine neue Variable fiir die obere Integrationsgrenze einfiihrt. Die Formel folgt dann aus der Ket-
tenregel: Setze

Y oh

% —(x,z)dx

Fly,z) = /h(x,z)dx, dann ist gly:(y,z) = h(y,z) (Hauptsatz!), g—lzs(y,z) =

(Vertauschen von Ableiten und Integral), also folgt

8(z)

und damit die Behauptung. O

Bemerkung: Vergleiche die Berechnung von d%x" auf dhnliche Weise!

4.4.6 Satz (Integralsatz von Gaufl)
M C R”" sei ein kompaktes Gebiet mit glattem Rand und V : M — R” ein C! - Vektorfeld.

Dann gilt:
/div de:/<V,v>dS

M oM

wobei fiir V = (V,...,V,) die Divergenz von V definiert ist durch

Fooor

aV; IV aV2 oVy
v V= Zaxl oxy axz i xy

Beweis:

/dw de_Z/ax S”tZZ/VvldS—/<Vv>dS
1

=lgm aM O

Bemerkung: Umgekehrt ist Satz 4.4.4 ein Spezialfall des Satzes von Gauf: Nimm fiir V das Vektorfeld mit
f als i-ter Komponente und allen anderen Komponenten gleich null.

Nattirlich gilt auch der Satz von GaufS unter den nach Satz 4.4.4 genannten schwécheren Bedingungen
an M und V (analog zu f).

Dieser Satz hat viele Anwendungen. Auf einige werden wir weiter unten zu sprechen kommen. Zunéchst
wollen wir aber erkldren, was die Divergenz eines Vektorfeldes und das Integral auf der rechten Seite zu
bedeuten haben. Versteht man dies erst, wird der Satz wie eine Selbstverstiandlichkeit erscheinen.

Interpretation des Satzes von Gaufl

Ein Vektorfeld V : U — R" (U C R" offen) kann man als Geschwindigkeitsfeld einer stationiren Stromung in
U interpretieren. D.h., V(x) = die Geschwindigkeit eines Teilchens am Ort x. »Stationdr« bedeutet, dass
auch das Teilchen, das sich zu einem anderen Zeitpunkt am Ort x befindet, dann dieselbe Geschwindigkeit
V(x) hat. (Mit anderen Worten: Die Geschwindigkeit eines Teilchens hingt nur von dessen momentanem
Ort, nicht vom Zeitpunkt ab. Oder: Fiir einen dufieren Betrachter ist das Stromungsbild konstant.)
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Bedeutung des Integrals eines Vektorfelds iiber eine orientierte Hyperfliche

Sei (H,v) eine orientierte Hyperflache, d.h., v ist ein Einheitsnormalenfeld auf H. Sei V ein stetiges Vek-
torfeld, definiert in einer offenen Umgebung von H. Dann ist

/ (V,v)dS = momentane Durchflussrate von V durch H in Richtung v

H
Das heifst, man interpretiert V als Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Stromung und misst, wieviel

Fliissigkeit F; in einem Zeitintervall der Lange T > 0 durch die Flache tritt. Dabei wird positiv gezahlt, was

die Fliche in Richtung v durchtritt, der Rest negativ. Dannist [(V,v) dS = lin}J F—TT (Durchflussrate bedeutet
H T—

Durchfluss pro Zeit, und momentan bedeutet kurze Zeitintervalle, also T — 0.)

Heuristische Begriindung, der Einfachheit halber fiir n = 2: Sei zundchst H eine Strecke und V konstant.
Im Zeitintervall [0, 7] legt jedes Teilchen den Weg TV zuriick. Daher ist die Menge der Teilchen, die in
diesem Zeitintervall durch H flieflen, ein Parallelogramm mit den Seiten H und V. Es gilt

Fliche des Parallelogramms = +(Lénge von H) - (tV,v)
= :|:T~/<V,1/>d5

H
wobei das Vorzeichen dasselbe ist wie das von (V,v); die Behauptung gilt also in diesem Fall. Approxi-

mimiert man nun eine beliebige Kurve (=Hyperfliche in R?) durch viele kurze Geradenstiicke, so ist ein
beliebiges V nahe jedem davon nahezu konstant, also folgt die Behauptung im Grenzwert T — 0.
Diese Heuristik kann man mit Hilfe des Begriffs des Flusses eines Vektorfelds prazisieren, der weiter

unten eingefiihrt wird.

Interpretation der Divergenz eines Vektorfeldes

Wir brauchen zunéchst ein algebraisches Lemma. Erinnerung: Zu jeder n X n-Matrix A kann man ihre
Determinante det A und ihre Spur tr A (die Summe der Diagonalelemente) betrachten. Dies definiert Ab-
bildungen
det : R"™" - R, tr:R™" = R.
tr ist linear, det aber nicht. Immerhin ist det polynomial (nach Leibnizformel ist det A eine Summe von
Produkten von Eintrdgen von A).
Die Spur ist hier deshalb von Interesse, weil fiir ein Vektorfeld V gilt:

vy vy
divV =trdV, denndV = : L

WVu .. 9V

axq dxn

Im Folgenden ist I die Einheitsmatrix.

4.4.7 Lemma (Die Spur ist die Ableitung der Determinante)

Determinante und Spur sind durch folgende dquivalente Aussagen verbunden:
(a) Das Differential der Determinante bei der Einheitsmatrix ist die Spur:
ddet; = tr
(b) Sei A:(—¢€) — R™ " ein differenzierbarer Weg von Matrizen mit A(0) = I. Dann gilt

- — /
dt -0 det A(t) = tr A’(0)



102 Hauptsdtze der Differential- und Integralrechnung in mehreren Dimensionen

Beweis: Zunichst sind (a) und (b) dquivalent, denn nach der Kettenregel ist

d
o det A(t) = ddet‘A(O)(A/(O)) = ddet;(A’(0)).
Um (a) zu beweisen, geniigt es also, zu vorgebenem B € R"*" (b) fiir einen Weg mit A’(0) = B zu

zeigen. Wir nehmen A(t) = I + tB (vergleiche die Beziehung von Richtungsableitung und Differential
einer Funktion). Mit B = (b;;) gilt

14 thyq thip e tbln
tb21 1+thy ... thy,
det(I + tB) = det
th,1 oo 1+ thyy

= (14tby) ... (14 thy,) +O(?)
=1+ t(byg + ...+ buy) +O(#?)

(wobei O(t#?) bedeutet, dass Terme mit mindestens zweiten Potenzen von t weggelassen wurden) und
daher %“:0 det(I +tB) = by1 + ...+ by = tr B, was zu zeigen war. O

Erinnerung: Fluss eines Vektorfeldes
Sei V: U — R" ein C! Vektorfeld, dann gibt es zu jedem x € U eine eindeutige Kurve 7, mit

1:(0) =x, 2 (t) = V() Vt,

d.h., vy ist die Integralkurve von V, die in x startet. Der Fluss von V ist dann definiert durch

D(t,x) = yx(t).
Man schreibt auch ®;(x) = ®(f,x). Dies enthilt natiirlich dieselbe Information wie alle vy zusammen,
aber unter einem anderen Blickwinkel: Jedes ®; ist eine Abbildung von U nach Uj; sie gibt an, wie sich die
Teilchen in der Zeit t vorwértsbewegt haben. Per Definition ist

2 dy(x) = V(®y(x)).

@0 = ld, at

Bemerkung: Genau genommen ist ®; nur auf einer Teilmenge von U definiert, da Integralkurven ja auch
U »verlassen« kénnen. Der letzte Satz im folgenden Lemma ist dann so zu verstehen: Sind U’ C U und
t € R derart, dass ®; auf ganz U’ definiert ist, dann ist ®; : U’ — U” := &;(U’) ein Diffeomorphismus
mit Inversem ®_; : U" — U'.

Ist aber z.B. U = R" und V beschrankt, so ist ®; fiir alle f auf ganz R" definiert, und solche Probleme
tauchen nicht auf.

Bemerkung (zu Bezeichnungen): In der Physik wird der Begriff ,Fluss’ anders verwendet, namlich fiir
das Integral [(V,v)dS. Im Englischen gibt es diese Begriffsverwirrung nicht: Das Integral heifit flux, der
H

Fluss im mathematischen Sinne heif3t flow.

4.4.8 Lemma (Halbgruppeneigenschaft des Flusses)
Sei V: U — R" ein C!-Vektorfeld und @ sein Fluss. Dann gilt

Dtys = Do Ds

fiir alle s, € R, wo beide Seiten definiert sind. Insbesondere ist ®; ein Diffeomorphismus mit

Inversem ®_;.
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Beweis: Dies sollte anschaulich klar sein: Sei x € U. Fliefit ein Teilchen von x aus erst fiir die Zeit s und
dann weiter fiir die Zeit t, so kommt es an derselben Stelle an, wie wenn es gleich fiir die Zeit s +t geflossen
ware.

Dies ldsst sich leicht mathematisch fassen: Sei y = ®s(x) = 7x(s). Betrachte die Kurven 4, b definiert durch

a(t) = 7y(7), b(1) = 12(s + 7).

Dann sind 2 und b Integralkurven von V mit demselben Anfangspunkt, denn 2(0) =y = b(0), und

a'(t) = 7y(t) = V(1y(7)) = V(a(7)) und
b(1) = 7y(s + 1) = V(1:(s + 7)) = V(b(1))
fur alle 7, d.h. 2 und b sind Losungen desselben Anfangswertproblems. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir

Lésungen von Differentialgleichungssystemen muss a2 = b auf dem Existenzintervall dieser Losungen sein,
insbesondere a(t) = b(t), also y,(t) = vx(s +t). Dies ist wegen y = ;(x) gerade die Behauptung. O

4.4.9 Satz (Divergenz = Anderungsrate des Volumens unter dem Fluss)

Sei U C R" offen und V : U — R" ein C! Vektorfeld. Sei ® der Fluss von V. Dann gilt fiir alle
kompakten Teilmengen K C U:

E“:OVOICI%(K):/deV

In Worten: / divV = momentane Volumendnderungsrate von K unter dem Fluss von V.

K

Beweis: Vorbereitende Beobachtung: Sei K C U kompakt. Dann gibt es ein ¢ > 0, so dass ®; fiir |t < €
auf ganz K definiert ist. Denn nach dem Existenzsatz fiir Losungen von Differentialgleichungssysteme
gibt es fiir jedes x € U eine offene Umgebung U, und ein &y > 0, so dass ®; auf Uy fir [{ < ey
existiert. Da K kompakt ist, iberdecken endlich viele, sagen wir lel, .., UxN, ganz K. Dann kann man
e = min{ey,..., &y} nehmen.

Also ist die linke Seite der Behauptung wohldefiniert!

Fir [t| < € ist

vol (@1(K)) = / ldy — / | det(dy) | dx
@4(K) K
nach der Transformationsformel. Beachte: Rechts wird nur nach x differenziert, nicht nach ¢.
Behauptung: Sei x € K fest. Dann gilt:

(a) det(dCI)t)|x >0 fur |t <e,

(b) %\t:o det(d®t)), = div V(x).
Beweis der Behauptung: Sei A(t) = (d®t),. Dann gilt:
> A(0) =1,da &y =id, also (dPg)|, = I,
> die Abbildung t — A(t) ist C!,

> A(t) ist invertierbar fiir jedes ¢, denn nach Lemma 4.4.8 ist ®; ein Diffeomorphismus.
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Fiir f(t) = det A(t) folgt daraus f(0) =1, f(t) # 0 V¢, und aus der Stetigkeit von f folgt Behauptung (a).
Weiterhin folgt aus Lemma 4.4.7 f/(0) = tr A’(0), und da man ¢- und x-Differentiation vertauschen kann,

gilt
A’(O)*3 (dDy)), =d 9 D =dV
“otp=o T\ Ot j=0 R
und damit (b).
Schliefslich erhélt man durch Vertauschen von Integration und Differentiation

d u) d

— 1Dy ( D)

di’\t:OVO dt\ /det (dd; |xdx /ai’\ \xd

® / div V(x) dx,
K

was zu zeigen war. O

Bedeutung des Satzes von Gaufl

Sei M C R" kompakt mit glattem Rand und V ein auf einer Umgebung von M definiertes Vektorfeld. Wir
betrachten V als stationdres Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit. Offenbar gilt dann:

Das Volumen der anfangs in M befindlichen Fliissigkeit dndert sich genau um so viel, wie durch
den Rand von M heraustritt.

Genau genommen gilt dies fiir die momentane Volumeninderungsrate und die momentane Ausflussrate.

Die Interpretation von [ (V,v)dS und der Satz 4.4.9 zeigen, dass dies genau der Satz von Gauf ist! Das
oM
ergibt aber keinen neuen Beweis, da die Herleitung der Bedeutung von [(V,v) dS nicht rigoros war. Man
H
kann’s auch andersherum sehen: Da wir den Satz von Gaufs streng bewiesen haben, haben wir hiermit die
Interpretation von [(V,v) dS im Nachhinein gerechtfertigt (zumindest fiir H = 0M).
H

SchlieBlich wollen wir noch div V(x) selbst interpretieren, nicht nur sein Integral tiber kompakte Mengen:
Hierzu mittelt man einfach tiber kleine Mengen K.

4.4.10 Definition
Sei M C RN eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit endlichem, positiven 7-Volumen. Sei
f:M — R tiber M integrierbar. Der Mittelwert von f iiber M ist definiert als

M M

Der wichtigste Fall ist der offener Mengen, d.h. n = N. Wir verwenden folgende einpragsame Notation:

Ist x € R" und fiir jedes &€ > 0 eine Menge M; C IR" gegeben, so schreiben wir
Me =5 {x},
falls zu jedem r > 0 ein gy > 0 existiert, so dass fiir alle € < gy gilt: M C K;(x).

Folgende Tatsache sollte intuitiv klar sein.

4.4.11 Lemma
Sei U C R" und f : U — R stetig. Sei x € U. Seien M, C U, ¢ > 0, Untermannigfaltigkeiten

endlichen positiven Volumens mit M, =0, {x}. Dann gilt

—1
v =timf s
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Beweis: Ubung. m]

Das wichtigste Beispiel ist My = K¢(x). Aus Satz 4.4.9 und Lemma 4.4.11 erhalten wir schlieflich:

. . momentane Vol.idnderung von K, unter dem Fluss von V
div V(x) = lim
-0 vol(Ke)

fiir beliebige Mengen K, C R" positiven n-Volumens mit K =20 (1.

Die Volumenformel

Als erste Anwendung des Satzes von Gauf3 geben wir eine Formel an, die das Volumen eines Kérpers durch
ein Integral tiber dessen Rand ausdriickt (!).

Betrachte das Vektorfeld V(x) = x, dann ist V;(x) = x;, also g—zl’ =1 und damit div V = n. Wendet man
den Satz von Gauf$ auf V an und teilt durch n, erhilt man

vol(M) = % / (x,v(x)) dS(x)

oM

In zwei Dimensionen ergibt sich:
Sei M C R? ein Gebiet mit stiickweise C! Rand. Angenommen, 0M besteht aus einer Kurve. «y : [ — R2
sei eine Parametrisierung von dM, entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen. Dies bedeutet genauer: Das
Gebiet liegt immer links von der Kurve. Ist y(t) = (x(t),y(t)), so ist (x/,y') ein Tangentialvektor (bei
Punkten, die keine »Ecken« von M sind), also ist (y’ ,—x' ) (also die Tangente um 9o Grad im Uhrzeigersinn
) und da dS =

!y
"1l

/ /
gedreht) ein duflerer Normalenvektor. Die dufiere Einheitsnormale ist also \ﬁ%y,’_x)’()\)I =

7] dt (in offensichtlicher Kurznotation), folgt

5 Y ey W=D
Flache von M = 3 /(( L Y), II(y’,x’)H> 7" (t) || dt

Beispiel: Fliche des Einheitskreises in der Ebene: x(t) = cost, y(t) = sint, I = [0,27]. Mit x(t)y'(t) —
x'(+)y(t) = costsint — (—sint)sint = 1 ergibt sich als Fliche %27‘( =T

Ubrigens erhélt man andere (weniger symmetrische) Flichen- bzw. Volumenformeln, wenn man z.B. V(x,) =
(x,0) oder V(x,y) = (0,y). Man erhilt

Fliache von M = /xy’ dt = — /x/y dt
1 I

Der Satz von Green

Ist M C R? ein kompaktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand, so ist 9M eine kompakte eindimensionale
Untermannigfaltigkeit. Daraus folgt (Ubung), dass M = Ule Bild(+y;) fiir ein k € IN, wobei die vy; paar-
weise disjunkte einfach geschlossene Kurven sind. Ihre Bilder bilden die Wegzusammenhangskomponenten
von dM. Wir sagen, ; werde beziiglich M positiv durchlaufen, wenn M immer links liegt, wenn also der
um 77/2 gegen den Uhrzeigersinn gedrehte Vektor /(t) immer in das Innere von M zeigt.
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4.4.12 Definition
Fiir ein C!-Vektorfeld V auf U C R? ist die Rotation definiert durch

- oV, IV
rotV := o W

rot V ist eine Funktion U — R.

Bemerkung: Die Rotation misst also, zu welchem Ausmass V nicht die Integrabilititsbedingung aaixz =
aa% erfiillt. In Dimension drei muss man fiir denselben Zweck drei Funktionen bilden, daher ist dort die
Rotation als das Vektorfeld

v (M v v v o
otv = dx, 0x3” dxz 0x;  dx; Oxp

definiert. In n Dimensionen hat die Rotation (5) = "("TA) Komponenten und bildet eine sogenannte 2-Form

(oder Differentialform vom Grad 2).
Warum heifst das ,Rotation’? Ist V' das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung, so gibt rot V' die doppelte
Winkelgeschwindigkeit der Drehung eines mitschwimmenden Korpers an.

4.4.13 Satz (Satz von Green)
Sei M C R? ein kompaktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand und V ein C'-Vektorfeld auf M.

Es sei oM = U?:l Bild(;) fiir paarweise disjunkte, beziiglich M positiv durchlaufene geschlossene

Kurven 7;. Dann gilt
k

Z/ V:/ rot Vdx
Vi M

i=1
Beweis: Man wende den Satz von Gauss auf das Vektorfeld F = (V,, —V;) an. Es ist div F = rot V. Details

als Ubung. m

x2+y2’
haben. Die Kurve 7y durchlaufe den Einheitskreis um 0 und die Kurve 71 ein Rechteck, das diesen Kreis im

Beispiel: Sei V(x,y) = ( -y x2j—y2> das Vektorfeld auf R? \ 0, das wir in Abschnitt 4.2 betrachtet

Innern enthailt, jeweils gegen den Uhrzeigersinn. Sei M das Gebiet zwischen den beiden Kurven. Beziiglich
M wird v; positiv und 7 negativ durchlaufen. Der Satz ergibt also

/V—/ V:/rotde:O,
7 Y0 M

also | . V= f% V. Rechnet man diese Integrale direkt aus, erscheint dies wie ein Zufall. Ubrigens folgt
diese Gleichheit auch aus der Homotopieinvarianz, Satz 4.2.7.

Bemerkung;: > Satz 4.4.13 hat eine direkte Verallgemeinerung auf Flachen im R3, d.h. zwei-dimensionale
Untermannigfaltigkeiten mit Rand. (Satz von Stokes)

> Mit ,Satz von Stokes’ wird meist aufierdem ein sehr allgemeiner Satz bezeichnet, der sowohl den Satz
von Gauf als auch diesen speziellen Satz von Stokes als Spezialfdlle enthilt; seine Aussage hat die
Form [,,dw = [,,,w fiir kompakte Mannigfaltigkeiten mit Rand M beliebiger Dimension. w,dw
sind hier Differentialformen, das sind Verallgemeinerungen von Funktionen, Vektorfeldern. Differen-
tialformen sind fundamentale Objekte der Mathematik. Bei erster Bekanntschaft wirken sie etwas
kompliziert, ihre Verwendung vereinfacht und vereinheitlicht aber schliefilich alles ganz wunderbar!



Der Satz von Gauf3 107

Wie erkennt man am Rand, ob ein Gebiet den Nullpunkt enthailt?

4.4.14 Satz
Sei M C R" ein kompaktes Gebiet mit glattem Rand. Sei 0 ¢ oM. Dann gilt

0 fallsO¢ M
/ (o, v(%)) dS(x) = 4B0
5 [ ]l w, falls0e M

Hierbei ist w, = vol,_1(S"1).

Erstaunlich an der Formel ist, dass der Wert des Integrals nicht von der Form von M abhéngt, sondern
nur davon, ob der Nullpunkt in M liegt oder nicht. Man kann also am Rand von M »ablesen«, ob M den
Nullpunkt enthalt!

Wie der Satz von GauB gilt der Satz auch fiir Gebiete, deren Rand nur bis auf eine (n — 1)-Nullmenge
glatt ist.

Nattirlich kann man auch ablesen, ob ein beliebiger Punkt a € R” in M liegt oder nicht: Man verwende

das Vektorfeld statt X .

[l —all" "
Beweis: Sei V(x) = 2. Dieses Vektorfeld ist fiir x # 0 definiert und C!. Es gilt

flx]™

X—a
X

divV(x) =0 Vx (Ubung),

also folgt im Fall 0 ¢ M die Behauptung sofort aus dem Satz von Gauf.
Sei nun 0 € M. Dann konnen wir den Satz von Gauf nicht anwenden, da V nicht auf ganz M definiert

ist. Wie geht man damit um? Ein wichtiger Gedanke:
Wenn der Nullpunkt ein Problem ist, schneide ihn aus!

Das heif8t, statt M betrachten wir M, = M \ K,(0), wobei r > 0 so klein gewdhlt sei, dass K,(0) C M.
Auf M, ist V definiert und hat Divergenz Null. Der Satz von GauB ergibt [ (V,v)dS = 0. Nun gilt

oMy
oM, = OMUJ0IK,(0), wobei die duBere Einheitsnormale bei x € dK,(0) gleich *ﬁ ist, da sie aus M,
herauszeigt. Fiir x € 9K, (0) folgt (V(x),v(x)) = —||x||~"=D = —— (=1 also
0= / (V,v)dS = /(V,v} ds + / (V,v) dS
My aM Ky (0)
1
= [Wyds - S vol, (0K, (0)

oM

und daraus wegen vol,,_1(3K,(0)) = "~ 'w, die Behauptung. O

Bemerkung: Sei n = 2, und dM bestehe nur aus einer einfachen geschlossene Kurve v = (x,y) : I — oM,
positiv durchlaufen. Dann ist das Integral links in Satz 4.4.14 (vgl. die Rechnung bei der Volumenformel)

) aus Abschnitt

gleich [ o g J. ., V fiir unser altbekanntes Vektorfeld V(x,y) = <
i

x2+y2
1 /V* 0 fallsO¢g M
27 Jy 1 fallsOeM
was sich auch mit den Methoden von Abschnitt 4.2 (Homotopieinvarianz) leicht zeigen ldsst. Die linke
Seite ist fiir beliebige geschlossene Kurven in R?\ {0} definiert (nicht notwendig einfache), und es ist

x
x2 + y2 7 x2 + yZ
4.2. Satz 4.4.14 ergibt

nicht schwer zu zeigen, dass immer eine ganze Zahl herauskommt, die Windungszahl von 7. Sie gibt an,
wie oft sich ¢y um den Nullpunkt herumwindet. Sie wird uns in Analysis IV wiederbegegnen.
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Um dies und eine hoherdimensionale Verallgemeinerung (den sogenannten Abbildungsgrad einer Ab-
bildung $"~! — R™\ 0) zu untersuchen und zu verstehen, sind wiederum Differentialformen niitzlich.
Damit kann man dann sehr einfach so hiibsche Dinge wie den Brouwerschen Fixpunktsatz zeigen, der be-
sagt, dass jede stetige Abbildung einer Kugel in sich einen Fixpunkt hat. Ein hochst nicht-triviales Ergebnis
(aufer fir n = 1, wo Sie es schon kennen sollten).

Partielle Integration in mehreren Dimensionen

Wir erinnern uns, dass die Formel fiir die partielle Integration in R sich direkt aus der Produktregel

(f8)' = flg+ f¢'

und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt: Integriert man beide Seiten von a bis b
und verwendet links den Haupsatz, folgt

b b
Fb)g(t) ~ Fagto) = [ g+ [ fo

und daraus die tibliche Formel.
Kann man auch im R" partiell integrieren? Satz 4.4.4 ersetzt den Hauptsatz, und die Produktregel gilt
auch fiir partielle Ableitungen, daher folgt mit exakt demselben Argument:

4.4.15 Satz
Seien f,g C!-Funktionen auf dem kompakten Gebiet M C R" mit glattem Rand. Dann gilt fiir

i=1,...,n
of 9g
a gdx fa dx + fgvldS
Bemerkung: Ein wichtiger Spezialfall ist folgender: Falls f = 0 auf oM oder g = 0 auf dM, so gilt

/a gdx = — /fagdx

Also: Man tut die Ableitung auf die andere Funktion und fiigt ein Minuszeichen ein. Das ist trotz seiner
Einfachheit eines der wichtigsten Hilfsmittel der Analysis!

Eine oft verwendete Variante hiervon betrifft den Laplace-Operator A. Dieser ist fiir C2>-Funktionen f

definiert durch
82
Af = Z f

Man rechnet direkt nach, dass gilt:
Af =divVf

Fiir eine C!- Funktion auf einem Gebiet M mit glattem Rand fiihren wir noch eine Schreibweise ein: Fiir
x € OM sei

U (x) = (V) ().

Dies ist die Richtungsableitung von f am Punkt x in Richtung v(x), gibt also an, wie steil sich f von innen
dem Randpunkt x ndhert.
Dadurch wird eine Funktion df /dn auf dem Rand oM definiert.
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4.4.16 Satz (Greensche Formeln)
Seien f,g C2-Funktionen auf dem kompakten Gebiet M C R" mit glattem Rand. Dann gilt:

(1) /f~Agdx:—/(Vf,Vg)dx—k/f-g—idS
M oM

M

() /(Af-g—f~Ag) dx:/(gf;-g—fgi) s
M oM

Beweis: (1) folgt durch Integration der fiir Funktionen f und Vektorfelder V giiltigen Identitit (Ubung:
nachrechnen)

div(f-V)=(Vf,V)+f-divV,
angewendet mit V = Vg, wenn man auf [, div(fV) den Satz von Gaufl anwendet. (2) folgt durch Anwen-
den von (1) auf gAf und fAg und Subtraktion. O

Bemerkung: Wie merkt man sich das? Zunéchst die im Beweis verwendete Identitét: Dies ist einfach die
Produktregel, wobei an jeder Stelle der einfachste Ableitungs- bzw. Produktbegriff verwendet wird: Bei
Funktionen der Gradient, bei Vektorfeldern die Divergenz, beim Produkt zweier Vektorfelder das Skalar-
produkt.

(1) sagt dann, in konsequenter Fortfithrung dieser Sicht: Von den in Ag vorkommenden zwei Ableitun-
gen kann man eine auf f hertiberschaufeln, fiir den Preis eines Minuszeichens und eines Randterms, der
aus dem Randintegral tiber die nicht abgeleitete Funktion f und die nur einmal abgeleitete Funktion Vg
(verkniipft mit dem immer auftretenden Normalenvektor) besteht.

(2) ist eine hiibsche, weil sehr symmetrische, Konsequenz, die hdufig angewendet wird.






5 Laplace-Gleichung, Faltung und Fourieranalysis

In diesem Kapitel werden wir einige weiterfiihrende Themen behandeln, die die bisher erarbeitete Theorie
anwenden: Zundchst beschiftigen wir uns mit der Laplace-Gleichung, die als Prototyp einer partiellen
Differentialgleichungen in vielen Bereichen der Mathematik, der Physik und der Anwendungen auftritt.
Dann fiihren wir die Faltung ein, die unter anderem die kompakte Darstellung einer Losung der Laplace-
Gleichung im R" erlaubt. Schliefilich wenden wir uns der Fourieranalysis zu: Zunéchst den Fourier-Reihen
und schliefslich der Fouriertransformation, die wiederum einen ganz neuen Zugang zur Laplace-Gleichung
erdffnet.

5.1 Die Laplace-Gleichung

Wir untersuchen die Gleichung
Au = f.

Hierbei ist f eine gegebene Funktion auf R” (oder einer Teilmenge des R"), und die Funktion u ist gesucht.
A ist der Laplace-Operator. Dies ist eines der einfachsten Beispiele einer partiellen Differentialgleichung und
zugleich eines der wichtigsten. Wir werden sehen, dass bei der Untersuchung die Greenschen Formeln
wesentlich sind.

Physikalische Motivation

Bezeichnet u(x) die Temperatur eines Kérpers am Punkt x, so bedeutet Au = 0, dass sich die Temperatur-
verteilung nicht mit der Zeit &ndert. Denn Wéarme fliefst innerhalb des Korpers in der Richtung und Starke
des steilsten Abfalls von u, also wird der Warmefluss durch —Vu beschrieben. Andert sich die Tempera-
turverteilung nicht, so muss pro Zeiteinheit in jeden Teilbereich des Korpers genauso viel Warme herein-
wie aus ihm herausfliefen. Nach dem Satz von Gauf folgt divgradu = 0.

Bedeutung von Au = f: Beschreibt f eine Verteilung elektrischer Ladungen im Raum (d.h. in jedem
Raumbereich K sitzt die Ladung [; f dx), so ist u das Potential des durch diese Ladung erzeugten elektri-
schen Feldes. Daraus kann man das Feld selbst als —Vu berechnen, d.h. auf ein Elektron am Ort x wirkt
die Kraft Vu. Physikalische Konstanten und Einheiten sind hierbei natiirlich vernachlassigt!

Harmonische Funktionen

Wir untersuchen zunédchst die homogene Form der Laplace-Gleichung.

5.1.1 Definition

Eine C2-Funktion u auf einer offenen Menge U C R" heifst harmonisch auf U, falls

Au = 0.

Fir n = 1 sind harmonische Funktionen genau die Funktionen u mit u” = 0, also die (affin) linearen
Funktionen u(x) = ax +b. Fur n > 2 gibt es sehr viel mehr harmonische Funktionen, genauer ist der

111



112 Laplace-Gleichung, Faltung und Fourieranalysis

Vektorraum der harmonischen Funktionen (Ubung: das ist ein Vektorraum) unendlich-dimensional. Z.B.
sind fiir n = 2 die Funktionen

xy, x2 — y?,Re(x + iy)™ (m € Ny), e*siny, oty cos(2xy)
harmonisch (woher diese Beispiele kommen und wie man das fast ohne Rechnen sofort einsieht, werden
Sie in Analysis IV verstehen).

Was bedeutet die Gleichung Au = 0, wie stellt man sich das vor? Eine ungefdhre Idee, z.B. fiir n = 2:
Die Gleichung 02u + aﬁu = 0 bedeutet insbesondere, dass 92u und aﬁu verschiedene Vorzeichen haben
(oder beide null sind). D.h., wenn der Graph von u an einem Punkt in der x-Richtung konvex nach oben
gebogen ist (d.h. 92u > 0), so muss er in der y-Richtung konkav sein. Das heif}t, der Graph muss bei jedem
Punkt wie ein Sattel aussehen (oder »flach« sein).

Dies wird in dem folgenden Satz sehr genau quantifiziert.

5.1.2 Satz (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen)

Sei U C R" offen und u : U — R harmonisch. Dann gilt fiir jede Kugel K,(x) C U

u(x) _]{w) u(y) dy
=][ u(y) dS(y)
oKy (x)

Der Funktionswert bei x ist also gleich dem Mittelwert der Funktionswerte auf einer Kugel oder Sphére
mit Mittelpunkt x.

Beweis: Wir beweisen zunéchst die zweite Aussage, iiber Sphéiren. Schreibe

M(r) == ]éw) u(y) dS(y) = ]énfl u(x + rw) dS(w)

Die Gleichheit rechts beweist man so, dass man mit der Substitution y = x 4 z zunédchst das Integral
JCBK, ) u(x +z) dS(z) erhdlt und dann z = rw substituiert, vgl. die Bemerkung nach Lemma 5.1.3. Das zwei-

te Gleichheitszeichen sieht man z.B. so, dass man zunédchst im ersten Integral y = x + z substituiert, dann

n—1
ergibt sich ="

7 u(x + z) dS(z),... Wir leiten dies nach r ab. Da im letzten Integral das Integrations-
9Ky (0)
gebiet nicht von r abhingt und kompakt ist, und da der Integrand C! ist, darf man die Ableitung in das

Integral ziehen und erhalt mit der Kettenregel

M'(r) :][ 9 (x4 rw)dS(w) = = / (Vi) (x + 1), w) dS(w).
gn—1 0r wy Jgn—1
Dies ist genau wi”fsn_ﬂV(w),v(w))dS(w) fur das Vektorfeld y — V(y) = (Vu)(x + ry). Wendet man
nun den Gauflschen Integralsatz an, so folgt wegen div F(y) = r(div Vu)(x + ry) = 0, dass M'(r) = 0.
Also ist M eine konstante Funktion von r. Da auflerdem 113(1) M(r) = u(x) gilt, siehe Lemma 4.4.11, folgt

M(r) = u(x) fir alle r. Damit ist die zweite Behauptung des Satzes bewiesen. Die erste folgt aus der
zweiten mittels Integration iiber Kugelschalen, siehe das folgende Lemma. O

Einschub: Integration iiber Kugelschalen

5.1.3 Lemma (Integration iiber Kugelschalen)

Sei f tiber eine Kugel Kg(0) integrierbar. Dann gilt

/f(x)de/OR/f(raJ)dS(w)rnldr
gn—1

KR (0)
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Dies ist im Sinne des Satzes von Fubini zu verstehen: Das innere Integral rechts existiert fiir fast alle r und
das Resultat ist, nach Multiplikation mit 7”1, bzgl. r integrierbar. Das Analogon des Satzes von Tonelli gilt
auch: Existiert das iterierte Integral rechts fiir |f|, so ist f iiber Kg(0) integrierbar.

Beweis: Fiir eine lokale Karte ¢ : U — V C §" ! mit U C R""! sei
®: U :=Ux (0,R) = Kg(0), (u,r)+ re(u).

Dies ist eine lokale Karte fiir die offene Teilmenge V' := {rw : r € (0,R), w € V} von Kg(0): Bijektivitat
sieht man leicht, und das Differential ist

0P 0P 90) _ [ 99 99
oup” " ou,_q or ) \ow aun 1'90

Fiir jedes u € U sind die Vektoren g (u) tangential on die Sphére im Punkt ¢(u) und daher orthogonal zu

Gy 0O
¢(u), und dies ist ein Einheitsvektor. Daher ist die Gram-Matrix G = (r 0 ¢ 1) und daher die Gramsche

Determinante g = det Gp = r2("~1) g¢- Insbesondere ist g # 0, also D® bijektiv. Fiir eine integrierbare
Funktion f auf V' folgt damit aus der Definition des Integrals und Fubini

/f(x)d / f(@(u,r))r/g0(u,r dudr—//f ro(u gqp(u)dudr:/R/f(rw)dS(w)r”1dr
v/ 0V

Ux(0,R)

Da eine Zerlegung von S"~! in Kartengebiete (bis auf (n — 1)-Nullmengen) zu einer Zerlegung von Kg(0)
in Kartengebiete (bis auf n-Nullmengen) fiihrt, folgt die Behauptung. O

Bemerkung: Hier ist eine andere Beweisidee, die besser zeigt, woher der Faktor "~1 kommt:

/f dx—/ Zydr mitZ, = /f a)dS(w
0
Kr(0) s

wobei 57! die Sphére vom Radius r ist. In Worten: Statt f iiber die Kugel zu integrieren, integriert man f

1. Schritt: Zeige, dass gilt

iiber jede ,Zwiebelschale’ 57! und integriert dann die Ergebnisse iiber r.

/f S—r"l/frwds
-

Dies zeigt man dhnlich wie im Bewels oben - es ist eine Verallgemeinerung der Tatsache, dass das Volumen
n—1

2. Schritt: Zeige, dass gilt

einer (n — 1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit bei Streckung um den Faktor r mit dem Faktor r
multipliziert wird.
Die Behauptung im 1. Schritt sieht zwar recht offensichtlich aus, ist aber mit Vorsicht zu geniefSen: Sie
stimmt nur in dieser Form, da fiir die Funktion r(x) = ||x|| gilt, dass ||[Vr(x)| = 1 fiir alle x # 0. Denn
es gilt die allgemeinere sogenannte Koflachen-Formel (coarea formula): Sei U C R” offenund h : U — R
eine C!-Funktion, deren Gradient fast tiberall ungleich Null ist. Sei M; = h~1(t) die Niveaumenge. Dann
gilt:

/f(x) dx = /zt dt mit Z; = /f(uc)HVh(oc)H’l ds(w)

u R My
Genauer: M; ist fiir fast alle t eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1, und falls f tiber U integrier-
bar ist, existiert das innere Integral rechts fiir fast alle ¢, und die Formel gilt.
Hier tritt also ein zusétzlicher Faktor ||V (a)||~! auf, der im Fall & = r gleich Eins ist.

Folgende Folgerung von Lemma 5.1.3 werden wir spéter benéttigen. Sie ist fiir viele Zwecke sehr grundle-
gend.
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5.1.4 Lemma

Sei a € R und R > 0. Die Funktion x — ||x|| = ist genau dann tiber eine Kugel Kz (0) integrierbar,
wenn a < 1.

Beweis:
R R
/ |x||~*dx = / / rdS(w) " dr = wn/ 1m0 gy,
0 0
KR(0) sn—1
und wir wissen bereits, dass dies genau dann endlich ist, wenn n —1 —a > —1, also n > a ist. O

Bemerkung: Wie kommt es, dass in hcheren Dimensionen hohere negative Potenzen lokal integrierbar
sind? Beispiel: Die Flache unter der Hyperbel y = HlTH’ 0 < x < 1, ist unendlich; rotiert man aber diese
Fliche um die y-Achse, so ist das Volumen des entstehenden Korpers {(x1,x,7) : 0 <y < HlTH’ lx]] < 1}
endlich!

Eine einfache Erkldrung:
Der Querschnitt auf ,Hohe’ y ist ein Interval der Lange y~! bzw. eine Kreisscheibe vom Radius y~!, hat
also {die Lange y ! fur die Flache unter der Hyperbel bzw.

die Flache 7ty =2  fiir den Rotationskorper
Um die Fliche unter der Hyperbel zu erhalten, muss man y~! {iber y € (1,00) integrieren, das ist unendlich.
Fiir das Volumen des Rotationskérpers muss man 7ty 2 iiber y € (1,0) integrieren, das ist endlich.
Der Unterschied riihrt daher, dass fiir groSe y die Zahl y~! viel groer ist als ihr Quadrat y—2.

Aus der Mittelwerteigenschaft folgt insbesondere, dass nicht alle Funktionswerte der harmonischen Funk-
tion u auf dem Kreis K;(x) echt kleiner als u(x) sein konnen; entweder sie sind alle gleich u(x), oder
manche sind grofier und manche kleiner. Daraus ergibt sich leicht:

5.1.5 Satz (Maximumsprinzip fiir harmonische Funktionen)

Sei U C R" offen und u : U — R harmonisch. Angenommen, U ist wegzusammenhangend. Falls
u nicht konstant ist, dann kann u auf U weder sein Maximum noch sein Minimum annehmen.

Wegzusammenhang wird vorausgesetzt, da sonst z.B. u auf einer Wegzusammenhangskomponente kon-
stant gleich eins und auf einer anderen konstant gleich null sein kénnte.

Beweis: Angenommen, u nimmt in xg € U sein Maximum M an. Fiir jede Kugel K, (x9) C U gilt dann

M=u<xo>=]{<( )u(y)dysﬁ( My =M.
r(xg /Kr(xo

Daher muss die Ungleichung in Wirklichkeit eine Gleichung sein und daher u(y) = M fiir alle y € K;(xp)
gelten.

Dies zeigt, dass die Menge u~!(M) offen ist. Gleichzeitig ist sie abgeschlossen, da u stetig und {M}
abgeschlossen ist, und nicht leer. Damit folgt die Behauptung aus dem néchsten Lemma, angewendet auf
U = X mit der euklidischen Metrik und A = u~1(M). Der Beweis fiir das Minimum verlduft analog. O

5.1.6 Lemma

Sei (X, d) ein wegzusammenhéngender metrischer Raum. Sei A C X eine Teilmenge, die gleichzeitig
offen und abgeschlossen ist. Dann ist A = @ oder A = X.

Bemerkung: Einen metrischen Raum mit der Eigenschaft, dass nur die Mengen @ und X offen und abge-
schlossen sind, nennt man zusammenhingend. Die Aussage des Lemmas ist also:
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X wegzusammenhdngend = X zusammenhéngend

Die Umkehrung gilt nicht. Fiir Beispiele siehe beliebige Biicher zur (mengentheoretischen) Topologie.

Beispiel: Die Menge X = [0,1] U [2,3] mit der von R induzierten Metrik ist offenbar nicht wegzusammen-
héngend. Sie ist sogar nicht zusammenhéngend, denn A = [0,1] ist, als Teilmenge von X, sowohl offen als
auch abgeschlossen. Dasselbe gilt fiir A = [2, 3].

Beweis: Angenommen, A # @. Dann existiert p € A. Wir miissen zeigen, dass dann A = X folgt. Sei also
g € X beliebig, dann miissen wir g € A zeigen.

Da X wegzusammenhingend ist, gibt es eine stetige Kurve vy : [4,b] — X mit y(a) = p, v(b) = g. Sei
A’ = y71(A), also die Menge der ,Zeitpunkte’, zu denen sich 7 in A aufhlt. Da v stetig und A offen und
abgeschlossen ist, ist A" ebenfalls offen und abgeschlossen (in [a, b]). Es ist a € A’ wegen y(a) = p € A. Wir
miissen b € A’ zeigen. Sei dazu ty = sup A’. Da A’ abgeschlossen ist, ist ty € A’. Wére ty < b, so wiirde ein
¢ > 0 existieren mit [ty, tg +¢) C A’, da A’ offen ist. Dies wire ein Widerspruch zu ty = sup A’. Also muss
to = b sein, was zu zeigen war. O

Das Maximumsprinzip ldsst sich auch so formulieren (diese Aussage ist etwas schwécher):

5.1.7 Korollar (Maximumsprinzip, 2. Form)

Ist U C R" offen und beschrankt und u € C>(U) N C%(U) harmonisch in U, so gilt
max u = max u
a ou

minu = minu
u

Kurz: Eine harmonische Funktion nimmt ihr Maximum und Minimum am Rand an.

Beweis: Da U abgeschlossen und beschrénkt ist, ist es kompakt, also nimmt u darauf sein Maximum an.
Falls das in einem Randpunkt geschieht, sind wir fertig. Falls das Maximum in einem inneren Punkt xg
angenommen wird, so ist # nach dem Maximumsprinzip auf der Wegzusammenhangskomponente von U,
die xg enthilt, konstant, hat also wegen der Stetigkeit von 1 auch am Rand dieser Komponente denselben
maximalen Wert. Analog fiir’s Minimum. O

Das Dirichlet-Problem

Sei U C R" offen. Das Dirichlet-Problem auf U besteht darin, zu einer gegebenen stetigen Funktion f auf
dem Rand oU eine Funktion u# auf U zu finden, die auf U harmonisch ist und am Rand die gegebenen
Funktionswerte von f annimmt. Genauer:

ueC(u)yncdU)
Au=0 inlU
Uy = f
Physikalische Bedeutung: Setzt man einen Korper der Form U an seinem Rand der Temperaturverteilung

f aus, so beschreibt die Losung u die Temperaturverteilung im gesamten Korper, die sich nach einiger Zeit
einstellt.

Bemerkung: Dass wir hier nicht u € C2(U) fordern, sondern nur die Stetigkeit am Rand, ist nicht einem
unsinnigen Streben nach den schwéchsten moglichen Voraussetzungen entsprungen, sondern hat reale Be-
deutung: Hat namlich U Ecken, so sind Losungen u des Dirichletproblems selbst fiir f = 0 typischerweise
nicht C2 am Rand. Ein konkretes Beispiel ist folgendes: Ist 0 < a < 27t und U = {(x,y) = (rcos ¢,rsin ¢) :
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r>0,0 < ¢ < a} der Sektor mit Offnungswinkel «, so ist u(r, ) = r"/*sin Z¢ eine harmonische Funk-
tion auf U mit Randwerten null, die im Nullpunkt fir a > 7 gar nicht und fiir 7 < & < 77 nur einmal
differenzierbar ist. Dies hat in der Numerik grofle Bedeutung: Numerische Verfahren zur Berechnung einer
Losung u sind aus diesem Grund in der Ndhe von Ecken mit grofifem Innenwinkel meist sehr ungenau.

Andererseits kann man zeigen, dass eine Losung des Dirichlet-Problems auf einem Gebiet mit glattem
Rand automatisch auch am Rand C? ist, falls f es ist.

5.1.8 Korollar

Ist U C R" beschrénkt, so hat das Dirichlet-Problem auf U fiir jede Randwertfunktion f hochstens
eine Losung.

Beweis: Sind u1, u; harmonische Funktionen mit denselben Randwerten, so ist u = u; — up harmonisch
und hat Randwerte null, also ist nach Korollar 5.1.7 Maximum und Minimum von u gleich null, also ist u
konstant gleich null, also u; = u,. |

Hier ist ein anderer Beweis: Nach der Greenschen Formel ist [ [|Vu|/?dx = — [;ubudx + [y, ”% ds. Ist
Au = 0in U und u = 0 am Rand, so ist die rechte Seite gleich Null, also folgt Vu = 0, also ist u konstant,
also gleich Null (weil Null am Rand). Dieser Beweis funktioniert allerdings nur, wenn U (stiickweise) glatten
Rand hat.

Bemerkung: Fiir unbeschrénktes U gilt die Eindeutigkeit im Allgemeinen nicht, z.B. sind auf U = {y > 0}
die Funktionen u(x,y) =y und u(x,y) = 0 beide harmonisch und verschwinden am Rand. Eindeutigkeit
auf unbeschrankten Gebieten erhdlt man, wenn man zusétzlich zu Randwerten Wachstumsbedingungen an
u(x) fiir ||x|| — oo stellt. Als Beispiel sei genannt: Falls Au = 0 auf R” und u(x) — 0 fiir ||x|| — oo, dann
folgt u = 0. Beweis als Ubung (Hinweis: Verwende die Mittelwerteigenschaft {iber Spharen vom Radius R
und betrachte R — o0).

Bemerkung: Man kann auch zeigen, dass (fiir beschranktes U) fiir jedes stetige f wirklich eine Losung
des Dirichlet-Problems existiert, falls der Rand von U nicht allzu »wild« ist. Dies ist weit schwieriger. Es
ist Gegenstand der sogenannten Potentialtheorie oder auch der allgemeineren Theorie partieller Differenti-
algleichungen.

Wir werden noch weitere Techniken zur Losung der Gleichung Au = f im R” kennenlernen. Fiir diese
werden die Faltung und die Fouriertransformation benotigt.

5.2 Die Faltung im R” und Anwendungen

Wir werden sehen, dass die Gleichung Au = f im R3 durch die Funktion u( 47T / HX i f(y) dy gelost
wird (unter gewissen Bedingungen an f). Daher untersuchen wir zunachst Integrale dieser Form.

Definition und grundlegende Eigenschaften der Faltung

5.2.1 Definition

Seien f,g € R" — C. Die Faltung (englisch: convolution) von f und g ist die Funktion f * g
definiert durch

(f*g)(x /fx— y)dy, xeR"

(falls das Integral definiert ist).
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Damit das Integral definiert ist, sollten f,¢ zumindest messbar sein. Falls zusétzlich f integrierbar und g
beschrankt ist, ist das Integral fiir alle x definiert. Andere Bedingungen siehe weiter unten.

Beispiel: ¢ = %X[—w] fiir ein ¢ > 0. Dann ist (f* g)(x) = % [£. f(x —y), das ist der Mittelwert von f
tiber das Intervall [x — ¢, x +¢€].

Bemerkung: Falls [ ¢ =1 und g > 0 ist, kann man (f * g)(x) als gewichteten Mittelwert der Funktions-
werte f(x —y) auffassen, wobei g(y) das Gewicht angibt.

Erklarung zum Begriff des gewichteten Mittelwerts: Zunéchst ist der Mittelwert zweier Zahlen a,b be-
kanntlich (2 +b)/2 = Ja+ b (auch arithmetisches Mittel genannt). 2 und b tragen gleich stark (mit
gleichem »Gewicht«) zu diesem Wert bei. Will man, dass b doppelt so stark zu dem Resultat beitragt wie a,
muss man %a + %b betrachten. Allgemeiner hat man fiir zwei beliebige Zahlen g1,g> > 0 mit g1 + g2 =1
den mit g1, g» gewichteten Mittelwert g1a + ¢ob.

Warum fordert man g1 + g = 1? Damit fiir 4 = b auch wieder g1a + ¢ob = (g1 + ¢2)a = a herauskommt,
sonst wiirde man es wohl nicht »Mittelwert« nennen.

Warum fordert man g1,g> > 0? Damit g1a + gob zwischen a und b liegt, wiederum wiirde man es
sonst wohl nicht »Mittelwert« nennen kénnen. (Nachpriifen: Falls a < b,s0 a = g1a+ g2a < g1a+ $2b <
g1b+gb=1b)

Fiir endlich viele Zahlen a3, ...,4, hat man analog das (»gleichgewichtete«) arithemetische Mittel (a7 +

n
-+ +4ay)/n und fiir beliebige g1,...,g, mit g; > 0Vi, > g; = 1 das gewichtete Mittel
i=1

n
g1a1+ -+ 8Qnln = Zg,-ai.
i=1
Dieses liegt immer zwischen der groiten und der kleinsten der Zahlen g;.
Die analoge Begriffsbildung fiir ein Kontinuum von Zahlen (also die Funktionswerte einer Funktion a) ist
dann das mit einer Gewichtsfunktion g gebildete Mittel [ ¢(y)a(y)dy. Damit dies den Namen »Mittelwert«

verdient, muss ¢ die Bedingungen
> [g =1 (damit fiir 2 = konstant dieselbe Konstante als Mittelwert herauskommt), und
> ¢ >0 (damit [ ga zwischen dem Minimum und dem Maximum von a liegt)

erfiillen.

In dieser Interpretation spielen f und g verschiedene Rollen. Der folgende Satz zeigt, dass sie trotzdem
vertauscht werden konnen.

5.2.2 Satz

Die Faltung hat folgende Eigenschaften. Seien f,g € £!(R").
(@) (f*g)(x) ist fiir fast alle x definiert.
(b) f =g ist integrierbar, und es gilt [ fxg= ([ f) ([ g) (alle Integrale iiber R").
© frg=gxf

Die Integralformel in (b) ist so einfach wie bemerkenswert: Der Traum jedes Erstsemesters, dass man das
Integral eines Produkts zweier Funktionen als Produkt der Integrale schreiben kann — was ja leider nicht
stimmt —, wird wahr, wenn man »Produkt zweier Funktionen« durch »Faltung zweier Funktionen« ersetzt.
Die Faltung ist eine Art kompliziertes, verschranktes Produkt.
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Beweis: Wir rechnen:

[ [ [ - avar ™ [ [ 1= mgwar) ay

= [t ([ e -ar) ay
:/g(y) (/f(Z)dZ> dy:/f(Z)dz /g(y)dy

wobei beim vorletzten Gleichheitszeichen im inneren Integral x durch z = x — y substituiert wurde (Trans-
lationsinvarianz des Lebesgue-Mafes). Diese Rechnung wiirde (b) beweisen — aufSer dass wir noch gar nicht
wissen, ob (f * g)(x) tiberhaupt definiert ist und ob Fubini anwendbar ist. Um dies zu rechtfertigen, setze
u(x,y) = f(x —y)g(y). Nach dem Satz von Tonelli und den letzten beiden Zeilen der Rechnung oben ist
u € L1(R?"). Damit ist Fubini anwendbar. Dieser Satz sagt, dass u(x, -) fiir fast jedes x bzgl. y integrierbar
ist, das ist Behauptung (a), und dass die Rechnung oben gerechtfertigt ist, also folgt (b).

Behauptung (c) folgt mit der Variablentransformation y — z = x —y (fiir festes x), dies ist affin linear
mit Betrag der Determinante gleich eins, also [ f(x —y)g(y)dy = [ f(z)g(x —z) dz. O

Bemerkung: (f % ¢)(x) braucht nicht fiir alle x definiert zu sein. Denn obwohl mit f auch y — f(x —y)
fiir jedes x integrierbar ist, muss die Funktion y — f(x —y)g(y) nicht integrierbar sein. Zum Beispiel:

f(x) = g(x) = [x|7/2x(_1,1(x), dann ist der Integrand von (f % ¢)(0) gleich f(—y)g(y) = |y| " x_11(¥),
das ist nicht integrierbar (Exponent —1 im R!, siche Lemma 5.1.4).

Bemerkung: Die Kommutativitit, Satz 5.2.2 (c), wird besonders klar, wenn man die Faltung so interpretiert:
Um (f * ¢)(x) zu erhalten, integriert man die Werte f(z)g(y) iiber alle (y,z) mit y + z = x (wobei man als
Maf dy oder dz verwendet).

Im Unterschied zum Produkt zweier Funktionen ist die Faltung so regulédr wie mindestens einer der Faktoren,
und es gilt eine sehr einfache Ableitungsregel:

5.2.3 Satz
Sei f € L1(R") und g € C'(IR") beschrénkt mit beschréanktem Gradienten. Dann gilt f * ¢ € C'(IR")

und fiiri=1,...,n

P) P)
a;(f*g)—f*ajcig

Nattirlich gelten analoge Aussagen, wenn die Rollen von f und g vertauscht sind, und auch fiir hohere
Ableitungen.

Beweis: Mit (c) aus dem vorigen Satz schreibe %(f xg)(x) = % [ f(v)g(x —y)dy. Nach Satz 1.5.5 darf

man die Ableitung ins Integral ziehen, falls :

> die Funktion x — f(y)g(x —y) fiir jedes y nach x; differenzierbar ist (das stimmt hier, da ¢ € C!),

> die Funktion y — f(y)g(x —y) fiir jedes x integrierbar ist (das stimmt hier, da f integrierbar und g
beschrankt ist), und

> es eine Majorante fiir die Ableitung gibt, also eine integrierbare Funktion M mit % fy)glx—y)| <
1
M(y) fir alle x,y (dies stimmt hier, da a% g beschrankt ist, etwa durch C, dann kann man M = C|f]|
-1

nehmen).

Damit ist Satz 1.5.5 anwendbar und gibt direkt die Behauptung. O
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Bemerkung: Wir hatten die Faltung zunéchst nur fiir f,¢g € £!(R") definiert. Alles funktioniert (d.h. sie
ist definiert und Sdtze 5.2.2 und 5.2.3 gelten entsprechend) auch unter gewissen anderen Voraussetzungen,
wie man sich leicht tiberzeugt, z.B.:

> f integrierbar, ¢ messbar und beschrankt (beachte: eine beschrankte Funktion braucht nicht integrier-
bar zu sein, z.B. ¢ = 1), oder

> f lokal integrierbar, , ¢ integrierbar mit kompaktem Tréager.
Hierbei heifit f lokal integrierbar, in Zeichen f € £l (R"), falls [, |f| < oo fiir alle kompakten

loc

Mengen K C R”. Beispiele:
— Jede stetige Funktion ist lokal integrierbar.

- f(x) = ||x||~* mit a < n ist lokal integrierbar, aber nicht integrierbar — Beweis als Ubung mittels
Integration tiber Kugelschalen. Das werden wir in Satz 5.2.5 brauchen.

> im Fall n = 1: f, g lokal integrierbar mit nach unten beschrianktem Trager.

Bemerkung: Die Formel fiir die Faltung erinnert an die Formel fiir das Cauchy-Produkt zweiter Folgen
(an), (bn) (alle Folgen mit n € INj). Dies ist die die Folge (c,;) definiert durch

n
Cp = Z an_kbk .
k=0

Bekanntlich tritt dies bei der Multiplikation von Potenzreihen auf: > 5 o anx" - > o bux = > 0 cux.
Die formale Ahnlichkeit lasst sich leicht in mathematischen Konzepten fassen: Sei (G, +) eine abelsche
Gruppe und y ein Mafs auf G bzgl. einer o-Algebra A. Angenommen, A und y sind invariant unter Trans-
lationen und Inversion, d.h.

x+AeA undpu(x+A)=pu(A)
—Aec A und p(—A) = u(A).
Dann kann man die Faltung fiir Funktionen f, g : G — C definieren:

(f*g)(x) :/Gf(x—y)g(y)dy(y),

falls das Integral definiert ist, und Satz 5.2.2 gilt entsprechend. Fiir G = R"” mit dem Lebesgue-Maf er-

AeA,xeG:>{

gibt sich Definition 5.2.1. Fiir G = Z mit dem Zdhlmaf ergibt sich das Cauchy-Produkt, wenn man nur
Funktionen a : G — C betrachtet mit a(n) = 0 fiir n < 0.

Hierbei war die Gruppenoperation die Addition. Ein anderes Beispiel ist G = (0, o0) mit der Multiplikation.
Dann ist das Lebesgue-Maf nicht translationsinvariant, aber das Mafd d% ist translationsinvariant (Ubung!).
Die Faltung in diesem Fall ist dann also

<X d
(Fr9)) = [ £t Y
oY Yy
(sie wird auch multiplikative Faltung genannt).

Ein weiteres Beispiel werden wir bei den Fourier-Reihen kennenlernen.

Die Losung der Laplace-Gleichung

5.2.4 Definition

Das Newton-Potential ist die Funktion auf R” definiert durch

%log”x”, falls n = 2
L__ 1 fallsn #2

(@=n)wn |x|*=2

N(x) =

Hierbei ist w, = vol,_1(S"1).
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Zum Beispiel ist N(x) = —ﬁm fiir n = 3. Eine einfache Rechnung zeigt, dass
1
VN(x)= ————, also AN(x)=0, firx#0
wn [|x||"

fiir alle n gilt. Der Grund fiir die bei n = 2 andere Formel fiir N liegt darin, dass log ||x|| die einzige radiale
Funktion auf R?\ {0}
a # —1 eine Potenz, fiir 1 = —1 aber der Logarithmus ist — rechnen Sie es nach!)

B ”2 ist. (Das lauft darauf hinaus, dass die Stammfunktion von x* fiir

N ist fiir alle n lokal tiiber R" integrierbar. Fiir n # 2 sahen wir dies bereits, fiir n = 2 ist es ebenfalls
einfach nachzupriifen (Ubung).

5.2.5 Satz (Losung der Laplace-Gleichung)
Sei f € C2(R") (das heifit, C> mit kompaktem Triger).

a) (Losungsformel) Dann definiert

u(x) = (N f)(x /Nx— y)dy

eine C2-Funktion, welche die Gleichung Au = f erfiillt.

b) (Verhalten fiir grofe x) Es gibt eine Konstante C, so dass fiir alle x mit ||x|| > 2 gilt
|u(x)] < Cllx|*™
(falls n # 2, und |u(x)| < Clog ||x|| fiir n = 2).

¢) (Eindeutigkeit) Falls n > 3,soistu = N * f die einzige Losung von Au = f mit der Eigenschaft
b). Fiir n = 2 ist es die einzige Losung bis auf Addition von Konstanten.

Beachte, dass der Trager von u nicht kompakt zu sein braucht, auch wenn der von f es ist. Die Eindeutigkeit
in ¢) gilt nicht ohne eine Annahme iiber das Verhalten von u(x) fiir groe x, da man zu einer Losung eine
beliebige harmonische Funktion, z.B. x1, addieren kann und wieder eine Losung erhilt.

Beweis: Die Faltung u = N x f ist definiert, da N lokal integrierbar ist (wegen n —2 < n fir n # 2 und
wegen logr < Cr~! +r fiir n = 2) und f kompakten Tréger hat.

Zweimalige Anwendung von Satz 5.2.3 fiir jedes i und Summation tiber i zeigt u € C*(R") und Au =
N+ (Af).

Sei nun x fest gewihlt. Wir haben also ( = [ N(y)(Af)(x —y)dy. Nun ist 9y, (f(x —y)) =

—(9x,f)(x —y) nach der Kettenregel, und nochmahge Anwendung liefert E);i (f(x—y)) = (a,%i Hx—y),
also erhalt man nach Summation tiber i: (Af)(x —y) = Ay(f(x —y)) (hierbei bedeutet A,, dass man die
Ableitungen beziiglich y nimmt). Wihle R so gro8, dass f(x —y) = 0 fiir ||y]| > R — 1. Um partiell in-
tegrieren zu kénnen — das heifst, die zweite Greensche Formel anzuwenden —, schneiden wir eine kleine
Kugel um 0 aus und erhalten:

(M) =tim [ Nay(Fx—y)dy
e<[lyll<R
: 0 d
= lim / AyN(y)f(x —y) dy + / Nz -(flx=y) = |5 -N@) | f(x—y) | d5(y)
e—0 ny ny
<llyll<R lyll=e
plus ein dhnlicher Randterm fiir ||y|| = R, der aber gleich null ist, da f in einer Umgebung davon ver-

schwindet. Wir untersuchen nun die drei Terme im letzten Ausdruck, im Grenzwert ¢ — 0.
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> Der erste Term verschwindet, weil AN(y) = 0 fiir y # 0.

> Im zweiten Term ist ||y = ¢, also N(y) = Ce>~" (bzw. Cloge fiir n = 2), und wegen vol,,_1({||y|| =
e}) = wpe" ! und der Beschrinktheit von df /9n gibt es eine Konstante C’, so dass

/ N(y)%(f(x —v))dS(y)| < C'e (bzw. C'eloge fiir n = 2),
¥
llyll=e
also ist der Grenzwert fiir ¢ = 0 des zweiten Terms gleich null.

> Im dritten Term ist ebenfalls ||y|| = ¢, also aN( ) (VN(y), —ﬁ) = wnHylH” T = —wnglnfl,also ist
d
- [ )| e -wasw = e [ se-nasw = s@se)
ny Ke(x)
llyll=e HyH €

(Substitution z = x — y), und das strebt fiir ¢ — 0 gegen f(x) (siche Lemma 4.4.11).
Insgesamt erhilt man also (Au)(x) = 0+ 0+ f(x). Damit folgt a). b) und c) als Ubung. O

Bemerkung: Warum kann man nicht einfach (Au)(x) = Ay [N(x —y)f(y)dy = [AN(x —y)f(y)dy =
J 0 =0 rechnen, da der Integrand au8er bei dem Punkt y = x, also auerhalb einer Nullmenge, gleich Null
ist? Das kann nicht stimmen! Der Beweis zeigt ja, dass f(x) herauskommt, nicht null.

Wo liegt der Fehler? Die Voraussetzungen des Satzes iiber das Vertauschen von Ableiten und Integrieren
sind nicht erfiillt! Denn man findet keine Majorante fiir die Ableitungen von N(x —y)f(y), und, schlimmer
noch, die zweiten partiellen x-Ableitungen sind von der Form 1/|x — y||" plus ein dhnlicher Term, und
dies ist nicht einmal iiber kompakte Mengen integrierbar, siche Lemma 5.1.4.

Dies zeigt in eindrucksvoller Klarheit, was Sie schon immer wussten, aber nie so recht wahrhaben wollten:

Man muss darauf achten, dass die Voraussetzungen der Sétze, die man verwendet, erfiillt sind.
Sonst kommt vielleicht etwas Falsches heraus!

Der Haupttrick des Beweises liegt darin, mit der Variablensubstitution z = x —y die x-Abhéngigkeit
in dem Integral, das u definiert, auf f zu tibertragen (vgl. die Symmetrie der Faltung). Da man trotzdem
irgendwie ausnutzen will, dass AN(y) = 0 fiir y # 0 ist (das ist alles, was wir in der Hand haben),
verwenden wir dann die Greensche Formel nach Ausschneiden des Problempunktes y = 0, um A von f
auf N heriiberzuschieben, und die auftretenden Randterme liefern genau das Resultat!

Approximationen der Identitit

Wir haben gesehen, dass die Faltung eine Art Produktoperation auf Funktionen darstellt: Sie macht aus
zwei Funktionen eine neue, ist bilinear (z.B. gilt das Distributivgesetz (f1 + f2) * ¢ = f1 * g+ f» * g) und
kommutativ. Es liegt nahe, zu fragen:

Gibt es ein neutrales Element fiir das Faltungsprodukt, d.h. eine Funktion § € £L1(R"), die f *J = f fiir
alle f € L1(R") erfullt?

Man sieht leicht, dass die Antwort NEIN ist: Zu gegebenem ¢ kann man immer ein f finden, so dass
diese Gleichung nicht stimmt. Z.B. setze man f(x) = é(—x) fiir x # 0 und f(0) = —1. Dann ist (f *

0) = [f(=y)é(y), dy = [(6(y))*>dy > 0, aber f(0) < 0. Man sieht auch leicht, dass es selbst unter
Stetigkeitsvoraussetzungen an f nicht funktionieren kann.

Es gibt aber einen Ersatz, ndmlich Familien J von Funktionen mit f * &, =0, f fur alle f € LY(R").
Diese werden im Zusammenhang mit Fourierreihen eine grofie Rolle spielen, daher zeigen wir nun, wie
man solche erhalt.
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5.2.6 Satz (Approximation der Identitit)

Seien J; fiir € > 0 integrierbare Funktionen auf R” mit den folgenden Eigenschaften:
(1) f b =1 Ve,
(2) 6. >0 Ve,

(3) Fiirjedes r > 0 gilt: [ J¢(x)dx — 0 fiir ¢ — 0.

[l >r

Dann gilt f * . — f fiir ¢ = 0, und zwar
> bzgl. der L'-Norm, falls f integrierbar ist
> punktweise, falls f stetig und beschrankt ist,

> gleichméafig, falls f gleichméfig stetig und beschrankt ist.

Eine Familie (d¢). mit diesen Eigenschaften nennt man eine Approximation der Identitdt. (Manchmal hat
man auch eine Folge (J;) mit analogen Eigenschaften fiir k — oo statt ¢ — 0 gegeben, dann spricht man
auch von einer Dirac-Folge.)

Die ersten beiden Bedingungen an J, sagen, dass f(x) ein mit J.(y) gewichteter Mittelwert der Funk-
tionswerte f(x —y) ist (vgl. die Bemerkung nach der Definition der Faltung). Die dritte Bedingung sagt,
dass sich J; fiir ¢ = 0 immer ndher am Nullpunkt konzentriert. Damit sollte die Behauptung zumindest
fiir stetiges f anschaulich klar sein.

Das ist von der Idee her nichts anderes als Lemma 4.4.11, welches fiir offene Mengen K, der Spezialfall
b = mx@ von Satz 5.2.6 ist.

Beispiel: Ist ¢ eine integrierbare Funktion auf R” mit [ ¢ =1, ¢ > 0, so bilden die ¢ definiert durch

oet0) = 5o (5)

eine Approximation der Identitit (Ubung).
Den Spezialfall mit ¢(x) = % X[-1,1] haben wir bereits nach der Definition 5.2.1 der Faltung kennengelernt.
Weitere wichtige Beispiele werden wir im Zusammenhang mit Fourierreihen und der Fouriertransforma-
tion kennenlernen.

Beweis (von Satz 5.2.6): Wir behandeln zuerst den Fall, wo f stetig und beschrankt ist, da dabei die Haupti-
dee am besten sichtbar wird. Hieraus erhalten wir die Aussage fiir Treppenfunktionen f mittels Approxima-
tion durch stetige, beschrankte Funktionen und dann fiir integrierbare Funktionen mittels Approximation
durch Treppenfunktionen.

Fall 1: f ist stetig und beschrankt. Wegen [J; =1 ist f(x) = [ f(x)d(y) dy und damit
Fx) = (f 00 /f )3 (y) dy - /fx— )oc(y) dy = / (x—y) () dy,
also [f(x) = (f #e)(x)| < [[f(x) —ee)ldy = [1f(x) - )|5s( )dy (wegen 6¢ > 0).

Warum wird das klein fur e — 0? Idee: Falls Iyl groB ist, so ist &¢(y) klem (im Mittel) nach Bedingung (3),
und falls ||y|| klein ist, so ist f(x) — f(x —y) klein wegen der Stetigkeit von f. Wir teilen also fiir ein r > 0
(wird spiter gewdhlt) das Integral in die Teile ||y|| < 7 und ||y|| > r auf und erhalten

|f(x) - (f*§€)(x)| < Ir,s + ]r,sl
e = / () = fx =) 6 (y) dy, Jre = / F(x) = Fx — )] 6:(y) dy.

lIyll<r l[yll>r
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Sei M eine obere Schranke fiir |f|. Dann ist |f(x) — f(x —y)| < 2M fiir alle x,y. Sei « > 0 gegeben (das
ersetzt das tibliche ¢, das hier schon anders verwendet wird). Wegen der Stetigkeit von f im Punkt x gibt
esein r > 0,so dass |f(x) — f(x —y)| < a fiir ||y|| < r gilt, also

I,,ggoc/égztx

(fiir beliebiges ¢). Wegen Bedingung (3) gibt es zu diesem 7 ein €g, so dass fiiralle € < g gilt [ J¢(y) dy <

llyll>r
«, also

Jre <2M / Se(y) dy < 2Ma.
lyll>r

Insgesamt erhélt man |f(x) — (f*d¢)(x)] < M+ 1)a fiir ¢ < g9. Da a« > 0 beliebig war, folgt
(f % 6¢)(x) — f(x) fir e — 0, also die punktweise Konvergenz.

Fall 1a: f ist gleichmiflig stetig und beschrankt. Dann kann r und damit ¢y unabhangig von x gewahlt
werden, also erhilt man die gleichméflige Konvergenz.
Fiir das Folgende brauchen wir noch die L!-Konvergenz im Fall, dass f stetig ist und kompakten Tréger
hat. Dann ist f gleichmidBig stetig und beschrénkt. Sei supp f C Kr_1(0) und K = Kg(0). Wir teilen
JIf = f*8| = [g|f = f* 0|+ [xe |f — f * 6| auf und zeigen, dass beide Integrale fiir ¢ — 0 gegen Null
gehen.

Wegen der gezeigten gleichmifigen Konvergenz ist supy | f — f * d¢| — 0 fiir e — 0, also folgt [i [f — f *
d¢| — 0, da K endliches Maf hat.

Fiir x € K ist f(x) = 0, also fye [f = f# 0] = fye |(f#6) (x)]dx < fie [ (o) 1 (9)0c(x — y) | dydx =
fKRfl(O) |f ()] Jxe 10e(x — )| dxdy < fKRfl(O) \f(y)ldy [ |0:(z)]dz, wobei die letzte Ungleichung daraus

[zl =1
folgt, dass ||x —y|| > 1 fiir x € K%, y € Kg_1(0) gilt. Wegen Bedingung (3) geht nun das letzte Integral fiir

¢ — 0 gegen Null, und die L!-Konvergenz ist bewiesen.
Wir wollen nun die L!-Konvergenz fiir L!-Funktionen zeigen. Dies geschieht mittels Approximation.
Erinnerung;: Fiir eine Teilmenge M C L£!(R") ist der Abschluss M die Menge der Funktionen, die sich
bzgl. der L'-Norm durch Elemente von M approxmieren lassen:

M= {f € LYR"): 3(fy) € Mmit fi = f}
wobei fi ]H—oo>f3<:> If = fllh 2 0.

Zentral ist nun folgendes:
Approximationsprinzip: Angenommen, wir wissen fiir eine Klasse M C £!(IR") von Funktionen bereits,
dass ||f — f * 6l 290 fiir alle f € M gilt. Dann gilt dies auch fiir alle Funktionen im Abschluss von
M.

Beweis (des Approximationsprinzips): Der zentrale Punkt ist die Stetigkeit der Faltung bzgl. der L!-Norm:

£+ gl < [Ifl11llgllx-

Dies folgt aus |(f *g)(x)| = | [ f(x —y)g(y) dy| < [|f(x —y)g(y)| dy = (If]*[g])(x), danach Satz 5.2.2(b)
LA Agl e = S LA dgl = J 1AL - lglh = [1fllllgll gilt

Istnun f € M und (f;) eine Folge in M mit f; e, f, so schreiben wir f — f %8 = (f — fx) + (fx —
fx *0¢) + (fx — f) * 6¢, woraus mit der Dreiecksungleichung

1 = f8elly < If = fillo + llfie = fiox Gelln + [ (fic = £)  &eln
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folgt. Zu gegebenem a > 0 wihlen wir nun k so gro8, dass ||f — fi|l1 < « ist, und dann ¢y so, dass fiir
dieses k ||fr — fr * 0el]1 < a fiir € < g ist. Der dritte Summand erfiillt ||(fi — f) *dell1 < || fx — fll1lldell1 =
Ilfk = fll1 < & (denn ||J||1 = 1 nach Bedingungen (1) und (2) im Satz), also folgt

I|f— f*dl1 <3a fiire < e,

was zu zeigen war. O

Fall 2: f ist eine Treppenfunktion. Dann gilt || f — f * &||1 — 0. Dies folgt aus dem Approximationsprinzip
und Fall 1, da jede Treppenfunktion L!-Grenzwert einer Folge stetiger Funktionen mit kompaktem Trager
ist. (Die stetigen Funktionen erhilt man durch »Glattung« der Sprungstellen: Betrachte zunéchst die charak-
teristische Funktion eines Quaders, z.B. in einer Dimension x| ). Dies ist der L'-Grenzwert der Funktionen
kx, 0<x< 1
1, 1/k<x<1-%
fr(x) = . Durch Bilden von Linearkombinationen erhélt man stetige Appro-
k(1—x), 1—E§x§1
0 sonst
ximationen beliebiger Treppenfunktionen. Details als Ubung.)

Fall 3: f € £1(R"): Da nach der Definition der Integrierbarkeit £!(IR") der Abschluss der Menge der
Treppenfunktionen ist, folgt die Behauptung aus dem Approximationsprinzip. O

Bemerkung (Verfeinerung des Satzes): Der Satz ldsst sich in mehreren Weisen leicht verbessern. Dies wird
fiir die Anwendung auf Fourier-Reihen niitzlich sein:

(A) Falls f beschrankt und in einem Punkt x stetig ist, so gilt (f * d¢)(xg) — f(xo) fiir e — 0.

(Man braucht also die Stetigkeit nur bei dem einen Punkt x.)
(B) Fiir n = 1: Falls f beschrankt und im Punkt x( die links- und rechtsseitigen Grenzwerte
R N =\ .— 1i
FU) = lim £x), f(xg) = lim f(x

existieren, und falls zusétzlich die Masse von J; gleichmaf8ig auf x > 0 und x < 0 verteilt ist, also

0 0
1
5:/5:7
/0 e 2

(f*5s)(xo)—>]w fire 0.

gilt, so gilt

(C) Der Satz gilt auch, wenn man statt Bedingung (2) die schwichere Bedingung
(2') Es gibt eine Konstante C mit [ |J¢| < C fiir alle ¢
fordert und in Bedingung (3) d¢(x) durch |d¢(x)| ersetzt. (Aus (1) und (2) folgt (2’) mit C = 1.)

Fiir (A) und (C) sehen Sie sich einfach den Beweis nochmal genauer an. Fiir (B) schreibt man am Anfang

x5 Xy
F) 108 ()

[/ £ )8 y) dy — / Foo =)0 dy] + | [ ety = [ 0 - iy

und schétzt beide Klammerausdriicke separat wie oben ab.

Wir notieren eine Folgerung, die in vielen Uberlegungen die Argumentation stark erleichtert.
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5.2.7 Korollar
CF(R"), die Menge der glatten Funktionen mit kompaktem Triger, ist dicht in £}(R").

»Dicht« bedeutet, dass sich jede £!-Funktion durch C§°-Funktionen bzgl. der L!-Norm beliebig gut appro-

ximieren ldsst, also C§° = £l

Beweis: Alle Funktionen im Folgenden sind auf R" definiert, daher lassen wir R"” in den Bezeichnungen
weg.

Wihle ein ¢ € C§® mit ¢ > 0 und [ ¢ = 1. Hierfiir wihle p wie in Lemma 4.4.2 mit U = R" und x
beliebig und setze ¢ = p/ [ p.

n X

Dann bildet die Familie (@¢)e~0 mit ¢ = e "¢(%) eine Approximation der Identitat.

Wir zeigen zunichst, dass C° in £} = {f € £! : supp f kompakt } dicht liegt. f € £! habe also
kompakten Trager. Dann ist f * . glatt nach Satz 5.2.3 und hat kompakten Trager (Ubung), fiir jedes & > 0.
Da f * ¢ =0, f bzgl. der L'-Norm gilt, folgt die Behauptung.

Das Prinzip der Integration durch Ausschopfung zeigt, dass £ dicht in £! liegt. Also folgt die Behaup-

tung aus dem folgenden Lemma. o

5.2.8 Lemma

Seien (X,d) ein metrischer Raum und A C B C X Teilmengen. Ist A dichtin B und B dicht in X,
soist A dichtin X.

Beweis: A dicht in B bedeutet A D B, und daraus folgt A > B =X.Da A bereits abgeschlossen ist, ist
A=A, also folgt A =X,dh. A istdichtin X. m]

Bemerkung: Ganz dhnlich zeigt man, dass fiir beliebiges offenes U C R" die Menge C§°(U) von glatten
Funktionen auf U mit kompaktem Tréger dicht in £!(U) liegt.

5.3 Grundbegriffe iiber Fourier-Reihen

Im Folgenden betrachten wir Funktionen f : R — C, die 27r-periodisch sind, d.h.
flx+2m) = f(x) fiiralle x € R.
Dazu bemerken wir zunéchst:
> Eine 2m-periodische Funktion ist eindeutig durch ihre Werte auf einem halb-offenen Intervall I, =

[a,a 4 271) bestimmt, wobei 4 € R beliebig ist. Ist f iiber ein I, integrierbar, so ist es iiber jedes I,
integrierbar, und es gilt fiir alle 4,b € R

/ua+2n £x) dx = /bbﬂnf(x) N

> Eine weitere Sichtweise ist folgende: 271Z ist eine Untergruppe von IR (mit + als Gruppenoperation),
daher konnen wir die Quotientengruppe

T:=R/2nZ

bilden. Per Definition sind ihre Elemente Aquivalenzklassen [x] mit x € R, wobei die Aquivalenzre-
lation durch
x=x:1<= x—x e2nzZ
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und die Addition durch [x] + [y] := [x + y] gegeben ist. 27t-periodische Funktionen f auf R entspre-
chen dann Funktionen f auf R/27Z: Zu gegebenem f setze f([x]) = f(x).

Wir sagen, eine Funktion f auf T ist stetig, falls die zugehorige 27-periodische Funktion f auf R stetig
ist.

Wir haben also die drei dquivalenten Sichtweisen:

2m-periodische Funktion auf R <+ Funktion auf T <+ Funktion auf einem I,

(Egal, welches a € R; wir werden meist 4 = —7, also I; = [—7, 71) nehmen, das ist hiibsch symmetrisch.)
Wir werden sie in der Notation nicht unterscheiden, also immer f schreiben. Wir bezeichnen die Menge der
2m-periodischen Funktionen auf R, die {iber ein Intervall I, integrierbar sind, mit L1 (T).

Es wird auch niitzlich sein, das Mafs

1
dx = —d
X 271 X
auf R bzw. T bzw. I; zu verwenden. Dann hat T bzw. I, das Mafl 1. Warum das eine Rolle spielt, sieht man

am deutlichsten in Lemma 5.3.1 unten. Also:

7T
/ fdx = 1 / f(x)dx  far f € LY(T)
T 27 -7
Der Ausdruck links ist also eine abkiirzende Schreibweise fiir den Ausdruck rechts.

Bemerkung: Der Buchstabe T steht fiir ein-dimensionaler Torus. Wir konnen uns T als Kreis vorstellen,
denn es kann mit S! ¢ C, §! = {e”‘ : x € R} identifiziert werden iiber die Abbildung T = R/27Z — st
[x] > ¢/*. Diese ist wohldefiniert, denn wegen ¢
S! abgebildet, und offensichtlich bijektiv.

= 1 werden &dquivalente Punkte auf denselben Punkt in

Warum sprechen wir dann von einem Torus und nicht von einem Kreis? Weil die hoherdimensionale Verall-
gemeinerung der hoher-dimensionale Torus ist, nicht die hoher-dimensionale Sphére: Die n-dimensionale
Version von Fourier-Reihen bezieht sich auf Funktionen f : R” — C, die in jeder Variable 27-periodisch
sind:

f(x+2me;) = f(x) firallexeR", i=1,...,n.
Diese entsprechen wiederum Funktionen auf R"/(271Z)" = T", und fiir n = 2 kann man sich das geome-
trisch als Torus vorstellen.

Bemerkung (Kompakte abelsche Gruppen, Haar-Maf): Die Gruppe (T, +) ist mit der Metrik d([x], [y]) :=
min{|x’ — | : ¥ = x,¥' = y} ein kompakter metrischer Raum, und die Addition und die Inversenbil-
dung sind stetige Abbildungen T x T — T, ([x], [y]) — [x +y] bzw. T — T, [x] — [—x]. Man nennt daher
(T, +) eine kompakte abelsche Gruppe.

Die Kompaktheit sieht man am einfachsten so: die oben angegebene Bijektion T — S ist ein Hom&omor-
phismus, und S! C C ist kompakt. (Sie ist iibrigens auch ein Gruppenisomorphismus, wenn man auf S!
die Multiplikation als Gruppenoperation verwendet.)

Die Theorie der Fourier-Reihen hat eine Verallgemeinerung auf beliebige kompakte abelsche Gruppen.
(Dieser Begriff lasst sich allgemein etwas nattirlicher definieren, wenn man als Grundbegriff den der topo-
logischen Raume statt den der metrischen Riume verwendet. Anregung: Lesen Sie nach, was ein topologi-
scher Raum ist!)

Man kann zeigen, dass auf jeder solchen Gruppe ein eindeutiges unter Translation und Inversion invari-
antes, normiertes Mafd existiert, das sogenannte Haar-Maf. Das Haar-Maf8 fiir T ist also dx = g—f[ Die
o—Algebra ist hierbei die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra, also die Borel-o-Algebra.

Beispiel: f(x) = ¢/ ist 27r-periodisch, falls k € Z. Dasselbe gilt fiir f(x) = sin(kx) oder f(x) = cos(kx).

Die Idee der Fourier-Reihen ist, zu versuchen, beliebige Funktionen f auf T als ,unendliche Linearkom-

binationen’ der ¢** zu schreiben. Dabei werden im Allgemeinen unendlich viele Summanden nétig sein,

man muss also auf Konvergenz achten.
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Wir fragen uns zunéichst: Angenommen, wir wiissten, dass f eine (endliche) Linearkombination der e/

ist, also
N .
flx) = g™
k=—N

fir ein N € IN und gewisse ¢, € C. (Funktionen dieser Form nennt man trigonometrische Polynome vom
Grad < N.) Kénnen wir dann die ¢ direkt mittels der Funktionswerte f(x) berechnen?
Dies geht mit Hilfe des folgenden Lemmas:

5.3.1 Lemma
Fur k,I € Z ist

/eikx.e—ilxdx: 0 ’k#l
T 1 ,k=1

ikx | p—ilx i(k—I)x

Beweis: Esiste =e

> Fur k # [ gilt:

7T
/ bl Drgy - L /n px) g — L1 ien|
T 2 J_, 2k —1 .
o> Fir k =1 gilt:
, 1 [T . 1 [T
/ e =¥ gy — —/ e 0dxy = — / ldx=1
T 21w J_ 4 21w J_ 4 O

Ist nun f(x) = SN cke’™, so rechnen wir fiir beliebiges ko € {—N, ..., N}:

N N
/ Fx)e 0% gy — / S gelte oty = 3 ¢ / e 0% gy — ¢,
T Ty=—_N k=N T
=0 Vk#ko
=1 k=ko
also
Cky = / f(x)e *o* dx
T
Wir haben bewiesen:
5.3.2 Lemma N
Ist f ein trigonometrisches Polynom, f(x) = > ce*, so gilt
k=—N
G = / f(x)e > dx
T
fiir jedes k.
Man definiert daher:

5.3.3 Definition
Sei f € L}(T). Der k-te Fourier-Koeffizient (k € Z) von f ist

£(k) ::/Tf(x)e_ik"dx
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Ausfiihrlich: f(k) = = o [T f(x)e *dx.
Wir wissen also, dass fiir trlgonometrische Polynome gilt:

N ~ .
_ Z f(k)ezkx
k=—N

Die Hauptfrage ist nun, ob fiir allgemeines f € L!(T) die analoge Gleichheit gilt, wobei rechts die unendli-
che Summe von —oo bis co steht. Wir werden sehen, dass dies unter gewissen zusétzlichen Voraussetzungen
an f stimmt. Im Allgemeinen ist es aber nicht richtig. Man verwendet daher folgende Schreibweise.

Schreibweise: Fiir f € L'(T) schreibe

x)~ Y fk)e™

k=—o0
Die rechte Seite nennt man die Fourier-Reihe von f. Bisher wissen wir noch nichts tiber diese Reihe. Sie

konnte zum Beispiel fiir jedes x oder fiir einige x divergieren.
Es gibt noch eine andere Darstellungsform fiir die Fourier-Reihe, zu der man gelangt, wenn man die be-
ikx

kannte Eulersche Identitit ¢"* = cos(kx) +i - sin(kx) verwendet:

flx )N*+Zakcos (kx) + Zbksm (kx)

k=1 k=1

wobei sich fiir die ay, by ergibt:

ay = i/if(x)cos(kx)dx und by = ;/Zf(x)sin(kx) dx

Dies ist die reelle Form der Fourier-Reihen: ist f reell-wertig, so sind alle a; und by, reelle Zahlen.

5.4 Fourier-Reihen: Der Dirichlet-Kern

Frage: Wann gilt f(x) =Y ;2 j?(k)eikx ? Genauer gesagt: Sei f € L!(T). Wir bezeichnen die (symmetri-
schen) Partialsummen der Reihe:

(Snf)(x Zf k)ekx, (N eN).

Unter welchen Bedingungen an f gilt Sy f i> f 2 Und in welchem Sinn gilt diese Konvergenz (in L?,
gleichmifiig, punktweise, evtl. punktweise nur fiir einige Werte x)?

Vorsicht: Es gibt stetige Funktionen, deren Fourier-Reihe nicht fiir alle x konvergiert. Beispiele sind aber

etwas kompliziert hinzuschreiben. Jedenfalls bedeutet dies, dass wir genau argumentieren miissen!

Bevor wir diese Fragen beantworten konnen, brauchen wir noch einige Hilfsmittel.

Zundchst stellt man fest, dass man Sy f noch etwas anders darstellen kann:

(55f)x Z Fikyet = Z /f Je o dy
N

= /qr ( 2 e”“’f‘”) fy)dy = /1r D (x = y)f(y)dy

k=—N

=:Dn(x—y)
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Die letzte Form sieht der schon bekannten Faltung sehr dhnlich, allerdings integrieren wir hier tiber T
statt tiber IR.. Man bezeichnet Dy als den Dirichlet-Kern N-ter Ordnung:

N
Dn(x) = Z efkx
k=—N
Wegen der Rechnung oben fiihrt man fiir Funktionen aus L'(T) einen modifizierten Faltungsbegriff ein:

5.4.1 Definition
Fiir f,¢ € L!(T) sei die Faltung f * ¢ von f und g gegeben durch

(f 8)(x) 1= /1r fx—y)g(y)dy

Konkret: (f x8)(x) = gz [" f(x —y)g(y) dy.
Als kleine Ubung sollten Sie nachpriifen, dass f * ¢ wieder 27t-periodisch ist, wenn f und g es sind, und

dass die Faltung auf T analoge Eigenschaften wie die Faltung im R" hat, z.B.

frg=8xf

Bemerkung: Die eben definierte Faltung ist die Faltung fiir die abelsche Gruppe T, beziiglich des normier-
ten Maf8es dx = g—; Vergleiche die Bemerkung am Ende des Abschnitts mit der Definition der Faltung.

Der Satz 5.2.6 tiber die Approximation der Identitit sieht jetzt so aus:

5.4.2 Lemma (Approximation der Identitit auf T)

Zu e > 0 sei &, € L'(T) gegeben mit
(1) [Jpdedx =1

(2) 6:20

e—0

(3) Vr>0:/ e —= 0

r<|x|<m
Es gilt dann: f = J; =0, f fir alle f € LY(T),
> beziiglich der L!-Norm (ohne weitere Bedingung),
> beziiglich der || - ||-Norm (£ gleichmafig), falls f € CO(T) ist

Falls f € L!(T) und die links- und rechtsseitigen Grenzwerte f(x, ), f(xg ) fiir ein xo € T existieren
und falls 6, (—x) = J¢(x) fiir alle x, ¢ gilt, so gilt

Xt Xy
e 2 £ )

Beweis: Der Beweis lauft genauso wie der zu Satz 5.2.6. Weil T kompakt ist, folgt aus der Stetigkeit einer
Funktion bereits die gleichméafige Stetigkeit und damit die gleichméfiige Konvergenz im zweiten Fall. Die
letzte Behauptung folgt wie in der Verfeinerung (B) des Satzes, siehe die Bemerkung nach dem Ende seines

Beweises. o

Statt einer Familie §; und ¢ — 0 kann nattirlich auch eine Folge 65y und N — o (sogenannte Dirac-Folge)
betrachtet werden.
Wir hatten oben gesehen, dass

SNf:f*DN
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wobei Dy der Dirichlet-Kern ist. Da wir untersuchen wollen, ob Syf — f fir N — oo gilt, wollen wir
nachpriifen, ob die Dy (an Stelle der é;) die Bedingungen des Lemmas erfiillen.

5.4.3 Lemma N
Sei N € INy. Dann gilt fiir den Dirichlet-Kern Dy(x) = Y etk
k=—N

(a) /TDNdx: 1
(b)

sin(N + $)x
Dy(x) = sin Jx

2N +1 ,x=0 mod 27

/eikxdx: 0 ,k#0
T 1 ,k=0

Durch Summation {iiber k folgt die Behauptung.

,x#0 mod 27

Beweis: (a) Nach Lemma 5.3.1 ist

(b) Es gilt
DN(X) — Z olkx — Z (ezx)k
k=—N k=—N
Dies ist offenbar eine geometrische Summe. Der Ubersicht halber schreiben wir t = ¢™* und * = ¢/
fira € R: -
N N 2N N |
Z(eix)k:Ztk:t*N.Ztk: t E—— ,t7é1<:>x;7é0
k=—N k=—N k=0 2N +1 ,t=1&x=0

Der im Fall t # 1 entstehende Bruch wird nun weiter umgeformt:
PNH1 _ 1 N+L_ =N N+E —(N+3)

—N _
t t—1 F—1

1 1
12 — 72
Mit der Eulerschen Identitdt zur komplexen Exponentialfunktion folgt aufserdem:
11 g1 —il .1
t2 —t 2 =2 —e 2% :2zsm§x
Ersetzt man hier %x durch (N + %)x, so folgt

1 _ 1 .. 1
Ntz (N+g) = 2isin(N + E)x

Damit folgt also insgesamt im Fall x # 0:

1 1
Nt2 - (NF2) 2isin(N 4 §)x  sin(N + §)x

_1 i sin L - inl
32 2isin 5x sin 5x O

Nj—

t

Zwischenresultat: Wir sehen, dass die Folge Dy die Bedingung (1) in Lemma 5.4.2 (Normiertheit) er-
fullt. Offenbar erfiillt sie nicht (2) (Positivitdt), aber wir konnten fragen, ob sie die schwichere Version
(2") (siehe die Verfeinerung (C) von Satz 5.2.6 in der Bemerkung nach dessen Beweis) erfiillt, ob also

7T
die Folge | |Dn(x)|dx beschrinkt ist. Das ist nicht Fall, und auch die modifizierte Bedingung (3), also
-7t
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Vr>0: [ |Dy| %, 0 fiir N — oo ist nicht erfillt. (Diese Dinge nachzupriifen ist eine nette Ubungsauf-
r<|x|<m

gabe. Hinweis: Der Nenner ist sin x < 1x fiir x > 0, und der Betrag des Zahlers ist gleich 1 bei allen x mit
(N+}xenz+1z)

(Dy) ist also keine Dirac-Folge, und in der Tat stimmt ja (wie oben erwihnt) die Konklusion des
Lemmas auch nicht.

5.5 Konvergenz von Fourier-Reihen: Der Satz von Fejér

Bisher haben wir kein positives Resultat fiir die Konvergenz einer Fourier-Reihe. Wie kommen wir weiter?
Es gibt zwei Auswege:

(1) Starkere Bedingungen an f
(2) Schwichere Konvergenzbegriffe

Wir werden in diesem und dem nachsten Kapitel den zweiten Weg gehen. Daraus lassen sich dann Resultate
zu (1) herleiten.
Die Hauptidee ist, dass Mittelwertbildung die Konvergenzeigenschaften einer Folge verbessert:
5.5.1 Definition

Sei (sn)nenN, eine Folge in C. Die Folge (07,07, ... ) definiert durch

1 n—1
On = — Z Sk
k=0
heifit die Folge der Césaro-Mittel von (s;).

Aus der Analysis 1 wissen wir:

n—oo n—o0
Sy — S - oy — S,

aber nicht umgekehrt; z.B. gilt fiir s, = (—1)": 0y 7% 0, aber nicht s, == 0.
Wir wenden dies fiir die Folge sy = Sy f an, wobei f € L!(T), und schreiben

L N1
oNf =y > Sif
k=0

5.5.2 Satz (von Fejér)
@ fELNT) = onf~"" fbzgl ||
(@ fellT) = onf Noeo, fbzgl. || - |l (also gleichm&Rig)

(3) Falls f € L'(T) und die Grenzwerte f(x,) und f(x;) fiir ein x € T existieren, so gilt:

— +
(0w xo) 22 L) H 1 8)

Fiir die Sprachinteressierten: Fejér war Ungar, nicht Franzose. Im Ungarischen liegt die Betonung immer
auf der ersten Silbe; der Akzent auf dem e bedeutet keine Betonung, sondern die Aussprache als breites e.
Der Name wird also vorne betont und in etwa wie ,Fédjeer’ ausgesprochen.

Dirichlet war iibrigens auch nicht Franzose, sondern Deutscher. Aber er war belgischer Abstammung,
daher wird sein Name franzosisch ausgesprochen, also hinten betont, und das t ist stumm.
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Als Vorbereitung zum Beweis schreiben wir oy f als Faltung: Aus Sy f = Dy * f folgt
1 N-1 1 N-1 1 N-1
UNf:NZSkf:NZDk*f: (NZDk> * f
k=0 k=0 k=0
also
1 N-1
onf =Fy*f mit Fy := N kZ:ODk.

Man nennt Fy den Fejér-Kern N-ter Ordnung.
Analog zu Lemma 5.4.3 untersuchen wir nun die Eigenschaften des Fejér-Kerns:

5.5.3 Lemma
Sei N € INy. Dann gilt fiir den Fejér-Kern:

(a) /TFNdx =1l

(b)
1 /sin gx>
— ,x %0 mod 27
Fy(x)=<( N <sin%x #
N ,x=0 mod2m

Beweis: (a) Dies folgt direkt aus fT Dy dx =1 fur alle k.

(b) Fur x = 0 folgt dies leicht aus Dy(x) = 2k + 1 fiir x = 0. Sei nun x # 0. Wegen Dy (x) = M
sin 73(
N-1 ,
berechnen wir zunéchst die Summe Y sin(k + %)x Wir schreiben wieder ¢ = ¢'*, dann ist sin(k +
k=0
1 1
Dx = %(t“f —+7¥72). Nun ist
N-1 N-1 N _ N _
Zt“%:t% tk:t%tt 11: f 11.
k=0 k=0 B t2 —t 2
N-1 _r_1 ~N_4
Ersetzt man t durch ¢!, folgt > t = L= und damit
k=0 t 22
N-1 N-1 N N
1 1 1 1y 1NN 1 (12—t 2)?
B (e e
k=0 2 2 k=0 2i 12 — 72 (21) sin 5x
N _N N-1
Schliefilich liefert % =sin Yxund Fy(x) = & sinl% . kzo sin(k + 1)x die angegebene Formel. O

Beweis (Beweis von Satz 5.5.2): Wir priifen nach, dass die Folge (Fy) eine Dirac-Folge ist, also die Bedin-
gungen in Lemma 5.4.2 an eine Approximation der Identitat erfiillt.

(1) Dies folgt direkt aus Fy = % Z,{V:})l Dy und fT Dy dx =1 fiir jedes k.
(2) Offensichtlich ist Fyy > 0.

(3) Um Fy nach oben abzuschétzen, miissen wir den Nenner sin 5 nach unten abschétzen. Weil der Sinus
auf dem Intervall [0, 7t/2] konvex ist, liegt sein Graph oberhalb der Strecke durch die Punkte (0,0)

und (7r/2,1). Diese Strecke ist der Graph der Funktion y nL/z Also gilt
y

— firy e [0,71/2].

siny > %/2
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Setzt man x = %, folgt sin¥ > % fiir x € [0,71]. Wegen Symmetrie ist dann |sin §| > % fur x €
[—7, 7).

Sei nun r > 0. Dann folgt firr r < |x| < 7

Fo(r) = (sin§x>2< 1 ( 1 >2<
N N \sinix/ = N\sinix/ ~

wobei C = 7:—22 Daraus folgt schliefslich:

/ FN(x)dxg/ deg%l\’im
r<|x|<m r<|x|<m N N

Damit folgt der Satz aus Lemma 5.4.2, wobei fiir die letzte Aussage noch Fy(x) = Fy(—x) verwendet wird.O

zl0

Wir kénnen nun eine Folgerung iiber die Konvergenz der Fourier-Reihe selbst (anstatt ihrer Césaro-Mittel)
ziehen:

5.5.4 Korollar
Sei f € LY(T) und xo € T. Falls die Fourier-Reihe von f bei xy konvergiert und f(x; ), f(x§)
existieren, so folgt:
o — +
o iy SO+ FG7)
> Fge :

k=—o00

Per Definition bedeutet die Konvergenz der Fourier-Reihe bei xg, dass die Folge ((Sn f)(x0))n konvergiert,
und dann sei S50 f(k)e**0 deren Grenzwert.

Beweis: Nach Voraussetzung existiert ein s € C mit (Syf)(xo) N2, 5. Dann giltauch (onf)(x0) Noe s,
s L fg)Hf(x]) ) +f(xg)
Andererseits ist der Grenzwert von (on f)(xp) gleich ——~—20= nach Satz 5.5.2, also folgt s = —0F—0=

O

Bemerkung: Analoges gilt nattirlich fiir die Sinus/Cosinus-Darstellung, da es sich nur um eine andere
Darstellungsform handelt.

Beispiel: Sei f(x) = |x| auf [—m, m]. f ist stetig, und wegen f(71) = f(—m) kann es als stetige 271-
periodische Funktion auf R fortgesetzt werden, ist also stetig auf T. Da f gerade ist, fallen in der Sinus/Cosinus-
Darstellung von Sy f die Sinus-Terme weg. Fiir k # 0 ist

1 [T 2 [T 2x . T2 [T 21 ¢
ay = — [ﬂ |x| cos(kx) dx = ;/0 x cos(kx) dx = % sin(kx) i _E/o Esm(kx)dx =z [1—(=1)"]
—_—
=0
Fiir k = 0 berechnet man leicht gy = 77. Man erkennt, dass fiir gerades k # 0 der Wert von a; = 0 ist. und
fur alle ungeraden k gilt: a5 = —%k%. Damit ergibt sich:
T 4 cos(3x) = cos(5x) 4 =, cos((2k +1)x)
f~3 n<cosx+ 2 e )73 n% (2k+1)2
Da diese Reihe fiir alle x konvergiert und f stetig ist, gilt hier sogar die Gleichheit, d.h.
L 4 . cos((2k +1)x)
Vx e [-mm: x| = f(x) = 5 ;gw

Als interessantes >Nebenprodukt < ergibt sich, wenn man x = 0 setzt:

[e0] (o]

2

T 4 1 1 T
Z_EN - 1 -
2 n;(2k+1)2' amse %(2“1)2 8
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Daraus lasst sich recht leicht die beriihmte (aber hochst nicht-offensichtliche) Formel
=1 2
¥ 4-Z

herleiten (Ubung).

Beispiel: Sei f(x) = signx auf (—7, 7). Eine kurze Rechnung ergibt

o — - %% falls k ungerade
0 falls k gerade

Da die Koeffizienten nur wie % gegen Null gehen, ist nicht klar, ob die Fourier-Reihe konvergiert. Mit
Hilfe des sogenannten Dirichlet-Kriteriums fiir Reihen (das das Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen
verallgemeinert), kann man allerdings zeigen, dass sie fiir jedes x konvergiert. Indem man die Terme fiir k
und —k zusammenfasst (oder von Anfang an die Sinus/Cosinus-Reihe) berechnet), erhdlt man

sin3x sinbx
+ + ...

. 4 (.
signx = p (smx—i— 3

5
fir x € (—m, 7). Fiir x = T erhalt man die Leibniz-Reihe: 1 — % + % — -+ = T. (Dies ldsst sich auch mittels
der Taylor-Reihe des Arkus-Tangens zeigen.)

Zusammenfassung: Wir haben gesehen, dass die Césaro-Mittel oy f der Fourier-Reihe von f gegen f kon-
vergieren (in L! oder gleichmafig oder an einem xy, je nach Voraussetzungen an f). Eigentlich hétten wir
aber gerne, dass die Partialsummen Sy f gegen f konvergieren. Korollar 5.5.4 sagt, dass dies der Fall ist,
falls wir schon wissen, dass die Fourier-Reihe konvergiert (und f stetig ist), und die Beispiele zeigen, dass
man damit interessante Identitdten bekommen kann.

Damit ergibt sich die Frage: Wie kann man an der Funktion f ablesen, ob ihre Fourier-Reihe konvergiert?

Wann konvergiert die Fourier-Reihe?

Hierzu gibt es verschiedene Herangehensweisen.

Erster Zugang: Abschitzen der Fourier-Koeffizienten

Erste Idee: Partielle Integration in der Formel f = [T o f(x e~ ¥ dx: Aus (e7**) = —ike'** erhalten
wir zunidchst
. 1 .
—ikx _ _ = (,—ikxy\/
— )
Der wesentliche Punkt ist, dass man so einen Faktor % gewinnt. Wir rechnen nun
1
2 ﬂkx dx = ﬂkx _ - ﬂkx / ﬂkx d
7 = [ petar = [ = |f F()e ™ ax

Nattirlich geht das nur, wenn man annimmt, dass f stetig differenzierbar auf [—7'[, mt] ist. In diesem Fall
erhalt man also wegen |e =¥ = 1

(k)] <

fiir eine Konstante C (genauer, aber unwichtig: C = max{maxy |f(x)|, maxy |f'(x)|}). Leider reicht das nicht,

=0

um zu folgern, dass die Fourier-Reihe konvergiert. Wir kénnen die Abschitzung jedoch unter weiteren
Annahmen an f verbessern.
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Wir nehmen nun an, dass f stetig auf T ist, dass also f(7r) = f(—m) gilt. (Das Beispiel signx zeigt,
T

dass sich die Abschitzung ohne Stetigkeit nicht verbessern lisst.) Dann ist f(x)e~**| =0, also zeigt die

-7t
Rechnung oben

o~

Fo = 27 (k)

Wir brauchen nun also Informationen tiber ]?/(k) Eine Idee: Ist f' wiederum auf [—7t, 77] stetig differenzier-
bar, so ist (k)| < &, also |f(k)| < %

Zweite Idee: Die Ungleichung vom geometrischen und arithmetischen Mittel. Diese ergibt
1+ 1/1 -
iV < 2 [ = (k) |2
HICIE I CRCT
Das ist deswegen interessant, weil wir im nédchsten Kapitel zeigen werden, dass fiir beschrankte Funktionen

gauf T gilt, dass 3, |g(k)|? < oo (Parsevalsche Gleichung, Satz 5.6.7). Wir konnen dies auf ¢ = f’ anwenden

und erhalten insgesamt

STIF)] < oo
k

In diesen Uberlegungen war 7t eine mogliche Sprungstelle fiir f bzw. (bei Stetigkeit von f) von f’. Sie
bleiben korrekt, wenn man mehrere solche Sprungstellen erlaubt, dann macht man die partielle Integration
auf jedem der Teilintervalle. Wir fassen die Ergebnisse zusammen.

5.5.5 Satz (Abschidtzungen fiir Fourier-Koeffizienten)

Die Funktion f auf T sei stiickweise stetig, d.h.: Wir konnen T = I; U - - - U I;; schreiben, wobei jedes
I, ein abgeschlossenes Intervall ist und der Endpunkt jedes Intervalls gleich dem Anfangspunkt des
ndchsten ist (wobei auch I auf I, folge), und so dass f auf jedem I; stetig ist.

(1) Falls f auf jedem I; stetig differenzierbar ist, so gilt

HOESS

(2) Falls f zusétzlich auf T stetig ist, so gilt
D Ifl)] < oo
k
also konvergiert die Fourier-Reihe gleichméaflig gegen f.
(3) Falls f auf T stetig und auf jedem I; zweimal stetig differenzierbar ist, gilt
5 C
7001 < 3

(Die Abschidtzungen sind so zu lesen: Es gibt ein C, so dass fiir alle k gilt:...)

Ein Beispiel fiir (3) ist die Funktion f(x) = |x| im Beispiel oben.

Zweiter Zugang: Verwenden des Dirichlet-Kerns

Durch geschicktes Verwenden des Dirichlet-Kerns kann man die Konvergenz der Fourier-Reihe unter
schwiéchere Voraussetzungen an f beweisen:
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5.5.6 Satz (Satz von Dirichlet)

Sei f € LY(T) und xy € T. Angenommen, die links- und rechtsseitigen Grenzwerte f(x; ), f(x§)
und die links- und rechtsseitigen Ableitungen bei x(, also die Grenzwerte

f/(x()_) = _lim M f/(x(—)i_) = lim M

7

X—x9— X — X x—xg+ X — X

7

existieren. Dann konvergiert Sy f (xo) gegen f(xp).

Zum Beweis siehe z.B. das Analysis I Buch von Konigsberger, Kap. 16.3.

5.6 Fourier-Reihen und Orthogonalitit

Fourier-Reihen kann man auch auf sehr geometrische Weise verstehen: Betrachtet man Funktionen als Vek-
toren in einem Vektorraum und wendet auf sie einige elementare geometrische Uberlegungen an, bekommt
man ein neues Verstandnis fiir Fourier-Reihen und einen neuen Beweis fiir deren Konvergenz — diesmal mit
einer etwas anderen Bedingung an f und mit einer etwas anderen Art der Konvergenz, namlich im Sinne
der Konvergenz im quadratischen Mittel.

Orthogonalprojektion

Wir fangen mit einigen elementaren geometrischen Uberlegungen an.

5.6.1 Lemma (Orthogonalprojektion)

Sei (V,(:,-)) ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt und W C V ein endlich-dimensionaler Un-
tervektorraum. Sei v € V.

(1) Es gibt eine eindeutige Zerlegung
v=wt+umitweW, ulW
w heifit orthogonale Projektion von v auf W.
(2) w ist die eindeutige Bestapproximation fiir v in W, d.h.
lo—w| < |lo—d| fiirallew € W

mit Gleichheit genau dann, wenn w’ = w.

(3) Ist (eq,...,en) eine Orthonormalbasis von W, so gilt
M
w = Z(v, ej)e;
j=1

(4) Bs gilt [|w|| < |vf].

Am besten machen Sie sich eine Skizze mit V = R? und W eine Gerade und v ¢ W, dann sollte das relativ
klar sein. Die Formel in (3) ist dann w = (v, ¢;)e;. Stellen Sie sich auch den Fall V = IR?, W = eine Ebene
vor. Die Aussage des Satzes gilt aber allgemein, auch wenn dim V = o0 und wenn V ein Vektorraum iiber
C ist.

Beweis: Zunéchst iiberlegen wir: Falls wir eine solche Zerlegung v = w + u schon hitten und eine Basis
(ej) von W, welche Koeffizienten miisste dann w bzgl. dieser Basis haben?
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Wir schreiben w = Z]Ai1 aje;. Fixiere ein jo. Wir kénnen a;, aus w bestimmen, indem wir das Skalarpro-

0
dukt dieser Gleichung mit ¢j, nehmen:

M
(w,ejp) =D wjle ep) = a,
=1

weil die e; orthonormal sind. Addieren wir (u, ej,) =0 (wegen u L W und ¢;, € W), folgt (v, ¢j,) = a;,.
Dies zeigt, dass die Koeffizienten a; von w und damit w (und daher auch von u) eindeutig durch v
bestimmt sind. Es zeigt auch die Existenz, denn definieren wir einfach

M

w = Z(v,ej>ej, Uu=v—w,

i=1
so gilt offenbar w € W, und auch (u,¢;) = (v,¢;) — (w,¢;) = (v, ¢j) — (v, ¢j) = 0 fiir alle j, also u | W. Damit
sind (1) und (3) bewiesen.
Fiir (2) (machen Sie sich eine Skizze!) schreibe w’ = w + @, dannistv —w' = v—w —® = u — @, und
aus u L @ (wegenu L W, @ € W) folgt mit Pythagoras
2 2 ~112
lo —w'[| = flu]l* + |||
also ||[v — w| = ||u]| < ||lv — @'|| mit Gleichheit genau fiir @ = 0, d.h. w’ = w.
(3) folgt wieder mit Pythagoras aus ||v||> = ||w||? + ||u||*. ]
Bemerkung: V darf hier unendliche Dimension haben. Die Aussage gilt auch fiir unendlich-dimensionales
W, wenn V bzgl. der durch das Skalarprodukt definierten Norm vollstindig ist (man nennt es dann einen
Hilbertraum) und wenn W ein abgeschlossener Unterrraum ist. Man argumentiert dann anders: Man
zeigt die Existenz von w ohne Verwendung einer Orthonormalbasis (mittels der Parallelogramm-Identitit),

und verwendet dies dann zum Beweis, dass jeder Hilbertraum eine ON-Basis besitzt. Dies wird in der
Funktionalanalysis-Vorlesung behandelt.

Dies hat dann viele Anwendungen, unter anderem kann man damit zeigen, dass gewisse partielle Dif-
ferentialgleichungen losbar sind. Die Bestapproximation hat auch sehr konkrete Anwendungen in der
Optimierung (dies sind oft sehr praktische Anwendungen).

Der Raum L2(X, 1)

Wir wollen dies nun auf den Raum der Funktionen auf T anwenden. Damit das funktioniert, miissen wir
annehmen, dass diese quadratintegrierbar sind. Genauer:

5.6.2 Definition
Sei (X, A, u) ein Mairaum. Der Raum der bzgl. 4 quadratintegrierbaren Funktionen auf X ist

L3(X,p) = {f:X — C: f messbar, /|f|2dy<oo}
X

Das (L?)-Skalarprodukt zweier Funktionen f,¢ € £?(X, u) ist definiert als

f,g) = / F()g() dx
X

Il = /(5.0 = | [ 1Fe s
X

und die L2-Norm als
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Hierbei ist ¢(x) das komplex Konjugierte von g(x).
Wir werden gleich nachpriifen, dass das Integral in der Definition von (f, g) tiberhaupt existiert.
Ahnlich wie die L'-Halbnorm ist auch || - || eine Halbnorm (wie wir gleich sehen werden). Es ist meist
bequemer, mit Normen statt mit Halbnormen zu hantieren, daher definieren wir dhnlich wie frither (Defi-
nition 1.4.9):

5.6.3 Definition
Zwei Funktionen f,¢ € £?(X, ) heiflen dquivalent, wenn sie fast {iberall gleich sind. Die Menge
der Aquivalenzklassen wird mit L?(X, ) bezeichnet.

Wenn p aus dem Kontext klar ist, schreibt man auch einfach L?(X). Da es in der Praxis umstindlich wire,
immer von Aquivalenzklassen zu reden, denkt man sich Elemente von L?(X) (wie schon bei L'(X)) als
»Funktionen, die nur fast iiberall definiert sind« und schreibt auch etwas ungenau f € L?(X) fiir Funktionen

f.
Bemerkung: Manche Operationen und Begriffe muss man allerdings mit Vorsicht behandeln. Z.B. ist

der Wert einer L!- oder L?-Funktion an einem Punkt nicht definiert (denn man kénnte sie ja an diesem
Punkt dndern, ohne ihre Aquivalenzklasse zu dndern). Wohl aber ist [ f fiir messbare Teilmengen B C X
B

definiert. f- g und f + g sind fast iiberall definiert, wenn f und g es sind.

Man sagt, ein Element f € L'(X) (oder f € L2(X)) ist stetig, wenn es einen stetigen Reprasentanten
hat (d.h. auf einer Nullmenge so abgedndert werden kann, dass es stetig wird). Ein anderer undefinierter
Begriff ist das Supremum sup f. Ein sinnvoller Ersatz ist

esssup f := inf{sup g : g = f fast iiberall},

das wesentliche Supremum essential supremum von f. Fiir stetige Funktionen auf offenen Mengen stimmt
dies mit dem tiblichen Supremum iiberein.

5.6.4 Satz
Sei (X, A, u) ein MaSraum.

(1) L?(X) ist ein (komplexer) Vektorraum.
(2) (-,-) definiert ein hermitesches Skalarprodukt auf L2(X).
(3) Es gilt die Cauchy-Schwarz Ungleichung;: Fiir f,g € L?(X) ist
(£,8) < lIfllz- lIgll2
(4) |- |l ist eine Norm auf L?(X), insbesondere gilt fiir f, g € L?(X):
1f+8&lz2 < lIfll2+ ligll2

(5) Der normierte Raum (L?(X), || - ||2) ist vollstandig, das heifit jede Cauchy-Folge konvergiert.

Beweis:

(1) Wir zeigen zunéchst, dass £2(X) ein Vektorraum ist. Da £?(X) eine Teilmenge des Vektorraums aller
Funktionen X — C ist, brauchen wir nur zu zeigen, dass mit f,¢ € £2(X) und ¢ € C auch cf und
f+g in £23(X) liegen. Mit f,g sind auch cf und f + g messbar, daher ist nur die Endlichkeit des
L?-Integrals zu zeigen. Fiir cf ist das offensichtlich. Fiir f + g verwende, dass fiir Zahlen a,b € C gilt

la+b|*> < 2(|a|® 4 |b|*) (Beweis: Ubung).
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Also
/ () +g(x)Pdx < / 2(1F ()P + |g(x)[2) dx = 2|13 +2]g] < co.
X

Schlielich ist L2(X) = £2(X)/N, wobei N der Untervektorraum der Nullfunktionen auf X ist, also
ist auch L?(X) ein Vektorraum.

(2) Zunéchst ist zu zeigen, dass [ fg fiir f,g € £L%(X) existiert. Da mit f und g auch fg messbar ist, ist
X

nur [ |fg] < oo zu zeigen, und dies folgt aus der fiir alle komplexen Zahlen 4, b giiltigen Ungleichung
X

|ab| <

2 2
M (Beweis: Ubung).

Weiterhin dndert sich [ fg nicht, wenn man f und g auf einer Nullmenge abéndert, also ist (f,g)
X
auch fiir f,¢ € L?(X) wohldefiniert.

Es bleiben die Eigenschaften eines Skalarprodukts nachzupriifen: Die Abbildung f,¢ +— (f,g) ist

> linear bzgl. des ersten Arguments: (fi + f2,8) = (f1,8) + (f2.8), (cf, &) =c(f.8)
> antilinear bzgl. des zweiten Arguments: (f,g1 + $2) = (f,81) + (f, &), (f,cg) =7¢(f. &)

> hermitesch: (f,¢) = (g, f)
> positiv definit: (f, f) > 0 Vf, und aus Gleichheit folgt f = 0.

Diese Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition. Bei der Definitheit verwendet man, dass
aus [ |f|*> =0 folgt, dass |f|> = 0 fast iiberall gilt.
X

(3) und (4) Dies sind allgemeine Eigenschaften von Skalarprodukten.

(5) Siehe z.B. Konigsberger II, 8.1 fiir die analoge Aussage fiir L. Der Beweis fiir L? lauft ahnlich. (Diese
Aussage ist auch als Satz von Riesz-Fischer bekannt. Wir werden sie hier nicht verwenden.) O

Bemerkung: Wir konnen uns also quadratintegrierbare Funktionen als Vektoren in einem riesigen (unendlich-
dimensionalen) Raum vorstellen, fiir die Begriffe wie Orthogonalitdt und Lange definiert sind. Dabei sagt
man nattirlich

f.g€ L%(X) sind orthogonal :< (f,¢) =0, dh. /fg =0.
X

Die Situation ist dhnlich wie beim Beweis der Existenz von Losungen von Differentialgleichungen mittels
des Fixpunktsatzes. Dort hatten wir Funktionen als Punkte in einem riesigen metrischen Raum betrachtet.
Dies war der normierte Vektorraum der stetigen beschréankten Funktionen, mit der Supremumsnorm.

Beachten Sie, dass selbst fiir Funktionen, die sowohl stetig und beschrankt als auch quadratintegrierbar
sind, die Konvergenzbegriffe bzgl. der Supremumsnorm und bzgl. der L>-Norm verschieden sind. D.h.,
es gibt Folgen f;, die gleichmaBig gegen ein f konvergieren, aber nicht in L?(X) (jedenfalls wenn X
unendliches Ma8 hat), und umgekehrt. Der Konvergenzbegriff in L'(X) ist wieder ein anderer.

Verschiedene Probleme lassen sich mit verschiedenen Konvergenzbegriffen am besten behandeln. Fiir
Fourier-Reihen ist L? am besten!
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Fourier-Reihen von L2-Funktionen
Wir wenden nun Lemma 5.6.1 auf den Vektorraum V = L?(T, dx) mit dem L?-Skalarprodukt an. Dazu
definieren wir die Vektoren ¢, € L?(T) durch

ee(x) =™ fiirke Z.

Dann ist e (x) = e~ %, also

o~

{f,ex) = f(K)
. L . . . 1 furj=k
(siehe Definition 5.3.3). Nach Lemma 5.3.1 bilden die ¢ ein Orthonormalsystem, d.h. <e]-, er) = 0 fur s v
ur j

N
und aus Lemma 5.6.1 (1) und (3) folgt fiir die Partialsumme Sy f = > f(k)e:
k=—N

5.6.5 Lemma

Fir N € Ny sei Ty C L*(T) der von e_y,e_n41,---,en aufgespannte Unterraum, also der Raum
der trigonometrischen Polynome vom Grad hochstens N.
Dann ist Sy f die Orthogonalprojektion von f auf Ty.

Also ist Sy f die bestmogliche Approximation an f unter allen Funktionen in 7y. Um zu zeigen, dass diese
fiir N — oo gegen f konvergiert, werden wir zunéchst f durch eine stetige Funktion approximieren, daher
brauchen wir:

5.6.6 Lemma
(1) Jede beschréankte, messbare Funktion f auf T ist in L?(T). Genauer gilt

Ifll2 < sup |f]
Insbesondere ist C°(T) c L2(T).

(2) CO(T) ist eine dichte Teilmenge von L?(T).
Beweis: (1) Ist f messbar und beschrankt, so gilt

AP = [ 1FPax < (suplf1)? [ dx = (sup £
Der wesentliche Punkt hierbei ist, dass T endliches Maf hat. (Beachte: Die analoge Aussage gilt nicht
fur L?(R).)
Aufierdem ist T kompakt, also ist jede stetige Funktion auf T beschrédnkt. Stetige Funktionen sind
immer messbar. Also folgt C°(T) C L?(T).

(2) Wir wissen, dass C°(T) dicht in L!(T) ist, sieche z.B. den Beweis des L!-Falls von Satz 5.2.6 (iibertragen
auf T). Sei f € L?(T). Wir nehmen zunéchst f > 0 an. Sei e > 0. Dann ist f2 € L!(T), also gibt es ein
h € CO(T) mit [ |f*—h| <e. Setze f = \/]h]. Aus |a — b|*> < |a? — b?| fiir a,b > 0 (Ubung!) folgt
f=fR<If=Pl=1 =l <|f?~nl,
und durch Integrieren folgt || f — f||3 < e.

Ein beliebiges f kann in Real- und Imaginérteil und diese in positiven und negativen Teil zerlegt und
alle vier Teile separat durch stetige Funktionen approximiert werden. O

Damit kénnen wir nun die Konvergenz der Fourier-Reihe in L?(T) beweisen:
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5.6.7 Satz
Sei f € L%(T).

(1) BEsgilt f =572 flk)e , wobei die Reihe in der L2-Norm konvergiert.
& k=—o0 k g

(2) Es gilt die Parsevalsche Gleichung

IF13 =" 1f(k)

k=—c0

Explizit bedeutet die Konvergenz in (1): || f — Sxf|l2 — O fiir N — oo.
Die Parsevalsche Gleichung ist nichts anderes als der Satz des Pythagoras in unendlich vielen Dimensio-

nen. Sie impliziert insbesondere

© ~
> 1R <o
k=—00
fur f € L?(T), also z.B. fiir beschrinktes f.
Beweis: (1) Idee: Wir approximieren f durch eine stetige Funktion f und f durch Sy f, wobei wir den
Satz von Fejér anwenden. Im Einzelnen:

Sei ¢ > 0. Wihle eine stetige Funktion f auf T mit ||f — f|| < ¢ (immer die L?-Norm), siche Lemma
5.6.6(2).

Nach dem Satz von Fejér konvergiert o f gleichmiafig gegen f. Wir konnen also Ny so wihlen, dass
fur N > N gilt: sup | f — on f| < e Dann gilt auch || f — onf|| < € nach Lemma 5.6.6(1).

Nun ist o f € Ty, und Sy f ist die Bestapproximation von f in Ty nach Lemma 5.6.1(2), also folgt
If = Snfll <e

Wir schreiben nun

If = Snfll = IIf = f+ f = Snf + Snf = Snfll
<Nf = FI+ I = Snfll+ ISn(F = Il < 2e+ [ISn(f = )
fur N > Np. Nach Lemma 5.6.1(4) ist schlieSlich ||Sx(f — f)|| < |If — f|l < e, also erhalten wir
|f — Snfll < 3efir N > Np.

Damit ist die Konvergenz Sy f — f bewiesen.

(2) Aus Syf — f folgt ||Snfl> — | fI|* (die Norm ist eine stetige Funktion), auerdem ist ||Syf||> =
SNy |f(k)|? nach Pythagoras. Daraus folgt die Behauptung. o

5.7 Fourier-Transformation

5.7.1 Definition
Sei f € L!(IR"). Die Fourier-Transformation von f ist die Funktion f: R" — C, definiert durch

ﬂ@=/f“ﬂ@w

Hierbei ist x - ¢ := Z}Ll x;iGj-

Wegen |e~**¢| = 1 ist mit f auch e~™*¢ f integrierbar, also ist das Integral definiert.
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Beispiel: Fiir f = x[_q ) ist

1 e .
f(&) = /e_ix'CX[fl 1 (x) dx = /e_ixg dx = _ psin(¢)
’ 716 x=-1 4
—1
Beachte: In manchen Biichern ist die Fourier-Transformation mit einem Vorfaktor, z.B. als /2 f e~ ixg f

definiert. Das bewirkt, dass in einigen der Formeln, die wir zeigen werden, die 27- Faktoren an anderen
Stellen stehen, ist aber ansonsten irrelevant.
Wir leiten nun einige grundlegende Eigenschaften der Fourier-Transformation her.

5.7.2 Satz
Furj=1,...,ngilt

a) (0x,0)(@) =igf(&) (alls f € £'NCL0.f € L)
b (xf)(@) =i f(§) (falls f,x;f € £1)

Kurz: Fourier-Transformation tiberfithrt Ableitung in Multiplikation mit einer Koordinatenfunktion, und
umgekehrt (bis auf Faktoren 7).

Beweis Wir geben den Beweis nur fiir n = 1, fiir beliebige n geht es analog.

b) (@) = g [e () dx = J (e e p () dx = [ —ive M f(x) dr = —i- (/)(@)
Vertauschen Von Ableitung und Integral ist erlaubt, da der abgeleitete Integrand durch die integrierbare
Furﬁigl |xf (x)| majorisiert ist.

) ()@ = [ ()

partielle Integration 4 71x€ . —ix¢ _
= S/ dx( ) f(x)dx —i—Rand:t(f)srme =i [e ™ f(x)dx =

S
zé'f(g ). Warum sind bei der partiellen Integration die Randterme gleich null? Dafiir schreiben wir [
limpn_e0 fi\JN .., die Randterme fiir festes N sind dann e~™*¢ f(x) ’i\]:—N’ und dies strebt fiir N — oo gegen
Null, denn es gilt: f € L(R) NCH(R), f' € LY(R) = f(x) — 0 fiir |x| — oo (Beweis als Ubung). o
5.7.3 Satz

LG - g2
Sei f(x) =e~ 2 auf R". Dannist f(&) = (2m)"/2%e~ 2 .

2
. X
Beweis: Sei zunidchst n = 1. Wir miissen f e~ . ¢~ 7 dx berechnen. Da wir keine Stammfunktion des

Integranden angeben konnen, verwenden wir folgende elegante indirekte Methode. Es ist
2 2

f(x) =72 = f/(x) = —xe” T = —xf(x)
Also f'(x) + xf(x) = 0. Wende Fourier-Transformation auf die Gleichung an:

FHaf=0=0 = J+xf=0 — if+igf=0

= die Funktion g(¢) := ]?(C) erfiillt ¢g(¢&) +¢'(¢) =0

Das ist eine lineare homogene Differentialgleichung erster Ordnung. Also ist der Losungsraum eindimen-
2

sional. Eine Losung ist e~ 2. Also g(¢) =c-e” 2 fiirein c € C. Was ist c?

¢ = g(0) = F(0) = /e’ixof(x)dx - /f(x) dx — /e_x22 dx = Van
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2

Il 2 o 2 »
L. . ; - ; i _1_ . _tn : _1 . _*n .

Fiir beliebiges n ist e=¥¢e 2 = 761 ~inbne™ 2 2 = ¢ ™17 2 ... e7nbneT 2 und die Be-

hauptung folgt aus dem Fall # = 1 mit Fubini. ]

Kann man f aus fzurﬁckerhalten? Ja, mit folgender Formel. Zunéchst erstaunlich ist, dass es fast dieselbe

Formel ist wie fiir die Fourier-Transformation selbst.

5.7.4 Satz (Umkehrsatz fiir die Fourier-Transformation)
Sei f € L'(R") N CO(R") beschrankt, und sei fe L'(R"). Dann gilt fiir alle x:

1 ix-& 7|
£ = e [ T @ a2

Dies hat folgende wichtige Bedeutung: Betrachten wir die Funktionen x + ¢/¥¢. Fiir jedes ¢ € R" ist dies

eine gleichméfig oszillierende Funktion. Betrachten wir eine Summe von zwei solchen Funktionen, z.B.
e + % (in n = 1), so oszilliert dies, aber weniger gleichmafliig (skizzieren Sie den Realteil davon!). Wir
konnten auch Koeffizienten zulassen, also ae™* + be?*, oder allgemeiner Z?:l a;e'%1 fiir beliebige & € R und
a; € C. Solche Summen nennt man auch Superpositionen und diesen Prozess Fourier-Synthese. Welche
Funktionen kann man auf diese Weise, also mittels Fourier-Synthese, erhalten?

Die Aussage des Satzes ist, dass man jede Funktion f (integrierbar, stetig, fintegrierbar) auf solche Weise
darstellen kann, wenn man statt endlicher Superpositionen unendliche (genauer kontinuierlich viele, also
Integrale tiber ¢) zuldsst. Und nicht nur das: wir haben sogar eine explizite Formel dafiir, was der Koeffizient
des ,Anteils * ¢ in f ist: er ist genau (27‘[)_”f(§ ). Dies ist also die Bedeutung der Fourier-Transformation!

Die Zerlegung von f in seine ,Anteile’ (27r)*”j?(§ )e™**¢ nennt man auch Fourier-Analyse.

Vergleichen Sie dies mit Fourier-Reihen: Jede 27t-periodische Funktion f auf R lasst sich als Superposition
der (sehr speziellen) oszillierenden 27t-periodischen Funktionen ¢k k e Z, schreiben, wobei der Koeffizient

von ¢ gleich 5 fom e~k f(x) du ist.

Beweis: Sei x € R" fest. Wir wiirden gerne rechnen:

/ e EF(E) def// e¥e-E f(y) d dgFublm/f (/e—i(y—x)‘cdg) dy,

doch leider ist das innere Integral nicht definiert und damit auch Fubini nicht anwendbar, da |e~#¥=)¢| = 1
fur alle ¢ ist. Zur Rettung fithren wir einen ,konvergenzerzeugenden Faktor’ ein. Dazu wéhle eine be-
schrankte Funktion ¢ € L£'(R") N C%(R") mit ¢(0) = 1 und ¢ € L}(R"). Sei ¢ > 0. Dann ist auch
¢ — ¢(€) integrierbar, und dieselbe Rechnung wie vorher ergibt

Jeei@ninrie = [ s ( [t tot ) ay

Mit der Variablensubstitution # = & wird das innere Integral zu ¢ " (g

z =1 ; Y im y-Integral, also y = x + ez. Der Variablenwechsel erzeugt einen Faktor ¢", der das e~

7 ). Nun substituieren wir

n

wegkiirzt. Insgesamt folgt
/ei"'gf( Jo(eG)dE = /f x+ez)p(z)dz

Dies gilt fiir jedes &€ > 0. Wir bestimmen nun den Grenzwert ¢ — 0 beider Seiten mit Hilfe des Satzes tiber
die majorisierte Konvergenz:

[ EF(@)g(e)dE = [ f(x+e2)p(z)dz
l }
Jexif(e)de [ F(2)9(2) dz
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Denn wegen ¢(0) = 1 konvergiert der linke Integrand fiir ¢ — 0 punktweise gegen eix"gj?(é), und er
ist durch die integrierbare Funktion C |ﬂ majorisiert, wobei C eine obere Schranke fiir |¢| ist. Rechts
konvergiert der Integrand ebenfalls punktweise und ist durch die integrierbare Funktion C’|p| majorisiert,
wobei C’ eine obere Schranke fir |f] ist.

Wegen [ f(x)@(z)dz= f(x) [ ¢ go z) dz folgt der Satz, wenn wir [ ¢(z)dz = (27r)" zeigen kénnen. Hierfiir
HC 12
wihlen wir konkret ¢(&) = e~ .Dann ist ¢(0) = 1, und die anderen Eigenschaften sind offenbar erfiillt.
E: ||2 11zl H2
Esist ¢(z) = (2m)"/%¢” 2~ und damit [ ¢(z)dz = 2m)"/? [~ 2 dz = (2m)"/2(2m)"/? = (27)", was
Zu zeigen war. 0O

Die Fourier-Transformation vertrédgt sich in sehr hiibscher Weise mit der Faltung:

5.7.5 Satz
Seien f,g € L}(R"). Dann ist f/ﬂ?g =f3.

Fourier-Transformation ,iibersetzt’ Faltung also in Multiplikation.

Beweis: [ g(x) = [e ™(fug)(x)dx = [ [e ™Ef(y)g(x —y)dydx = [ [eUEf(y)g(z)dydz =
e e f(y)dy f e 2o )dz, wobei die schon bekannte Variablensubstitution (x,y) — (z = x —y,y)
durchgefiihrt wurde. ]

Anwendung der Fourier-Transformation auf die Losung partieller
Differentialgleichungen (linear, mit konstanten Koeffizienten)

Da hier nur die Idee gezeigt werden soll, rechnen wir drauflos, ohne uns um Integrierbarkeit etc. zu kiim-
mern.

Als Beispiel betrachten wir die partielle Differentialgleichung u — Au = f, wobei u, f Funktionen auf
R", f gegeben und u gesucht sind.

Trick: Fouriertransformiere beide Seiten:

i n
(0%1) = (9x0x;u) = iGj(0xu) = (i)’ = Au= z;a%ju = ;(@)zﬁ: —lgPu
j= J=

Also
u—Au=f <+ uqu:f — d-Au=Ff
= a+igfi=f = QrEPi=f <= Q=m0

Die Losung der DGL ist daher

1

u() = e [ @ e

Mit Hilfe von Satz 5.7.5 und Satz 5.7.4 ldsst sich das auch so schreiben:

) =Ko f, K() = g [ &6t

Das funktioniert, weil durch Fourier-Transformation Ableitung in Multiplikation verwandelt wird!
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Analog kann man Formeln fiir beliebige lineare partielle Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zienten hinschreiben. Allerdings gibt es dabei manchmal Probleme mit null im Nenner, z.B. schon bei der
uns wohlbekannten Gleichung Au = f: Dies ergibt

1 ilx, 1 -
u(x) :W/e< C>T€‘2f(é)d§

Hier sieht man, dass es bei & = 0 ein Problem gibt. In n > 3 ist ||¢|| =2 jedoch lokal integrierbar, und alles

ist ok. Ein dhnliches Problem entsteht bei der Formel K(x) = ( 271_[)" [eix6 1 +1‘ e

ist fiir n > 2 nicht integrierbar, da der Integrand fiir ¢ — oo nicht schnell genug gegen Null geht!
All diese Probleme lassen sich in geeignetem Sinn 16sen, am elegantesten im Rahmen der Distributionen-

d¢ im Beispiel oben: Dies

theorie. Dazu mehr in der Vorlesung zu partiellen Differentialgleichungen.
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