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Einleitung

Pseudodifferentialoperatoren sind ein Kernstiick der modernen Theorie der Partiellen Dif-
ferentialgleichungen. Sie wurden in den 1960 Jahren erfunden. Die Klasse der Pseudodif-
ferentialoperatoren enthélt sowohl (lineare, partielle) Differentialoperatoren als auch die
Losungsoperatoren fiir elliptische Gleichungen. Damit bilden sie eine gemeinsame Verall-

gemeinerung von Differential- und (gewissen) Integraloperatoren.
Einige wichtige Anwendungen von WDOs sind:

e Konstruktion einer approximativen Inversen (Parametrix) fiir elliptische Differential-
operatoren; dadurch genaue Information {iber die Losungen elliptischer Gleichungen.

e Mikrolokalisierung: Lokalisierung im z-Raum geschieht mittels einer Abschneidefunk-
tion; will man analog im (z,&)-Raum lokalisieren, also ,mikrolokalisieren‘, braucht

man YDOs.

e Dadurch lassen sich detaillierte Informationen iiber Losungen allgemeiner partieller
Differentialgleichungen beweisen, z.B. der Satz iiber die Fortpflanzung von Singula-
ritaten

e Spektraltheorie: Eigenschaften des Spektrums elliptischer Operatoren (z.B. Asym-
ptotik der Eigenwerte, Zusammenhang von klassischem Chaos und Gleichverteilung
von Eigenfunktionen) lassen sich mittels ¥DOs und der allgemeineren FIOs (Fou-
rierintegraloperatoren) untersuchen.



e Globale Analysis: z.B. verwendet einer der Beweise des berithmten Indexsatzes von
Atiyah und Singer ¥DOs.

WUDOs sind ein zentrales Hilfsmittel der mikrolokalen Analysis.

Zu Pseudodifferentialoperatoren gibt es einige einfithrende Literatur, z.B.:
e M. Shubin, Pseudodifferential Operators and Spectral Theory (Springer, 1987)

e G. Folland, Introduction to Partial Differential Equations; 2nd edition, letztes Kapitel
(Princeton University Press, 1995)

e H. Abels, Pseudodifferential and Singular Integral Operators (de Gruyter, 2011)

e A. Grigis und J. Sjostrand, Microlocal Analysis for Differential Operators (Cambridge
University Press, 1994)

e L. Hormander, The Analysis of Partial Differential Operators III (Springer, 1985)

Von diesen finde ich Shubin am klarsten aufgebaut. Héormander ist enzyklopédisch und
fiir einen ersten Einstieg ungeeignet. Allerdings hat jede Darstellung ihre Eigenheiten,
z.B. werden in Shubin zunéchst allgemeinere oszillierende Integrale als die hier benétigten
behandelt, was interessant (und fiir die allgemeineren Fourierintegraloperatoren wichtig),
aber fiir einen ersten Einstieg unnotig kompliziert ist.

Daher dieses Skript. Ziel ist es, die Grundziige der Theorie auf méglichst kurzem Weg
darzustellen und dabei den Blick auf das Wesentliche zu lenken. Dazu gehort folgendes:

e UDOs verallgemeinern Differentialoperatoren, enthalten auch Losungsoperatoren fiir
elliptische Gleichungen.

e UDOs sind durch Integralkerne gegeben, deren Singularitat auf der Diagonalen liegt.
e Die Singularitét auf der Diagonalen wird durch das Symbol des ¥DOs beschrieben.

e Die Aussagekraft des WDO-Kalkiils liegt in der Beschreibung dieser Singularitét;
daher ist es sinnvoll, ¥DOs modulo gliattenden Operatoren zu betrachten.

e Adjungierte und Komposition von WDOs sind wieder YDOs (kleine Zusatzbedingung
bei Komposition), und deren Symbole lassen sich im Wesentlichen explizit berechnen.

e Die Parametrix-Konstruktion fiir elliptische Operatoren, und dass man hierfiir nur
die kurze exakte Symbolsequenz fiir ¥DOs braucht.

e Einige Anwendungen, z.B. elliptische Regularitét

Einige Details, die eher Nebenschauplédtze sind, aber die technische Durchfiihrung gele-
gentlich verkomplizieren, sind:

e Fiir den Beweis der Kompositionsformel ist es sinnvoll, YDOs zunéchst allgemeiner
durch Amplituden einzufiihren (Funktionen von z,y,§) statt durch ihre Symbole
(Funktionen von z, §).

e Fiir die Komposition muss man eigentlich getragene Operatoren betrachten.

Es gibt zahlreiche ,Spielarten fiir WDOs. Wir betrachten hier die lokale Theorie, bei
der man annimmt, dass die Symbolabschitzungen nur lokal gleichméafkig (bzgl. x) gelten.
Diese eignet sich als Einstieg, da man sich keine Gedanken iiber das Verhalten ’am Rand’
(x — 09 oder x — oo fiir = R™) machen muss.

Es gibt zahlreiche andere WDO-Kalkiile, bei denen zusétzlich Bedingungen an das Ver-
halten gestellt werden, wenn sich z dem Rand néhert. Z.B. auf R” dass die Abschdtzungen
gleichméfig in x gelten, siehe z.B. das Buch von Abels. Diese sind ebenfalls sehr wich-
tig, aber neben der Singularitit bei der Diagonale spielen hier gleichzeitig andere Kern-
Eigenschaften eine Rolle. Diese Kalkiile kann man wie aus einem Baukastensystem aus



einzelnen Teilen zusammensetzen, und der hier behandelte lokale Kalkiil ist der zentrale
Baustein, auf dem alles andere aufbaut.

Es werden auch einige Anwendungen der Theorie der PsiDO angeschnitten, z.B. ellip-
tische Regularitdt, Fredholmeigenschaft und Spektraleigenschaften elliptischer Operatoren
auf kompakten Manngifaltigkeiten.

111.0 Der Schwartzsche Kernsatz

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass jede lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
Vektorrdumen als Matrix dargestellt werden kann. Der Schwartzsche Kernsatz verallgemei-

nert dies auf eine grofse Klasse von Operatoren zwischen Funktionen- bzw. Distributionen-
rdumen. Kurz gesagt, ist seine erstaunliche Aussage:

Jeder "verniinftige’ Operator ist ein Integraloperator.

Um dies mit Sinn zu fiillen, miissen wir sagen, was ein verniinftiger Operator und was ein
Integraloperator ist.

Lineare Algebra und Integraloperatoren

Erinnern wir uns zunéchst an den endlich-dimensionalen Fall: Eine beliebige lineare Abbil-
dung P : R" — R™ kann durch eine m xn Matrix K = (K;j)i=1,...m,j=1,..n dargestellt wer-
den. Dabei ist die Relation zwischen P und K wie folgt gegeben. Ist u = (uy,...,u,) € R",
so ist die i-te Komponente von Pu € R™ gleich

(Pu); = ) Kijuj,  ie{l,...,m} (1)
j=1

Dies hat eine unmittelbare Verallgemeinerung im Rahmen der Mafstheorie: Seien (M, A, u),
(M', A, 1) Makraume und K : M x M’ — C messbar, dann definiert

(Pu)(z) = K(z, 2" u(2")dy' (2') fiirx e M (2)
M
einen Operator, der (messbare) Funktionen u auf M’ in Funktionen Pu auf M abbﬂdetﬂ
Wir nennen P Integraloperator mit Integralkern K und schreiben manchmal P = P.

Die Formeln und sind formal sehr #hnlich: Ersetze ¢ durch z, j durch z’ und
die Summe durch das Integral, und schreibe bei u, Pu und K Argumente statt Indices.
Diese Ahnlichkeit kommt daher, dass ein Spezialfall von ist: Setze M = {1,...,m},
M’ ={1,...,n}, p, ¢’ ZahlmafRe.

Die aus der linearen Algebra zitierte Tatsache lasst sich also so umformulieren: Fiir
endliche M, M’ sind die linearen Abbildungen von Funktionen auf M’ nach Funktionen
auf M genau die Integraloperatoren.

Der Schwartzsche Kernsatz verallgemeinert dies auf den Fall, wo M, M’ offene Teil-
mengen von R" sind, allerdings muss man dann nur geeignete Funktionen/Distributionen
betrachten, nur stetige lineare Abbildungen betrachten und als Kerne Distributionen zu-
lassen.

Dies ist zunéchst {iberraschend, da auf diese Weise auch Differentialoperatoren als Inte-
graloperatoren geschrieben werden kénnen!

! Auf welchen u dies definiert ist — d.h. das Integral konvergiert — und was fiir Funktionen Pu herauskom-
men, hdngt von den Eigenschaften von K ab. Dies ist hier zunéchst unwichtig. Trotzdem zwei Beispiele:
Ist K€ LO(M x M, x p'), so bildet Px : L*(M’, ') — L®(M, ) ab. Ist K € L*(M x M’, u x '),
so bildet Py : L*(M’, /') — L*(M, i) ab.



Beispiele fiir Integraloperatoren und ihre Integralkerne

e Sei F eine Funktion auf R™. Die Faltung
(Pu)(z) = (F *u)(x) = JE(:C — 2" u(z")dx'

ist ein Integraloperator mit Integralkern K (z,2') = E(x — 2) | Z.B. ist eine Lésung
der Laplace-Gleichung durch einen Faltungsoperator gegeben: Sei

| eologlx], n =2
N - { gkl )

mit geeigneten Konstanten ¢,,. Dann ist u = N« f fiir f € C3(R"™) definiert und eine
Losung der Gleichung Au = f auf R™.

e Die identische Abbildung Id : CP(R"™) — C5°(R"™). Sei u € Ci°(R™). Aus der formalen
Rechnung

() = By = [ 806/ — a)ule’) di’ = [ 8(o — o' yula’) (1)

folgt Id = Px mit K(x,2’) = 0(z — 2’). Die genaue Bedeutung dieses formalen
Integrals wird unten erklart.

e Lineare Differentialoperatoren P. Leitet man nach z; ab und rechnet formal,
erhélt man

Or;u(T) = f&xjé(x — 2 u(z")dz’, (5)

also 0y; = P, §(z—a), und allgemeiner
J

Z}%@ﬂﬁﬂ@zJ‘Zcm@D%@—ﬂmwmﬂ (6)

loe|<m laj<m
also

P = Z aa(z)DS hat Integralkern K (z,2") = Z ao(z)DSS(x — ). (7)

lal<m lal<m

Definition von Integraloperatoren, deren Kerne Distributionen sind

Die Beispiele zeigen, dass wir Differentialoperatoren als Integraloperatoren schreiben kon-
nen, wenn wir Distributionen als Integralkerne zulassen. Daher sollten wir zunéchst die
Definition auf den Fall erweitern, dass K eine Distribution ist. Hierbei sind immer
M = Q, M’ = Q' Gebiete in R" bzw. R™ und dpu, di’ Lebesgue-Mak.

Um zu einer Definition fiir Distributionen K zu gelangen, rechnen wir zunéchst im Falle
einer Funktion K € L}, (Q x ') und fiir ¢ € CP(Y), ¢ € CL ()

@wwm:memmmmzLWmewwﬂmww:
=p(z)P(z')

= <K7 SO ® ¢>QXQ'7
wobei (¢ ® ¥)(x, ) := p(x)(a’) das Tensorprodukt ist.

2Wiederum h#ngt Definitions- und Wertebereich von P von den Eigenschaften von E ab.



Definition 1. Fir K € D'(Q2 x ') sei der Operator Py : C (') — D'(Q) definiert durch

<PK11Z)7§0>Q = <K7<10®¢>Q><Q’ v¢790 (8)
K heifit Schwartz Kern von Pg (oder Integralkern, oder einfach Kerrﬂ).

Man sollte noch nachpriifen, dass das so definierte Funktional Px1) tatséchlich eine Dis-
tribution auf € ist. Linearitét ist klar, und Stetigkeit iiberlasse ich Thnen als Ubung.

Der Schwartzsche Kernsatz

Oben wurde zu jedem Kern K € D/(Q x ') ein Operator Px : C(Q') — D'(£2) definiert.
Der Schwartzsche Kernsatz sagt, dass jeder Operator auf diese Weise entsteht, sofern man
zusatzlich Stetigkeit fordert. Genauer:

Satz 2.
a) Fir jedes K € D' (2 x Q') definiert einen stetigen linearen Operator

P : CP(Q) - D'(Q)
b) Umgekehrt gibt es fir jeden stetigen linearen Operator P : CF(Q) — D'(Q2) genau
ein K € D'(Q x Q) mit P = Pg.
Mit anderen Worten: Die durch definierte Zuordnung K — Py definiert eine Bijektion

D'(Q2 x Q') — {stetige lineare Operatoren C(Y') — D' ()}

Bei a) ist nur noch die Stetigkeit von Pk zu zeigen, das ist nicht schwierig. Der Beweis
von b) ist schwieriger. Der Beweis von Satz [2|ist in [Hérmander, The Analysis of Linear
Partial Differential Operators 1] zu finden.

Beachten Sie, dass im Allgemeinen Py glatte Funktionen in Distributionen abbildet.
Z.B. fir K(x,2') = 0(x)d(2) ist (Pxu)(x) = u(0)d(z). Je nach Schwartz Kern kann der
Operator P = P auch "bessere’” Abbildungseigenschaften haben, z.B.:

P:CP(Y) — C*(Q) (Bilder glatter Funktionen sind glatt), oder  (9)
P& Q) —>D(Q2) (P hat eine Fortsetzung auf Distributionen), oder sogar  (10)
P:E(Q) - C*(Q) (P macht aus Distributionen glatte Funktionen) (11)

(jeweils moglicher- und typischerweise zusétzlich stetig in den jeweiligen Topologien). Zum
Beispiel haben Differentialoperatoren (und auch die spéter definierten Pseudodifferential-
operatoren) die Eigenschaften @ und , aber nicht . Ein Beispiel, das @D, aber
nicht erfiillt, ist K (z,2') = 6(2’). Umgekehrt erfiillt K (z,2’) = §(z) (L0), aber nicht
(9). Dazu siehe auch (16). Zu siehe Definition 11| und Satz

Zusétzlich mag es, je nach Schwarz Kern, auch Fortsetzungen geben auf nicht kompakt
getragene Distributionen/Funktionen, also z.B. P : C*(Y') — D'(Q) oder P : C*(Y) —
COO(Q)HDieS fithrt auf den Begriff ,eigentlich getragen‘, siche Deﬁnitionund Proposition
(361

Im Folgenden werden wir untersuchen, wie Eigenschaften von K mit Abbildungseigen-
schaften von Py korrelieren.

3nicht zu verwechseln mit dem Kern im Sinne der Menge {u : Pxu = 0}
4Fiir Operatoren vom letztgenannten Typ ist dann die Komposition definiert, das wird wichtig sein.



Trager-Eigenschaften von Integraloperatoren

Wir schreiben auch fiir Distributionen formal
(Puct)(@) = [ K(a,ayi(o')a
statt . Was kann man aus supp K und supp ¢ iiber supp Px schlieffen? Hierfiir beno-

tigen wir eine Definition.

Definition 3. Sei R Q x Q' und M < Q. Dann sei
RoM :={x: 32’ mit (x,2') € R, 2’ € M}

Das heifst, RoM besteht aus den x, die man durch ’Anwenden’ der Relation R auf beliebige
Elemente von M erhalt.

Satz 4.
a) supp Pkt < supp K o supp1)
b) Falls Pg die Abbildungseigenschaften (9) und hat, so gilt fiir ¢ € E'(SY)

sing supp Pxv < sing supp K o sing supp ¢

Dies verallgemeinert unmittelbar dhnliche Aussagen iiber Faltungen. Diese ergeben sich
als Spezialfall, wo = Q' = R" und K die Form K(z,2') = E(x — 2’) hat. Dann ist
supp K o suppvy = supp F + supp . Der Beweis des Satzes lauft dhnlich wie in diesem
Spezialfall (Ubun.

Ab jetzt betrachten wir nur den Fall Q = Q. Folgende Menge spielt eine zentrale Rolle.

Definition 5. Die Diagonale von Q2 x Q ist Diagg := {(z,z), x € Q}

Beachte, dass Diagq, als Relation die Identitét ist, d.h. Diagqg oM = M fiir alle M.

Beispiel (Differentialoperatoren): Sei P = P(z,D,) ein Differentialoperator. Nach
ist P = Pg mit K = P(x,D,)d(x — ). Also ist

supp K = singsupp K < Diagg, .

Aus Satz [ folgt dann:

a) supp Py c Diagg, o supp ¢ = supp v

b) sing supp Py < Diagg, o sing supp ¢ = sing supp .

Beides konnen wir direkt einsehen: Ein Differentialoperator kann weder Trager noch sin-
guldren Tréger einer Distribution vergréfern. Denn ist die Distribution v auf einer offenen
Menge gleich Null (bzw. glatt), so ist P auf derselben Menge ebenfalls gleich Null (bzw.
glatt).

Das Beispiel motiviert folgende Begriffe.

5Bei (a) erhélt man zunéchst nur supp Pk < supp K o supp . Die Komposition ist jedoch abgeschlossen,
da supp ¢ kompakt und supp K abgeschlossen ist. Fiir (b) zerlegt man K und 1 in je zwei Teile, von
denen einer nahe dem singulidren Tréger getragen und der andere glatt ist. Fiir die Komposition ’glatt
o Distribution’ braucht man (die einfache Implikation in) Satz



Definition 6.
a) P:CP(Q) — D'(Q) heifst lokal < supp Py < supp ), Vi
b) P:E(Q) - D'(Q) heifit pseudolokal < sing supp Py < singsupp ¢, Vi)

Satz 7. Sei K € D'(Q x Q). Dann sind dquivalent:
i) Pr ist lokal
i1) supp K < Diagg,

Beweis: 1) = ii): Um ii) zu zeigen, geniigt es, fiir beliebige 'Rechtecke’ U x U' < Q x Q
mit U, U’ < Q offen und U n U’ = J zu zeigen, dass Kjyxy = 0 ist. Denn Q x Q\ Diagg,
ist die Vereinigung aller dieser Rechtecke.

Nun ist K|y.p7 nichts Anderes als der Integralkern des Operators Cg°(U’) — D'(U),

der durch die Hintereinanderausfithrung der Abbildungen CJ°(U’) — C{ () B D'(Q) —
D'(U) gegeben ist (wobei die erste Abbildung als Fortsetzung durch Null und die letzte als
Einschrinkung auf U definiert ist). i) sagt, dass dieser Operator gleich Null ist. Also muss
sein Integralkern gleich Null sein, also Ky = 0.

ii) = i): Dies folgt direkt aus Satz 4] a) (siehe auch obiges Beispiel). o

Satz 8. Sei supp K < Diagg und K habe endliche Ordnung. Dann ist Px ein Differen-
tialoperator mit Distributionskoeffizienten, P = . aq(x)D®.
Falls zusdtzlich Pi : C7 — C® abbildet, so sind die Koeffizienten a, glatt.

Beweis: (Skizze) Wenn supp K < Diagq,, dann muss K eine Linearkombination mit Distri-
butionskoeffizienten und Ableitungen von dpiag,, = 6(x —2') sein. Dies verallgemeinert den
Satz, dass eine Distribution K mit supp K < {0} eine Linearkombination von Ableitungen
von 0 sein muss, und lésst sich &dhnlich beweisen. Siehe Satz 2.3.5 in Hérmander (Band I).
Siehe auch Satz 5.2.3 in Hormander I und den letzten Absatz in den Notes zu Kapitel V
dort. D

Kombiniert man die Aussagen von Satz [7] und Satz [§ und betrachtet man das Beispiel
der Differentialoperatoren, dann folgt:

Pk lokal und K endlicher Ordnung < Py ist ein Differentialoperator.

Nun wollen wir uns ein Beispiel eines pseudolokalen Operators ansehen. Im R? ist < eine

||
Fundamentallésung des Laplace-Operators, d.h. der Faltungsoperator

Cc

(Preu) (x) = j (') ! (12)

o — ']

ist ein Losungsoperator fiir die Laplace-Gleichung. Dieser Operator ist nicht lokal, aber
pseudolokal. Dies zeigt der néchste Satz.

Satz 9. Sei K < D'(Q2 x Q) derart, dass Px : £'(Q) — D'(Q), dann sind dquivalent:
i) Pr ist pseudolokal
i1) singsupp K < Diagg

Beweis: Ganz analog zum Beweis von Satz |7, wobei man fiir i)= ii) noch die Aussage
braucht, dass gliattende Operatoren glatte Kerne haben, siehe Satz [12] o



Aus Satz 0] folgt leicht folgender Satz tiber Fundamentallosungen F, den wir frither schon
einmal bewiesen haben:

Satz 10. Sei P ein Differentialoperator auf R™ mit konstanten Koeffizienten und E eine
Fundamentallosung fir P, d.h. PE = 6. Dann sind dquivalent:

i) P ist hypoelliptisch d.h. singsupp Pu = singsupp u
it) singsupp E = {0}.
Beweis: Betrachte den Operator Pk mit K (z,2') = E(x — 2'). Wie frither gezeigt, ist der
Faltungsoperator Pk ein Inverses zu P auf C§°(R™). Nach Satz |§| gilt
sing supp F = {0} < sing supp K = Diagpn < Pk pseudolokal
< sing supp Pk f < singsupp f Vf € C°(R")
< sing supp u < sing supp PuYu € C7°(R").

Die letzte Aquivalenz gilt wegen Px = P~!. Da die umgekehrte Inklusion singsuppu o
sing supp Pu sowieso gilt (denn P ist pseudolokal), folgt die Behauptung. o

Zusammenfassung:

Py lokal < supp K < Diagq
Pr pseudolokal < singsupp K < Diagg,

Glattende Operatoren

(Bemerkung: Hier und im folgenden Abschnitt kénnte man zwar wieder verschiedene 2,
Q) betrachten, aber wir belassen es der Einfachheit halber bei Q = ')

Definition 11. Sei P : C°(Q2) — D'(Q2) linear und stetig. P heifst gldttend, falls P eine
stetige Fortsetzung nach E'(Y) mit Werten in Ci°(Q?) hat, genauer falls P : £'(2) — C*(Q)
stetig 1st.

D.h., P macht aus beliebig singuldren Distributionen glatte Funktionen, ,gléttet’ also die
Singularitdten.

Satz 12. Sei K < D'(Q x Q). Dann sind dquivalent:
i) Pk ist gldttend
ii) K € CP(Q2 x Q)

Beweis: ii) = 1): Ist K glatt, so ist fiir u e £'(Q)
(Pgu)(x JK z, 2 Yu(x')dr' = (u, K(z,.) e, (13)

eine glatte Funktion von x, nach dem Satz iiber Parameterabhéangigkeit bei Distributionen.
Fiir i) = ii) sieche Hormander (dhnlich zum Beweis des Schwarzschen Kernsatzes). o

Es gibt also viele glattende Operatoren: Alle Pk mit glattem Kern K.
Beachte: Ein Differentialoperator # 0 ist niemals gléttend.



Adjungierte, Komposition
Zunichst sei an folgende Definition erinnert: Das Transponierte P! eines Operators P ist

durch die Gleichung

(P, py = {p, Pty fiir alle ¢, € CF°(2) (14)

charakterisiert, das (formal) Adjungierte P* durch dieselbe Gleichung, wobei ( , ) durch

(', Ype ersetzt istﬁ
Hierbei sollten noch Definitions- und Wertebereich angegeben werden. Das Grundprinzip

ist dabei: Wenn P : V — W, so P!, P* : W* — V* wobei V* der Dualraum von V ist. Die

Rolle von V,V* bzw. von W, W* kann dabei auch vertauscht werden. Typische Beispiele
sind

P:CP Q) - D(Q) = P :CF(Q) — D) (15)

P:CF Q) - C%(Q) = P :£(Q) > D) (16)

Im ersten Fall kénnen wir als Definition der Distribution Pt € D’ (Q) auffassen, wenn

wir die rechte Seite als Anwendung von P! auf die Testfunktion ¢ auffassen.

Im zweiten Fall macht sogar fir ¢ € C°(2), ¥ € £'(Q2) Sinn.

Wie bestimmt man P!, P* mittels der Schwartz-Kerne?

Satz 13. Sei K € D'(2 x Q). Dann gilt

(P)' = Pge, (Pg)* = Prx

K'(z,2") = K(z',2), K*(z,2") = K(«/,x).

Beweis durch einfaches Nachrechnen.
Die Komposition kann auch mittels der Kerne ausgedriickt werden: Formal sieht man
leicht, dass Pg o Pr, = Py; mit

Mz, a") = fK(x,x’)L(a:’,:r”)dx’ (17)

gilt. Dieses Integral (und auch die Komposition selbst) ist allerdings nur unter gewissen
Bedingungen an K, L definiert (mogliche Probleme: Integrierbarkeit; bei Distributionen
K, L: Produktbildung; Wertebereich von @) ist nicht im Definitionsbereich von P enthal-
ten). Mehr dazu bei der Komposition von Pseudodifferentialoperatoren.

Faltungsoperatoren
Ein wichtiger Spezialfall im Fall Q = Q' = R™:
Satz 14. Fir einen Operator P = Pg, K € D'(R"™ x R") sind dquivalent:

(i) P ist ein Faltungsoperator, d.h. K(z,2') = E(x — 2') fir ein E € D'(R™), so dass
Pu=FEx*u.

1) P ist translationsinvariant, d.h. mit T, : R" - R", x — x — y ¢ilt
y yg
PoT;=T;oP firalleyeR" (18)

®Hierbei ist {f, g)r2 = § fg, {f,g) = § fg fiir Funktionen f, g.
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Falls P ein Differentialoperator ist, so ist dies weiterhin dquivalent zu
(i1i) P hat konstante Koeffizienten.

Beweis als Ubung. Zur Bedeutung von Gleichung : fir u e CP(R™) ist Tju die um
y verschobene Funktion (d.h. der Graph wird um y verschoben). Translationsinvarianz
bedeutet: erst verschieben, dann P anwenden = erst P anwenden, dann verschieben. Aqui-
valent dazu ist 7%, o Po Ty = P (Invarianz unter Konjugation mit 7};).

111.1 ¥DOs, Grundidee

Die Grundidee von YDOs wird am Beispiel des Losens elliptischer PDGen illustriert. Uns
sind bereits zwei Methoden bekannt, wie man solche Gleichungen lésen kann (P(D) ist wie
immer ein Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten und D = %633):

A) Falls P = P(D) ein linearer Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten ist, so
kann man Pu = f 16sen, indem man

u=F" (Pzg)]-"f> (19)

mithilfe der Fouriertransformation F berechnet. Dies funktioniert, falls P(£) # 0 V¢,
und man hat dann sogar eine explizite Formel fiir w.

B) Eine andere Moglichkeit ist die Hilbertraummethode, welche eher abstrakt ist. (Nicht-
konstruktiver Existenzbeweis)

UDOs sind eine Verallgemeinerung von A) auf den Fall variabler Koeffizienten. Dabei
ergeben sich zunéchst zwei Probleme:

1) Wir miissen eine analoge Formel wie fiir variable Koeffizienten finden.
2) Die Nullstellen von P(£) konnten dazu fiihren, dass die rechte Seite in nicht
(im klassischen Sinn) existiert. Wir werden sehen, dass Nullstellen von P(§) fiir viele

Fragen (z.B. Regularitét) unproblematisch sind, wenn P elliptisch ist. In diesem Fall
liegen die Nullstellen in einer kompakten Menge (von & ’s)ﬂ

Wir konzentrieren uns vorerst auf 1). Zur Vereinfachung betrachten wir € R"™ und wir
schreiben lineare PDOen als

P =P(x,D)= ) an(x)D*

lo|<k

und ihr Symbol als

p(a,6) = 3 aal@)ee.

lo|<k

Da wir Problem 2) vermeiden wollen, nehmen wir zunéchst an, dass p(z,£) > ¢ < & >k,
¢ > 0 fir alle z, . Die Losungsformel fiir P(z, D)u = f im Fall konstanter Koeffizienten
lautet

u(e) = (Qf) (@) = f fp(lg) () de

7Allerdings ist Elliptizitat fiir diese Kompaktheitsaussage nicht notwendig, wie das Beispiel P(&1,&) =
1+ &2 + £5 zeigt. Elliptizitit wird spéter auch in anderer Weise wichtig,.

11



Es liegt nahe, im Fall variabler Koeffizienten

1
p(x,¢€)

(QF)(x) = j et L je)ae (20)

als Losung von PQf L f zu versuchen. Wir rechnen dies nach:

1
p(z,§)

= 3] [auterme (eiwﬁp(; §)>f<5>ds=

P(Qf)() = ), aa(z)Dg | ™ fleyag =

= ey (1 a 1 o B no—_3 1 eiwﬁA _
5 [ aato) (€ St (5 )5 Dy | i€ e

la|<k B<a

wobei 8 < « bedeutet, dass 5; < o;Vi, aber 8 # «. Es gilt also
PQ=1+R,

wobei

(BI)(a) = [ e5re.)f()d it (21)
r(x,€) = an (T @ bpa-s_L .
(2,8) = )] a<>2<5>w1 oo d)

la|<k B<a
Der Ausdruck r(x,&) sieht kompliziert aus, aber wesentlich ist folgende Eigenschaft:
Ir(z,&)| < C < &€>"1  fiir groke €] (Verhalten bei +0). (22)

Denn es gilt:

pzc<és>t = <C<e>7"F

"=

DI-<C <&>"%  (werden wir spiter nachrechnen) und
p
B<a, o<k = | <<ex>kt.

Betrachten wir nochmal PQ = I + R, so stellen wir fest, dass R im Vergleich zu [ in
gewisser Weise “klein“ ist (z.B. kénnen wir I wie in schreiben, wobei r durch 1 ersetzt
ist; spater werden wir sehen, dass R kompakt ist auf kompakten Gebieten). Ein Operator
@, der P bis auf ’kleine’ Fehler invertiert, heifst Parametriz von P.

Beachte, dass wir P in der Form

(Pu)(x) = fe”fpmf)a(f)df (23)

schreiben kénnen, ganz analog zur Parametrix ) in und zum Restterm R in . Bei
diesen war p durch 1% bzw. r ersetzt. Pseudodifferentialoperatoren werden (im Wesentlichen)
Operatoren dieser Form sein.

Unser Vorgehen wird sein:
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1. Wir definieren und untersuchen eine Klasse von Funktionen (sogenannte Symbole),
die wir statt p in Ausdriicken wie zulassen wollen. Dies liefert eine Klasse von
Operatoren, die sowohl P als auch die obigen () und R enthélt.

2. Wir untersuchen deren Eigenschaften: Abbildungseigenschaften, Schwartz-Kerne, Pseu-
dolokalitét.

3. Eine zentrale Frage ist: Wenn P und Q ¥DOs sind, sind dann P o Q und P! YDOs?
Diese Fragen sind bei naiver Rechnung nicht einfach zu beantworten. Die Sache
wird aber erleichtert, wenn man zunichst WDOs etwas allgemeiner definiert als oben
motiviert. In der groferen Allgemeinheit ist die Antwort dann leichter. Dann zeigen
wir ("Reduktion’), dass die grofere Klasse in Wirklichkeit gleich der urspriinglichen
ist.

111.2 Symbole

Was haben p(z, &) = Z\a|<k aq ()€, W{E) und deren Produkte und Ableitungen gemein-

sam? Es stellt sich heraus, dass folgende Eigenschaft fundamental ist.

Definition 15. Sei Q < RY offen und m € R. Definiere
S™(QLR™) = {pe CP(QUx R"): Yae N}, 3e Ny VK € Q 3C, 5 i mit
|DgD{p(e,€)| < Capc <€ >V
fir alle £€eR™ xe K} (24)

Wenn p € S™(Q,R"), dann nennen wir p ein Symbol der Ordnung m. In Worten um-
schrieben sind die wesentlichen Eigenschaften eines Symbols:

e p ist glatt
e p wichst hochstens wie || fir [¢] — oo (lokal gleichméfig in x)

e Fiir jede ¢-Ableitung von p verbessert sich die Abschiitzung um |¢|~!. Fiir jede z-
Ableitung von p gilt dieselbe Abschatzung.

Beispiele:

L p(x,8) = Xjajem @a(@)€”, alle aq € C*(Q), dann ist p € S™(,R"). Hierbei ist
me No.

2. Ist pe C*(Q x (R™0)) positiv homogen in £ vom Grad m € R, d.h.
p(z,t&) = t"p(x,&) firallet>0, zeQ, {€R™0

so ist p(x,&)x(€) € S™(Q,R™). Hierbei ist x € C*(R") eine (im Folgenden héufig
verwendete) Abschneidefunktion mit den Eigenschaften

0 fiir [£] <1
X(§) = { 1 fiir [¢] > 2 (25)

3. p(z, &) = e (fiir n = 1). Wegen D?p = % V3 ist p kein Symbol, da sich die Abschéit-
zung bei keiner £-Ableitung verbessert.

(Genauer: Wire p ein Symbol der Ordnung m, so miisste D? p(§) im Fall 8 > m fur
& — o gegen Null gehen, das ist aber nicht der Fall.)
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Proposition 16. Mit S™ := S™(Q,R") gilt:
a) m<m — ™ c S
b) S .8 < gmEm!
¢) Dy, : 8™ — S™
ng :8m s gm—l
d) Seipe S™ und |p(x,§)| = c[&|™, fir |§| = R, ¢ > 0. Sei xr(§) = X(%) mit x aus
. Dann st

Q(xaé) =

Beweis:  a) klar

b) Wir priifen zundchst die Symbolabschitzung ohne Ableitungen nach:
Aus |p| < C < €™, |p| < C < &> folgt |pp!| < C < & > Mit Ableitungen:

—y B8
IDEDE ) =15 ), ( >< > (DI D{p) (D2~ D) <
T<Sad<p
<C Z < ¢ smAm=(8+B=d) _ o < ¢ SmAm'—5]
0<p

c) klar

d) q ist glatt, da p auf supp xr keine Nullstellen hat, und es gilt:

<CE™™  inf[fl=R
lq(x, &) :
=0 in[¢| < R
also |q(z,£)| < C <& >7" Vuz, & Dann zeigt man mit Induktion tber |a| + |3

Da_DB XR r

e gmlal+m-Di3
p  pleltBHT

Daraus folgt dann die Behauptung. Fiir « = 8 = 0 stimmt das, und

s a+1: D. " Dy,r NT’ijp pDy;r — NrDy,p
AR ' TipN T TpN T U pNAT T pN+1 )
r_ pDgr— NrDg,
Bj— B+ 1: Dﬁg pN+T

Im ersten Fall nimmt die Ordnung des Zahlers um m zu, im zweiten um m — 1, damit
folgt der Induktionsschluss. o

Manchmal betrachten wir auch Symbole, die nicht von x abhéngen:
S™(R") := {pe CP(R") : ¥a3Cy : |DEP(E)] < Co < € =M 101}
Auferdem ist folgende Schreibweise oft niitzlich:

STP(QRY) = (] S™(QLRM).
meR

Funktionen in S™%(Q,R") sind also glatt auf  x R™ und fallen fiir |{] — oo mit allen
Ableitungen schnell ab, lokal gleichméfig in z. Offenbar gilt

S™®(R") = S(R™)
(der Schwartz-Raum).
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Fouriertransformation von Symbolen, konormale Distributionen

Als Vorbereitung auf die Untersuchung von WDOs betrachten wir hier Symbole, die nur
von § abhéngen, und deren (inverse) Fouriertransformation.

Satz 17. Seip e S™(R™). Die inverse Fouriertransformation p hat folgende Eigenschaften.

a)
b)
)

singsupp p < {0}. Genauer: w’p(w) € CF(R") fir |B| > m +n +k
px € S(R™) mit Abschneidefunktion x wie in ([25)
Falls pe C*(R"), so ist pe S™P(R") := (] S™(R"™)

meR

Bemerkungen:

S™(R™) < §'(R™), also ist p € S'(R™) definiert.
Der im Folgenden wichtigste Teil ist a). Er zeigt, dass die Symbolabschétzungen von
p (Verhalten ¢ — o0) die Lage (und ’Stérke’) der Singularitit von p bestimmen:
Singularitédt bei Null entspricht wenig Ostzillation fiir grofse €. Dazu zwei Beispiele
mit n = 1:

a) p&) =& = p=ci®.

b) p(€) = €¥ ist kein Symbol, p = 2md(w + 1) und singsuppp = {—1}

b) driickt aus, dass Glattheit von p schnelles Abfallen von p bei unendlich bewirkt.

¢) kehrt a) um: Ist p Symbol und hat p keine Singularitét, so muss die Symbolordnung
—00 sein.

—_—

Beweis:  a) w’p(w) = i—(D?p). Wegen |Dfp| < Cp < € >m 18l gt D?p e L' fiir m —

b)

)

|8| < —n. Die (inverse) Fouriertransformation einer L'-Funktion ist in C?. Also ist
wfp e C?, falls |3| > m + n. Dies ist die Behauptung im Fall k& = 0.

Allgemeiner gilt: Dyw’p = i(@D?p), und §7D?p e L! fiir |[y| +m —|B] < —n, also
DiwPp e CY fiir |8] > m + n + |y|. Damit folgt die zweite Aussage von a).

Die Aussage iiber den singuldren Triger folgt hieraus im Fall n = 1 unmittelbar
(teile durch w?). In hoheren Dimensionen hat w? auch andere Nullstellen als 0,
daher argumentieren wir wie folgt: Fiir [ € N betrachte |w|? = (w? + ... + w2)! =
218121 cpw?. Also ist |w|*p(w) € CF(R™), falls 20 > m+n-+k. Gegeben ein beliebiges
k, konnen wir so ein [ wihlen. Nach Teilen durch |w|? folgt p € C*(R™\{0}). Da k
beliebig war, ist p € C*(R™\{0}), d.h. sing supp p < {0}.

Nach a) ist py glatt, also geniigt es, zu zeigen, dass |w|?Dyp in |w| > 1 beschrinkt
ist fiir alle 1,y. Wegen |w| > 1 geniigt es, dies fiir 21 > m + |y| + n zu zeigen. Wegen
Dip = (£7p) folgt dies aus der Abschitzung in a), angewendet auf £7p.

Falls p glatt ist, dann ist p(1—x) € C§° und aus b) folgt dannpe S = pe S = 5~%.

[m]

Technische Bemerkung:

—

Formal ausgeschrieben folgt w’p = i(D? p) durch partielle Integration:

p(w) = f ¢Ep(€)de,  damn

(DZp)(w) = f "t DY p(€)dE = f ((—De)Pe™)p(&) d¢ = +wp(w)
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Das bedeutet, dass in dieser Situation “partielle Integration* zuléssig ist, obwohl die Integra-
le divergieren (jedenfalls fiir m > —n). Im Folgenden ist es sehr hilfreich, diese Schreibweise
zu verwenden.

Distributionen, deren Singularititen wie die von p aussehen, sind wichtig und haben
daher einen Namen:

Definition 18. Sei Q < R™, 0 € Q. Fine Distribution u € D'(Q) heifit konormal beziig-
lich {0}, falls gilt:

a) singsuppu < {0}

b) Es gibt ein m € R und ein p e S™(R™) mit

u=p auf einer Umgebung von 0. (26)
Die Menge dieser Distributionen bezeichnen wir mit Con™(R™, {0}).
Mit Con™® :=("),,cg Con™ ist offenbar Con™*(12, {0}) = C*(Q). Genauer gilt:

Proposition 19. Seiu konormal"beziiglich {0}. Das Symbol p in st durch u eindeutig
bestimmt modulo S~%(R™). Die Aquivalenzklasse heifit (vollstdndiges) Symbol von u.
Die induzierte Symbol-Abbildung

Con™ (%2, {0})/C*(Q) — S™(R")/S™*(R")
ist ein Isomorphismus.

Kurz: Singularitdten konormaler Distributionen entsprechen Symbolen modulo Schwartz-
Funktionen.

Beweis: Sind p,q € S™ und gilt p = ¢ auf einer Umgebung von 0, so ist p — ¢ € S™ und
(p — q) ist glatt, also p — ¢ € S™% nach Satz )

Die Symbol-Abbildung ist offenbar linear. Injektivitat bedeutet, dass p € S~% Glattheit
von p impliziert, das wissen wir bereits. Die Abbildung ist surjektiv, da wir zu p € S™
einfach v = p wahlen konnen. o

Weitere Bemerkungen:

e Die Bezeichnung Con™(£2, {0}) ist nicht standard. Die {ibliche Bezeichnung fiir diesen
Raum ist 1™ % (£, {0}). Die seltsam anmutende Verschiebung der Ordnung ist erst
im groferen Zusammenhang der Theorie der Lagrange-Distributionen natiirlich.

e Allgemeiner definiert man I" (M, N), wobei M eine Mannigfaltigkeit und N < M
eine Untermannigfaltigkeit ist. Mehr dazu z.B. in Hérmander.

111.3 ¥DOs: Definition, Schwartz Kern und Abbildungseigenschaften

Das Unterkapitel III.1 hat gezeigt, dass beim Versuch, die Methode der Fouriertransfor-
mation auf das Losen von PDGen mit variablen Koeffizienten anzuwenden, Integrale der
Form

[ewtpwe) a0 de = | [ peuty) dydg
——
=fe~weu(y) dy
auftreten: Sowohl der Operator P als auch die Parametrix Q und der Restterm R liefsen

sich in dieser Form (mit unterschiedlichen Funktionen p) schreiben. Dies motiviert die
Definition von Pseudodifferentialoperatoren.

16



Fiir spéatere Beweise und eine systematische Theorie ist es niitzlich, zunéchst etwas allge-
meinere Ausdriicke zu betrachten, bei denen die Funktion p(z, £) im rechten Integral durch
eine Funktion a(z,y, ) ersetzt wird. Im Folgenden ist immer z € Q, y € 2, £ € R™, und z-
oder y-Integrale laufen immer iiber €, {-Integrale immer iiber R™.

Definition 20. Sei Q < R™ offen, m € R, a € S™(Q x Q,R™). Dann heifst der durch

(Pu)(z) = f fe“x—y)fa(x,y,ou(y)dydf, we CF(Q) (27)

definierte Operator Pseudodifferentialoperator (VDO) der Ordnung m mit Amplitu-
de a. Weiter definieren wir

U™(Q) := die Menge der YDO auf Q der Ordnung m.

(Die Bezeichnung P, ist ein ’slight abuse of notation’, da wir mit Px auch den Operator
mit Schwartz-Kern K bezeichnet haben. Was gemeint ist, wird aus dem Kontext klar sein.)
Beispiele:

e Sei Diff () die Menge der Differentialoperatoren auf Q der Ordnung m. Dann ist
Diff " (Q2) ¢ ¥™(Q)

Denn fiir P = 3}, <, aa(2)D ist P = P, mit a(z,y,§) = 3, <k 2a(2)§* nach ([23).
Zwei konkrete, physikalisch bedeutsame Beispiele hierfiir sind:
e a(z,8) = €2 + V(x) mit V e C®, dann ist P, = —A + V (Schrédinger-Operator)

e a(z,) =x-{ = P, =x-D. Hier ist interessant, dass p(z,§) = z-£ = £ -z gilt, aber
x-D # D -z. Darauf kommen wir spéter zuriick.

Wir formulieren nun die grundlegenden Sétze zu ¥DOs und verschieben die Beweise
nach hinten. Zunéchst sollten wir sicherstellen, dass P,u iiberhaupt definiert ist (d.h. dass
die Integrale konvergieren) und P, einen verniinftigen Operator definiert.

Satz 21. Seia e S™(AxQ,R™). Dann ist (Pyu)(x) firue C () definiert, Pyu € C*(Q)
und der Operator

P,: CL(Q) — C*(Q)
ist linear und stetig. Weiterhin hat P, eine stetige Fortsetzung
P,: () - D(Q)

Wir betrachten nun den Schwartz Kern eines WDOs. Er hat folgende fundamentale Eigen-
schaften.

Satz 22. Seia e S™(Q x Q,R"™). Der Schwartz Kern von P, ist
Kalayy) = [ € Paa,y,)d¢ (28)

Beachten Sie, dass hier eine Uberlegung nétig ist, was dies bedeuten soll, da das Integral fiir
m > —n im Allgemeinen divergiert. Wir werden sehen, dass es im Sinne der Distributionen
trotzdem fiir alle m konvergiert.
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Satz 23. Der Schwartz Kern eines WDOs ist nur auf der Diagonale singuldr:
ae S™(Q x Q,R") = singsupp K, < Diagy,
Insbesondere sind W DOs pseudolokal, d.h. fir P e ¥™(Q) gilt
sing supp Pu < singsuppu  fiir alle u € £'(2)

Der zweite Teil folgt aus dem ersten mittels Satz [9] Schlieklich betrachten wir noch Ad-
jungierte von WDOs:

Satz 24. Sei P € U™ (). Dann ist P* € V™ (Q). Genauer gilt fir a € S™(Q x Q,R™)

(Po)* = Pox  mit a*(x,y,§) = a(y, ,§) (29)

Wir kommen nun zu den Beweisen. Wir gehen in zwei Schritten vor:

1. Wir rechnen formal und kiimmern uns nicht um Konvergenz. Daran sieht man am
besten, woher die Aussagen kommen. Im Fall, dass m geniigend negativ ist, gibt es
kein Konvergenzproblem und wir sind (fast) fertig.

2. Wir zeigen, dass die Aussagen auch fiir beliebige m gelten. Der wesentliche Trick ist
hierbei eine partielle Integration (bzgl. y).

Beweise: Die zentralen Punkte

Zu Satz bemerken wir zunichst nur, dass das dyd¢-Integral flir m < —n absolut
konvergiert. Daher ist P,u zumindest stetig. Ist sogar m < —n — k, so kann man k mal
unter dem Integral nach x ableiten und erhilt Pu e C*(€).

Beweis (von Satz im Fall m < —n): Wenn m < —n ist, so konvergiert das Integral, das
K, definiert. Aufferdem konvergiert das dy d¢-Integral absolut, daher kann man Fubini
anwenden und erhilt (Pyu)(z) = § Ko(z, y)u(y) dy, d.h. K, ist der Schwartz Kern von P,.0

Fiir spater halten wir noch fest:
K,eCFQx Q) firaeS™ m<—n—k. (30)

Denn Dg (ei(x_y)ga(:v,y,ﬁ)) < C < & >l und dies ist fiir m + || < —n bzgl. &
integrierbar.

Beweis (von Satz unter der Annahme von Satz @) Nach Satzhat (P,)* den Schwartz-
Kern

K(y,z) = f elv—)ea(y, z, &) dé = f ¢ "Va(y, 2, §)dE = Ko o

Fiir Satz 23] benotigen wir folgende wichtige Formel:

Proposition 25. Fir o € Njj gilt
(y — :C)aKa = K(y_l.)aa = KDga

Dies zeigt insbesondere, dass verschiedene Amplituden denselben Kern (und damit ¥DO)
definieren konnen.
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Beweis (von Proposition |25 im Fall m < —n): Die erste Gleichheit ist klar. Fiir die zweite
schreibe

K(y—x)aa(J:)y) _ J(y - x)aei(zfy)ﬁadé — f ((_Dg)aei(:rfy)g) adé =
= Jei(x_y)gD?adf
mit mehrfacher partieller Integration in &. o

Beweis (von Satz : Nach Propositionist (y—2)*K, = KD?G, und aus Dg‘a e §m—lol
folgt mit , dass

(y —2)*K, e CFQ x Q), falls m — |o] < —n — k,

d.h. falls |a| > m+n+ k. Wie kdnnen nun wie bei Satz[17h) argumentieren: Zu gegebenem
k wihle I € N mit 20 > m 4+ n + k. Dann ist |y — 2| K, € C¥(Q x Q), also K, € C*([Q x
Q]\ Diagg,). Da dies fiir jedes k gilt, folgt K, € C*([Q2 x Q]\ Diagg,). o

Beweise: Wie man divergente Integrale konvergent macht

Im Endeffekt sagen die Satze [21]- dass man mit den hier vorkommenden Integralen for-
mal rechnen darf, ohne sich um Konvergenz zu kiimmern. Hierfiir ist allerdings wesentlich,
dass a die Symbolabschétzungen erfiillt.

Wir wollen dies nun genau begriinden. Beim ersten Lesen kann dieser Abschnitt iiber-
sprungen werden. Es ist noch zu klaren:

e Beweis von Satz Warum gilt das fiir beliebige m, und warum kann man Pu
unendlich oft differenzieren, obwohl Ableitungen nach x unterm Integral bewirken,
dass das Integral 'immer schlimmer’ divergiert?

e Definition von K, Beweis von Satz [22] fiir beliebige m

e Beweis von Proposition [25| fiir beliebige m.

Beachte, dass bei all diesen Punkten das Problem darin besteht, dass das &-Integral mogli-
cherweise divergiert, da der Integrand fiir || — oo nicht (oder nicht offensichtlich) schnell
genug gegen Null geht. Das y-Integral ist kein Problem, da u kompakten Trager in ) hat
und glatt ist.

Idee: Der zentrale Trick ist, wie so oft, partielle Integration, diesmal beziiglich y:
Schreibe e/(#=¥)¢ — —éDyj e"@=V)¢ Setzt man dies in ein und integriert partiell bzgl.
Yyj, so verbessert sich die Konvergenz des {-Integrals bei unendlich wegen der negativen
§j-Potenz.

Da Teilen durch &; aber ein neues Problem bei §; = 0 generiert, modifizieren wir diese
Idee ein wenig: Es gilt

e —< £ >TFa Dy SF e k € N gerade (31)

wobei wir < Dy >*=1+ 37| Dy schreiben.

(Beweis: Aus Dyje*"yé = —fje*iy’E folgt durch zweifache Anwendung, Summieren iiber
4 und Addieren von e~ ¢, dass (1 + 2 DZJ,)e_iy5 = (1 + [£]?)e"¥¢ gilt. Mehrfache
Anwendung liefert (1+ 37, D;J,)le_iy5 = (1 +[£]?)'e~™¢ fiir I € N. Durch Umstellen folgt
(31).)

Wir formulieren zunéchst in etwas vereinfachtem Kontext, was uns das bringt:
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Lemma 26. Sei 2 < R” offen, m e R.
a) Seiae S™(,R™). Das Integral

L) = | e a(y.¢) dg

konvergiert in D' (Q).
b) Fiir pe CF(R™) mit p(0) =1 und pn(§) = p(%) gilt

I, = ]\}gnoo IPNa

Allgemeiner ist impy_,o0 I,y = p(0)I, fir p e C(R™).
¢) a) und b) gelten analog fir Symbole a € S™(Q x Q,R™) und die Integrale

Lioy) = | e alep. ) 6 wnd Liey) = [ @ aley.6) de

Beachte, dass pya € ST . Das heift, Teil b) gibt eine Approximation von I, durch glatte
Funktionen.

Beweis:  a) Konvergenz in D'(€2) bedeutet: Fiir jede Testfunktion ¢ € Ci° () konvergiert

<Ia,¢>—f (e ay,€), B(y))y dE = ” aly. 0l0) dy

A(©)

Wir wollen zeigen, dass A(§) fiir grofe £ schnell gegen Null geht. Mit und
partieller Integration folgt

A€) = f <&>7F (< Dy >k ) afy, )o(y) dy =< € > fe—iyf < Dy >* (ag) dy

Sei supp ¢ ¢ K € Q. Mit ]Dga(y,f)\ < Cg o < & >™ folgt
|A(6)| < Ogp < €>™" fiir suppo c K.

Wé&hlt man k > m + n, folgt die Konvergenz von { A(§)d¢.

b) Fiir eine Testfunktion ¢ € C{°(§2) ist mit partieller Integration wie oben

Ipvas &) = f f oy, )6 (y) dyde = pr@) f e Weag dyde =
- pr(@ <esk f e < Dy >* (ag)dy) dg
N3 0) j <e>( f e < Dy S* (ag)dy) dE = (p(0) T, &)

fir kK > m + n nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz, da px (&) Nz p(0) fir
jedes £ und da das &-Integral ohne den pp-Faktor absolut konvergiert.

c) Genau wie oben, wobei die Testfunktion nun in C°(Q x Q) liegt. Die partielle Inte-
gration wird weiterhin nur beziiglich der y-Variablen durchgefiihrt. o
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Beweis (von Satz[21)): Sei u € C§°(£2). Wir miissen das Doppelintegral

(Pau)(z) := f j ¢EVE oz, y, € uly)dy e (32)

untersuchen. Wir betrachten zunéchst das innere Integral und integrieren partiell:
Az, &) = J‘eiy5 a(x,y, Eu(y)dy =< & >7F feiyf < D, >k (au) dy .

Wie oben koénnen wir damit |A(z, )| abschétzen, aber indem wir nach x ableiten, erhalten
wir sogar fiir K, K’ € Q und beliebige k, 3

DS A(z,8)| < Ogiorpp <E>™F fir suppuc K, ze K'. (33)

Da k, K und K’ beliebig waren, haben wir gezeigt, dass DY A = O(< & >7N) fiir alle N
gilt, lokal gleichméfig in x. Daraus folgt sofort, dass das Integral

(Pu)(x) = f 67 Az, €) d

konvergiert und stetig in x ist, und dass beliebig hdufiges Ableiten nach z unterm Integral
immer zu konvergenten Integralen fithrt. Damit ist bewiesen, dass (P,u)(x) definiert ist
und dass P,u € C*().

Es bleibt die Stetigkeit des Operators P, : Cg° — C'® zu zeigen. Diese folgt daraus, dass
sich die Konstanten in durch die Suprema endlich vieler Ableitungen von u abschétzen
lassen.

Dass P, eine stetige Fortsetzung £'(2) — D’'(2) hat, folgt mit Hilfe des {iblichen Duali-
titsarguments (siehe (16])) daraus, dass der transponierte Operator P! ebenfalls ein ¥DO
ist (nach dem schon bewiesenen Satz und daher stetig C§°(2) — C*(Q) ist. o

Beachte, dass im Fall @ = a(x,§) einfach A(z,&) = a(z,&)u(€) ist. Die Abschitzungen
im Beweis verallgemeinern die wohlbekannte Tatsache, dass 4 eine Schwartz-Funktion ist.
Der Standard-Beweis fiir diese Tatsache ist im Wesentlichen identisch zum oben gegebenen
Beweis.

Beweis (von Satz[23): Das Integral in konvergiert nach Lemma [26k) in D'(Q x ().
Die Aussage ,K, ist Schwartz-Kern von P,‘ bedeutet per Definition (siehe (8)):

< Pou,v >=< Kg,v®@u > Yu,ve CT(Q).
Nun ist
< Pyu,v>= J [ffei(x_y)ga u(y)dyc‘l{} v(z)dr und

<K ,,v®u> = fjfei(m_y)sa v(z)u(y)dydz d€.

Beide Integrale sind gleich, wenn wir Fubini anwenden diirfen, um die dx und d¢-Integrale
zu vertauschen. Da wir das y-Integral wie vorher als < & >—% § ...dy umschreiben kénnen,
konvergiert das dx dé-Integral, also ist Fubini anwendbar. o
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Beweis (von Proposition : Dies hatten wir bereits fiir m < —n bewiesen, und die lin-
ke Gleichung gilt offenbar immer. Fiir beliebiges m verwenden wir Lemma [26p). Es ge-

niigt, o = e; zu betrachten. Sei p = D¢;p und pn(§) = ﬁ(%), dann ist Dg; (p <%)) =
%(ngp) (%) = %ﬁN. Wegen apy € S™% gilt fiir jedes N

Kiy—o)japn = Kng (apn) = K(Dgu)mv + Ka%[)’
—_—

—Ky—a);a —Kp o -0
weil im letzten Term K5, — p(0)K,, also K 1 ; = %KaﬁN — 0. o

Bemerkung: Man koénnte auch versuchen, beim Beweis von Proposition wie in den
vorherigen Beweisen zu argumentieren, indem man mittels der < ¢ >"*-Faktoren die
Integrale konvergent macht. Das fiihrt aber zu unnétigen algebraischen Verwicklungen,
denn zum Beweis von Proposition [25| muss man bzgl. £ ableiten und partiell integrieren,
und dabei werden die < & >~*-Faktoren mit abgeleitet. Daher ist es einfacher, iiber Lemma
26|(b) zu argumentieren.

I11.4 Asymptotische Summation

Im Folgenden schreiben wir oft kurz S™ fiir $™(Q,R"), Q@ < RY, oder fiir S™(R™).

Definition 27. Seien a; € S™ mit mg = m1 = mg = ... — —00. Sei a € S™°. Wir sagen
e}
a ~ 2 aj
Jj=0

(in Worten: a ist asymptotische Summe der a;), falls gilt:

a— Z a; e S™  fiir alle M

jim;>—M

Beachten Sie, dass die Partialsumme ) a; endlich ist. Dies ist dhnlich zur Defini-

j:m]‘>—M
tion der Summe von Reihen: Fiir reelle Zahlen z, x; ist x = Zj:O TjeT Zj:O z; — 0
fir M — oo.

Der wichtigste Spezialfall ist m; = m — j:

0 k-1
a; € S™7, dann a ~ Zaj < a-— ZajESmfk Vk
Jj=0 Jj=0

Beispiel: a(§) = ﬁ ist nach Proposition ein Symbol der Ordnung —2 auf R. Fiir
|€] > 1 ist
1 1 1
= =g e
1+8 £1+ 5
Bis auf die Singularitét bei £ = 0 stehen rechts Symbole abnehmender Ordnung. Mit x wie
in (25) erwarten wir also, dass gilt

1

e ZO a;(§) = (1Y€ x(¢)
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Um dies genau zu begriinden, miissen wir den Rest nach Abziehen einer Partialsumme
betrachten: Fiir alle k gilt (geometrische Summe)

k
G
; 1+£2

und (122 e ST22E(R).

In diesem Beispiel war die Summe Z;O:o a;(§) sogar fiir jedes £ konvergent. Im Allgemeinen
muss dies jedoch nicht der Fall sein. Zum Beispiel kénnte man die Summe Z;C:O FLET2x(€)
betrachten. Diese konvergiert fiir kein £ mit x(£) # 0. Dass und in welchem Sinn die Summe
trotzdem definiert ist, zeigt folgender Satz.

Satz 28. Seien aj € S™i, mg =mq =mg =+ — —o0.

a) Es existiert a € S™ mit
e}
a ~ Z CLJ'.
§=0
b) a ist eindeutig mod S—*, d.h.: Falls a ~ Z;O:o a; fir ein Symbol a, so folgt a — a €
S,

Beachte, dass a priori klar ist, dass die Summe nur mod S~ eindeutig sein kann, denn
falls a ~ > aj und @ € S™° mit a —a € S™%, so folgt a ~ > a;.

Beweis:
Eindeutigkeit mod S™%: Gilt a ~ > a;, @ ~ Y, aj, so folgt per Definition fiir jedes M

a— Z ajES_M, a— Z ajeS_M

m; >—M m; >—M
Nimmt man die Differenz, so folgt a —a e S~ . Da dies fiir alle M gilt, folgt a —a € S™.

Beweisskizze der Existenz: Man setzt

:L‘§=Z <€>, R; — oo fiir j — oo.
=0 R;
Fiir jedes x, £ ist dies eine endliche Summe und somit konvergiert die Reihe ( sei wie in
(25)). Man zeigt nun, dass man R; so wéhlen kann, dass a € S™ und a ~ )] a;. o

111.5 Restterme

In Satz haben wir gesehen, dass gewisse Aussagen nur modulo S~ gelten. Solche
Symbole, bzw. die zugehorigen Operatoren, werden wir daher als Restterme, die wir nicht
genauer bestimmen konnen, ansehen. Wir definieren

STEQRY) =[] STQRY), TTPQ) =[] TR

meR meR

Diese Schreibweise ist sinnvoll, da S™ = §™~! 5 ™2 5 und ¥™(Q) > ¥ 1(Q) > ...

23



Satz 29. Fir einen stetigen Operator P : C°(2) — D'(Q) sind dquivalent:
i) PeU™"(Q)
ii) P ist gldttend

Zur Erinnerung: P glittend bedeutet, dass P : £'(2) — C*(£2), und dies ist dquivalent zu
K € C*(Q x Q) fiir den Schwartz Kern K von P.

Beweis:
i)= ii): Fiir P € U™ mit Kern K ist K € C¥ fiir k < —m —n nach (30). Fiir P € ()
folgt also K € (), CF = C*.

ii)= 1): Sei K € C*(Q x Q) der Kern von P. Wihle p € C°(R") mit {p = 1. Setze
a(z,y,€) = e " VER (2,)p(€), dann ist @ € S~ da es kompakten Triiger in ¢ hat.
Auferdem gilt K, = K. Also a € S™Vm, d.h. P € "™ Vm und damit P € ¥~%. o

mER

Der Beweis zeigt auch, dass die Bedingungen &quivalent sind zu P = P, fiir ein a €
STO(Q x Q,R™).

Schreibweise: P = P’ mod UV~® :« P— P’ e U~ % Nach dem Satz ist dies dquivalent
zu K — K'e C%, d.h. K, K’ haben dieselbe Singularitit bei Diagg,.

I11.6 Reduktion, Symbol eines Y'DOs

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass man einen ¥DO, der durch eine Amplitude a(z,y,§)
gegeben ist, auch durch eine Amplitude darstellen kann, die nur von x und £ abhéngt,
nicht von y (bis auf einen ¥~ Restterm), und dass diese bis auf Restterme eindeutig ist.
Man nennt sie das Symbol des ¥DOs. Das Symbol enthélt die wesentlichen Informationen
iiber den Operator.

Der Fall von Differentialoperatoren

Fiir Differentialoperatoren ist leicht zu verstehen, was die y-Abhangigkeit einer Amplitude
a(z,y, &) bedeutet:

(L) P= ZaaDa = P =P, mitp=px,§) = Zaa

P=2Daba = P = P, mita(z,y,§) Zb

Hierbei ist b, als Multiplikationsoperator mit der Funktion b, zu verstehen, also D%b,, als
der Operator u — D%(byu). (R) folgt aus folgender Rechnung:

D (bots) = F~H(F(D? (bo))) = F~ (62 F(ba)) =
- f G F ) ds - f f = by (yu(y) dy dE.

—Se—’yfba( u(y)dy
d.h. D%, hat Amplitude £%b,(y) = ba(y)E®. Allgemeiner:

P=ZaaDaba = P = P, mit a(z,y,§) Zaa
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Mit der Produktregel kann dies in die Form (L) (oder auch (R)) umgeschrieben werden:

Pu= zaaDa(bau) = Zaa Z ( g > (Da—ﬁba)Dﬁu = ZcﬁDﬁ

B<a B

fiir geeignete cg. (Hierbei ist D~ ?b, die Ableitung der Funktion b,, also kein Operator!)
Wir sehen: Fiir denselben Operator gibt es viele verschiedene Amplituden a mit P = FP,.
In anderer Weise zeigte dies bereits Proposition [25]

Der Reduktionssatz

Folgender Satz zeigt, dass die Reduktion auf die Form (L) auch fiir ¥DOs geht (bis auf
glattende Fehler), und gibt eine kompakte Formel an.

Satz 30. [Firjeden WDO P e U™ (Q) gibt es einp € S™(Q,R™) mit P = P, mod ¥Y~*(Q),
wobei p als Amplitude p(x, &) aufgefasst wird. p ist durch P eindeutig mod S™® bestimmdt.
Ist P = P, mit a € S™(Q x Q,R™), so lasst sich p wie folgt berechnen:

P~ Y (08D5a(r,5,6) lyr (34)

L
aeNJ S

eS”‘:—\‘ﬂ
Man nennt p das Symbol von P und schreibt p = o(P).

Manchmal schreibt man auch op oder o, (P) (Linkssymbol, s. unten). Da p nicht eindeutig
durch P festgelegt ist, sollte man genauer das Symbol von P als die Aquivalenzklasse
[p] = p + S~ definieren, also als Element des Quotientenraums S™/S~%. Wie auch bei
den L!'-R#umen (integrierbare Funktionen) iiblich, schreiben wir trotzdem p statt [p]ﬂ

Die asymptotische Summe ist definiert, da es fiir jedes j nur endlich viele a mit
|a| = j gibt. Die ersten Terme sind

B
D

pa,&) ~a(@,y.8) + = Y = =—a(@,y,ly=a + - ..

Beweis (von Satz @) Existenz von p mit P = P,: Fiir festes z, { verwende die Taylorent-
wicklung der Funktion y — a(x,y,£) um den Punkt y = x:

1
a(%%f) = 2 a|(y_m)aa;a‘y=$ +RN(x7y7§>
lo|<N—-1

Nach Proposition 25| ist P,_z)ap, = Png flir beliebige Amplituden b. Wenden wir dies auf
b(z,§) = % (aga(az,y,f)) ly=z an, so folgt mit

pa(xv 5) = !

= (Dgdja(@,y,9)) ly=z »

(wobei man statt Dgdy auch Dyog schreiben kann), dass

Po = PZ\a\qu pa T PRN'

8Unter einer Zusatzbedingung an P — eigentlich getragen, siehe Definition f kann man P einen kano-
nischen Vertreter dieser Aquivalenzklasse zuordnen. Siehe z.B. Shubin oder Folland. Dies ist jedoch fiir
die lokale Theorie nicht sinnvoll, da es eine Eindeutigkeit suggeriert, die keine Bedeutung hat.
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Denn die Zuordnung a — P, ist offenbar linear. Am Ende dieses Beweises zeigen wir
Pg, € YN Wihlt man nun p mit (vgl. Satz

p(x,{) ~ Z pa($,€),

aeNy
das heiit Ry :=p — Z|a\<N—1pa e S?N VYN, so folgt

-N
Pp — P, = PP*Z\QKN_NM — Pﬂ*Z|a|<N—1p& = PR3V — Pr, € g

fir alle IV, also P, — P, € ¥~%(§2). Damit ist die Existenz von p bewiesen.
Eindeutigkeit von p modulo S™%: Fiir p = p(z, &) folgt fiir den Schwartz Kern aus

Kp(IE,y) =p(a;,:c—y) (35)

wobei p(z, z) = Seizgp(x,f)dﬁ die inverse Fouriertransformation bzgl. £ ist. Ist nun P, =
Py mod ¥, so ist fiir r = p — p/ der Kern K, glatt, also 7(z, z) glatt bei z = 0. Aus
Satz ), angewendet mit lokal gleichméfiger C*-Abhéngigkeit vom Parameter z, folgt,
dass r e S—%.

Wir miissen noch Pgr, € U=N geigen. Die Idee hierfiir ist, die Formel fiir das Restgliedﬂ

1
RN(x7y7§> =N Z ;(y—%)af (1_8)N71 (a;a) (LL’,IL’—I—S(y—IL'),f)dS (36)
la|]=N 0

zu verwenden. Das Integral definiert fiir jedes o ein Element von S™, da die Symbolab-
schitzungen lokal gleichmifig in x, y gelten. Zwar ist Ry selbst nicht in S™ %, aber durch
das Umwandeln der (y — x)*-Faktoren in Df' wie oben sehen wir, dass es ein R € gm—N
gibt mit Kry (z,y) = Kpy (x,y). Damit sind wir fast fertig. Wir miissen noch beachten,
dass nur gilt, wenn die Strecke von z nach y ganz in Q liegt, denn x + s(y — x)
durchléuft diese Strecke. Wahlt man fiir jedes z €  ein r;, > 0 mit B, (z) < €, so
gilt immerhin in der Umgebung U = {(z,y) : = € Q,y € B, (x)} von Diagq, so-
mit gilt dort Kr, (z,y) = K Rl (z,y). Mit Hilfe einer Abschneidefunktion p mit Trager
in U, die gleich 1 in einer kleineren Umgebung von Diagq ist, schreiben wir schlieflich
KRy = pKpy + (1 — p)KRy - Der erste Term liefert einen Operator in U~V der zweite
einen gliattenden Operator wegen Satz 23] D

Lemma 31. Sei Q@ < R" offen und U < Q x Q eine offene Umgebung von Diagq. Dann
gibt es eine Funktion p € C*(Q2 x Q) mit Trager in U, die in einer kleineren Umgebung
von Diagq gleich eins ist.

Beweis als Ubung.

9Dies folgt aus der eindimensionalen Taylorformel

_ v G t ! N—1 £(N)
10 = 3 G100+ =gy | ="V s)as

wenn man f(t) = a(z,z + t(y — x), &) setzt und bei ¢ = 1 auswertet.
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Bedeutung des Symbols

Das Symbol p eines ¥DOs P beschreibt genau die Singularitédt des Kerns K von P bei
Diagg: Denn K = K, mod C*, und nach ist Kp(xz,y) = p(x,z —y), mit p die
inverse Fouriertransformation bzgl. {. Das heifst, wenn man K, fiir festes x als Funktion
von z = z — y auffasst, so beschreibt das Verhalten von p(z,§) fir £ — oo die Singularitét
von Kp(z,y) = Ky(x,x — z) bei z = 0.

Operator und Symbol bestimmen einander in folgendem Sinn eindeutig:

Satz 32. Die Zuordnung p — P, definiert einen Isomorphismus, fiir jedes m € R,
S™(Q,R™)/STF(Q,R") — ¥(Q)/T~F(Q). (37)

Beweis: Offenbar ist p — P,, S™ — W™ linear. Verkniipft man dies mit der natiirlichen
Projektion ¥ — U™ /W~% erhilt man die Abbildung S™ — ¥ /¥~ Diese ist surjektiv
nach Satz . Es bleibt zu zeigen, dass der Kern dieser Abbildung S~% ist. Ein Symbol p
liegt in diesem Kern genau dann, wenn P, € ¥~%, also K, glatt ist. Ist K, = p(z,z — y)
glatt, so ist DSp(x, z) glatt als Funktion von z, lokal gleichméfig in x und fir jedes «, also

folgt p € S~ nach Satz ) o

Formel fiir das Symbol des adjungierten Operators

Nach Satz 24| ist das Adjungierte (P,)* eines YDO der YDO mit Amplitude a*(x,y,&) =
a(y,z,§). Wenn a(z,y,£) = p(x,§) nur von x, & abhingt (also das Symbol von P, ist), ist
a*(x,y,&) = p(y, &) eine Funktion von y, . Im Fall von Differentialoperatoren ist das leicht
zu verstehen: Aus D* = D (partielle Integration und i = —i) und (AB)* = B*A* folgt

P:ZaaDa — P* :ZD@@,
(e}

[0}

und dies hat Amplitude Y} @q(y){*. Man kann p(y, ) wieder in ein x, {-Symbol 'umwan-
deln’ und erhélt:

Satz 33. P € U™ habe das Symbol p. Dann hat P* € U™ das Symbol
1 AP )
Beweis: Nach den vorhergehenden Bemerkungen und Satz [30| hat P* das Symbol

1 Ay, (o F)
Zaag Dyp(yaf)h/:x o

Links- und Rechtssymbol

Nach Satz[30] hat jedes P € U™(Q) ein mod S~ eindeutiges Symbol p(z, ), auch Links-
Symbol von P genannt und mit o, (P) bezeichnet. Analog kann man P durch eine Ampli-
tude darstellen, die nur von y und £ abhéangt, und diese ist wieder mod S™% eindeutig.
Man nennt diese Rechtssymbol von P, Bezeichnung or(P).

Dies folgt direkt aus den Uberlegungen zur Adjungierten, die auch eine Formel liefern:

or(P) = or(P*) (39)
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I11.7 Komposition von ¥YDOs
Fiir Differentialoperatoren gilt offenbar
P e Diff™(Q), Q e Diff'(Q) = PoQ e Diff™""(Q).

Unser Ziel ist es, dies auf ¥DOs verallgemeinern, d.h. iiberall Diff durch W ersetzen.

Eigentlich getragene Operatoren

Zunéchst miissen wir uns um ein kleines Problem kiimmern[0} ¥DOs bilden wie folgt ab:

P CPQ) — C™(Q)
Q: Gy () — C*(Q),

also ist fiir u € C§°(2) nur Qu e C*(Q) (nicht CF()) und somit P(Qu) nicht definiert"]
Wir formulieren nun eine Bedingung, unter der die Komposition P o ) definiert ist.
Dazu definieren wir zunédchst die beiden Projektionen

T, T2 - QxQ— Q> 71-1(‘/Evy) =, W?(‘rvy) =Y
und erinnern an folgenden topologischen Begriff:

Definition 34. Seien X,Y topologische (z.B. metrische) Riume. f : X — Y heifit ei-
gentlic@ falls f~(kompakt) = kompakt, d.h. ¥V K' €Y gilt: {1 (K') € X.

Zur Erinnerung: Wenn f stetig ist, gilt f(kompakt) = kompakt und f~!(offen) = offen
sowie f~!(abgeschlossen) = abgeschlossen. Jedoch muss ein stetiges f nicht eigentlich
sein, z.B. sind fiir offenes 2 < R" die Projektionen 7 o stetig, aber nicht eigentlich, da
z.B. (1) " ({z0}) = {x0} x Q nicht kompakt ist (x¢ €  beliebig).

Falls X kompakt ist, so ist jedoch jede stetige Abbildung f : X — Y eigentlich, denn
K’ <Y kompakt = K’ abgeschlossen = f~!(K’) abgeschlossen = f~!(K’) kompakt, da
abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen wieder kompakt sind.

Definition 35. K € D'(Q x Q) heifit eigentlich getragen™}, falls die Einschrinkungen
der Projektionen
w1, mo : supp K —

eigentlich sind. Ein stetiger Operator P : C°(2) — D' (Q) heifit eigentlich getragen, wenn
sein Schwartz Kern es ist.

Mit anderen Worten, fiir kompakte Mengen K’ € Q muss supp K n (71,2) "1 (K’) kompakt
sein. Beispiele:

e supp K kompakt = K eigentlich getragen

e Sei Q = R" und K(z,y) = p(x —y), p € C;7(R™), dann ist supp K nicht kompakt
aber K eigentlich getragen.

%auch wenn dies im Vergleich eher nebenséchlich ist

"Konkret bedeutet dies, dass schon das y-Integral in moglicherweise nicht konvergiert.
2englisch: proper

Benglisch: properly supported
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Proposition 36. Ist P € ¥ (Q) eigentlich getragen, dann bildet P stetig ab:

() — O ()
E'Q) - E'(Q)
C*(Q) - C*(N)
D'(Q) — D'(Q)

Beweis: Sei v e Ci°(Q2) und sei K der Kern von P. Es gilt
supp Pu < supp K o suppu = 71 (supp K N 7T2_1(Supp w)) (40)

und supp K nmy 1(supp u) ist kompakt, da supp u kompakt und K eigentlich getragen. Also
ist Pue CP(Q2), d.h. P: CP(Q) — C5P(R2). Auberdem ist P : CP(Q) — C5°(N2) stetig
(Ubung). Offenbar ist mit P auch P! eigentlich getragen. Also P! : C°(Q) — CF(£2), und
mittels Dualitét folgt P : D'(Q) — D'(Q).

Da auch fiir Distributionen gilt, zeigt dasselbe Argument P : £'(Q2) — £'(2), dann
P:C*(Q) — C*(Q) mit Dualitét. o

Wir kénnen also festhalten: Sind P, Q) ¥DOs und einer davon ist eigentlich getragen, so
ist Po@ :C5°(2) — C°(N) definiert, denn:
C*(Q)

e P cigentlich getragen: C°(Q2) L
A C* ()

“(Q)
Cy(©)

v =

e () eigentlich getragen: C°(2)

Die Kompositionsformel

Satz 37. Sei P e U™(Q), Q € ¥ (Q), mindestens einer von P,Q sei eigentlich getragen.
Dann ist P o Q € ¥™*H(Q). Sind p,q die Symbole von P,Q, so ist das Symbol p#q von
Po@

() (.6) ~ Y 380w, €) Da(a, €) = (41)

n
aeNj

= p(£7£)‘]($7£) +Z afjp(xvg)ijQ(xvf) e

Sm+l J Sm+l—1

Beweis: Die Komposition P o Q direkt auszurechnen ist nicht ganz einfach, denn:
(Pu)(a) = | eepla i€ de = | [ P p(a, uty)dyds
@) = | ematyn)fmdn = [ [ ¢ atyn) )dzdn, also
(PQU) (&) = P@N() = | | [ [ lteero =y, €)a(y, ) f(:)dsdndy .

Um solche Vierfach-Integrale zu vermeiden, verwenden wir folgenden Trick: Wir schreiben
@ mittels eines Rechts-Symbols:

(@) = [ 0 Man(z, )Gz = jl¥y”[J“e“an<z,n>f<z>dz]dn.

unabh. von y, Fkt. von n
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(Wir ignorieren zunéchst die Tatsache, dass P und @ nur bis auf glattende Restterme durch
ihr Links- bzw. Rechtssymbol dargestellt werden kénnen. Dazu siehe das Ende des Bewei-
ses.) Also ist Qf die inverse Fouriertransformierte der Funktion in den eckigen Klammern.
Daher

Q1) = j ¢ Mgn(z,n) f(2)dz.

Wir setzen v = Qf in P ein:

(P(Q))(x) = j e p(r, )T (€)dE = f (i, €) Je-”éqR(z,s)f(z)dzdg

und ersetzen z durch y und erhalten:

(PQSf)(x f f S pla, anly. €) £ () dy .
a(ff:yﬁ)

Also: PQ ist ¥DO mit Amplitude a(x,y, &) = p(x, £)qr(y, £). Dies zeigt PQ € U ().
Wir berechnen das Symbol von PQ:

arly€) = on(Q) = 1@ ~ Y 10 Dga(y,©),  also

ar(0,6) ~ 3 08 (-Dy)a(w, &) = =P (y,6),

o

wobei — < 0¢, Dy >:= 27:1

Potenzreihe zu verstehen.
Mit derselben Kurznotation kénnen wir schreiben:

—(9§j Dyj. Hierbei ist die e-Funktion als Kurznotation fiir ihre

or(PQ)(z,¢€) 2 —0EDya(,y,€)ly=r = [e=P7 a2y, §)]ly=z, also

or(PQ)(x,€) = [e<%Dy (p(z,&)e™~%Pv>q(y,€))] ly=s (42)

In wiirden wir gerne die “e-Funktionen zusammenfassen“. Dies lésst sich wegen der
Produktregel nicht direkt machen, weil p(z,&) von £ abhéngt. Deshalb wenden wir einen
Trick an und “entzerren” durch Einfiihren einer zusétzlichen Variable 7: Fiir Funktionen h
gilt 0¢h(&) = 0-h(§ 4 7)|r=0. Daher

e %Dz q(y, &) = e = Pvzq(y, £+ 7)o
Dann wird aus dem Ausdruck in :

= [e=%Pv= (p(z,§)e =P q(y, £ +7))] ly=e,7=0 =
= [e=%Pv=em =0 Dv= (p(x,€)q(y, £ + 7)) ly=z, 70 =
= [e=% 7 Pv> (p(,)q(y, € + 7))] ly=z, =0 (43)

14Rechtfertigung dieser Kurznotation: Fiir t € R ist ef = Zf o i,to‘7 also flir t1,...,t, € R
1
t; _ tj _ e
i1t Heﬁ Hzava Za!t
j=1a;=0 aENS'
Dies kann als Identitét formaler Potenzreihen interpretiert werden. Setze nun t; = —0¢; D
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nach der Produktregel fiir die Exponentialfunktion (die ja durch formale Rechnung aus der
Darstellung als Exponentialreihe folgt). Wir wollen nun ver~wenden, glass (8§ —0:)%(y, &+
7) = 0. Dazu fithren wir den Variablenwechsel ({,7) +— ({,{) mit { ;=& und ( := &+ 7
durch, womit
0 ot o0 oC o 0 0
o6 T aea Taac T tac Tkt
o oo oo 0

= e Tarac "t a T

folgt. Also ist d¢ — 0, = (95 und somit wird aus dem Ausdruck in (43):

_ [e<aé7Dy> (p(wvé:)q(y’ O)]g:éy:z

und wenn wir die “e-Funktion wieder in eine Summe umschreiben, erhalten wir den Aus-
druck im Satz.

Im Beweis oben haben wir P = P,, Q = P,, angenommen. Im Allgemeinen wissen wir
jedoch nur P = P, + R, Q = P, + R' mit R, R € ¥~"(Q). Nun gilt aber

o

PQ = P,P,, + RP,, + P,R + RR' (44)

und alle drei Summanden mit R oder R’ sind glattend. Allerdings miissen wir noch si-
cherstellen, dass jedes der Produkte definiert ist, d.h. dass in jedem mindestens ein Faktor
eigentlich getragen ist. Damit wéare der Beweis oben gerettet.

Sei P eigentlich getragen. Folgendes Lemma zeigt, dass p so gewéhlt werden kann, dass
auch P, eigentlich getragen ist (fiir beliebiges p stimmt das nicht). Dann ist auch R ei-
gentlich getragen, und damit sind alle Terme in definiert. Ahnlich kénnen wir im Fall
argumentieren, dass () eigentlich getragen ist. o

Folgendes Lemma ist nur fiir das technische Detail am Ende des vorigen Beweises wichtig.

Lemma 38. Sei pg € S™(Q,R™). Dann gibt es ein p € S™(Q,R™) mit p=py mod S™%,
fiir das P, eigentlich getragen ist.

Beweis: Idee: Wir verwenden die Formel Ky, (z,y) = po(x,x —y). Dies schneiden wir nahe
der Diagonalen ab, so dass das Resultat eigentlich getragen ist, und bestimmen ein Symbol
p, fiir das K, genau dieses Resultat ist.

Genauer: Wihle eine eigentlich getragene Funktion pg € C* (2 x ), die in einer Umge-
bung der Diagonale gleich eins ist. Setze p(z, z) = po(z, x—z), so dass p(z,z—y) = po(z,y).
Da pg eigentlich getragen ist, hat die Funktion z — p(z,z) fiir jedes  kompakten Tré-
ger und ist fir z € R™ definiert und glatt. Sei p(z, &) die Fouriertransformation bzgl. der
z-Variablen. Sei nun pg ein beliebiges Symbol von P und setze

p@f)=fﬁ@mmdaé—mdm

d.h. die Faltung bzgl. der &-Variablen. Dann ist p(z, z) = p(z, 2)po(z, 2), also K,(x,y) =
plx,xz —y) = po(z,y)po(x,x —y). Da py eigentlich getragen ist, gilt dasselbe fiir K.

Es bleibt nachzupriifen, dass p € S™(Q,R"). Ubung! (Verwende, dass p(z,7) fiir n — oo
schnell abféllt.)

Schlieklich ist K, — K}, = 0 in einer Umgebung der Diagonalen, also glatt, und daher
ist p=pg mod S_OOE =

5Eine andere Konstruktion, die zu einem kompakt getragenen Operator P ein Symbol p mit P = P,
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111.8 Hauptsymbol, klassische Operatoren

Die Kompositionsformel zeigt, dass das Symbol der Komposition zweier ¥DOs bis auf
Terme niedrigerer Ordnung gleich dem Produkt der Symbole der beiden Operatoren ist.
Dies motiviert folgende Definition.

Definition 39. Sei P € ¥ (Q) und p ein Symbol fir P. Das Hauptsymbol von P ist die
Aquivalenzklasse von p in

S™(Q,R™)/S™HQ,R™)  (Quotientenraum,)
und wird mit o, (P) bezeichnet.

Offenbar ist dies wohldefiniert, da p modulo S~* (2, R"™) eindeutig durch P festgelegt istE
Wir schreiben o,,(P) = [p], wobei die eckigen Klammern die Aquivalenzklasse zum Aus-
druck bringen. Der folgende Satz zeigt, dass sich mit Hauptsymbolen viel leichter rechnen
lasst als mit den vollstédndigen Symbolen.

Satz 40. Seien P e ¥™(Q), Q € ¥ (Q). Dann gilt
a) 0m+l(Po Q) = Um(P)Ul(Q)
b) om(P*) = om(P)
¢) om(P) =[oL(P)] = [or(P)]
d) Der Kommutator [P,Q] := Po@Q — Qo P ist in \I/mH_l(Q) und

1 . n
O'm+l,1([P, Q]) = ;{pv Q} mit {p7 Q} = Z (agjp 5$]q - axjpaﬁjq)
7=1

wobei p = om(P), ¢ = 01(Q).-
In ¢) ist o (P) das Linkssymbol (= das Symbol) und or(P) das Rechtssymbol von P. Die
Funktion {p,q} in (d) heifst Poisson-Klammer von p und q.

Beweis: Dies folgt direkt aus den Formeln , und . o

Eine wichtige Teilklasse der ¥DOs sind die klassischen WDOs. Sie sind dadurch charakteri-
siert, dass ihr Symbol sich als asymptotische Summe positiv homogener (bzgl. £) Funktionen
darstellen lasst. Wir hatten bereits das Beispiel

1
1+ &2

~ET T - (45)

gesehen, bei dem der Term ¢~% homogen vom Grad —2j ist. Streng genommen haben wir
diese asymptotische Summe noch nicht definiert, da die Funktionen ¢~ keine Symbole
sind, da sie in & = 0 nicht glatt sind. Da es aber fiir Symbole nur auf das Verhalten fiir
|¢| — o0 ankommt, verwenden wir auch die Schreibweise und meinen streng genommen
ﬁ ~ E72x(€) — €4 (€) + ..., mit unserer iiblichen Abschneidefunktion .

konstruiert, ist folgende: Setze p(x,€) = e ***(Pe¢)(x), wobei eg(x) = ™. Es ist formal leicht zu
zeigen, dass P = P,. Jedoch ist es etwas schwieriger nachzupriifen, dass p ein Symbol ist. Siehe Shubin
oder Folland.

16Genau genommen sollte man ,Hauptsymbol der Ordnung m‘ sagen, da man P € U™ () auch als Element
von U™T1(Q) betrachten kénnte. Sein Hauptsymbol der Ordnung m + 1 wire dann Null.
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Definition 41. Ein Symbol p € S™(Q,R") heifit klassisch (oder polyhomogen), falls
es pj € C*(Q x (R™0)) gibt mit

a) p~ Z;io Pj

b) pj ist positiv homogen in & vom Grad m — j, d.h.

pj(x,t&) = tm_jpj(m,ﬁ) fir allet > 0, € Q,&eR™0.

FEin Operator P € ¥ (Q) heifsit klassisch, wenn sein Symbol klassisch ist.
Die Menge der klassischen Symbole bzw. Operatoren bezeichnen wir mit S (Q2,R™) bzw.
).
Beispiele:
e Seip ein Polynom bzgl. {, dann ist p ein klassisches Symbol: Fiir p(z, §) = >} <, @a(@)€”
setze p;j (2, &) = Xja=m—; @a(T)E"
e p(&) = |&|x(&) ist klassisch, aber kein Polynom. Hier ist po(§) = [£].
e Siehe (45). Hier sind die p; sogar homogen, nicht bloss positiv homogen.

Bemerkungen:

e Die meisten real vorkommenden Operatoren sind klassisch.

e Die gesamte bisherige Theorie funktioniert fiir klassische Symbole und Operatoren:
Z.B. P = P, mit a € S™(QxQ,R™) klassisch, dann existiert ein klassisches p = p(z, &)
und P = P,mod =%,

Ein Vorteil klassischer Operatoren ist, dass der Quotientenraum in der Definition des
Hauptsymbols durch einen konkreten Funktionenraum ersetzt werden kann:

Lemma und Definition 42. Sei
S’C[Tn](Q,R") = {pe CP(Q x (R™{0})) : p ist positiv homogen vom Grad m bzgl. £}
Dann definiert p — [p- x(&)] einen Isomorphismus
s, r™) 5 s, RY) /ST HQ,RY). (46)

Ist P e W (,R™), so nennen wir das entsprechende Element von Sgn] (©Q,R™) das Haupt-
symbol von P.

Mit anderen Worten, hat P ein Symbol wie in Definition [£I] so nennen wir den fiihrenden
Term pg sein Hauptsymbol.

Beweis: Es ist nur nachzupriifen, dass die Abbildung wohldefiniert und bijektiv ist.
Sie ist wohldefiniert, da fiir eine anderes x die Differenz pxy — px = p(x — x) kompakt
getragen in &, also in S™%* Sff_l ist. Bijektivitit als Ubung. =
Beispiele:

® P =2 4<m @a(z)D* hat Hauptsymbol o (P) = 3, _p, aa()E".

e P=(—A+1)"! auf R" hat Symbol Wﬁ und Hauptsymbol |¢|~2.
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111.9 Die Parametrixkonstruktion fiir elliptische Operatoren

Definition 43. P € U™ (Q) heifst elliptisch, falls sein Hauptsymbol o, (P) invertierbar
15t.

Fiir klassisches P, bei dem man o, (P) als Funktion auf Q x (R™\{0}) interpretieren kann,
meinen wir mit Invertierbarkeit

om(P)(z,€) # 0 fur alle x € Q, £ € R"\{0}

In diesem Fall folgt aus oy, (P) € SC[IH](Q,R”), dass #(P) € S(El_m] (Q,R™).
Beispiele:
e A ist elliptisch, da o2(A) = —|¢]? # 0 fiir € # 0.

e 0; — A, (Wirmeleitungsoperator auf R"*! mit Variablen ¢t € R, x € R") ist nicht
elliptisch, denn das dazugehérige Symbol ist i7 + |£]*> und das Hauptsymbol [€|2.
Elliptisch wiirde bedeuten, dass |[¢[? # 0 fiir (1,£) # 0 und dies ist z.B. fiir (7,£) =
(1,0) nicht erfiillt.

Bemerkung: (Elliptizitéat fiir nicht-klassische Operatoren)

Invertierbarkeit von o, (P) soll genauer auch im nicht-klassischen Fall bedeuten, dass
es ein Inverses in S[—™ = S—m /S=m=1 hat. Man sieht leicht, dass dies bedeutet, dass
fiir ein beliebiges Symbol p € S™ von P ein ¢ € S™™ existiert mit pg = 1 mod S~1.
Dies ist auch dquivalent dazu, dass es fiir jedes K € €2 ein ¢ > 0 und R > 0 gibt, so
dass fiir alle z € K gilt

p(@,©)| > clel™  fir [¢] > R.

(Beweis als Ubung) Dies ist die Elliptizitdtsbedingung, die Sie in vielen Biichern fin-
den. =

Definition 44. Eine Parametriz cines Operators P € W™(Q) ist ein Operator @ €
U=™(Q) mit:

PQ =ITmod V™%,
QP =Imod ¥~ ®,

Satz 45. Jeder elliptische Operator P € W™ (Q) hat eine Parametriz, und diese kann ex-
plizit konstruiert werden. Die Parametriz ist modulo W=%°(Q) eindeutig bestimmdt.

Fiir klassisches P ist auch die Parametrix klassisch, wie die Konstruktion zeigen wird.

Wofiir dieser Satz? Eigentlich wiirde man gerne ein Inverses P~! konstruieren. Dieses
existiert jedoch i.Allg. nicht, und selbst wenn es existiert, hat man im Fall variabler Koef-
fizienten meist keine Chance, es zu konstruieren. Eine Parametrix ist fiir viele Zwecke ein
guter Ersatz. Sie hat folgende Vorteile:

e Eine Parametrix existiert immer (fiir elliptische Operatoren), auch wenn der Operator
nicht invertierbar ist.

e Eine Parametrix kann wie folgt bestimmt werden:
1. Zunéchst bestimmt man das Symbol der Parametrix. Dies geht mit rein alge-
braischen Operationen und Ableitungen.

2. Die Parametrix (genauer: ihren Schwartz Kern) erhélt man aus ihrem Symbol
mittels Fourier-Transformation, siehe .
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Beweis (Die Parametrizkonstruktion): Wir geben die Konstruktion an und ergénzen am

Schluss einige Details. In den Schritten 1.-3. konstruieren wir zunéchst eine Rechts-Parametrix,
d.h. ein Q mit PQ =1 mod ¥~ .
1. Bestimme @y € ¥~ mit Hauptsymbol o_,,(Qo) = #(P).
2. BEs gilt PQo € ¥° und 00(PQo) = 01m(P)o_m(Qo) = 1 = 0¢(I). Daher ist oo(PQo —
I) = 0, woraus PQo — I € ¥~ folgt. Also ist
PQo = I+ Ry mit Rye 1. (47)
Also ist Qo immerhin schon eine ,schwache’ Rechts-Parametrix: Wir miissen den

Fehler noch von W1 auf =% verbessern/[I]

Zu diesem Zweck wiirden wir gerne von rechts mit (I + Rp)~! multiplizieren.
Dieses Inverse muss aber nicht existieren. Was tun?

3. Wir verwenden die Idee der Neumannschen Reihe (= geometrische Reihe fiir Ope-
ratoren). Da diese aber nicht konvergieren muss, verwenden wir asymptotische Sum-
mation: Bestimme S € U0 mit

S~I—Ry+R3—...

S existiert, da Ry € ¥~ R2 € U2 ... Die asymptotische Summe bedeutet, dass
man fiir alle IV schreiben kann

S=I-Ry+R}—-+R)"'+Ry mitRye¥ "
Setze nun @ = (oS, dann folgt fiir alle NV

PQ = PQoS = (I + Rg)S = (I + Ro)(I — Ry + Ry — ... £ Ry~ + Ry)
=TI+ RY + (I + Ry)Rn.

Hierbei ist £ R + (I + Ro)Ry € ¥V, also PQ — I € ¥~V. Da dies fiir alle N gilt,
folgt PQ — T € ¥~*, Alsoist PQ =1+ R mit Re U~°,

4. Wir zeigen, dass eine Rechtsparametrix auch eine Linksparametrix ist. Zunéchst gilt
(immer modulo ¥~%)

PQ=1=QPQ=Q (48)

m]

(multipliziere von links mit Q). Mit P ist auch @ elliptisch (da fiir die Hauptsymbole
gilt o, (P)o_n(Q) = 1), also hat @ eine Rechtsparametrix P, d.h. QP = I. Damit

folgt

QP =QPQP = QP =1,

das heifst, () ist auch eine Linksparametrix.

5. Damit folgt die Eindeutigkeit der Links- (und damit auch der Rechts-)Parametrix:
Multipliziert man I = PQ = PQ’ von links mit @, folgt

Q=0Q(PQ)=Q(PQ)=(QP)Q =Q".

Der Beweis ruht auf folgenden Tatsachen tiber ¥DOs.

17Qo ist genau der im Abschnitt ,¥DOs, Grundidee‘ angegebene Operator (dort @ genannt, Ry wurde
dort R genannt).
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e Dem Kompositionssatz und der Formel 0,,11(P o Q) = o, (P)0o1(Q).

Zu jedem Element q € S [=m] gibt es ein @ € ¥~ mit Hauptsymbol ¢. (Schritt 1 mit
4= 5opy)

e Der Linearitit der Abbildung o : ¥° — S, (Schritt 2)

e Ist Ae U0 und og(A) = 0, so folgt A e UL, (Schritt 2 mit A = PQg — I)

e Die asymptotische Summation fiir Operatoren ist definiert. (Schritt 3)

Aufbauend hierauf war der Beweis reine (einfache) Algebra.

Die algebraische Struktur hinter der Parametrixkonstruktion

Wir fassen die wesentlichen Eigenschaften des Pseudodifferentialkalkiils in algebraische
Begriffe. (Dieser Abschnitt kann beim ersten Lesen tibersprungen werden.)

Definition 46. Fine (assoziative) Algebra A (iber C) ist ein C-Vektorraum mit zu-
satzlicher Produktstruktur, d.h. einer Abbildung A x A — A : (v,w) — v - w, die bilinear
ist und das Assoziativgesetz erfillt.

Beispiele:

e A = die Menge der R- oder C-wertigen Funktionen auf einer Menge, mit Multiplika-
tion als Produkt.

e A = die Menge der linearen Operatoren auf einem Vektorraum V, mit Komposition
als Produkt.

o A = die Menge der n x n-Matrizen (iiber R oder C) mit Matrixprodukt. Diese ist
isomorph zum vorigen Beispiel im Fall V' = R™ bzw. C".

e Ein bekanntes Beispiel einer nicht-assoziativen Algebra ist A = R3, mit Kreuzprodukt
(v,w) — v X w.

(Es gilt das Distributivgesetz, aber nicht das Assoziativgesetz, z.B. ist e x (e1 X e2) =

€1 X e3 = —eg, aber (e1 x e1) X ea =0 x eg =0.)
e A = R" mit Skalarprodukt ist keine Algebra, da das Skalarprodukt Werte in R, nicht
in R™ hat.

Die Algebra im ersten Beispiel ist kommutativ, d.h. v-w = w - v fir alle v,w € A, die
anderen nicht.
Im Folgenden sind alle Algebren assoziativ, daher schreiben wir das nicht immer hin.

Die hier auftretenden Algebren haben eine weitere Struktur:

Definition 47. FEine Filtrierung einer Algebra A ist eine Folge von Untervektorrdumen
A, © A, m e Z, mit folgenden Eigenschaften:

i) A=JAn,
m
it) rcAgcAjcAyc A cArc...

7,22) Am . Am/ = Am+m/.
Eine filtrierte Algebra ist eine Algebra zusammen mit einer gegebenen Filtrierung.

Man nennt dies auch eine Z-Filtrierung. Analog gibt es R-Filtrierungen (dann ist ein A,,
fiir jedes m € R gegeben, und ii) ist ersetzt durch: A,, < A, fir m <m’).

Beispiele:
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A = {Polynome auf R"}, A,, = {Polynome vom Grad < m} mit dem tblichen
Produkt.

o A = {Differentialoperatoren auf Q}, A,, = Diff"(Q2) := {Differentialoperatoren der
Ordnung < m} mit der Komposition von Operatoren als Produkt.

Man schreibt auch A = Diff*(Q) statt A = [ Diff"™"(Q).

o A, =5"(Q,R"), also A = S*(Q,R™), mit der Multiplikation als Produkt.
o A, = S™(Q,R?)/S~P(Q,R?), also A = §*(€, R™)/S~©(Q, R"), mit dem Produkt
#, definiert durch .

o Ay = U () und A = UF (Q) (eigentlich getragene YDOs), mit Komposition als
Produkt.

In den ersten beiden Beispielen ist A,, = {0} fir m < 0. In den anderen Beispielen

kann man m € R oder m € Z betrachten und auch klassische Symbole bzw. Operatoren

betrachten. Die Algebren im ersten und dritten Beispiel sind kommutativ, die anderen

nicht.

Wie immer spielen auch die strukturerhaltenden Abbildungen eine wichtige Rolle:

Definition 48. Seien A, B Algebren. Fine Abbildung F : A — B heifit Algebra- Homomorphismus,
wenn F linear und F(v-w) = F(v) - F(w) fir alle v, w. Sind A, B filtriert, so sagen wir,

F ist ein Homomorphismus filtrierter Algebren, wenn zusdtzlich F(A,,) < By, fir

alle m gilt.

Wir wollen nun das Hauptsymbol algebraisch fassen. Dazu zunéchst folgender Begriff.

Definition 49. Sei A eine filtrierte Algebra. Setze A™ = Ap/Am—1. Dann heifit A9 =
@Dez Alml die A zugeordnete graduierte Algebm

Man sollte sich tiberzeugen, dass AY" tatséchlich eine Algebra ist: Um das Produkt zu
definieren, reicht es, es auf einzelnen Summanden der direkten Summe zu definieren. Seien
also [a] € Al [b] € A, d.h. die Aquivalenzklassen von Elementen a € A,,,b € A;. Dann
definiere [a] - [b] := [ab] (wie auch sonst?). Nachzupriifen ist, dass dies wohldefiniert ist,
d.h. dass aus [a'] = [a], [b'] = [b] auch [a'V] = [ab] folgt[1]

Der Sinn dieses Begriffs liegt darin, dass das Produkt auf A9" nur den fithrenden Teil des
Produkts auf A iibrighbehalt und dieser oft einfacher zu berechnen ist und doch wesentliche
Information enthélt. Beispiel:

A= SH(Q,R™)/ST*?(Q,R") mit dem (komplizierten) Produkt #, dann
AI" = C—B S gn](ﬂ, R™) mit punktweiser Multiplikation von Funktionen als Produkt.

18 Allgemein ist eine Graduierung einer Algebra A eine Folge von Untervektorrdumen A™, m € Z, mit
A=@,, A™ als Vektorraum und A™ - A™ < A fiir alle m,m’, und eine graduierte Algebra
ist eine Algebra mit Graduierung. Dies nennt man auch eine Z-Graduierung (hdufig trifft man auch
Z2-Graduierungen an, wobei Zo = Z/2Z = {0,1}). Graduierte Algebren sind spezieller als filtrierte
Algebren: Jede graduierte Algebra ist mittels An = @,/ ., A™ filtriert, aber nicht jede filtrierte
Algebra ist graduiert (d.h. isomorph zu ihrer graduierten Algebra). Z.B. ist die Algebra der Polynome
graduiert (mit A™ = {Polynome, die homogen vom Grad m sind}). Aber Diff*(£2) mit Komposition
ist nicht graduiert, da das Produkt zweier homogener Elemente nicht wieder homogen zu sein braucht,
z.B. ist mit P = D, Q = a (Multiplikation mit der Funktion a) zwar P homogen vom Grad 1 und @
homogen vom Grad 0, aber PQ = aD + %a ist nicht homogen, da es Terme nullter und erster Ordnung
enthélt.

YBeweis: [¢/] = [a] = ¢ = a+r mit r € Ap_1. [B'] =[] = b = b+ s mit s € A;_;. Dann a'b =
ab+ b+ as + rs, und rb + as + s € Amyi—1, also [a'b'] = [ab].
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Insbesondere ist in diesem Beispiel das Produkt auf A nicht-kommutativ, das auf A9" aber
kommutativ.

Wir formulieren nun die wesentlichen Eigenschaften, die die Parametrix-Konstruktion,
Satz H 5, erméglichen. Wir schreiben S = §7/8™m=1 Damit alle Kompositionen definiert
sind, formulieren wir dies fiir eigentlich getragene Operatoren \Ifelg

Satz 50. oy : U%  — S st ein Homomorphismus filtrierter Algebren.

*.
eig
D.h. o, ist linear, bildet U, — Sl ab und 0,4 (P 0 Q) = 0m(P)om(Q).

Satz 51. Die Folge von Abbildungen

0— wnt S LY w73 sml

ist eine kurze exakte Sequenz fiir jedes m, d.h. das Bild jeder Abbildung ist gleich dem Kern
der folgenden Abbildung (i ist die Inklusion).

Die erste und letzte Abbildung sind die einzig moglichen, trivialen, also die Nullabbildun-
gen: 0 — 0 bzw. p — 0 fiir alle p. Im Einzelnen:

e Exakt bei U : Wegen Bild(0) = 0 bedeutet dies, dass i injektiv ist. Das ist trivial.

eig
e Exakt bei Ui, : Dies bedeutet, dass fiir alle P e W, gilt: P e W2~ '« 6,(P)=0.

Das stimmt, da 0y, (P) =0 < o(P) € S™ ! nach Definition des Hauptsymbols.
e Exakt bei S[™: Wegen Kern(0) = S bedeutet dies, dass o, surjektiv ist, d.h.
Vpe Sl gibt es P e e, mit p = om(P). Das folgt aus Lemma

Bemerkung: Die Aussage des Satzes ist dquivalent zur Aussage, dass o, einen Isomor-
phismus W, / \I/m b Slm] definiert. Wegen SI™ = §™/§™~1 ist dies eine 'grobe’ Version
(Hauptsymbol statt Symbol) der Umkehrabbildung von ([37)).

Schlieflich brauchen wir noch die asymptotische Summation:

Satz 52. Fir P; € ..~ J J € No emistiert ein P e Ui, mit P ~ Z?Ozo Pj, d.h. P —

elg

S P e N WA,

Dies folgt direkt aus Satz 28] iber die asymptotische Summation fiir Symbole.
In Kapitel III.11 lernen wir als erste Anwendung der Parametrixkonstruktion den Satz
iber die elliptische Regularitat kennen.

111.10 ¥DOs auf Sobolevraumen
Bisher kennen wir folgende Abbildungseigenschaften eines DO P:
P:Cr(Q) - C*(Q), P:&Q) —D(Q)

und Verbesserungen bzgl. der Tragereigenschaften, falls P eigentlich getragen ist.
Zwischen Ci°(Q) und &'(Q) liegen viele andere Funktionenrdume, z.B. die Sobolevraume.
Wie verhalten sich WDOs auf Sobolevréumen?
Zur Erinnerung: Fiir s € R ist

H*(R") := {ueS'R"): <£&>ae L*(R")}

38



die Menge der Distributionen auf R", die global die Sobolev-Regularitit s haben. Fiir
Q < R" offen definieren wir

HE () = fue D/(Q) : pue HYR™)Vpe C2(Q)}
H; (Q) = HISOC(Q) N gl(Q)

comp

die Menge der Distributionen auf 2, die lokal die Sobolev-Regularitdt s haben, und die
kompakt getragenen H®-Distributionen auf €. Beachte, was Zugehorigkeit einer Funktion
(bzw. Distribution) zu den Funktionenrdumen bedeutet:

o HY (©) und C*(Q2): Bedingungen an lokales Verhalteﬂ;

loc
o HZ,p(Q2) und Cg°(2): zusétzlich kompakter Triger;
o H°(Q) bzw. C}°(2): das jeweilige Regularitétsverhalten gilt gleichmdfig auf ganz
QP
Offenbar gilt Hg,,, () € H*(Q) < Hf (2) und analog Cg°(R2) = Cp°(Q2) = C*(Q).
Was konnen wir erwarten? Betrachten wir die zwei Aspekte Regularitdt (d.h. die Sobo-
levordnung s) und Trigereigenschaften/Gleichmdfigkeit getrennt:

Regularitdt: Wir wissen, dass ein Differentialoperator der Ordnung m die Sobolevordnung
(also s) um m reduziert. Dasselbe werden wir fiir ¥DOs der Ordnung m zeigen@

Tragereigenschaften/GleichmalRigkeit: Wir kénnen ¥DOs nur auf kompakt getragene
Distributionen anwenden. Da sie nicht lokal sind, wird das Ergebnis i.A. nicht kom-
pakt getragen sein und nur lokale Regularitit haben.

Falls wir zusétzliche Forderungen stellen, lasst sich das verbessern:
e Eigentlich getragene YDOs werden comp — comp und loc — loc abbilden, vgl.
Proposition

e Falls wir annehmen, dass die Symbolabschétzungen gleichmdfig auf Q) gelten
(d.h. die Konstanten in héngen nicht von K ab), erwarten wir gute Abbil-
dungeigenschaften zwischen H*-Rdumen (ohne loc und comp).

Daher ist folgender Satz nicht {iberraschend.

Satz 53. Sei P e U™ (). Dann gilt:
a) P bildet ab
P:H;

comp

(€) — Hi "(Q).

loc

b) Ist P eigentlich getragen, so

P Higo () = Hg ™ (), P Heomp(€2) = Honp (2) -

loc
c¢) Falls P € W*(R"™) (Definition siehe unten), so

P: H*(R") — H*™(R").

20aber keine Bedingung daran, wie sich dies quantitativ zum Rand oder nach ’unendlich’ hin verschlechtert

2'Wir haben H*®(Q) hier nur fiir @ = R™ definiert. Fiir allgemeine offene Teilmengen Q c R™ ist H*(Q)
im Fall s € Ny definiert als die Menge der L?(Q)-Funktionen, deren Ableitungen bis zur Ordnung s in
L?(9) sind. Fiir beliebige s € R lisst sich H*(Q) ausgehend von diesem Spezialfall mittels Interpolation
und Dualitédt definieren, aber wir bendtigen das hier nicht.

2Zwobei fiir ¥DOs m auch negativ sein kann, also die Sobolevordnung verbessert werden kann!
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Man kann die Réume HZ (), H*(R"™) und Hj (€2) mit natiirlichen Topologien versehen,

comp
dann ist P jeweils stetig.

Wir werden den Satz nicht vollstdndig beweisen, aber die wesentlichen Schritte skizzieren.
Zunéchst zur Definition von W*(R™). Die Symbolabschétzungen sollen hier gleichmékig fiir
alle = gelten.

Definition 54. Fir m € R definiere

S RN R™) := {pe C®RYN x R") : Ya, B, 3C4 5 mit
|D2D!p(x,6)| < Cap < &>Vl Yz eRY, £ e R}

U (R™) sei die Menge der Pseudodifferentialoperatoren auf R™, die mittels einer Amplitude
in Sp"(R™ x R™,R™) definiert werden kénnen.

Analog zu Diff"(R™) < ¥™(R") haben wir Diffj"(R") < W;*(R"), wobei Diffj*(R") die
Differentialoperatoren mit C;°(R")-Koeflizienten sind.

Fiir U)*(R™) gelten dieselben Séitze wie fiir ™ (R™), mutatis mutandis, und einige Ver-
besserungen. Z.B. hat jeder Operator ein Symbol in S*(R",R"™), ¥} (R") ist abgeschlossen
unter Adjungieren und sogar unter Komposition (ohne die Einschrankung, eigentlich ge-
tragen zu sein). Siehe Abschnitt I11.14.

Der Kern des Beweises von Satz liegt in folgender Aussage. Dies ist der Spezialfall
s =m = 0 von c). Wegen seiner Bedeutung formulieren wir ihn als eigenen Satz.

Satz 55. P € W)(R"), dann ist P : L*(R™) — L*(R") beschrinkt.
Genauer bedeutet dies: Es gibt ein C' > 0, so dass fiir alle u € C°(R"™) gilt:
|1Pullze < Cllulze -

Weil CP(Q) dicht in L?*(Q) ist, gibt es dann eine eindeutige stetige Fortsetzung P :
L2(2) — L2(%).

Ein Beweis ist z.B. in Shubin zu finden. Hier soll nur kurz erldutert werden, warum diese
Aussage sinnvoll ist. Dazu betrachten wir zwei Spezialfille fiir einen ¥YDO

(Pu)(z) = j e p(z, €)(€) de

mit p € S,?:
a) p héngt nur von x ab, p(z,£) = b(z) fir eine beschrinkte Funktion b auf R™.
Dann ist Pu = bu (Multiplikationsoperator mit b) und daher |Pul?, = §[bul* <

(sup [B])]u7.
b) p héngt nur von £ ab. Dann ist Pu = p(§)a, also
| Pullrz = |[Pulr2 = [[pi] L2 < (sup [p]) [a] L2 = (sup [p]) [ul 12

nach Parseval. In diesem Fall ist P der Faltungsoperator Pu = p * u.
Im Fall a) wird das 'b’ von Sp verwendet, im zweiten Fall die ’0’@

Zwobei in diesem Spezialfall nur die Abschitzung [p(€)] < C' < & >°, nicht aber die Abschitzungen fiir

die Ableitung bendtigt wurden
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Beweis (von Satz[53): Aufbauend auf Satz [55] beweisen wir zunéchst Teil ¢). Sei < D >*
der YDO mit Symbol < ¢ >*. Per Definition ist u € H*(R"™) genau dann, wenn < D >*
u € L*(R"). Genauer: < D >% H*(R") — L?(R") ist ein Isomorphismus. Analog ist
< D >$™: H5"™(R") — L*(R") ein Isomorphismus.

Sei nun P € ¥§'(R™). Wir definieren P’ :=< D >*"™ P < D >7% Wegen < D >%¢
Us(R™) ist P’ e UY(R™) und somit P’ : L*(R") — L?(R"™) beschréinkt. Damit ist

P=< D>t p o D=5 g5 <P p2 P2 D=7 prsem

beschrénkt.

Fiir Teil a) geniigt es, zu zeigen, dass fiir beliebige p, p’ € C3°(2) und P € ¥ () gilt, dass
der Operator P’ := pPp’ beschrankt H*(R™) — H* ™ (R") ist. Nun ist aber P’ € ¥}]"(R"),
denn falls P durch die Amplitude a gegeben ist, so ist P’ durch die Amplitude a/(z,y,&) =
p(x)p' (y)a(z,y, &) gegeben, und diese ist in 57" (R™ x R™,R") wegen der kompakten Tréger.

Beweis der ersten Aussage in b): Sei P eigentlich getragen. Aus der Definition von
,eigentlich getragen‘ folgt:

Fiir jedes p € C°(2) gibt es p' € C°(2) mit pP = pPp’E
Sei nun v € H; (Q). Fixiere p € C§°(Q2), dann miissen wir pPu € H*~™(R") zeigen. Wahle
Pl e CP () mit pP = pPp'. Mit pPp’ € ¥*(R") folgt pPu = pPp'u € H*"™(R") aus c).

Die zweite Aussage in b) folgt direkt aus a), da P kompakt getragene Distributionen in
kompakt getragene Distributionen abbildet. o

I11.11 Elliptische Regularitat

Wir kommen nun zu einer ersten Anwendung der Parametrixkonstruktion.

Satz 56 (Elliptische Regularitit, C*-Version). Sei P € V™ (Q) elliptisch, u € £'(Q).
Dann gilt
Pu=f, feC®Q) = ueC*(Q).

Ist P eigentlich getragen (z.B. ein Differentialoperator), gilt dies auch fir u € D'(£2).

Beispiel:
e P = A: harmonische Funktionen sind C®. (wéahle f = 0)

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall f = 0. Sei Q € U~ eine Parametrix fiir P, also
QP =1+ R mit Re V~®. Dann gilt:

0=Pu=—0=QPu=(I+Ru=u+Ru— u=—Ru.

Da R glattend ist, folgt Ru € C*™ und schlieklich u € C®.

Sei nun f € C®. Zunéachst bemerken wir, dass P sogar eine eigentlich getragene Para-
metrix hat. Denn ist ) eine beliebige Parametrix mit Schwartz Kern K, so setze K’ = pK,
wobei p € C*(Q x Q) eigentlich getragen und gleich 1 in einer Umgebung der Diagonale
ist. Wegen sing supp K < Diagg, ist K’ — K glatt, d.h. fiir den Operator @’ mit Schwartz
Kern K’ gilt Q' — Q € ¥~ . Daraus folgt sofort, dass ' auch eine Parametrix fiir P ist,
und @’ ist kompakt getragen.

24 Etwas schérfer gilt sogar: Fiir jedes p € C°(Q) gibt es K’ € Q derart, dass pP = pPp/ fiir alle p’ € CL(Q)
mit pi x = 1 gilt. Das braucht man, wenn man die Stetigkeit von P zwischen den Sobolevraumen zeigen
will.
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Sei also ) eine eigentlich getragene Parametrix fiir P. Dann haben wir
f=Pu=—Qf =QPu=(I+Ru=u+ Ru=—=u=Qf — Ru.

Da Qf € C* und Ru € C%®, folgt wieder u € C™.
Ist P eigentlich getragen, so ist es auch R und die Gleichung Pu = f sowie Ru sind fiir
u € D’ definiert. Dasselbe Argument wie vorher liefert f e C®. =

Mittels der Sobolev-Raume lasst sich dies verfeinern:

Satz 57 (Elliptische Regularitét, Sobolev-Version). Sei P € V™ (Q) elliptisch, u €
E'(QY).Dann gilt
Pu=f, feH.(Q) = ue HT™(Q).

loc
Ist P eigentlich getragen, gilt dies auch fir u € D'(Q).
Beispiel:
e P=A alsom =2. Aus Au= fund f e Hj _folgt ue Hﬁ;Q

Dies ist die natiirliche Umkehrung der offensichtlichen Aussage u € Hi}tQ = fe H und
damit die bestmogliche Regularitit, die man fiir v erhoffen kann.
Zum Vergleich: Aus u € C**2 folgt f € C*, aber aus f € C* folgt nicht u e C*+2.

Beweis: Der Beweis ist im Wesentlichen identisch mit dem Beweis von Satz[56] Der Haupt-
punkt ist f € Hf = Qf € HS\™. Zusitzlich ist Rue C* < HJT™. o

loc

Satz ldsst sich aus Satz herleiten: Ist f € C®, so ist f € Hj _ fiir alle s, also

ue H'™ fiir alle s, also u € C* nach dem Einbettungssatz.

111.12 Transformation von YDOs unter Koordinatentransformationen

Seien 2 < R", Q' < R" und x : Q — Q' ein Diffeomorphismus, dann ist durch x ein
Koordinatenwechsel gegeben.
Beispiel:
e 0 =0 =R2% 2 = k(x) mit ¥} = 21 + 22 und 4 = x1 — 72. Dies ist ein linearer
Koordinatenwechsel.

Jedem Objekt (z.B. Funktion, Operator) auf {2 entspricht ein Objekt auf 2. Fiir Funktio-
nen ist diese Entsprechung durch Zuriickziehen x* : C*(Q') — C* (), u +— uok gegeben.
Die Gleichung u = k*u’ kann man auch

u(z) =/ (2), falls 2’ = k(x)
schreiben. Fiir Operatoren (z.B. ¥DOs) liest man die Entsprechung an dem Diagramm

C () £ oo ()

* *

K

P Q) =™ (Q)

K

ab: P = k* o P’ o (k*)7!. Dies lieRe sich auch schreiben als
(Pu)(z) = (PW)) (), falls 2’ = k(x), u=r*u".

Wir schreiben auch P = (P’),, der unter x zuriickgezogene Operator P’.
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Satz 58. Sei k : Q — Q' ein Diffeomorphismus und P' € W™(Q). Sei P := (P'), der
transformierte Operator. Dann ist P € ¥ (), und es gilt

O'm(P)(xag) = O-m(Pl)(xlagl)? mit ' = K(J;)v gl = (d’%fx)_lg (49)

Hierbei bezeichnet dr die Jacobimatrix von & und dk! ihr Transponiertes. Bemerkenswert
ist hier vor allem, wie die £-Variable transformiert wird. Es gibt auch eine Formel fiir das
vollstdndige Symbol, doch ist diese sehr viel komplizierter.

Beweis: Wir schreiben den Operator P’ explizit aus und wechseln die Variablen. Sei P’
durch die Amplitude a’ gegeben. Mit 2’ = k(x) und v = k*u/, also v/ (y') = wu(y) fir
y' = kK(y) gilt:

(Pu)(a) = (Pu)(w') = | [l €l (e =
-| f (<)~ € ¢ (1), () €)] det dry lu(y)dy e’ (50)

Wir miissen dies so umschreiben, dass der Exponentialterm in von der Form ei(*=¥)¢
ist. Dies geht wie folgt:
e Falls k(z) = Tz linear ist, dann ist (k(z) — k(y))¢ = (Tx — Ty)¢ = [T(x —y)|¢' =
(x —y)(T) = (z — y)€ mit £ = T, wobei T* das Transponierte von T ist.
e Falls k beliebig ist, verwenden wir die Taylorentwicklung erster Ordnung: k(z) =
k(y) + G(z,y)(z —y), wobei G(z,y) eine n x n-Matrix fiir alle z, y ist und glatt von
x,y abhéngt. Dabei ist
G(y,y) = dryy (51)

Also () = k(y) = G(z,y)(z—y) wnd (k(z) —K(y))€ = (z-y)(G'(z,y)¢) = (z—y)§
mit & = GY(x,y)¢. Fiir das Volumenelement folgt d¢’ = WMCE )

Aus wird nun:

_ i(x—y)E 1 ¢ - | det dry |
0) = | [ ). rl0). 6o ) ) sl

=””‘y (2,9, &)uly)dyds  mit

| det dr)y |

a(z,y,€) = d'(s(x), (), G'(x,y)” lf)m

(52)
Wir haben hier angenommen, dass G(x,y) fir alle x,y invertierbar ist. Dies ist nicht
notwendig der Fall. Wir wissen aber, dass G(y,y) = drky, fir alle y € Q invertierbar ist,
da x ein Diffeomorphismus ist. Nun ist die Menge der invertierbaren Matrizen offen in
der Menge aller Matrizen (als Urbild der Null unter der Abbildung det). Da G stetig ist,
folgt, dass die Menge U = {(z,y) : G(z,y) ist invertierbar} < Q x Q offen ist. Da diese
Menge Diag enthélt, gibt es nach Lemma [31] eine glatte Funktion p mit Tréger in U, die
gleich eins in einer Umgebung von Diagq ist. Die Rechnung oben ist nun gerechtfertigt,
wenn wir a durch pa (bzw. o' durch p’a’) ersetzen. Der Fehler (1 — p)a trdgt nur einen
glattenden Operator bei, fiir den die Behauptung des Satzes offensichtlich ist. Daher kénnen
wir im Folgenden 0.B.d.A. annehmen, dass schon suppa < U x R", also G(z,y) auf dem
Integrationsgebiet invertierbar ist.

Es ist nachzupriifen, dass a ein Symbol ist. Dies kann man relativ leicht nachrechnen
und wird dem Leser iiberlassen. Also folgt P € U™().
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Es ist noch die Relation der Hauptsymbole nachzupriifen. Allgemein folgt aus
der Formel fiir das Symbol o(P)(2',¢) = d/(2',2",&') + X051 %@?D?aiy/:x” dass in
S™(Q,R™) /ST L(Q,R")

om(P)(2",¢) = [d(, 2, &')].
Aus und erhdlt man also

| det DI<L|:E|
| det Gt(z, )]
—_—

=1

om(P)(2,€) = [a(z,2,€)] = [d'(k(2), K(2), G (z,2)¢) | = om(P)(@",¢)

mit &' = ((D/ﬁ)‘tx)*lf, was zu zeigen war. o

111.12a Invarianz von Sobolevraumen unter Koordinatentransformationen

Die Sobolevraume sind mittels der Fourier-Transformation definiert. Da sich diese auf die
lineare Struktur des R™ bezieht, ist zundchst unklar, ob eine (nicht-linear) transformierte
Sobolev-Funktion wieder eine Sobolev-Funktion ist. Mittels PsiDO ist das einfach zu klaren.
Es ist natiirlicher, dies lokal zu formulieren:

Satz 59. Seien Q,Q < R" offen und k : Q — Q' ein Diffeomorphismus. Dann gilt fiir
u e D():
u' e HY () < k™ € H .(Q)

Dies ist leicht einzusehen im Fall s € Ny mittels der Kettenregel, da dann H; . durch lokale
L?-Beschrinktheit der Ableitungen bis zur Ordnung s charakterisiert werden kann.

Doch wie geht man fiir allgemeines s € R vor? Zunéchst charakterisieren wir Hy = mittels
PsiDO:

Lemma 60. Seiue D'(). Dann gilt
uwe Hi (Q) < Pue L (Q) fir alle eigentlich getragenen P € W*(Q)

Beweis: Zu “=" siehe Satz Fiir “<” wiirden wir gerne P! auf Pu anwenden, das geht
aber nur, wenn P invertierbar ist, und es ist nicht klar, ob es iiberhaupt invertierbare P
gibt. Die brauchen wir auch nicht, Elliptizitdt reicht:

Wihle P € W5 (Q) eigentlich getragen und elliptisch (das existiert offenbar, man nehme
z.B. das Symbol < ¢ >° und schneide dann den Schwartz-Kern mittels einer eigentlich
getragenen Funktion, die nahe der Diagonale gleich Eins ist, ab; vgl. Lemma . Sei
Q € V%(Q) eine Parametrix fiir P, also QP = I + R mit Q und R € ¥~%(Q) eigentlich
getragen.

u erfiille nun die rechte Bedingung, insbesondere Pu € L1200‘

Wegen @ : L12OC — Hp st
u+ Ru=QPue H; ..
Da R glattend ist, bildet es D’ — H{ _ ab, also ist Ru € H{ . und damit auch u e H{ .. ©

Beweis (von Satz @) Wir formulieren beide Seiten der behaupteten Aquivalenz wie im
Lemma mittels PsiDO. Wegen deren Koordinateninvarianz (Satz und der Invarianz
der L%OC—Réiume sind die resultierenden Bedingungen &quivalent zueinander. o
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111.13 YDOs auf Mannigfaltigkeiten

Grundziige der Analysis auf Mannigfaltigkeiten

Sei M eine Mannigfaltigkeit der Dimension n, d.h. Vp € M 3 eine offene Umgebung U von p
in M und eine lokale Karte ¢ : U — U mit U ]R” Mit Hilfe der lokalen Karten kénnen
wir Begriffe der Analysis von R™ auf M {ibertragen. Dies wird im Folgenden skizziert.

Definition 61. FEine Funktion f : M — C heifit glatt, wenn f o ¢ : U — C glatt ist
fir alle Karten . Damit sind C* (M) und C(M) definiert. f heifst lokal integrierbar
(f € L _(M)), wenn f o fir alle o lokal integrierbar ist. Die Topologien auf C®(M) und

loc

CF (M) sind analog wie im Fall von Q < R™ definiert.

Die Abbildung ¢! : U — U nennt man auch lokale Koordinaten, denn schreiben
wir o 1 (p) = = = (21,...,2,), s0 kénnen wir z1,...,, als Koordinaten des Punktes
p € U ¢ M auffassen. Die Funktion f = fo¢ ist dann , f in lokalen Koordinaten®,

da f(p) = f(z). Eine Funktion ist also per Definition glatt, wenn sie in beliebigen lokalen
Koordinaten glatt ist.

Wie im Fall von < R™ mochten wir Distributionen auf M wieder als stetige lineare
Funktionale auf C§° (M) definieren und dabei L} (M) als Teilmenge von D'(M) auffassen.

loc

Fiir Distributionen auf Q  R” taten wir das mittels der Formel < Ty, >:= { f(z)¢(z)dz
Q

fiir Testfunktionen . Im Fall von Mannigfaltigkeiten stellt sich die Frage, was anstelle des
Lebesgue-Mafes dx verwendet werden soll. Die einfachste Art, damit umzugehen, ist, als
Ersatz fiir dx eine feste positive Dichte dp auf M zu wéahlen. Das heifit:

o dpu ist ein Mak auf M (bzgl. der o-Algebra der Borelmengen).

e dp ist “glatt” in folgenden Sinn: fir alle Karten ¢ : U—-U < M ist das Mah
(¢ 1)sdpyy auf U von der Form (o™ 1)wdpy = ¢(2)dx mit ¢ € C*(U) und ¢ > 0 (das
schlieft beispielsweise das Dirac-Mafs aus).

Definition 62. Sei du eine fest gewdhlte positive Dichte auf M. Eine Distribution auf
M st ein stetiges lineares Funktional auf C (M). Wir identifizieren f € L}, (M) mit einer
Distribution Ty mittels < Ty, >:= . fidp fir ¢ € CSO(M)@

Damit ist D'(M) und E'(M) definiert (aber nicht S'(M)).

Definition 63. FEin Differentialoperator auf M ist ein linearer Operator P : C* (M) —
C®(M), der bzgl. jeder lokalen Karte o : U — U ein Differentialoperator auf U ist, ge-
naver: P ist lokal und fiir alle u € C°(U) ist Pu = (¢*) 1 Pyp*u, wobei P, ein Differen-
tialoperator auf U ist.

Sind ¢ : U — U und ¢’ : U’ — U’ lokale Karten mit U n U’ # &, so heift die Abbildung
k=(¢)top Koordinatenwechselm

2Dies ist eine Kurzfassung, es miissen zusitzlich ein paar weitere Bedingungen erfiillt sein: M ist to-
pologischer Raum mit der Hausdorff- und der zweiten Abzéhlbarkeitseigenschaft, die ¢ sind Homdoo-
morphismen und die Koordinatenwechsel sind glatt. Fiir Untermannigfaltigkeiten M < R sind diese
Bedingungen automatisch erfiillt, wenn man fordert, dass ¢ eine Immersion und ein Homéomorphismus
auf sein Bild ist.

26 Alternativ kann man D’(M) als Dualraum von C{°(M,Q) := {glatte Dichten auf M mit kompaktem
Trager} definieren. Eine glatte Dichte ist dabei ein signiertes Maf, das glatt im obigen Sinne ist. Dabei
muss ¢ nicht positiv sein. Ist ¥ € C(M,Q) und f € L, (M), so ist §,s f1b definiert. Diese Definition
ist auf lange Sicht besser, da sie natiirlich — unabhéngig von der Wahl eines dyu — ist.

TEsist k:V - V', wobei V=9 Y ({UnU)cUund V' = (o)1 (U nU'") c U ist.
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Bedeutung von «: Ist p € UnU’ und sind x, 2’ die Koordinaten von p bzgl. der Koordinaten
oL (¢)7h soist k(x) = 2.
Dann ist P, der bzgl. k umgeschriebene Operator P, also

P, = (Py)x (53)
Definition 64. Sobolevriume auf einer Mannigfaltigkeit M :

Hi (M) := {ue D' (M) : fir jede lokale Karte p € U — U st ¥ (uy) € He (0)},
He, (M) := HE (M)~ & (M).

comp

Ist M kompakt, so schreiben wir H%(M) := H{

loc

(M).

Wegen der Koordinateninvarianz der Sobolev-Réume braucht man die Bedingung nur
fiir alle Karten einer gewiihlten Uberdeckung zu iiberpriifen. Die wichtigsten Sitze iiber
Sobolev-Raume gelten auch auf Mannigfaltigkeiten, in der folgenden Form:

e Restriktionssatz: Sei N ¢ M Untermannigfaltigkeit, wobei dim N = dim M — 1. Fiir

_1
we HE (M) und s > 1 ist die Einschrénkung u|y definiert und liegt in H{ZCQ (N).

loc
e Einbettungssatz: Hf (M) < C*(M), falls s > 2 + k.
e Kompaktheitssatz (Satz von Rellich): Falls M kompakt ist, so ist die Einbettung
H*(M) — HY(M) ein kompakter Operator, falls s > ¢. (Mehr dazu siche unten.)
(Der Restriktionssatz ist selbst fiir M = R™ nicht-trivial: Man beweist ihn zunéchst fiir

lineare Unterrdume — eine direkte Abschétzung mittels der Fourier-Transformation — und
verwendet dann die Koordinateninvarianz.)

Bemerkung: Ist M kompakt, dann ist H*(M) ein Hilbertraum. Das Skalarprodukt ist
wie folgt deﬁmert. Se1 M = |, U; eine endliche Uberdeckung mit lokalen Kartengebieten.
Sei (p;) eine Partition der Eins zur Uberdeckung U;. Dann definiere das Skalarprodukt von
u,v € H5(M) durch

<0 >gsanyi= . < 9F (pin), ©F (piv) > pre(rn)

Verschiedene Wahlen der U;, ; und p; ergeben verschiedene Skalarprodukte, doch sind
diese dquivalent zueinander.

Im Fall s = 0 lisst sich ein (iquivalentes) Skalarprodukt auf HY(M) = L?(M) auch
durch < u,v >= SM uv dp definieren, fiir eine positive Dichte dp.

Der Schwartzsche Kernsatz gilt auch auf Mannigfaltigkeiten. Sei du eine fest gewéhlte
positive Dichte auf M. Dann definiert jedes K € D'(M x M) einen stetigen linearen
Operator P : C°(M) — C®(M) mittels der Formel

(Pru) (@ Jny W)du(y)

und fiir jeden stetigen linearen Operator P : C(M) — C®(M) gibt es genau ein K €
D'(M x M) mit P = P[]

ZErinnerung: Das Skalarprodukt auf H*(R") ist durch

< UV > s rny= Ja(g)f)( ) < €20 de

definiert.
29Wiederum lésst sich dies natiirlicher mit Dichten formulieren...

46



Definition 65. Ein VDO der Ordnung m auf M ist ein stetiger linearer Operator C* (M) —
C*(M), dessen Schwartzkern K folgende Eigenschaften hat:
e singsupp K < Diag,; := {(x,y) e M x M : z = y}.

e Fiir jede lokale Karte ¢ : U — U ist K, 0(Z,7) :

=K
eines WDO P, auf U, d.h. E!aESm(UxU]R”) Ky (

(v

o(Z), (1)) der Schwartzkern
) = §gn €/ 9a(2, 5, €) AE.
Bemerkungen:

e Das Hauptsymbol eines WDO auf M kann als Funktion auf 7*M (Kotangential-
biindel) invariant verstanden werden, d.h. o,,(P)(z,§) ist mit x € M, £ € T)M
zZu interpretierenlﬂ. Denn gilt auch hier, und die Transformationsformel fiir das
Hauptsymbol lautet

om(Po)(,€) = om(Py) (5(2), (Drfz) 7 ).
Das ist dieselbe Formel, nach der sich Kotangentialvektoren transformieren. D.h. ist

¢ die Koordinatendarstellung von & € T, M bzgl. der Karte ©, o ist (D/-@ )~ ¢ die
Koordinatendarstellung von £ bzgl. der Karte /.

e Das (vollstiandige) Symbol eines YDO auf M lasst sich jedoch nicht in natiirlicher
Weise invariant auf M definieren.

Die wichtigsten Satze iiber YDOs auf kompakten Mannigfaltigkeiten

Mannigfaltigkeiten erscheinen zunéchst komplizierter als offene Teilmengen 2 < R™. Sie
haben aber einen Vorteil: Es gibt kompakte Mannigfaltigkeiten ohne Rand, und viele davon
haben in verschiedenen Gebieten der Mathematik Bedeutung. Die einfachste ist die Sphére
S
Sei M kompakt. Dann ist C°(M) = C*(M), d.h. jeder Operator ist eigentlich getragen.
Also ist die Komposition zweier ¥DOs immer definiert.
e Sei P e V(M) und Q € U!(M), dann ist PQ € U™ (M) und 0,,4(PQ) =
om(P)oi(Q).
e Man hat die kurze exakte Sequenz 0 — W™~ 1(M) — W™ (M) 73 SU™I(T*M) — 0.
e Asymptotische Summation: Fiir P; € ™ (M), j = 0,1,2,... existiert ein P €
U™ (M) mit P ~ Z;O:O P
e Parametrix: Fir P € U™ (M) elliptisch (d.h. 0,,(P) invertierbar) existiert ein @ €
U= (M) mit:

PQ = I mod U~°(M),
QP = I mod U~°(M).

e Beschranktheit: Fiir P e ¥"(M) gilt: P : H5(M) — H*~ " (M) ist beschrankt.

e Kompaktheit: Fiir P € ¥ (M) und m < 0 gilt: P ist ein kompakter Operator
H*(M) — H*(M) fiir alle s. (s. unten)

Manchmal ist noch folgendes Lemma niitzlich:

Lemma 66. Sei M kompakt, P € W™ (M) elliptisch und invertierbar als Operator H™(M) — L*(M).
Dann ist P~ e U=™(M).

307, M ist der Tangentialraum an M im Punkt 2 € M, ein n-dimensionaler Vektorraum. T:*M ist sein
Dualraum und T*M = J__,, T&* M (disjunkte Vereinigung).
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Bemerkung: Falls m > 0, dann ist die Invertierbarkeit von P als beschréankter Operator
H™ — L? dquivalent zur Invertierbarkeit von P als unbeschriinkter Operator in L? (mit
Definitionsbereich H™).

Beweis: Das geht mit einem hiibschen Trick: Zunéchst wiahlt man eine Parametrix @) €
U= (M), also

PQ=I+R, QP=I+R  R,R eT *0M).

Wire R = R’ = 0, so wire P! = Q. Im Allgemeinen lésst sich die Differenz von P~! zu
@ immerhin mittels R, R’ ausdriicken: Multipliziere die erste Gleichung mit P~! von links,
erhalte

Q=P '+P 'R alsoP'=Q—-P 'R

Das Problem ist, dass wir {iber den Restterm P~!R nicht viel wissen. Besser wird es, wenn
wir analog aus der zweiten Gleichung P! = Q — R'P~! herleiten und darin das zweite
P~1 durch Q — P~ R ersetzen:

P1=Q-R(Q-P'R)=Q—-RQ+RP'R.

Nun ist R'Q € ¥~%. Auferdem gilt: R, R’ € =%, P~! beschrinkt auf L?> = R'P'R ¢
U~ (Ubung, schreibe alles als Integraloperatoren). o

Weiterhin sind folgende Ordnungsreduktionsoperatoren manchmal niitzlich. Sie erset-
zen die z.B. im Beweis von Satz 53] verwendeten Operatoren < D >° im R™.

Lemma 67. Fir jedes m € R gibt es einen elliptischen Operator A, € V™(M), der als
Operator H*(M) — H*™™(M fir alle s € R invertierbar ist.

Beweis: Setze Ag = I. Fiir m > 0 wéhle eine glatte Dichte du auf M. Wéhle einen ellipti-
schen Operator P € \Ilm/Q(M). Setze Ay, = P*P + I. Fiir die Adjungiertenbildung benétigt
man du. Der Operator A, ist in U™ (M) und elliptisch. Auferdem ist P*P > 0, also
Ay, = 1. Also ist A, invertierbar. (Hier benotigt man etwas Funktionalanalysis, insbeson-
dere sind die Aussagen im Sinne unbeschrinkter Operatoren in L? mit Definitionsbereich
H™ zu verstehen.)

Fiir m < 0 setze Ay, = (A_,;,) 1. Dies ist ein PsiDO nach Lemma o

Mit etwas mehr Arbeit kann man die A,, als Gruppe wahlen, d.h. so, dass A, ;| = Ay
fiir alle m, [ € R gilt.

Kompaktheit: Beweis und Konsequenzen

Die Kompaktheit von PsiDO negativer Ordnung auf kompakten Mannigfaltigkeiten hat
wichtige Konsequenzen.

Satz 68. Sei M eine kompakte Mgfk und P € W™ (M), m < 0. Dann ist P ein kompakter
Operator H*(M) — H*(M) fiir alle s.

Dies hingt eng mit dem Satz von Rellich zusammen, der sagt, dass fir ¢t > s die Ein-
bettung H'(M) — H*(M) kompakt ist.

Der Fall m = —oo: Hierfiir ist die Kompaktheit leicht einzusehen: P € W~ (M) hat Kern
K € C°(M x M). Da M kompakt ist, folgt K € L?>(M x M), also ist P ein Hilbert-Schmidt
Operator und damit kompakt. (Man kann zeigen, dass P € W (M) schon fiir m < —% ein
Hilbert-Schmidt-Operator ist.)

48



Beuweis (Erster Beweis von Satz[68 (unter Verwendung des Satzes von Rellich)):
Wegen m < 0ist s—m > s, also H*~™ «— H? kompakt. Weil P : H®* — H*™™ beschrankt

ist, ist also die Komposition H? B ogs—m < g kompakt. o

Man kann den Satz auch direkt beweisen und daraus den Satz von Rellich folgern. Hier
ist eine Skizze (Details z.B. im Buch von Shubin). Man zeigt zunéchst, dass (im R") die
Operatornorm ,fast’ durch das Supremum des Symbols abgeschitzt werden kann (eine
Quantifizierung der L?-Beschrinktheit von PsiDOs der Ordnung Null): Sei

U (R™) = {P e ¥"(R") : supp Kp ist eine kompakte Teilmenge von R" x R"}

Lemma 69. Sei P € U}(R") und sup |op(z,€)| = M. Dann gibt es 2u jedem € > 0 ein
P' e U3(R™) und ein R € ¥y (R™) mit

P=P +R, |P|<M+c¢

Zum Beweis siche Shubin, Satz 6.3 (der Satz ist etwas stérker, denn dort steht lim sup_,,
statt sup).

Beweis (Zweiter Beweis von Satz[68): Wir reduzieren zunéchst auf den R". Dazu iiberde-
cke M mit Koordinatenumgebungen Uy, ..., Uy. Dann bilden

Uy xUy,..., Uy x Uy, V= (M x M)\ Diag,,

eine offene Uberdeckung von M x M. Mittels einer Partition der Eins kénnen wir also den
Schwartz-Kern K von P € ¥ (M) als

N
KzEKi + L, supp K; c U; x U;, suppL <V
i=1
schreiben. Wegen sing supp K < Diag,, ist L glatt, der zugehérige Operator also kompakt.
Mittels der lokalen Karten konnen wir jedes K; nach U; x U; transportieren, und es ist dort
kompakt getragen.

Es bleibt also zu zeigen: Ist P € ¥{'(R™) und m < 0, so ist P ein kompakter Operator
in L2(R").

Beweis: Sei p = op. Wir schneiden das Symbol fiir grofse £ ab und approximieren damit P
durch glattende Operatoren: Sei x € Cg°(R™) mit x(§) = 1 fiir |{] < 1, und xn(§) = X(%)
Schreibe

P =Ky + Py, wobei ok, = xnp, opy =(1—xn)p.
Dann ist Ky glattend, also kompakt, und auf dem Tréger von op, ist |{| = N, also gilt
sup|opy| < CN™. Nach dem Lemma ist Py = Pj + Ry mit |Py| < 2CN™ und Ry
kompakt.

Insgesamt folgt P = (K + Rn) + Py mit K + Ry kompakt und | P} | — 0 fir N — oo
(wegen m < 0). Also ist P kompakt. o

Bemerkung: Aus Satz kann man den Satz von Rellich folgern: Sei ¢ > s. Schreibe
t = s —m, also m < 0. Wiahle A,,, € U™ (M) invertierbar mit Inversem A_,,, siche Lemma

. Dann ist die Inklusion H*~™ < H?® gleich der Komposition
Hs—m A;T)n HS M HS

eines beschrinkten mit einem kompakten Operator, also kompakt.
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Aus diesen Sétzen und etwas Funktionalanalysis erhélt man folgenden fundamentalen
Satz.

Satz 70. Sei M kompakt und P € W™ (M) elliptisch. Dann ist P ein Fredholm-Operator
H™(M) — L*(M), d.h.:

1. dimKer P < oo,

2. dim coker P < o0, coker P := L?(M)/Ran P.

Aus der zweiten Bedingung folgt, dass Ran P abgeschlossen ist. Aquivalent zur zweiten
Bedingung ist:
(2’) Ran P ist abgeschlossen und dim (Ran P)* < oo.
Die Fredholm-Eigenschaft bedeutet fiir die Gleichung Pu = f:
e Pu = 0 hat nur endlich viele linear unabhéngige Losungen.

e Pu = f ist genau dann l6sbar, wenn f endlich viele unabhéngige Bedingungen erfiillt.

D.h.: Es gibt ein N € Ny, hy,...hx € L?(M), so dass Pu = f genau dann eine Losung
u hat, wenn f L h; Vi=1,...,N.
Hat Pu = 0 nur die Nulllésung und ist NV = 0, so ist P bijektiv, d.h. Pu = f ist fiir jedes
f eindeutig l6sbar. Fredholm zu sein bedeutet also, nur ,endlich-dimensional weit entfernt
von Invertierbarkeit zu sein.
Fiir Fredholm-Operatoren ist der Index definiert durch

ind P := dim ker P — dim coker P

Dieser Begriff sieht zwar erstmal etwas kiinstlich aus, hat aber grofe Bedeutung in der
globalen Analysis, Topologie etc.

Beweis: In der Funktionalanalysis beweist man, dass P : H™(M) — L?(M) genau dann
ein Fredholmoperator ist, wenn ein beschriinkter Operator Q : L?(M) — H™(M) existiert,
fiir den PQ — I und QP — I kompakte Operatoren sind. Wir wahlen nun eine Parametrix
Q € ¥Y~™(M) fiir P, dann erfiillt diese die Bedingungen nach den Sétzen oben, denn PQ—1
und QP — I sind in ¥~%(M) und damit kompakt. o

Ein weiterer fundamentaler Satz ist folgender:

Satz 71. Sei M kompakt und P € O™ (M) elliptisch. Sei m > 0.
1. Das Spektrum von P ist entweder diskret[*] oder ganz C.

2. Falls P zusdtzlich selbstadjungiert beziiglich einer glatten positiven Dichte dy ist, so
ezistiert eine Folge A1, Aa, - - - € R mit |\j| — o0 und eine Orthonormalbasis uy, ua, . . .
von L?(M,dy), so dass

Pu]‘ = )\ju]'

fiir alle j gilt. Die Eigenfunktionen u; sind glatt.

Bemerkung: Der Fall Spektrum = C ist moglich, z.B. tritt er auf, wenn der Index von P
ungleich Null ist.

31D h., es besteht nur aus Eigenwerten, diese haben endliche Multiplizitit und bilden eine diskrete Teil-
menge von C.
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Beweis: 1. Falls das Spektrum von P nicht ganz C ist, gibt es ein z € C mit P — z :=
P — zI invertierbar. Weiterhin ist P — z elliptisch, also folgt nach Lemma

(P—2)"tew™M).

Nach Satz[68]ist (P —2)~! ein kompakter Operator in L?(M), sein Spektrum besteht
also aus einer Nullfolge von Eigenwerten (1;). Das Spektrum von P besteht dann
aus den Eigenwerten z + i

2. Falls P selbstadjungiert ist, ist sein Spektrum reell, also nicht ganz C, also diskret
nach dem ersten Teil. Fiir selbstadjungierte Operatoren folgt dann die Existenz ei-
ner ON-Basis von L? von Eigenvektoren. Diese sind glatte Funktionen, da sie die
elliptische Gleichung (P — \;)u; = 0 erfiillen (elliptische Regularitét). o

Beispiele von Differentialoperatoren und YDOs auf Mannigfaltigkeiten

e Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, d.h. fiir jedes = € M ist ein Skalarpro-
dukt g, auf dem Tangentialraum T, M gegeben. Der Laplace-Beltrami-Operator
Ay ist ein elliptischer Operator zweiter Ordnung. In einer beliebigen lokalen Karte
ist er gegeben durch

n 1 .
A, = 0z;9"/det g0y .,
g Zélm 9 etyg j

wobei (g;;) die Darstellung von g in Koordinaten, detg deren Determinante und
(¢7) deren inverse Matrix ist. Fiir M = R™ und g die euklidische Metrik ist Ay = A
(A = divgrad). Im Allgemeinen sind die g;; nicht-konstante Funktionen von  und
daher ist A, ein Operator mit variablen Koeflizienten.

e Der Laplace-Beltrami-Operator operiert auf Funktionen auf M. Er besitzt eine na-
tiirliche Verallgemeinerung, den Hodge-Laplace-Operator Aj. Dieser operiert auf
k-Differentialformen, k € {0, 1, ..., dim M}F_ZI

Wenn M kompakt ist, dann ist dim Ker Ay, = [, die k-te Betti-Zahl von M. Die
Betti-Zahl gibt die “Anzahl der k-dimensionalen Locher von M an, genauer ist 8 =
dim H*(M), wobei dim H* die k-te Kohomologiegruppe von M bezeichnet.

Daher hat der Raum der Losungen von Axu = 0 topologische Bedeutung. Dieser
Zusammenhang von Analysis und Topologie ist ein spannendes Thema, dessen Ho-
hepunkt die Index-Theorie bildet. ¥DOs sind dabei ein niitzliches Werkzeug.

e Ein weiterer wichtiger Operator ist der Dirichlet-Neumann-Operator. Sei 2 ¢ R™

beschrankt und mit glattem Rand 0Q. Wir definieren N : C*(0§2) — C*(0f2) wie
folgt:

Sei g € C*(09) :

_ Ay =01in
Bestimme u € C*(Q), so dass " o ,
Uon = 9

0
dann definiere Ng = a—u oo (Normalenableitung).
n

32(-_Differentialformen sind Funktionen, eine 1-Differentialform ist eine Linearform auf T, M fiir jedes z,
z.B. df fiir eine Funktion f, eine 2-Differentialform ist eine eine antisymmetrischen Bilinearform auf
T M fiir jedes x etc.
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Dies ist wohldefiniert, da das Dirichlet-Problem im zweiten Schritt eine eindeutige
Losung u hat.

Satz 72. N € U1(0Q) und o1(N)(z, &) = |€].

Der Beweis erfordert etwas Arbeit. Warum dies stimmen kénnte, kann man jedoch
schon an folgendem Beispiel sehen: Sei @ = {x € R" : = = (x1,...,2,),2, = 0}
(oberer Halbraum). Da €2 unbeschrénkt ist, miissen wir die Definition von N fiir die
Eindeutigkeit von u wie folgt modifizieren: Zu g € C§°(092) sei u die eindeutige Losung
von Au =0 in 2, ujpq = g mit u(z1,...,v,) — 0 fiir x, — 0. Setze Ng = % 60

Mittels Fourier-Transformation in 2’ = (x1,...,x,—1) erhilt man nacheinander
(@2, = [€'P)a(g,zn) =0, a(¢,0) = §(¢)
(g wn) = e ¥l g ()
u(x/7xn) — J eix’é‘/e_‘g/‘xng(éJ) dg/
Rn—l

Vo)) = | gt a
da die nach aufsen zeigende Normalenableitung —0,, und z,, = 0 am Rand ist. Also
ist N der YDO auf R"~! mit Symbol |¢/|.

Ausblick

Die Sétze [70] und [71] bilden den Ausgangspunkt fiir zwei grofe Forschungsrichtungen: Die
Index-Theorie und die Spektralgeometrie.

1. Der zentrale Satz der Index-Theorie ist der Indexsatz, der eine Formel angibt, wie
man den Index eines elliptischen PsiDOs P auf einer kompakten Mgfk direkt aus
dessen Symbol berechnen kann (mittels Ableitungsoperationen und einer Integrati-
on). Dass dies geht, ist sehr tiberraschend, denn eine &hnliche Formel kann es fiir die
beiden Grofen dim ker P und dim coker P, aus denen der Index zusammengesetzt ist,
nicht geben. Die Formel ist héchst nicht-trivial und hat viele interessante Spezialfil-
le, z.B. den Satz von Gaufs-Bonnet in der Differentialgeometrie oder den Satz von
Riemann-Roch in der algebraischen Geometrie.

2. In der Spektralgeometrie versucht man, die Eigenwerte (\;) eines elliptischen
Operators positiver Ordnung P auf einer kompakten Mannigfaltigkeit genauer zu
beschreiben. Explizit berechnen kann man sie nur in den wenigsten Féllen. Ein zen-
trales Resultat ist die Weyl-Asymptotik:

Aj| ~ Cmm(f = o)

mit einer expliziten, von P abhéingigen Konstante C'. Beispiel: Fiir den Laplace-
Beltrami-Operator auf einer Riemannschen Mgfk ist C' = ¢, vol(M)~?/™. Daraus
folgt z.B., dass man das Volumen und die Dimension von M aus der Folge ()
bestimmen, also ,héren‘ kann.

Die Theorie der PsiDOs (und weitere Techniken der mikrolokalen Analysis) sind sehr niitz-
lich bei der Untersuchung dieser Fragen, aber es gibt auch viele interessante Dinge, die
man {iber sie herausfinden kann, fiir die keine PsiDOs nétig sind.

Sowohl die Index-Theorie als auch die Spektralgeometrie haben Erweiterungen auf nicht-
kompakte Mannigfaltigkeiten und Rédume mit Singularitdten (z.B. Kegeloberfliche), das
sind sehr aktuelle Forschungsthemen.
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111.14 Uberblick iiber den Pseudodifferentialkalkiil

Da man zwischen den technischen Einzelheiten manchmal den Uberblick verliert, soll hier
ein kurzer Uberblick gegeben werden.

Das Wichtigste in Kiirze

Wir betrachten Operatoren, die auf Funktionen oder Distributionen auf einem Gebiet
Q < R" oder auf einer Mannigfaltigkeit operieren.

e Per Definition ist ein YDO ein Operator, dessen Schwartz Kern auferhalb der Dia-
gonalen Diagg < ) x  glatt ist und auf der Diagonalen eine konormale Singularitét
hat.

e Das Symbol des WDOs gibt eine vollstédndige Beschreibung der Singularitit des
Schwartz Kerns bei der Diagonale.

Die Bezichung von Kern zu Symbol ist iiber die Fourier-Transformation gegeben}
K(ay) = [ 80,6 d¢ = ple,a—y)  mod O

e Das Hauptsymbol enthélt die Information des Symbols zu fithrender Ordnung. Im
Fall von Mannigfaltigkeiten kann das Hauptsymbol invariant als Funktion auf dem
Kotangentialbiindel definiert werden. Dies folgt aus der Transformationsformel fiir
Hauptsymbole unter Koordinatenwechsel.

e Komposition und Adjungierte von ¥YDOs sind ¥DOs. Fiir die Symbole gibt es asym-
ptotische Formeln. Fiir die Hauptsymbole gelten die einfachen Formeln (fiir P €
v(Q),Q € ¥H(Q))

Om+1(P o Q) = om(P)or(Q),  om(P*) = om(P)

e Mittels der Kompositionsformel fiir das Hauptsymbol, der kurzen exakten Sequenz
fiir die Symbolabbildung und der asymptotischen Summation l&sst sich fiir elliptische
UDOs eine Parametrix, also Inverse modulo W~%(£2), konstruieren.

e UDOs haben natiirliche Abbildungseigenschaften auf Sobolev-Raumen.

e Der UYDO-Kalkiil ist konstruktiv in dem Sinn, dass er Probleme iiber PDG mittels
Konstruktion approximativer Losungen (Parametrices) 16st.

Operatoren — Symbole — Kerne

Der Pseudodifferentialkalkiil erhélt seine Stéarke aus der doppelten Charakterisierung von
Operatoren durch Symbole und durch Schwartz Kerne. Wéhrend z.B. die Komposition von
Operatoren auf der Ebene der (Haupt-)Symbole sehr einfach ist (Multiplikation), auf der
Ebene der Kerne aber kompliziert (siche (17)), sind wichtige Eigenschaften (z.B. Pseudo-
lokalitét) nur am Kern ablesbar.

In Tabelle[I]sind einige Beispiele zusammengestellt. Die Menge der Distributionen, die als
Kerne von ¥DOs auftreten, nennt man den Raum der Distributionen auf €2 x €2, die bzgl.
Diag, konormal der Ordnung m sind. Bezeichnung fiir diesen Raum: 1™ (2 x Q, Diagy,).

An der mit (*) bezeichneten Stelle steht dann I (Q x Q, Diagg)/C®(Q x ).

33Dies ist die Definition des Begriffs konormale Singularitét in diesem Kontext
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Operator Symbol Schwartz Kern
Beispiele Id 1 iz —y)
P(z,D) = > aq(z)D* P(z,¢) P(z,Dg)0(z —y)
Losung von P(D)u = f % E(zx —y)
Réume Um () S™(,R™) D'(2x Q)
Restterme U=*(Q) STP(Q,R") CP(Q x Q)
Bijektive Beziehung Um(Q)/U=*(Q) S™(Q,R™) /ST (Q,R™) (*)

Tabelle 1: Ubersicht iiber Operatoren, Symbole, Kerne. In Zeile 3 wird P(¢) # 0V¢ ange-
nommen, und F ist eine Fundamentallésung fiir P(D)

Einige Details zur technischen Durchfiihrung

e Fiir den Beweis der wichtigsten Sétze (z.B. Adjungierten- und Kompositionsformel)
ist es niitzlich, ¥DOs auf 2 ¢ R™ mittels Amplituden zu definieren, d.h. der Schwartz
Kern ist

Ka(a,y) = f a1y, £) d

e Dieses Integral konvergiert i.A. nicht. Es ist aber im Sinne der Distributionen wohlde-
finiert (siche Lemma . Fiir den Beweis verwendet man partielle Integration (bzgl.
Y)-

e Verschiedene Amplituden kénnen denselben WDO definieren. Das Symbol eines W DOs
ist eine Amplitude, die nur von x und £ abhéngt und den Operator bis auf glat-
tende Fehler definiert. Umgekehrt ist das Symbol durch den Operator eindeutig
modulo ST definiert. Man erhélt das Symbol mittels der Taylorentwicklung von
y — a(z,y,&) um den Punkt y = x und der Formel

K(yfx)aa = KDga

die mit partieller Integration bzgl. £ direkt aus der Definition von K, folgt.

e Die Adjungiertenformel folgt aus der Formel fiir das Symbol (vertausche x, y) und die
Kompositionsformel, indem man bei P o Q zunéchst () mittels eines Rechtssymbols
(abhéngig von y und &) schreibt.

e Damit die Komposition zweier WDOs definiert ist, muss man annehmen, dass min-
destens einer eigentlich getragen ist. Auf die Kompositionsformel fiir die Symbole hat
dies keine Auswirkung.

Varianten, Ausblick

Wir haben den lokalen WDO-Kalkiil behandelt. Er erlaubt es, lokale Aussagen zu machen,
z.B. iiber die Regularitdt von Losungen partieller Differentialgleichungen. Oft méchte man
aber weitergehende Informationen. Beispiele:
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Betrachtet man eine PDG auf R", m6chte man das Verhalten der Losungen fiir
x — o0 untersuchen.

Betrachtet man eine PDG auf einem Gebiet, méchte man das Verhalten der Lésungen
am Rand verstehen.

Betrachtet man eine PDG auf einer Mannigfaltigkeit mit Singularitdten (z.B. einer
Kegeloberfliche), mochte man das Verhalten der Losungen bei Anndherung an die
Singularititen (die Kegelspitze) verstehen.

Eine Kombination der beiden vorangehenden Punkte ist die Untersuchung der Lo-
sungen nahe singuléren Punkten des Randes eines Gebiets.

Fiir zahlreiche dieser Problemstellungen sind Erweiterungen des Pseudodifferentialkalkiils
gefunden worden (z.B. der sogenannte b-Kalkiil von R. Melrose), aber eine allgemeine
Theorie, die z.B. auf breite Klassen von Singularitdten anwendbar wire, gibt es bisher
nicht. Daran wird gearbeitet.

Der gleichmillige YDO-Kalkiil auf R”

Der gleichméfige YDO-Kalkiil auf R™ ist eines der einfachsten Beispiele eines globalen Kal-
kiils. Es ist eine gute Ubung, die Einzelheiten der Theorie fiir ¥7*(R™) (siehe Definition
durchzufithren und dabei darauf zu achten, welche Verbesserungen durch die gleichméfige
Beschréanktheit erreicht werden. Hier ist eine Anleitung. Ergénzen Sie die Details.

1.

P e U (R™) bildet S(R") — C;°(R™) ab. Warum kann man als Definitionsbereich
hier den Schwartz-Raum S statt C° schreiben, aber S nicht durch C}° ersetzen?

. Bei Proposition [25|ist Vorsicht geboten, da aus a € S}* nicht (y — z)%a € Sy folgt,

weil die Funktion (y — x)® unbeschrénkt ist. Die Gleichheit
(y —2)*Ka = Kpga (54)

stimmt aber weiterhin, mit demselben Beweis.

. Eigenschaften des Schwartz Kerns: Zusétzlich zu singsupp K, < Diagp. folgt aus

fir @ € Sp": Fiir alle o und alle N gibt es C o, so dass fiir alle z,y € R" mit
|z —y| > 1 gilt
DSy K (2,9)] < Cnalz =yl ™" (55)

(Der Kern ist schnell abfallend weg von der Diagonale.)

. Restterme: Ist K glatt und erfiillt (55)), so gibt es p € S,y “(R",R™) mit K = K,,.
]

Hierbei ist p = p(x, &) zu verstehen

. Mit Hilfe von 3. und 4. lésst sich die Abbildungseigenschaft in 1. zu

P : S(R") — S(R™) (56)

(und dann mit Dualitit P : S’ — S') verbessern |

31Diese Aussage hat keine Entsprechung in der lokalen Theorie. p muss K(z,y) = p(x,z — y) erfiillen,
mittels Substitution z = z — y und Fourier-Transformation also p(z,§) = Seiing(:p,x — z)dz. Aus
und Glattheit von K folgt p € S, ©. In der lokalen Theorie hat man keine Information wie ,
daher wird dieses Integral divergieren, und wir finden nur K = K, fiir eine Amplitude a(x,y, &), siche
den Beweis von Satz

3Es ist 2 Pu € CP(R™) fiirr w € S(R™) und beliebiges 8 zu zeigen. Schreibe P = P, und zerlege a =
a' + a”, wobei o', a” Triger in |z —y| < 2 bzw. |z —y| > 1 haben. Um P,, zu behandeln, schreibe
2 = ((y — x) + y)”, multipliziere aus und verwende, dass (y — x)"a’ € S ist fiir alle . Der Schwartz
Kern von P, ist glatt und erfiillt . Verwende dies, um P,» : § — S zu zeigen.
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6. Komposition: Aus 5. folgt insbesondere, dass P o @ fiir P € \IJ;”(R”), Q € VUi (R")
definiert ist, ohne Annahme an die Tréiger. Es gilt P o @ € ¥}"*'(R").

7. Symbol eines WDO: Aus 4. folgt auch, dass jeder P € U}*(R") ein ’exaktes’ Symbol
hat. D.h. es gibt p € S;*(R",R™) mit P = P,, ohne Fehlerterm in =%, p ist durch
P eindeutig bestimmt.

8. Parametrixkonstruktion: Zunéchst ist Vorsicht geboten: Das Inverse eines elliptischen
Symbols in S3"(R"™) muss nicht in S, ™ (R"™) sein, wie das Beispiel p(z,{) = z auf
R™ = (0,1) < R zeigt. Man nennt P € ¥};*(R") gleichméfig elliptisch, wenn sein
Hauptsymbol ein Inverses in S, (R™) hat. Unter dieser Bedingung existiert eine
Parametrix in ¥, (R").
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