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Zusammenfassung: Die Fragen, die die Galoistheorie beantwortet, sind
faszinierend und mit Schulwissen zu verstehen. Die Methoden zu ihrer Beant-
wortung gelten jedoch als fiir Schiiler praktisch gar nicht und fiir Lehrer nur
sehr schwer zugénglich, da zunéichst ein grofler Berg an Algebra bewiltigt wer-
den muss. In diesem Artikel wird die zentrale Idee der Galoistheorie erkliart und
dabei nicht mehr als Oberstufenwissen vorausgesetzt.

Einleitung

Galoistheorie — der heilige Gral der Mathematik fiir viele, schillernder Gipfel der
Algebra, nur erreichbar durch zédhes Studium von mindestens drei Semestern
hoherer Algebra und auch dann oft nur halb verstanden. Fiir andere die Aus-
geburt an Abstraktion, Paradigma der Realitdtsferne, der Nicht-Anwendbarkeit
von Mathematik.

Holen wir die Galoistheorie von ihrem Gipfel herunter, machen wir sie zur
mathematischen Allgemeinbildung!

Die Fragen faszinieren: Lisst sich jeder Winkel mit Zirkel und Lineal drit-
teln? Gibt es eine Losungsformel fiir beliebige polynomiale Gleichungen? Die-
se Fragen lassen sich mit ein wenig Schulwissen verstehen. Wer die iiblichen
Konstruktionen mit Zirkel und Lineal und die Losungsformel fiir quadratische
Gleichungen kennt, hat ein Gefiihl dafiir, was gesucht ist. Doch die Art der
Fragestellung iiberrascht, ertffnet neue Horizonte des Denkens: Wie kann man
grundsétzlich die Moglichkeit solcher Konstruktionen oder Loésungsformeln in
Frage stellen? Ist das noch Mathematik, ist es nicht Philosophie? Und doch las-
sen sich diese Fragen mathematisch, mit aller Strenge und logischer Gewissheit
mit NEIN beantworten. Dies ist Galois’ Theorie.?

IErschienen in: Mathematische Bildung — Mathematische Leistung. Festschrift fiir Michael
Neubrand zum 60. Geburtstag. A. Peter-Koop, A. Bikner-Ahsbahs (Hrsg.). Verlag Franzbe-
cker, 2007.

2Ein paar historische Anmerkungen: Genau genommen stammen viele der Ideen, die im
Folgenden erkliart werden, nicht von Galois selbst. Dass Permutationen bei algebraischen Glei-
chungen eine Rolle spielen, war schon Lagrange 1770 bewusst. Die Unlésbarkeit der allgemei-
nen Gleichung 5. Grades durch Radikale wurde schon vor Galois von P. Raffine 1799 (mit
einem kleinen Fehler) und N. Abel 1824 gezeigt. Doch erst Galois bemerkte um 1830 die
zentrale Verbindung polynomialer Gleichungen zu Gruppen von Permutationen. Daher triagt
diese Theorie heute seinen Namen.



So einfach die Fragen, so unzugénglich bleiben fiir viele die Antworten. In
den modernen Darstellungen muss man sich erst durch eine gehorige Portion
Gruppen- und Koérpertheorie schlagen. Die wenigsten Lehramtsstudenten kom-
men im Fachstudium so weit, daher bleibt dieser Schatz den meisten Lehrern
und Schiilern verborgen. Und selbst wenn man die Miihen auf sich genommen
hat und alles brav nachvollziehen konnte, bleibt ein Unwohlsein: Die Antworten
auf die Eingangsfragen ergeben sich scheinbar als zufillige Nebenprodukte, und
man fragt sich: Wo ist ,es‘ eigentlich passiert? Was bringt das Ding zum Laufen?
Wie kann sich jemand so etwas ausgedacht haben?

Zu Galois’ Zeiten gab es keine Gruppentheorie; Galois hat den Gruppenbe-
griff erst erfunden, fiir den Zweck seiner Theorie! Dass ein genetisches Versténd-
nis bei der modernen Darstellung kaum moglich ist, verwundert daher kaum.

In diesem Artikel werden zentrale Grundideen der Galoistheorie entwickelt,
ohne den Gruppen- oder Korperbegriff vorauszusetzen, anhand des Problems,
Losungsformeln fiir polynomiale Gleichungen zu finden. Die Darstellung sollte
fiir jeden versténdlich sein, der ein paar Grundlagen iiber Polynome, etwa die
Losungsformel fiir die quadratische Gleichung und die Formeln von Vieta kennt
— beides wird aber auch hergeleitet, die quadratische Formel unter ungewohntem
Blickwinkel. Natiirlich wird auch der Wille vorausgesetzt, sich auf eine neue Idee
einzulassen, mit ihr zu spielen, sie konsequent zu verfolgen. Komplexe Zahlen
brauchen wir auch — das ist nur natiirlich, da polynomiale Gleichungen nicht
immer reelle Losungen besitzen®. Trotzdem: Alles Schulmathematik.

Ich hoffe, diese spannende Theorie zumindest in Ansétzen interessierten
Schiilern und Lehrern zugéinglich zu machen, und auch denjenigen, die sie als
Nebenprodukt der Korpertheorie kennengelernt haben und damit nicht zufrie-
den waren, eine mogliche Antwort auf die Frage ,Wie kann man auf so etwas
blo kommen?‘ anzubieten.

1  Uberblick

Wir betrachten eine polynomiale Gleichung
"+ an 12" '+ . taxta=0 (1)

und wollen eine Losungsformel finden, also eine Formel, die die Losungen =z
mittels der gegebenen Koeffizienten ay, . .., a,_1 ausdriickt.

Die wunderbare Grundidee der Galoistheorie ist, dass man dieses Problem
als ,Reduktion von Symmetrie’ formulieren kann. Dies wird gleich erklart wer-
den. Indem wir diese Idee konsequent verfolgen, erhalten wir zunéchst ein neu-
es Verstidndnis der ,quadratischen Formel* (d.h. des Falls n = 2), dann eine
Losungsformel im Fall n = 3, eine Strategie fiir alle n, und schliefllich sogar eine
Idee, wie man die Nicht-Existenz einer allgemeinen Losungsformel fiir n > 5
zeigen konnte. Nebenbei taucht ganz natiirlich das Konzept der Gruppe auf.

2 Einstieg

Fiir n = 1 ist die Gleichung einfach = + ag = 0, also ist

Tr = —AQp

3Siehe dazu Fufinote 4.



die einzige Losung. Eine Losungsformel!

Fiir n = 2 lautet die Gleichung 22+ a2 + ag = 0, und aus der Schule ist die
Losungsformel

2
e R G
= -% - (%) -a
bekannt (zumindest im Fall (“2—1)2 — ap > 0; im Folgenden lassen wir auch

komplexe Zahlen als Losungen zu, brauchen uns also um diese Einschrankung
nicht zu kiimmern?*).

3 Die Formeln von Vieta

Fiir die folgenden Uberlegungen ist es wesentlich, den Unterschied zwischen
Ezistenz von Lésungen und Formeln fiir Lisungen zu verstehen: Der Funda-
mentalsatz der Algebra garantiert, dass (1) stets Losungen besitzt, aber er gibt
keine Formel an. Etwa im Fall n = 3, fiir reelle Koeffizienten ag, a1, as, ist es
aus anschaulichen Uberlegungen klar, dass es eine Losung gibt: Fiir sehr grofie
2 dominiert der 23 Term, also ist die linke Seite von (1) positiv und analog fiir
sehr negative x negativ, also muss sie zwischendurch irgendwo gleich Null sein.
Wo, weil man damit aber nicht.

Wir setzen hier den Fundamentalsatz der Algebra voraus®. Genauer setzen
wir voraus, dass sich das Polynom in (1) als Produkt von Linearfaktoren

" a2 e tao=(x—x1) (x—32) ... (- ) (2)
schreiben lisst, fiir gewisse (komplexe) Zahlen 1, ..., x,. Offenbar sind dann
x1,...,2, genau die Losungen von (1) 6.

Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite von (2) und Vergleichen entspre-
chender Potenzen von z folgt:

tno1 = —(@1 b aat ) = =3 @
i=1

n
Up_9 =T1To +X1T3+ ... +Tp_12, = E TiTj (3)
i,j=1
1J<j

ap = (—=1)"x1 ... xy.

4 Wer komplexe Zahlen vermeiden will, kann von vorneherein annehmen, dass alle Lésungen
von (1) reell sind. Die Symmetrieidee ldsst sich auch dann nachvollziehen. Spétestens bei der
Behandlung der kubischen Gleichung werden sie aber selbst unter dieser Annahme gebraucht;
das war schon Cardano 1545 bekannt (als ,Casus Irreducibilis‘) und fithrte damals zu einer
grofBeren Akzeptanz der komplexen Zahlen.

5Bemerkenswert ist, dass wir den Fundamentalsatz zwar zunichst annehmen, dass aber die
Korrektheit der damit hergeleiteten Losungsformeln (fiir n = 3) direkt, ohne den Fundamen-
talsatz, nachgepriift werden kann: Einfach in die Gleichung (1) einsetzen.

6(2) folgt durch wiederholtes Herausteilen von Linearfaktoren aus dem Fundamentalsatz.
Die Zahlen z1, ..., x, miissen nicht alle verschieden sein. Kommt dieselbe Zahl mehrmals vor,
spricht man von einer mehrfachen (doppelten, dreifachen, ...) Nullstelle.



Zum Beispiel fiir n = 2:
2 farrtag = (r—21)(x—22) = 2° — 12— 2T+ 2100 = 2% — (21 + 22T+ 2120,

und da dies fiir alle z gilt, folgt aus dem Identitdtssatz fiir Polynome

ap = —(1‘1 + $2)
_ (4)
apg = T1x2
Analog fiir n = 3:
ay = — (21 + 2 + 13)
a1 = T1T2 + T1T3 + T2T3 (5)
g = —X1T2X3

4 Symmetrie

Die grofie Idee der Galoistheorie ist, dass Symmetrieiiberlegungen ein Schliissel
zur Losung unseres Problems (1) sein kénnen.

Was bedeutet Symmetrie? Betrachten wir die Ausdriicke auf der rechten Seite
von (3). Sie sind vollstindig symmetrisch in dem Sinn, dass sie sich bei beliebi-
ger Permutation (d.h. Anderung der Reihenfolge) der z1,...,x, nicht indern.
Firn=2ist z. B. 2o + 21 = 21 + 22 und 2221 = x12>.

Es gibt noch weitere vollstandig symmetrische Ausdriicke in x4, ..., z,, zum
Beispiel (fir n = 2) 22 + 23, 23 + 23 und (r; — 25)?. Kann man diese durch
x1 + x2 und zizo ausdriicken? Ein wenig Herumspielen mit der binomischen
Formel

(z1 + x2)2 = x% + 2x129 + x%,

ergibt
22 422 = (21 + 29)? — 20125 = a? — 2ay,

und aus
(w1 + 29)% = 23 + 30229 + 31125 + 23 = 2% + w20 (21 + 20) + 23,
erhélt man
o3+ a3 = (21 + 29)% — 3xy20(2y + 22) = —a} + 3agay.
Ahnlich geht
(1 — 29)% = (x1 + 12)* — da129 = aF — 4ao.

Nach dieser Voriibung iiberrascht vielleicht nicht der folgende Satz.

Satz (Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen?): Ist f eine vollstéindig sym-
metrische Funktion von x4, ..., z,, so lisst sich f als Funktion von ag,...,a,_1

"Der Begriff ,Funktion® ist hier absichtlich etwas vage gelassen. Fiir unseren Kontext we-
sentlich sind Polynome in z1, ...,z (d. h. Ausdriicke, die man aus z1,...,x, und beliebigen
komplexen Zahlen durch Addition, Subtraktion, Multiplikation erhilt). Dann gilt: Ist f Poly-
nom, so auch g. Der Satz gilt aber auch, wenn man beliebige Funktionen f,g: C"* — C (oder
R"™ — C) betrachtet oder an jeder Stelle ,Funktion‘ durch ,stetige Funktion‘, ,differenzierbare
Funktion ¢, ,analytische Funktion ¢, ... ersetzt.



(gegeben wie in (3)) schreiben, d. h. es existiert eine Funktion g derart, dass

f(xl,“';xn) = g(a0a~"7an—l)~

Der Begriff ,vollstéindig symmetrisch® wird unten in (8) genauer erklért.
Ein Beweis mittels Induktion (fiir Polynome) ist nicht allzu schwierig. Hier
ist es sinnvoller, ein paar weitere Beispiele (etwa fiir n = 3) zu rechnen:

Ubung:
2423 +2% = a3-2a (50)
a
3+ a3+ a3 = —ad+ 3aga; — 3ag.

Ein vollstéindig symmetrischer Ausdruck, der weiter unten wichtig sein wird, ist

die sogenannte Diskriminante.
Z. B. ist
D2 = (Zl — Z2)2 = CL% — 4CLO (6)

D3 = (21 —12)* (22 —23)* (21 —13)? = a3a?+18aza1a0 —4adag —4a3 —27a2 (7)

Das ist schon ziemlich kompliziert.

5 Ein neuer Blick auf das Problem

Gegeben sind ag, ..., a,—1, gesucht sind x1,...,x,. Sie stehen mittels (3) in
Beziehung zueinander. Mittels des Hauptsatzes konnen wir das Problem umfor-
mulieren:

Zu unbekannten Zahlen zq,...,z, kennen wir die Werte
sdmtlicher vollstindig symmetrischer Ausdriicke in z1, ..., z,.
Bestimme z4,...,z, selbst!

Da jeder der Ausdriicke x1, xo, . . . , z, fiir sich nicht symmetrisch ist, kénnten
wir dies als ein Problem der Symmetriereduzierung bezeichnen.

Was haben wir damit gewonnen?

Wir kénnen Zwischenziele formulieren und zu l6sen versu-
chen, nimlich statt der vollstindig symmetrischen (a4, ..., a,)
oder vollstindig unsymmetrischen (z1, ..., z,) Ausdriicke auch
,teilweise symmetrische‘ betrachten.

Das Wunder:
Dies fiihrt zur Losung!
Was soll teilweise symmetrisch® heiflen? Ein Ausdruck f(zi,...,x,) ist
vollstandig symmetrisch, falls

f(xh...,xn) = f(l'ﬂ.(l),...,m'ﬂ.(n)) (8)



fiir alle Permutationen 7 gilt.

,Teilweise symmetrisch‘ heifit, dass (8) nur fiir einige Permutationen gilt.

Beispiel: Der Ausdruck
W(xy,x2,23) = (21 — x2) (22 — z3)(x3 — 1)
erfiillt (8) fiir die Permutationen
r=id,7:1-2—-3—>1,7:1-3—-2—>1, (9)

(id = Identitét, d.h. id(¢) = Vi, also keine Umordnung) wechselt aber unter
den drei anderen Permutationen von {1,2,3} das Vorzeichen, z. B.

W (ze,x1,23) = (2 — 1) (21 — x3) (T3 — x2) = —W (21, T2, T3).

Die Permutationen (9) heilen gerade, die anderen ungerade.

6 Losung der Gleichung dritten Grades, Vor-
spiel

Durch konsequentes Verfolgen der Idee der Symmetriereduktion kénnen wir die
kubische Gleichung l6sen.

1. Schritt:

Gegeben sind die vollstdndig symmetrischen Ausdriicke ag, a1, a2 und damit
auch D3 (siehe (7)).

2. Schritt:

Eine der beiden Quadratwurzeln von D3 = (21 — x2)? (w0 — 23)% (23 — 21)? ist
W(z1,x2,x3) = (21 — x2)(z2 — z3)(z3 — x1) (die andere Quadratwurzel ist das
negative davon). Also:

Durch Ziehen einer Quadratwurzel haben wir aus einem
vollstindig symmetrischen Ausdruck einen Ausdruck er-
halten, der nur noch unter geraden Permutationen sym-
metrisch ist.

Die halbe Strecke von vollstindig symmetrisch zu vollsténdig unsymmetrisch ist
also geschafft!

3. Schritt:

Die grofie Frage ist nun: Wie gelange ich von einem Ausdruck, der nur unter
geraden Permutationen symmetrisch ist, zu einem génzlich unsymmetrischen?
Wir versuchen, das Vorgehen von Schritt 1 und Schritt 2 zu imitieren:

1. Hoffnung: Aus as,a1,ap und Wz, zs,23) lisst sich jeder Ausdruck in
1, %2, X3, der unter geraden Permutationen symmetrisch ist, berechnen.

(Dies wiire eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes iiber symmetrische Funk-
tionen.)

2. Hoffnung: Wir kénnen einen oder mehrere ginzlich unsymmetrische Aus-
driicke angeben (diese wiirden dem W im 2. Schritt entsprechen), so dass gilt:

e eine Potenz dieser Ausdriicke ist symmetrisch unter geraden Permutatio-
nen



e 11,9, x3 lassen sich mittels dieser Ausdriicke berechnen.

In Abschnitt 8 gehen die beiden Hoffnungen in Erfiillung, in Abschnitt 9 fassen
wir die so erhaltene Losungsmethode zusammen. Die Formeln werden dabei
kompliziert. Behilt man aber das Ziel im Auge, ist es nicht schwierig.

7 Quadratische Gleichung: Ein neuer Blickwin-
kel

Zunéchst sehen wir uns die quadratische Gleichung unter dem neuen Blickwinkel
an:

1. Schritt:

Gegeben sind a; = —(21+22), ap = 2172 und damit Dy = (21 —12)? = a? —4ay.
2. Schritt:

Ist v/Dy eine der Quadratwurzeln von Dsy, so folgt

/Dy =21 —x9 oder /Dy = x5 — 1. (10)

Diese sind nicht mehr symmetrisch.

Schluss:
Wegen
(71 +22) + (71 — 22)]

(71 + 22) — (71 — T2)]

. (11)

1
2
_ 1
i) = 3

lassen sich nun x1, zo berechnen:

a1 a1
=2 4 2Dy, wo=-2 - -\/D
T 5 + 5 2, T2 9 5 2

(im ersten Fall von (10); im anderen Fall sind x1, 25 einfach vertauscht.)
Das ist die bekannte Formel!

8 Losung der Gleichung dritten Grades, Abschluss

Wir wenden uns zunéchst der 2. Hoffnung in Abschnitt 6 zu. Wir bené6tigen
hierzu ein kleines hiibsches Hilfsmittel: Die dritten Einheitswurzeln.
Was ist die dritte Wurzel aus 17 Natiirlich 1. Gibt es weitere? Reelle nicht,

komplexe aber schon: Man rechnet leicht nach, dass —% + @@ auch die dritte

Potenz eins haben. Schreibt man w = —% + i?, so ist w? = —% — z? und

w? =1, und 1,w, w? sind alle dritten Wurzeln von 1 (es kann ja nicht mehr als
drei Nullstellen der Gleichung 2% — 1 = 0 geben). Es gilt

wtw+1=0. (12)

Die dritten Einheitswurzeln kann man trickreich fiir unsere Zwecke einsetzen:
Sei

bo = x1+x9+ 23
by = wry+wlrs+ 3 (13)
by = w?m 4+ wre+ 23



3 ..
(also b; = >~ w"x;,i=0,1,2).
j=1
Dann gilt:
e b ist vollstindig symmetrisch, by = —aso

e (b1)? und (b2)? sind symmetrisch unter geraden Permutationen, denn zum
Beispiel ist
b1($3, 1, .’L'Q) =Ww- b1<.’171, o, 3?3)
also folgt aus w3 = 1, dass

bi(zs, 1, 22)% = b1 (21, 22, 23)°

e x1,To,x3 lassen sich aus bg, b1, by berechnen:

Ty = %(bo + w21)1 + wbg)
To = %(bo + wby + w2b2) (14)
zs = 5(bo+ b1+ by)
2
(also: zj = £ > w™¥b;) wie sofort aus w? + w + 1 = 0 folgt.
i=0

Damit erfiillen by, bq,bs die 2. Hoffnung! Dies ist iibrigens vollig analog zum
Vorgehen bei der quadratischen Gleichung, denn die zweiten Einheitswurzeln
sind £+1, und daher funktionierte dort der analoge Trick mit by = =1 + o,
bl =1 — T3.

Nun zur 1. Hoffnung:

Das stimmt zwar allgemein, es geniigt aber, die konkreten Ausdriicke (b;)® und
(b2)? mittels as, a1, ap und W auszudriicken. Wegen by (21, 22, x3) = b1 (72, 21, 23)
geniigt es, b; zu betrachten:

Miihseliges Ausmultiplizieren ergibt

b = a3 + a5 + 23 + 3wA + 3w’ B + 6211073 (15)
mit A = 2229 + 2323 + 2321, B = 1123 + 1223 + 232%; auBerdem
W = (l‘1 —J)g)(l‘g—l‘g)(ﬂ?g—xl) =B - A. (16)

Wir brauchen aber A und B einzeln! Beobachtung: A + B ist vollstédndig sym-
metrisch. Also ldsst es sich mittels ag, a1, as ausdriicken (vgl. (5)), und dann
erhilt man A, B: Fiir A+ B liegt es nahe, ajas zu betrachten: Man rechnet

—aras = 3x1x923 + A+ B = —3a9 + A+ B. (17)
Aus (16), (17) folgt

1 1
A= 5(3(10 —ajay — W), B= 5(3a0 —ajas + W).
Mit Hilfe von (5a) erhalten wir nun aus (15):

3 3
b3 = —a3 + 3aza; — 3ag + §w(3a0 —ajas — W)+ §w2(3a0 —ajag + W) — 6ag.

Dies lisst sich mittels w + w? = -1, w— w? = iv/3 vereinfachen zu
) 2 9 27 3
b} = —al + 50201 — 560 — 5@\/§W (18)

b3 erhiilt man hieraus, indem man W durch —W ersetzt. Fertig!



9 Zusammenfassung der Losung der kubischen
Gleichung

I) Berechne D3 aus ag, aj, az mittels (7).

II) Sei W eine der Quadratwurzeln aus Ds.

)
)

IIT) Berechne b3, b3 aus ao, a1, az, W mittels (18).
)

IV) Ziehe dritte Wurzeln aus b3, b3, erhalte so by, by und damit xq, xo, 3 mit-
tels (14) und by = —as.

Setzt man alles ineinander ein, erhdlt man ein Ungetiim an Formel. Aber im-
merhin eine Lésungsformel.

Doch Vorsicht: Im Schritt IV ist es wichtig, die richtigen dritten Wurzeln zu
ziehen: Genau wie die eins hat jede Zahl (auler null) drei dritte Wurzeln. Ist ¢
eine davon, dann sind we und w?c die beiden anderen, denn z.B. (wc)? = w3c? =
3. Da man vor Schritt IV nur den Wert b3 kennt, kann man nicht sicher sein,
ob man als dritte Wurzel nicht ,aus Versehen‘ wb; oder w?b; statt b; erhalten
hat (beachte: b3 ist eine komplexe Zahl), und dann stimmen die Formeln (14)
nicht mehr, nicht mal nach Vertauschungen! Ersetzt man allerdings gleichzeitig
by durch wb; und by durch w?by (oder by durch w?b; und by durch wby), bleibt
(14) bis auf Vertauschungen korrekt. Diese Kopplung driickt sich dadurch aus,
dass (verwende (13)!)

b1by = x% + xg + x?,) — X1T2 — ToX3 — T3T1 = a% — 3a; (19)
vollstéindig symmetrisch ist. IV) sollte nun so modifiziert werden:

IV’) Bestimme eine dritte Wurzel aus b‘;’, nenne diese b; und bestimme dann
by aus (19), und dann z1,xq, x5 aus (14).

Die Nichteindeutigkeit der Quadratwurzel in IT) macht keine solchen Probleme,
da sie in III) nur eine Vertauschung von b3 und b3 bewirkt.

Abschlieflende Bemerkung: Die komplizierten Formeln fiir die Gleichung drit-
ten Grades vereinfachen sich erheblich, wenn man ay; = 0 annimmt. Dann
bleiben von den fiinf Termen in der Diskriminante (7) nur zwei iibrig. Dies
kann man, ausgehend von einer allgemeinen Gleichung, durch die Substitution
Yy = = — a2/3 immer erreichen. Nach etwas Rechnen erhélt man

ro= -2 - VB+ -2 45,

2
wobei D = —ﬁD = (%)2 + (%)3 Diese Losungsformel heif3t auch Cardano-

Formel. Dabei muss man, wie oben erklért, die richtigen‘ dritten Wurzeln neh-
men. x; erhdlt man, indem man die erste Kubikwurzel mit w und die zweite mit
w? multipliziert, und x5 durch Vertauschen von w und w?.



10 Was genau heif3t ,teilweise symmetrisch*?

Um Gleichungen héheren Grades behandeln zu kénnen, sollten wir uns genauer
ansehen, welche Zwischenziele (vgl. Abschnitt 5) eigentlich moglich sind und
wie man von einem zum néchsten gelangt.

Ein ,Zwischenziel’ war durch eine ,teilweise Symmetrie’ charakterisiert, also
durch eine Menge G von Permutationen , fiir die (8) fiir gewisse Funktionen f
gilt. Welche Mengen G konnen dabei auftreten?

Aus (8) sieht man:

e Ist € G und o € G, so folgt moo € G. o o bezeichnet die Hinterein-
anderausfiihrung (Komposition) von 7 und o, d.h. (7 o 0)(i) = 7(o(i)).
Denn setzt man y; = Tz, i = 1,...,n, so folgt aus o € G, dass

f(yl» R yn) = f(ya'(l)7 s 7y(7(n)) = f (xﬂ(a(l))7 s 71.77(0'(71)))
und mit (8), angewendet mit y statt x, folgt
f@1 0 @n) = [ (Tro)s - > Tr(o(n)) -
was gerade ™o o € GG bedeutet.

o Ist 7 € G, so ist auch das Inverse 7' € G. Dies ist definiert durch:
7 1(j) = 4, falls 7(i) = j. Denn mit y; = Ty, @ = 1,...,n, ist x; =
Yr-1(j), 3 = 1,...,n, also sagt (8)

f (yﬂ'*l(l)a s 7y7r*1(n)) = f(yb' . 'ayn)’
also 7! € G.

Eine Menge von Permutationen mit diesen beiden Eigenschaften nennt man eine
Gruppe (bzgl. der Operation o, also Komposition) oder auch Permutations-
gruppe. Das ist die Geburt des Gruppenbegriffs!®

Sprechweise: Ist G eine Permutationsgruppe, so nennen wir einen Ausdruck
f(z1,...,2,) G-symmetrisch, falls (8) fiir alle 7 € G gilt.

11 Eine allgemeine Methode
Wie erhalten wir eine Losungsformel fiir die Nullstellen z1, . . ., x,, der Gleichung

"+ ap_12" . +ay=0?

8Dies ist der alte, von Galois eingefiihrte und im 19. Jahrhundert meist verwendete Grup-
penbegriff. Im heutigen Sprachgebrauch ist eine Gruppe eine Menge mit einer zweistelligen
Operation, die assoziativ ist und fiir die ein neutrales Element und zu jedem Element ein In-
verses existieren. Z. B. ist die Menge Sy, aller Permutationen von {1,...,n}, mit Komposition
als Operation, eine Gruppe. Unser G nennt man heutzutage eine Untergruppe von S,,. Es
ist natiirlich selbst auch eine Gruppe.
Man kann zeigen, dass jede endliche Gruppe ,gleich’ (genauer: isomorph) ist zu einer Un-
tergruppe von Sy, fiir ein geeignetes n € N. Also sind der alte und neue Gruppenbegriff
(zumindest fiir endliche Gruppen) im Wesentlichen gleich.
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Die teilweisen Symmetrien, also die Permutationsgruppen, wollten wir als Zwi-
schenschritte bei der Losung der Gleichung verwenden. Die Koeffizienten ay, . .., a,_1
sind vollstdndig symmetrisch, entsprechen also der Gruppe G = S,, aller Per-
mutationen von {1,...,n}, die gesuchten Lésungen x1,. .., z, sind vollkommen
unsymmetrisch, entsprechen also der trivialen‘ Gruppe G = {id} °.

Also:

I) Finde Permutationsgruppen Go, Gy, ..., Gy mit

Sp =Gy DGy D...D G, ={id}.

II) Fiir i = 1,...,k tu folgendes:
Finde G;-symmetrische Ausdriicke W;1, Wis, ... und eine natiirliche Zahl
pi, so dass gilt:

a) die p;-ten Potenzen dieser Ausdriicke sind sogar G;_1-symmetrisch.

b) Aus diesen Ausdriicken lassen sich mittels algebraischer Operationen
sdmtliche G;-symmetrischen Ausdriicke gewinnen.

(,Algebraische Operationen* sind hier +, —, -.) Bei der kubischen Gleichung war
k =2 und G; = {gerade Permutationen} . Falls es gelingt, die Schritte I) und
IT) durchzufiihren, erhalten wir eine Formel fiir x4, ..., x,, in der nur algebrai-
sche Operationen und p;’te, ..., pi’te Wurzeln vorkommen®©.

Denn: Fangen wir mit ¢ = k an und wenden IIb) auf z1,...,z, an. Dies lie-
fert Formeln fiir xq,...,2, in Termen von Wyi, Wia,.... Da (Wy;)P* Gr_1-
symmetrisch ist (nach IIa)), ldsst es sich algebraisch aus Wi_y1 1, Wy_19,...

berechnen (wegen IIb) fiir i = k — 1). Das heifit gerade, dass

Wi = p{'/algebraischer Ausdruck in Wy_1 1, Wi_12,...

und &hnlich fiir Wga, .. ..

Nun verfahren wir analog mit Wy_1 1, ..., reduzieren auf Wy_» 1, ... etc., bis wir
bei ¢ = 1 ankommen, wo wir dann (Wy1)?*, (Wi2)P1,. .. mittels der Koeffizienten
ag, - - -, an_1 algebraisch ausdriicken kénnen, also die gesuchte Formel erhalten.

12 Funktioniert die Methode?

Die grofie Frage ist, ob man ein &k € N und Gruppen Gy, ...,G} derart finden
kann, dass Schritt IT) wirklich funktioniert. Dies fithrt automatisch zu einem der
Hauptbegriffe der Gruppentheorie. Man kann nédmlich zeigen:

Schritt IT) fiir einen Index 7 ist genau dann durchfiithrbar, wenn gilt:

A) G, ist ein Normalteiler von G,;_1, d. h. fiir alle 7 € G; und alle 0 € G;_
ist comroo! € G;.

9Genauer: Die einzige Permutation, die jeden der Ausdriicke z1, ...,z in sich iiberfiihrt,
ist 7 = id. Betrachtet man nur einen Ausdruck, etwa z1, so wird er auch (etwa fiir n = 3) von
der Permutation 1 +— 1,2 +— 3 — 2 in sich iiberfiihrt.

10Auf das Problem der Mehrdeutigkeit von Wurzeln wollen wir hier nicht niher eingehen.
Es kann dhnlich wie im Fall n = 3 behandelt werden.
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B) Die Quotientengruppe G;—1 /G; ist zyklisch, d. h. es existiert ein g € N
und ein 7 € G,_1, so dass sich jedes o € G;_1, in der Form o = 77 o 7 fiir
geeignete j € {0,1,...,9 — 1} und 7 € G; schreiben lésst.

A) ist recht leicht einzusehen, fiir B) braucht man ein klein wenig Gruppentheo-
rie. Weitaus schwieriger zu zeigen ist der folgende Satz.

Satz: Sein € N. Es existieren k¥ € N und Gruppen S,, =Gy DG D ... D G =
{id}, fiir die A) und B) fiir i = 1,..., k gelten, genau dann, wenn n < 4.

Man sagt: Die Gruppen 51, S, S3, 54 sind auflésbar, die Gruppen S,, (n >
5) nicht.
Daraus erhélt man zunéchst Losungsformeln fiir n = 4. Fiir n > 5 folgt daraus
aber nur, dass unsere Methode nicht funktionieren kann. Vielleicht funktioniert
aber eine andere Methode und liefert doch die ersehnte Losungsformel? Nein!

Satz: Sein > 5. Es gibt keine Formel, die die Lésungen 1, . . . , x,, der Gleichung
2+ an_12" "+ ...+ ap = 0 durch die Koeffizienten ay, . . ., a,—1 allein mittels
wiederholter algebraischer Operationen und Wurzelziehen berechnet.

Man sagt: Die allgemeine Gleichung fiinfter oder héherer Ordnung ist nicht
in Radikalen l6sbar. Die Beweisidee ist, dass man aus einer solchen Formel
sukzessive Gruppen Gg, G, ..., Gk gewinnen konnte, die A) und B) fiir jedes
i = 1,...,k erfiillen. k ist die Verschachtelungstiefe von Wurzeln. G; ist im
Wesentlichen die Symmetrie der im Innersten liegenden Wurzelausdriicke etc.
Dies ldsst sich wirklich sauber am besten in der Sprache der Korpertheorie
ausdriicken, und daher soll die kurze Einfithrung in die Galoistheorie hier enden.

13 Zusammenfassung

Hier noch einmal die Hauptideen in Telegrammform:

e Auflgsen der Polynom-Gleichung n-ter Ordnung entspricht dem Berech-
nen der unsymmetrischen Ausdriicke z1,...,z, aus den symmetrischen
Ausdriicken ag = £x1 - Tp, ... a1 = —(T1 + -+ X))

e Wurzelziehen kann die Symmetrie reduzieren, aber nur auf Normalteiler
mit zyklischer Quotientengruppe.

e Fiir n < 4 kann man von der Menge aller Symmetrien, .S, zur vollstindi-
gen Asymmetrie, {id}, iiber sukzessive Normalteiler mit zyklischer Quoti-
entengruppe gelangen. Fiir n > 5 nicht.

e Daher gibt es Losungsformeln fiir n < 4, aber nicht fiir n > 5.

14 Literatur

Natiirlich kann in diesem kurzen Artikel nur ein Einblick gegeben werden. Wer
Galois-Theorie vollsténdig verstehen will, sollte ein paar Grundlagen iiber Grup-
pen und Korper lernen, wie sie in Algebra-Biichern stehen. Es gibt auch Biicher
ausschlieBlich zum Thema Galois-Theorie. Besonders gut gefillt mir das Buch
von H. Edwards (Galois theory, Springer-Verlag, 1984), da es die urspriingli-
che Arbeit von Galois und die Zusammenhénge dieser alten mit der modernen
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Sichtweise erkliart und damit meiner Darstellung hier am néchsten kommt. Ei-
ne hiibsche Darstellung mit viel Geschichte und alternativen Losungsansétzen
stammt von J.-P. Tignol (Galois’ theory of algebraic equations, World Scientific,
2001). E. Artins Buch (Galoissche Theorie, Verlag Harri Deutsch, 1988) ist ein
Klassiker, in dem es etwas geradliniger zur Sache geht.
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