Mathematisches Problemlosen und Beweisen:
Entdeckendes Lernen in der
Studieneingangsphase

Daniel Grieser

Zusammenfassung Wer Mathematik studiert, sollte die Erfahrung machen:
,.lch kann Mathematik selbst entdecken.”

Dies ist der Leitgedanke des Moduls Mathematisches Problemldsen und Beweisen,
das seit Wintersemester 2011/12 in den Lehrplan der Mathematikstudiengédnge der
Universitat Oldenburg integriert ist. Im Folgenden mochte ich zeigen, dass mit die-
sem Modul das Mathematikstudium um einen wertvollen Aspekt bereichert und
gleichzeitig der Einstieg ins Studium erleichtert wird. Damit méchte ich zur Dis-
kussion neuer Ideen in der Studieneingangsphase Mathematik beitragen und Kolle-
gen ermutigen, dhnliche Konzepte in ihren Studiengidngen zu verwirklichen. Nach
grundsitzlichen Uberlegungen zur Entwicklung des Moduls berichte ich iiber Inhal-
te, Aufbau und Erfahrungen aus der Durchfiihrung anhand konkreter Beispiele.

1 Ausgangspunkte

In diesem Abschnitt stelle ich grundsitzliche Uberlegungen vor, die zur Einfiihrung
des Moduls Mathematisches Problemlosen und Beweisen gefiihrt haben. Im Ab-
schnitt 2 wird dann zunéchst ein Konzept fiir ein solches Modul vorgestellt, das
auf diese Uberlegungen eingeht, und dann dessen Umsetzung an der Universitit Ol-
denburg beschrieben. Konkrete Beispiele aus der Durchfiihrung finden sich in den
Unterabschnitten 2.2, 2.3 und 2.4, jeweils eingeriickt und in kleiner Schrift.
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1.1 Kreativitit und Problembewusstsein in der Mathematik

Die meisten Mathematiker' sehen Kreativitit als wichtigen Teil mathematischer
Aktivitédt an. Auch viele Kinder haben einen neugierigen, entdeckenden Zugang zu
dem Fach. Irgendwann geht das den meisten verloren. Wie sieht es im Mathematik-
Studium aus? Fach-Studierende merken, wenn iiberhaupt, oft zum ersten Mal bei
ihren Abschlussarbeiten, dass Kreativitit zur Mathematik gehort. Vorher sind sie da-
mit beschiftigt, all die wunderbaren Definitionen, Konzepte und Sitze zu verdauen,
die wir, die Lehrenden, ihnen in den Vorlesungen vorfiihren.2 Viele Lehramtsstu-
dierenden? erreichen diese Stufe nie — die auf Vermittlung von Inhalten getrimmten
Studienordnungen lassen da wenig Raum. Das ist um so tragischer, als die aktuellen
Kerncurricula bei Mathematik-Lehrern die Fahigkeit voraussetzen, das Entdecken
von Mathematik kompetent zu begleiten. Wie soll das gehen, wenn sie es selbst nie
erlebt haben?

Wir sollten uns auch fragen, ob wir unseren Studierenden ausreichend Gelegen-
heit geben, Problembewusstsein zu entwickeln. Die iiber Jahrhunderte ausgefeilten
Theorien, die wir lehren, sind aus Problemen entstanden, und sie konnen verwen-
det werden, um unzihlige Probleme zu 16sen. In der Lehre erscheinen die Probleme
oft erst im Nachhinein, als Illustration oder Anwendung der Theorie. Wire es nicht
kliiger, erst ein Problem zu formulieren und dann die Losung zu geben? Mehr noch:
die Studierenden ernsthaft {iber das Problem nachdenken zu lassen, damit sie ein
Gefiihl dafiir bekommen, wo die Schwierigkeiten liegen? Das macht neugierig, regt
die Kreativitit an, und es wird das Verstandnis fiir die Theorie erhdhen.

Es ist unsere Aufgabe, den zukiinftigen Mathematikern und Mathematik-Lehrern
in ihrer Fachausbildung schon friih die Gelegenheit zu geben, Problembewusstsein
zu entwickeln und mathematisch kreativ zu sein. Dieses Ziel innerhalb existierender
Lehrveranstaltungen zu verfolgen ist zwar moglich, doch hat man hier wegen des
,Stoffdrucks‘ meist wenig Zeit dazu.

Daher ist es angemessen, dafiir einen eigenen Ort zu schaffen.

1.2 Beweisen lehren und lernen

Beweise sind das Herz der Mathematik. Dem wiirden die meisten von uns Mathe-
matikern zustimmen. Daher liegt uns daran, unseren Studierenden dieses Herzstiick
mathematischer Kultur zu vermitteln. Gelingt uns das? Von den Fachstudierenden,

! und natiirlich auch die meisten Mathematikerinnen; dies ist auch im Fol genden — z.B. bei Schiile-
rinnen, Dozentinnen, Lehrerinnen, Tutorinnen, Teilnehmerinnen, Studienabbrecherinnen und Stu-
dienfachwechslerinnen — immer gemeint, auch wenn im Sinne der Textverstdndlichkeit nicht je-
desmal darauf hingewiesen wird

2 Natiirlich gibt es immer einige wenige, die schon friih weiter sehen konnen, aber die meisten
sind von Ubungsaufgaben, bei denen neuer Stoff mit eigenen Einfillen verkniipft werden muss,
tiberfordert und bearbeiten nur die theorie-illustrierenden Aufgaben.

3 Hier sind immer Studierende des gymnasialen Lehramts gemeint.
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die ihr Studium nicht im ersten Jahr abbrechen, entwickeln viele mit der Zeit ein
Verstindnis, sogar eine Wertschitzung fiir Beweise und auf verschiedenen Niveaus
auch die Fihigkeit, selbst Beweise zu finden. Ahnliches gilt fiir Lehramtsstudie-
renden, doch in geringerem Ausmaf. Eine Erfolgsgeschichte? Sehen wir uns die
Kehrseite an:

o Auf Ubungszetteln sind Beweisaufgaben gefiirchtet; sobald es etwas schwieriger

wird, werden sie nur von wenigen bearbeitet.

In Klausuren ,gehen® Beweise noch weniger.

Nicht selten werden Beweise, wenn sie fiir Priifungen gefordert werden, verstiand-
nislos auswendig gelernt.

e Auch fortgeschrittene Studierende sind mitunter unsicher, wann ein Argument
als Beweis gilt: Es ist ihnen nicht geldufig, dass ein logisch korrektes Argument
auch dann als Beweis gelten kann, wenn es nicht in formaler Sprache formuliert
ist.

Haben wir alles versucht, Beweise einer breiten Studentenschaft zu vermitteln? Be-
weisen ist eine spezielle Aktivitit, sie sollte speziell thematisiert werden. Sie ist
intellektuell anstrengend, daher wird einen Beweis nur schétzen, wer das Positive
daran erlebt hat. Schon Pélya (1966, Band 2, S. 195) schrieb:

In erster Linie muss der Anfanger davon iiberzeugt werden, dass sich das Lernen von Be-
weisen lohnt, dass sie einen Zweck haben, dass sie interessant sind.

Pélya dachte an Schiilerinnen und Schiiler. In der Schule werden heute Beweise
noch weniger thematisiert als damals. Daher sind die ,Anfinger‘ heute die Studi-
enanfidnger.

Wer den Wert von Beweisen einsieht und selbst ernsthaft und mit gelegentlichem
Erfolg versucht hat, einen Beweis zu finden, kann auch die Schonheit in Bewei-
sen erkennen; dann trigt sich der Fortschritt oft von selber. Doch zunéchst ist es
notwendig, diese Anfangsstufe zu erklimmen.

Typische Beweise im traditionellen ersten Studienabschnitt, z.B. dass x> > 0Vx €
R aus den Axiomen der reellen Zahlen folgt oder dass der Basisergidnzungssatz
gilt, eignen sich wenig fiir die von Polya geforderte Uberzeugungsarbeit. Was nicht
iiberrascht oder zu abstrakt daherkommt, motiviert nicht. Siehe auch (Grieser, 2014)
fiir eine weitergehende Analyse.

Das erfordert unsere Aufmerksamkeit.

1.3 Der Ubergang Schule — Hochschule

Dass der Ubergang von der Schule zur Hochschule im Fach Mathematik besonders
schwierig ist, ist seit Jahrzehnten unter Mathematikern eine allgemein akzeptierte
Binsenweisheit. Dies wird auch als einer der Hauptfaktoren fiir den hohen Anteil
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an Studierenden gesehen, die das Mathematik-Studium abbrechen.* Im Folgenden
gebe ich eine kurze Analyse einiger Ursachen dieser Problematik aus meiner Sicht.

Das Mathematik-Studium im deutschsprachigen Raum ist traditionell stark auf
die systematische Vermittlung des Gebdudes der Mathematik in seiner modernen
Form ausgerichtet. Daher stehen die Studierenden bei Studienbeginn vielen neuen
Anforderungen gegeniiber: Einer neuen Sprache, einem hohen Maf} an Abstraktion
und Allgemeinheit, einer starken Betonung von Beweisen, Axiomatik usw.

Aus der Schule sehen die meisten Studierenden die Mathematik als Sammlung
von Rechentechniken, und dieser Gegensatz macht ihnen schwer zu schaffen: Sie
konnen anfangs nur schwer nachvollziehen, wozu Abstraktion, Axiomatik und die
neue Sprache gut sind. Beweisen ist fiir sie eine Pflichtiibung, nicht gefiihlte Not-
wendigkeit. Das ist kein Wunder: Wie kann man sich fiir einen Beweis begeistern,
wenn man sich nie ernsthaft eine mathematische Frage gestellt hat? Wie eine Theo-
rie schitzen, die Antworten auf nie gestellte Fragen gibt? Wie die Axiomatik gut-
heilen, wenn man den Wert von Beweisen nicht erkennt? Kurz: Die Anforderungen
passen nicht zum Entwicklungsstand vieler Studienanfiinger.

Die Saat der wunderbaren Mathematik, die wir sden wollen, fdillt auf ein
ungepfliigtes Feld.

Dies ist nicht nur ineffizient, es hat auch negative Konsequenzen: Viele Studie-
rende erkennen die Mathematik, das Fach, das ihnen einmal Spal} gemacht hat, nicht
wieder. Thre Begeisterung — eine der wichtigste Ressourcen fiir gutes Lernen — ver-
pufft, statt genutzt zu werden. Sie sind verunsichert durch die hohen Anspriiche und
den fehlenden Anschluss an Bekanntes, sie verlieren den Glauben an sich selbst. Im
ungiinstigsten Fall fiihrt dies zum Studienabbruch oder Studienfachwechsel.

Fiir Lehramtsstudierende stellen sich diese Probleme verschirft: Wihrend viele
Fach-Studierende nach einigen Semestern einsehen, wozu die neue Sichtweise gut
ist, lernen die meisten Lehramtsstudierenden nicht ausreichend viel und intensiv
Mathematik, um diese kritische Schwelle zu erreichen. Die Hochschulmathematik
bleibt fiir sie fremdartig, ohne Bezug zur Schulmathematik.

Die oben gegebene Beschreibung der Schiilersicht auf die Mathematik bedarf
einer Modifizierung: Viele Schiiler haben sich durchaus zu gewissen Zeiten ernst-
haft mathematische Fragen gestellt; das wei3 jeder, der erlebt hat, wie begeiste-
rungsfihig viele Grundschulkinder auch fiir mathematische Inhalte sind. Leider
wird dies nur selten im Unterricht aufgegriffen,’ und nur die wenigsten erhalten
sich eine entdeckende Haltung bis in die Oberstufe. Trotzdem ist dies eine Ressour-
ce, an die wir ankniipfen konnen.

4 Dass einige Studierende das Studium abbrechen, ist nicht zu beanstanden, solange es recht friih
passiert. Man sollte sich jedoch fragen, ob die Zahl so hoch sein muss.

3 Teils kann das durch Sachzwinge begriindet werden; aber es gibt auch positive Ausnahmen.
Zusitzlich werden héufig AGs fiir besonders interessierte Schiilerinnen und Schiiler angeboten.
Immerhin wird seit einigen Jahren in vielen Bundesldndern Probleml6sen als anzustrebende Kom-
petenz im Kerncurriculum genannt.
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2 Das Modul Mathematisches Problemlosen und Beweisen

Wie konnen wir auf die im ersten Abschnitt angesprochenen Probleme reagie-
ren? Im folgenden Abschnitt 2.1 formuliere ich einige Grundideen und Ziele fiir
eine Lehrveranstaltung am Studienbeginn, die diese Uberlegungen unter dem Ti-
tel Mathematisches Problemlosen und Beweisen (kurz MPB) aufgreift. Eine MPB-
Veranstaltung lésst sich auf verschiedene Weisen organisieren und mit Inhalt fiillen.
In den folgenden Abschnitten beschreibe ich Inhalte, Aufbau und Durchfiihrungs-
form des Moduls MPB, wie ich es in den Wintersemestern 2011/12 und 2012/13
durchgefiihrt habe. Die Einbindung in die Studiengénge und Erfahrungen werden
ebenfalls thematisiert.

Mehr zu den Inhalten des Moduls findet man in dem Buch (Grieser, 2013), wei-
tere Ausfithrungen zum lerntheoretischen Hintergrund in (Grieser, 2014).

2.1 Grundidee, Ziele

Eine Veranstaltung vom Typ Mathematisches Problemlosen und Beweisen soll

e ... ein Ort fiir einen kreativen, problemorientierten Zugang zur Mathematik sein.
Schon der Titel verschafft einem in der Lehre bisher vernachléssigten Aspekt der
Mathematik die gebotene Aufmerksamkeit.

e ... ein Ort fiir eine ausfiihrliche Thematisierung von Beweisen sein. Die Studie-
renden sollen dabei Beweise als Mittel zum Erkenntnisgewinn in elementaren,
leicht zugédnglichen Kontexten kennenlernen, nicht als Kitt in einem systemati-
schen Aufbau der Theorie. Zudem ist es sinnvoll, nicht nur allgemeine Beweis-
formen, sondern auch typische Beweismuster zu identifizieren und systematisch
zu iiben (siehe die Beispiele in Abschnitt 2.2).

o ... explizit Problemlosestrategien thematisieren. Einige dieser Strategien sollten
gleichzeitig als wichtige mathematische Leitideen identifiziert werden.
o ... sich auf elementare, intuitiv leicht zugdngliche Themen beschrinken. Dies

bedeutet anfangs ein direktes Ankniipfen an Schulstoff der Mittelstufe sowie bei
neu eingefiihrten Themen Verzicht auf Abstraktion.® Bei der Themenauswahl
soll auch auf den Bezug zu anderen Teilen des Mathematikstudiums und zu ma-
thematischer Allgemeinbildung geachtet werden.

e ... sprachlich an die Alltagssprache ankniipfen. Dabei soll auf logisch prizi-
se Ausdrucksweise geachtet und nach und nach mathematisch formale Sprache
(z.B. Mengen, Bijektionen) in bedeutungstragenden Kontexten eingefiihrt wer-
den.

Dabei soll das Niveau (z.B. die Schwierigkeit der Aufgaben) so gewéhlt und vari-
iert werden, dass ein ,breites Mittelfeld* im Leistungsspektrum angesprochen wird,

6 Das heiBt nicht Verzicht auf Niveau. Es gibt viele elementare, schwierige Probleme, an denen
man viel lernen kann.
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aber auch leistungsstarke Studierende vor Herausforderungen gestellt werden. Aus-
driickliches Ziel von MPB ist es, Aspekte der Mathematik, die bisher hauptsdchlich
fiir besonders leistungsstarke Studierende erreichbar waren, fiir viele zugdnglich zu
machen.”

Ich halte es fiir wichtig, im Studium Lehrveranstaltungen anzubieten, die zu-
mindest teilweise explizit methodisch, nicht fachgebietsbezogen (z.B. Problemldsen
und Beweisen, nicht Analysis, Algebra) ausgerichtet sind; siehe z.B. FuBBnote 10.
Natiirlich miissen die Methoden mit Inhalten verkniipft sein, sonst sind sie leer. All-
gemeine Kompetenzkurse (z.B. ,Einfiihrung in wissenschaftliches Arbeiten‘) wer-
den bereits an vielen Universitdten angeboten, oft aber wegen der fehlenden An-
bindung an konkrete Inhalte kritisiert. Daher muss diese Art von Kurs ein Teil der
mathematischen Fachausbildung sein.

Mit einer nach den oben genannten Prinzipien durchgefiihrten Lehrveranstaltung
lassen sich weitere positive Effekte erzielen:

e Indem die Studierenden erleben, dass sie selbst kreativ titig sein konnen, werden
sie motiviert und gewinnen Selbstvertrauen.

e Die Akzeptanz von Beweisen wird erhoht, da sie natiirlich und in leicht zugéng-
lichem Kontext auftreten, nicht als formale Pflicht. Studierende wollen beweisen.

e Die Studierenden erleben Mathematik als lebendige Wissenschaft, nicht als stati-
sches Gebdude.

e Es wird ein fruchtbarer Boden fiir das weitere Studium bereitet:

— Die forschende Haltung, die die Studierenden im Laufe des Moduls entwi-
ckeln, ermoglicht ihnen ein tieferes Verstindnis von Mathematik.

— Die Probleme machen neugierig auf mehr Mathematik. Wer an elementaren
Inhalten gelernt hat, was ein mathematisches Problem oder ein Beweis ist,
wer sich selbst mathematische Fragen gestellt hat, dem wird die ,hohere Ma-
thematik‘ leichter fallen als dem, der Mathematik wie Vokabeln lernt.

— Durch die Einfiihrung iibergreifender mathematischer Leitideen wird die Grund-
lage fiir ein Erkennen der Kohirenz der Mathematik, quer zu den Grenzen der
Teilgebiete, gelegt.

e Fiir Lehramtsstudierende haben diese Ziele besondere Bedeutung: Sie konnen
ihren Schiilern eine lebendige Mathematik nur vermitteln, wenn sie sie selbst als
solche erleben. Die Berufsrelevanz ist fiir sie klar erkennbar.®

7 Dies und die Anbindung an die Hochschulmathematik unterscheiden MPB wesentlich von Vor-
bereitungskursen fiir mathematische Schiilerwettbewerbe. MPB soll das Positive solcher Kurse mit
den Anspriichen eines Studiums verkniipfen.

8 Um dies noch greifbarer zu machen, wurde in einer Vorlesung eine Lehrerin eingeladen, die
iiber ihre Erfahrungen mit problemldseorientiertem Unterricht und mit Beweisen in der Schule
berichtete.
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2.2 Inhalt und Aufbau; das 3-Phasen-Modell

In den folgenden Abschnitten wird die konkrete Durchfiihrung von MPB an der
Universitdt Oldenburg beschrieben.

Probleme und Lésungsstrategien Den Kern des Moduls bildet das Bearbeiten
zahlreicher Probleme in Vorlesung, Ubungen und Hausaufgaben. Diese sind so aus-
gewihlt, dass die Studierenden zum eigenen Entdecken eingeladen werden und an
ihnen mathematische Arbeitsweisen und wichtige mathematische Ideen in elemen-
tarem Kontext entdecken, iiben oder lernen konnen. Ein weiteres Kriterium ist At-
traktivitdt: ,hiibsche‘ Probleme motivieren mehr als langweilige.

Durch das gemeinsame Bearbeiten der Probleme in Vorlesung und Tutorien (s.
unten) erleben und erlernen die Studierenden den mathematischen Prozess: was tue
ich, wenn ich anfange, mir {iber ein mathematisches Problem Gedanken zu machen?
Dies fangt an mit einfachen Techniken der Selbstorganisation (sich klar werden iiber
die verwendeten Begriffe; Ausschau halten nach dem, was gegeben und was ge-
sucht ist; nicht aufgeben, wenn ein Ansatz nicht weiterfiihrt, sondern einen ande-
ren versuchen, usw.) und reicht iiber einfache Problemldsetechniken (Vorwérts- und
Riickwirtsarbeiten, Zwischenziele setzen etc.) bis hin zu komplexen Techniken des
Beweisens und Problemldsens (indirekte Beweise, Extremalprinzip usw.). Solche
Problemlosestrategien werden explizit thematisiert, im Laufe des Semesters immer
wieder angesprochen und in einer Liste (,Werkzeugkasten‘) gesammelt.

Logik und Beweise Logik und Beweise werden systematisch und mit vielen Bei-
spielen behandelt, jedoch erst nach ca. 1/3 des Semesters, da die Studierenden zu
diesem Zeitpunkt schon einige Erfahrungen im Argumentieren gesammelt haben.
Eine Behandlung am Anfang erscheint mir wenig sinnvoll, da die Studierenden eine
Alltagslogik mitbringen und erst durch die intensivere Beschiftigung mit Mathema-
tik Offenheit fiir eine genaue Betrachtung entsteht.

Die Notwendigkeit von Beweisen wird fiir die Studierenden evident durch Ein-
satz offener Problemstellungen (,Entscheiden Sie, ob. .. © statt ,Beweisen Sie, dass. ..
und von Problemen mit Uberraschungen (z.B. ,Ist n? +n—+41 fiir alle n € N eine
Primzahl? — bei Probieren von n = 1,2,3, ... konnte man zunichst vermuten, dass
die Antwort ja ist).

Neben den allgemeinen Beweisformen (direkter, indirekter, Widerspruchsbe-
weis) werden typische Beweismuster anhand geeigneter Probleme eingefiihrt, be-
nannt und geiibt.

Beispiele fiir Beweismuster:

e Formeln werden z.B. durch direkte Herleitung aus bekannten Formeln, durch vollstidndi-
ge Induktion oder durch doppeltes Abzédhlen (oder die verwandte Idee der Vertau-
schung von Summenoperationen) hergeleitet. Hier ist auch ein Verweis auf viel ,hohe-
re‘ Mathematik moglich, wo ein Verstindnis von Strukturen zu Beweisen von Formeln
fiihren (zum Beispiel Linearititsiiberlegungen beim Herleiten der Binet-Formel fiir die
Fibonacci-Zahlen).

e Typische Beweismuster fiir Existenzbeweise sind direktes Angeben bzw. Konstruktion,
Schubfachprinzip (nicht konstruktiv!), Extremalprinzip, auch vollstandige Induktion.
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e Typische Beweismuster fiir Nichtexistenzbeweise sind der Widerspruchsbeweis und das
Invarianzprinzip (Konstruktion von Invarianten; siehe Beispiel 6 in Abschnitt 2.4).

Diese Beweismuster treten in allen Bereichen der Mathematik auf.

Themenauswahl Die Themenauswahl ordnet sich den Grundideen unter. Konkre-
te Themen waren u.a. Rekursionen, Graphen (z.B. Eulerformel, Planaritét), Abzihl-
prinzipien, elementare Zahlentheorie (Teilbarkeit, Kongruenzen) sowie Permutatio-
nen und deren Signatur (als wichtiges nicht-triviales Beispiel einer Invariante). Ein
anderes Thema, das sich gut eignen wiirde, ist die Geometrie.

Die drei Phasen Dem Aufbau des Moduls MPB liegen einige grundsitzliche Uber-
legungen zugrunde, wie Studierende zu einem selbstindigen Umgang mit Mathema-
tik hingefiihrt werden koénnen. Ich unterscheide drei Phasen:

1. Entdecken: In der ersten Phase machen die Studierenden die Erfahrung, dass sie
Mathematik selbst entdecken konnen — und damit, dass es in der Mathematik viel
zu entdecken gibt. Diese Phase 6ffnet den Geist fiir die Mathematik und schafft
Selbstvertrauen.

2. Konsolidieren: In der zweiten Phase lernen die Studierenden, ihre Losungsideen
zu prizisieren und genau zu formulieren, und erkennen den Wert von Beweisen
und allgemeinen Formulierungen. Nachdem sie eine Gesetzmifigkeit oder ein
Muster entdeckt haben, brauchen sie einen Beweis, um sicher zu sein, dass diese
allgemein gilt.

3. Strategien lernen: In der dritten Phase lernen die Studierenden Strategien zum
Problemldsen und Beweisen kennen und setzen sie gezielt ein.

In den ersten Wochen liegt der Fokus auf der ersten Phase (siehe Beispiele 1, 2, 3
in 2.4), sie wird jedoch schon bald durch die zweite und dritte Phase ergéinzt, wobei
im Laufe des Semesters die Komplexitit der eingesetzten Strategien und Beweis-
muster zunimmt. Mit der Zeit wird die Kombination von Entdecken, allgemeinem
Formulieren und Beweisen unter (meist unbewusstem) Einsatz von Problemldse-
und Beweisstrategien selbstverstindlich. Fiir das Entdecken wird immer wieder viel
Zeit eingerdumt. Der Ubergang zu allgemeinen Formulierungen und Argumenten
fillt vielen Studierenden schwer. Hier hilft viel Ubung, viel Hilfestellung und kon-
struktives Korrigieren der Hausaufgaben. Sorgfiltig aufgeschriebene Losungen, die
die in der Veranstaltung gefundenen Losungswege zusamenfassen, bilden hilfreiche
Vorbilder.

Einen guten Einstieg in die anspruchsvollste dritte Phase bieten relativ transpa-
rente Losungs- bzw. Argumentationsstrategien, z.B. Rekursion und Induktion. Ne-
ben das schematische Anwenden dieser Strategien” tritt von Anfang an das gezielte
Planen ihres Einsatzes (eine Rekursion suchen, einen Induktionsbeweis planen, sie-
he Beispiel 4 in 2.4).

Gegen Ende des Semesters wird ein Niveau erreicht, das im Hinblick auf logi-
sche Komplexitit und Anspruch an Kreativitit iiber andere Anfingervorlesungen

9 Z.B. Beweis von Formeln durch vollstindige Induktion. Da in der Analysis-Vorlesung viele sol-
che ,Schema F*-Beispiele behandelt werden, wird dies in MPB nur kurz illustriert.
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hinausgeht. Dies ist nur méglich, da nicht gleichzeitig abstrakte Inhalte zu verarbei-
ten sind.

Ein Beispiel fiir ein komplexes Beweismuster ist das Extremalprinzip: Um die Existenz
eines Objekts mit einer bestimmten Eigenschaft A zu zeigen, versucht man, es dadurch zu
charakterisieren, dass eine gewisse Grofle B extremal wird. Dass ein Objekt mit extremalem
B die Eigenschaft A hat, zeigt man typischerweise mittels Widerspruchsbeweis (oder in
analytischem Kontext durch Ableiten). Das echte Problem ist das Finden einer geeigneten
GroBe B. Hier ist Kreativitdt gefragt. Und selbst, wenn man ein B versucht hat, dieses aber
nicht ,funktioniert‘, kann es trotzdem sein, dass ein anderes B’ funktioniert.

Dies genau zu verstehen, schult das logische Verstéindnis. Und wer einmal diese Komple-
xitdt erkannt hat, wird ein groBeres Verstiandnis fiir (und grolere Hochachtung vor) Bewei-
sen haben, in denen das Prinzip Anwendung findet. Einige Beispiele: Beweis des Mittel-
wertsatzes, Beweis der Existenz von Eigenwerten hermitescher Matrizen durch Maximie-
ren der zugehorigen quadratischen Form, auf hoherer Ebene Variationsrechnung, Morse-
Theorie usw.

2.3 Form: Durchfiihrung von Vorlesung und Tutorien; Priifungen

Wenn wir die Studierenden zu einem aktiven Umgang mit Mathematik hinfiihren
wollen, sollten wir sie in unseren Lehrveranstaltungen stindig zur Mitarbeit aufru-
fen. Wie lasst sich dies verwirklichen, insbesondere bei hohen Teilnehmerzahlen?

Das Modul MPB an der Uni Oldenburg gliedert sich in wochentlich je eine 90-
miniitige Vorlesung (ca. 200 Studierende) und ein 90-miniitiges Tutorium (ca. 15-20
Studierende unter Anleitung eines Tutors/einer Tutorin — dies sind fortgeschrittene
Studierende).

Die Vorlesung: In weiten Teilen hat die Vorlesung die Form eines Dialogs zwi-
schen Dozent (D) und Studierenden. Das lduft z.B. so ab:

D: Wir wollen folgendes Problem untersuchen. (schreibt ein Problem an, illustriert es ggf.
kurz anhand von Beispielen)

D: Gibt es Fragen zur Problemstellung? (beantwortet ggf. Fragen)

D: Sie haben nun 5 Minuten Zeit, sich zu dem Problem Gedanken zu machen. Nehmen
Sie auch Papier und Stift zu Hilfe. Sie konnen sich auch gerne mit Ihren Nachbarinnen
austauschen. Wahrscheinlich wird die Zeit nicht reichen, eine vollstindige Losung zu fin-
den. Aber jede Uberlegung, die Sie jetzt anstellen, wird Thnen helfen, die Losung, die wir
anschlieBend gemeinsam erarbeiten, zu verstehen.

D (nach 5 Minuten): Welche Vorschlidge und Ideen haben Sie?

(es melden sich einige Studierende, der D. greift die Vorschlige auf, wiederholt sie fiir alle,
kommentiert sie, notiert sie an der Tafel, setzt sie in Beziehung zueinander; unter Beteili-
gung der Studierenden — ggf. mit weiteren Eigenarbeitszeiten — und mit minimaler, doch
gezielter Fiihrung wird nach und nach eine Losung erarbeitet)

Kommentare:

e Durch das gemeinsame Vorgehen erleben die Studierenden, wie Mathematik ent-
steht, und sind intensiv am Geschehen beteiligt.
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Es ist wichtig, fiir diese explorativen Phasen viel Zeit einzurdumen.'?

Obwohl im Plenum nur wenige Studierende zu Wort kommen, konnen sich die
anderen mit diesen identifizieren. Dies ist besser, als wenn alle Beitrige zur
Losung vom Dozenten kidimen.

e Man kann nicht einfach genug beginnen, um moglichst alle ,mitzunehmen‘. Aber
man sollte auch alle herausfordern. Siehe Beispiele 1 und 2 in 2.4.

e Natiirlich muss der Dozent auswihlen, welche Ansétze er wie weit verfolgt und
wie viel er selbst hinzufiigt. Dabei sollte er auch immer wieder solche Ansétze
aufgreifen, von denen er weil3, dass sie nicht zum Ziel fiihren (oder auch solche,
bei denen er nicht weil, ob sie zum Ziel fiihren!). In eine Sackgasse zu geraten
ist Teil mathematischen Arbeitens, sich daraus zu befreien eine zu erlernende
Fahigkeit.

e Die bei den Losungsprozessen gewonnenen methodischen und inhaltlichen Er-
kenntnisse (z.B.: es war hilfreich, eine gewisse Notation einzufiihren oder ein
Zwischenziel/eine Hilfsaussage zu formulieren) werden vom Dozenten expli-
zit benannt, geordnet und dadurch fiir weitere Probleme nutzbar gemacht (siehe
Grieser, 2013).

Diese dialogartigen Vorlesungsabschnitte werden gelegentlich durch Abschnitte in
eher klassischem Vorlesungsstil erginzt, siche die Themenauswahl in 2.2.

Die Tutorien: Hier werden Probleme zunichst allein und dann in kleinen Grup-
pen (2-4 Studierende) erarbeitet und die Losungsversuche dann in der gesamten
Gruppe besprochen. In der Kleingruppenarbeit haben die Studierenden Gelegen-
heit, ihre Ideen sprachlich zu formulieren, und lernen voneinander. Wichtig ist ei-
ne enge Abstimmung von Tutorien und Vorlesung sowie der Tutorien untereinan-
der. Dies wurde durch ausfiihrliche Besprechungen sowie durch die Vorgabe von
Priasenzaufgaben fiir die Tutorien durch den Dozenten erreicht, sowie bei erstma-
liger Durchfiihrung durch Anwesenheit der Tutoren in der Vorlesung.!! Neben in-
haltlichen Hinweisen (z.B. auf mehrere Losungsansitze hinweisen) sind methodi-
sche Uberlegungen wie die Grundprinzipien und das 3-Phasen Modell Thema der
Besprechungen. Die Tutoren haben eine sehr wichtige Funktion und sollten darin
angeleitet werden, Hilfe zur Selbsthilfe zu geben.

Ubungszettel und Klausur: Wie sonst auch iiblich, werden wachentlich Ubungs-
zettel ausgegeben. Neben Problemldseaufgaben, die teilweise an Vorlesungsaufga-
ben anschlieBen und fortschreitend Beweisanteile enthalten, haben sich gelegentli-
che Aufgaben der Art

Wo ist der Fehler im folgenden ,,Beweis™, welche Schritte sind korrekt?

bewihrt. Die Korrektur ist anspruchsvoll, da héufig sehr verschiedene Losungswege
beurteilt werden miissen. Daher korrigieren die Tutoren gemeinsam. Als Priifungs-

10 Der Luxus, diese Zeit zu haben, ist der Vorteil einer methodisch orientierten Lehrveranstaltung.

11 Bei der erstmaligen Durchfiihrung der Veranstaltung ergab sich das Problem, geeignete Tutoren
zu finden. Jedoch hat sich dieses von alleine gelost, da durch frithzeitige Information klar gemacht
wurde, dass die Veranstaltung auch fiir die Tutoren einen groBen Gewinn bedeutet. Sie sind dann
auch gerne in die Vorlesung gekommen.
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form am Semesterende ist wegen der grolen Zahl der Studierenden nur eine Klau-
sur praktikabel. Die naheliegende Frage, wie man Problemltsefdhigkeiten unter
Klausurbedingungen testen kann, wird dadurch beantwortet bzw. teilweise umgan-
gen, dass die Klausuraufgaben Variationen von Aufgaben sind, die in Vorlesung,
Ubungsgruppe oder Hausaufgabe behandelt wurden.

2.4 Beispiele aus der Vorlesung

Die erste Vorlesung Zum Einstieg habe ich folgendes Problem gestellt:

Beispiel 1: Wie lange bendtigt man zum Zersdgen eines 7 Meter langen Baumstamms in
1-Meter-Stiicke, wenn jeder Schnitt eine halbe Minute dauert?

Man kann nicht einfach genug beginnen: Aktivierung! Ganz viele Hénde gehen
hoch. Die meisten sagen drei Minuten, vereinzelt hort man dreieinhalb. An die-
sem Problem lassen sich einige Schritte des Problemlosens beobachten, die man
spéter in schwierigeren Situationen einsetzen kann: Als Zwischenziel bestimmt man
zundchst die Anzahl der Teile. Eine Skizze hilft und zeigt: Die Anzahl der Schnit-
te ist um eins geringer als die Anzahl der Teile — solche Verschiebungen um eins
treten immer wieder, auch in "hoherer Mathematik’, auf. Ein guter Folgeauftrag:
Begriinde, warum diese Verschiebung auftritt — auch wenn man 7 durch 1000 (oder
n) ersetzt, also keine Zeichnung mehr machen kann. Die schwierigere Variation,
was herauskommt, wenn man mehrere schon erhaltene Stiicke nebeneinanderlegen
und gleichzeitig durchschneiden darf, eignet sich fiir’s Tutorium.
Das nichste Problem:

Beispiel 2: Mit wie vielen Nullen endet 100! =1-2-3-...-99-100?

Das ist deutlich schwieriger. Schnell hort man als Antworten 2, 10, 11 (von den Fak-
toren 10, 20,...,100). Sind das alle? Der Taschenrechner hilft nicht. Wie kann man
sich dem Problem nihern? Eine wichtige Strategie: Vereinfache! Betrachte zunichst
n! fir n = 1,2,3,4)5,..., beobachte, wo die erste Null auftritt, iiberlege warum,
wann kommt die zweite. Schrittweise arbeitet man sich vor, bekommt ein Gefiihl
fiir das Problem, merkt, dass die Faktoren 5 zentral sind (man erkennt eine Regel),
schlieBlich erhilt man die Antwort 24. Zuletzt wird die gefundene Losung sauber
formuliert.

Niitzliche Rekursionen Die Idee der Rekursion ist ein sehr geeignetes Mittel, wie
Studierende selbst entdeckend titig werden konnen.

Beispiel 3: Auf wie viele Arten kann man ein Rechteck der Grofie 2 x n mit Dominosteinen
der GroBe 1 x 2 pflastern?

Durch systematisches Probieren findet man die Antwort fiir n = 1,2,3,4,5, dann
wird es schnell zu kompliziert. Die gewonnenen Anzahlen legen die Vermutung
nahe, dass die Fibonacci-Zahlen herauskommen. Die entsprechende Rekursion zu
begriinden ist eine gute Ubung fiir allgemeines Formulieren. Thre Giiltigkeit ist ein
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wunderbarer Erkenntnisgewinn. Z.B. 1dsst sich damit leicht die Antwort fiir groBere
n angeben. Als Fortsetzung bietet sich die Herleitung einer geschlossenen Formel
fiir die Fibonacci-Zahlen an.

Vollstiandige Induktion kann auch spannend sein Die meisten Studierenden ler-
nen die vollstdndige Induktion zuerst (und oft ausschlielich) als Mittel kennen, um
Formeln wie Y}, k= % nachzuweisen. Das ist wichtig, verschafft Sicherheit,
dient als erste Illustration — ist aber etwas unbefriedigend: Das sind mechanische
Fingeriibungen, und die eigentlich interessante Frage bei solchen Formeln ist doch,
wie man sie findet.

Dabei lasst sich die Induktion fiir viele hiibsche Beweise einsetzen, bei denen
zusitzlich das logisch korrekte Formulieren geiibt wird. Ein Beispiel ist die Euler-
sche Formel fiir ebene Graphen. Ein weiteres Beispiel:

Beispiel 4: Zeige, dass sich die Lénder, in die die Ebene durch n beliebige Geraden ge-
teilt wird, mit zwei Farben so farben lassen, dass benachbarte Linder verschiedene Farben
haben.

Nur wenn man bewusst einen Induktionsbeweis plant, wird man erkennen, dass fiir
den Induktionsschritt folgende Frage beantwortet werden muss: Sei eine beliebige
zuldssige Farbung der von beliebigen n — 1 Geraden gebildeten Landkarte gegeben.
Es werde eine beliebige Gerade hinzugelegt. Wie kann man die gegebene Féarbung
zu einer zuldssigen Farbung der neu entstandenen Landkarte modifizieren?

Mboglich und unméglich Unmoglichkeitssidtze gehdren zu den faszinierendsten
der Mathematik, teilweise auch zu den schwierigsten. Solche in elementarem Kon-
text kennenzulernen, auch selbst Beweise fiir diese zu finden, ist von hohem Wert:
es motiviert, schult prizises logisches Denken und bereitet auf dhnliche Argumen-
tationsmuster (z.B. indirekter Beweis) vor, die in der ,hoheren‘ Mathematik hiufig
vorkommen.

Beispiel 5: Kann man 5 Punkte mit allen ihren paarweisen Verbindungen so in die Ebene
zeichnen, dass sich die Verbindungslinien nicht kreuzen?

Auch die Grundidee der Invariante ldsst sich sehr hiibsch einfiihren.

Beispiel 6: Schreiben Sie die Zahlen 1,2,...,n in beliebiger Reihenfolge nebeneinander.
Ein Zug bestehe im Vertauschen zweier benachbarter Zahlen. Kann nach einer ungeraden
Anzahl von Ziigen wieder die Ausgangsanordnung erreicht werden?

(Oder: Geben Sie verschiedene Wege an, zur Ausgangsanordnung zuriickzukehren.
Was beobachten Sie?) Das Ergebnis — dass dies nicht moglich ist — ist zunéchst {iber-
raschend und bereitet den Boden fiir die Einfiihrung der Signatur einer Permutation,
die spiter in der linearen Algebra wieder auftaucht. Nach deren Diskussion lassen
sich hiibsche, hochst nicht-triviale Anwendungen geben, z.B. die Unmdglichkeit der
Losung des 15er-Schiebepuzzles (siehe Grieser, 2014, S. 243 und S.252).
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2.5 Rahmenbedingungen: Einbindung in die Studiengiinge

An der Universitit Oldenburg wurde das Modul Mathematisches Problemlosen und
Beweisen zum Wintersemester 2011/12 eingefiihrt. Es wird immer im Wintersemes-
ter angeboten. Im Studiengang 2-Ficher-Bachelor Mathematik (fiir das Lehramt in
Gymnasien und berufsbildenden Schulen) ist es Pflicht und wird zum Besuch im
ersten Semester, neben der Analysis 1, empfohlen. Im Vergleich zur frither emp-
fohlenen Kombination Analysis 1 / Lineare Algebra bedeutet das eine Entlastung
am Studienbeginn, sowohl zeitlich (10 statt 12 Stunden wochentliche Prisenzzeit)
als auch inhaltlich (MPB wird im Vergleich zur Linearen Algebra als leichter emp-
funden). Im Fach-Bachelor Studiengang ist MPB Teil eines Wahlpflicht-Bereichs
(sog. Professionalisierungsbereich) und wird empfohlen. Die Standardempfehlung
fiir das erste Semester ist hier wie frither Analysis 1 und Lineare Algebra. Auch Stu-
dierende hoherer Semester profitieren von dem methodischen Ansatz, den heraus-
fordernden Problemen und der Diskussion iibergreifender wissenschaftlicher Prin-
zipien.

Eine solche Umstellung bringt Herausforderungen mit sich, organisatorisch (z.B.
wird die Lineare Algebra im Winter und im Sommer angeboten; Lehramtsstudieren-
de besuchen sie parallel zur Analysis 2) und inhaltlich: Wird eine neue Lehrveran-
staltung Pflicht, muss eine andere weichen. Das ist eines der Hauptprobleme bei der
Weiterentwicklung von Studiengéngen. Alles erscheint wichtig, fiir jedes existieren-
de Modul gibt es gute Griinde, es beizubehalten. Fiir das Pflichtmodul MPB wurden
in Oldenburg Kiirzungen in fortgeschrittenen Themen der Analysis und Algebra im
Lehramtsstudium vorgenommen. Wir haben uns entschieden, dass wir fiir die an-
gehenden Lehrer einen soliden Einstieg, an dem sie wachsen und die Mathematik
entdeckend erleben, als wichtiger ansehen als zum Beispiel den Satz iiber implizite
Funktionen.

2.6 Erfahrungen

Waurden die angestrebten Ziele erreicht? Wie wurde das Format angenommen? Gibt
es nun weniger Studienabbrecher?

Die folgenden Einschitzungen/Aussagen basieren auf vielen Gesprédchen mit den
Tutoren und mit Studierenden, auf Lehrevaluationen, auf der Klausurkorrektur so-
wie auf Berichten der Studierenden in sogenannten Lerntagebiichern. In diesen soll-
ten sie die Inhalte des Moduls aus Sicht ihres eigenen Lernfortschritts reflektieren
und beurteilen. Mehrmals im Semester wurden die Lerntagebiicher eingesammelt.'?

Allgemein kann gesagt werden, dass die in 2.1 formulierten Ziele fiir einen
groflen Teil der Studierenden erreicht wurden: Entwickeln von Problemlosefdhig-

12 Die Akzeptanz der Lerntagebiicher war anfangs gering. Einige Studierende fanden sie bis zum
Semesterende iiberfliissig, aber es gab auch viele, die es sehr schitzten, am Ende noch einmal ihre
Eintragungen vom Anfang zu lesen und ihre Fortschritte so klar vor Augen zu haben. Das Fiihren
der Lerntagebiicher war gefordert, ihre Inhalte flossen aber nicht in die Note ein.
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keiten, souverdnerer Umgang mit Beweisen, erhohtes Selbstvertrauen und Erleben
der Lebendigkeit der Mathematik. Beweisaufgaben in der Klausur wurden von ei-
ner deutlichen Mehrheit der Teilnehmer gut gelost — im Kontrast zu Erfahrungen,
die man meist mit (selbst einfachen) Beweisaufgaben z.B. in Analysis 1-Klausuren
macht.

Das 3-Phasen-Modell hat sich sehr gut bewihrt: Nach 1-2 Wochen war bei vielen
Teilnehmern eine Begeisterung iiber die ersten eigenen mathematischen Entdeckun-
gen zu verspiiren. Das wiederholte, explizite Thematisieren der Notwendigkeit von
Beweisen und allgemeinen Formulierungen in der zweiten Phase erlaubte es, damit
auch Studierende zu erreichen, die anfangs damit Schwierigkeiten hatten. Die dritte
Phase des gezielten Einsetzens und Planens von Beweisen wurde erwartungsgemal
sehr unterschiedlich gemeistert und bot auch den leistungsstirksten Studierenden
angemessene Herausforderungen.

Die meisten Studierenden waren durchgehend sehr motiviert. Dies war besonders
auffillig fiir die Lehramtsstudierenden, da fiir sie die Berufsrelevanz gut erkennbar
war.

Das interaktive Format, gemischt mit gelegentlichen Vorlesungssequenzen, hat
sich trotz der GroBe der Vorlesung bewihrt, um die Aufmerksamkeit iiber weite
Strecken zu erhalten. Ebenfalls bewéhrt hat sich das Format der Kleingruppenarbeit
in den Tutorien, dort wurde meist begeistert mitgearbeitet.

Die insgesamt sehr positive Stimmung lisst sich durch eine AuBerung beschrei-
ben, die ich von mehreren der beteiligten Tutoren gehort habe: So ein Modul hitte
ich mir am Studienbeginn auch gewiinscht.

Studienabbrecherzahlen lassen sich zwar erheben, sie sind aber schwierig zu in-
terpretieren, da sie vielen Einfliissen und natiirlichen Schwankungen unterliegen. Im
Lehramtsstudiengang (2-Féacher-Bachelor Mathematik) war die Anzahl der Abbre-
cher (einschlieBlich Studienfachwechsler) im 1. Semester im Jahr 2011 mit 12,5%
geringer als in den Vorjahren, im Jahr 2012 mit 6,8% sogar deutlich (Zahlen fiir
2008, 2009, 2010: 22,8%, 15,2%, 15,9%). Die Anzahl der Studierenden, die im
WS 2011 begonnen und ihr Studium bis zum Ende ihres 3. Semesters abgebrochen
oder das Fach gewechselt hatten, lag immerhin noch bei 34%, war damit aber auch
deutlich geringer als in den Vorjahren (mit 41,8%, 41,4%, 51,0%).

Ich mochte auch einige Schwierigkeiten erwdhnen. Da MPB von den Studieren-
den als deutlich zuginglicher empfunden wurde als die parallel besuchte Analy-
sis 1, ergab sich hier zeitweilig eine Konkurrenzsituation, z.B. Konkurrenz um die
Aufmerksamkeit und die Zeit der Studierenden: Die Studierenden konzentrierten
sich zeitweise auf die schwierigere und vermeintlich wichtigere Vorlesung Analysis
1. Die Anspriiche an die Tutoren sind hoch, insbesondere wenn die Veranstaltung
erstmalig durchgefiihrt wird. Sie lernen aber auch methodisch viel dabei. Auch die
Anspriiche an den Dozenten der Vorlesung sind zumindest ungewohnlich: Das in-
teraktive Format erfordert ein schnelles Eingehen auf unvorhergesehene Vorschlige,
manchmal auch den Mut, vor Publikum zu iiberlegen, zu schwanken oder auch zu
sagen, dass man sich etwas in Ruhe iiberlegen miisse. Genau das ist aber auch im
Sinne von MPB: Den mathematischen Prozess fiir die Studierenden sichtbar ma-
chen.
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3 Schlussworte

Mit MPB habe ich eine Moglichkeit beschrieben, dem Mathematikstudium wertvol-
le neue Impulse zu geben und damit unter anderem den Ubergang von der Schule
zur Hochschule zu erleichtern, ohne dabei die wissenschaftliche Qualitét des Studi-
ums zu beeintrichtigen. Manche Kolleginnen und Kollegen mogen sich durch die
positiven Erfahrungen ermutigt fiihlen, dhnliches zu versuchen. Aufgrund der Hin-
dernisse, die groBen Anderungen von Studiengingen im Weg stehen, mag dies auch
durch teilweise Integration der in 2.1 dargelegten Grundideen geschehen.

Im schulischen Bereich wurden seit einigen Jahren von zahlreichen Autoren For-
derungen und Konzepte formuliert, die eine dhnliche Zielrichtung wie MPB ha-
ben, z.B. Bruder (2001), Pehkonen (2001), Winter (1989). Im universitiren Bereich
scheint ein derartiger Ansatz bisher neu zu sein — abgesehen vom Klassiker Pdlya
(1966). Es ist bemerkens- und bedauernswert, dass die dort formulierten Ideen bis-
her nicht systematisch in das Mathematikstudium integriert wurden. MPB greift
diese Ideen auf und zeigt, wie sie im Kontext der aktuellen Mathematikausbildung
in Schule und Universitdt umgesetzt werden kdnnen.

In der Studie Mathematik Neu Denken, die der Gymnasiallehrerbildung neue Im-
pulse gegeben hat, fordern die Autoren unter anderem: ,Die Fachmathematik muss
nach unserer Auffassung eine starke elementarmathematische Komponente enthal-
ten, die nach Moglichkeit an schulmathematische Erfahrungen ankniipft und auch
wissenschaftliches Arbeiten ,,im Kleinen ermoglicht® (Beutelsbacher et al., 2011,
S. 2). Genau dies (und mehr) leistet MPB.
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