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Aufgabe 1. (5 Punkte)

Seien X,Y, Z Banach-Rdume und T: X — Y, S: Y — Z Fredholm Operatoren. Es
bezeichnen

mr: Y = Y/T(X) und 7ng: Z— Z/S(Y)

die natiirlichen Projektionen. Zeige, dass die folgende Sequenz exakt ist:

0 — kerT — ker ST i> ker S —Ls coker T’ i> coker ST =5 coker S — 0.

Man beachte, dass S in natiirlicher Weise einen Operator coker T" — coker ST sowie g
einen Operator coker ST — coker S induziert.

Folgere nun, dass ST ebenfalls Fredholmsch ist und dass

ind(ST) = ind(S) + ind(T).

Aufgabe 2. (5 Punkte)

Sei X C R" offen. Wir setzen fir s € R:

H: (X)) :=HR")N&(X) sowie

comp

Hi(X) = {T € 2(X) | T € H,,,(X) fiir alle p € 2(X)}.

comp

(i) Versehe HS (X)) und Hj (X) mit geeigneten lokalkonvexen Topologien (in

comp

groftmoglicher Analogie zu H*(R™)!) so, dass via dem L?-Skalarprodukt H; .(X)
der (Anti-)Dualraum von H_$ (X)) wird.

comp

(ii) Ist A € L™(X), so induziert A eine stetige lineare Abblildung HS . (X) —

comp

H} ™(X). Was kann man dariiber sagen, wenn A eigentlich getragen ist?

(iii) Erklire HZ,p,,(M) und Hy (M) fiir eine beliebige differenzierbare Mannigfaltigkeit
und iibertrage (i) und (ii) entsprechend. Die Definition sollte natiirlich so sein,
dass fiir eine geschlossene Mannigfaltigkeit M gilt

Hiomp(M) = Hioo (M) = H*(M).

comp

Bitte umblattern.



Aufgabe 3. (5 Punkte)
Sei H ein Hilbertraum und T': H — H ein beschréankter linearer Operator.
Zeige die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) T ist ein Fredholm Operator.

(ii) dimker 7, dimker 7" < oo, und 7 ist nach unten beschrénkt, d.h. es existiert € > 0
so0, dass fiir alle x € ker T+ gilt || Tx|| > ||z

(iii) 7T ist ein Fredholm-Operator.

Aufgabe 4. (5 Punkte)

Seien T; € B(Hj), j = 1,2, Fredholm-Operatoren auf den Hilbert-Radumen H;, Ho.
Zeige, dass durch

el —L1®T5

LT, 1T7®I

ein Fredholm-Operator auf H 1®Hy + Hi®H, definiert wird mit
1nd(T1 #TQ) = 1nd(T1) 1nd(T2)

Das Hilbertraumtensorprodukt Hi®Hy ist die Vervollstindigung des algebraischen Ten-
sorprodukts H; ® Ho beziiglich des Skalarprodukts

(1 ® 22,71 @ y2) = (z1,y1) 1, (T2, Y2) H,-



