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Aufgabe 1. (5 Punkte)

Seien a(x, θ) ∈ C∞(X × RN ), ai(x, θ) ∈ Smi(X × RN ), bij(x, θ) ∈ Snij mit mi → −∞,
nij → −∞ für alle i. Sei a ∼

∑
i ai und ai ∼

∑
j bij . Gib a ∼

∑
ij bij ein Bedeutung,

und zeige, dass dies eine asymptotische Entwicklung von a ist.

Aufgabe 2. (5 Punkte)

Wir studieren das oszillatorische Integral

I(a)(x) =
∫
Rn
ei〈x,ξ〉a(ξ) dξ

mit von x unabhängiger Amplitude a ∈ Sm(Rn × Rn) (d.h. a ∈ Sm({0} × Rn)).

Zeige:

(i) sing supp I(a) ⊂ {0}.

(ii) Für α, β ∈ Zn+, ε > 0 gibt es C(α, β, ε) so, dass für |x| ≥ ε

|xαDβ
xI(a)(x)| ≤ C(α, β, ε).

Mit anderen Worten: I(a) ist außerhalb der 0 eine Schwartzfunktion.

Aufgabe 3. (5 Punkte)

(i) Zeige für die Deltadistribution δ = δ0, dass δ = 1
(2π)n

∫
ei〈x,ξ〉dξ im Sinne oszillato-

rischer Integrale.

(ii) Schreibe Dαδ, α ein Multiindex, als ein oszillatorisches Integral, und zeige, dass
sing supp(Dαδ) = {0}.

(iii) Sei f ∈ C∞(Ω), Im f ≥ 0 (Ω ⊂ Rn offen), ε > 0. Zeige

1
f(x) + iε

= 1
i

∫ ∞
0

ei(f(x)+iε)τdτ.

(iv) Ausserdem sei df(x) 6= 0 falls f(x) = 0. Zeige

lim
ε→0+

1
f(x) + iε

= 1
i

∫ ∞
0

eif(x)τdτ in D ′(R).

Führe 1 = χ(τ) + (1−χ(τ)) ein, mit χ ∈ C∞(R), χ(τ) = 0 für τ ≤ 0 und χ(τ) = 1
für τ ≥ 1, um dem Integral eine Bedeutung zu geben.

(v) Was ist sing supp
(
limε→0+

(
1

f(x)+iε

))
?



(vi) Folgere hieraus, dass

lim
ε→0+

( 1
ix+ ε

− 1
ix− ε

)
= 2πδ in D ′(R).

Aufgabe 4. (5 Punkte)

Es seien K ⊂ Rn, L ⊂ Rp kompakt sowie f : Rn × Rp → R, g : Rn × Rp × R+ → R
glatte Funktionen mit g(x, y, t) = 0 für x /∈ K und y ∈ L. Es gelte für α ∈ Zn+

|∂αx g(x, y, λ)| ≤ Cλm+δ|α| für (x, y) ∈ K × L.

Dabei sind m ∈ R, 0 ≤ δ < 1 feste Konstanten (unabhängig von α). Wir setzen

Σf := {(x, y) ∈ K × L | dxf(x, y) = 0}.

Wir untersuchen nun das asymptotische Verhalten von

I(y, λ) :=
∫
K
eiλf(x,y)g(x, y, λ) dx für λ→∞.

Für jedes N gebe es eine Umgebung Ω von Σf , so dass

|g(x, y, λ)| ≤ C〈λ〉−N für (x, y) ∈ Ω.

Dann gilt für alle N
|I(y, λ)| ≤ C〈λ〉−N

gleichmäßig in y ∈ L.


