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Aufgabe 1. (Kohomologie der Sphire) (5 Punkte)

(i) Berechnen See mittels der Zerlegung S' = U UV mit
1 1 1 1
U={(zy)eSle>—5} V=A{(lzy) eS|r<}

und der Mayer-Vietoris-Sequenz die de-Rham Kohomologie H*(S1).

(ii) Zeigen Sie mittels der Mayer-Vietoris-Sequenz, dass fir n > 2 und k£ > 1
Hk(Sn—l) — Hk+1 (Sn)
gilt und folgern Sie daraus eine allgemeine Formel fir H*(S™).

Hinweis: Nutzen sie das Poincare-Lemma aus der Vorlesung.
Aufgabe 2. (Kiinneth Formel) (5 Punkte)

Sei M = B x F ein Produkt von glatten kompakten Mannigfaltigkeiten B und F'. Seien
mp und 7p die Projektionen von M auf die zwei Faktoren. Die bilineare Abbildung

fr QB) x QF) — QM)
(a, B) = mp(a) ATR(B)

ist eine Kettenabbildung und induziert einen Homomorphismus
f«: HB)@ H(F) — H(B x F) = H(M).

Zeige, dass f, ein Isomorphismus ist, d.h.

HP(B x F) = éHj (B) ® HP7I(F).
j=1

Hinweis: Benutze Induktion nach der Anzahl der offenen Mengen einer guten Uberde-
ckung von B. Wende (ohne Beweis) die Mayer-Vietoris-Sequenz und das Fiinf-Lemma
fiir den Beweis des Induktionsschrittes an.

Aufgabe 3. (Euler-Charakteristik) (5 Punkte)

(i) Zeigen Sie, dass der Hodge Operator auf Q*(M) fiir eine geschlossene, orientierte
Mannigfaltikgeit M einen Isomorphismus

H*(M) = HF(M)
induziert.

Hinweis: Fassen Sie x als einen Homomorphismus zwischen zwei Komplexen auf.

Bitte umblattern



(ii) Folgern Sie, dass die Euler-Charakteristik

x(M) => (—1)?dim H?(M)
p=0

eine Homotopie Invariante ist und x(M) = 0, falls M eine kompakte, ungerade-
dimensionale, orientierbare, glatte Mannigfaltigkeit ist.

(ili) Falls M gerade-dimensional ist, ist x(M) = bz mod 2, wobei b, = dim(H"(M))
die n-te Bettizahl ist.
Aufgabe 4. (Greensche Formeln) (5 Punkte)

Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Funktion v € C°°(M) heifit harmno-
nisch, falls Au = 0.

(i) Ferner sei M kompakt. Beweisen Sie die Greenschen Formeln

/ ulAvdV, :/ (grad u, grad v) ,dV, —/ ulNvdVy, (1)
M M OM
/ (uAv —vAu)dVy = / (vNu — uNv)dVy. (2)
M oM
Wobei g die induzierte riemannsche Metrik auf M und N das Einheitsnormalen-
feld von OM bezeichnet.

(ii) Zeigen Sie: Ist M kompakt und zusammenhéingend mit OM = (), so sind die
konstanten Funktionen die einzigen harmonischen Funktionen auf M.

(iii) Beweisen Sie: Ist M kompakt und zusammenhéngend mit OM # (). Sind u,v
harmonische Funktionen die auf M {ibereinstimmen, so folgt u = v.



