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Ubungen zur Funktionentheorie
Serie 11

Aufgabe 50 (5 Punkte). Sei f meromorph auf H und die Singularitiitenmenge von f
endlich und vollstindig in H enthalten. Es bezeichne yg den Integrationsweg iiber den
Halbkreis von Radius R in der offenen oberen Halbebene und or den Integrationsweg
iiber das Rechteck in der oberen Halbene mit Hohe R iiber [~R, R] (ohne [—R, R]). Zeigen
Sie, dass

lim f(2)dz = 0 oder lim / f(2)dz =0
R—o0 R—o0 Jop

YR
gilt, sofern eine der folgenden beiden Bedingungen erfiillt ist:

i) im0 |2]| f(z)| =0
i) |f(2)] < p(z)e”™m), fiir z € H\ {0},
wobei A > 0 sei und p stetig auf H\ {0}, mit lim|,|_,o, p(2) = 0.

Aufgabe 51 (5 Punkte). a) Zeigen Sie mithilfe des Satzes zu Integralen trigonometri-
scher Funktionen, dass

f R SN
o 1+4Xcos?(t) ~— VA+1
fiir A > —1 gilt.

b) Berechnen Sie mithilfe des Satzes zu Hauptwertintegralen

e z—2
HW-
foo:s3—2$2+a;—2

Aufgabe 52 (5 Punkte). Beweisen Sie fiir £ < 0:
o) RNk '
/ e~ g(x)dx = 2mict Z % (:) (2:)F,
- k=0 ’

wobei g(z) = (z —8) 7" (2 + i)™
Hinweis. Benutzen sie an geeigneter Stelle (z +4)® = (z — 4 + 2i)" und die allgemeine
binomische Formel.

Aufgabe 53 (5 Punkte). Beweisen Sie unter den Voraussetzungen des Satzes §15.3 aus
der Vorlesung, dass fiir eine holomorphe Funktion I : G — C gilt:

1 I _ n(vy, z) or Z

2mi ;
z€inty:f(2)=0

= X, n(y, z)| ord. ()| £(2).

zEint v:| f(z)|=00

— 1 2
1 /‘1 sin®(2) iz,
7

omi sin(z)

Berechnen Sie nun

wobei v : [0,1] = C durch t + e'™ gegeben sei.
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Aufgabe 54 (5 Punkte). Sei (¢ C C ein Gebiet, (fy)nen eine Folge holomorpher Funk-
tionen f, : G — C, sowie f : G — C eine Funktion. Zeigen Sie, dass f,, genau dann lokal
gleichm#Big gegen f konvergiert, wenn f;, gleichmiBig auf Kompakta gegen f konvergiert.

Aufgabe 55 (5 Punkic). Boeweisen Sie. dass die Zeta-Funktion

~ 1

A ¢ |

(=) =

iiNgl:

auf {Re(z) > 1} normal konvergiert.

Aufgabe 56 (5 Punkte). Sei § # G C C ein Gebiet, f, — f eine lokal gleichméBig
konvergente Folge holomorpher Funktionen f, : G — C. Zeigen Sie: Ist jedes f, injektiv,
so ist f entweder konstant oder injektiv.

Aufgabe 57 (5 Punkie). i) Bestinmmen Sie
1 f 1
i - €0os(2) sin(z)dz’
wobei 7 : [0, 1] — © seochen sei durch ¢+ 31422,
Hinweis. Betrachten Sie cot(z)’.

ii) Zeigen Sie, dass die Funktion

24z 2

f(z)

in By(0) genau vier und in 3(0) genau eine Nullstelle besitzt.

Abgabe der Lésungen zu diesem Blatt bis Freitag, den 29. Januar 2016, um 10.00 Uhr,

in den Briefkisten im Horsaalgebiude.
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