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Aufgabe 49 (4 Punkte). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, p ∈ M und
r > 0 so klein, dass expp : Br(0p) → expp(Br(0p)) ein Diffeomorphismus ist. Sei ferner
(e1, . . . , en) eine Orthonormalbasis von (TpM, gp). Zeigen Sie:

a) Die Abbildung x−1 : Br(0) → expp(Br(0p)),(x1, . . . , xn) 7→ expp(
∑n

i=1 xiei) ist ein
Diffeomorphismus.

b) Für die Karte x : expp(Br(0p))→ Br(0) ⊂ Rn um p gilt:

gij(p) = δij und Γk
ij(p) = 0 für alle 1 ≤ i, j, k ≤ n.

Wir nennen solche Koordinaten Normalkoordinaten.

Aufgabe 50 (4 Punkte). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, p ∈ M und
betrachten Sie Normalkoordinaten x1, . . . , xn um p. Wir schreiben
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und erinnern an die Notation fi = ∂f
∂xi

, welche bei der Definition der Christoffelsymbole
eingeführt wurde. Zeigen Sie, dass dann an der Stelle p gilt:

Rijk =

n∑
l=1

{
Γl
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∂xl
,
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1

2
(gjl,ki + gik,lj − gjk,li − gil,kj) ,

Ricij =
n∑

l=1

Γl
ij,l − Γl

il,j .

Aufgabe 51 (4 Punkte). Sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, c
eine Geodätische in M und X1, . . . , Xn eine Orthonormalbasis von parallelen Vektorfeldern
längs c mit ċ(0) = λX1(0), für λ ∈ R. Sei R(t) ∈ Symn(R) die darstellende Matrix
des Endomorphismus v 7→ R(v, ċ(t))ċ(t) von Tc(t)M bezüglich der Basis X1(t), . . . , Xn(t).
Zeigen Sie, dass Y (t) =

∑n
i=1 yi(t)Xi(t) genau dann ein Jacobifeld ist, wenny

′′
1(t)
...

y′′n(t)

+R(t)

y1(t)...
yn(t)

 ≡ 0.



Aufgabe 52 (4 Punkte). Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heißt homogener
Raum, falls die Gruppe der Isometrien transitiv auf M wirkt. Eine zusammenhängende
Riemannsche Mannigfaltigkeit heißt symmetrischer Raum, falls für alle p ∈M eine Isome-
trie sp existiert mit

sp(p) = p, dsp = − id|TpM
.

a) Zeigen Sie, dass homogene Räume vollständig sind.

b) Zeigen Sie, dass symmetrische Räume homogen sind.

Abgabe der Lösungen zu diesem Blatt bis Freitag, der 27. Januar 2016, um 10.00 Uhr, in den Briefkästen
im Hörsaalgebäude.


