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Aufgabe 13 (2 Punkte). Sei M™ eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension
m, p € M, U eine offene Umgebung von p und (U, ¢) eine lokale Karte um p. Zeigen Sie:

a) Seien N7, L! weitere differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f : M — N, g: N — L
differenzierbare Abbildungen. Zeigen Sie dann, dass die Kettenregel gilt:

d(go f)p = dgs@) o dfp

b) Die Abbildung

d
0:T,M —R™, [c]— —| @oc(t)
dt],_g

ist ein Isomorphismus von R-Vektorraumen.

c¢) Die Vektoren 8%1

Y %’ bilden eine Basis von T,,M.

p p

Erinnerung. Eine Wirkung einer Gruppe G auf einen topologischen Raum X ist ein Ho-
momorphismus p : G — Homo6o(X) in die Gruppe der Homéomorphismen X — X. Wir
schreiben g.p = p(g)(p) fir P € X. Die Wirkung heiit frei, wenn g.p # p fir alle
g # e. Die Wirkung heif3t eigentlich diskontinuierlich, falls fiir alle kompakten Teilmengen
K C X nur endlich viele Gruppenelemente g1, ..., gn, € G existieren, mit ¢;(K)NK # ()
fir 1 <i < Ng.

Aufgabe 14 (4 Punkte). Sei G eine Gruppe, welche auf einer topologischen n-Mannigfaltigkeit
M frei und eigentlich diskontinuierlich wirke. Es bezeichne G.p = {g.p | g € G} das Orbit
von p unter G. Es ist klar, dass p ~ ¢ < p € G.q eine Aquivalenzrelation definiert. Zeigen
Sie:

a) M/G := M/ ~, versehen mit der Quotiententopologie, ist wieder eine topologische
n-Mannigfaltigkeit.

b) Ist M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und wirkt G zusétzlich durch Diffeomor-
phismen (d.h. jedes p(g) ist sogar ein Diffeomorphismus), so ist M /G eine differenzier-
bare n-Mannigfaltigkeit.

Realisieren Sie den zweidimensionalen Torus als Quotientenraum einer Wirkung. Geben
Sie hierzu explizit eine Gruppenwirkung auf R? an; erliutern Sie, warum der Quotienten-
raum ein Torus ist (kein formaler Beweis).

Aufgabe 15 (8 Punkte). Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum mit abzéhlbarer
Basis der Topologie. Zeigen Sie:

i) Es gibt eine Basis {G},.y der Topologie, fiir die alle G; kompakt sind.

ii) Es gibt eine Folge kompakter Mengen (C;);en, mit C; C CO'Z-H fiir alle ¢ € N und
Uz, Ci = X.



iii) Ist (Uy)aca eine offene Uberdeckung von X und i € N, so gibt es offene Mengen
V}l,...,Vim mit

I Ci\éifl CwlU“‘UV;”a
IT fiir alle 4, p existiert a mit Vi, CUa,
I fur alle p gilt V;, C CO’Z-H \ Ci_2, wobei C; = ) fiir i < 0 gesetzt wird.

iv) X ist parakompakt.
Aufgabe 16 (2 Punkte). Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie:
a) M besitzt einen abzdhlbaren Teilatlas.

b) M ist lokalkompakt.

Abgabe der Losungen zu diesem Blatt bis Freitag, den 18. November 2016, um 10.00 Uhr,
in den Briefkdsten im Horsaalgebdaude.



