Kinetik radioaktiver Zerfallsrethen

von Jens Christoffers
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1
Problemstellung

Ein radioaktves Nuklid zerfille nach
einer Kinetk erster Ordnung. Seine
Konzentration tber die Zeit laflt sich
durch die einfache Differentialgleichung
(1) Ny = -kiN,(9

beschrelben, die als Losung die einfache
Exponenualfunkuon

(2) Ny(y) = Nfelhe

besitzt. NY ist hlerbel die Anfangskon-
zentration des Nuklids zum Zeitpunkt
t = 0 und k; die Geschwindigkeits-
konstante der Zerfallsreaktion, die mit
der Halbwertszeit 7, nach

_In2
@) k===
zusammenhangt.

Der Zerfall in einer radioaktiven Zer-
fallsrethe dagegen laftsich durch m Fol-
gereaktion erster Ordnung beschrei-
ben:

ki ko ky Kk,
(4) Al - A2 "’A T Am+
A, . ist dabei das stabxle Endprodukt
der Zerfallsrethe. Die Konzentrationen
der Nuklide A, in der Zerfallsreihe las-
sen sich durch ein System gekoppelter
inhomogener Differenualgleichungen
(9) beschreiben:
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J/stem geko
Vorgestellt wird ein neuer

(1)|Niy(t) = -k; Ny(t)
(5) [ N(t) + ko Ny(t) = k; Ny(v)
(6) N's(t) + k3 Nj(t) = ko Ny(v)

(7) [N + ko No() = kot Now i (0

N () = ki Non(D) 9)

Die Losung dieses Differentialglei-
chungssystems ist bekannt und von
Rutherford et al. [05] sowie Bateman
[02] (sieheauch [04]) diskutiert worden.
Erofeev [03] (siche auch [01]) gibt eine
Losung mit sogenannten ,kinetischen
Determinanten an.

Im folgenden soll eine weitere Losung
fiir das Gleichungssystem (9), die auf
einer rekursiv definierten Funktion
basiert, vorgestellt werden, bewiesen
und an einem Beispiel angewendet wer-
den.

(8

~~

2
Losungsweg

21
Herleitung von Ny, N3 und N,

Die inhomogene Differentialgleichung
(7) 1afe sich durch Integratnon 16sen:
(7) Nn(t) + k Nu(t) n an l(t) *

(10) Ny() =™ [N
+ i Kooy Ny (1) e dt] :

Setzt man 1n Gleichung (10) mit n=2
Ny(t) aus Losung (2) ein und inte-
griert, so ergibt sich fiir Ny(t):

(1) Ny(t) = N§(p)e™™

k o grkar
K;Ekt(k k)_

Ebenso erhilt man aus (10) fiir

und (11) den Therm fiir N5(t):

n=3

(12) Ny(t) = NJe™r
k N Skt kst
4 22232 1 ks
1{3- kz ( )

Epelter inhomogener Differentia
osungsweg, der auf einen leicht programmierbaren,

rekursiven Algorithmus hinauslauft.

gleichungen beschreiben.
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k] ky NY
ky) (ks-k,)

k, k2 NS
) (ks-ky)

(e4<™)
(7<)

Analog laflt sichaus (10) und (12) Ny(¢)
herleiten:

(13)
N4(t) = N
klN kst
T ks (
ks ko N9 ( ot k,[)
(ks-ky) (ky-ky)
k3 kz N7 ( -kyt _ k4l)
"~ (kyko) (kioks)
k} kz k] N| (e—k|( _ e-ku)
(ko-ky) (ks-ky) (ky-ky)

e' k4 E)
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 kkgk Nl N
(ky-ky) (ks-ky) (ka-ks) (he-e )
_ ks k2 kl Nl (e-kzt _ e'k“)
(ka-ky) (ks-ky) (ky-ko)
ks k; K N? (e kst _ e'k“) '
(ko-ky) (ks-ky) (ky-ks)
Wie man sieht, wichst die Lange der
Therme rasch an, so daf§ eine L('jsung
nach diesem Schema unzweckmiflig ist.

Es gilt den Aufbau der Therme zu ver-
allgemeinern.

2.2
Vereinfachung der Funktionstherme

Der Therm fiir N,(t) 1a88¢ sich in vier

Summanden unterteilen, so daff man bei

jedem dieser Summanden S ein NPaus-

klammern kann:

(14) N4(t) = S1(t) + S3(v) + S¥(v)
Sit) -

Deﬁmert man

(15) Ef: =

X~ By

X,y ¢ IN; y<x

und verallgemeinert:

(16) Ny(t) = Sx(t) + Z Sh(y)

so lassen sich die vier Summanden von
N,(v) allgemein schreiben als:

(17) Sh(t) = NO ek

(18) Sh-i1(t) = ko.y No.y ELy,
k k. ,N°
(19) Sp,(v) = Kp-18p-20Np-2
2 (kn-l - kn-z)

(Enz- Ef.) und
kn—l kn-Z kn—3 Ng—)
(kn—Z - kn-3)

(552 53
)]

(20) S3a(1) =

1
[(kn-l '1 kn 3)
- (kn-l - k ( "

2.3
Verallgemeinerung fur beliebig lange
Zerfallsreihen

Definiert man
n-1

(21) Ko =NY; [1 k;; 0<j<n
1=n-j

und die rekursive Funkton

ES fiir x =n;
(22) P, ;) f=

k, - k,

dann gilt:
Satz: Man kann S} (t) durch

(23) Shi(t)=Kp;- P, (2:%*‘)

ausdriicken.

Satz (23) bildet mit der Summe (16)
dann die Losung der Differentialglei-
chung (7).

Satz (23) wird im folgenden durch voll-
standige Induktion bewiesen.

2.4
Beweis

Daf Satz (23) fiir i=1und i=2 gilt, ist
offensichtlich. Als Induktionsart wird
daher gezeigt, dafl Satz (23) fiiri=3 gilt.
Als Induktionsschlufl ist zu zeigen:
(241) S =K o (R1') 2>

(24.2) S3ioi()) =Kiioy P (1) (24).

n, x,y ¢IN;

[7:6") -0 () Jorx<n v

DieFolgerung (24) istjedoch dquivalent
mit (25.)

(25.1) S3.i() =Kqi Po () >
(25.2) S0 = K] - Pour (R4).
denn Si*! und S%;.| haben die gleiche

Form; die Therme unterscheiden sich
jeweils nur durch die Werte der Para-
meter N9 N%;., und kj mit n-i-1
<j<n. Dies erscheint auch anschaulich
klar, wenn man bedenkt, daf} der Ein-
flufl, den die Anfangskonzentration
eines Nuklids A,,_; auf Therm von N, 4,
austibt, gleich der Wirkung von A, ;|
auf N, ist. Daher wird Folgerung (25)
als Induktionsschluf gezeigt.

2.4.1 Induktionsart
Aus Satz (23) mit1= 3 und den Defini-
tionen (22) sowie (21) erhalten wir:

(0 = n317k

=n-3

26 L
( ) (kn 2° kn-3)

() -Pa(3) ]

woraus sich erneut mit Definition (22)

ergibt:
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kn-l kn-Z kn-3 Ng-3
kn—). - kn-}

L () 2]
L () (]

Durch nochmalige Verwendung von
Definition (22) erhilt man:

2_3(1:) — kn—l kn-2 kn—3 Ng}
l{n—3
1

[ Gy iy (BR - ER

1 n n
ky-2) ( m En_l)] ’

(kn 1-

was schlief$lich mit Gleichung (20) iiber-
einstimmt und somit Satz (23) fiiri=3
beweist.

(27) Sh-3(n =

(28)

kn-2 -

2.4.2 Induktonsschluf}

Nehmen wir an, dafl N =0firi<)<
n+1 und j # n-1 und \12 i #0, dann
erhalten wir aus (10) mit (16):

(29) S::l(t) = kn . e-k"""[

fsni(o) - it de
0

Mit (25.1) als Voraussetzung ergibt
sich:
(30) Spi(0) =k - K- et

}P <n1+|) ‘ek

Mulmphzleren wir k, mit K}; unter
Beriicksichtigung von Definition (21)
und P, mit e**'* unter Beachtung der
Definitionen (22) und (15), so erhalten
WIr:

(31)
Sﬁ*,'(t) Kn+| -k.mthn (n 1+l) d[,

mit Q, definiert als:

n+1f dt .

(32) Qu3) := S k

[ (”')

n, X, yeIN;y<xgn.

Integrieren wir und setzen die Grenzen
ein, so folgt letztlich:

(33) SpH(y=Kn# -e"‘nﬂf-Rn(:;:é-'),

mit R, definiert als:

1
- ky [ (kn-l -
(349 Ra (3) =

(% (") - ®

k, - k
n, x,yeIN; y<x<n

Schlieflich wir R, mit e *"+!* ausmulti-
pliziert und es ergbt sich die
gewiinschte Formel zu

(25 2) SnH(t) K2+|l Dot (n 1+1>
mit P, definiert nach (22).

Da (25 1) als Voraussetzungin (29) ein-
geflossen ist und (29) dquivalent zu
(25.2) ist, wire die Giiltigkeit von (25)
und somit auch der Induktionsschlufy
bewiesen.,

N, besteht aus einer Summe von ver-
schiedenen S0t der Beweis 2.4.2 kann
daher ebenso mit allen N2, £ 0; -i<
i<n durchgefiihrt werden.

3
Ergebnis

Das Differentialgleichungssystem (9)
besitzt als spezielle Losung:

(2) 1<t> ""‘

(35) N () Nn ek
L 3[R (1) 17 o]
1<Ingm .

mit P, rekursiv definiert als

ky - k,
36) P, () = 1 <
(Y) ok [pn <y+l) _
n, x, yeIN
y<x<n

kntt - ky)t _ g (knt - kx>[> fir x=n

Q. (;*') :Ifl.il‘ x<n

. a{l—k)(e(km-l'kx)‘_])] fiir x = n;
el T Ky

(e(l<n+1 -ky)t _ 1 )

<"+l):| fiir x<n:

l ;‘\ngeregt rud nr \lbut“mdu ch
i M ardicse ,al . L cherfulr,

' Hanbu .t M. gen nach die
Aktivititvon 131] anst ., obwohlan

*h keine Zunahme der Belastung
\iurch ¢ :sNuklidd" hradioaku-
ven L Out® als Folge des ukraini-
schen Reaktorunf s mehr méglich
- sollte. Bui der Entwicklung eines

Computerprogra zur gr hi-
chenDarstellur +desz “lichen Ver- |
laufs der Nuk. . nze . .don in

einer  Zuo.. lsrethe  entdeckie ich
durch Zufall” c¢in allgemeines Auf-
v wprinzip der Funktonstherme. Da
ich im Juni mein Abitur in Wilhelns-
haven ablegre und danach mit den
Ve " ereitungen zur 18. Internationa-
len C’ - mie-Olympia . beschiftigt
-ar, konnte ich erst im Av  t die
Arbeit zu die .n Thema fortsetzen.
Inzwisll..a war ich nach Marburg
Ll e asy WO ich im Oktob.r uia
.ale-Diplom-Stud”™ o an der
Phﬂ ‘pps-Universitit begonnen habe.
i einem hier in Marburg durchge-
fiihrten Literaturstudium stellte 1ch
frt, =) mein Losungsweg noch
"t | shrieben worden war, was
n.ch « o ilog zur Niederlegur -
meines Gedankengan .5 in dem bei-
gellgten Aufsatz veranlafite.

1 K ) ..
(e kyt e'l"‘[> fiir x =n;

P, (;+')] fir x <n;

Keine zwei Nuklide diirfen gleiche
Halbwertszeiten haben: k, #l
Die Konzentration des stabllen Endnu—

klids kann beschrieben werden durch:

m+|

Np(t) = ZN Z Ni(t)

=1

(37)

4
Diskussion

Die hergeleitete und bewiesene Losung
des leferenualblelchunossystems 9)
soll nun an zwei Beispielen diskutiert
werden.

19



In Abb. 1 sind drei Funkuonen fiir um
Groflenordnungen  verschiedene  k,
(siehe Tab. 1) dargestellt. Die Zeit istder
Ubersicht halber logarithmisch auf-
getragen. Man sieht, dal N, und N,
jeweils thr Maximum erreichen, wenn
N, und N, annihernd gleich Null wer-
den. Hier kann der Einfluf der Folge-
reaktionen konen durch Funktion (2)
gut beschrieben werden.

U —

Abb. 1: k, und Grofenordnungen ver-
schieden, Pammeter siehe Tabelle 2

L o

Abb. 2 und 3: k, in der gleichen Grofen-
ordnung, Parameter siehe Tabelle 2

Liegen  dagegen die  einzelnen
Geschwindigkertskonstanten in etwa
der gleichen Gréflenordnung, ist eine
Beschreibung des Systems durch das
Gleichungssystem (9) unumginglich.
Abb. 2 und 3 erliutern diesen Sachver-
haltan einem Ausschnitt der Actinium-
Zerfallsreihe (siche Tabelle 2). Alle
Funkuonen N, mit1<n <6 steigen bis
zu einem Maximum - dessen Lage
numerisch bestimmt werden kann -
monoton an. Mit wachsendem n wird
der Verlauf der Graphen immer ,fla-
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Tabelle 1

Tabelle 2 (nach [6]): Ausschnitt aus der Actinium-Zerfallsreithe

cher®, d. h. - wie vor allem Abb. 3 zeigt
- die Funkuonswerte der Maxima und
die Steigungen in einer bestimmten
Umgebung der Maxima werden immer
kleiner. Der Abfall der Graphen besitzt
eine ,virtuelle Halbwertszeit*, die
wesentlich grofler ist als bei einem Zer-
fall ohne oder am Anfang einer Zerfalls-
reihe. Z.B. wire Ns aufferhalb einer
Zerfallsrethe zum Zeitpunkt t = 100h
nur ca. /3 so grofd wie im besclmebenen
Fall. Im Extremfall, d. h. wenn NJund n
sehr grofl sind, verfauft der Graph nach
dem Maximum fast parallel zur Baszisse
(»radioaktives Gleichgewicht®).

5
Ausblick

Die beschriebene Losung des Glei-
chungssystems (9) la8tsich - im Gegen-
satz zu den von Rutherford et al. [05],
Batemann [02] und Erofeev [03], dern-
reihige Determinanten benotigt, gege-
benen Formeln - mit einem einfachen
Algorithmus programmieren. Die ver-
wendete Funktion P, (36) liflt sich z. B.
in der Programmiersprache PASCAL
als rekursive Funktion darstellen. Die
einfache Programmierbarkeit dieses
mathematischen Modells erméglicht
eine Anwendung zur Berechnung der

Gesamtakuvitit von radioakuven Pro-
ben oder Abfillen, sofern die Zusam-
mensetzunng bekannt ist und kein Stof-
faustausch mit der Umwelt stattfindet,
also ein geschlossenes System vorliegt.
Auf eine Kontaminierung der Umwelt
nach Atomtests oder Reaktorunfillen
lae sich das Modell ebenfalls anwen-
den. Allerdings werden hier Transport-
vorginge in Boden und Luft - Faktoren
die sich wahrscheinlich einer quanutat-
ven Beschreibung entziehen - vernach-
lassigt, so dafl das Modell fiir diesen
Bereich nur den Charakter einer Nihe-
rungslosung haben kann.
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