Analyse von Rohdaten mit LISREL - Allgemeines
Lineares Modell, stochastische Differenzen- und
Differentialgleichungssysteme

C. Mobus

"There was a kind curate of kew
who kept a large cat in a pew
There he taught it each week

A new letter of Greek

But it never got further than Mu"

1.. Einleitung

Um den Leser vor dem Schicksal der oben angesprochenen
Katze zu bewahren, mdchten wir zunidchst auf grundlegende
Literatur verweisen, die im "Falle eines Falles" konsul-
tiert werden sollte. Diese Abstiitzung auf Fremdliteratur
ist aus Platzgriinden nicht vermeidbar gewesen.
Grundlagen der Matrizenrechnung finden sich z.B. in
RHENIUS (1983} und BASILEVSKY (1983). Als Einfilhrung in
die stochastische Inferenz empfiehlt sich z.B, SILVEY
(1978) oder DeGROOT (1975). Spezielle Probleme, die sich
bei der Ableitung von Sch&tzfunktionen filir multivariate
Modelle ergeben, werden z.B. in GRAHAM (1981) behandelt.
Grundlegendes iiber Pfadanalyse und LISREL kann man z.B.
bei HODAPP (1984) finden. Gegenwédrtig die beste Ein-
fiihrung in LISREL gibt LONG (1983). Aber auch LONG unter-
stiitzt das Vorurteil wvieler experimentell arbeitender
Psychologen, LISREL habe nur "moderne" Pfad- und Fakto-
renanalysen als Anwendungsgebiet. Wir wollen dieses Vor-
urteil ein wenig abbauen, indem wir zeigen, wie Versuchs-
plédne ausgewertet und Zeitreihenmcdelle konstruiert wer-

den kdénnen.
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Das Hypothesentesten mit Hilfe von LISREL bietet
gegeniiber der Verwendung von speziellen SPS55-, BMDP-
oder SAS-Prozeduren den Vorteil gr&Berer Methodeninte-
gration, Man lernt, ein statistisches Verfahren
selbst zuentwickeln. Man gestaltet Hypothesen-
priifung und Explikation ven Annahmen weit selbsténdiger
als bei herk&mmlichen statistischen Verfahren. Diese
wissenschaftliche Selbstédndigkeit muB allerdings durch
einen hbheren kognitiven Aufwand erkauft werden.

Der Artikel gliedert sich in eine Einfiihrung in das
allgemeine lineare Modell, eine Kurzdarstellung wvon
LISREL und Beispielsanalysen. Bei den Beispielen wird
sowohl die "klassische" Form als auch das LISREL-Modell
vorgefiihrt.

2. Das allgemeine lineare Modell

2.1. Das univariate Modell

Eine Datenerhebung kann als Ziehung einer Stichprobe der
GréBe N interpretiert werden. Betrachten wir die Abhin-
gigkeit einer inhaltlichen Variablen Y wvon g inhaltlich
definierten unabhéiingigen Variablen, lautet die Modell-
gleichung

Bule @2 ¥y ™ ey * nEy

mit ¥ = N-dimensionale Z2ufallsvek-

N=17 nE1
toren

q§1 = g-dimensionaler Parameter-
vektor

= Matrix mit g bekannten Kon-
stanten oder meBfehlerfreien
Beobachtungen pro Person
(= Zeile)-auch Designmatrix

genannt.
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Manchmal sind Verteilungsannahmen notwendig. Wir wollen
annehmen, da8 sich die Vektoren Y und e unabhdngig nor-
mal verteilen mit einem bestimmten Mittelwertsvektor
und einer bestimmten Kovarianzmatrix:

2

{2.1b) gy v ON KBy 0F \T)
2

NEp M UN (04 v of Ty

Die Varianzkovarianzmatrix 021 der Zufallsvektoren

N=N
i1t N1 lautet dabei:
(2.1 ¢) b v w8 o M
a? «+ o+ o« + . 0
210 ¢* . . . .+ . 0
g?. 1 -1 3 .

N=N

Den Schitzer nach der Methode der kleinsten Quadrate
erhdlt man entsprechend

(2.2) Q= ,e'yeq = (¥ - XB)'(Y¥ - XB) = min!
3B
9Bz

(2.3) 39 =-2XY+2xKg=0mit aps| .
3 Rg

) -1

(2.4) M C S S 4

Die Schétzer nach der Maximum-Likelihoodmethode sind
identisch mit (2.4). Die bedingte Dichte der Zufalls-
variablen Y, flr festes x; ist:
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(2.5)  £(¥,|x}: 8, 0*) = (20°m) /2 exp [- o7 -

) [) e |
(Yy-x:8) " (¥, §i§}}
wobel: Ei = i-ter Zeilenvektor von X

N—=g

Entsprechend erhalten wir fiir die Likelihoodfunktion

N
(2.6) L(g,0%; ¥, X) = TT £(¥;|x]:8,0%)
e
= (2'02-1[]~N/2 exp [ - -2%‘—- (X =i ﬁ)l{! i Eg]]

Der Maximierung von L entspricht die Minimierung vom
Exponenten in (2.6) und damit von Q in (2.2). Der ML-
Schitzer ist demnach mit (2.4) identisch. Wichtig ist
hierbei zu sehen, daB bei der Maximum~Likelihoodschit-
zung nur eine Verteilungsannahme iiber die Residuen ge-
macht wird. Wir werden auf diese Beobachtung spiter im
Zusammenhang mit LISREL zuriickkommen.
Wenden wir uns der Hypothesentestung zu. Dazu wollen

wir zundchst einen kurzen Exkurs iiber Testtheorie machen.
Beim statistischen Hypothesentesten lberpriift man An-
nahmen {iber die Parameter 8y der Dichtefunktion

E(Y]®1, 82, vuenvnny o) . Teilt man den Parameterraum

f in nicht {berlappende Rdume auf, behauptet die Null-
hypothese H., daB die Parameter der Dichtefunktion in

2, liegen. Die Alternativhypothese H, behauptet das ent-
sprechende fiir $,- Werden in einer Hypothese alle Para-
meterwerte spezifiziert, liegt eine einfache Hypothese
vor. L&Bt man dagegen mindestens einen Parameter unbe-
kannt, haben wir es mit einer zusammengesetzten Hypo-
these zu tun.

Beim Test von H, gegen H1 werden die N Datenwerte zu
einem N-dimensionalen Vektor Y zusammengefaBt. Man de-
finiert jetzt als Stichprobenraum S den Raum aller m&g-
lichen beobachtbaren N-Tupel Y. S wird meist auch wieder
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wie @ in 2zwel nicht i{iberlappende Regionen aufgeteilt.
Fdllt ¥ in Sg,, neigt man H  zu, sonst hdlt man H, fir
plausibler. Einige Autoren (z.B. Witte, 1980) schlagen
noch eine dritte Zone vor. F&llt ein Datenvektor in
diesen Bereich, sollte man eine Entscheidung zugunsten
Ho oder H, aufschieben und weitere Datenvektoren er-

1
heben.

Sgl
=kritiscle
Region
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Fig. 2.1 a: der Parameterraum TFig. 2.1 b: der Stich-
probenraum S

Beim Hypothesentesten kann man zwei Fehler begehen.
Der Fehler 1. Art ist die bedingte Wahrscheinlichkeit

verwerfe HD
{(2.7) P {nehme H1

H  ist wahrg= P{Y¥eSg,|Gelo(= a
fiir wahr

Der Fehler 2. Art ist entsprechend die bedingte Wahr-
scheinlichkeit

verwerfe H1,
(2.8} P { nehme Ho H1 ist wahrt= P gssgo Qefllit= B

fiir wahr

Es ist nicht méglich, bei fester Stichprobengrdfe die
Summe der Fehler beliebig klein zu bekommen. Allerdings
kann man filir den Fall einfacher Hypothesen mit Hilfe des
NEYMAN-PEARSON-Lémmas (s.deGROOT, 1975, S. 374 ff)

einen Test mit gr&Bter Power zu einem vorgegebenen Sig-

nifikanzniveau o konstruieren. In der Praxis haben wir
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es aber in den meisten Fdllen mit zusammengesetzten

Hypothesen zu tun, flir die diese automatische Power-
maximierung nicht mehr gilt.
Zusammengesetzte Hypothesen werden mit Hilfe des

verallgemeinerten Likelihocodquotienten

(2.9) 0gx=-L @l ¥ .,

L@y

beurteilt. L(aolz) ist dabei der unter derANullhypothese
maximierte Wert der Likelihoodfunktion. L(2|Y) ist da-
gegen der Wert, der im gesamten Parameterraum maximiert
wird. Das Modell mit Parametern in 2, nennt man auch
"reduziertes Modell", wihrend das Modell mit Parametern

im gesamten auch "volles" oder "saturiertes Modell"
heiBt.
Liegt X bei 1 wird H plausibler, bei (=0 dagegen die

H1—Hypothese. Meist wird die Grenze k so gewidhlt, daB

H, bei k = 1,
H, bei » < k akzeptiert wird und
P (A < k) = ¢ ist.

WALD (1943) zeigte, daB sich unter Wahrheit von HO {bei
N + =) der Ausdruck - 2 1ln *» nach der Chi-quadrat-
verteilung mit v Freiheitsgraden verteilt:

(2.10) $2 1¥m—.2 a2

mit v = Zahl der unabhingigen Parameter im vollen Modell
minus Zahl der unabhdngigen Parameter im redu-

zierten Modell.

Der Likelihoodquotiententest gestaltet sich wie schon im

Text angedeutet. Die beiden Hypothesen lauten
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(2.11) H :

|
I}

&

H': B =

Die ML-Schdtzer sind im vollen Modell

1§'§ und 05

Jom s

(2.12) = (X'X)"

==

4 (¥-XB) " (¥-XB)

Qq

2|

und die Likelihood nach Einsetzung der Schitzer
(2.13) L (2] ¥, X) = (2n02) N/2

Fiir das reduzierte Modell gilt entsprechendes:

(2.14) g, mit g, e 8, (entweder Vektor mit spezifi-
zierten Konstanten oder an-
derer Restriktion (z.B,. gj =
By ), sodaB Bo in @, liegt)

Q

2=

A2 21 - 2 T & # s
(2.15) und T TN (¥ - X Eﬂu) (Y - X Eﬂn} s
Die Likelihood ist nach Einsetzung der unter der Ho-
Hypothese erhaltenen Schétzer

(2.16) L (@)t X) = (2 el )N/

Der Likelihoodquotient ist
- AZ -N/Z -~
g o]
(2.17) A = L (QOIY' X) | % I i
L (Q Xr E) AZ ~
L 05

-N/2

Hypothesenpriifungen erfolgen entweder iiber die x2?-Ver-
teilung (vgl. 2.10)

63



{2.18) - 21n =N ['ln Qﬁn - In Qﬁ] v ox? o (v)

iiber WILKS-LAMBDA nach der U-Verteilung {(s. TIMM, 1975}

B e
(2.19) p= a2V o 2 lou (p, vy, va)
Qno
mit p = Zahl der abhingigen Variablen (hier:
1)
V1= Pp = Py, = zahl der Pridiktoren im
vollen Modell - Zahl der
Pradiktoren im reduzier-
ten Modell
v2= N = Py - zahl der Beobachtungen -

Zahl der Pradiktoren im
vollen Modell

oder iiber die normierten Fehleranstiege nach der F-Ver-

teilung

(2.20) Qa, ~ %) 7/ P g~ Bad B (w1, va) .

Q5 / (N =B

Die Beurteilung der praktischen Signifikanz erfolgt
am anschaulichsten {iber den normierten Anstieg der an
der abhingigen Variablen Y aufgeklirten Varianz

(2.21) R ~RgBy = Fp) s (vi, v2)

(1 - R 5}/(N - Pyl

2
(R = Quadrat des multiplen Korelations-
koeffizienten)

Fir (2.21) muB ¥ im vollen und reduzierten Modell iden-

64




tisch sein. Ist das nicht gewdhrleistet, muB mit (2.18 -
2.20) getestet werden (s.a. NAMBOODIRI & CARTER &
BLALOCK, 1975).

2.2, Das multivariate Modell

Wir lassen im Gegensatz zu (2.1) statt einer jetzt p
abhdngige Variablen zu. Dabei kann es sich um eine Va-
riable, die zu mehreren Zeitpunkten gemessen wurde, oder
um mehrere Variablen, die zu einem Zeitpunkt erhoben

wurden, handeln. Die Modellgleichung lautet:

(2.22a) Mp = a3 + 5
mit ng, ng = (N x p) - dimensiocnale Zu-
fallsmatrizen
qu = {q X p) - dimensionale Ge-

wichtsmatrix

Als Verteilungsannahmen filhren wir ein:

(2.22h) vec (¥Y})~UN (vec (XB}, NINQPEP}
(2.22c) vec (E)~UN (vec (Q) , NINQPEP)

Der vec-Operator bedeutet schlicht, daB eine Matrix
zeilenweise in einen Spaltenvektor angeordnet wird (s.a.
GRAHAM, 1983). Das Zeichen @ steht fi{ir das Kronecker-
produkt. vec und @ benutzen wir jetzt zur Erkldrung der
Verteilungsannahmen fiir die Fehler. Die Annahme (2.22c¢)
bedeutet, daf die zeilenweise in einem Spaltenvektor
ausgerecllte Zufallsmatrix E einen Nullvektor als Er-
wartungswert besitzt., Die Varianz/Kovarianzmatrix be-
steht aus N an der Hauptdiagonalen aufgereihten (p x pl-
dimensionalen Kovarianzmatrixen PEP' Es wird also die
Unabhéngigkeit der N Beobachtungen untereinander und die
multivariate Erweiterung der Homoskedastizitit gefordert,
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wobel die p abhéngigen Variablen korreliert sein diirfen.

EqqEqp Fp1--Fpp v v Eyqe-Eyy
E E
1 AL 0 0
: : P—p = =
i Eip
Ejq Ejq
: : 0 I
= = - P—P R g
€| Ezp [0 wn®plp” F2p
BNt Ex
: 0 o z
E E - - PP
Np Np

Wir nehmen an, daB der Erwartungswert der ausgercllten
Matrix NEp ein Nullvektor ist: €(vec(N§p}} = 0.

Auch im multivariaten Modell f&llt der Schitzer fiir
die Gewichtsmatrix qu unter der Methode der kleinsten
Quadrate mit dem Schitzer unter der Maximum-Likelihood-

methode zusammen.

.2 é = XX
(2.23) Bp = q BN XY

Der Likelihoodquotient (2.24) stellt ebenfalls die multi-
variate Erweiterung des Quotienten (2.17) dar. Wir be-
trachten jetzt nicht mehr einen Bruch von Fehlervarian-
zen, sondern einen Bruch von generalisierten Fehlervari-

anzen, Der Begriff "generalisierte Varianz" geht auf
WILKS (1932) zurilick (s.a. TIMM, 1975, S.37ff).

2 & -N/z -
(2.24) x = L(QO[X'El _ l£§20| |§Rogno] -N/2
i = ] = AL A
L@ [x |15, | 12 £, |
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-N/2
|25,

|2z |
mit [X! = Determinante der Matrix X

Hypothesenpriifungen erfolgen wieder entweder iiber die
#?-Verteilung (vgl. 2.18)
(2.25) -2 1nx =N 1n|lgs |- InlQa| ~ #* (v}

oder iiber WILKS' Lambda (vgl. 2.19)

Y B 1
195,

(2.26) W U(pru ;u)

2.3 Das Wachstumskurvenmodell

Das multivariate Modell (2.22) 1&Bt sich noch einmal um
eine weitere Designmatrix K' erweitern, mit der der Ver-
lauf der Erwartungswerte iiber die Zeit beschrieben wer-
den kann. Das Modell wird dann Wachstumskurvenmodell ge-
nannt (GRIZZLE & ALLEN, 1969; TIMM, 1975; MORRISON,
1976; MUBUS & NAGL, 1983). Wird nur eine inhaltliche
Variable (univariate Fragestellung) zu T Zeitpunkten
erhoben, lautet das gleichwohl multivariate Modell

¥ .= X Bo K

(2.27) N2t T n¥q Br E'r + nEp

mit T = Zahl der Zeitpunkte
g = Zahl der Designvariablen fiir das Design
"zwischen den Personen"
r = Zahl der Trendkomponenten fir die
Erwartungswerte (konstant, linear, quadratisch)
= Design "innerhalb der Personen"

B = Gewichtsmatrix der Trendkomponenten (Spalten
von B) fiir die experimentellen Bedingungen
(Zeilen von B)

Rg& = Designmatrix fiir den Verlauf der Erwartungs-

werte liber die Zeit

67




vec (Y} und vec (E) verteilen sich wie in (2.22)

Fiir k' finden sich in MUBUS & NAGL (1983, s. 319 ff,
5.358 ff) eine Reihe von Beispielen., Wir wollen hier
den einfachsten Fall demeonstrieren (1 Gruppe von Perso-
nen, T = R = 3 und fir K, eine Vandermodematrix)

(2.28) Zeitpunkte
111 konstanter
K' = 12 3 linearer Trend
1 4 9 quadratische
Dann nimmt (2.27) folgende Gestalt an:

Zeitpunkte
i -
1 1 1 konst
Zeitpunkte 1 2 3 lin }Trend
1t 2 3 Ekonst Byin Pousar J *L1 2 9o Jquaar
P — g—p— - = -
; Yll Y12 Y13 : Bkonst Blin Bquadr H1 Mz U3
2 Y21 Y22 Y23=1 . - . .
. . + B
By B L
N-ENi YNZ YNa E EFonst tin “guadr _ H1 W2 M3 _

Da nach Voraussetzung die Erwartungswertmatrix

(2.30) € (Jp)= nXq Br Kp £ = g;zizzgggswert—
ist, enthdlt die (NxT)-dimensionale Matrix XBK' in jeder
Zeile den Mittelwertsvektor u' = [u1 uz uﬂ- Befinden
sich. die Mittelwerte auf einer waagerechten Linie p; =

Bquad gleich Null.

pz =p3 sind die Gewichte Blin und
Wird die univariate Fragestellung zu einer multiva-
riaten erweitert, liegt ein echt multivariates Design
vor, Wir haben in Fig. 2.2 das Modell fir M abhidngige
Variable 3 Zeitpunkte, 3 Personengruppen und R=T=3 aufge-

fithrt.
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Figur 2.3.: Das multivariate Wachstumskurvenmodell
fiir 3 Zeitpunkte, 3 Gruppen, M abhlingige
Variable und mit voller Trendspezifika-
tion (d.h. quadratischer Matrix K).
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Der Maximum-Likelihoodschétzer fir B ist nur dann von
einfacher Gestalt, wenn spezielle Annahmen iiber die
Trendspezifikation oder die Fehlermatrix £ in (2.22) ge-
macht werden k&nnen. Diese Fdlle sind z.B. bei MUBUS &
NAGL (1983, S. 364 ff) diskutiert.

Ist z.B. K' invertierbar (= volle Trendspezifikation),
erhdlt man als Schitzer

(2.31) B = (x'0) Xk

Enthdlt K' dariiber hinaus normierte Koeffizienten
orthogonaler Polynome (s. z.B. MOBUS & NAGL, 1983,

S. 320), ist K'K = I und daher XK'
facht sich (2.31) zu '

= K. Es verein-

(2.32) B= (x'5)""

X'¥K

Ist dagegen K' nicht invertierbar, weil der Trend nicht

voll spezifiziert wurde (R < T), ist der Maximum-Likeli-
hood-Schitzer unter der sogenannten "compound-symmetry"

Annahme (s. MUBUS & NAGL, 1983, S. 347)

(2.33) B = (X'X)

Wird die einschrinkende Annahme fiir die "compound-
symmetry" fallengelassen, erhalten wir den wichtigen
allgemeinen Sch&tzer nach KHATRI (1966} (s. a.
MORRISON, 19762, S. 217; TIMM, 1975, S. 497; JORESKOG,
1979, 5. 314):

(2.34) B = (X'X) 'X'YS 'K(K'S 'K)
- x'n xw kR
mit: § = Schitzer fiir- I in (2.22) (proportional zu D)
D = ¥'(Z-X(X'%) X"y
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Hypothesentests werden dann wieder zweckmdBigerweise
iber WILKS' Lambda nach (2.26) durchgefilhrt. Zur Be-
rechnung der Freiheitsgrade sei auf MUBUS & NAGL (1983,

S. 366 ff) verwiesen.

3. Das LISREL-Modell

3.1. Das Gesamtmodell

LISREL ist eine Abkiirzung fiir LInear Structural
RELations. Der Begriff steht einerseits fiir ein lineares
stochastisches Gleichungssystem und andererseits fiir ein
Computerprogramm, das es erlaubt, die Parameter des Sy-
stems zu schitzen. Die Bezeichnung LISREL wurde erstmals
1973 von JURESKOG (1973) benutzt.

Strukturgleichungsmodelle stellen eine Synthese aus
dem allgemeinen linearen Modell (ALM), Skonometrischen
Modellen, Pfad- und Faktorenanalysen dar. Aus dieser
Vielseitigkeit heraus erklédrt sich auch die Breite der
Anwendungsméglichkeiten. Besonders sinnvell erscheint
der Einsatz, wenn

a) die Messungen MeBfehler enthalten und die inte-

ressierenden Relationen zwischen latenten (d.h.:
nicht direkt beobachtbaren) Variablen vorliegen

b) die Variablen simultane oder interdependente Be-

ziehungen aufweisen '

¢) wichtige Variable fdlschlich aus der Untersuchung

herausgelassen wurden (GOLDBERGER, 1973).

In das Strukturmodell gehen Zufallsvektoren von
latenten abhdngigen ﬂ'={n1;n2,...,nm)‘ und latenten un-
abhingigen Variablen §'=(E1,§2,...,En} ein. Zwischen den
latenten Variablen besteht die multivariate Regressions-

beziehung
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(3.1) n11 = Bt * min&1 i

mit mEm = Regressionsmatrix der Ordnung (m X m) mit Ge-
wichten fiir die latenten abhédngigen Variablen.
Die Diagonale von B ist mit Nullen besetzt.

aksy = Regressionsmatrix der Ordnung (m x n) mit Ge-
wichten fiir die latenten unabhingigen Vari-
ablen,

m&q = Zufallsvektor mit Residuen (auch "Fehler in

den Gleichungen" genannt).

Von den Variablenvektoren soll bis auf weiteres an-
genommen werden, daB sie Abweichungen von den jeweiligen
Mittelwertsvektoren enthalten und daher ihre Erwartungs-
werte gleich dem Nullvektor sind. Ferner enthdlt (3.1)
die fiir Regressionen iibliche Annahme der Unabhdngigkeit
von Regressor £ und Fehler ¢ und die fiir LISREL zusdtz-
liche Annahme, daB die Matrix (I - B) nichtsinguldr und
damit invertierbar ist, Ferner miissen die Eigenwerte
von B vom Betrag kleiner als 1 sein.

Das Konzept der Singularitdt und Invertierbarkeit ist
bei RHENIUS (1983, S. 131 £f) und BASILEVSKY (1983) be-
handelt. Der Forderung nach Invertierbarkeit von
(I - B) entspricht die Forderung, keine "liberfliissigen"
latenten abhdngigen variablen in {(3.1) aufgenommen zu
haben. Ist (I - B) nicht invertierbar, kann man die n
bei Kenntnis der £ nicht vorhersagen, wie man an (3,2)
erkennt.

Die Bedingung, die an die Eigenwerte von B gekniipft
wird, spielt bei den Zeitreihenmodellen (vgl. a. Ab-
schnitt 4.2) eine Rolle. Durch sie wird verhindert, daB
die Werte der abhdngigen Variablen {iber alle Grenzen
wachsen ("explodieren"), wenn man nur geniigend Zeit ver-
streichen liefe,

Bringen wir in (3.1) die latenten abhldngigen Variab-
len nach links, haben wir (I - B)n = T'f + z und damit
die Vorhersagegleichung ("reduzierte Form") der latenten
Variablen
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1

re+x-m7g

(3.2) n = (I -B)
Die Vektoren der latenten Variablen n und g kodnnen nicht
direkt beobachtet.werden.Gemessen werden statt dessen
deren Indikatoren y' = (y1, yZ,...,yp)‘ und x' = (x1,
xz,...,xq)‘. Die Beziehung zwischen den Indikatoren und
den latenten Variablen werden auch hier wieder durch

multivariate Regressionen gekennzeichnet:

(3.3) i ks 058 Mefmodell fir x
(3.4} X=A E+3 MeBmodell fiir y
mit ﬁy = Regressionsmatrix der Ordnung (p x m) fir die

Regression y auf die n
= Regressionsmatrix der Ordnung (g x n) fiir die
Regression x auf die g

= p-dimensionaler Zufallsvektor mit MeBfehlern

e [m

= g-dimensionaler Zufallsvektor mit MeBfehlern
Alle Annahmen sind in (3.5) zusammengefafit:

(3.5a) Bisy = Eley = &gy = 0
£ 2]
- e
§ 5. 85
{3.5b) 4 o* o ¥
n o*  0* E(n,z') &ln,n')
£ o* o*  0* Elg,n') ¢
A A g

Wichtig fiir unsere Betrachtung ist die Tatsache, daB von
den Erwartungswerten fiir die n, £, ¥ und X nicht gefor-

dert wird, sie miiften Null sein.
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Die Momentenmatrizen EG' 99' 5] 2, ¥ stellen ebenso

’
wie die Regressionsmatrizen B, L,sz, ﬂy Parameterma-~
trizen dar, die geschitzt werden miissen. Die mit * ge-
kennzeichneten Matrizen in (3.5b) sind a priori Null.
Die Momentenmatrizen E(n,n'), £(£,n') und £(n,z') lassen
sich aus den Parametermatrizen herleiten, So ist z.B.
unter Beriicksichtigung von (3.2) die Momentenmatrix der
latenten endogenen Variablen:

(3.6) &Eln,n") = (I - E)_1

(.o r' + 3 (I~ 8)
wobei: (I - E)_T = [}E - E)_i]‘ = L = B)*

Fiir die anderen Momentenmatrizen gilt

(3.7a) Eg,')

n
e
[
=

|
=

(3.7} En,z")

1
H
1
"
|-

Die Momentenmatrix der Indikatoren z'

l
<
®
[
0
o

(3.8} - L i B

ayEwasy ¢ 8| 4 EmENs ¢

A ElintIa, ¢ 2,

Ist zusitzlich&E(E) = 0, dann ist ¢ die Kovarianz-

matrix der £ und I die der Indikatoren.

—zz'’
Wie man an (3.8) sieht, sind die Elemente von-gzz,
Funktionen der zu schidtzenden Parameter in gy, gx, B,

T, %, ¥, 8 ge sowie gae. Dabei gibt es neben unbe-

Gr
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kannten freien Parametern solche, die einander gleich
sein sollen {"constrained parameter") oder andere, die
auf einen bestimmten Wert fixiert sind ("fixed para-
meter") . Letztere werden im folgenden Manuskript mit
* gekennzeichnet. Auf diese Weise 1&8t sich der Para-
meterraum § unter einer bestimmten Nullhypothese H,
einschridnken zum Parameterraum .

Vor 1982 wihlte JURESKOG filir das Strukturmodell
{3.1) eine andere - in der Okonometrie iibliche - Dar-

stellung
(3.9) Bn = L§ + ¢

wobei die Diagonale ven B aus Einsen bestand. Da die
Nebendiagonalelemente von B mit -1 multipliziert werden
muBten, um als direkte Effekte der latenten endogenen
Variablen untereinander interpretiert werden zu konnen,
wird ab der Programmversion LISREL V die einfachere
Darstellung in (3.1) gewdhlt, Die Beziehung zwischen
der neuen und der alten B-Matrix ist

(3.10) By = I-B bzw. B__ = I -

= —neu —neu Ealt

In vielen Fillen werden Hypothesen gepriift, die sich
auf Gruppenunterschiede beziehen. In diesem Fall wird
das LISREL-Modell (3.1), (3.3) und (3.4) gruppenspezi-
fisch formuliert und geschdtzt. Die zu minimierende An-

passungsfunktion (s.u.) wird entsprechend modifiziert.

3.2. Teilmodelle

Aug dem Gesamtmodell (3.1), (3.3) und (3.4) lassen sich
verschiedene Teilmodelle ausblenden, wenn man einige der
Variablen y, X, n, &, ¢, 8, oder ¢ wegldBt. Eine Uber-
sicht der hier behandelten Modelltypen haben wir in
Tabelle 3.2 zusammengetragen.
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Zuerst gehen wir auf das ALM in seiner multivariaten
Formulierung (2.22), (2.27) ein. Wir betrachten dabei
jetzt nicht - wie in (2,27} geschehen - Datenmatrizen
von N Beobachtungen auf T abh3ngigen und g unabhidngigen
Variablen, sondern wie im LISREL-Modell nur die Variab-
lennotation. Wir kdnnen dann das multivariate ALM in
Variablenschreibweise formulieren als

(3.11a) ¥ = 1XBrKr  * g (nach 2.27)

oder transponiert als

(3.11b) K

1 = 7RgBg¥; ¢

o1 (nach 2.27)

(3.11b) entspricht dem LISREL-Modell wenn man eine Reihe

von Setzungen vornimmt (s. Tabelle 3.1):

multivariates ALM LISREL~Modell
B = 0 in (3.1}
e = 0 in (3.3)
Ex = I, 8 = 0 in (3.4)
K z A in (3.3
S Ay ( )]
B' = T in (3.1}

jm
1]

A i A
Az in (3.1)

Tabelle 3.1: Das meB8fehlerfreie LISREL-Mcdell y = iyzz +
ﬁyg als Kquivalent zum multivariaten ALM

Die zundchst noch vordergriindige Zhnlichkeit der Mo-
dellformulierung beinhaltet jedoch noch nicht den Beweis
der Aquivalenz beider Ansitze. Dazu bendtigt man noch
die Anpassungsfunktion von LISREL. Es 148t sich zeigen,
das die Schitzungen im ALM und in LISREL identisch sind,

wenn ¥ und ¢ frei bleiben.
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Tabelle 3.2: Zusammenstellung der hier behandelten

LISREL-Modelle

s o
qumlHu v=2x sweys&ssbunystah
"hzq -TeTIuULIa33TA USYDSTI
i - - - e KE_ —K
M< (@ -D & ﬁnﬁm -1 hﬁ VA8 ¢m< = X ~SBUYD03E S9UTD UOT]
9 +Ug =1 —eurxoxddy sIwouTT 21p
T +%g =%
TMzq TTopow
Fn_ﬁm -I) & Fnﬂm -1 i uT = X ~UayTaI}Tog SATSSaIboI
2 +Ug =T -o3ne ajerIRATITON SEp
PreEry = X
7| e g G
1227 T hﬂ - (WI¥) Tropouw
T hm _ m.ﬂnw » 3§ MVMQ - —udAInysumMysyosem sSep
= _ _le.. (WY sop Tre3Terzads)
—_— — 1227 T+ %1 =X uotssaxbay
[ | _ o+ I01

SIETIRATITOW,/ IR TIRATUN

UDTARTIRATTOPON I8P XIIFRUUSIUSUON

TISPON-THESIT
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1.3, Die Schatzfunktion von LISREL

Es sel 2y, .../ Zy eine Zufallsstichprobe der Gr&Be N.
z; ist die Realisation i einer (p + ¢)-dimensionalen
multivariaten Zufallsvariablen. Die multivariate Ver-
teilung besitzt den Erwartungswertvektor p und die
nichtsinguldre Kovarianzmatrix I. Dann ist die Likeli-

hocd der Beobachtungen

1 N

‘| -
(3.12) L(g,Z) = expl- 5 I (2;-p)'2
(zﬂ)N{p+ql/21£|N/2 i=1

1

«(z; -p)

Zur Parameterschitzung wihlt man Schitzer fir p und I

N .
(3.13a) i = % Tz, =12 (= Stichprobenmittelwert)
i=1
i 0 = =
{3.13b) I = i I (z.-2)(z,-Z)' = 8§ (= Stichprocben-
i=1 : ;
kovarianzmatrix}

Dabei sollen p und I Funktionen eines Parametervektors
8 sein. Dann ist der natilirliche Logarithmus der Likeli-
hood (s. a. MORRISON, 19762, s. 99):

{(3.14) 1n L{p(8),Z(8)) = - % [(p+q} In(2m) + In|E|
+ Spur{§£_1} + (iﬁﬁ)'£_1(§—gl]
Filr unseren Fall gilt auBerdem noch

(Z-p) 'z (Z=p) = Spurl(Z-p) (Z-p) 'z 1.

Dann kann die Maximierung von (3.14) durch die Mini-

mierung von {(3.15) erreicht werden.
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1

(3.15) F(p(e),2(8)) = In|z| + spur{sz '}

+ spur{ (3-p) (Z-p) 'z}

SORBOM (1974) addierte zu (3.15) noch die beiden Kon-
stanten -1n|8| und -(p+q) hinzu, was zu Vereinfachungen
bei den PriifgrdB8en fihrt (s.a. Abschnitt 3.4). Wir
haben dann als zu minimierende Funktion

1

(3.16) F(p(8),z(8)) = In|Z| + Spur{ss '}

+ spur{ (z-p) (Z-p) '27'}- 1n|S|- (p+q)

Zur Schdtzung der Parameter wird in LISREL aber statt

(3.16) die einfachere Funktion (3.17) minimiert
(3.17) F{p(8),L(8)) = In|Z| + sPur{§§'1}— In|g|- (p+q)

Die Konstanten 1n|S| und (p+q) erreichen u.a., da8
die Funktion (3.17) bei perfekter Anpassung des Modells
genau den Wert Null annimmt. Dann ist 1n|z| = 1n|S| und
Spur{§£_1} = (p+q).

Offensichtlich hatte JURESKOG bei der Formulierung
von (3.17) an die Analyse von Kovarianzmatrizen S ge-
dacht. Es schien, daB mit LISREL keine Rohdaten oder
Mcmente um Null:

= Zz ! =1_.
{(3.18) M s + zz Nl

z.z!
=i=i
1

W e =

analysiert werden diirfen. Verwendet man im Programm statt
der Kovarianzmatrizen § und I die Momentenmatrizen
M =35 +zz" und I = ¢ + pp', dann minimiert das Programm

unter Benutzung von (3.17):
(3.19) F(1(8)) = 1n|K| + Spur{Mi™'} - 1n|M| - (p+q)

Gliicklicherweise konnten JUORESKOG & SURBOM (1980) zeigen,
daB die Minimierung von (3.19) identisch ist mit der
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Minimierung von (3.16), wenn die Momentenmatrizen eine
besondere gerdnderte Struktur (s. (3.20a) und (3.20b})
besitzen. Da die Schitzer, die (3.16) minimieren, auch
den natiirlichen Logarithmus der Likelihcod (3.14) maxi-
mieren, kann (3.19) als korrekte Schidtzfunktion ange-
sehen werden.

{3.19) ist identisch mit (3.16), wenn die Momenten-
matrizen folgende Struktur besitzen:

* 1 N * % 5 + i E' ET 2
(3.20a) M = . F z;z;" = — e it z* =|Z
§=1 ~* z 1 | - 1
o+ popt|p
(3.200) 1" = £z, 2z ) = —
| 1

Zum Beweis miissen wir zeigen, dal
* i * *_1 *
Inn + Spur{M I "'} - 1In|M | - (p+tg+l) =

In[z| + spur{Sz™'} + Spur{(z-p) (z-p)'2”")- In|S|- (p+q)

ist.

Zu beachten ist, daB sich durch Einfiihrung der
Scheinvariablen 'l' die Zahl der Variablen um 1 auf
{p+g+1) erhoht hat, sodaB die entsprechende Konstante
links vom Gleichheitszeichen entsprechend gedndert
werden muBl.

Zundchst zeigen wir, daB ]f| = |8| und |E*l = |z
ist. Die Determinanten der Blockmatrizen E* und Ef be-
rechnen sich aus den Determinanten der Teilmatrizen

{s.a. MORRISON, 19?62, 5, 68)

-1

1

M| =1

s+ 58 - 517E | = 3]

*

In |

|z

1]z + pp' = pe1Tept

=1 -1

* * *
Zur Berechnung der Spur von MO bendtigt man I A

Auch zur Invertierung von Blockmatrizen findet sich bei

80



MORRISON (19762, 5. 68) eine Formel, die es gestattet,

die Inverse aus den Teilmatrizen zu entwickeln:

l_- gz Il sty
. * K],
Die Spur{M I 1} ist dann

Spur{ﬂ*g*"l} = Spur{{§+E§'—§E'?E—l

- Spur{(z—E)Jgplﬁ} + 1

Nach einigen Umformungen und zyklischen Permutationen
erh&lt man dann fiir die Spur

L1

Spur{g*g*'l}= Spur{§§-1}+ Spur{ (z-p) (z=p) 'z~
Damit ist der Beweis erbracht, daB mit (3.20) und (3.17)
Rohdaten analysiert werden diirfen.

Wir missen also, wie in der Regressionsanalyse mit
Kenstanter {iblich, eine Dummyvariable spezifizieren, die
fiir alle Becbachtungen der konstanten Wert '1' besitzt.
Ferner miissen in der Stichprobenmomententmatrix und in
der Mcmentmatrix der Population an vergleichbaren Stellen
Mittelwerte und Erwartungswerte stehen (zweckmiBiger-
weise in der letzten Zeile}.

Es ist dabei zu beachten, daB entsprechend zu (3.17)
alle Ausdrucke von LISREL immer die Namen § und I ver-
wenden, auch wenn es sich um g* und E* handelt. Insofern
haben wir uns auch an diese Tradition gehalten und in
Abschnitt 3.1 und 3.2 immer : geschrieben, auch wenn
Mcomentenmatrizen um Null zugelassen sind.

Wichtig hierbei ist zu sehen, daB flir g* keine multi-
variate Normalverteilung mehr gefordert wird. Hhnliches
gilt auch fiir das ALM, wie schon in Abschnitt 2.1 er-

wahnt wurde.
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3.4, Hypothesentests

Hypothesentests werden nach der im Abschnitt 2.1 be-
schriebenen Methode der Likelihoodquotiententests durch-
gefiihrt. Wir wollen jetzt drei ineinander geschachtelte
LISREL-Modelle formulieren, die zu den verschiedenen
statistischen Hypothesen korrespondieren. Der Einfach-
heit halber werden wir unsere Argumentation auf (3.14)
stlitzen und dabei so tun, wie wenn wir nur Hypothesen
{iber Kovarianzen formulieren wiirden. Da wir aber auf
Grund des Beweises im Abschnitt 3.3. wissen, da8 mit der
Minimierung von (3.19) die korrekte Likelihood (3.14)
maximiert wird und damit auch Mittelwerte Funktionen
von Modellparametern sein diirfen, kdnnen wir auch Hypo-
thesen iiber Mittelwerte priifen. Solange die Momenten-
matrizen M und I die Struktur (3.20) besitzen, diirfen
sie in der weiteren Betrachtung fiir die Kovarianzma-
trizen S und I substituiert werden.

Das erste Modell nennen wir idiographisches Modell.

Die Parameter dieses Modells werden nicht tatsdchlich
geschitzt. Das idiographische Modell dient nur zur Ver-
deutlichung einiger Gedankengéinge. Das idiographische
Modell enth#lt soviele unbekannte Parameter, daB ein
beliebig positiv definites S unter seiner Kontrolle er-
zeugt sein kdnnte. Bel geeigneter Parameterwahl kann aus
dem idiographischen Modell eine Matrix-iid hergeleitet
werden, die der begbachteten Stichprobenkovarianzmatrix
exakt entspricht (I;4 = S). Das Maximum der Likelihood
liegt im uneingeschrénkten Parameterraum bei S.

Den Logarithmus der Likeligood Lig dieses Modells er-

h&lt man durch Einsetzen von f,. = 8 fiir I in (3.14):

id
(3.21) Iniyg=c-3[misl+ ®+a]

Das zweite Modell ("vclles Modell") geht aus dem
ersten Modell durch Einschrinkung des Parameterraumes
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hervor. Die Kovarianzmatrix dieses Modells soll i, ge-
nannt werden. Den Logarithmus der Likelihood L1 dieses
Modells erhdlt man durch Einsetzen von I, an die Stelle
von I in (3.14)
(3.22) In L, =¢= g [1n|i1|+ Spur {§§1-1}]

N =
Nach (2.10) verteilt sich die Gr&Be - 2 1n A = - 2 ln—
nach der Chiquadratverteilung mit v Freiheitsgraden Lia

{3.23) - 2 1n l1 -2 (In L

1 = 1n L)

n [{ln|i1] + Spur{§§;1} - ln|§l‘(p+qﬂ

=nF, - xz(v1}
mit vy = Psg T Py
Pig = Zahl der unabhingigen Parameter im
idiographischen Modell (= Zahl der
Elemente in S}
Py = Zahl der unabh&ngigen Parameter im
vollen Modell
F = Anpassungsfunktion (3.17) flr das

volle Modell

Es besteht also eine einfache Beziehung zwischen der An-
passungsfunktion (3.17} und dem Likelihoodquotiententest
mit der Hypothese "idiographisches VS. volles Modell™.
Das dritte Modell ("eingeschré@nktes Modell") geht aus
dem vollen Modell durch eine weitere Einschréankung des

Parameterraums hervor. Die resultierende Anpassungsfunk-
tion F, beinhaltet - &hnlich wie (3.23) - einen Likeli-
hoodquotiententest mit der Hypothese "“idiographisches
Modell vs. eingeschrdnktes Modell":
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- 2 [ln Lo - 1ln Lid]

+n [1n |i°[+ Spur{g-io}-lnlgl—(p+ql]

(3.24) - 2 1n Ag

n

= n F0 ~ % {UO)
Wit Ny, B By b
P = Zahl der unabhingigen Parameter im

eingeschridnkten Modell

Um zu priifen, ob der Ubergang vom vollen zum redu-
zierten Modell gerechtfertigt war, testen wir die beiden
Modelle gegeneinander, Das volle Modell reprédsentiert
die klassische Alternativhypothese H1 und das redu-
zierte Modell der Nullhypothese HG. Der Likelihood-
quotiententest zur Testung der Hypothese "volles vs.
eingeschrinktes Modell" wird auch hier wieder Uber die
Grofe - 2 1n ) gepriift:

(3.25) - 2 In 2 - 2 (In L, - 1n L1)

-1
n [1n|§o| + Spur{St_'} - 1ln|Z,]

Spur{§£;1} ]

1]

e = 2 i 2
n FCI n F-I XO(VOI )(1{“1)

- 2
= Xaigg Vv,

Der Test wird also {iber die Differenz der Anpassungschi-
quadrate gefiihrt. Die Differenz der einzelnen Chiqua-
drate hat dabei Vg om N Freiheitsgrade. Es mufl aller-
dings beachtet werden, daB eine fortwdhrende Testung von
ineinander geschachtelten Modellen an denselben Daten
das Signifikanzniveau in unkontrollierter Weise verdn-
dert,
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In vielen Fdllen missen Hypothesen {iberpriift werden,
die sich auf verschiedene Gruppen beziehen. So wird im
t-Test fir unabhingige Stichproben untersucht, ob die
zwel Stichproben aus einer gemeinsamen Population
stammen. Fir das volle Modell (Alternativhypothese H1)
werden jetzt zwel gruppenspezifische LISREL-Modelle
spezifiziert und geschdtzt. Fiir das reduzierte Modell
(Nullhypothese) werden die gleichen Modelle - aller-
dings mit der Einschrénkung gleicher Regressionspara-
meter fiir beide Gruppen - geschitzt. In beiden Fillen
wird die Anpassungsfunktion (3.17) iliber die Gruppen
summiert und minimiert. Die Summation der Anpassungs-
funktionen ist wegen der Unabhfngigkeit der Stich-
proben erlaubt. Wir haben in allen Fdllen, in denen
solche gruppenspezifischen Modelle aufgestellt werden,
diese durch den Index g gekennzeichnet.

4, Beigpiele

Wir wollen nun an einer Reihe von Beispielen die An-
wendung von LISREL demonstrieren. Die Beispiele in 4.1.
befassen sich mit der Auswertung von Experimenten und
die in 4.2. mit der Analyse von Zeitreihen. Jedes Bei-
spiel gliedert sich in zwei Teile: 1. "klassische"
Darstellung der Methode, 2. Darstellung der Methode als
LISREL-Variante.

4,1, Beispiele im Rahmen des ALM

4.1.1. Der t-Test fiir unabhingige Stichproben

Ahnlich wie in 3.4. fiir LISREL lassen sich fiir die Mo-
delle im Rahmen des ALM drei ineinander geschachtelte
Varianten formulieren, die den statistischen Hypo-
thesen entsprechen: 1. das idiographische, 2. das volle
und 3. das reduzierte Modell (NAMBOODIRI, CARTER &
BLALOCK, 1975)., Das idiographische Modell dient auch
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hier nur zur Verdeutlichung einiger Gedankengdnge. Es
enthilt soviel Parameter wie Individuen, Es wird also an-
genommen, daB jede Person aus einer eigenen Population
stammt. Das Modell (2.1), (2.22a) und (2.27) enthdlt die
Matrix NgN = NEN (I = Einheitsmatrix) und einen N-dimen-
sionalen Parametervektor N§1 {(2.4) . Das Mcdell hat N
Freiheitsgrade und das multiple R? ist 1, da sich die
Rohdaten exakt vorhersagen lassen. Dieses N und R?
tauchen in der PriifgréBe (2.21) im Nenner auf.

Das volle Modell (s.a. 2.12) leitet sich aus dem idic-
graphischen Modell durch Einschrinkung des Parameter-
raums her. Wir nehmen an, daB die ersten N1 Personen alle
den gleichen Parameter B1v "besitzen". Fiir die restlichen
N, Personen nehmen wir das entsprechende fir BZv an. Un-—
ter dieser Voraussetzung ist N = N, + N, und (2.1) kann
in dem Sinne so ver#dndert werden, daB g = 2 wird. Die
auf zwei Spalten geschrumpfte Matrix X wird jetzt "De-
signmatrix" genannt und gibt durch den Wert '1' oder '0f
in Spalte g=1 oder g=2 an, ob diese Beobachtungen aus
Population 1 oder 2 stammt. Im vollen Modell ist die
Alternativhypothese H, enthalten,

Das eingeschriénkte (reduzierte) Modell reprédsentiert

die Nullhypothese H, und geht aus dem vollen Modell durch
eine weitere Einschrinkung hervor. Die Beobachtungen sol-
len jetzt nur noch aus einer Population mit gemeinsamen
Parameter Br stammen. Unter dieser Voraussetzung dege-
neriert die Matrix X in (2.1a) zu einem Spaltenvektor
nXq s der fiir alle Beobachtungen nur den Wert '1' enthdlt.
Der Anstieg der Fehlerquadratsumme wird dann nach (2,20}
oder (2.21) - wenn man den Abfall der R? als PrilifgrdBe
nimmt - zur Testung der Nullhypothese herangezogen. Zieht
man die Quadratwurzel aus dem F;Wert, erhdlt man die
PriifgrdBe t, von der der t-Test seinen Namen herleitet,
Will man ALM und LISREL vergleichbar machen, ist es
am einfachsten, wenn man die Nullhypothese Ho mittels
dem reduzierten (bzw. eingeschrénkten) Modell représen-
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tiert. Die Alternativhypothese H1 verbirgt sich dann im
vollen Modell. Da LISREL nur Mcmente bzw. Kovarianzen
und nicht wie das ALM Rohdaten analysiert, fallen dann
in diesem Zusammenhang idiographisches und volles LISREL-
Modell zusammen.

Betrachten wir ein konkretes Beispiel:

volles Modell reduziertes Modell
¥ =X, 8, +¢ey Y =X Bt ey

72 10 72" 1

67 1 0 67 1

52 1 0 52 1

54 1 0 54 1

46 1 0 46 1

58 1 0 58 1

59 1 0 59 1

54 1 0 54 1

58 1 0 B1V 58 1

63 1 0 63 1

(4.1) |-=| ==~ . e —-=--[ﬁ]+5

75 0 1] |8, ¥ 75 1 " *
66 0 1 66 1

55 0 1 55 1

61 0 1 61 1

55 0 1 55 1

63 0 1 63 1

57 0 1 57 1

54 0 1 54 1

59 4] 1 59 1

66 LO 1. L - [ 66 LL L

Als Schdtzungen erhalten wir fir

das volle Modell das reduzierte Modell
B1v = 58.3 Br = 59.7
(4.2) B = 61.1
v N N
- " ~2 ~ -2 i
QR = & BL.E 905.0 an— L EiL T 944,2

i=1 i=1

Die Regressionsparameter entsprechen also den jeweiligen
Stichprobenmittelwerten., Im vollen Modell erlaubt also
die Kenntnis der Gruppenzugehdrigkeit eine Vorhersage
des individuellen Becobachtungswerts nur bis zum jeweili-
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gen Gruppenmittelwert B1v oder Bzv‘ Im reduzierten Modell
ist die beste Vorhersage eines individuellen MeBwerts der
gepoolte Gesamtstichprobenmittelwert Br.
Als PrifgrtBe verwenden wir (2.20)
(944.2 - 905.0) /(2 - 1)

(4.3) F " = = 0.777 (p=.39)
empirisch 905.0 / (20 - 2)

Da dieser Wert kleiner als der kritische Wert F (a = .05,
df1 =1, df2 = 18) = 4,41 ist, wird die Nullhypothese
beibehalten: die Mittelwerte unterscheiden sich nicht

signifikant.

4,1.2. Der t-Test als LISREL-Modell

Die statistische Alternativhypothese spiegelt sich im
vollen LISREL-Modell wieder, Da - wie wir gleich noch
sehen werden - dieses Modell die Momente perfekt re-
produziert, ist die tiber alle Gruppen g summierte Priif-
grdBe (3.23) gleich Null. Daher ist das volle LISREL-
Modell im Gegensatz zum vollen ALM=Modell {iberfliissig!
Wir werden aber aus rein deskriptiven Griinden auf das
volle Modell eingehen.

Das volle Modell ist ein gruppenspezifisches Sub-
modell von (3.1) - (3.4) (s.a. Tabelle 3.2):

(4.4) ¥g 5 g Xg + Cg
mit: ¢ = gruppenspezifischem Index (g = 1,..., G)
yg = gruppenspezifischer Regressionsparameter:
Y4 ist identisch mit E1v in (4.1)
Y5 ist identisch mit B2v in (4.1)
xg = Scheinvariable mit Wert 'l' fiir alle

Mitglieder der Gruppe g
verschwindenden Matizen B, ©

A= 1,0*
=yg

&' gs aber éxg'

Die zu analysierenden Stichprobenmomentenmatrizen g;
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entsprechen in ihrer Struktur (3.20a) und lauten

3450,3 | 58.3 3772.3 | 61.1
(4.5) My = M3 =
58.3 1 1.0 61.11 1.0

Die modellgeméfien Momentenmatrizen E; entsprechen in
ihrer Struktur (3.20b} und lauten in Modellparameter
aufgeltst {(s.a. Tabelle 3.2}):

F

+
(4.6) P I I | s
_g *_
Yq l 1.0%=¢

Die rechte untere Ecke der Matrix (4.6) wird durch die

sogenannte FIXEDX-Option des Programms LISREL auf '1'
fixiert., An dieser Stelle steht das Moment um Null fiir
die Scheinvariable x, die fiir alle Persconen der Gruppe
g den Wert 'l' besitzt. Zu beachten ist ferner, das das
Programm LISREL die Matrizen (4.5) mit § und die
Matrizen {4.6) mit I bezeichnet.

Die geschdtzten E; sind identisch mit g;, sodafl die
geschitzten Parameter ¥ _und ¢g aus den entsprechenden
Stellen von M® ablesbar sind. Die iiber alle Gruppen auf-
summierte PriifgrtBe (3.23) ist Null.

Das eingeschridnkte Modell représentiert die Nullhypo-

these Hy: "Beide Stichproben entstammen einer Population.
Wir legen den gruppenspezifischen LISREL-Modellen (4.4)
die Restriktion o B auf, Als Schédtzungen erhalten
wir

(4.7) ?1 = ?2 59595 $1 = 53.9, $2 = 40.5

Das liber alle Gruppen summierte Anpassungschiguadrat
{3.24) bhetragt

{(4.8) X;mp = 0.76 mit 4f = v, = 4 -3 =1 (p=.38)

Das Ergebnis ist damit identisch zu (4.3). Wir behalten
die Nullhypothese bei. Das Pfadmodell des t-Tests findet
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sich in Figur 4.1 und die LISREL-Steuerkarten fiir das
reduzierte Modell in Tabelle 4.1.

* *
1Y=1 .0 P Yy L 1.0
- ¥
n b 4 = '1
yg Y g N t;‘E'l\ g9
g
Figur 4.1: Pfadmodell des t-Tests
aamsarannerRannine T — TEST FUEP LiihgW, STICHPRIAEN £
- EINGESCHRAENKTES ®IDELL sl
LE ] DATEW: HLC GEL.5.137 g
L DATEMPARAMETER
L EIMIULESENDE YARIASLE
L GRIESSE DER T.GRUPPE
[ ANaLY$E DEE MOMENTENMATRIXN UM NULL
:
ez
RAMDATA
(2F2.0
- |
af 1
i
Se 1
[T
iz 1
57t
54 1
k1
83 1
Ho € MOIELLPARAMETER
HY=1 € BNIAHL DER ¥
HEs] T ANIAWL DER X (=GRUPCTIERUNGSYARIABLE}
NETaxT € ANIAHL OB ETX
HR5I®] L ANIAHL DER REIT
F1REDX € X 4IRD ALS MESSFEHLERFREI ANMGENDHMMEN
LY=IDENTITY € REGRESSIONSMATRIN ¥ AUF ETa
LAi=I0ENTITY € RESRESSIONSMATRIN X AUF K5I
BE®IERD [ GEJICHTSMATAIX DER LATENTEW ENDOS
GA=FREE L REGAESSIONSMATRIX
PHI=SYHMETRICLFIXED [ MDMENTENMATRIX DER EXOS
PSIE31AGONAL #FREE L MDMENTENRATAIX DER GLEICHUNGESFEHLER
T C MDMENTEMMATAIX DER MESSSEHLER O,ENDOS
EaQ

ou SE T¥ PO RS 55 TO
. wnasnumes T = FE5T FUER UNABH. STICHPROREN #eassdususebiwiddbiadid

.
LA 2+ FAUPPE wag
.
.
L baleyPaRaMETER

"
3
L&

LL-LAd
LABELS
grorye
RAWDATE
(2F2.0)
T5

o
[

MIDELLPARAMETER

A LS MESIFEHLTRFREI

LY GLZIBT INVARIANT (MIE IN SRAUPPE 1)
BETA SLETAT IWVARTANT

PATTERY LUND STARTWERTE MIE IN GRUFPE 1
FATTERN UND S5TRRTWERTE WIE IY GRUFPFE 1

FLEEDE

Lr=lH

BE=IN

GA=PE

PSERS

TE=IN
EQUAL SAMMALI1.13 GSAHMAIZ-1-1)
QU S5E TV PC RS 55 To

nAonnon

Tabelle 4.1: LISREL-Steuerkarten fiir den t-Test
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4.1.3. Die einfaktorielle Varianzanalyse mit festen
Effekten

Zur Betrachtung der einfaktoriellen Varianzanalyse
miissen wir die tlberlegungen von Abschnitt 4.1.1. auf den
Fall mehrerer Gruppen g > 2 generalisieren. Wir wollen
das gleich an einem Beispiel mit g = 3 und N = N1 + Ny =

N, demonstrieren.

3
volles Modell reduziertes Modell
~ 3] [1 o 0] " 3] "1}
5 1 0 0 5 1
6 1 0 0 6 1
5 1 0 0 3 1
3 1 0 0 3 1
10 o 1 of |Pv 10 1
8 0 1 0 8 1
.9 st=o 1 of-ls, I+ 5| =1} 8 +
7 o 1 ol | %] V| 7 1| T
5 0 1 0 5 1
8
P B T 3V ——— —
13 0 0 1 13 1
11 0 0 1 11 1
7 0 0 1 7 1
11 0 0 1 11 1
8] Lo o 1] 8 [ 1]

Als Schitzungen erhalten wir fir

das volle Mcdell das reduzierte Modell
B1v = 4.0

B2v = 7.0 Br = 7.0

{(4.10) 5 =
B3v = 10.0
N N

Q- = © €% = 50.0 Q2 = - g2 _ = 140.0
& 4 W B0 4=

RL = 0.64 R2 = 0,00

@ Qo
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Verwenden wir die PriifgréBe (2.20), erhalten wir

(140.0 - 50.0) /(3 - 1)

(4.11}) Fempirisch= = 10.8
50.0/(15 - 3) (p=.0024)
und bei Priifgrdfe (2.21)
{0.64 - 0.00)/(3 - 1)
ez Fempirisch: = 10.8

(1.00 - 0.64) /(15 - 3)

Da dieser Wert gré&Ber ist als der kritische Wert
F (0.05, df1=2, df2=15} = 3.88 verwerfen wir Hg.

4.1.4, Die einfaktorielle Varianzanalyse als LISREL-Mo-
dell

Das volle LISREL-Modell entspricht (4.4) (s.a. Figur
4.1). Da es die gruppenspezifischen Momentenmatrizen

perfekt anpaBt und daher das iiber alle Gruppen summierte
Anpassungschiquadrat Null ist, ist es zum Hypothesen-
testen wertlos. Wir kdnnen daher direkt zum einge-
schrédnkten Modell {ibergehen,

Das eingeschrinkte Modell repridsentiert die Nullhypo-

these Hg: By = By = U3, Die drei Stichproben entstammen
entweder drei Populationen mit gemeinsamen Mittelwert
oder einer Population. Auf das LISREL-Modell (4.4) iiber-
tragen lautet die Nullhypothese Hy: Y1 = Yy = v3-

Die Schétzungen sind

(4.13) ?1 = ?2 = ?3 = 6.622; &1 = 8.47; $2 = 3,74;

16.21

=3
L
n

Das lber alle Gruppen aufsummierte Anpassungschiquadrat
(3.24) ist
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(4.14) 2 = 11.69 mit 4f

empirisch Vgt R0 = B S

.003)

und (p

auffillig ist, daB der gemeinsame Parameter y_ mit
seinem Schédtzwert ?g = 6.622 von ﬁr = 7.00 abweicht. Der
Grund hierfir liegt darin, daB wir stillschweigend die
Homoskedastizitdtsannahme (2.1b) fallengelassen haben
und ¥_ keine Schidtzung nach (2.4) ist. Das k&nnen wir
jedoch leicht nachholen und die Annahme (2.1b) in das
LISREL-Modell aufnehmen, Wir legen dem Modell (4.4) zu-
sdtzlich die Bedingung auf, daB die gruppenspezifischen
Momente der Fehlervariablen ;g identisch sind. Dann

sind die Schitzer

?1 = ?2 = ?3 = 7.000; $1 = $2 = $3 = 9.332
{p = .009)
mit dem Anpassungschiquadrat x;mp = 13,52 (p=.009)
und mit 4df = vy = 6 - 2 = 4
Auch hier verwerfen wir die Nullhypothese.

Fassen wir das Modell mit 4 Parametern (kein Homoske-
dastizitdtsannahme) als volles Modell im Sinne wvon (3.23)
auf und das Modell mit 2 Parametern (mit Homoskedasti-
zitdtsannahme) als reduziertes Modell im Sinne von (3.24)
ergibt die Chiquadratdifferenz (3.25) einen Likelihood-
quotiententest.

2 _ 2 - _ s S
(4.15) X, X3 13.52 11.69 1.83 X3iffE

mit 4f = df0 -df, =4 -2 =2 = df

1 diff

Da dieses X&iff nicht signifikant ist, kann man die
Homoskedastizitdtsannahme beibehalten und (4.15) als be-
stimmendes Ergebnis wdhlen. Die Unterschiede in den
Signifikanzniveaus ergeben sich durch Rundungsfehler.
Man erkennt die Identitdt von (4.15) und (4.9) daran,
daB man aus den Schitzungen der Fehlermomente die Qua-

dratsumme der Residuen in (4.10) replizieren kann.
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(4.16) Qau = N1-$1 + Nz-wz + N3-$3 = 140.0

4.1.5. Der t-Test fiir abhingige Stichproben im ALM

Werden zu zwei Zeitpunkten an einer Gruppe veon Personen
Daten erhoben und will man die zwei Mittelwerte testen,
ist der {ibliche t-Test nicht mehr statthaft. Die Annahmen
{2.1b) und (2.1c) lassen sich wegen der (meist vorliegen
den) Korreliertheit der Zeitpunkte nicht mehr halten.
Die Korreliertheit kommt durch ein gewisses "Beharrungs-
vermdgen" der Daten zustande: Perscnen mit Werten iiber
dem Durchschnitt tendieren dazu, auch bei der zweiten
Messung iiberdurchschnittliche Werte zu zeigen. Die
gleiche Datentrigheit ist auch fiir unterdurchschnitt-
liche Werte zu vermuten.

Aus diesen Griinden wurde der t-Test fiir abhingige
Stichproben entwickelt. Bei seiner Anwendung werden die
MeBwertdifferenzen pro MeBwerttrdger i berechnet.

(4.17) di = Xyp ~ Xy
Als PriifgrtBe wird der t-Bruch

(4.18) tempirisch =
Sa

Stichprobenmittelwert der di

mit d

Saq Standardabweichung der di

herangezogen. Fiir die Daten in Tabelle 4.2 gibt MORRISON

2 ;
{1976°, S. 143) einen t-Wert von tempirisch = -3.39 an.
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Patient Placebc Medikament Differenz Priifgréle

1 27 19 -8

2 21 16 -5 -7.v6

3 25 14 -11 | o ——
4 13 15 2 5.060

5 17 5 -12

6 11 3 -8 = - 3.39

¥,=19 y,=12
Tabelle 4.2: Daten filir t-Test (MORRISON, 19762, 5. 143)

Eine theoretisch fundierte Analyse im Rahmen des ALM
hdtte nach Abschnitt 2.2 zu erfolgen. Das volle Modell
wirde in der Diktion des multivariaten Modells (2.22a)

lauten:
27 19 1 € 3
21 16| |1 eal €2
25 4 M laTe, 8+ |531 c32
(4.19) 13 15| h 1 B2 . e
1T 5 1 & 941 542
11 3] | g2l od
61 €62

Das reduzierte Modell wlirde aus dem vollen Medell durch

die Restriktion B = 31 = 82 abgeleitet.
Es ist aber in diesem speziellen Fall méglich, den
t-Test im Rahmen des univariaten AIM darzustellen. Wenn

man die MeBwerte durch einen linearen Ansatz mit per-
sonenunabhingigen Zeiteffekten und zeitunabhingigen Per-
soneneffekten erkliren kann, ist pgp in (2.22) von be-
sonderer Struktur (MUBUS & NAGL, 1983, S. 347). Es gilt
die Homoskedastizitdt {iber die Zeitpunkte hinweg und
alle Zeitpunkte korrelieren untereinander gleich hoch
("compound symmetry"), Unter diesen Voraussetzungen
kénnen wir fiir den t-Test das univariate Modell (2.1)
formulieren. Durch die Einfiihrung von Personenvektoren
{p1 = pG} sind die Fehler im Gegensatz zu ({4.19) unab-
hdngig, obwohl die Zeitpunkte korrelieren diirfen. Das
volle Modell lautet fiir unsere Daten:
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Bensbn £ T Yy B Bally N e o .
1 o127}l [t o1 0 0 0 o o [B]
2 1]21] |1 o 0 1 0 0 0 of |
3 125/ |1 0o 0 0o 1 0 0 0 2v
& 10131 0o 0 0 0 1 0 of [ay,
5 1|17} 1 o 0 0o 0 0o 1 of [,
6 1011]1l1 o 0o o 0o 0o o 1 av
(4.20) = = |l liessmsmanmmmeieaie —as ola. |+ e
1 2119/ ]o 1 1 0 0o 0 0 o st v
2 21016/ fo 1 0 1 0 0o 0 o Bl
3 2f1affo 100 1 0 0 of [,
s 2 1s{lo 1 00 0 1 0 of |,
5 2|slfo 1 00 0 0 1 of [Pav
6 2|3]fo 1 000 0 0 1] -

Unter der Nullhypothese ist 8 = BZV' sodal die beiden

ersten Spalten von (4.20) zu éinem Vektor zusammengefalit
werden kénnen, der fiir alle MeBwerte nur 'l' enthdlt.

Da das X sowohl im vollen wie auch reduzierten Modell
keinen vollen Rang besitzt, kann der Schitzer (2.4)
nicht mehr berechnet werden. Wir haben die Fehlerquadrat-
summen mit einer schrittweisen Regression berechnet und
erhalten fiir den F-Bruch (2.20):

(211.0 - 64.0)}/((N + 1)} - N} 147/1
{(4.21) Femp = = = 11.48
64.0 / {((N + N) - (N + 1)) 64/5 (p=.02

Der entsprechende t-Wert ist V11.48 = 3.39. Damit ist
das Ergebnis identisch mit (4.18). Zu beachten ist, daB
die Freiheitsgrade nicht mehr,wie in (2.20) formuliert,
mit Hilfe der "Zahl der Prédiktoren" sondern der "Zahl
der linear unabhdngigen Prddiktoren" berechnet werden
miissen. Zum Begriff der linearen Unabhéngigkeit sei z.B.
auf RHENIUS (1983, S. 130) verwiesen.

Die in (4.20) gewdhlte Formulierung hat nur didak-
tischen Wert und ist fiir ein LISREL-Modell ungeeignet.
Zum einen muB flir jede Person ein Personenvektor ange-
legt werden, sodaB die Analyse groBier Stichproben un-
praktikabel wird, zum anderen sind die Spalten der
Matrix X linear abhd&ngig, sodaB I nicht invertierbar ist.

96



Die Inverse wird aber in (3.12) = (3.19) bendtigt.

Wir wollen statt dessen den t-Test als Spezialfall
des Wachstumskurvenmedell 2.3 formulieren. Das volle
Modell lautet nach (2.27):

By t

1 127 19 1 t.| t Eiiv  E12v

2 |21 16 1 11 €24 €55
3125 14 _ ]G s 7.l - 5ry €35
(4-2204 11315] = | [w 2v:1 biledlV g 2e¥
1 2 41v 42v

5 117 5 1 £ £

6 |11 3 1 551v E52v

6l1v 62v

Ein Vergleich mit (2.28) zeigt, daB B1v die Gr&fe des
konstanten Einflusses widerspiegelt. BZV ist ein MaB fiir
den linearen Trend.

Das reduzierte Modell enthdlt die Nullhypothese Hg:

52 = 0. Wir nehmen an, daB es keinen linearen Anstieg
oder Abfall der Mittelwerte gibt, Das Modell ist

: 33 12 ; & % elir S12r

3 |25 14 1 eolz 22T

(4.23) = o3 o1 17 - 31r €327
4 113 15 1 r €21r ©

r “42r
5 117 B 1 £ =

6 |11 3 1 eoix 2dr

; 61r “62r

Wir haben jetzt keine volle Trendspezifikation mehr, so-
daB K' nicht mehr wie in (4.22) invertierbar ist. Es muB
der Schédtzer von KHATRI (2.34) herangezogen werden.

4.1.6. Der t-Test filir abhidngige Stichproben als LISREL~
Modell

Wir verwenden die Formulierung des Wachstumskurvenmodell
von Tabelle 3.2 (2. Zeile) in einer leicht abgewandelten
Form, um die Flexibilit#t des LISREL-Modells zu demon-
strieren. Die Abwandlung betrifft die Fehlerspezifika-
tion, hat aber keinen EinfluB auf die Hypothesentestung.
Das volle Modell ist, da es die Daten perfekt anpabt,
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fiir die Hypothesentestung eigentlich liberfliissig. Wir
stellen es aber aus didaktischen Griinden dar. Seine

Strukturgleichung ist

n Y
(4.242) n =T £ bzw. 1 L
2 N2 Yov

Das MeBmodell der unabhdngigen Variablen ist

(4.24b) x = £ = 1 [x] - [‘5] _ [1]

und das der abhidngigen Variablen 148t sich formulieren

als

t Yy 1T 1 " €1
(4.24c) y = _@yp_ + e = . +

ty fyol |7 2 ubs €5

Den LISREL-Parametern Yivr Yoy in (4.24&} entsprechen in
(4.22) die Parameter B1v und BZv‘

Fassen wir y und die Scheinvariable x = 1 2zu einem
Vektor zusammen, entspricht dieser dem Vektor E* in
(3.20). Berechnen wir dann die Momentenmatrix fiir das
Modell {4.24) erhalten wir die gegeniiber Tabelle 3.2
(zweite Zeile} leicht verdnderte Form

A TOT"A" A
Lyl 2y | AR
(4.25) I,
—Z2Z
eT Al °
B ! 7
Cry¥igh™ ¥ By 0 (W) (W2 ek P
___________________ %_________________—————q—“____u__
i
* (Y1+72]{T1+272)+8321i (ry*273)" * 0 55 Yq*27,
|
|
Ty L RS 1
b ! -
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Die zu analysierende Stichprobenmomentenmatrix ist

395,667 252,000 19.00 = ¥,
(4.286) S = |252.000 178,000 12.00 = y,
19.000  12.000 | 1.00

Die Schitzer sind ?1v = 26.00, ?2v = =7.00, Die Schit-
zungen fiir die Fehlermomente geben wir aus Platzgriinden
nicht an. Aus ?1V und ?Zv lassen sich mit Hilfe von der
3. Zeile bzw. 3. Spalte von (4.25) die Mittelwerte in
Tabelle 4.2 leicht zurlickrechnen. Das Anpassungschi-
gquadrat ist Null,

Im reduzierten Modell wird Y, = 0 gesetzt. Die Mo-

mentenmatrix vereinfacht sich unter der Nullhypothese zu

(4.27) T

Die Schitzwerte sind ?1r = 15.50 (=Gesamtmittelwert}),
e11r = 46,90, GEZTr = 11.75 und BE = 46.92.
Das Anpassungschigquadrat (3.24) ist

ie @
sowie 29y

X =596 mit df = 5 -4 (p = 0,015)

;mpirisch
Das Wahrscheinlichkeitsniveau ist damit bis auf Rundungs-
fehler identisch mit dem von (4.21).

Die Steuerkarten fiir den LISREL-Computerlauf sind in
Tabelle 4.3 zusammengestellt. Es wird gleich das re-
duzierte Modell geschitzt.
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Wk R R eawhbadkesewn T=TEST FUER ABNAERGIGE STICHPROSEN +htasdbdhdnsaddn =L
EAEA AR AR AR AR AR AN AR A A S A S F RN AN E R P AT R P AR A R RN AN AN NARAA R AR AR SRk nan
i EINGESCHRAENKTES MODELL L
wn DATEN NACH MDRRISOHs 1976, 162FF. awg
L L L L L R i s it Lo
R AR AR AR AR Rk A kAR T P R AR AR AR N AR R AN AN RN AR A AR A Ak R TR AN A

oA C DATENPARAMETER
HNG=1 C GRUFPPENI&ML
NI=3 C IaWL DER EINGABEVARIABLEW
HO=§ C ZIAHL DER FERSONEN
HA=HR
LABELS
*
i 4 B L 5
RANDATA
(ZF3.0-F2. 2}
1 31
27 19 1
21 186 1
25 1% 1
13 151
17 51
MO L MIDELLPARANETER
NY=2 C IAHL DER Y
Hx=1 C IndL DER X
HETA®2 { ZaHL DER ETA
HESIx1 C 1AHL DER K5I
FIXEDX C X WIRD ALS MESSFEHLERFREI ANGEWOMMEN
LY=FULL,FIXED C REGRESSIONSMATRIX ¥ AUF ETA
LA=IDENTITY C REGRESSIONSMATRIX X AUF KSI
BE=1ERD C GEWICHTSMATRIX DER LATENTEM ENDOS
GA=FREE ¢ REGRESSIONSMATRIX
PHI=FIXED C MOMENTEWMATRIX DER EXTS
PSI=DIAGDNAL-IERD C GLEICHUNGSFEHLER
TE=SYNMETRIC,FREE C MOMENTEMMATRIX DER MESSF.D.ENDOS
TD=IERC
MATRIX LY
(ZF2.02
11
12
MATRIX TE
(F2.0)
0
a8
12
PATTERN GAHWA
(11}

1

o
START 0.0 Gac2.1)
By SE Tv PC RS 55 TO

Tabelle 4.3: Steuerkarten fiir t-Test (abhdngige Stich-

proben)
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4,1.7. Einfach multivariate Wachstumskurvenanalyse

Wird eine inhaltliche Variable zu mehreren Zeitpunkten
erhoben und wird die Korreliertheit der Zeitpunkte be-
riicksichtigt, spricht man von der einfachen multivari-
aten Analyse. Werden dagegen zu jedem Zeitpunkt mehrere
abhdngige Variable erhoben, liegt ein echt multivari-
ates Design vor.

Wir wollen hier einen Datensatz reanalysieren, der
von JURESKOG (1979) mit einem Spezialprogramm zur Tes-
tung linearer Hypothesen im ALM untersucht wurde. Wir
legen das Modell (2.27) zu Grunde (s.a. Figur 2.2). Im
Gegensatz zu Figur 2.2 haben wir f{ir KXK' nicht die
VANDERMODE-Matrix sondern eine Matrix mit orthogonalen
Polynomen gewdhlt. Diese Matrix weicht von derjenigen
ab, die JURESKOG (1979) angegeben hat. Das volle Modell
findet sich in Tabelle 4.4. Das reduzierte Modell kann

je nach Nullhypothese verschiedene Gestalt annehmen:

keine Zeiteffekte: B11=B12=B13=521=322=523=0
keine Gruppeneffekte: B1O=320’B11=B21"'"313=323
keine Interaktion: 811=521’B12=322'B13=323

4.1.8. Einfach multivariate Wachstumskurvenanalyse als
LISREL-Modell

Wir formulieren fiir jede der Gruppen ein Modell (2. Zeile
von Tabelle 3.2)

= T X + =1 eeer G}G .
(4.28) ng —-g =g Eg (g ’ ruppenindex)
:ﬂ_
Xg -¥9 ﬂq

oder ausfiihrlich filir das volle Modell
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D LD ) Oh L L Bt e

T1g “1g
_|Y2q} . [x =1] P £2g
TBg g C3g
“4 Y Cd
1 =
1 -3 1 =1
-1 -1 -1 3
1 -1 -3
1 3 1 1
i S B . < <"
@ o (< A
& P *
N Oy
wir = w¥e " cBr  mEr * wEr
£ £y
21.5 23 1 0 -
24 25.5 10 3 225
.5 24.5 26 1 0 g5 g &
-5 5 25 26.5 1 [} £ =
.5 22.5 23,5 1 0 g ow . @
21 22.5 100 -1 5 8
.5 23 25 1@ ¥ g8
23.5 24 10 g ¥ 7
22 21.2 10 £ 8 2
.5 19 9. 10
.5 28 28 10 Byg Byq B2 B3
29 1 o 1 6,, B A
.5 2 26.5 a1 20;721 22083
5 24 27.5 o 1
5 26,5 27 a1
-5 22.5 26 o 1
5 27 28.5 ¢ 1
24.5 26.5 ¢ 1
.5 24,5 25.5 ¢ 1
5 31 26 o 1
31 31.5 0 1
23.5 25 0 1
.5 24 28 0 1
5 26 29.5 0 1
5 25,5 26 0 1
.5 26 30 o 1
5 23.5 25 0 1
¥3 ¥y Ry Hy

konst,.EinfluB
linearer "
guadrat. "
kubisch. "

l"lAlg

n2g

n3g

N4g

by kg by
11
I T (R |

B IR T I wEr

-1 3 -3

Tabelle 4.4: volles Modell fiir einfach multivariates

Wachstumskurvenmodell {(G=2, T=4, M=1)



Die zu analysierenden Stichprobenmomentenmatrizen §1 und
§2 sind ausschnitthaft mit ihrer letzten Zeile wiederge-
geben. Nach (3.20a) miissen hier die Stichprobenmittel=-

werte stehen.

s B “*~\\\\_ . s ‘kax\‘

x| 21.2 22.2 23.1 24.1]1.0][22.9 23.8 25.7 27.5]1.0]
Y1 ¥y Y3 Yy | X Y1 ¥ ¥3 Y4 | X

(4.30)

Von den Schdtzungen geben wir nur die Schitzer fiir die
Matrizen 51 und I, an. Die Trendgewichte sind fiir Gruppe
1 ?11 = 22.65, ?21 = 0.48, Y44 = -0.01, ?41 = 0.02 und
fiir Gruppe 2 Y92 = 24,97, ?22 = 0.78, ¥yy = 0.20, ?42
-0.06. Auch hier ist das Anpassungschiquadrat Null, so-

daB das Modell zum Hypothesentesten von keinem Wert ist.
Das reduzierte Modell scll mit der Priifung der Inter-

aktionshypothese "Zeit x Gruppen" vorgestellt werden.
Unter der Nullhypothese "keine Interaktion" ist dann

Yo1 T Yggr Y3q = Y3pr Y49 = Y43 Die Schidtzungen fir die
gruppenspezifischen Konstanten sind unter der Nullhypo-
these ?11 = 23.2 und ?12 = 25.0. Das Anpassungschigqua-
drat (3.24) beliuft sich auf

(4.31) X;mpirisch = 8.63 mit df = 28 - 25 = 3 (p=0.035)
Wir milssen daher die Mullhypothese zuriickweisen. Es liegt
eine Interaktion vor. Zeiteffekte diirfen nur noch inner-
halb jeder Gruppe beschrieben werden. Die Gruppen haben
sich signifikant verschieden entwickelt.

Wenn man sich nicht damit zufrieden geben will, daB
die Zeitpunkte "irgendwie" korrelieren (¥ ist frei), son-
dern daB eine spezielle Autckorrelationsstruktur vor-
liegt, muB das LISREL-Modell abgedndert werden (s. z.B,
MUBUS & NAGL, 1983, §. 382 und SURBOM & JURESKOG, in
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diesem Buch}.
Die LISREL-Steuerkarten finden sich in Tabelle 4.5.

whwaawwenweareaenecEINFACH MULTIVARIATE WACHSTUNSKURYENANALYSESsasaaanaanddanasl
I.-l!tll.!l*ﬁ*thti“‘ii*RItt**t*t'tl!-l!!!.l‘ltlll".I‘ttt‘t'ﬁiﬁ“*ll‘lil*i*‘..c

- REDUZIERTES MODELL: PRUEFUNG DER INTERAKTIONSHYPOTHESE saC
e VDLLSTAENDIGE SPETIFIKATION DES TREWDS MIT ORTHOGONALEM POLYNOMEN  ##C
e DATEM: JORESKOG,STATISTICAL ESTIMATION OF STRUCTURAL MODELS el
e IN:NESSELROADE R BALTES {(EDS),LONGITUDIMAL wal
e RESEARCH IN THE STUDY OF BEMAVIOR AND el
- DEVELOPMENT,1979,P.315 sel
'.'ti‘.ﬁ"l*'.‘.l'l'l.f.lﬁ"’..Qi.'l!‘l‘t'l'i'.'ﬁ""‘-.l.*l'lllll.lltl..!'-ﬁ*‘
DA ‘ C DATENPARAMETER
NI=S : C EINZULESENDE WARTABLE
NO=11 € GROESSE DER 1.GRUPPE
HA=MH C ANALYSE DER MOMENTENNWATRIX UM NULL
NG=2
LABELS
-
LTI CYLT2)® CYLTI) f¥(TA) T xt
RANDATA
{5F5.1)
21.0 20.0 21.5 23.D 1.0
21.0 21.5 24,0 25.5 1.0
20.5 24.0 24.5 26.0 1.0
23.5 24.5 25.0 26.5 1.0
21.5 23,0 22.5 23.5 1.0
20.0 21.0 1.0 22.5 1.0
21.5 22.5 23.0 25.9 1.0
23,0 23.0 23.5 24.0 1.0
20.0 21.0 22.0 21.5 1.0
16.5 19.0 19,0 19.5 1.0
24,5 25.0 28.0 28.0 1.0
“o C MODELLPARAMETER
NY=4 C AMIAHL DER Y (=ZIEITPUNRTE}
NX=1 € ANZAHL DER X (=DUMMYVARIABLE)
NETA=4 C KOMST, LIN., QUDR. UND KUB.TREND
NKSI=1 C ANZAHL DER KSI (=X)
FIXEDX € X WIRD ALS MESSFEMLERFREI ANGENOMMEN
LY=FULL,FINED ¢ REGRESSIONSMATRIX Y(T) AUF ETa
LX=IDENTITY C REGRESSIONSMATRIX X AUF K51
BE=ZERD C SEWICHTSHATRIX DER LATENTEN ENDOS
GAFULL,FIXED C GEWICHTSHATRIX DER LATENTEN EX0§
PHI=SYMMETRIC,FIXED C MOMENTENMATRIX DER EXOS
PS1sFREE C MATRIX DER GLEICHUNGSFEMLER
TE=ZERD C MOMENTENMATRIX DER MESSEEHLER D.ENDOS
TORZERD

Tabelle 4.5a: 1. Teil der Steuerkarten fir einfach multi-

variate Wachstumskurvenanalyse
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Fortsetzung Tabhelle 4.5b:

PATTERN GAMMA
{112

1
MATRIX LY

QU SE T¥ PL RS
WACHSTUMSKURVENANALYSE 2.GRUPPE
na

HO=16
LABELS
-

CYET1 Ty(T2)”’
RANDATA
(5F5.1)
26,0 25.0
21.5 22.5
23.0 22.5
25.5 27.5
20.0 23.5
2he5 25.5
22.0 22.0
24.0 21.5
23.0 20.5
27.5 28.0
23.0 23.0
21.5 23.5
17.0 24.5
22.5 25.5
23.0 24.5
22.0 21.5
[[+3
FIXEDX
LY=IN
BE=IN
GARPY
PS=PS
TE=IN
EQUAL GAMMAL1-2,1) GAMMA{2,2.1}
EQUAL GAMMA{1,3,1} GAMNALZ,3,1)
EQUAL GAMNA{1-4.1) GAMMALZ 6,12
OU SE Tv PC RS

LTIV TYLTEY 't

.0
26.5
2.5
7.0
2é.0
28.5
26,5
25.5
26.0
3.5
25.0
8.0
29.5
26.0
30.0
25.0

[-R-F-F=N-¥-N-F-Ralsfalal-Jaf-Ja}

OaNnaonn

2, Teil der Steuerkarten Ffiir
einfach multivariate Wachs-
tumskurvenanalyse

C DATENPARAMETER

MODELLPARAMETER

LY BLFIBY INVARIANT (MWIE IN GRUPPE 1)
GAMMA BLEIBT INVARIANT

PATTERN UMD STARTWERTE WIE GRUPPE 1
PATTERN UND STARTWERTE WIE GRUPPE 1
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4.1.9. Echt multivariate Wachstumskurvenanalyse als
LISREL-Modell

Werden zu jedem Zeitpunkt mehrere inhaltliche Variable

erhoben, liegt eine echt multivariate Fragestellung vor.

Das ALM wurde schon in Figur 2.2 beispielhaft vorge-
stellt. Das entsprechende LISREL-Modell erhdlt man, wenn
man in (4.28) entsprechende Erweiterungen vornimmt. Das
auf M inhaltliche Variable erweiterte gruppenspezifische
LISREL-Modell sieht folgendermaBen aus (mit konstanter

Matrix A = A
AL Lo _Y}
D1g £1g E1q g=Gruppenin-
: : : dex
n =|r . - . r m=Variablen-
g g —d g index
ﬂMg E'-Mgr EMg
(4.32)
Yig | |Ay %5 & rav B Mg
hig ¥ o ... Ay oo 8 Ting
- wes A
Tng | |2 2 Sy g

{(4.32) besteht jetzt im Gegensatz zu (4.28) aus Block-
matrizen.

4.2, Beispiele im Rahmen der multivariaten Zeitreihen-
analyse

Wir klammern hier die univariate Zeitreihenanalyse und

die multivariate Panelanalyse aus. Daflir gibt es mehrere

Grinde. So wird die univariate Zeitreihenanalyse und ihre
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multiple Varianten "Transfermcodell" und "Interventions-
modell" gewdhnlich im Rahmen der BOX & JENKINS - BOX &
TIAO - Methodclogie behandelt (s. z.B. MUBUS & NAGL,
1983; MUBUS, GURICKE & KROH, 1983). Trotz seiner Viel-

seitigkeit wiirde der Einsatz von LISREL in diesem Be-

reich einschrédnkend sein und keinen Vorteil bringen.

anders ist die Situation bei der multivariaten Panel-

analyse. Hier ist der Einsatz von LISREL sinnvoll. In
MUBUS & NAGL (1983, S. 384-395, 443-450) finden sich eine
Reihe von Beispielen hierfiir.

Die multivariate Zeitreihenanalyse weist im Rahmen der
ARIMA-Modelle von BOX & JENKINS eine Reihe von Problemen
auf, die es verhindern, daB die Modelle routinemdBig eimr
setzbar sind. Daher ist es erfreulich, wenn man mit
LISREL zumindest autoregressive Modelle schdtzen kann.

Da autoregressive Modelle besser zu interpretieren sind
als moving-average-Modelle und letztere unter bestimmten
Bedingungen in erstere {iberfiihrbar sind, klingt die Be-
schrankung auf autoregressive Modelle hidrter als sie
faktisch ist.

4,2.1. Multivariate autoregressive Prozesse

Der einfachste ProzeB ist derjenige 1. Ordnung mit kon-

stantem exogenen EinfluB b

(4.33) y, =AYy q * b+ 2. bzv. g{lt|1t.-‘|} =AYy, 1tk
Ein ProzeB 2. Ordnung mit konstantem EinfluB wdre demnach
(4.34) ¥y = B¥y 4 +*+ By, , + b+ a

{4.33) ist ein Differenzengleichungssystem 1. Ordnung.

Das Differenzengleichungssystem (4.34) 13Bt sich in
eines 1. Ordnung i{iberfiihren.
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(o]
|
o2
[
i
s

Lt

(4.35) = * +

|
[=]
[[=]
(K=

Y1

Diese Riickfiihrungsméglichkeit gilt fiir alle linearen Dif-
ferenzengleichungssysteme hSherer Ordnung. Trotz ihrer
linearen Struktur k®nnen die Modelle aber durchaus nicht-
lineare Zeitreihen abbilden, wie wir weiter unten noch
zeigen werden.

LBt sich die Beziehung zwischen zeitlich benachbarten
Variablenvektoren mit dem Modell (4.33) modellieren, las-
sen sich die Erwartungswerte durch die L&sung des Diffe-
renzengleichungssystems (4.33) bestimmen. Dabei erhidlt
man die L&sung durch wiederholtes Einsetzen von (4.33)

t-1 .
(4.36)  Etyelyt = 2%y, + |z af|p
i=o
endogener exogener EinfluB

Anteil ohne
exogene An-
teile

Die Eigenwerte der Matrix A geben Auskunft ilber das Ver-
halten des Systems. Ist ein Eigenwert vom Betrage gr&Ber
als 1,ist das System (4.33) instabil: die Variablen wach-
sen ohne Grenze. Sind dagegen alle Eigenwerte von A vom
Betrage kleiner als 1, ist das System asymptotisch sta-
bil: es strebt einer Ruhelage zu, wenn sich die &duBeren
Einfliisse nicht #&ndern., Sind die Eigenwerte konjugiert
komplex, treten Oszillationen in den bedingten Erwar-
tungswerten (4.36) auf (s. MOBUS & NAGL, 1983, 5. 428).
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4.2.2. Multivariate autoregressive Prozesse als LISREL-

Modell

Zur Demonstration wdhlen wir das Beispiel "Wettriisten".
Hierzu gibt es eine umfangreiche Literatur (HUCKFELD et
al. 1982; OLNICK, 1975; RAPQPORT, 1960,1980; RICHARDSON,
1939, 1948, 1960a, b; SAATY, 1968; TAAGEPERA et al.,
1975; VOEVODSKY, 1969%9). BAls Daten wihlen wir keine
"weichen" Einstellungsmessungen sondern "harte" Zahlen:
Zahl der kumulierten Atombombenexplosicnen 1963-1982
(Quelle: Stockholm International Peace Research In-—
stitute) (s.a. Figur 4.2). Als volles Modell spezifi-
zieren wir ein Differenzengleichungsmodell 2. Ordnung.
Das LISREL-Modell findet sich in Tabelle 3.2 (3. Zeile)
und Tabelle 4.5.

&

&

kumulierte Zahl nuklearer Explosionen

g

300

&0 lassR

200+

150 v v . —
1963 1945 970 1975 1980

Figur 4.2: kumulierte Zahl nuklearer Explosionen 1963~
1982 fiir die USA und UA4SSR
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Strukturgleichung n =Bn + ¢

MeBmodell y = In {y; = 1 = Scheinvariable
zur Modellie-
rung des exo-

(4,.37) genen Ein-
flusses

USA ¥y M OB B0 0 1B [ [

USSR Yo 72| 12.%i%23 Baai® 0 %] "2} |R2

I i

USR  ¥1eq |3 00 0 B35 B3giBag| Ing %3

UASSR Yoeon |Ma|=[ 2242 2 _i%as PasiBazf - |Naf + |04

UdSSR yzt_z n6 9 010 10 0 LO ﬂe Es

““““““ == I e I = -

Konst.y-, = 1|n4 0 0:0 0 :0 0 :0 Ny g

Tabelle 4.5: Differenzengleichungsmodell 2. Ordnung

Das Modell in Tabelle 4.5 weicht in einigen Punkten in
seiner Schreibweise von (4.35) ab. Der Grund hierfiir
liegt in der Form der LISREL-Strukturgleichung. Links und
rechts vom Gleichheitszeichen miissen die gleichen n ste-
hen, Zu beachten ist daher, daB nicht nur Yy = nyg ist,
sondern daB Ly = Y2t Lg = Yoroo und o = yg = 1 ge-
setzt wurden.

In die Gestaltung der Fehlermomentenmatrix (4,38)
gingen folgende Uberlegungen ein. Die Erwartungswerte der
Gleichungsfehler tq ~ Iy sollen Null sein (4 Nullen in
der 7. Zeile von ¥). Die Gleichungsfehler t; — &y sollen
unabhdngig von den Regressoren Yi_o sein (8 Nullen in der
5. und 6. Zeile von ¥). Ferner sollen die Schitzer der
Produktmomente zwischen iy "~ Ly (rechtes unteres Dreieck
von ¥} durch die entsprechenden Eintragungen in der
Stichprobenmomentmatrix Sgoy Sg5r Sggr Sqgr S76 und Soq
gebildet werden. Dabei ist S75 = Yqg-3s S7g = Y- und

877 =1.0.
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Durch die Gestaltung von ¥ lassen wir Kreuz-, Auto-

und verzdgerte Kreuzkorrelationen der Fehler L zu.

- 1
(438) 27 ta| Yar Ya2!Ve3 Yas
sl O 0 JO 0 Ly,
(] 1
S | 0 9 10 0 1¥g dgp
7l O 0 JO0 0 b wag vagliag

Das Anpassungschiquadrat (3.22) ist Null. Allerdings ha-
ben wir auch Null Freiheitsgrade. Die Zahl der Freiheits-—
grade 1&Bt sich erh&hen, wenn man die Parameter Y55 = Vo9
{rechtes unteres Dreieck von (4.38)) auf den Konstanten
555, 565' 566' 575, 576' 377 fixiert. Dennoch bleibt das
Anpassungschiquadrat Null.

Da wir keine apriori-Hypothesen formuliert hatten,
verbessern wir die Modell®&koncmie durch die t-Werte der
Schitzer und die sogenannten Modifikationsindices der
festgehaltenen oder eingeschrinkten Parameter. Die Modi-
fikationsindices schépfen Informaticnen iiber die 1. und
2. Ableitung der Likelihoodfunktion aus. Weist z.RB. die
Likelihood an der Stelle des festgehaltenen Parameters
einen von Null verschiedenen Wert auf, ist das ein Indiz
dafiir, den Parameter frei zu lassen,

Das endgiiltige Modell, das sich nicht mehr verein-
fachen 14Bt, findet sich in Tabelle 4.6 und Abbildung 4.3.

Usa ny = 0.928n3 + 59.179 + 4 (£t=98.8; t=11.6)

UdSSR = 1.059\14 t L, (t=486.7)

Ay

Tabelle 4.6: Multivariates autoregressives Modell 1. Ord-
nung fir nukleares Wettriisten (die t-Werte
fiir die Koeffizienten sind eingeklammert)
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Q o

usar 2228 T ysay_y

UdSSRy _f=—rpe7—| UdSSRY-1

®

Abbildung 4.3: Pfadmodell fiir nukleares Wettriisten auf

der Basis kumulierter nuklearer Explosionen

Es fillt auf, daB die Entwicklung der beiden Zeitreihen

entkoppelt verliuft. Ferner ist der konstante exogene

EinfluB bei der UAdSSR nichtsignifikant. Bei den USA da-

gegen ist dieser exogene EinfluB, der alle Anteile an Ne

zusammenfaft, die nicht durch die Vorgeschichte (nt_1)

oder durch Fehler (ct} zu erkliren sind, sehr signifikant.
Das Modell produziert ein Anpassungschiquadrat von

(4.39) x;mp = 10.97 bei df = 28 - 11 = 17 (p=0.858)
Da die rechte untere Ecke von ¥ nach der Schidtzung mit
der rechten unteren Ecke von S zusammenf#llt, kdnnte man
die entsprechenden Parameter in ¥ auf diesen Werten fest-
halten und als Konstante behandeln, sodaB sich die Zahl
der Freiheitsgrade um 6 auf 23 erhShen wiirde. Dann wiirde
das Wahrscheinlichkeitsniveau iiber p=0.95 liegen! Die An-
passung des Modells ist exzellent. Das erkennt man auch
daran, daf die grdfte Abweichung zwischen 5 und i 449 be-
trigt, was ganze 0.15 % des betreffenden Stichproben-
moments ist.

Die Steuerkarten des Modells sind in der Tabelle 4.7
aufgelistet.
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#*n BIVAR,AUTOREGR.MOBELL 2,0RUNG OMNE VERIOEG.KREUZKORR.: ATOMBOMBENEXPLODS. wal
=4 DATEN STAMMEN VOM STOCKHDLM INTERNATIONAL PEACE RESEARCH INSTITUTE (SIPRI) el
** (HRSGB) ATOMWAFFEN IM EUROPA, RUESTUNGSJAHRBUCH 1982781, REINSECK,ROROHLY wul

*r 1883, 5.293

L 1A

= DATEN FUER 1982 AYS SIPRT: WAFFENEXPORT UND KRIEG, RUESTUNGSJAMRBUCH & g

LL REINBECK,ROWOHLT, 19B&, 5.132/133 wal
¥AR J = JAHR el
VAR 2 = USA [AXKUMULIERTE ANZAHL NUKLEARER EXPLOSIGNEN) 114
YAR 3 = UDSSRC L4 { [ { ) awl

b A LA L L LR R AL el e A LTl L e R L LY T T T T TR P v Srararir eap e gy

DA
NI=?
HO=18
MA=MM

LABELS

-

¢ DATENPARAMETE®
€ ANZIAHL DER EINIULESENDEN YARTABLEN
C aNZAML DER IEITPUNKTE

"USA-2" TUDSSR=2° "C-27 "USA~1” *YDSSR-1" “USA® "UDSSR”

RAWDATA

196

1964
1965
1964
19465
1960
1965
1966
1967
1966

Tabelle 4.7a:

335
I44
335
364
404
164
404
433
404
33
472
633
&7z
500
72
500
533
500
533
Shd
533
348
5463
548
563

(T11,.3F&,0/(T11,2F4.00
P63 I07 164

170
17%
171

O A PR A T P S Qi g

n
1

1. Teil der Steuerkarten fiir das bivari-

ate autoregressive Modell "Wettrilsten"
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1974 58% 323 1

1975 599 3318 1

1976 614 355 1

1975 59¢ 332 1

1974 514 355 1

1977 &26 31 1

1976 614 355 1

1977 626 371 1

197§ 638 393 1

1977 626 1M 1

1978 438 398 1

197% 554 427 1

1978 638 398 1

1979 554 427 1

1980 668 448 1

1979 654 427 1

1980 658 448 1

1981 683 46% 1

1980 668 448 1

1981 483 469 1

19862 700 500 1

SELECT

674512137

MO € MODELLPARANETER
HY=T C ANIA4L DER ¥
NX=0 C ANIAWL DER X
NETA=7 € ANIAML DER ETA (=LATENTE ENDDS)
LY=IGENTITY C LYSLANBDA~Y
EEsFULL,FIXED £ PARAMETERMATRIX DER LAT.ENDOS
GA=IERD C PARAMETERNATRIX DER LAT.EXOS
PSI=SYMMETRIC,FIXED € KREUIPRODUKTMATRIXN 0.GLEICHUNGSFEHLER
TE=IERD

Pa BETH

(7113

2010001

0001000

oo0n101

00RO D

4000000

Q000000

Q2000000

PA PST

{28I1)

1010010001220010000110200111
EQUAL BETA(1-3) BETA(3I.,5)
EQUAL BETACT,7) BETA(3.?)
EQUAL BETAC2,4) BETAL(4.8)
EQUAL P5It1,1) PSI(3.3)
EQUAL PSTI{2,2) PSI{4r4)

Qu SE Tv PC RS WI 55 TD

Tabelle 4.7b: 2. Teil der Steuerkarten fiir das bivari-
ate autoregressive Modell "Wettriisten"

114




4,2.3. Multivariate zeitkontinuierliche Prozesse

Die in 4.2.1. und 4.2.2. behandelten Modelle sind diskret
in der Zeit. Das bedeutet, daB sie Vorhersagen nur fiir
ganz bestimmte Zeitpunkte machen. Ferner sind - was noch
weilt unangenehmer ist - die Parameter abhingig von der
Gr&Be des Beobachtungsintervalls t -(t-1) = At. Diese
Nachteile gibt es bei den zeitkontinuierlichen Modellen
nicht. Sie stellen zweifelsohne die "Krdnung" des Modell-
baus dar. Mathematisch werden sie aus Differentialglei-
chungsmodellen aufgebaut. Als abhidngige bzw. zu erkldren-
de variablen fungieren in den Modellen nicht mehr wie

bisher Variablenwerte sondern Anderungsraten der Variab-

lenwerte. Wir wollen hier keine probabilistischen Modelle
untersuchen wie etwa WICKENS (1982) und BARTHOLOMEW
{(1982), sondern beschrénken uns auf Fragestellungen, in
denen die Variablen unbeschrénkt variieren kénnen.

Anwendungen solcher Modelle finden sich auBer in den
Natur- und Ingenieurwissenschaften auch in der Okonomie
{BERGSTROM, 1976), der Soziologie (ARMINGER, 1976, 1982;
BAUGH, 1977; COBB, 1978; DORETAN & HUMMON, 1977; FARARO,
1978; RAPOPORT, 1980; SORENSON, 1983) und nicht zuletzt
in der Psychologie.

So formulierte ABELSON (1965} ein Differentialglei-
chungs-Modell fiir Einstellungsverdnderungen, SPERLING
(1964}, SPERLING & SONDHI (1968) und GANZ (1975} fiir
Wahrnehmungstheorien, ANDERSON (1983), ASHBY (1982),
McCLELLAND (1979) und RATCLIFF & McKOON (1981) fiir Theo-
rien der Bktivierungsausbreitung im Langzeitgedichtnis,
THOMAS & MARTIN (1976) fiir Eltern-Kind-Interaktionen,
MARKUS & ZAJONC (1%77) flir das familienkonstellations-
abhidngige Intelligenzwachstum, MOBUS & WALLASCH (1977)
zur Erfassung von Hirnschd3digungen bei Kindern, KUHL &
BLANKENSHIP {19739} fiir Leistungsmotivationsinderungen.

Eine weitere Verbreitung erfuhren die Modelle bei
empirischen Untersuchungen wegen der Schwierigkeit bei
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der Modellidentifizierung und Parameterschitzung jedoch

nicht (s. aber MUBUS & NAGL,

1983).

Wir wollen hier zeigen, wie man mit LISREL beide

Klippen elegant umschiffen kann.
Zundchst wollen wir als Beispiel das Modell wvon
DOREIAN & HUMMON (1976) zur Popularitdt der drei poli-

tischen Krdfte in England vorstellen {s. Tabelle 4.8)
(4.40) x(t) = A x(t) + B u(t)
-dPR(t}--| B E B i
? a.” 3.12 313 PR(t} b'§1"°"'b‘|6 In(t)
T Un (t)
—E%——— =layy a5y a3 | - Po{t) + b21“°"‘b26 : Ez:::
Cy(t)
EEElEl a a a P, (t) b b e
| at | _31 32 33_ |-L | -31"“"35 i i
mit: R = Regierung, O = Opposition, I = Liberale
P = Popularitét
In(t) = Inflationsindex (Preisniveau/Lohnniveau)zu t
Un(t) = Prozentsatz der Arbeitslosen zum Zeitpunkt t
BP(t) = Zahlungsbilanz: (Wert der Exporte - Impor-
te) /Preisniveau zum Zeitpunkt t
BR(t) = Diskontsatz der Bank von England zu t
Cy(t) = Scheinvariable, die den Popularititsbonus
der Opposition widerspiegelt. Cy(t) ist je-
weils zwischen zwei Wahlperioden eine um-
gekehrte U-Funktion
c = Scheinvariable, die fiir alle Zeitpunkte t

den Wert '1' annimmt

Tabelle 4.8:

11e

Modell von DOREIAN & HUMMON (1976) zum po-
litischen Klima in GroBbrittannien



Das System (4.40) ist noch ohne stochastische Komponente,

Fiigen wir diese hinzu haben wir

x(t) = A x(t) + B u(t) + z(t)

(4.41) mit x(t} = stochastischer multivariater ProzeB

A, B
u(t) = Vektor mit nichtstochastischen exo-

Parametermatrizen

genen Einfliissen

n

() Vektor mit stochastischen Stdrungen
{meist wird weiBes Rauschen ange-

nommen}

Der FehlerprozeB g(t) ist sehr erratisch und unterschei-
det sich damit grundlegend von den Fehlern in den bisher
behandelten Modellen (s.a. DAVIS, 1977, S. 108ff). For-
mal ist die L&sung von {4.41) (s.a. GANDOLFO, 1981,

s. 75)

(4.42) € &
xt) = x(0)elt + 5 Rt py(gias + s 2IF N (g)as
0 0
determi- determini- stochastische
nistischer | tischer , Fehlerkompo-
endogener exogener nente
Anteil Anteil
- A2t2 §3t3 - A_jtj
mit e2" = I - At + — + + v.. = I
2! 31 i=0 3!

Der ProzeB x(t) setzt sich aus drei Komponenten zusammen,
deren EinfliiBe iiber die Laufzeit des Prozesses "aufsum-
miert" {(d.h. integriert) werden. Die stochastische Kom-
ponente wird durch ein stochastisches Integral gebildet,
von dem wir nur annehmen, daB es existiert.

Der kontinuierlich in der Zeit ablaufende Prozess
soll jetzt regelmiBig in Zeitintervallen mit Linge
At = 1 beobachtet werden. Zusdtzlich nehmen wir an, da8
die am Intervallanfang becbachtete exogene Variable u
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sich im Intervall nicht verdndert

{4.43) u(t-s) = u(t-1) flir 0.« s < 1 X

Dann vereinfacht sich (4.42) zu

1
(4.44) x(t) = e® x(t-1) + { s €25 ds} + B u(t-1) + £(t)
0
Diese Gleichung 1l&Bt sich noch weiter vereinfachen, da
fir nichtsinguldres A folgendes gilt (ATHANS et al.,
1974, 8. 317)

1
(4.45) ;roeB% as = a e -1y,

0

Wir haben dann

e x(t-1) + 271 - 1) B u(t-1) + £(t)

(4.46) x(t) =
Letzteres erinnert an eine multivariate Regression,
wenn wir schreiben

(4.47) x(t) = a%x(t-1) + B'u(t-1) + E(t)
mit AY = e® una B" = §_1(eé - 1) B

Viele Autoren (u.a. ARMINGER, 1976, 1982: DOREIAN &
HUMMON, 1976; COLEMAN, 1971) lieBen sich wegen der
leichten Schidtzbarkeit von (4.47) dazu verfiihren, A
durch die Logarithmierung ven §+ finden zu wollen. Das
fiihrt zu einer Reihe von Problemen, wie SINGER & SPILER-
MAN (1976} eindrucksvoll bewiesen haben. Der gréBere
Nachteil liegt aber darin, daB wir zwar Hypothesen iiber
§+ nicht aber {iber A im Sinne der Likelihoodquotienten-
methode formulieren kdnnen, wenn wir diese Riicktrans-
formationstechnik benutzen.

Es gibt zwei Auswege aus diesem Problem. Entweder man
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schitzt A und B direkt mittels multivariater Regression.
Die Regressionsfliche muB dann mittels numerischer Inte-
grationsmethoden berechnet werden., In MUBUS & NAGL (1983,
S. 442, 450-452) finden sich einige Beispiele. Die andere
einfachere M8glichkeit liegt in der linearen diskreten

Approximation des Differentialgleichungsmodells. Diese
Approximation kann dann mit LISREL gesch&tzt werden.
Die lineare diskrete Approximation erhalten wir, wenn
wir (4.41) iber ein Beobachtungsintervall integrieren
1. 1 1 1
/ x(s)ds = A [ x(s)ds + B J u(s)ds + [ r(slds
0 0 0 0
1 s =1
mit: /S X(s)ds = x{(s) = x{1)} - x(0) = ax(1)
0 s =0
Die deterministischen Integrale auf der rechten Seite
werden iiber die Trapezregel approximiert. Es ist z. B,
1 1 _
(4.48) J x(s)ds I 5 {x(1) + x(0)} = x(1) = Mittelwerts-
0 vektor der
beiden Mes-
sungen
Die diskrete lineare Approximation ldBt sich dann
schreiben als

(4.49) ax(t) = A x(t) + B

=1

(th + n(t)

mit n(t) = Funktion von E(t) und dem
durch die Linearisierung ver-
ursachten Spezifikations-
fehler
Der Koeffizientenvergleich zwischen dem approximativen
diskreten Analogon (4.49) und der exakten diskreten Form
(4.44) ergibt eine Abschitzung: Die Halbierung des Be-
obachtungsintervalls fiihrt zu einer Achtelung des Spezi-

fikationsfehlers, Kommen wir nun zu einem Beispiel.
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4.2.4. Digkrete lineare Approximation eines stocha-
stischen Differentialgleichungssystems mit LISREL

Das Modell entstammt einer Monte-Carlo-Untersuchung von
PHILLIPS (1972). Die Daten sind in Figur 4.4 abgebildet,
Das Modell hat die Gleichung

(4.50a) x(t) = A x(t) + bult) + z(t)

c(t) |-a «(1-8) 0 cit)] | | I L3
(4.50b) |v(t) = x Afyv=1) -ay{-|y(e)f+]o}- F + £, (t)
k)| o v =y | [kte)} fo Ly(t)

Es ist zweckmdBig, einige Parameter herauszuziehen

c(t) ar{(1-8) y(t) +F - ct)}f |z ()
(4.51)  |y(e)] =|r-{c(t) + k(t) - y(t)} + |58
k(t) v-{voy(t) - k(t)} T4(t)

Wir erhalten aus (4.51) die diskrete lineare Approxima-
tion, wenn wir schreiben

ac(t) ar{{1-8) y(t) + F - 3(t)3|  [n (2
(4.52) |ay(t)| = |a-{ci(t) + ak(t) - y(t)} + | n,(t)
Ak({t) y-{v-y(t) - k(t)} nj(t)

Wir miissen jetzt (4.52) in das LISREL-Modell von Tabelle
3.2 (4.Zeile) iiberfiihren. Dazu nehmen wir jetzt die De-
finition der LISREL-Variablen Ny = nqg und die der
LISREL-Fehlervariablen 4 - ity vor (s. Tabelle 4.9).
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Figur 4.4: Multivariate
Zeitreihe als Stichprobe
des Prozesses (4.,50)

Liii}
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n1=un4+c1=QC(t) Ng =VMyq _ nyg=c(t-1)
n2=ln5+c2=ﬂy(t) g =0.5n12+0.5n15= E(t} n16=y{t—1)
n3=Yn6+c3=ﬂk(t} n10=0.5n13+0.5n16= yit) n17=k{t—1}

ng=N7*M187"g n1170.51,4+0.5n, 5= k() n,g=F .
Ng=Ng+Ny=T, 4 Nyp=Nq+nyg = clt) =n1{t)*
Ng=Ng=Nqq My3=Ng*ngg =ylt) ¢, =n2(t)*
ny=(1-8)n, . Nqg=N3*N, 5 = k(t) 3 =nj(t)

die mit * gekennzeichneten Variablen entstammen (4.52)
und sind nicht mit den LISREL-Variablen zu verwechseln!

Tabelle 4.9: Definition der LISREL-Variablen zur Model-
lierung der linearen diskreten Approxima-
tion (4.52)

Das entsprechende LISREL-Modell findet sich in Tabelle
4.10, Es weist gegeniiber dem von MUBUS & NAGL (1983, s,
434) zwei entscheidende Verbesserungen auf. Durch Erhé-
hung der Gleichungszahl von 10 auf 18 k&nnen jetzt alle
Parameter einzeln geschitzt werden, obwohl sie in (4.50)-
(4.52) an einigen Stellen als Produkte auftreten. Die an-
dere Verbesserung liegt im Verzicht auf die Matrix T und
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Die LISREL-Steuerkarten finden sich in Tabelle 4.12,
7u beachten ist, wie die in MOBUS & NAGL (1983, 5. 431)
abgedruckte multivariate Zeitreihe flir LISREL angeordnet
werden muB. Sie wird in iiberlappende Intervalle zerlegt.

In Tabelle 4.11 haben wir Schitzungen und die von
PHILLIPS angegebenen Parameter gegeniiber gestellt.

Parameter nach PHILLIPS Schitzung mit LISREL

a = 0.600 & = 0.630
A = 4.000 2 = 3.209
- & = 2 =
y = 0,400 g = 0.406 X2, = 4.17
8 = 0.250 B = 0.236 af = 17
v = 2.000 $ = 2.014 p = 0.999

Tabelle 4.11: Parameterschitzungen mit LISREL fiur die
diskrete lineare Approximation des Systems
(4.51)

Auch hier ist die Anpassung exzellent, wie das p von
0.999 beweist., Das LISREL-Modell gestattet es, auf ein
Modell 2. Ordnung ausgewelitet zu werden. Vorbild hierzu
sollte das Modell in Tabelle 4.5 sein. Leider lieB es
LISREL wegen seines Arbeitsspeicherbedarfs nicht zu, ein
derartiges Modell zu schédtzen. Es ist auch eine Erweite-
rung des Modells in Richtung meffehlerbehafteter Indika-
toren mdglich, Auch hier haben wir ermutigende Ergebnisse
erhalten, die wir aus Platzgriinden aber nicht mehr be-
richten k&nnen.

5. SchluBbemerkungen

Wir glauben an einer Reihe von Beispielen gezeigt zu
haben, daB LISREL ein sehr vielseitiges statistisches
Modell ist. Der Anwendungsbereich geht weit Uber pfad-
oder faktorenanalytische Anwendungen hinaus. Im Gegen-
satz zu den statistischen Methoden in den Paketen BMDP,
SAS und SPSS ist das Modell fiir den Benutzer viel durch-
sichtiger und daher von gr&ferem heuristischem Wert.
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#%  PHILLIPSsPC.B.r THE STRUCTURAL ESTIMATION DF A& STOCHASTIC DIFFERENTIAL L1
Ll ’ EQUATIDN SYSTEM, ECONMOMETRICA, VOL.40-1972,1021=1041 i
"k el
L DISKRETE APPROXIMATION MIT L I SR E L i
" L1
t"t.“l*‘I‘ﬁ"l*i'*‘l“‘k*‘*'l“l‘.."l‘I'I*l't‘*‘“l‘"l‘l“‘l‘““I‘ll‘l!l"l"*l""*t"ll‘-‘c
rRAERAARAR AR AR h kR b (2] £ 2] LAt} -
DA € DATENPARAMETER

NI=7 C ANZAML DER EINZIULESENDEN YARIABLEN

HO=25 C ANZAHL DER IEITPUNKTE

HA=HN
LABELS
L3

fE=1* Tyafr fgec CE T oL Yoy ¢ g *

RAWDATA

£ T5,4F10,6/T5,3F1D.6)
20.001445 20.001294 40.002740 5.000000
20.724659 21.873653 40,319084 =2,276806
20.7244659 21.6734653 40.319084 5.000000
19.500591 20.517932 41.772445 -4,224068
19.500591 20.517932 41.772445 5.000000
17. 740573 16.459774 42.902389 =4.740018
17.74640573 16.459774 40.9023789 5.000000
14.797718 12794065 36,4256464 =3.94285%
16.797718 12.794065 3s.626464 5.000000
16304851 14.501026 32.963211 -3.492847
16.304857 14.501026 32,943211 5.000000
13.996612 13.712356 32.424435 -5.308239
13.996612 13.71235¢ 12.426635 5.000000
15.690959 11.987287 32.4672866 =1.305653
15.690959 11,987257 32.672866 5,000000
13.092237 9.756517 28.897232 -5.598722
13,092237 9.756517 23.897232 5,000000
14.220060 12.906684 27.340717 =1.B72177
14.220080 12.706684 27.340717 5.000000
15.704090 16.940200 30.263877 =1.515970
15.704090 146.740200 J0.263877 5.000000
17.718055 17.428257 30.470222 -0.984035
17.718055 17.428257 30.470222 5.000000
19.487106 23.287891 34.520500 -1.230949
19.487106 23.28T891 I4.520500 S5.000000
21.442127 25.636001 I7.044532 -1.044979
21.442127 25.636001 37.044532 S5.000000
24.951919 30.484500 45.467407 0.509792
24.951919 30.4B4500 45.467407 S5.000000
2E.961414 32.732826 48.174156 -0.990505
26.961414 32,732826 48.774156 5.000000
27.625004 34.344076 54.707347 -2.335410
27.625804 34.344078 56.707367 5.000000
29.802745 33.231643 $2.022628 -0.823059
29.802T45 33.231643 62.022628  5.000000
30.370506 29.752571 65.50B467 =2,43223%
30.370506 29.752571 £5.508867 5.000000
27.38912% 21.525676 80.045471 =5.981377
27.389129 21.525676 60.045471 5.000000
24.136940 18.777145 52.820404 -6.25218%
24,136%40 18.777145 52.820404 5.000003
21.597137 17.251140 47.554259 -5.579807
21.597133 17.251140 4T7.556259 5.000000
20.041355 14.416481 42.308754 -4,555778
20.041355 14.616481 42.308754 5.000001

967 -
18.967193 16.165267 35.948036 5.000000
18.595157 19.830234 32.583084 -3.372034
18.5%5157 19.8302%4 32.583D084& 5.000000
20.269153 23.141529 37.360000 -1.326004

Tabelle 4.12a : 1.Teil der Steuerkarten fiir lineare Ap-
proximation eines Differentialgleichungs-
modells
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ANIAHL DER ETA {=LATENTE ENMDOS)
ANIAHWL DER K51 (=LATENTE EXO0S)

PARAMETERMATRIX DER ENDOS
KOVARIANIMATRIX DER GLEICHUNGSFEHLER

e NaRaNalalal

11111100000200000000000000000002000000000000000000000000000000000000000000000000
0G000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

00000000000

MATRIX LY

(18F1.0)
000000000001000000
000000000000100000
000g00000002010000
000000000000001000
000000000000000100
000000000000000010
000000000000000001

START 1.0 BE(4,7) BEC4,18) BEL5.3) BE(5,%) BE{&.8) BE(12,1) BE(12,15) BEU13.2)

START 1.0 BE{14,3) BE{13,16) BE(14.,17)

=1.0 BE(4,9) BE(5,10) BELA,11)

0.5 BE{9,12) BECH,15) BEC10-13) BEC10,16) BEC11,74) BE(11,.172
9.0 PSIC1,1) PSIC(2,2) PSIC3,3)

START
START
START
S5TART
START
START
START
START
START
START
START
START
- START
ou SE

Tabe
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101,302 PSIC18,16)

12828.987 PSICIT,17)

207.073 PSI(1B.17)
25,300 PSIC18-18)
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lle 4.12b: 2.Teil der Steuerkarten fiir lineare Ap-

proximation eines Differentialgleichungs-
modells
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